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OZET

Ug béliim olarak hazirlanan bu ¢aligmanin birinci béliimiinde, bir dizinin bir A
= (aux) sonsuz matrisi yardimiyla elde edilen doniistim dizisi tarif edildi. Ayrica;
regiilerlik, hemen hemen regiilerlik.kuvvetli regiilerlik,o-regiilerlik ve V s-regiilerlik
hakkinda yapilmus tanim ve teoremler verildi. |

Ikinci béliimde; bir dizinin K, B ve o-gekirdek tammlar yapilarak bu dizi ile
onun déniigiim dizisinin K, B ve o-¢ekirdekleri arasindaki iligkileri veren ve daha
6n§eden yapimis teorem ve sonuglar yer aldi.

Son kisimda da; Chaudhary ' nin [7] ' de calisand: fikir kullanilarak, K ve B
cekirdek hakkinda yapilan ve ikinci kistmda verilen sonuglar o -gekirdek bakimindan
normal matrisler yardimyla genellegtirildi.



ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, the consept of a transform of a sequense obtained by an
infinite matrix A =(apk) has been explained. Moreover, the bacis definitions and
theorems related to regular matrix, almost reguler matrix, strongly regular matrix, o-
regular matrix, V4~ regular matrix have been given as well as the concepts of Banach
limit and invariant mean.

In the second chapter, the definitions of K- core, B- core and o-core of a
sequence have been given and then some known inclusion theorems related to K- core,
B- core and o-core of a sequence and its transform obtained by some matrices.

In the final chapter, using the idea that used Chaudhary in [7], some inequalities

given in chapter two have been extended to normal matrices.
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1. BOLUM
1. MATRIS DONUSUMLERI

1. 1. Matris Doniigiimleri:

A= (a,;, ) kompleks terimli bir sonsuz matris ve X = (x,, ) bir dizi olsun. E§er

her n igin,

Ay (x)= ;ankxk
serisi yakinsak ise, (A,(x)) dizine (x ” ) dizisinin A matrisi ile elde edilen doniigiim
dizisi denir.

E ve F reel ya da kompleks terimli dizilerin uzaylarn ve A= ( %) da reel veya
kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. ESer, her XE€E igin (A,(x) ) dizisi mevcut
ve (A,(x) )EF ise, A matrisi E’den F'ye tammlidir denir ve AE(E, F) yazilir.
E'den F’ye tanimli biitiin matrislerin sintf (E, F) ile gosterilir.

Eger E ve F tizerinde limit ya da toplam mevcut ise, (E, F), ile toplam veya
limiti koruyan matrislerin sinifi gosterilir. Mesela ; c reel terimli biitiin yakinsak
dizilerin uzay: olmak iizere, A&(c, c)mg ise AE(c, c)ve x, —{ olacak sekildeki
ber (x,) € cigin A,(x) — (’dir. Bu tip matrislere “regiiler matrisler” denir.

A = (a,; ) sonsuz matrisinin regiiler olmas: igin gerek ve yeter sartlan

Silverman-Toeplitz teoremi agafidaki gibi vermistir :

Teorem 1 ] I (Silverman-Toeplitz): AE(¢, C)peq 0lmast igin gerek ve yeter sart

flal = Sl;p%la,,kk w (1.1)

lima,; =0 , her kigin (1.2)
n

fim Y 2, =1 (1.3)
n

olmaswir, ([2], 1970, s. 165).

Tamm 1.1.2: A=(a,; ) bir sonsuz matris olsun. Eger, k > n i¢in a,; =0ise,

A’ya iiggensel matris denir. A iiggensel oldugunda, ber n i¢in a,, # O ise, A’ya



normal matris denir, ([1], 1930, s. 254).

Teorem 1.1.3: Bir A= (a,) mairisinin Al tersinin mevcut olabilmesi igin

gerek ve yeter sart A’min normal olmasidir , ([1], 1950, s. 176).

Tamm 1.1.4: Eger bir sonsuz A matrisinin her bir satirinda sifirdan farkh

sonlu sayida eleman varsa, A’ya satir-sonlu matris denir, ([1], 1950, s. 6).

Tamm 1.1.5: Bir regiiler A matrisi igin,
lim =1 14

oluyorsa, A’ya “hemen hemen pozitif matris ” denir, ([12], 1969).

Tamm 1.1.6: A=(a,,;, ) ve B= (b, ) iki regiiler matris ve
23 =2 AnX g | z;=§b,,kxk (n=1,2,3,.)
x

olsun. Eger (z; ) dizilerinin verilen herbir smifi i¢in lim(z, -z,) =0 ise (yani ; ya 2,
n
ve Z, ' her ikisi de aym limite gitsin ya da limitlerinin farki sifir olsun), A ve B

matrislerine “ mutlak denktirler ” denir.

Teorem 1.1.7: A ve B regiiler matrislerinin, biitiin simrh dizilerin uzay: olan

m iizerinde mutlak denk olmalar: icin gerek ve yeter sart,

=0 (1.5)

hmzlank -bnk
n r

olmasidir, ([11, 1950, s. 105).

Teonem 1.1.8: AE(m, m) olmas: icin gerek ve yeter sart, (1.1)’ in

saglanmasidir, (2}, 1970, s. 164).



1.2. Hemen Hemen Yakmsaklik

Bu boliimde, hemen hemen yakinsakliin tanimini yaparak bununla ilgili;

cesitli matris siniflarini karakterize eden teoremleri verecegdiz.

Tarmm 1.2.1: X bir lineer uzay olmak iizere, f: X R dbniigiimiine bir
fonksiyonel denir. Her x, y € X i¢in,
f(x+y) < f(x) + f(y)
oluyorsa, f fonksiyoneli “ alttoplamsal ”;
f(x+y) = f(x)+(y)
esitligi varsa “toplamsal” olarak tarif edilir. Eger, r > O skaleri icin her x€X
almdiginda f(z x) = ¢ {(x) oluyorsa, f fonksiyoneline “homojendir ” denir.
Alttoplamsal ve homojen bir fonksiyonele altlineer, toplamsal ve her ¢ i¢in

homojen olan fonksiyonele de lineer fonksiyonel denir, ([2], 1970, s. 102).

Tarum 1.2.2: L: m— R lineer olsun. Bu durumda, eger L fonksiyoneli

Herniginx =x, 20ise I(x) 20, 2.1)
e=(1,1, .., 1,.)i¢in L{e)=1, 2.2)
(Sx)p =x,,; olmak iizere L[(Sx),] =1(x) (23)

sartlarim sagliyorsa, L'ye bir Banach limiti denir.

m iizerinde,

. . 1z
g(x)=  inf hmsup—Zkai
k Timl

nyNa,..0,
ile tammlanan q fonksiyoneli altlineerdir. Bu q yardimyla Banach limitlerinin

degisik bir tamimm agafidaki gibi verilir :

Tamm 1.2.3 : L, m iizerinde bir lineer fonsiyonel olsun. Eger her x Em i¢in

L(x) < q(x)



ise, L' ye bir Banach limiti denir, ([3], 1966).

Tamm 1.2.4: Biitiin L. Banach limitleri i¢in L(x) =s oluyorsa, x=(x, )Em
dizisine s ' ye hemen hemen yakinsaktir denir, ([15], 1948).

Hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi F, sifira hemen hemen yakinsak olan
dizilerin uzay: da F; ile gosterilir. Bir x dizisi bir s degerine hemen hemen
yakinsak ise, F-limx =5 yazlir.

Simdi de hemen hemen yakinsak dizileri karakterize edecek bir teorem

verelim ;

Teorem 1.2.5: Swurh bir x dizisinin bir s degerine hemen hemen yakinsak

olmas: icin gerek ve yeter sart ; n ' ye gdre diizgiin olarak
i ot Fnarteet gy
k k

olmasidir, ([15], 1948).

s

Tamm 1.2.6: Bir A= (a,;, ) matrisi biitiin hemen hemen yakinsak dizileri,
yakinsak dizilere déniigtiiriiyor ve limAx = F-limx oluyorsa, A’ya “KUVVETL]
REGULER” matris denir ve AE(F, Clreg Yazilir, ([15], 1948).

Lorentz tarafindan verilen agafidaki teorem, kuvvetli regiiler matrisleri

karakterize etmektedir :

Teorem 1.2.7: Bir regiiler A= (a,) matrisinin kuvvetli regiiler olmas: igin
gerek ve yeter sart ;

=0 (24)

ﬁmEIank ~nk+l
n %

olmasidr.

Tarum 1.2.8: Yakinsak dizileri , hemen hemen yakinsak dizilere doniistiiren

-4-



ve F-limAx = limx olan A= (a,; ) matrisine, “HEMEN HEMEN REGULER”

matris denir ve AE(c, F)pe, yazilir, ({16], 1966).

Hemen hemen regiiler matrislerin sinifi King tarafindan aga§idaki teoremle

karakterize edildi :

Teorem 1.2.9: Bir A matrisinin hemen hemen regiiler olmas: icin gerek ve

Yeter sart ;
lA) = sgp%}ankl <o (2.5)
F-limay, = 0, (her k igin) o (2.6)
Em Y a,; =1, (n'e gore diizgiin ) (2.7)
n 'k

sartlarimn saglanmasidir, ([16}, 1966).

Tarum 1.2.10: Hemen hemen yakinsak dizileri, hemen hemen yakinsak

dizilere limitini koruyarak tagiyan A matrisine, “F-REGULER” matris denir. A €

(F, F)reg yazilir.
F- regiiler matrisler, agagidaki teoremle karakterize edilmiglerdir :

Teorem 1.2.11: Bir A matrisinin F- regiiler olmas: igin gerek ve yeter sart ;

(2.5) ile birlikte
F-limayy =0, (her k icin) (2.8)
F- li'?lEa,,kﬂ , (n' e gdire dilzgtin ) (2.9)
k1 .
Hglgm ;go(am'i’k = ag,ix+1|=0, (n' egdrediizgiin) (2.10)

sartlarinin saglanmasidir, ([10] 1972)

Tamum 1.2.12: Eger A matrisi sirh dizileri hemen hemen yakinsak dizilere

doniigtiiriiyorsa, A' ya hemen hemen Schur matrisi denir, ([10], 1972).

-5-



Yine Duran tarafindan verilen asagidaki teorem hemen hemen Schur

matrislerini karakterize eder :

Teorem 1.2.13: A’ min hemen hemen Schur matrisi olmast igin gerek ve yeter

sart; (2.5) ile birlikte '
lima,; = aj(her kigin) (2.11)
I S :]-}1- oam,-k—ak=0 , (n'e gore diizgiin) (2.12)
n l=

sartlarimin saglanmasidir , ([10], 1972).

Bu teoremde F yerine F( alinirsa, agagidaki teorem elde edilir :

Teorem 1.2.14: AE(m, F o) olmas: icin gerek ve yeter sart, (2.5) ve

lim = 0, (n'egdrediizgiin) (2.13)

q k

1 4

sartlariun saglanmasidir, ([10], 1972).

Teorem 1.2.15: Hichir matris aym amanda hemen hemen Schur ve hemen

hemen regiiler olamaz , ({10], 1972).

13.INVARYANT LIMIT

Taum 1.3.1: oo N -, N doniigiimii, her m, nEN icin 0™ (n)=n olacak

sekilde bire-bir bir fonksiyon olsun. Bu durumda; ¢:m — R lineer-siirekli

fonksiyoneli,
Hernigin x,, 2 0ise ¢(x) 20, 3.1
e=(1,1,..1,.)icin ¢fe) =1, (3.2)
Her x,, Em igin ¢({Xo(n) }) = KX), (33)

sartlarini saghiyorsa, ¢' ye “Invaryant limit” veya “o-limit” denir. Ozel olarak, o(n)

= n+] alimirsa ; Banach limiti elde edilir.
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Tarum 1.3.2 (Invarvant Yakinsak Dici): Biitiin invaryant limitleri esit olan
sintrl1 bir diziye, “invaryant yakisak” veya “o-yakinsak dizi” denir. o-yakinsak
dizilerin uzay1 Vg ile gosterilir. 0’ a o-yakinsak olan dizilerin uzay1 Voo ile
gosterilir. Bir X dizisinin o-limiti s ise, o-limit x = 5 yazlir.

Asagidaki teorem bir dizinin ne zaman o-yakinsak olacagim ifade etmektedir :

Teorem 1.3.3: Swmrh bir x = (x,) dizisinin s’ye o-yakinsak olmas: igin gerek

ve yeter sart ;
T+ Xgny ¥ X 20 FetE

p
tpn(x)= - (n)

p+1
olmak iizere , n' ye gdre diizgiin olarak

lilx;ntpn(x) =S

limitinin mevcut olmasidir, ([17], 1972).

Simdi, o-yakinsak dizilerin uzay: Vg ile diger baz1 dizi uzaylan arasindaki

~

doniigtimleri karakterize eden tanim ve teoremleri verelim:

Tarum 1.3.4: Bir A matrisi smurh dizileri o-yakinsak dizilere tagiyorsa, A’ ya

“o-coersive matris ” denir.

Tamm 1.3.5: AE(c, Vg ) ve lim x = o-limit Ax oluyorsa, A’ ya “o-regiiler

matris” denir. (¢, Vg )reg yazilir.

Tamm 1.3.6: A matrisi, o-yakinsak dizileri yine o-yakinsak dizilere limitini

koruyarak tagtyorsa, A’ya “ Vg -regiiler matris ” denir. (Vg, Vg Jreg yazilir.

p
Tamm 1.3.7: Bir A matrisi igin, 2" (p.n,k) = -—-1— a’; olmak iizere
p+1i O (n)k
limY a (pnk)=0
Pk

oluyorsa, A’ ya o-diizgiin pozitif matris_d;r_xir ( Burada, reel bir A igin A~ =max(-



A, 0) olarak tarumlanir.), ([5], 1994).

Teorem 1.3.8: Bir A matrisinin o-regiiler olmasu igin gerek ve yeter sart ;

Al = sup o] < = . (3.4)

o -lima,; =0 her k icin, (3.5)
n

o -lim S ay =1, (3.6)
n g

sartlaruun saglanmasidir, ([17], 1972).

Téqrem 1.3.9: AE(mm,Vg) olmasi icin gerek ve yeter sart ; (3.4) ' iin

saglanmas: ve

o—lima,,,c =ay , her k icin (3.7)
h;n% q +1 E(a amk” a)|=0 ,n'e gdrediizgiin, (3.8)

olmasidir, ([17], 1972).

Teorem 1.3.10: AE(m,Voo) olmas: icin gerek ve yeter sart ; (3.4) ve

=0, n'e gore diizgiin, (3.10)

q % q+1 zao‘(n)k

sartlarimin saglanmasidir, ([17], 1972)

Teorem 1.3.11: Bir A matrisinin V,-regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart ;
(3.4),(3.5),(3.6) 'mn sag’lanmasz ve n' ye gdre diizgiin olarak -

q
hmE q+1 glaoi(n)k a,—a i(n)a(k)‘l'aa(k)] =0 (3.9)

olmasdir, ( [6], 1996).



IL. BOLUM
2.1. BIR DIZININ CEKIRDEGI

‘Bir dizinin g¢ekirdedi’ tanimi, ilk olarak 1920' li yillarda K. KNOPP
tarafindan yapilmig ve bununla ilgili daha sonraki yillarda ¢okca bagvurulan bir

teorem verilmistir. Bu ilk tanimdan farkli olarak tanimlar1 yapildig: igin, buna K-
cekirdek denilmistir. K-cekirdekten farkli olarak, bir dizinin “B-gekirdek” ve “g

-¢ekirdek” kavramlar: da mevcuttur,
2.1. Bir Dizinin K- Cekirdei
[1k olarak, tanimda kullanilan konveks ciimle kavramim verelim:

Tamm 2.1.1: E, bir nokta ciimlesive a 20, b 20,a+b =1 olsun. EZer her

X, y EEi¢in a x+b y €E oluyorsa, E' ye “konvekstir” denir, ([2] 1970, s. 80).
Teorem 2.1.2: Konveks ciimlelerin herhangi sayidaki kesigimleri konvekstir.

Simdi K- ¢ekirdegdin tanimmm yapabiliriz :

Tamm 2.1.3 (K- gekirdek ) : (s, JEC bir dizi ve R de, her nEN igin s, ,
Spsls Sp +2- - Doktalanim iceren sonlu kompleks diizlemin en kiiciik kapali-.
konveks bir bolgesi olsun (Bu durumda, R,OR,D R, O ... olacad agiktir ). Buna
gore, R = fiRu ciimlesine (s, ) dizisinin ¢ekirdegi denir.

Sonsuz sayidaki kapali ciimlenin kesigimi kapal: oldufundan ve Teorem
2.1.2)' den, (s,,) 'nin R ¢ekirde§i kapali- konveks bir ciimledir. O halde ; kapaliligin
tanumindan, (s, ) dizisinin limit noktalarinin ciimlesi D ise DCR ' dir.

Eger R ciimlesi tek noktadan ibaretse, (s, ) dizisi yakinsaktir (Tersi de
dogrudur). R bog (yani, sonlu nokta ihtiva etmez) ise, (s, ) dizisine “belirli rraksak”

denir ve s, = o ile gosterelir, -9-



Simdi, K- ¢ekirdek ile ilgili bazi 6rnekler verelim :

e n,n g
Ornek2.1.4:xn={ ) &

olarak tanimlansmn. O zaman, aranan R, kapali-
n.i,n tek

kapali konveks ciimleleri - agagidaki gekilde goriildiigii gibi - orijinde dik agili

tiggensel bir bolgenin ¢ikariimas ile kalan kompleks diizlemin birinci bélgesinden
ibarettir.

x; =i,xy =2,x3 =3i,x4 =4,.

—— Ri1
A /A / —_—
VA4 AVATAVAWAIAVS
x3</// / ywve IH R2
A //\{ ViWAV
N\ i/ / /
Xy A\ \N{ A 4
N NI /LA
N

4w

X2

O hélde ; R =R; M Rz N R3N...= & oldugundan, (x, ) dizisi belirli iraksaktir.

Omek 2.1.5: x,, = (-1)0 alalm. Bu durumda ; x; =-1,x, = 1, x3 =-1,x4 =1,
... olacagindan,

R=R;NR; NR3N..=[1, 1]
kapali aralifidir. O hilde , (x,)’ nin K- gekirdeéi [-1, 1]'dir.

Bu ornekten de goriildiigii gibi, reel terimli bir (x,, ) dizisinin K-gekirdegi

¢(x)=liminf x, , L(x)=limsup x, olmak iizere ;

[{(x), L(x)]
kapali araligidir.

Simdi, K. KNOPP' un ¢ekirdek teoremini verelim :

-10-



Teorem 2.1.6 : A= (a,y) non-negatif bir regiiler matris olsun. Bu durumda ;
her (x,) dizisinin K- ¢ekirdegi,

o o
Iy= Lzlankxk

doniisiim dizisinin cekirdegini ihtiva eder.
Ispat: Kompleks terimli diziler bakimindan ispat biraz daha karmagit
oldugundan, sadece reel terimli diziler bakimimndan ispat: verelim :
(%, ), reel terimli bir dizi ve (x, )’ nin K- ¢ekirdegi [q, b ], (2, )’ nin K-
cerikdegi[a' ,b' ]olsun.Eger
b <b,asxa
oldugu gosterilirse, ispat tamamlanmus olur.
b = w olmas: halinde ispatlanacak bir sey yoktur. b <  olsun. Bu durumda,
limsup' un tammundan k > m oldugunda,
xp<b+e

olacak sekilde bir m&IN vardir.

m -
E 3
Xp= E Anp X + 2 Qp i Xk
k=1 wm+

&
yazilirsa, lima,; =0 oldugundan (x})}ile x, = ¥ a,;x; dizileri aym limit
n k=m+1

degerine sahiptirlir. Aynica A’ nin non- negatif oldugu da dikkate alinirsa,
X, s(b+ g) él.ank
olur ki, li'xznkia,Z ¢ =1 olmasindan x;'s b+ € elde edilir. Béyléce, (x:') dizisinin
her bir noktas: b+ ¢ dan kiiciiktiir. ¢ keyfi oldugundan, b' <5 ’ dir.
Altlimit tammindan a < a' oldugu da gosterilebilir.

Cekirdegin son yapilan tanimindan agagidaki sonucu verebiliriz :
Eger iki dizinin limit noktalarin ciimlesi ayni ise, bunlarin ¢ekirdekleri de
aymdir. Fakat, ayn1 gekirdege sahip dizilerin limit noktalan aym olmak zorunda

degildir. Mesel4 ;
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71.0,1,0,.)ve (1, 172,01, 1/2,0, ...)
dizilerinin K-gekircekieri aynt oldufu halde, limit noktalarimn farkli oldugu

goriilmektedir.
2.2. B- Cekirdek -

P, m iizerinde bir alt lineer fonksiyonel olsun. Eger m iizerindeki lineer -
siirekli ¢ fonksiyoneli i¢in , ¢ < P ( Yani her x&m igin ¢(x)< P(x)’ dir )iken ¢ bir
Banach limiti oluyorsa P’ ye ; Banach limitlerini “Uretir” denir. Eger her ¢ Banach
limiti igin ¢(x)< P(x) oluyorsa, P Banach limitlerine “baskindir” denir.

m iizerinde,

. . 13
q(x)= n,,nlff.,n,hmfup:,%x’“"f
ile tanimlanmak tizere, q(x)’ in hem Banach limitlerini {irettigi ve hem de onlara
baskm oldugu biliniyor, ([3], 1966).
Buna gére, bir dizinin B- ¢ekirdegi
[-q(-x), q(x)]
kapal arahig1 olarak tamimlantr, ([18], 1987).
m lizerinde,
] 1 in
! *(x)=limnmf sxl;p-,-l-;-_—l-glx,-
1 i

2 x

n+15-1

L* (x)=limsupsup
n I

olarak tammlamirsa, her XEm i¢in q(x) = L*(x) oldugundan bir x dizisinin B-
cekirdefi

[-* (x), L*(x)]
kapal: aralif1 olarak da tanimlanur.



2.3. o- Cekirdek
- P, m iizerinde bir alt lineer fonksiyonel olsun. Her x&€m i¢in Q(x)<P(x)
iken Q bir o- mean oluyorsa, P o- meanleri {iretir denir. Ayrica, her Q 0- meani
ahnfllgmda Q(x) < P(x) oluyorsa, P o- meanlere baskindir denir.
Eger P, o- meanleri hem iiretir hem de o- meanlere baskin ise, sinrh bir x
dizisinin o- gekirde§i [-P(-x), P(x)] kapal: aralif1 ile tanimlamr, ([5], 1994).
m iizerinde, t on (x) Tanim 1.2.2’ deki gibi olmak iizere,

V(x)=suplimsup? ,,(x)
nop

ile verilen alt lineer fonksiyoneli hem o- meanleri tiretir ve hem de o- meanlere
baskindir. Buna gére, bir x dizisinin o- ¢ekirdegi

[-V(-x), V(x)]
ile venlir, ([5], 1994).
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L BOLUM
CEKIRDEK ILISKILERI

Bu boliimde, bir x dizisi ile onun doniigiim dizisinin K, B ve o-gekirdegi
arasindaki iligkileri karakterize eden teoremler verilecektir.

3.1. Knopp Cekirdek Teoreminin Genellestirilmesi

Burada, Knopp Cekirdek Teoremi olarak bilinen Teorem 2.1.6.” min bir
genellestirilmesi verilecektir.

Teorem 3.1.1: B= (by) bir normal matris, A= ( any) herhangibir matris olsun.
Bx sturl oldugunda Ax mevcut , sinirli ve

L(Ax) < L(Bx)

olmas: icin gerek ve yeter sart,

C = AB-I mevcut ve regiiler, (1.1)
tim 3 e, =1, (1.2)
n ‘g
i ®
im 3| S a,,b4|=0 (herhangibir n igin) (1.3)
b k=0fy=it1
olmasidir, ({7], 1983).

Simdi; Chaudhary’ nin, bu teoremin ispatinda kullandig iki lemmay ispatsiz
olarak verelim :

Lemma 3.1.2: Bir D = (dp) matrisinin simirl bitin dizileri yakinsak bir

diziye tagryabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ;
Eld,,kl< o , her sabit n igin
£

lim dy, = O, her sabit k i¢in
n

tim 3 |d e~ 8| =0
n g

sartlarin saglanmasidir, ([7], 1988).
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Lemma 3.1.3 : n, sabit bir say: olsun. Bx swurl: oldugunda, bu n igin A,(x)’ in

mevcut olabilmesi icin gerek ve yeter sart,

Cr= anvb;,: mevcut, (her k icin) (1.4)
Vak
[+ <]
k=0

sartlar ile birlikte her n icin (1.3)’ tin saglanmasidir.
Bu sartlar saglandiginda, simrl Bx dizisi icin A,x = Cpy’ dir, ([7], 1988).

Simdi, Teorem (3.1.1)" in ispatim verelim :
Ispat (Teorem 3.1.1): Sadece her n i¢in Bx sinirl1 oldugunda (AX)n’ nin
mevcut oldugunu diigiiniirsek, o zaman, Lemma 3.1.3)’ iin sartlar: saglanacagindan,

Teoremin (1.1) ve (1.3) sartlan elde edilir. Ustelik her sinirh Bx igin (AX)pn=(Cy)n’
dir.

Tersine; eger teoremin gartlar1 saglaniyorsa, (1.2) her n igin (1.5)" i verir.
Biéylece her n i¢in Lemma’ nin sartlan saglanir ve (Ax) = (Cy)p ° dir. Buradan,
Knopp’ un ¢ekirdek teoreminin bir sonucu olarak gereklilik ve yeterlilik elde edilir.

Choudhary, A matrisini satir-sonlu alarak agagidaki teoremi verdi :

Teorem 3.1.4: B normal, A satir- sonlu bir matris olsun. O zaman, her xEm
icin
L(Ax) < L(Bx)

olmast igin gerek ve yeter sart AB-! ’ in regiiler ve hemen hemen pozitif olmasidir.

Teorem 3.1.5 : m lizerinde,
WBx) = inf L(Bx +1)
temg
altlineer fonksiyonelini tamimltyalim. O zaman; B bir normal matris olmak iizere,
Bx sirurly oldugunda Ax’ in mevcut olmast ve
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L(Ax) = w(Bx)
saglanmasi icin gerek ve yeter sart C = AB!” in mevcut ve kuvvetli regiiler olmas:
ve (1.2) ile (1.3)’ iin saglanmasidir, ([7} , 1988).

Buradaki A matrisi satir-sonlu olursa asagidaki teorem elde edilir :

Teorem 3.1.6: B normal, A satir-sonlu bir matris olsun. O zaman, her xEmg
alindifinda
L(Ax) = w(Bx)
saglanmas: igin gerek ve yeter sart, AB!’ in hemen hemen pozitif ve kuvvetli

regiiler olmasidir, ([7] 1988).

B = I (birim matris) alinirsa, agagidaki teoreme sahip oluruz :

Teorem 3.1.7 : w, m iizerinde WM(x) = gnf L(x+ 7) ile tammlarnan bir
g

altlineer fonksiyonel olmak iizere, her x&Emg alindifinda
L(Ax) s w(x)
saglanmas: icin gerek ve yeter sart A’ min hemen hemen pozitif ve kuvvetli regiiler

olmasidir, ([71, 1988).

3.2. K-Cekirdek ve B- Cekirdek lligkileri

Burada, K- ¢ekirdek ile B- ¢ekirdek arasindaki iligkileri veren sonug ve

teoremler verilecektir :

m swurhy dizilerin uzay iizerinde,
I<P*<L*<L
esitsizligi herzaman saglandigindan, verilen swurl bir x dizisi igin daima
B- Cekx C K- gekx

olur, ({13], 1990).
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Teorem 3.2 .1: A= (ay) bir sonsuz matris olsun. Her x dizisi igin,
L(Ax)<L*(x)

olmas: icin gerek ve yeter sart,

A kuvvetli regiiler , (2.1)
lim =1 .
m S o 22)
saglanmasidir, ([13}], 1990).

Teorem 3.2.2 : A= (a,y) bir sonsuz matris olsun. L* (Ax) < L* (x) olmas: igin

gerek ve yeter sart,
A F - regiiler (2.3)
fim 1 i+n
. ne -1 '
mop 3y S 2
olmasidir, ([13], 1990).

Teorem 3.2.3 : B= (by) bir normal matris, A = (a,) herhangi bir matris
olsun. Bx simrl oldugunda Ax mevcut, simirl ve
L* (Ax) < L* (Bx)

olmast igin ggrek ve yeter sartlar;

AB-! mevcut, (2.5)
AB-! F - regiiler, (2.6)
i -3
im Y[ Y a,,b7i|=0 (herhangibir n icin}, (2.7)
U f=0lv=i+l
i 1 i+n
i — Ye,il=1 :
n Sl;p% n+l gicrk (2.8)

sartlarimn saglanmasidir, ([14], 1993).

Teorem 3.2.4: B= (b,y) bir normal matris, A = (a,,k) bir satir - sonlu matris
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olsun. Her x&Empg = {x : BxEm } alindiginda,
L* (Ax) < L* (Bx)

olmas igin gerek ve yeter sart , (2.6) ve (2.8) sartlarimn saglanmasidir,

([14],1993).

Teorem 3.2.5 : m iizerinde, L* (A) < I* (B) olmasi igin gerek ve yeter sart, B’

nin hemen hemen Schur matrisi olmast ve n’ e gére diizgiin olarak ,

2 (aru-ik "bn+i,k) =0

i=0

1
lim ) —
q §q+l

saglanmasidir, ([14], 1993).

Teorem 3.2.6 : B matrisi F - regiiler olsun ve

i+n

) 1
hzranIilpg n+12-brk

re=i

1y

saglansin. Bu durumda ,
L*(A)<I*(B)
olacak sekilde hichir A matrisi yoktur, ([14], 1993).

Teorem 3.2.7 : B= (by) bir normal matris, A = (a,;) herhangibir matris
olsun. Bx szm.rlz oldugunda, Ax mevcut, simrl ve
L(A)<L*(B)
olmasu icin gerek ve yeter gart ; (2.5), her nicin(2.7) ve
C kuvvetli regiiler , (2.9)

li;nzlcnklﬂ, (2.10)
k

saglanmasidir, ([14], 1993).

Teorem 3.2.8 : B= (by) bir normal matris, A = (a,) herhangibir matris
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olsun. Bx suurl oldugunda, Ax mevcut, suurl ve

L*( Ax)< L (Bx)
olmas icin gerek ve yeter sart ; (2.5) , her n igin (2.7) ve (2.8) ile birlikte

C hemen hemen regiiler (2.11)
olmasidir, ([14], 1993).

Teorem 3.1.10 : A= (ay;,) reel terimli bir matris ve x = (x) reel terimii sumrl
bir dizi olsun. Bu durumda,
K -¢cek Ax = B-gek x

olmas: icin gerek ve yeter sart,

A kuvvetli regiiler , (2.12)
lim Y |a,e|=1 . (2.13)
n ‘g

p;’ lerin her sonsuz dizisi igin limu, =lm(y a, , ) =1 (2.14)
i i T

olmasidr (Burada i= 1, 2, 3, ...), ([14], 1993).

Teorem 3.2.10 : B= (b,y) ve A= (a,y) birer normal matris olsunlar. Her x €
mamp alindiginda,
L (Ax) = L(Bx)
olmas: igin gérek ve yeter sart ; C = AB-! ve D = BA-I marrislerinin regiiler ve

hemen hemen pozitif olmalaridir, ([14], 1993).

Teorem 3.2.11 : B= (b,g) ve A= (a,) birer normal matris olsunlar. Her x
EmaNmp alindifinda,
L* (Ax) = L* (Bx)
olmast icin gerek ve yeter sart, (2.8) ve

C = AB-! ve D = BA! marrisleri F - regiiler , (2.15)
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i+n

1
—7 2du

r==i

=1 (2.16)

limsup 3
n i
saglanmasidir, ([14], 1993).

3.3.K - Cekirdek ve o- Cekirdek iliskileri

Bu boliimde, K- ¢ekirdek ile o- ¢ekirdek arasindaki iligkiyi veren iki teoremin
ifade ve ispat1 verilecektir.

Teorem 3.3.1 : o ¢ek Ax C K- ¢ek x olmas: igin gerek ve sart A’ min o
regiiler ve o-diizgiin pozitif olmasidir.

Ispat (Yeterlilik): A o-regiiler ve o-diizgiin pozitif olsun.
V(Ax)=suplimsup?,,(Ax) alahm. Verilen € > 0 igin her k = k¢ oldugunda
n p

Xg < L(x)+ € saglandigim biliyoruz. Boylece,
S a (pnk)<(L(x)+ €) 3 a’ (pnk)
kzkg k=ky
<(L(x) + e)%a‘“( pnk) 3.1
elde edilir.

t pn (x) = g a(p,n,k)xk (3 '2)

yazalim. A o- diizgiin pozitif oldugundan, p—>, (n ' e gore. diiz.) i¢in

szomn,k)xk < 13 | onb]o.

dir. Yine, A' nin regiilerliginden ; p —>% (n ' e gore. diiz) i¢in
g g ¢

LEG(PM)xk = [xl. Slapnk) —o0,
<kq k<ky

olur. A' nin o-regiiler ve o-diizgiin pozitif oldugu da dikkate alinarak (3.1) ve (3.2)'
den _
suplimsup? ,,A(x)= suplimsup 2 a’(pnk)
nop np o kzk,
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<(L(x) +&)Ta* (pnk)
%

< L(x)+¢
elde edilir. Boylece, £ keyfi oldugundan,
V(Ax) < I(x), her xEm
olur. Bu ise, o~¢ek Ax C K- ¢ek x olmasidir.
(Gereklilik) : |a(p,n.k)|=a*(pnk)+a” (p.nk) oldugundan,
h’rin,}‘ a( p,nk) =li;n§a*(p,n,k) +li;n§ a”(p.nk)
yazabiliriz. Eger A o- regiiler ise, o- diizgiin pozitiflik

lim S |a(p.nk)} =1 , n' e gore diizgiin
I

olmasina denk olur. Her x&m igin
V(Ax) s L(x)

olmasi,
suplimsup? pn (Ax)=sL(x)
nop

demektir. $imdi, xEc olsun. O zaman,
inf limsupt? , , (Ax) =suplimsup? ,,(Ax) =limx
n §4 n p
olur. Bu egitsizlik, her n i¢in
limsup? ,,(Ax) s limx < liminf ¢, (Ax)
p p
oldugunu verir. Buradan,
li;nt pn(Ax) = limx , n' e gore diizgiin
elde edilir ki, AXEVg ve lim x = 0- im Ax ' dir. Bu, A' nin o- regiilerligini verir.

Simdi de, lim ¥]a( pnk)=1 (n'e gore diizgiin) oldugunu gosterelim :
Pk

A o- regiiler oldugundan,
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liminf $|a(p.nk)| = liminf T a( pnk)
P X Pz
esitsizliginde p— igin limit alinirsa (n' e gore diizgiin )
timinf ¥ |a(p.n)| =1 . (33)
P k -
elde edilir. (Simons, 1969) daki Teorem12) 'nin benzeri olarak, yEm ,

liyll<1alinirsa ;

sgplimgupg a(pak)yy = sgpﬁmgup%la(pnk)l (34)
olur. Boylece, V(Ay) <1(y) < [lyll < 1 elde edilir. (***)’ dan

suplimsup a( pnk)y, s 1
n p 3

olacagindan , her n igin

limsup Y |a(pnk)|= 1 (3.5)
p k
olur. (3.3) ve (3.5) ' den limEIa( p,n,k)| =] (n' e gore diizgiin) elde edilir ki, bu da
Pk

A’ nin o- diizgiin pozitif olmasidir, ([5], 1994).

Teorem 3.3.2 : A= (a,y) bir sonsuz matris olsun. o-¢ek Ax C O- ¢ek x olmasi
icin gerek ve yeter gart, A’ mn V - regiiler ve o diizgiin pozitif olmasidir.
Ispat (Gereklilik) : V(AX) < V(x) olsun. Béylece,
sgplimpsupt pn (Ax)sst;plim;upt pn(%)

olur. Eger xEV g ise, 0 zaman lim? p,,(x) =5 denilirse
p

suplimsup? ,,, (Ax)=inf liminf7 ., (Ax)=s
n p n p
olur. Bu, her n i¢in

limsuptp,,(Ax) <5< lirninftp,,(Ax)
p p

olmasin1 verir. Buradan ,

ligltpn(Ax) =5, n' e gore diizgiin
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olur ki AXEV g, yani A kuvvetli o-regtilerdir.

o-lim x = o-lim Ax oldugundan;x=e=(l, 1, 1,...) aliirsa, ¢-lim X = o-lim
Ax=1olur. Bu, o-lim) a,; =1 olmasidir. Eger x=(0, 0,..., 1, 0,...) (1.k.c1 yerde)
nx

alimirsa o zaman, o-limx=0-limAx =0-lima,; =0 olur. Boylece, o-diizgiin
n
pozitiflik
tim 3 |a(p.n.k)f=1
PE
olmasina denk olur. Bir dnceki teoremde oldugu gibi ; yEm , [y[l < 1 alinursa,

suplimsup Y, a( p,n.k)y; =suplimsup 3 |a( pn.k)|
n P k n P k

olur. Fakat bu y i¢in,

V(y)= sgplimsupt pn(¥)

In ¥+ yo(n)'*'"-"'yop (n)

p+1

= suplimsup
n o p
<1 ,( vl = suply|=1 oldugundan )
n

olur. Boylece,
VAy) s V(y) <1

dir. Bir 6nceki teoremde oldugu gibi,
lim} |a(p,nk)f=1
3

oldugu gosterilir. Boylece, A' nin o-diizgiin pozitif oldugu elde edilir.
(Yeterlilik) : ¢CV g oldugundan, Vg -regiiler bir matris ayn1 zamanda o-
regiilerdir. Boylece, Teorem 3.1.1) 'den

V(Ax) =< limsupx p
P

olur. zEZ (Z=Vo)icin (z=120) ,
V(Ax + Az)s limsup(x, +2,)
P

yazilabilir. Burada zEZ iizerinden infimum alinirsa,
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inf V(Ax + AZ)s inf limsup(xp +2p)=W(x) (diyelim)
&< & p

olur. Bu,
suplimsuptpn(Ax)+infinfliminftpn(Az)sW(x) . (3.9
n 14 & n p

olmasin: verir.

AzEV g ve Vg = Z+ {e} (Mishra, S.L. ve Satapathy,B., Communicated to
Communication, Tiirkiye) oldugundan, Az = Z + a.e yazariz. Boylece,
ton (AZ) =ty (2) + top (a€)
.. olur, Bu, o- regiilerlikten
lingnf t pn(AZ) = im 1 ,,(2)+ ligl%d( pnk)
olmasim verir. Fakat, Z' nin tammundan lim¢ ,,(z)=0 (n' e gore diizgiin) ve
ﬁ;ﬂ% a( pnk)=1
oldugundan,
liminf? ,,(Az)=1, (0'e gore diizgiin)
elde edilir. Bu (3.6)’ da kullanilirsa,
V(Ax) + 1 = W(x)
ve boylece
V(Ax) < W(x)
olur. V(x) = W(x) (Devi, 1976) oldugundan, V(Ax) < V(x) elde edilir. Bu da
teoremin ispatim1 tamamlar, ([5], 1994).

3.4. o- Cekirdekle Ilgili Teoremlerin Genellestirilmesi

Bu galigmanin orijinal kism1 olan bu béliimde, 3.3’ de verilen o- gekirdekle
ilgili teoremleri genellestirdik.

Teorem 3.4.1 : B= (by) normal bir matris olsun. A= (ay) herhangi bir
matris olmak iizere ; Bx simirly oldugunda Ax mevcut, sinirly ve
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VIAx) < L(Bx)

olmasu igin gerek ve yeter sart ;

AB-! mevcut, (4.1)
C ; o-regiiler ve o-diizgiin pozitif , (4.2)
i -
Herniginm 3| 3 a,,b5l=0 (4.3)
t k=Olvej+1

olmasidr.

Ispat : B= (b,) normal, A= (ay) herhangibir matris olsun. Ispata gegmeden
6nce, B normal oldugundan her x igin (B x) doniigim dizisinin mevcut oldugunu
ve dolayisiyla, y = Bx yazabilecegimizi belirtelim. )

(Gereklilik) : y = Bx simirh oldugunda Ax mevcut, sinurl: ve V(Ax) < L(Bx)
saglansin. Bx sirli oldugundan, her n i¢in Lemma 3.1.3)’ iin sartlan saglanir. Bu
durumda, (4.1) ve (4.3) sartlar1 saglanir. Ayrica, Lemma 3.1.3)’ iin sartlar:
saglandigindan A x = C,y yazabiliriz (C = AB-). O zaman,

V(Ax) < L(Bx) = V(Cy) < L(y)
olur. O hilde, Teorem 3.3.1)’ den (4.2)’ nin gerekliligi de elde edilir.

Boylece, gereklilik ispatlanmig olur.

(Yeterlilik) : (4.1), (4.2) ve (4.3) saglansin. (4.1)’ den Lemma 3.1.3)’ iin (1.4)’
ii, (4.3)’ den de Lemma 3.1.3)’ iin (1.3)’ ii elde edilir. Ayrica, C’ nin o-regiiler
olmasmdan da Lemma 3.1.3)’ iin (1.5)’ i elde e&ilir. Boylece, Lemma 3.1.3)’ lin
biitiin gartlan saglandifindan, A (x) mevcuttur ve Ajx = Cpy’ dir. Cy simirh
oldugundan Ax de sinirhdur.

C ; o-regiiler ve o~ diizgiin pozitif oldugundan, Teorem 3.3.1)’ den

V(Cy) = L(y)
olur. O hélde, yukaridaki agiklamalardan
V(Ax) < L(Bx)

elde edilir.
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Teorem 3.4.2 : B= (b,y) normal bir matris olsun. A= (ay) herhangi bir

matris olmak iizere ; Bx sumrli oldugunda Ax mevcut, simirl ve

W(Ax) < V(Bx) (44)
olmasi igin gerek ve yeter sart ; (4.1), (4.3) ve

C ; Vo -regiiler ve o - diizgiin pozitif , (4.5)
sartlarimn saglanmasidir.

Ispat: B= (by) normal, A= (ay, ) herhangibir matris olsun.

(Gereklilik) : y = Bx alalim. Bx sinirli oldugunda ; Ax mevcut, smirl1 olsun ve
V(Ax) < V(Bx) saglansin.

Bx smurl: iken Ax mevcut oldugundan , her n icin Lemma 3.1.3)’ iin gartlan
saglanir. Bu durumda, A x = Cy’ dir ve A simirh oldugundan C de smnirlidur. (4.1),
Lemma 3.1.3)’ iin (1.4)’ tinden ; (4.2), Lemma 3.1.3)’ iin (1.5)’ inden elde edilir.

(4.4)’ de y = Bx , Ax = Cy yazilirsa

V(Cy) s V(y)
olur ve boylece Teorem 3.3.2)’ den (4.5) elde edilir.

Bu, gerekliligin ispatini tamamlar.

(Yeterlilik) : (4.1), (4.2) ve (4.5) saglansin. Bu durumda ; (4.1)’ den Lemma
3.1.3)’ iin (1.4)’ ii, (4.2)’ den Lemma 3.1.3)’ iin (1.3)’ ii elde edilir. C’ nin Vg -
regiiler olmasindan da Lemma 3.1.3)’ tin (1.5)’ i saglanir. Béylece, Ax mevcut
olup Ax = C);’ dir.

(4.5) yardimiyla Teorem 3.3.2)’ den,

V(Cy)<V(y)
olacagindan, burada y = Bx , Ax = Cy yazilirsa
V(Ax) < V(Bx)
elde edilir.

Boylece, yeterlilik ispatlanmyg olur.

Teorem 3.4.3: B normal, A satir- sonlu bir matris olsun. YxEmp abindifinda,
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(4.4)’ iin saglanmasi icin gerek ve yeter sart ; C = AB- marrisinin V5 -regiiler ve
o- diizgiin pozitif olmasidir.

Ispat : B, normal bir matris olsun.

(Gereklilik) : A, satir- sonlu olmak iizere ; VxEmp i¢in V(Ax) < V(Bx)
saglansin. A, satir- sonlu oldugundan her X i¢in Ax mevcut olup Lemma 3.1.3)’ iin
sartlar saglanacagindan Ax = Cy’ dir.

(4.4)’ den,

-V(B(-x)) < -V(A(-x)) < V(Ax) < V(Bx)
yazarak y = Bx oldugu da dikkate alimirsa,
-V(-y) = -V(C(-y)) < V(Cx) < V()
olur. Teorem 3.3.1) ve Teorem 3.3.2)" de yapildig1 gibi, |[y]l< 1 alimirsa
VCy) =V <1
olacagindan, Cy ve dolayisiyla da Ax smirhidir.
Boylece, V(Cy) < V(y) oldugundan Teorem 3.3.2)' den C matrisi o-regiiler ve o-
diizgiin pozitiftir.

(Yeterlilik) : A, satir- sonlu ve C = AB-! matrisi Vg - regiiler ve o-diizgiin
pozitif olsun.

A satir- sonlu oldugundan, Vx igin Ax mevcuttur ve boylece Lemma 3.1.3)
iin sartlan saglamr. Bu durumda, Ax = Cy yazilir.Teorem 3.3.2)' den,

V(Cy)< V(y)
olacagindan, y = Bx almarak
V(Ax) < V(Bx)

elde edilir.

Teorem 3.4.4 : A ve B birer normal matris olsunlar. O zaman, YxEmaNmp
alindiginda
W(Ax) = V(Bx)

olmas: igin gerek ve yeter sart, C = AB’! %{; D = BA” matrislerinin Vo -regiiler ve



o - diizgiin pozitif olmalaridir.

Ispat : A ve B birer normal matris olsunlar.

(Gereklilik) : YXEmaNmp igin V(AX)=V(Bx) olsun. A ve B normal
olduklarindan, aym zamanda satir- sonludurlar. Ayrica

V(Ax) = V(Bx)
ise,

V(Ax) < V(Bx) ve V(Bx) < V(Ax)
dir. Buna gore;

'.B normal, A satir- sonlu ve her XEmg igin V(AX) < V(Bx) ise , Teorem
3.43)" den C = AB-! matrisi Vg - regiiler ve o - diizgiin pozitiftir ,

A normal, B satir- sonlu bir matris ve her x€my i¢in V(Bx) < V(AX) ise ,
Teorem 3.4.3)’ den D = BA-l Vg -regiiler ve o-diizgiin pozitiftir. Boylece,
gereklilik ispatlanmus oldu.

(Yeterlilik) : C = AB-! ve D = BA'l matrisleri Vg - regiiler ve o - diizgiin
porzitif olsuntar. Bu durumda ;

C = AB-! matrisi Vg -regiiler ve o -diizgiin pozitif ise, Teorem 3.4.3)’ den

V(Ax) < V(Bx) 4.6)
dir.
D = BA-lmatrisi Vg -regiiler ve o -diizgiin pozitif ise, Teorem 3.4.3)’ den
V(Bx) < V(Ax) 4.7)
dir.

Boylece, (4.6) ve (4.7)’ den
V(Ax) = V(Bx)

olur ki yeterlilik ispatlanmus olur.

Teorem 3.4.5: m iizerinde, V(A) < v(B) olmas: igin gerek ve yeter sart B&(m,

Vo) olmasz ve n' e gore diizgiin olarak,
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q
7% ﬁilgo(a"i(") b ))i,: 0
saglanmasidir ( Burada, v(Bx) = - V(B(-x)) ' dir ).
Ispat (Gereklilik) : m tizerinde, V(A) < v(B) olsun. O zaman, her xEm igin
bu saglanacagindan -xEm igin de saglanmr. Bu durumda,
V(A(-x)) = v(B(-x))
olur. Buradan,
V(B(-x)) = -V(A(x)) = V(B(x)) < v(A(x))
elde edilir. Herzaman v(Bx) < V(B(x)) oldugundan,
VA(X) < vB(x) < V(B(x)) = v(A(x))
olur. Yine herzaman vA(x) < VA(x) saglandifindan,
VA(x) = vB(x) = V(B(X)) = v(A(x)) 4.8)
olmalidir. Bu ise, B&€(m, V 5 ) olmasidir.
Ayrica, (4.8)’ den o -lim (A- B)x =0 elde edilir. Her n, k i¢in
C=(Car )=(ank - bpr )
denilirse, CE(m, Vgg ) olur ve Teorem 1.3.11)° den

1

=0, n’ e gore diizgiin
a ¥ q+1i

q
& Co'(n)
elde edilir.

(Yeterlilik) : BE(m,V ¢ ) olsun ve n’ e gore diizgiin olarak,

. 114
hmz —,72 (aai(n) —bo’ (n)){:: 0

q % q9+1i0
saglansin.
Bu durumda, Teorem 1.3.11)’ den (A- B)&(m, V(o ) olur. Boylece her XEm
i¢in o-lim (A-B)x-= 0 olur. BE(m, Vg ) olduundan A da €(m, Vgg)’ dur.
Ustelik, her x€m igin '

o-lim Bx = o-lim Ax
-29.



dir. Buna gore,

v(Bx) = V(Bx) = v(AX) = V(AX)
olup, dolayisiyla V(Ax) < v(Bx) ' dir. Her x€Em icin bu saglanacagindan , V(A) <
v(B)’ dir.

Teorem 3.4.6 : B matrisi V¢ -regiiler ve o-diizgiin pozitif olsun. O zaman,
V(A) < v(B) (4.9)
olacak sekilde hichir A matrisi yoktur.
ispat : (4.9)’ u gergekleyen bir A matrisi bulundugunu kabul edelim.
B’ nin Vg - regiiler ve o-diizgiin pozitif olmasindan ve Teorem 3.3.2)’ den,
V(Bx) < V(x)
olur. (4.9) ile birlikte,
VA)<sv(B)sV(B)<V=V(A)<V
elde edilir ki, Teorem 3.3.2)’ den A V g - regiilerdir.
Aynca;(m,V g)N(e,V o)reg=Dolup,(V o,V o)reg C(¢,Vo)reg oldugundan
(m,Vg )N(Vo , Vo dreg = @ bulunur. O hi Ide, o-lim Az mevcut olmayacak
sekilde en az bir zEm vardir. Bu durumda,
v(Az) < V(Az)
olup,
v(Bz) < v(Az)
elde edilir. Bu iki egitsizlikten,
v(Bz) < V(Az)
olur. (4.9) ile birlikte v(Bz) < v(Bz) elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
O ha Ide, (4.9)’ u sadlayan higbir A matrisi yoktur.
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