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Muharrem OZLUK
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Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
64 + ix sayfa
2005

Tez Damismani : Yrd. Dog. Dr. Turabi GEYIKLI

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi farkh fiziksel sistemlerde kargilagilan

onemli bir nonlineer kismi diferansiyel denklemdir.

Bu yiiksek lisans tezinde KdV denkleminin B-spline fonksiyonlar1 yardimiyla

sonlu eleman yontemleri kullanilarak niimerik ¢oziimleri incelendi.

Tezin birinci béliimiinde KdV denkleminin teorik altyapisi ele alindi.Ikinci
boliimde sonlu eleman yontemleri, spline ve B-spline fonksiyonlari, Galerkin
ve Collocation yontemleri ile KAV denkleminin korunum ilkeleri verildi. Son-
raki boliimlerde KdV denkleminin Kuadratik ve Kiibik B-spline fonksiyonlari
kullanilarak Galerkin yontemiyle, Kuartik ve Kuintik B-spline fonksiyonlar:

kullanilarak Collocation yontemiyle niimerik ¢oziimleri elde edildi. Sonuglar

il



onceki aragtirmacilarin elde ettigi niimerik sonuglarla kargilagtirildi. Uygulanan

yontemlerin kararlilik analizleri von Neumann yontemi ile yapildi.

Sonug olarak B-spline fonksiyonlar: kullanilarak uygulanan Galerkin ve
Collocation yontemlerinin yeterince iyi sonuglar verdigi goriildii. Bu nedenle
diger nonlineer kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde B-spline

fonksiyonlarmin kullanilmasi 6nerilmektedir.

Anahtar Kelimeler : Korteweg-de Vries, KdV, Sonlu Eleman Yontemi,

B-Spline, Galerkin, Collocation.
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ABSTRACT
Master Thesis

NUMERICAL SOLUTIONS OF THE KORTEWEG-de
VRIES (KdV) EQUATION USING SPLINE BASE
FUNCTIONS

Muharrem OZLUK,
Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
64 + ix pages
2005

Supervisor : Assist.Prof. Turabi GEYIKLI

The Korteweg-de Vries (KdV) equation is an important partial differ-

ential equation which arises in the study of many physical systems.

In this MSc. Thesis, numerical solutions of the KdV equation based on

finite element methods using B-spline functions are investigated.

In the first chapter of this thesis, theoretical background of the KdV
equation is discussed. In the second chapter, finite element methods, spline and
B-spline functions, Galerkin and Collocation methods and the conservation
laws for the KdV equation are given. In the following chapters, numerical
solutions of KdV equation are obtained with Galerkin and Collocation methods
using Quadratic, Cubic, Quartic and Quintic B-spline functions. Computed

results are compared with the numerical results given by previous authors.



The stability analysis of the numerical techniques based on von Neumann

theory is given.

As a result, Galerkin and Collocation methods with B-spline functions
give adequately good results. So it is recommended that B-spline functions can

be used for solving other nonlinear partial differential equations.

Keywords: Korteweg-de Vries, KdV, Finite Element Method, B-Spline,

Galerkin, Collocation.

vi



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasi ve algoritmik calismalarin yapilmasi sirasinda her
tiirlii destek ve yardimlarini esirgemeyen basta sayin danismanim Yrd.Dog¢.Dr.
Turabi GEYIKLI'ye olmak {izere Matematik boliim bagkam Prof.Dr. Sadik
KELES’e, Do¢.Dr. Selcuk KUTLUAY a, Arg.Gor.Dr. Alaattin ESEN’e ve Ogr.Gor.
Yusuf UCAR’a tegekkiir etmeyi bir borg bilirim.

vii



Icindekiler

Ozet
Abstract
TESEKKUR

Bolim 1. GIRIS
1.1 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi . . . ... ... ... ... ..

Boliim 2.  TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Elemanlar Yontemi. . . . . . .. .. ... .. ... .....

2.2 Spline Fonksiyonlar . . . . . .. ... ... o000

2.3 B-Spline Fonksiyonlar . . . . . . . .. ... ...
2.3.1 Lineer B-Spline Fonksiyonlar . . . . . .. .. ... .. ...
2.3.2 Quadratic B-Spline Fonksiyonlar . . . . . . .. .. ... ..
2.3.3 Cubic B-Spline Fonksiyonlar . . . . . ... ... ... ...
2.3.4 Quartic B-Spline Fonksiyonlar . . . . .. ... ... ....
2.3.5 Quintic B-Spline Fonksiyonlar . . . . . ... ... .. ...

2.4 Galerkin ve Collocation Yontemleri . . . . . .. .. .. ... ...
2.4.1 Galerkin Yontemi . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.4.2 Collocation Yontemi . . . . . . . . ... .. .. ... ....

2.5 KdV Denkleminin Incelenmesi . . . . .. .. ... ... ... ...
2.5.1 Analitik Coztim . . . . .. ...
2.5.2 Korunum Ilkeleri . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Boliim 3. QUADRAT_ic B-SPLINE FONKSIYONLARI IiLE
GALERKIN YONTEMI

3.1 GIriS: . . . . e
3.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Coziimii: . . . . . . . . .
3.3 Kararlilik Analizi: . . . . . . . . .. ...
3.4 Test Problemler: . . . . ... ... ... ... 0.

viil

iii

vii

—_

© © 0 00~ I D =

I e
— = O O O

—_
[\

14
14
14
19
20



Boéliim 4. CUBIC B-SPLINE FONKSIYONLARI iLE
GALERKIN YONTEMI

4.1 GIri§: . . . . o e
4.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Coztimii: . . . . . . . ..
4.3 Kararhilik Analizi: . . . . .. ... oo
4.4 Test Problemler: . . . . . . . .. ... oL

Boliim 5.  QUADRATIC B-SPLINE FONKSIYONLARI iLE

GALERKIN YONTEMINDE FARKLI BiR
ALGORITMA

5.1 GIrig: . . . o o
5.2 Sonlu Elemanlar Yoéntemi ile Denklemin Coziimii: . . . . . . . . .
5.3 Kararlilik Analizi: . . . . . . .. . ...
5.4 Test Problemler: . . .. ... ... .. .. ... ... ...

Boliim 6.  QUARTIC B-SPLINE FONKSiYONLARI iLE
COLLOCATION YONTEMI

6.1 Girig: . . . . . . o
6.2 Sonlu Elemanlar Yoéntemi ile Denklemin Coziimii: . . . . . . . . .
6.3 Kararlilik Analizi: . . . . . . . . ... L
6.4 Test Problemler: . . . . ... .. ... .. ... ..........

Bolim 7. QUINTIC B-SPLINE FONKSiYONLARI ILE
COLLOCATION YONTEMI

71 GIrig: . . . o
7.2 Sonlu Elemanlar Yoéntemi ile Denklemin Coziimii: . . . . . . . . .
7.3 Kararhilik Analizi: . . . . . . . . ... ...
7.4 Test Problemler: . . . . ... .. ... .. ...

Boliim 8. SONUC ve ONERILER

Boliim 9. Kaynaklar

Ozgecmis

1X

22
22
22
27
28

31
31
31
35
36

39
39
39
44
45

50
20
20
26
57

59

60

64



Bolim 1

GIRIS

1.1 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

Bagimsiz dalgalar (solitary waves) ilk defa 1834 yilinda durgun bir
teknenin 6n tarafindan kopan yuvarlak, diizgiin ve oldukca belirgin bir su
kiimesinin, seklinde bir degisiklik veya hizinda en ufak bir azalma olmaksizin
yaklagik 3 kilometrelik bir kanal boyunca ilerlediginin Scott Russell [1] tarafin-
dan gozlemlenmesiyle kayda ge¢mistir. Salinim yapan diger dalga tiirlerinden
farkli hareket bi¢imi nedeniyle yine Russell tarafindan bunlara "bagimsiz dalga"
adi verilmigtir. 1847 yilinda Stokes [2| ve 1872 yilinda Boussinesq [3] gibi birgok
matematikci kisaca bu konudan bahsetmis olsa da sig sulardaki bagimsiz dal-
galarin profilini gozlemleyen Scott Russell’dan sonraki ilk teorik caligmalar
1895 yilinda Korteweg ve de Vries'e aittir. Korteweg ve de Vries [4] sig bir
kanalda tek yonde ilerleyen dalgalarin olusumuna dair giintimiizde oldukca ilgi
¢eken denklemi bulmuslardir.

[: kanalin derinligi

[ 4+ n: (n kiigiik olmak iizere ) yiizeyin dipten itibaren yiiksekligi

a: sivinin diizgiin hareketi ile ilgili kii¢iik bir sabit

3

o3 - Il by parametre
Py

T': ylizey gerilimi



g: yercekimi ivmesi

p: sivinin yogunlugu

olmak iizere dalganin hareketi ile ilgili kismi diferansiyel denklem

3 [g O [2 1, 1 0
=2/ 2z S gso 21 1.1
I 2\/;ax[3a”+2”+3002x (1.1)

3
2 2
n = Bau, 52—\/—0[”:6, T =1/ gpe t
o ol

doniigiimleriyle (1.1) denklemi

bi¢imindedir.

Uy + Ug + eule + pugee = 0 (1.2)

halini alir. Burada ¢ = 2 ve yp bilinen parametrelerdir. (1.2) denkleminde

r = & — 7 doniigiimii yapilir ve 7 yerine ¢ yazilirsa
U + EUU, + PUgyy = 0

KdV denklemi elde edilir [5].

KdV denklemi inverse scattering yontemiyle |7| analitik olarak ¢oziilebilir
olmasina ragmen bu yontemin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemine
bagl olarak sadece birkag 6zel potansiyel i¢in sonug veriyor olmasi sebebiyle
niimerik ¢oziimleri 6nemini korumaktadir. KdV denkleminin niimerik ¢éztimiinii
ilk olarak Zabusky ve Kruskal [8] sonlu farklar yontemini kullanarak elde et-
miglerdir. O caligmada iki bagimsiz dalganin etkilesiminin 6zellikleri ortaya
konulmugtur. Zabusky ve Kruskal, ikinci bir dalgayla kargilagtiginda gecis
agamasl harig, seklini koruyarak diizgiin hizla ilerleyen dalgalar igin soliton
kavramini tanimlamiglardir. Sonlu elemanlar yontemini ise ilk olarak uygu-
layan Wahibin [10] olmugtur. Trial ve test fonksiyonlarini aym segerek uygu-
ladig1 dissipative Galerkin yonteminde kullandigi baz fonksiyonlar ii¢ veya

daha yiiksek dereceli polinomlardan elde edilen diizgiin spline fonksiyonlar



olup araliklar ayni1 h uzunlugunda segilmistir. Bu yontemin niimerik hesaplari
Alexander ve Morris [11] tarafindan 0 ile 1 araliginda segilen dissipation kat-

sayilari ile kiibik spline fonksiyonlar: kullanilarak yapilmigtir [31].

KdV denklemi ¢ok farklh fiziksel sistemlerde ortaya ¢iktigindan énemli
bir nonlineer kismi diferansiyel denklemdir. Analitik ¢oziimleri sinirli birkag
baglangi¢ degeri i¢in bulunabildiginden baslangi¢ degerinin ¢ok c¢esitli segilebildigi
niimerik ¢ozlimler gerekli olmaktadir. Bu tezin 2.béliimiinde sonlu elemanlar
yontemi, agirlikli kalan yontemlerinden Galerkin ve Collocation yontemleri ile
B-spline fonksiyonlar: hakkinda temel bilgiler verilmekte ardindan KdV denk-
leminin analitik ¢ozlimii ile korunum ilkeleri verilmektedir. 3.,4. ve 5. bélim-
lerde KdV denkleminin Quadratic ve Cubic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak
galerkin yontemiyle sonlu elemanlar ¢oziimii yapilmis elde edilen degerler tablo
ve grafiklerle gosterilmigtir. 6. ve 7. boliimlerde KdV denkleminin Quartic ve
Quintic B-spline fonksiyonlari kullanilarak collocation yontemiyle sonlu ele-

manlar ¢oziimii yapilmis elde edilen degerler tablo ve grafiklerle gosterilmigtir.



Bolim 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu eleman terimi ilk olarak 1960 yilinda Clough [12] tarafindan kul-
lanildi. Sonlu eleman yontemleri; uzay bilimleri,niikleer enerji endiistrisi ve
diger miihendislik alanlarinda ortaya cikan problemler ile birlikte akigkanlar
mekanigi, gelgit hareketleri, kimyasal tasima ve difiizyon problemlerine de
bagarili bir sekilde uygulanmaktadir. Bir sonlu eleman yonteminin bir prob-

leme uygulanmasinda genellikle agagidaki yol izlenir:

e (Oziim bolgesi sonlu sayida alt bolge veya araliga ayrilir,
e Genellestirilen bir aralik iizerinde verilen denklem tiiretilir,
e (oOziim bolgesinde tiim araliklar birlestirilir,

e Elde edilen denklem sistemi ¢oziiliir.

Sonlu eleman yontemlerinin integral formiilasyonlar: temelde varyas-
yonal ve agirlikli kalan yontemleri olarak iki farkl yoldan elde edilir. Varyas-
yonel yontemler genellikle fonksiyonel olarak bilinen 6zel bir integral bagin-
tisinin maksimum veya minimumunu olusturan noktasal parametreleri bul-
may1 amaglar. Fonksiyonelin extremumunu iireten ¢dziim, siir sartlarini saglar
ve Euler denklemi olarak bilinen bir diferansiyel denklem sistemine doniistir.

Dolayisiyla fonksiyonelin bilinmesi durumunda fonksiyonele kargilik gelen Euler



denklemini bulmak da kolaylagir. Ancak bu fonksiyonelin bulunmasi bazen
oldukca zor olmakta bazen de miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle orijinal
diferansiyel denklemden integral formiilasyonun yapildigi degisik agirlikl kalan

yontemleri geligtirilmigtir.

Agirlikhi kalan yontemlerini ifade edebilmek igin, Q ¢oziim bdlgesini

gostermek {izere;

AU = f, Q= (a,b) (2.1)

operator denklemini gézoniine alalim. Burada A lineer veya lineer olmayan
bir diferansiyel operator ve f bagimsiz degiskenlerin bilinen bir fonksiyonudur.
Agirhikh kalan yontemlerinde Uy yaklasik ¢oziim, ¢; belirlenmesi gereken serbest

parametreler olmak tizere;
N
Un =Y ;0 (2.2)
j=1

olarak segilir. Burada ¢; trial baz fonksiyonlaridir. (2.2) yaklagik ¢6ziimi (2.1)

operator denkleminde yerine yazilirsa
Ry=AUy—f (2.3)

olarak tanimlanan Ry kalani elde edilir. Agirlikhi kalan yontemlerinde Ry
kalani, secilen ¢; fonksiyonlar1 ve ¢; bilinmeyen parametrelerinin bir fonksi-

yonudur. Bu yontemler yardimi ile ¢; parametrelerinin belirlenmesinde, Ry
kalani ile bir 9; agirhik fonksiyonunun carpimimin €2 bolgesindeki integralinin

sifir olmasi istenir:

/ijNdx =0, j=1,2,..,N (2.4)
Q

(2.3) ile verilen Ry kalani (2.4) denkleminde yerine yazilirsa;



i(/gwifl%dw)@:/ﬂwifdx

J=1
ve

Aij :/QwiAgbjdm, fiZ/Q%’fdlU

olarak alinirsa
N

ZAijéj = fi (2.5)

j=1

bulunur. (2.5) denklem sistemi ¢oziilerek 0; parametreleri bulunur ve uy yak-

lagik ¢oziimiine ulagilir.

2.2 Spline Fonksiyonlar

[k olarak Schoenberg [13] tarafindan tamitilan spline fonksiyonlar ve
bu fonksiyonlarin uygulamalar1 son donemlerde gelisme gostermistir. Spline
fonksiyonlar yapisal ozellikleri ve bilgisayarlarla yapilan hesaplamalarda ko-
layliklar saglamasi nedeniyle de bir ¢ok alanda yaygin bir gekilde kullanil-
maktadir. Interpolasyon formiillerinin [a,b] araliginm tamamina uygulanmasi
her zaman istenilen sonucu vermeyebilir. Oyle ki yiiksek dereceden polinomlar
kullanilarak yapilan interpolasyonlardaki iglem hatalarinin artmasiyla gergek
anlamda kararsiz algoritmalarla kargilagilir. Bircok durumda kullanilan nok-
talarin sayisinin artmasi ¢oziimiin iraksamasi anlamina gelir. Ayrica istenilen
fonksiyon [a, b] araliginin degisik kisimlarinda degisik 6zelliklere sahip ise 6rnegin,
bolgenin bir kisminda hizli diger kisminda yavag degisiyorsa fonksiyona tek
bir egri ile yaklagmak uygun sonuclara gétiirmez. Bu nedenlerden dolay: yiik-
sek derecesi olmayan birinci, ikinci veya ii¢lincli dereceden fonksiyonlar ile
yaklagimlarin yapildigi spline interpolasyon yontemini kullanmak daha uygun-
dur. Spline interpolasyon parcali polinom yaklagimidir. Yani verilen ¢oziim
araligl sonlu sayida alt araliklara boliinerek her bir alt aralikta daha kiigiik

dereceden polinomlar yardimi ile yaklagimlar elde edilir. Spline fonksiyonlar,



a=1x,<x <..<zxy_1 <xy = bsonlu parcalamginin her bir [z, 1]
araliginda k. dereceden uygun bir polinomlar olup, tanimlanan her alt aralikta
(k — 1). mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlardir. Spline fonksiyon-

larin temel ozellikleri agagida verilmigtir [14].

e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir,
e Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir,

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir,

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir,

e Niimerik analizde ve yaklagim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanil-
mas1 durumunda matrisler ortaya ¢ikar. Bu matrisler uygun determinant

ozelliklerine sahiptir,

e Yeterince parcalara ayrilmig [a, b] aralig) tizerinde her siirekli fonksiyona

k. dereceden spline fonksiyonlar yardimi ile iyi yaklagimlar elde edilebilir,

e Spline fonksiyonlar yardimi ile sadece fonksiyonlara degil ayni zamanda

onlarin tiirevlerine de ulagilabilir,

e Diigiik dereceden spline fonksiyonlar polinomlarda ortaya ¢ikan salinim-

lar1 sergilemezler.

2.3 B-Spline Fonksiyonlar
2.3.1 Lineer B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] arahigimin bir diizgiin parcalanigi a =z, < 11 < ... < xy_1 < Ty = b

olmak tizere x,, noktalarinda L,,(x) Lineer B-spline fonksiyonlari;

(Tmi1 — 1) = 2(Ty — T) [Tm—1, T
Ly (z) = % (Tmt1 — ) [Tmy T (2.6)
0 diger



olarak tanmmmlanir. Burada h = ,, 1 —,, dir. (2.6) daki Lineer B-spline fonksi-
yonlariyla bir [z, 1, x,,] aralgl L,, ve L,,,1 bigimindeki iki spline tarafindan

ortulur.

2.3.2 Quadratic B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] araliginin bir diizgiin parcalamigi a = 2, < 23 < ... < xy_1 <y = b

olmak tizere x,, noktalarinda @,,(x) Quadratic B-spline fonksiyonlari;

[Tmi2 — 1) = 3[Tpiy — 2] + 3|1y — 7)? [Tm1, Tp]
_ (T2 — 2]* = B[wmi1 — 2]? ey
Q@) = 52 [xmiz — z)? " [$m+1> $+n1+2]
diger
(2.7)

olarak tamimlanir. Burada h = x,,,1 — x,,, dir. Quadratic B-spline fonksiyon-
lar1 ve onun birinci mertebeden tiirevleri [z, 1, Z,,.2| araligi disinda sifirdir.
Sadece araliktaki elemanlar goz oniine alindiginda (2.7) deki Quadratic B-
spline fonksiyonlariyla her bir [2,,, Z,,11] araligl @1, Qum, Qi1 gibi ti¢ spline

tarafindan ortilir.

2.3.3 Cubic B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] arahigimin bir diizgiin parcalanigi a =z, < 21 < ... < xy_1 <y = b

olmak iizere x,, noktalarinda W,,(x) Cubic B-spline fonksiyonlari;

(T — Tmy2)’ [
h3 +3h*(x — Tpo1) + 3h(z — 2 1) = 3(x — T1p1)® [Tt T
() = 758 W3+ 30 (@mg1 — &) + 3M(@mi1 — ) — 3(Tpmy1 — 2)° [
(merQ - x)?, [
0 diger
olarak tanimlanir. Burada h = x,,.1 — x,, dir. Cubic B-spline fonksiyonlari
ile onun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri z,, o < x < x,,.9 araligi

diginda sifirdir. (2.8) deki Cubic B-spline fonksiyonlar1 her bir [z, 2,,11] ara-

gt W, 1, Vo, Vi1 ve W, 00 gibi dort spline tarafindan ortiiliir.



2.3.4 Quartic B-Spline Fonksiyonlar

[a, b] araliginin bir diizgiin parcalanigi a = 2, < 23 < ... < xy_1 <y = b

olmak tizere x,, noktalarinda ®,,(z) Quartic B-spline fonksiyonlari;

([ (Tmys — 2)* = B5(Timy2 — )+ 10(Tme1 — )t [Ti—2, Ty
—10(x, — 2)* + 5(zpy — )?
(Tmas — )t = 5(Tmyo — )+ 10(xpy1 — x)* [T1, T
—10(x,, — x)*
_ 1 m
q)m(l‘) oM (xm+3 - 1:) 5(£m+2 - ;U)4 + 1O<xm+1 - 56)4 [xm; merl]
(l‘m+3 - l') = 5(Tma2 — $)4 [l‘m+17 $m+2]
($m+3 - ZL‘) [mm+27 xm+3]
diger
(2.9)

olarak tanimlanir. Burada h = x,,,.1 —,, dir. Quartic B-spline fonksiyonlari ile
birinci, ikinci ve {i¢iincii mertebeden tiirevleri x,, o < x < x,,43 araligi diginda
sifirdir. (2.9) daki fonksiyonlar her bir [x,,, ;1] araligy @, o, ®pq, P, ve

®,,1 gibi dort spline tarafindan ortiiliir.

2.3.5 Quintic B-Spline Fonksiyonlar

la, b] araliginin bir diizgiin pargalanmisi a = x, < 1 < ... <xy_1 <zTy =b

olmak iizere x,, noktalarinda ®,,(z) Quintic B-spline fonksiyonlarr;

( (2 —2p-3) (T3, Tim—2]
(.I‘ - xm—3)5 - 6(37 - xm—2>5 [xm—27 xm—l]
(x — Tm_3)° — 6(x — 2p2)® + 15(x — Tp1)° [Tm—1, Tm)
(x — Tm_3)° — 6(x — Tp2)® + 15(x — Tp1)° [ —

) —20(x — x,,)°
Pun(2) = 75 (# — Tm—3)° —6(x — Tp2)® + 15(x — 2p_1)° [Tty Tonyo]

—20(z — xm)® + 15(2 — Typy1)°
(x — Tm_3)° — 6(x — 2p2)® + 15(x — Tp1)° [Tmt2y Tmys)]
—20(x — )% + 15(x — Tpy1)® — 6(2 — Tppy2)®

(0 diger

(2.10)

olarak tanimlanir. Burada h = x,,,41 —2,, dir. Quintic B-spline fonksiyonlari ile
birinci, ikinci ve {i¢iincii mertebeden tiirevleri x,, o < x < x,,43 araligi diginda
sifirdir. (2.10) deki fonksiyonlar her bir [z,,, 1] araligs @, o, 1, Ppy i1

ve ®,, .5 gibi besg spline tarafindan ortiiliir.



2.4 Galerkin ve Collocation Yontemleri

2.4.1 Galerkin Yontemi

Agirlikh kalan yontemlerinin en énemlilerinden olan Galerkin yontemi Rus
matematik¢i Boris Grigoryevich Galerkin (10 Subat 1871-12 Temmuz 1945)
tarafindan gelistirilmistir. Galerkin yonteminde 1; agirhik fonksiyonlar: ¢; baz

fonksiyonlarindan se¢ilmektedir. Dolayisiyla (2.5) denkleminde

Q

ve

fi= [ onto

olur. Yontemin uygulanabilmesi icin d; parametrelerinin elde edilen n tane

denklem ¢oziilerek belirlenmesi gerekir.

2.4.2 Collocation Yontemi

Bu yontemde (2.3) ile verilen Ry kalam segilen collocation noktalarinda

sifir kabul edilmektedir. Boylece;
N
> Aoy = flai) yi=1,..N
j=1

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi ¢oziilerek ¢; parametrelerine ulagilir.

10



2.5 KdV Denkleminin incelenmesi

2.5.1 Analitik Coziim

KdV denklemi

U + EUU, + PUgyy = 0

seklindedir. x— ekseni lizerinde pozitif dogrultuda hareket eden dalganin hiz
sabiti ¢ olmak tizere KdV denkleminde, u(x,t) = U(x), x = = — ct doniigiimi
yapilir;

—cU +eUU +puU" =0

ve bir kez integral alinirsa, a; integral sabiti olmak {iizere
E 2 1
—CU+§U +MU +a, =0

denklemi elde edilir. Denklem diizenlenir ise

" 8 2

pwlU =cU — §U +ay
ve U ile carpilirsa
WU = U — gU’U2 ral

denklemi elde edilir. Elde edilen denklemin bir kez daha integrali alindiginda

(U2 = gUQ - %U3+a1U+a2

=

denklemine ulagilir. Bu denklemde |z| — oo, U,U" ve U" — 0 olarak kabul

edilirse integral sabitleri a; = ay = 0 olur. Boylece denklem

11



seklinde elde edilir. Bu denklemin integrali alindiginda, c¢; integral sabiti olmak

‘711n<}%‘;> - ‘71\/E<x o) (2.11)

denklemine ulagilir. y = x + ¢; doniigiimii yapilarak denklem diizenlendiginde

uzere

y degeri
1 —eVik
y=—"=
14 eVik

olarak bulunur. x ve y degeri (2.11)’de yerine yazilirsa

_ 3c(1_(1—e\/f*)2)_3c 4
€ 1—#«3\/%’2 € (e% ﬁX—ire_%\/%’z)?
3 1
= —Csech2(— EX)
€ 2\

seklinde bulunur. Yapilan doniigiimlerin tersi uygulandiginda KdV denklemi-

nin analitik ¢ozlimii olarak

bulunur.

Analitik ¢oziime gore KAV denklemi % genliginde hizi ile dogru oran-
tili bir dalga(soliton) olugturmaktadir. Dolayisiyla daha biiyiik dalgalar daha
hizli hareket etmektedir. Dalganin genisligi ise £ ile orantili olup ¢, sabiti faz

degisiminde rol oynamaktadir [5].

2.5.2 Korunum Ilkeleri

KdV denkleminin
2

U
Uy + (5? + pyy)r =0

bi¢iminde yazilmasiyla momentumun korunumu ilkesinin
(e}
I = / udx
—0oQ

12



oldugu goriiliir. KAV denkleminin u ile ¢arpilip

2 US 2

(G + e+ s, = ], = 0

bi¢iminde yazimasiyla enerjinin korunumu ilkesinin

12:/ u’dr

oldugu goriiliir. KAV denkleminin u? ile ¢arpilip

3 4 2 2

us P u 2 ol P2 =
(5= T+ e + plPuee + Zuiy) + —ug,]e =0

bi¢iminde yazilmasiyla

elde edilir [9].
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Bolum 3

QUADRATIC B-SPLINE FONKSIYONLARI ILE
GALERKIN YONTEMI

3.1 Giris:

Bu boliimde Quadratic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak KdV denkleminin
coziimii Galerkin yontemiyle elde edilecektir. Interpolasyon fonksiyonlar: ile
agirlik fonksiyonlar1 ayni segilerek uygulanan Galerkin yontemiyle elde edilen
denklem sistemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziilmiig sonuclar tablo ve
grafikler halinde verilmistir. von Neumann yontemi temelinde yapilan kararhlik

analizleriyle sonuglarin kararh oldugu sonucuna varilmigtir. [15-18§]

3.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Co6ziimii:

KdV denklemi
Up + EUUL + g =0, a <z < b (3.1)
seklindedir, burada € ve p pozitif parametreler olmak {izere KdV denklemini

u(a,t) =0 uz(a,t) =0

u(b,t) =0 uz(b,t) =0

sinir gartlariyla beraber géz oniine alalim. KdV denkleminin

Un(z,t) = ) 6;(t)é;(x) (3.2)

j=—1

14



yaklagik ¢oziimiine [a,b] araligi a = zg < 1 < ...

< xn-1 < xny = b olacak

sekilde esit h = 2,41 — x,,, uzunlugundaki parcalara ayrilmasiyla bu aralikta

tanimlanan;
[Tmio — x]? = 3[Tmir — )% + 3]z — ]
¢ — 1 [xm+2 - .CE} 3[$m+1 - $]2
" [xm+2 - :L‘}

[l‘m 1 :Em]
[Z’ xm-i—l]
[Tmi1; Tmoa]
diger

Quadratic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak ulasilacaktir. Quadratic B-spline

fonksiyonlar igin [z,,, z;,41] arahginda & = o —

yapildiginda;

(bt fme Gm) =25 10— €)%

elde edilir. Buradan [z,,, Z,,11] araligi igin

/

Gm-1(Tm) =0, &, 1(xm) =0
Om(Tm) =1, GlTm) =7
Gmr1(@m) =1, Gppa(am) = —3
Gm2(Tm) =0, Gppio(Tm) =0

degerlerine ulagilir. Dolayisiyla (3.2) ifadesinden
um(l‘m) = 5m—1 + 5m

/

um(xm) = %(5771—1 + 5m)

olarak elde edilir.

Simdi KdV denklemine Galerkin yontemi uygulanirsa

b
/ Y(ug + eutly + Plyy,) =0

integrali karsimiza gikacaktir. Bu integral

b b b
/ Yug + / Yeuu, + / Vpilyze =0

15
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seklinde yazilip ve kismi integrasyon uygulandiginda sinir sartlar: geregi;

b b b
/wut—l—a/ wuux—u/ Wallzy = 0

elde edilir. Galerkin yontemine gore ¢ = ¢; seqgilir ve u yerine uy yaklagik
¢Oziimii alindiginda
Z/ ;i J¢de+sz Z ¢15k¢k qﬁdx—,uZ/ $:0,¢;dx = 0
j=-1 j=—1lk=-1"0 j=—1
denklem sistemine ulagilir. Denklem sistemi her bir [z,,, ,,11] aralig1 igin ayr
ayr1 yazilacaktir ancak [x,,, 2,41 aralig) icerisinde ¢, 1, @, my1 harig diger

fonksiyonlar sifir olmaktadir. Dolayisiyla denklem sistemini

m+1 m+1 m+1 m+1
/ pogd)Gre 33 / IS~ 3 / B11d€),
j=m—1 j=m—1k=m-—1 Jj=m—1

olarak yazmak miimkiin olmaktadir. Buradan
d* = (6m_1,0m,0ms1)”
Ay = / 616,
Lip = / bion e
Cyj = / by, dE ijk=m—1m,m+1
olarak alinirsa denklem sistemi
Ad® + ed“TLed® — pCed® =0

matris bi¢giminde yazilabilir. A¢ ve C'¢ matrisleri 3 x 3 boyutludur ancak L°

matrisi ise 3 x 3 x 3 boyutludur. Dolayisiyla L¢ matrisi yerine

m+1

> Lidy,

k=m—1

tanimlanan 3 x 3 boyutundaki B¢ matrisini kullanmak uygun olacaktir.

Quadratic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak integraller hesaplandiginda;

h 6 13 1
A = 30 13 54 13
1 13 6

16



Be

m—1,m—1

= 35(80m—1 4 126, + 0641)

= L (=106, 1 — 196, — 10,011)
B%—l,m
B im = 3_10(25771—1 + T0m + 1)

Be = %(—19(5”1,1 - 545m - 76m+1)

mm—1 —

By = (126,01 4 08, — 128,11

By i1 = (701 + 548, + 19041)
Bswrl,m—l = 3_10(—5m—1 - 75m - 25m+1)
Bryim = %(05771—1 —126,, — 8,n41)

B, 1 i1 = 35 (0m—1 + 190, + 106,,41)

matrisleri elde edilir. Bu matrisler kulanilarak her bir aralikla ilgili ifadeler
bir araya getirildiginde d = [6_y, g, ..., on]T olmak iizere §; parametrelerinin

belirlenmesinde kullanilacak olan
Ad+eBd—puCd=0 (3.3)

matris formundaki nihai denkleme ulagilir ki bu matrisler bes bant matrisleri
olup 7. satirlar1 agagidaki gibidir.

A 2(1,26,66,26,1)
C:2(1,-2,0,2,—1)

h2

B %(—57,1,2 — 75m,1 — 2§m7 —315m,1 — 62(5m — 75m+17 5m72 -+ 315m71

w

'315m+1 - 5m+27 75771—1 + 625m + 315m+17 25771 + 75m+1 + 5m+2)

(3.3) denkleminde d = 1(6"+'46") ve d = A (6"+'—") Crank-Nicolson

doniigiimleri yapildiginda;
At At At At

At SeB(E") = S uClo™ = [A = T-eB(8") + S-uC)o" (3.4)
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denklemine ulagilir. (3.4) denklemi B(¢) matrisinden dolayi lineer degildir. Bu

sebeple buna egdeger olan agagidaki sistem ¢oziilecektir.

A A A A A
A+ 2lepemy - B — 14— Blepemy + S ucie
2 2 2 2
AN L L At ot ko

flk denklemden elde edilen 4"t yaklagimi ikinci denklemdeki iteras-
yonla gelistirilmektedir. Iterasyona baglanabilmesi icin 6° baglangic vektorii
gerekmektedir. §° baglangic vektorii; u(z,0) baslangic sarti ve smir deger-
leri kullanilarak hesaplandiktan sonra matris formundaki denklem sistemi kul-

lanilarak istenen zamandaki yaklagik ¢6ziime ulagilir.

Baslangic¢ vektoriintin hesaplanis :

Un(z,0) = Y 8)(t)e;(x) (3.5)

j=—1

[a,b] araligl a = 9 < 77 < ... < xy_1 < xy = b seklinde N + 1 eg araliga
boliindiiglinden bu sistemde ancak N + 1 noktada fonksiyonlarin degerleri
hesaplanabilir. Sonu¢ olarak N + 1 denklem elde edilir. Bu da N + 2 tane
parametreyi belirlemek icin yeterli degildir. Dolayisiyla sinir sartlarindan elde
edilecek bir denklem de bu sisteme dahil edilerek 6? parametreleri bulunacak-

tir. (3.5)sistemi simir sartiyla beraber matris formunda yazilirsa,;

(1 -1 TTo60] [ u
1 1 50 Ug
1 1 (51 = U

| 1 1_ _(5]\/_ _UN_

elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesi ile baglangi¢ vektoriine ulagilir.

18



3.3 Kararhlik Analizi:

Kararhilik analizi von Neumann yontemiyle yapilacaktir. KAV denkle-
mindeki lineer olmayan uu,, ifadesini lineerlestirebilmek icin u yerel sabit olarak

alinirsa B¢ matrisindeki 0; degerleri bir A sabitine esit alinmig olur. Boylece

B¢ matrisi
A\ -30 20 10
B¢ = 30 —80 0 80
—-10 —20 30

halini alir. 4. satir1 ise 3(—1,—10,0,10,1) olur. (3.3) denklemine ait genel bir

ifadeyi goz Oniine alirsak; o = % , 0= %6)\ ve v = %u olmak tizere
a = a—f—7v
ay = 260 — 108 + 2y
a3 = 66«
ay = 260+ 108 — 2y

as = a+ 0+
i¢in;
alé?f;—1—0425?;“11+a35f+1—|—a45;f11—1—a55?$1 = a0, _otayd; | +azd +and)  +aid
oldugu goriiliir. Bu ifadede 67 = £"e* ile Fourier yontemi uygulanirsa;
ikh 2ikhy

&M e ™ fage™ ™Mt azt+ase™+ase™ = Mase M +age” M +aztage™ +age

Buradan £"*1 = g€ icin,

a = «33+ cos2kh + 26 cos kh)

b = (B+7)sin2kh + (108 — 2v) sin kh

olmak fizere,

a—1ib
a-+1b
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olarak elde edilir. Buradan

gl = a—ib _]a—ib\_\/a2+b2_1
N= et o laddb Ve rpz

olarak bulunur. Dolayisiyla lineerlestirilmis denklemin sartsiz kararli oldugu

sonucuna varilir.

3.4 Test Problemler:

[k olarak
u(z,0) = 3c*(A1z + D)

baslangi¢ sartiyla hareket eden bir bagimsiz dalganin hareketini ele alalim.

1
A= 5, /%C,g — 1,1 =0.000484, ¢ = 0.3, D; = —6

ve sinir sartlari;
u(0,t) = u(2,t) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan ¢t = 3’e kadar degerler asagidaki gibi olmaktadir.

t I I, I Ly x 103 | Lo x 10°
0.00 | 0.144598 | 0.086759 | 0.046850 0.0 0.0
0.50 | 0.144598 | 0.086761 | 0.046735 0.04 0.10
1.00 | 0.144602 | 0.086763 | 0.046737 0.06 0.15
1.50 | 0.144604 | 0.086765 | 0.046739 0.08 0.19
2.00 | 0.144606 | 0.086767 | 0.046740 0.09 0.22
2.50 | 0.144607 | 0.086769 | 0.046742 0.10 0.27
3.00 | 0.144610 | 0.086771 | 0.046744 0.11 0.30

Tablo 3.1: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in t = 0’dan t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi,

hata normlarinin ise oldukea kiigiik kaldig1 goriilmektedir [15].

Ikinci olarak

u(z,0) = 3ci(A1z + Dy) + 3c5(Asx + Dy)
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baglangi¢ sartiyla hareket eden bir ¢ift dalganin hareketini ele alalim.

e=1, 1 =0000484, ¢; =03, cy=0.1, D, =Dy=—6

ve sinir sartlari;

u(0,t) = u(2,t) =0
uz(0,t) = ug(2,t) =0

olarak alindiginda ¢ = 0’dan ¢ = 3’e kadar degerler agsagidaki gibi olmaktadir.

t Il ]2 ]3
0.00 | 0.228081 | 0.107062 | 0.053316
0.50 | 0.228124 | 0.107065 | 0.053253
1.00 | 0.227949 | 0.107068 | 0.053309
1.50 | 0.227740 | 0.107070 | 0.053262
2.00 | 0.227689 | 0.107073 | 0.053213
2.50 | 0.227732 | 0.107075 | 0.053198
3.00 | 0.227880 | 0.107078 | 0.053195

Tablo 3.2: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢gin ¢ = 0’dan t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi
goriilmektedir. Asagidaki tabloda tek dalga icin Lo x 10% normunun h = 0.01

ve At = 0.005 degerleri igin kargilagtirilmas: verilmistir [5].

t Zabusky- | Hopscotch Petrov- Modified P-G | Galerkin
Kruskal 8] [11] Galerkin [16] [16] Quadratic
0.25 5.94 3.79 4.46 0.21 0.02
0.50 13.17 9.28 7.01 0.38 0.04
0.75 21.08 14.14 10.08 0.57 0.05
1.00 28.66 18.72 13.26 0.74 0.06

Tablo 3.3: h = 0.01 ve At = 0.005 icin t = 0’dan ¢t = 1’e kadar Ly x 103

normunun kargilagtirilmasi

Buna gore Quadratic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin yon-

temiyle yapilan ¢oztimiin daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir [15].
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Bolium 4

CUBIC B-SPLINE FONKSIiYONLARI ILE
GALERKIN YONTEMI

4.1 Giris:

Bu boéliimde Cubic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak KdV denkleminin
coziimii Galerkin yontemiyle elde edilecektir. Interpolasyon fonksiyonlar: ile
agirlik fonksiyonlar: ayni segilerek uygulanan Galerkin yontemiyle elde edilen
denklem sistemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziilmiig sonuclar tablo ve
grafikler halinde verilmistir. von Neumann yontemi temelinde yapilan kararhlik

analizleriyle sonuclarin kararli oldugu sonucuna varilmigtir.

4.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Coziimii:
KdV denklemi
Up + €Uy + fMUpey =0, a<ax<Db (4.1)

seklindedir, burada ¢ ve u pozitif parametreler olmak {izere KdV denklemini

u(a,t) =0 uz(a,t) =0 Uz (a,t) =0
u(b,t) =0 uz(b,t) =0 Uz (b 1) =0
sinir sartlariyla beraber géz ¢niine alalim. KdV denkleminin
N+1
Un(x,t) = > 6;(t)p;(x) (4.2)
j=—1

yaklagik ¢oziimiine [a,b] araligi a = 9 < 1 < ... < xy_; < xx = b olacak

sekilde esit h = x,,41 — 2, uzunlugundaki parcalara ayrilmasiyla bu aralikta
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tanimlanan;

(v — xm+2)3

h3 4+ 3h*(x — Tpo1) + 30(r — Tp1)? — 3(x — 201 )?
3(Tmy1 — )3

Om(x) = 75 ¢ 7?4+ 30%(xpi1 — ) + 3h(Tpyr — 2)% —
(xm+2 - x>3
0

[xm 2y Ty — 1]
[Im 1 xm]
[.Z' xm+1]
[merl’ xm+2]
diger

Cubic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak ulagilacaktir. Cubic B-spline fonksi-

yonlar1igin [, T, 41] araliginda § = x—x,,, 0 < & < h doniigiimii yapildiginda,

¢>z (@) (h—¢)’
¢i(z) 1
Girr(x) B3] hP+ 3%+ 3hE? - 3E°
¢z+2(x) 53
elde edilir. Buradan [z,,, Z,,11] araligl igin

¢mf2(xm) = 07 (b;an(xm) = O?
(bm*l(xm) = 17 (b;l,l(ﬂim) = %7
Gm(Tm) = 4, ¢;n(xm) =0,
¢m+1(xm) = 17 (b;n+1(xm) - _%’
¢m+2(xm) = 07 (b;n+2(xm) = O?

W3+ 3h2(h — &) + 3h(h — €)2 — 3(h — €)°

¢m72(xm> =0
¢;,n—1(xm) = h%
O (Tm) = =73

"

¢m+2 ($m> =0

degerlerine ulagilir. Dolayisiyla (4.2) ifadesinden

um(xm) = 5m—1 + 45m + 5m+1
- 5m—1)

U (Tm) = 3 (O

u;/n(xm) = %(5m—1 - 25771 + 5m+1)

olarak elde edilir.

Simdi KdV denklemine Galerkin yontemi uygulanirsa

b
/ U(ug + eutty + plgyy) =0

integrali karsimiza gikacaktir. Bu integral

b b b
/ Yug + / Yeuu, + / Yplgze =0
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seklinde yazilir ve kismi integrasyon uygulanirsa sinir gartlar: geregi;

b b b
/wutJrs/ @Z)uux—,u/ Yy =0

elde edilir. Galerkin yontemine gore v = ¢; seqilir ve u yerine uy yaklagik

¢Oziimii alindiginda

N+1 N41 N+1 Nl
S [obontr o> S [Conintiar-u [ 060 =
j=-1 j=—1k=—1"19 j=—1

denklem sistemine ulagihir. Denklemler her bir [x,,, ,,,1] araligl i¢in ayr1 ayr
yazilacaktir ancak [x,,, z,,,1] araligi igerisinde ¢, 1, Py Omt1, Pmro haric diger

fonksiyonlar sifir olmaktadir. Dolayisiyla denklem sistemi

m+2 m+2  m+2 m+2
/ odsde)iyee 3 3 / B~ S / 016d€)0;
j=m—1 j=m—1k= j=m—1

olarak yazilabilir. Burada

d° = (Om—1.0m Omits Omsa)”
Ay = / picyde
Ly = / bin e
Cyj = / byp; dE i,jk=m—1,mm+1
olarak alinirsa denklem sistemi
A°d® + ed“TLed° — pCed® = 0

matris biciminde yazilabilir. A° ve C'¢ matrisleri 4 x 4 boyutludur ancak L¢

matrisi ise 4 X 4 X 4 boyutundadir. Dolayisiyla L¢ matrisi yerine

m—+2
E e
k=m—1

seklinde tanimlanan 4 x 4 boyutundaki B¢ matrisini kullanmak uygun olacak-

tir.
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Cubic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak integraller hesaplandiginda;

20 129 60 1
. h 129 1188 933 60
140 | 60 933 1188 129

1 60 129 20

-9 15 -3 -3

. 1| =15 9 27 -21
oz | 21 —27 -9 15
3 3 —15 9

BE, 11 = 7us(—56,—321, 126, —1)d°
BE 4, = 35(—50,—435, 264, —7)d°

140, 927,438, 7)d*
10,129, 108, 5)d*

@
|H
— —~ —~ — /‘\

7,264, 435,50)d*

B¢ o1 = 355(—535,—3610, —1783, —36)d°
BS ., = 5s(—435,—5880, —5847, —438)d"
BE i1 = 355(927,8334,5847,264)d°
Bl mis = 355(43,1156,1783,210)d°
B 11 = 355(—210, 1783, —1156, —43)d®
Boiim = 5u5(—264, 5847, —8334, —927)d"
B 1 1 = 355 (438,5847,5880, 435)d*
B i1 mi2 = 355(36,1783,3610,535)d°
B omo1 = 5i5(—b —129, —10)d*
B om 5=(—7,—438,—927, —140)d®

(

(1,

By omia = 1ag(1,126,321,56)d”
matrisleri elde edilir. Bu matrisler kulanilarak her bir elemanla ilgili ifadeler
bir araya getirildiginde d = [6_1, g, ..., dy;1]7 olmak iizere §; parametrelerinin

belirlenmesinde kullanilacak olan

Ad+eBd—puCd=0 (4.3)

25



matris formundaki nihai denkleme ulagilir ki bu matrisler yedi bant matrisleri

olup i. satirlar1 agagidaki gibidir.

A: %[1, 120, 1191, 2416, 1191, 120, 1]

C: 52(3,24,-57,0,57, —24, —3]

B: ﬁ[(—& —108, —129,-10,0,0,0)d, (—21, —1944, —8130, —3888, —129, 0, 0)d,
(21,0, —17841, —35682, —8130, —108, 0)d, (15, 5832, 53523, 0, —53523, —5832, —15)d,
(0,108, 8130, 35682, 17841, 0, —21)d, (0, 0, 129, 3888, 8130, 1944, 21)d,

(0,0,0, 10,129, 180, 5)d]

d = (G5, O, 01, Oons O 1 O, Oy 3)

(4.3) denkleminde d = (6™ +6™) ve d= 7 (6" —4") Crank-Nicolson

doniigiimleri yapildiginda;

A A A A
A+ SLeB() - Sl = [A- SLeB) + SuCl (44)

denklemine ulagilir. (4.4) denklemi B(¢) matrisinden dolayi lineer degildir. Bu

sebeple buna egdeger olan agagidaki sistem ¢oziilecektir.

At At At At

= ny __ —" n+1 — = n = n
[A+ 5 eB(0") 5 uClo [A 5 eB(0") + 5 uClo
At vt AL At v 4sn AL

flk denklemden elde edilen 4"t yaklagimi ikinci denklemdeki iteras-
yonla gelistirilmektedir. Iterasyona baslanabilmesi icin 6° baslangic vektorii
gerekmektedir. §° baglangic vektorii; u(z,0) baslangic sarti ve smir deger-
leri kullanilarak hesaplandiktan sonra matris formundaki denklem sistemi kul-

lanilarak istenen zamandaki yaklagik ¢oziime ulagilir.

Baslangi¢ vektoriintin hesaplanis :
N+1

Un(z,0) = Y 8)(t)¢;(x) (4.5)

j=-1
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[a,b] araligl a = 9 < 77 < ... < xy_1 < xy = b seklinde N + 1 eg araliga
boliindiiglinden bu sistemde ancak N + 1 noktada fonksiyonlarin degerleri
hesaplanabilir. Sonu¢ olarak N + 1 denklem elde edilir. Bu da N + 3 tane
parametrenin hepsini belirlemeye yetmez. Dolayisiyla sinir gsartlarindan elde
edilecek denklemler de bu sisteme dahil edilerek 49 parametreleri bulunacaktir.

(4.5) sistemi simir gartiyla beraber matris formunda yazilirsa;

[ 6 —12 6 6, u;
1 4 1 do Ug
1 4 1 01 (51
1 4 1 SN un

I —12 6 | | dn1 | _u}v_

elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesi ile baglangi¢ vektoriine ulagilir.

4.3 Kararlhihk Analizi:

Kararhilik analizi von Neumann yontemiyle yapilacaktir. KAV denkle-
mindeki lineer olmayan uu,, ifadesini lineerlestirebilmek icin u yerel sabit olarak
alinirsa B¢ matrisindeki 0; degerleri bir A sabitine esit alinmig olur. Boylece

B¢ matrisi
-3 =27 54 3

i —213 —450 549 114
10 | —114 —-549 450 213
-13 =54 27 3

halini alir. 7. satir1 ise %(—3, —168, —735,0,735,168, 3) olur. (4.3) denklemine

B =

ait genel bir ifadeyi géz oniine alirsak a = % , B = %5)\ ve 7 = %,u olmak
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uzere

ap = a—68—7y
as = 120a — 3360 — 8
az = 1191a — 14705 4+ 197y
oy = 2416a
as = 1191a+ 14708 — 19y
ag = 120a+ 3+ 8y
ar = a+68+7y
icin;
160+ @0 4 sl + !+ a0l 4 sl + ardl
=70 3 + 0] 5 + 50" 1 + aud] + azdl ) + @adfy s + a1dl g
oldugu goriiliir. Bu ifadede 67 = £"e*" ile Fourier yontemi uygulandiginda
Mt = g€" iin,
a = (1208 + cos 3kh + 120 cos 2kh + 1191 cos kh)

b = (60 +~)sin3kh+ (33683 + 8y) sin2kh + (14708 — 197) sin kh

olmak tizere,

a—1b
a—+ b

g:

olarak elde edilir ki bu degerin mutlak degeri de birdir. Dolayisiyla Crank-

Nicolson yaklagiminin gsartsiz kararl oldugu sonucuna varilir.

4.4 Test Problemler:

Ik olarak
u(z,0) = 3¢*(Ajx + Dy)
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baglangi¢ sartiyla hareket eden bir bagimsiz dalganin hareketini ele alalim.

1
A=, [5€ e =1, 11 =0.000484, ¢ = 0.3, D, = —6
1

ve siir sartlari;
u(0,t) =u(2,t) =0
uz(0,t) = u,(2,8) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler asagidaki gibi elde edilmek-

tedir.
t I, I I Ly x 10° | Ly x 103
0.00 | 0.144598 | 0.086759 | 0.046850 0.0 0.0
0.50 | 0.144599 | 0.086761 | 0.046852 0.04 0.11
1.00 | 0.144601 | 0.086762 | 0.046853 0.08 0.20
1.50 | 0.144602 | 0.086764 | 0.046855 0.10 0.26
2.00 | 0.144604 | 0.086765 | 0.046856 0.12 0.32
2.50 | 0.144605 | 0.086767 | 0.046858 0.14 0.39
3.00 | 0.144606 | 0.086768 | 0.046859 0.16 0.44

Tablo 4.1: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in t = 0’dan ¢t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi,

hata normlarinin ise oldukea kiigiik kaldig1 goriilmektedir [5,18|.

Ikinci olarak
u(z,0) = 3c3(A1x + Dy) + 3c5(Asx + Dy)

baglangi¢ sartiyla hareket eden bir ¢ift dalganin hareketini ele alalim.

ve sinir gartlar;



olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.

t

I

I

I3

0.00

0.228081

0.107062

0.053316

0.50

0.228085

0.107064

0.053317

1.00

0.228082

0.107066

0.053318

1.50

0.228085

0.107068

0.053321

2.00

0.228089

0.107071

0.053323

2.50

0.228093

0.107073

0.053325

3.00

0.228094

0.107074

0.053327

Tablo 4.2: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢gin ¢ = 0’dan t = 3’e¢ kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi
goriilmektedir |5, 18]. Asagidaki tabloda tek dalga icin L, x 10® normunun

h =0.01 ve At = 0.005 degerleri igin kargilagtirilmasi verilmigtir.

t Zabusky- | Hopscotch Petrov- Modified P-G | Galerkin
Kruskal [8] [11] Galerkin [16] [16] Cubic
0.25 5.94 3.79 4.46 0.21 0.02
0.50 13.17 9.28 7.01 0.38 0.04
0.75 21.08 14.14 10.08 0.57 0.06
1.00 28.66 18.72 13.26 0.74 0.08

normunun kargilagtirilmasi

yapilan ¢oziimiin daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir [5,18|.
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Buna gore Cubic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin yontemiyle




Bolim 5

QUADRATIC B-SPLINE FONKSIYONLARI iLE
GALERKIN YONTEMINDE FARKLI BiR
ALGORITMA

5.1 Girig:

Bu boliimde Quadratic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak KdV denkleminin
coziimii Galerkin yontemiyle elde edilecektir. Interpolasyon fonksiyonlar: ile
agirlik fonksiyonlar: ayni segilerek uygulanan Galerkin yontemiyle elde edilen
denklem sistemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziilmiig sonuclar tablo ve
grafikler halinde verilmistir. von Neumann yontemi temelinde yapilan kararhlik

analizleriyle sonuclarin kararli oldugu sonucuna varilmigtir.

5.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Co6ziimii:

KdV denklemi
Up 4+ EUUG + pUpre =0, a<x<b (5.1)
seklindedir, burada ¢ ve u pozitif parametreler olmak {izere KdV denklemini

u(a,t) =0 uz(a,t) =0

u(b,t) =0 uz(b,t) =0

sinir sartlariyla beraber goz oniine alalim. KdV denkleminin

Un(x,t) = > 6;(t)p;(x) (5.2)

i=-1
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yaklagik ¢oziimiine [a,b] araligi a = zg < 1 < ...

< xn-1 < xny = b olacak

sekilde esit h = 2,41 — x,,, uzunlugundaki parcalara ayrilmasiyla bu aralikta

tanimlanan;
[Tmio — x]? = 3[Tmir — )% + 3]z — ]
¢ — 1 [xm+2 - .CE} 3[$m+1 - $]2
" [xm+2 - :L‘}

[l‘m 1 :Em]
[Z’ xm-i—l]
[Tmi1; Tmoa]
diger

Quadratic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak ulasilacaktir. Quadratic B-spline

fonksiyonlar igin [z,,, z;,41] arahginda & = o —

yapildiginda;

(bt fme Gm) =25 10— €)%

elde edilir. Buradan [z,,, Z,,11] araligi igin

/

Gm-1(Tm) =0, &, 1(xm) =0
Om(Tm) =1, GlTm) =7
Gmr1(@m) =1, Gppa(am) = —3
Gm2(Tm) =0, Gppio(Tm) =0

degerlerine ulagilir. Dolayisiyla (5.2) ifadesinden
um(l‘m) = 5m—1 + 5m

/

um(xm) = %(5771—1 + 5m)

olarak elde edilir.

Simdi KdV denklemine Galerkin yontemi uygulanirsa

b
/ Y(ug + eutly + Plyy,) =0

integrali kargimiza gikacaktir. Bu integral A = eu alinarak

b b b
/ W + / o + / R
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seklinde yazilir ve kismi integrasyon uygulanirsa sinir gartlar: geregi;

b b b

elde edilir. Galerkin yontemine gore ¥ = ¢; secilir ve u yerine uy yaklagik

¢ozimi alindiginda

Z/¢Z]¢de+AZ $:0,;¢,dx — MZ/¢5¢dx_o

j=—1 j=—17¢ j=-1
denklem sistemine ulagilir. Denklem sistemi her bir [z, ,,11] aralig1 igin ayr
ayr1 yazilacaktir ancak [x,,, Z,,11] arahig1 igerisinde ¢, 1, @, a1 harig diger
fonksiyonlar sifir olmaktadir. Dolayisiyla denklem sistemini

m—+1 m—+1

/mdsé S /@ 465 —p Y /¢>’¢”d§
Jj=m-—1 j=m—1
olarak yazmak miimkiin olmaktadir. Burada
de = m 175m75m+1>T
Ay = / iy
B, = / b1
Cy = /qs’cz)”dg ij=m—1mm+1

olarak almir ve A degeri u'nun aritmetik ortalamasi ; (U + U y1) kullamlarak

A= %(5m_1 + 20, + Omy1) seklinde ifade edilirse denklem sistemi
Aed® + ABed® — uCed® = 0

matris bi¢giminde yazilabilir. A, B¢ ve C'® matrisleri 3x3 boyutundadir. Quadratic

B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak integraller hesaplandiginda;

h 6 13 1
A= — | 13 54 13
1 13 6
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A
AB¢ = s -8 0 8
-1 -2 3
o2 -1 2 -1
c° = 72 0O 0 O
1 -2 1

matrisleri elde edilir. Bu matrisler kulanilarak her bir elemanla ilgili ifadeler
bir araya getirildiginde d = [6_y, dy, ..., oy]T olmak iizere §; parametrelerinin

belirlenmesinde kullanilacak olan
Ad+B\) d—puCd=0 (5.3)

matris formundaki nihai denkleme ulagilir ki bu matrisler bes bant matrisleri

olup ¢. satirlar1 agsagidaki gibidir.

h
A —(1,26,66,26,1
30( ) ’ ) ) )
2
2
1
B(/\) . 6(—)\1, —2)\1 - 8/\2, —3>\1 — 3)\3, 8/\2 + 2)\3, )\3)

>\1 - g(ém—Q + 26771—1 + 5m)7
)\2 - g(ém—l + 25m + 5m+1)7

)\3 = §(5m+25m+1+5m+2)7 m:1,2,...,N

(1,-2,0,2,-1)

(5.3) denkleminde d = (6" + 0") ve d= A7 (6" —67) ile Crank-

Nicolson doniigtimleri yapildiginda;

[A+ %53(5") - %Mcw"“ =[A- %53(5@ + %MCWL (5.4)

denklemine ulagilir. Istenilen zamandaki ¢oziime ulagabilmek icin 6° baslangic
vektorii gerekmektedir. §° baglangig vektorii; u(z,0) baglangig sarti ve smir
degerleri kullanilarak hesaplandiktan sonra matris formundaki denklem sistemi

kullanilarak yaklasik ¢oziime ulagilir.
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Baglangi¢ vektoriiniin hesaplanigi :

Un(z,0) = > 8)(t)¢;(x) (5.5)

i=-1

[a,b] araligi a = zp < 77 < ... < xy_1 < xy = b seklinde N + 1 eg araliga
boliindiigiinden bu sistemde ancak N + 1 noktada fonksiyonlarin degerleri
hesaplanabilir. Sonug olarak N + 1 tane denklem elde edilir. Bu da N + 2 tane
parametrenin hepsini belirlemeye yetmez. Dolayisiyla sinir gsartlarindan elde
edilecek bir denklem de bu sisteme dahil edilerek 6Y parametreleri bulunacak-

tir. (5.5) sistemi sinir gartiyla beraber matris formunda yazilirsa;

1 -1 [ (5_1 ] UIO
11 do [
1 51 = U

i 1 1 1L (SN ] i unN ]

elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesi ile baglangi¢ vektoriine ulagilir.

5.3 Kararhlik Analizi:

Kararlilik analizi von Neumann yontemiyle yapilacaktir. (5.4) denklemine

ait genel bir ifadeyi goz oniine alirsak o = % , B = % ve 7 = h% i olmak tizere

a = a—fF—7v
ay = 26— 108 + 2y
ag = 66«
ay = 2604100 — 2y
ay = a+0+7y

i¢in;

n—+1 n+1 n+1 n+1 n+1 __ n n n n n
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oldugu goriiliir. Bu ifadede 67 = £"e* ile Fourier yontemi uygulanirsa;
£ e M 4 e M 4 e 4 ase?™) = £ ase M 4oy ™ 4yt ane™ 4oy 2]
denklemi elde edilir. Buradan £"*! = ¢g£" icin,

a = 33+ cos2kh + 26 cos kh)

b = (B4 7)sin2kh + (108 — 2v)sinkh

olmak tizere,

a—1b
a—+ b

g:

olarak elde edilir ki bu degerin mutlak degeri de birdir. Dolayisiyla Crank-

Nicolson yaklagiminin gsartsiz kararl oldugu sonucuna varilir.

5.4 Test Problemler:

Ik olarak
u(z,0) = 3¢*(Ajx + Dy)

baglangi¢ sartiyla hareket eden bir bagimsiz dalganin hareketini ele alalim.

1
A=, 5 6 =1 1 = 0.000484, ¢ = 0.3, D) — —6
1

ve sinir sartlari;
u(0,t) = u(2,t) =0
uz(0,1) = ux(2,t) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler asagidaki gibi elde edilmek-

tedir.
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t Il 12 13 LQ X 103
0.00 | 0.144598 | 0.086759 | 0.046733 0.0
0.50 | 0.144633 | 0.086759 | 0.046734 0.04
1.00 | 0.144574 | 0.086759 | 0.046734 0.06
1.50 | 0.144535 | 0.086758 | 0.046733 0.08
2.00 | 0.144541 | 0.086757 | 0.046733 0.09
2.50 | 0.144529 | 0.086757 | 0.046732 0.10
3.00 | 0.144553 | 0.086756 | 0.046732 0.11

Tablo 5.1: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in t = 0’dan t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 igin hesaplanan invaryantlarin degigmedigi,

hata normlarinin ise oldukea kiigiik kaldigi goriilmektedir [23].

Ikinci olarak

u(z,0) = 3ci(A1z + Dy) + 3c5(Asx + Dy)

baglangi¢ sartiyla hareket eden bir ¢ift dalganin hareketini ele alalim.

Alz

N —

e =1, u=0.000484,

ve sinir gartlar;

nm
C1 = 03,

7A2:

u(0,t) = u(2,t) =0

uz(0,t) = ux(2,t) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.
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t

I

Iy

I3

0.00

0.228082

0.107062

0.053196

0.50

0.228159

0.107130

0.053310

1.00

0.227916

0.107194

0.053421

1.50

0.227669

0.107137

0.053321

2.00

0.227613

0.107070

0.053211

2.50

0.227655

0.107044

0.053172

3.00

0.227826

0.107036

0.053161

hesaplanan invaryantlar

Tablo 5.2: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in t = 0’dan t = 3’e kadar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi

goriilmektedir [23]. Asagidaki tabloda tek dalga icin Ly x 10% normunun h =

0.01 ve At = 0.005 degerleri i¢in kargilagtirilmasi verilmigtir.

t Zabusky- | Hopscotch Petrov- Modified P-G Galerkin
Kruskal [§] [11] Galerkin [16] [16] Quad.(Yeni)
0.25 5.94 3.79 4.46 0.21 0.020
0.50 13.17 9.28 7.01 0.38 0.037
0.75 21.08 14.14 10.08 0.57 0.056
1.00 28.66 18.72 13.26 0.74 0.077

Tablo 5.3: h = 0.01 ve At = 0.005 icin t = 0’dan ¢t = 1’e kadar Ly x 103

normunun kargilagtirilmasi

Buna gore Quadratic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin yon-
temiyle uygulanan yeni algoritmanin daha iyi sonuglar verdigi goriilmekte-

dir [23].
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Bolum 6

QUARTIC B-SPLINE FONKSIYONLARI ILE
COLLOCATION YONTEMI

6.1 Giris:

Bu béliimde Quartic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak KdV denklem-
inin ¢6ziimii Collocation yontemiyle elde edilecektir. Collocation yontemiyle
elde edilen denklem sistemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢6ziilmiig sonuglar
tablo ve grafikler halinde verilmistir. von Neumann yontemi temelinde yapilan

kararlilik analizleriyle sonuglarin kararli oldugu sonucuna varilmigtir.

6.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Coziimii :

KdV denklemi
Up + WU + PUpre =0, a<x<b (6.1)
seklindedir, burada ¢ ve u pozitif parametreler olmak {izere KdV denklemini

u(a,t) =0 uz(a,t) =0 Uzz(a,t) =0

u(b,t) =0 Uz (b,t) =0 Uz (D, 1) =0

smir gartlariyla beraber goz oniine alalim. w(z,t) ¢oziimiine yaklagmak igin

Quartic B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir. [a, b] aralig: ;

T: a=20 <21 < ..<xny_1<xTNy=0b
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seklinde x; noktalarinda es pargalara ayrilsin. ¢;(x) ise 7'nin noktalarindaki

Quartic B-spline fonksiyonlari olsun.

N = Span{gb—??gb—lagb(%"'a¢N7¢N+1} (62)
kiimesi [a, b] tizerinde tammh fonksiyonlar igin bir baz olugturdugundan;
N+1
= Z@'@@(@ (6.3)
i=—2

seklinde u(x,t) ¢dzlimiine yaklagan bir uy(z,t) ¢dziimii bulunacaktir. Burada

0i(t) zamana bagl parametreler olup

un(a,t) = 0 unz(a,t) =0

UN(b,t) =0 uNx(b,t):O

sinir sartlarr yardimiyla belirlenecektir.

uy(z,t) yaklagik ¢oziimii KdV denklemine uygulandiginda;

uni(zj,t) + eun(xj, t)ung (), t) + punge (z;,t) =0,  7=0,1,.., N

N+1 N+1 N+41 N+1
D 0it)dilx) +e > outprl(r) D 0t di(x;) + Y di(t)e; (
1=—2 k=-2 1=—2 1=—2

denklemiyle collocation sartlari elde edilir.

¢i(z) Quartic B-spline fonksiyonlar

( (243 — 2)* = 5(2i0 — ) + 10(2s4y — x)*
—10(z; — 2)* + 5(w;_1 — x)4 [T o, i 1]
(Tits — )" = 522 — 2)* + 10(2i41 — 2)"
bi(w) = —10(x; — z)* [Ti_1, 2]
h (Zips — )" = 5(2ipo — ) + 10(zi41 — x)* [Ti; Tiya]
(Tiys — 2)* = 5(2ip2 — x)* [Tit1, Tigo
(Tiys — x)* [@it2, Tits]
L 0 diger

olarak tammlanir. ¢;(x) Quartic B-spline fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin
birinci, ikinci ve tigiincii tiirevleri [x;_o, x;43] araligi diginda sifirdir. Agagidaki

tabloda ¢;(z) ve tiirevlerinin ilgili noktalarda degerleri verilmistir.
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x Ti—2 | Ti—1 | Ty | Ti41 | Ti42 | Ti43
qb,(x) 0 1 11 11 1 0
%(x) 0 % l_h2 7712 % 0
¢; (z) | O % _h_? % _h_234 0

Her Quartic B-spline beg aralik icermektedir. Dolayisiyla her [z;, z;1]
araligim beg spline kapsamaktadir. [z;,z;11] araligi iizerinde u(x,t) fonksi-

yonunun degigimi
u(z,t) = ¢ - d° = (¢pi2, Pi-1, Gi, Pit1, Giv2) * (0i-2, 0i1, 04, Oiy1, 5¢+2)T
seklinde olur. Buradan x; noktasindaki ux(z,t) niimerik ¢6ztimii

u; = 52'_2 + 11(5,'_1 + 11(51 + 5i+1
/ 4

u; = E(_(Si_2 - 351'_1 + 351 + 51'4_1)
" 12
u; = ﬁ((siq —0i—1 — 0; + 0i41)
i 24
u; = ﬁ(_éi—Q + 3021 — 30; + 6it1)

olarak elde edilir. Bu ifadeler KdV denkleminde yerine yazildiginda

(8;—2 4 116;_1 + 116; 4 0;11) + & (859 + 116;_ + 116; + 0;41)

(5 (=0ia — 301 +30; + d;1)] + 1 [35 (=0ima + 361 — 36; 4+ 0iy1)] =0

elde edilir. nAt zamanindaki parametreler 9" olmak tizere n ve n+1 zamanlari

arasinda

1
0 = 3 (52““1 + 5:‘)
diskretize edilirse Crank-Nicolson doniigiimleri elde edilir.

ry = %éAt, ro = %,uAt ve Z; = ;o + 110;_1 + 116; + 0;11
olmak tizere KdV denkleminde her nokta i¢in
(1 —71Z; —19) M+ (11 — 3r1 Z; + 3r) 6 + (11 + 31y Z; — 3rp) 07! +
(L+rZi4r) 6 = L+ rZi+r2) 0y + (11 +3r12Z; — 3ra) 6, +
(11 = 3r Z; + 3r2) 07 + (1 — 11 Z; — 1r2) 67,1, 1=0,1,..,N
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denklemleri bulunur. Bu sistem N + 1 lineer denklem, N + 4 bilinmeyenden
olugsmaktadir. Tek ¢oziimiin elde edilebilmesi i¢in 3 denkleme daha ihtiyac

vardir. Bunun i¢in simir gartlari kullanmilacaktir:

Ug — 5,2 + 11(571 -+ 11(50 -+ (51 = Ug
uy — Oy—2+110n_1 +110n + dny1 = un

ui]\] =0 — 5]\[,24—351\771 _3(SN—5N+1 =0.

Bunlarin kullanilmasiyla genel denklemde ¢ = 0, N —1 ve N degerleri
i¢gin ortaya ¢ikan 0_s, 0y ve dyy1 parametreleri elimine edilerek N + 1 lineer
denklem ve N + 1 bilinmeyenden olugan sistem elde edilir.

5_2 = —115_1 - 1150 - 51

1
by = (2052~ 140y-1)

1
6N+1 = §(145N_2+665N_1)

Sistemin matris gosterimi

al = 8rZy + 14r,, a2 = 14r,Zy + 8ro, ad = 2r1Zy + 2ro,
ad =1—r1Zn_1 — 79, ab = (86 — 2611 Zn_1 + 2215)/8,

ab = (74 4+ 10r Zy_1 — 38r3)/8, a7 = —12/8ry, a8 = —132/8ry,
bin =1—1r12Z; — 1o, bio = 11 — 3r1Z; + 3rs,

bis = 11 + 3r Z; — 3r, biu =1+1r1Z; + 19,

cl = —8rZy — 14ry, 2 = —14r1Zy — 8ry,

c3 = —2r1Zy — 2rg, cA=14+rZn_1+r9,

ch = (84 26r1Zy_1 —22r3)/8, c6 = (74 — 10r Zn_1 + 38r3)/8,
7 =12/8ry, c8 = 132/8rs,
olmak tlizere

A(5™)6™H = B(5™)o"

bi¢imindedir. Burada
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al a2 a3
b1 bia big bis

A:
biv—2)1 biv—22 bn—2)3 bn—2)4
a4 ad ab
i a7 agd |
[c1 2 ¢3 i
b14 b13 b12 bll
B:
bnv—2)a bnv—23 bv—2)2 bv_2)
c4 cH cb
c7 c8

bigimindedir. A ve B matrisleri ¢’lara baglh olduklarindan bu denklem sistemi

lineer degildir. Bu sebeple buna esdeger olan agagidaki sistem ¢oziilecektir.

A(8™)6"+ = B(6™)6"

$n+1 + 5n 5‘n+1 + 5n

A(F———)0" = B8

[k denklemden elde edilen 6™*+! yaklagimi ikinci denklemdeki iterasy-
onla geligtirilmektedir. uy (z, t) yaklagik ¢dziimiiniin zaman igerisindeki degigimi
d" = (074,05 1,07, 07 ) vektoriiniin zaman igerisindeki bagh olarak hesa-
planacaktir. Bu da ancak d° baslangic vektoriiniin belirlenerek tekrarlama

bagintisinin ¢oziillmesiyle miimkiindiir.

Baslangi¢ vektoriintin hesaplanmast :

un(z,0) = Y 6:(0)¢i(x)

i=—2

u) =87 o+ 116 + 116 + 674 , i =0,1,..., N.

Bu sistem N + 1 lineer denklem, N + 4 bilinmeyenden olugmaktadir.

Tek ¢ozlimiin elde edilebilmesi i¢in 3 denkleme daha ihtiyag vardir. Bunun igin
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siir sartlarn kullanilacaktir:

Uy = O—>—5_2—35_1+350+51:0
Uy = 0—>5,2—5,1—50+51:0

Uy = 0-— —O0N_2 — 30N_1 + 30N + 5N+1 =0

Bunlarin kullanilmasiyla denklemde ¢ = 0, N — 1 ve N degerleri i¢in
ortaya gikan 0_o, 0 ve 041 parametreleri elimine edilerek N+1 lineer denklem

ve N + 1 bilinmeyenden olugan sistem elde edilir. Sistemin matris gosterimi

4 2 2 [ 61 ] 0
8 14 2 50 Ug
1 11 11 1 01 Uy
1 11 11 1| |0y Un—o
8 86 74_ _(SN,1_ _SUN,1 - UN_

bicimindedir.

6.3 Kararhlik Analizi:

KdV denkleminin kararhlik analizi von Neumann teorisi temelinde ince-

lenecektir. Fourier seri yonteminde ¢ = v/—1 olmak {izere
n __ ¢n _ijkh
5j = {"e
seklinde secilen biiyiime faktorii genel denklemde
(1 — 7”1Zj — 7’2) (5;1j21 -+ (11 — 37"1Zj + 37’2) 5;-lj11 + (11 + 37’1Zj — 37”2) (5;1+1 +
(1 + TIZj + 7”2) (5;-1_:_11 = (1 + T’1Zj + 7“2) 5;1_2 + (1]_ + 3T12j — 37’2) (5;1_1 +
(11 — 3T1Zj + 37“2) 6;1 + (1 — 7”1Zj — 7'2) (5;-:_1, j = O, 1, ceey N

yazilarak belirlenecektir. Bu yontemde KdV denklemindeki uu, nonlineer teri-

mi icerisindeki u yerel olarak sabit kabul edilecektir. Buna da A\ diyelim.

E[(1—rmA—r) e 4 (11— 3rmA + 3r) ™ 4+ (11 + 3r A — 3ra) + (1 + 1A +12) €]

= (147 A7) e 2% 4 (114 3r X — 3ry) e 4 (11 — 3r A + 3rg) + (1 — 1\ — 1) *P
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e* = cos (kh) + isin (kh)

a = 2cos (gk‘h) + 22 cos (%kh)

1
b = [2riA+ 2ry]sin (gkh) + [6r1\ — 6] sin (§kh)

olmak tizere
a—1b

6:a—l—ib

olarak bulunur.

€] = a—ib _|a—z'b]_\/a2+b2_1
Cla+ib|  la+ib Va2 £

Dolayisiyla lineerlegtirilmis denklemin sartsiz kararli oldugu sonucuna varilir.

6.4 Test Problemler:

[k olarak
u(z,0) = 3c*(A1z + D)

baslangi¢ sartiyla hareket eden bir bagimsiz dalganin hareketini ele alalim.

1
A== 5 e =1, 0= 0.000484, ¢ = 0.3, D; = —6
1

ve siur sartlari;
u(0,t) = u(2,t) =0
ug(0,t) = uy(2,8) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.
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t Il IQ 13 L2 X 103 Loo X 103
0.00 | 0.144598 | 0.086759 | 0.046850 0.0 0.0
0.50 | 0.144645 | 0.086758 | 0.046847 0.04 0.12
1.00 | 0.144594 | 0.086756 | 0.046846 0.08 0.21
1.50 | 0.144524 | 0.086755 | 0.046845 0.10 0.25
2.00 | 0.144497 | 0.086753 | 0.046844 0.12 0.30
2.50 | 0.144492 | 0.086752 | 0.046842 0.14 0.36
3.00 | 0.144496 | 0.086751 | 0.046841 0.16 0.42

Tablo 6.1: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in t = 0’dan t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 igin hesaplanan invaryantlarin degigmedigi,

hata normlarinin ise oldukca kii¢iik kaldig1 goriilmektedir.
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=0 =05
061 06
Z Z
=} =)
034 034
0 0 :
05 10 15 2 05 10 15 20
0 =10 © =15
061 061
Z Z
=) o
034 03
0 0
0 05 10 15 2 0 05 10 15 20
9
0, =25 O =30
061 064
Z Z
=] =]
031 034
0 : ; ‘ 0 ; ; ;
0 05 10 15 2, 0 05 10 15 20

Sekil 6.1: ¢ = 0.0 — 3.0 zaman araliginda h = 0.01, At = 0.005 degerleri i¢in
bir bagimsiz dalganin hareketi

Saga dogru hareket eden dalganin genligini koruyarak zaman icerisinde

ilerledigi goriilmektedir.

Ikinci olarak
u(z,0) = 3ci(Ajx + Dy) + 3c5(Asz + Do)

baglangic sartiyla hareket eden bir ¢ift dalganin hareketini ele alalim.

[eer 4, = L [
It 2V p

e=1, 1 =0.000484, ¢; =03, ca=0.1, Dy =Dy=—6

A1:

DN | —

ve sinir sartlari;



olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.

t Il ]2 ]3
0.00 | 0.228082 | 0.107062 | 0.053316
0.50 | 0.228162 | 0.107060 | 0.053287
1.00 | 0.228012 | 0.107059 | 0.053258
1.50 | 0.227807 | 0.107059 | 0.053284
2.00 | 0.227703 | 0.107057 | 0.053308
2.50 | 0.227675 | 0.107054 | 0.053313
3.00 | 0.227690 | 0.107050 | 0.053311

Tablo 6.2: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢gin ¢ = 0’dan t = 3’e¢ kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi
goriilmektedir. Asagidaki tabloda tek dalga icin Lo x 10° normunun h = 0.01

ve At = 0.005 degerleri i¢in kargilagtirilmas: verilmigtir.

t Zabusky- | Hopscotch Petrov- Modified P-G | Collocation
Kruskal [8] [11] Galerkin [16] [16] Quartic
0.25 5.94 3.79 4.46 0.21 0.02
0.50 13.17 9.28 7.01 0.38 0.04
0.75 21.08 14.14 10.08 0.57 0.06
1.00 28.66 18.72 13.26 0.74 0.08

Tablo 6.3: h = 0.01 ve At = 0.005 icin t = 0’dan t = 1’e kadar Ly x 103

normunun kargilagtirilmasi

Buna gore Quartic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak Collocation yon-
temiyle yapilan ¢oziimiin iyi sonuglar verdigi soylenebilir.

Iki dalganm etkilesiminin gosterildigi Sekil(6.2)’deki grafige gore biiyiik
dalga kiiciik dalgay1 ¢ = 1.0 zamaninda yakalamakta ve ge¢ig siirecinin sonunda

ise genliginde ve hizinda bir degisiklik olmadan hareketine devam etmektedir.
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10

10

t=0 t=0.5
0.8+ 0.8
06 06
Z Z
=} =]
0.4+ 0.4
02 0.2
0 0
0 05 10 15 2 0 0.5 10 15 20
10 10
t=1.0 t=1.5
0.8+ 0.8+
0.69 0.6+
Z Z
=) =1
0.4+ 0.4
0.24 0.2+
0 0
0 05 10 15 2 0 05 10 15 20
10 t=2.5] 10 t=3.0
0.84 0.84
0.61 0.69
Z Z
= =1
0.4 0.44
0.2+ 0.2+
0 T 0
0 05 10 15 2 0 05 10 15 20

Sekil 6.2: t = 0.0 — 3.0 zaman araliginda h = 0.01, At = 0.005 degerleri igin
bir ¢ift dalganin hareketi
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Bolum 7

QUINTIC B-SPLINE FONKSIYONLARI ILE
COLLOCATION YONTEMI

7.1 Giris:

Bu béliimde Quintic B-spline fonksiyonlar: kullanilarak KdV denkleminin
¢oztimii Collocation yontemiyle elde edilecektir. Collocation yontemiyle elde
edilen denklem sistemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziilmiis sonuclar
tablo ve grafikler halinde verilmistir. von Neumann yontemi temelinde yapilan

kararlilik analizleriyle sonuglarin kararli oldugu sonucuna varilmigtir.

7.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Denklemin Coziimii:

KdV denklemi
Up + WU + PUpre =0, a<x<b (7.1)
seklindedir, burada ¢ ve u pozitif parametreler olmak {izere KdV denklemini

u(a,t) =0 uz(a,t) =0 Uzz(a,t) =0

u(b,t) =0 Uz (b,t) =0 Uz (D, 1) =0

smir gartlariyla beraber goz oniine alalim. w(z,t) ¢oziimiine yaklagmak igin

Quintic B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir. [a, b] arahigi;

T: a=20<T1 < ..<xny_1<TNy=0b
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seklinde x; noktalarinda es pargalara ayrilsin. ¢;(x) ise 7'nin noktalarindaki

Quintic B-spline fonksiyonlar: olsun.

TN = span{qb,g, ¢717 ¢07 ) ¢N> ¢N+17 ¢N+2}

kiimesi [a, b] lizerinde tammh fonksiyonlar i¢in bir baz olugturdugundan;

N+2

= Z@@ﬁb (z)

i=—2
seklinde u(x,t) ¢oziimiine yaklagan bir uy(x,t) ¢oziimii bulunacaktir. Burada

0i(t) zamana bagh parametreler olup

un(a,t) = 0 unz(a,t) =0

uN(b,t) =0 uNm(b,t):O

siir gartlar: ve collocation sartlar yardimiyla belirlenecektir. uy(z, t) yaklagik
¢oziimi KdV denklemine uygulandiginda;

uni(zj,t) + eun(xj, t)ung (), 1) + pungea(z;,t) =0,  7=0,1,2,..., N
N+2 N+2 N+2 N+2

25 ¢7, I] +525k ¢k Ly 26 ‘T] +H’Z§ ;N

i=—2 k=-—2 i=—2 i=—2

denklemiyle collocation gartlari elde edilir. ¢;(z) Quintic B-spline fonksiyonlar

( ($ - fL‘z‘—3)5 [$i—3, fL‘z‘—Q]
(2 — 2i3)° = 6(x — 2;_9)° [i—2, Ti_1]
(r —x;3)° —6(r — m;2)° + 15(x — x;1)° (21, 7]
(r —xi3)° —6(x — 2;_2)° + 15(x — 2;1)°
bi(x) = & —20(x — x;)° [T, i1 1]
! h? (l’ - IL‘i_g)s - 6(ZL‘ - JZZ‘_Q)S + 15(ZL‘ - JZZ‘_l)S
—20(z — z;)° + 15(x — m;11)° [Tit1, Tita)
(r —x;3)° —6(r — m;2)° + 15(x — x;1)°
—20(x — ;) + 15(z — 2;1)° — 6(x — w442)°  [Tiy2, Tits)]
L 0 diger

olarak tanimlamr. ¢;(z) Quintic B-spline fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin
birinei, ikinci ve {iglincii tiirevleri [z;_3, ;1 3] araligi diginda sifirdir. Asagidaki

tabloda ¢;(z) ve tiirevlerinin ilgili noktalarda degerleri verilmigtir.
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x Ti—3 | Ti—2 | Ti—1 €T Tit1 | Tit2 | Ti43
gb,(:p) 0 1 26 66 26 1 0
¢;<x) 0 5 50 0 =50 | =5 0
Gy | 0 [ & | e

R U R S T I R
qbi (x) 0 h3 h3 0 L3 13 0

Her Quintic B-spline beg aralik igermektedir. Dolayisiyla her [z;, z;1]
araligim beg spline kapsamaktadir. [z;, z;,1] araligy {izerinde u(x,t) fonksiyo-

nunun degisimi
u(z,t) = ¢° - d° = (¢i—2, Gi—1, Pi; Pir1, Pira) * (-2, 0i1,0i, 0ipa, 5i+2)T7
seklinde olur. Buradan x; noktasindaki ux(z,t) niimerik ¢6ztimii

u; = (51;2 + 265171 + 66(5Z + 265¢+1 + 5i+2

, -5

u;, = 7(51‘—2 +100;—1 — 106;41 — di42)
14 20

;= 5(0ia+20i0 = 60; + 20141 + i10)
" _60

u, = F(&»_g — 20;—1 + 2041 — Oit2)

olarak elde edilir. Bu ifadeler KdV denkleminde yerine yazildiginda

(01— 4 260; 1 4 660; + 265,11 + d;19) + € (5o + 260; 1 + 660; + 265,11 + G;42)

5 —60
—(8i—2 +106,_1 — 106,41 — 5i+2):| +u {F

n (0im2 — 201 + 20541 — 6iy2)| =0

elde edilir. nAt zamanindaki parametreler 6" olmak tizere n ve n+1 zamanlar

arasinda

5; = % (671 4 67)
diskretize edilirse Crank-Nicolson doniigiimleri elde edilir.
r= %5At, Ty = %uAt ve Z; = 0;_o + 260;_1 + 660; + 260,11 + ;12
olmak tizere KdV denkleminde her nokta i¢in
(1 —71Z; — r9)810 + (26 — 1071 Z; + 2r9) 611 + 6667 + (26 + 1011 Z; — 2r9) 851 +
(L+71Zi +1r2)00 = (147112 + 12)0 5 + (26 + 1011 Z; — 2r5)67-; + 660;" +

(26 — 107"121' + 27”2)5?_,_1 + (1 — lei — 7"2)5;:_2, 1= 0, 1, cey N

52



denklemleri bulunur. Bu sistem N + 1 lineer denklem, N + 5 bilinmeyenden
olugmaktadir. Tek ¢oziimiin elde edilebilmesi i¢in 4 denkleme daha ihtiyag

vardir. Bunun i¢in sinir gsartlar: kullanilacaktir:

UN(CZ, t) = 0 — (572 + 26(571 + 6650 + 26(51 + (52 =0
UNx(Cl,t) =0 — _75(52 + 10(571 — 1051 — 52) =0
uN(b,t) = 0 — (5N72+265N71 +665N+26(SN+1 +5N+2 =0
)

uNx(b,t) =0 — T((SN,Q—l—lO(SN,l—10(5N+1—(5N+2):0

Bunlarin kullanilmasiyla genel denklemde ¢ = 0,1, N—1ve N degerleri
i¢in ortaya ¢ikan d_5,0_1,0n41 Ve dyyo parametreleri elimine edilerek N + 1

lineer denklem ve N + 1 bilinmeyenden olusan sistem elde edilir.

165 65 9

d_9 = Tdo + 751 + 152,

b4 = —3—8350 — %51 — é(s%
S = by — L0k — v
ONt2 = 1?1—55N + 62—551\/—1 + §5N—27

al =175 — 47r1Z1 + 4975, a2 =510+ 18 Z; + 18y,

a3 = 207 + 81r  Z; — 15rs, ad = 8 + 8r1 4 + 8y,

ab =8 — 8rZy_1 — 8rs, ab = 207 — 81r1Zn_1 + 15719,

a7 =510 —18rZn_1 — 18ry, a8 =175+ 4Tr1Zn_1 — 4973,

bin =1—112; — 1o, bio = 26 — 10r1 Z; + 29, bis = 66,
bis = 26 4+ 1011 Z; — 279, bis =1+ r12; +rs,

cl =175+ 47r1Z; — 497y, c2 =510 — 18r1 2 — 18ry,

€3 =207 — 81r1Zy + 1573, c4 =8 —8r1Z; — 8rs,

cH =84 8r1Zn_1+ 8rg, c6 =207 4+ 81r1Zn_1 — 151y,

cl =510+ 18 Zn_1+ 18ry, 8 =175 —4Tr1Zn_1 + 4975,

din = 141172 + 1o, dig = 26 + 10r1 Z; — 219, d;3 = 66,
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di4:26—10T1Zi—|—27"2, dig,:l—’f’lZi—’f’Q.

Sistemin matris gosterimi

A(6™)6™ T = B(6™)6"
bigimindedir. Burada

[—495 —39 —15
al a2 a3 a4

ba1 bao  bag  boy bas
A:
binv—2)1 bv—22 biv—2)3 Din—2)1 bn-2)5
ad ab a7 a8
] 15 39 495 |
[ 495 39 1.5 ]
cl c2 3 4
dor  dyp  daz  dy das
B—
din—2)1 dn—22 din-2)3 din—2)1 d(N-2)5
cH cb c7 c8
~15 -39 —495 |

bigimindedir. A ve B matrisleri ¢’lara baglh olduklarindan bu denklem sistemi

lineer degildir. Bu sebeple buna egdeger olan agagidaki sistem ¢oziilecektir.

A(0™)6" = B(8™)o"

Sn-i—l +5n 5n+1 +5n

A(——5—)"" = B(——F—)9"

[k denklemden elde edilen 6"*+! yaklagimi ikinci denklemdeki iterasy-

onla gelistirilmektedir. Iterasyona baglanabilmesi icin §° baglangic vektorii
gerekmektedir.

Baslangi¢ vektoriintin hesaplanmast :

N+2

uy(x,0) = > 6:(0)¢i(x)

i=—2

ud =69, + 2600, + 6667 + 268, + 00, , i=0,1,..,N
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Bu sistem N + 1 lineer denklem, N + 4 bilinmeyenden olugmaktadir.
Tek ¢oziimiin elde edilebilmesi i¢in 4 denkleme daha ihtiyag vardir. Bunun i¢in

sinir sartlar1 kullanilacaktir:

Uy (a,0) = 0 — —50_y — 500_1 + 500, + 50y = 0,
Uy (a,0) = 0 —> 200_y +405_, — 1208, + 408, + 205, = 0,
Uy (b,0) = 0 — 200n_o +400y_1 — 1208y + 400511 + 200y 42 = 0,

Un (b,0) = 0 — —58x_9 — 5001 + 500x41 4 50n12 = 0.

Bunlarin kullanilmasiyla denklemde : = 0,1, N —1 ve N degerleri i¢in
ortaya ¢ikan d_9,0_1,0n11 Ve dnio parametreleri elimine edilerek N + 1 lineer

denklem ve N + 1 bilinmeyenden olusan sistem elde edilir.

by = 411 (3060 — 206, — 665) .

5, = 411 (=350 + 651 + 65)
P 711 (Gx—a + 661 — 30n),
P 411 (66> — 200x_1 + 300n).

Sistemin matris gosterimi

[ 54 60 6 5o o
25.25 67.5 2625 1 o1 Uy
1 26 66 26 1 : :
N2 UN-2
1 26.25 67.5 25.25 ON_1 UN_1
6 60 54 5N unN

bicimindedir.
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7.3 Kararlilik Analizi:

KdV denkleminin kararlilik analizi Von Neumann teorisi temelinde ince-
lenecektir. Fourier seri yonteminde i = v/—1 olmak {izere ¢ = £"e"*" geklinde
segilen biiytime faktorii (amplification factor ) genel denklemde yazilarak be-

lirlenecektir.

(L=r1Z; —r9)857%5 + (26 — 10r1.Z; + 2r) 074 + 6667 + (26 + 10r1 Z; — 2r2)07 +
(L4712 4+ 12)60, = (L4 1r1Z; +12)6)_ 5 + (26 + 10r Z; — 2r5)87_; + 6607 +

(26 - IOlej + 27’2)5?+1 + (]. - Tle - TQ)(S;LJFQ s j = O, 1, ceey N

Bu yontemde KdV denklemindeki uu, nonlineer teri-mi igerisindeki v terimi

yerel olarak sabit kabul edilecektir. Buna da A diyelim.

E[(1 =\ — ry)e 2 1 (26 — 107\ + 2r9)e ™™ 4- 66 + (26 + 107 A — 2r5)e™ +
(147X +79)e? ) = (1 + 7\ + 1r9)e 2% 4 (26 + 10r X — 2ry)e ™ " + 66 +

(26 — 107\ + 2r)e™™ 4 (1 — 1\ — 1ry)e®™*h
Burada

e* = coskh + isinkh,
a = 66+ 2cos2kh + 52 coskh,
b = sin2kh[2r\ 4 2ry] + sin kh[20r A — 47,
olmak ftizere
a—1b
= arw

olarak elde edilir. Buradan

€] = a—ib| |a—ib| _\/a2+1)2_1
Clatib|  Ja+ib Ve 12

olarak bulunur. Dolayisiyla lineerlestirilmis denklemin gartsiz kararli oldugu

sonucuna varilir.
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7.4 Test Problemler:

[k olarak
u(z,0) = 3c*(A1z + D))

baglangi¢ sartiyla hareket eden bir bagimsiz dalganin hareketini ele alalim.

1
Ay =5, [5€ e =1, 1= 0.000484, ¢ = 0.3, D, = —6
1

ve sinir sartlari;
u(0,t) = u(2,t) =0
uz(0,t) = ug(2,t) =0

olarak alindiginda ¢t = 0’dan t = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.
t I, I, I Ly x 103 | Loy x 10°
0.00 | 0.144598 | 0.086759 | 0.046850 0.0 0.0
0.50 | 0.144602 | 0.086761 | 0.046851 0.04 0.11
1.00 | 0.144601 | 0.086762 | 0.046853 0.07 0.20
1.50 | 0.144603 | 0.086764 | 0.046854 0.09 0.24
2.00 | 0.144604 | 0.086765 | 0.046855 0.10 0.28
2.50 | 0.144605 | 0.086767 | 0.046857 0.13 0.33
3.00 | 0.144606 | 0.086768 | 0.046858 0.15 0.41

Tablo 7.1: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0’dan ¢t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi,

hata normlarinin ise oldukea kiigiik kaldigi goriilmektedir [18|.

Ikinci olarak

U(ZE, 0) = 30%(1411' + Dl) + 30%(/121’ + DQ)

baglangi¢ sartiyla hareket eden bir ¢ift dalganin hareketini ele alalim.

e=1, u=0.000484,

Ay

1 1
B R P
2\ 2

C1 = 03,

o7

ECo

Cy = 01,

)

Dl :D2:_67




ve sinir gartlar;

u(0,t) = u(2,t) =0
u(0,1)

Uz (2,1)

=0,

olarak alindiginda ¢t = 0’dan ¢ = 3’e kadar degerler agagidaki gibi elde edilmek-

tedir.

t

I

I

I3

0.00

0.228081

0.107062

0.053316

0.50

0.228081

0.107064

0.053317

1.00

0.228062

0.107074

0.053321

1.50

0.228222

0.107075

0.053323

2.00

0.228037

0.107070

0.053323

2.50

0.227816

0.107073

0.053325

3.00

0.227658

0.107079

0.053328

Tablo 7.2: h = 0.01 ve At = 0.005 i¢gin ¢ = 0’dan t = 3’e kadar

hesaplanan invaryantlar

h = 0.01 ve At = 0.005 i¢in hesaplanan invaryantlarin degismedigi

goriilmektedir [18]. Asagidaki tabloda tek dalga i¢in Ly x 10% normunun h =

0.01 ve At = 0.005 degerleri i¢in kargilagtirilmasi verilmigtir.

t Zabusky- | Hopscotch Petrov- Modified P-G | Collocation
Kruskal [§] [11] Galerkin [16] [16] Quintic
0.25 5.94 3.79 4.46 0.21 0.022
0.50 13.17 9.28 7.01 0.38 0.041
0.75 21.08 14.14 10.08 0.57 0.054
1.00 28.66 18.72 13.26 0.74 0.067

normunun kargilagtirilmasi

Tablo 7.3: h = 0.01 ve At = 0.005 icin t = 0’dan ¢ = 1’e kadar Ly x 103

Buna gore Quintic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak Collocation yon-

temiyle yapilan ¢6ziimiin daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir [18].
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Bolum 8

SONUC ve ONERILER

Bu tezde KdV denkleminin Quadratic ve Cubic B-spline fonksiyonlar1 kul-
lanilarak agirlikli kalan yontemlerinden Galerkin yontemiyle, Quartic ve Quin-
tic B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak Collocation yontemiyle sonlu elemanlar
¢oziimleri verilmistir. Sonsuz sayida korunum ilkesi bulunan KdV denklemi-
nin ilk ¢l verilmis ve yapilan ¢éziimlerde bu korunum ilkeleri hesaplanmigtir.
Bunun yaninda Ly ve L., normlar1 verilerek onceki sonuglarla kargilagtirmalar:

yapilmistir. Asagidaki tabloda tek dalga i¢in Ly x 10® normunun h = 0.01 ve

At = 0.005 degerleri i¢in kargilagtirilmas: verilmisgtir.

t Galerkin | Galerkin | Galerkin | Collocation | Collocation
Quadratic | Cubic | Yeni Algor. Quartic Quintic
0.25 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
0.50 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
0.75 0.05 0.06 0.06 0.05 0.05
1.00 0.06 0.08 0.07 0.07 0.06

Tablo 8.1: h = 0.01 ve At = 0.005 icin t = 0’dan t = 1’e kadar Ly x 103

normunun kargilagtirilmasi

Tablodan da anlagilabilecegi gibi KdV denkleminin ¢oéziimiinde kul-

lanilan B-spline fonksiyonlar oldukca iyi sonuglar vermektedir.
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