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OZET

Uc boliimden olusan bu calisma; dizi uzaylarinda tanimli baz déniisiimlerin
spektrumu ile ilgilidir.
Birinci boliimde; sonraki boliimlerde kullanacagimiz, bazi kavramlar ve ilgili

teoremler verildi.

Ikinci boliimde; bazi dizi uzaylar iizerinde agirliklh ortalama, Cesaro ve fark
doniigiimlerinin spektrum ve Goldberg simiflandirmasina gore ince spektrumlari ile

ilgili caligmalar incelendi.

Uciincii boliimde, ¢ ve ¢ uzayinda fark matrisinin Goldberg siniflandirmasina
gore ince spektrumu belirlendi. Ayrica fark matrisinin transpoze temsiline sahip

doniistimiiniin ¢y uzay1 lizerindeki spektrum ve ince spektrumu incelendi.



ABSTRACT

In this study, we deal with spectrum of some operators defined on sequence

spaces.

In the first chapter, the fundamental concepts and theorems related on subject

which are needed in the next chapters were given.

In the second chapter, spectrum and fine spectrum of weighted mean, Cesaro

and difference operators defined on some sequence spaces were examined.

In the last chapter, we determined the fine spectrum of difference operator
defined on sequence space ¢y and c¢. Also, fine spectrum of the operator represented

by transpose of difference matrix was examined.

ii



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimimden beri danigmanhigimi tistlenen, bu tezin hazirlan-
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GOSTERIMLER

R: Reel sayilarin ciimlesi

N: Dogal sayilarin ciimlesi

K: Reel sayilar ciimlesi {izerindeki kapali araliklarin ctimlesi
loo: Reel terimli sinirh dizilerin uzay:

c: Reel terimli yakinsak dizilerin uzay:

¢o: Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1

l,: p-mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin uzayi

w: Tlm reel ve kompleks degerli dizilerin uzayi

X*: X uzaymin duali

R(T): T operatoriiniin goriintiisii

m: T operatoriiniin gortintiisiiniin kapanigi

p(T): T operatoriiniin regiiler degerler ciimlesi

R(X\; A): A operatoriiniin rezolvantasi

Ty: T operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen operatorii
o(T,X): X uzaymda T’ nin spektrum ctimlesi

0,(T, X): X uzayinda T’nin point (nokta) spektrumu

o.(T, X): X uzaymda T’nin countinuos (siirekli) spektrumu
o-(T, X): X uzayinda T’nin residual (artan) spektrumu

C1: Cesaro operatorii

l|.[(,): Bir dizi uzaynda bir operatdriin normu

bv,: p sinirl salinimh dizi uzay:



Co, ¢: Cesaro dizi uzaylari

A: Fark operatorii

A': Fark operatoriiniin transpozu
A*: Fark operatoriiniin duali

N(T): T’ nin sifir uzay1

vi



GIRIS

C" uzayinda taniml bir 7" lineer déniigiimiintin karakteristik degerleri, det(\ —
T) determinantini sifir yapan A kompleks sayilaridir. Bu tiir A degerlerine T" doniigtimiiniin
spektrum ciimlesi denir. det(AI —T7"), n.dereceden bir polinom oldugundan, spektrum
ciimlesi en fazla n degerden olugur. Eger A\ karakteristik kok degil ise det(A —T') # 0

olacagindan Al — T' bir terse sahip bulunacaktir.

Sonsuz boyutlu uzaylar iizerindeki doniigtimlerin spektrum tartigmalari oldukca
karmagik, ilging ve doniigtimleri anlamada ¢ok onemlidir. Doéniigiimlerin spektral
analizi, matematiksel fizikte 6nemli bir yere sahiptir. Meseld; kuantum mekanigin-
deki Hamilton dontisiimi, Hilbert uzayinda sinirli olmayan bir self-adjoint doniigiimdiir.
Hamilton doniigiimiiniin nokta spektrumu, sistemin sinir durumundaki enerji seviye-
sine kargilik gelir. Diger spektrum cesitleri, sistemin dagilim teorisinde 6nemli rol
oynar, [18|.

Dizi uzaylar tizerindeki doniigiimlerin spektrumu ile ilgili ilk ¢aligma, 1965
yilinda Brown, Halmos ve Shields [6] tarafindan birinci mertebeden Cesaro déniigtimiiniin,
{5 Hilbert uzay lizerindeki karakteristik degerlerini ve spektrum ciimlesini belirleyen
caligmasidir. Daha sonra, Wenger [32], Rhoades [21], Reade [17], Gonzalez [11],
Akhmedov ve Bagar [1] gibi yazarlar ¢esitli doniigiimlerin spektrumu ile ilgilendiler.
Bu yazarlardan farkli olarak, Sharma [25] ve [26] kiinyeli ¢aligmalarinda matris

siiflariyla ilgilenmigtir.

Son yillarda fark matrisinin baz1 dizi uzaylar: iizerinde ¢aligmalar yapilmak-

tadir. de Malofesse [14], fark matrisini

||

][5, = Sup = (r>0).
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normlu dizilerin s, uzayinda ele aldi. Altay ve Bagar [4] ve Akhmedov ve Bagar
[2][3], fark matrisinin sirasiyla co, ¢, ¢, ve Basar ve Altay [5] tarafindan insa edilen

bu, uzaylan iizerindeki spektrumu ile ilgilendiler.

Bu calimamizda, yukarida zikrettigimiz bazi makaleleri inceleyerek fark ma-

trisinin ¢g uzay tizerindeki ince spektrumu ile ilgilenecegiz.



BOLUM 1
Temel Kavramlar

Bu boliimde, sonraki boltimlere temel tegkil edecek olan konu ve kavramlar
verilmigtir. Vektor uzayi, normlu uzay, alt uzay, Banach uzay1 gibi bazi kavramlarin
bilindigi kabul edilmektedir. Vektor uzaylarinin skalar cismi, C kompleks veya R reel

sayilar cisim ve dogal sayilar ciimlesi, N = {0, 1, 2, 3, ...} olarak almmigtir.

1.1. Lineer Doniisiimler

X ve Y, ayni skalar cisim tizerinde iki vektor uzay olsun. 7' : X — Y doniigimii;

eger her z,y € X vektorii ve her o, 5 skalar1 icin
T(ax + By) = aTx+ BTy

esitligi olmasi halinde bir lineer dontsim olarak adlandirilir.

Calismamizda, ¢ok kullanilan ve uygulamalarda énemli yere sahip olan, lineer

doniigtimlerin karakteristik uzaylarin verelim.

T lineer operatoriiniin tanim ciimlesi D(T), goriintii climlesi R(T") ve gekirdegi
N(T) ile gosterilen uzaylari,
DT) = {reX:TzeY}
R(T) = {yeY:y=Tzx,x e X}
N(T) = {x2eD(T):Tx =20}
seklinde tanimlanirlar. D(7T") uzaymndaki farkl elemanlari, R(7T") uzaymdaki farkh
elemanlara tagiyan 7' doniiglimiine birebir doniigiim denir. Bir 7" lineer doniisiimii,

T = 0 6zelligine sahip oldugundan, agikardir ki doniigtimiin birebir olmast igin gerek

ve yeter sart N'(T) = {6} bulunmasidir.



X ve Y normlu uzaylar olamak iizere T': X — Y lineer doniigiimii i¢in agagi-

daki 6nermeler denktir.
(a) T, bir noktada siireklidir.
(b) T, X uzay tizerinde diizgiin siireklidir.

(¢) T sirhidir, yani her x € X igin
[ Tx| < M|z

esitsizligini saglayan pozitif bir M reel sayis1 mevcuttur.

T doniigtimiiniin normu,

T
(1.1.1) IT) = sup |72 = sup L2l
lzl|=1 w0 |zl

ile tanimlanir.

X normlu uzayindan Y normlu uzayina tanimh lineer déniigiimlerinin uzayini
L(X,Y) ve siirli lineer déniigiimlerin uzaym B(X,Y) ile gosterecegiz. X =Y ise
B(X,Y) yerine B(X) yazacagiz. B(X,Y') uzay1, (1.1.1) ile normlu uzaydir. Y uzay:
tam yani Banach uzay ise B(X,Y) uzay1 da Banach uzaydir. Y uzayi, X normlu
uzaym skalar cismi alimirsa, bu durumda, X uzay: tizerindeki B(X,K) = X’ ile

gosterilen sinirli lineer fonksiyonellerin uzay1 (veya strekli duali) elde edilir.

Lineer fonksiyoneller konusunda énemli bir yere sahip olan Hahn-Banach Teo-

remi ve bir sonucunu verelim.

TEOREM 1.1.1. [13, shf. 221| X, bir normlu uzay ve Z C X altuzay olsun. Bu

durumda f € Z' ise [ fonksiyonelinin
f(z)=F(z) (z€Z)ve|fll=]F]|
esitliklerini saglayan bir F' € X' genislemesi vardar.

Ozel olarak Z = {awxo;z0 # 0,20 € X} ve f(2) = f(axg) = al|zo| seklinde

aliirsa, agagidaki teorem elde edilir.



TEOREM 1.1.2. [13, shf. 223] zy # 0, X normiu uzayinin bir elemany olsun.

Bu durumda
|l =1, F(xo) = [0

sartlarin saglayan bir F € X' fonksiyoneli vardur.

Bu teoremin, bir climlenin yogunlugu tartigmalarinda kullanilan sonucu agagi-

daki gibidir.

SONUC 1.1.3. X normlu uzayr ve S C X bir altuzay olsun. Her f € X' igin
f(S) = {0} olmasy f ‘nin sifir fonksiyoneli olmasini gerektiriyorsa S altuzayr X

uzayinda yogundur, yani S = X esitligi mevcuttur.

TANIM 1.1.1. [13, shf. 87] X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X ve R(T) C Y
olmak tizere T : D(T') — Y birebir bir lineer doniisiim olsun. R(T") uzaymdan D(T)
uzayma tanimlh ve her T'zy = y, seklindeki yo € R(T") elemanim D(T) uzaymda x
elemanma tagiyan 7! : R(T) — D(T) doniisiimiine, T déniisimiinin tersi denir.

T—! doniigiimiiniin lineerligi asikardir.

TEOREM 1.1.4. [13, shf. 88| X ve Y normiu uzaylar ve T € L(X,Y) olsun. T~
operatorinin mevcut olmasy igin gerek ve yeter sart N (T') uzaywmn sifir vektorinden

tbaret bulunmasidar.

TEOREM 1.1.5. [10, shf. 12, Teorem 1.3.7] X wve Y normlu uzaylar ve T €
B(X,Y) olsun. T~ operatériiniin mevcut ve siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart

her x € X igin

T[] = m]

esitsizliging saglayan bir m > 0 sayisinin mevcut bulunmasidar.
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Lineer doniisiimler tizerine énemli aragtirmalar yapan Goldberg, déntigiimleri

smiflandirmigtir. Goldberg [10, shf. 58|, T': X — Y lineer doniigimii igin

I : R(I)=Y
II : RT)#R(T)=Y
III - R(T)#Y
1 : T ' mevcut ve siirekli

2 : T~ ' mevecut ve siireksiz(smnirh degil)

3 : T~ mevcut degil

durumlarin gézoniine almigtir. Eger, R(T) =Y ise bu durumda 7', I durumundadir
veya Ortendir deriz ve T € I seklinde yazacagiz. Benzer sekilde, eger 7" hem III
ve hem de 2 durumunu sagliyorsa bunu 7" € I[], seklinde yazacagiz. Yukarida
verdigimiz, lineer doniigiimlerin durumlarini ifade eden siniflandirma igin, literatiirde

Goldberg sinaiflandirmas: tabiri kullanilir.

Bir lineer doniigiimiiniin adjointi, doniigiimiin tersi ve deger uzayi hakkinda

verdigi bilgiler bakimindan 6nemlidir.

TANIM 1.1.2. [13, shf. 232] X ve Y normlu uzaylar ve T': X — Y siirh lineer

dontistim olsun. 7" nin 7% : Y’ — X’ adjoint doniisiimii her z € X ve her ¢ € Y’ icin

(T7¢)(x) = &(Tx)

ile tanimlanir.

Simdi, 7" : X — Y lineer doniigiimii ile 7* : Y’ — X' adjoint doniistimii

arasindaki baz iligkileri veren teoremleri sunalim.

TEOREM 1.1.6. [10, shf. 54, Teorem I1.2.8] T* déndsiminin D(T*) tanim
wzayrman Y uzayina esit olmasi icin gerek ve yeter sart, T dontistimiinin sirekli bu-
lunmasidir. Bu durumda, T* doniisimi de sirekli ve ||T*|| = ||T'|| esitligi gecerlidir.

6



TEOREM 1.1.7. [17, Lemma 5| T' déntistiminin yogun gorintiye sahip olmast

wein gerek ve yeter sart, T dontsiminin cekirdeginin asikdr uzay bulunmasidur.

IspAT. Eger T*¢ = 0 olacak sekilde ¢ # 0 mevcut ise o zaman her z € X icin
¢(Tx) = 0 olur ve dolayisiyla X uzaynin kapal 6z alt uzay: olan ¢'nin ¢ekirdegi T’
doniistimiiniin goriintiisiini icerir.

Eger T' doniigiimiiniin goriintiisii yogun degilse o zaman Hanh-Banach teore-
minden her z € X i¢in ¢(T'z) = 0 ve ¢ # 0 olan ¢ € X* vardir. Bu sebepten dolay:
T ¢ = 0. O

TEOREM 1.1.8. [17, Lemma 6| Eger T* yogun gorintiye sahip ise o zaman T

dontistiminin ¢ekirdegi asikar uzaydar.

ISPAT. Eger Tz = 6 ve z # 6 olacak sekilde z € X mevcut ise o zaman her
¢ € X* icin (T*¢)(x) = ¢(Tx) = 0 olur. Buradan, X* uzaymm kapal 6zalt uzay:

olan z’in sifirlayicisi, 7% doniigiimiinlin goriintiistinii igerir. 0

TEOREM 1.1.9. [10, Teorem II 3.11| T déndisimiinin sinirly bir terse sahip

olmast i¢in T doniisiminin 6rten bulunmast gerek ve yeterdir.

1.2. Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniigiimleri

Biitiin reel veya kompleks terimli dizilerin ciimlesini w ile gosterecegiz. w,
dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri ile bir vektor uzay: tegkil
eder. w uzaymin herbir alt uzayi, bir dizi uzay olarak adlandirilir. Caligmamizda kul-
lanacagimiz dizi uzaylari, standard dizi uzaylar: olarak adlandirilan sinirh dizilerin
l+, yakinsak dizilerin ¢, sifira yakinsak dizilerin ¢y ve p-mutlak toplanabilen dizilerin

l, (1 <p < 00) uzaylaridir. o, ¢ ve ¢ uzaylari

[0 = sup ||
kEN

0o 1/p
zll, = <Z \xk\p>
k=0

7
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normu ile Banach uzaylardir. Bu uzaylardan, literatiirde ¢ok kullanilan baz dizi
uzaylar1 tiiretilmigtir. Meseld; bs, cs, bv, bu,, ces,, loo(A), ... gibi.

¢, ¢o uzaylarinin siirekli duali ¢; ve £, uzaymin duali de ¢, uzayma izomorftur.

TANIM 1.2.1. A = (au) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve x =

(xy) herhangi bir dizi olsun. Eger her n € N igin

(Az), = Z el
k=0

serileri yakinsak ise Ax = ((Az),) dizisine z dizisinin A matrisi ile elde edilen
doniistim dizisi denir. X\ ve p herhangi iki dizi uzay1 ve A bir sonsuz matris olsun.
Eger her x € X i¢in Ax doniigiim dizisi mevcut ve p uzayina ait ise A matrisi,
A uzayindan p uzayima bir matris dontsimi tanimlar denir. A uzayindan p dizi

uzayina taniml biitiin matris doniigtimlerinin ciimlesi, (A; i) ile gosterilir.

k > n i¢in a,, = 0 ve a,, # 0 terimlerinden olugsan A = (a,;) matrisine iiggen
matris denir. Ucgen matris déniisiimleri birebirdir.

Dizi uzaylar1 arasindaki bir lineer doniisiime daima bir matris kargilik gelmeye-
bilir. Mesela; lim : ¢ — R lineer doniisiimiiniin bir matris temsili taniml degildir.
Fakat, koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan norma sahip ve ¢’ ile temsil edilen j.
terimi 1 diger terimleri sifir olan standard birim dizilerinin {e° e!, €2, ...} ciimlesini
baz kabul eden uzayda tanimh lineer dontigiimler, bir matris gosterimine sahiptirler.

Dizi uzaylar teorisinde daha ¢ok, matris temsile sahip lineer doniigtimlerle ilgilenilir.

Burada gerekli bazi matris dontigiimlerinin siniflarini verecegiz.

TEOREM 1.2.1. |27, shf. 218] A = (a;;) matrisinin ¢ uzayindan yine bu uzaya

tanemle synarly lineer bir T € B(c) déntsimint vermesi icin gerek ve yeter sartlar;
i) A matrisinin bitin satirlary {1 uzayinda ve {1 normlary sinarl,
it) A matrisinin bitin situnlar, ¢ uzayinda,

iii) A matrisinin e = (1,1,1,...) disini yine ¢ uzayna tasimasider.
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Bu tir dontistimlere, yakinsaklhgi koruyan donisim ve limiti koruyan dontsim-
lere de regiiler dontsim ady verilir. T dontisiminin normu, satirlarin €1 norm-

larmin supremumudur.

TEOREM 1.2.2. |27, shf. 217] A = (a;;) matrisinin ¢y uzayindan yine bu uzaya

tanvmly sinarly lineer bir T € B(cy) déndigimiint vermesi igin gerek ve yeter sartlar;
i) A matrisinin bitin satirlar {1 uzayinda ve {1 normlary sinarldar,
it) A matrisinin bitin situnlary cy uzayindadar.

T doniisimiinin normu, satirlarim €1 normlarinin supremumudur.

TEOREM 1.2.3. |27, shf. 220] A = (a;;) matrisinin {1 uzayindan yine bu uzaya
tanemly sinarly lineer bir T € B((y) donisimine karsiik gelmesi i¢in gerek ve yeter
sart, A matrisinin bitin sttunlar, (1 uzaynda ve onlarin €1 normlary simrl ol-

masidar.

T dontistimiinin normu, sttunlarin €1 normlarimin supremumudur.

TEOREM 1.2.4. |27, shf. 220] A = (a;;) matrisinin {s uzayindan yine bu
uzaya tanwmle siarl lineer bir T € B(ly) dontsimine karsilik gelmesi i¢in gerek
ve yeter sart, A matrisinin butin satirlar: {1 uzayinda ve onlarin €1 normlary sinirh

olmasidar.

T dontisiminin normu, satirlarin €1 normlarinin supremumudur.

1.3. Bir Doniistimiin Spektrumu

Baz1 ozelliklere sahip doniigtimlerin terslerini, ters doniigiimlerin ozellikleri ve
doniigiimle olan iligkilerini inceleyen spektral teori, fonksiyonel analiz ve uygula-
malarinda temel konulardan biridir. Ters doniigtimler, denklemlerin (mesel4, cebirsel
lineer denklem sistemleri, diferansiyel denklemler, integral denklemler) ¢6ztim prob-
lemlerinde hemen kargimiza gikar. Bu alanin geligmesine, Sturm-Liouville ve Fred-
holm’un meghur integral denklemler teorisinden ¢ikan sinir degerlerinin aragtirilmasi

problemi, 6nemli katkida bulunmustur.



X, n-boyutlu bir normlu uzay ve 7' : X — X bir lineer doniigtim olsun. T'
lineer oldugundan doniigiime bir n-kare matris karsilik gelir. Doniigiime dair spek-
trum tartismalari, doniisiime karsilik gelen matrisin karakteristik koklerinin bulun-
masi problemine doniigiir. Sonsuz boyutlu uzaylarda bir doniigiimiin spektrum tartig-

malar1 oldukga ilging ve karmagiktir.

Simdi spektrum tatigmalarinda kullanacagimiz kavramlar: verelim.

TANIM 1.3.1. [18, shf. 188|(Rezolvent ve spektrum ciimleleri) X # {6} bir
normlu uzay ve T : X — X bir lineer doniisiim ve I da X iizerindeki birim déniigtim
olsun. A bir skalar olmak iizere, eger A\I — T' doniisiimiiniin goriintii uzay1 yogun ve
sinirli bir terse sahip ise bu durumda A skalarina 7' doniigiimiiniin bir regiiler degeri
denir. T" doniigtimiiniin biitiin regiiler degerlerinin olugturdugu skalarlarin ciimlesine

T’nin rezolvent ctimlesi denir ve p(T, X) ile gosterilir. Buna gore;
p(T,X)={A€C: R —T) =X ve (M —T)" mevcut ve siirekli}

seklindedir. Yani, A € C'nin T lineer doniigiimiiniin bir regiiler degeri olmasi igin

gerek ve yeter sart, T'— A € [; U I]; bulunmasidir.

T’nin bir regiiler degeri olmayan A skalarima 7" doniistimiiniin bir spektrum
degeri denir. T doniigiimiiniin biitiin spektrum degerlerinin olusturdugu ciimleye

T’nin spektrumu denir ve (T, X) ile gosterilir. Buna gore;
o(T, X) = C\ p(T, X)
seklindedir.

T lineer doniistimiiniin spektrum ciimlesi; nokta spektrum, artik spektrum ve

stirekli spektrum seklinde ayrik {i¢ alt ciimleye ayrilir.

TANIM 1.3.2. [10, shf. 71| T'—AI doniigiimiiniin tersi mevcut olmadig yani Ty €
3 oldugu A € C kompleks sayilarinin ciimlesine, 7" doniiglimiiniin nokta spektrum
ciimlesi denir ve 0,(7, X) ile gosterilir.

10



T — Al doniigiimiiniin tersi mevcut oldugu fakat goriintii uzaymin yogun ol-
madigl A € C kompleks sayilarinin climlesine, 7' doniigiimiiniin artik spektrum ciim-
lesi denir ve o,.(T, X) ile gosterilir.

T — Al doniigiimiiniin gbriintli uzayimmin yogun oldugu ve tersi mevcut fakat
sinirli olmadigr A € C kompleks sayilarinin ctimlesine, 7" doniigtimiiniin strekls spek-

trum ciimlesi denir ve o.(7T, X) ile gosterilir.

T:X — X veT*: X' — X' doniigiimlerinin spektrumlar: arasinda,

o(T,X) = oT", X')
o,(T,X) C o, (T, X")Uo,(T*,X')

o,(T*, X") C 0.(T,X)Uo,(T, X)

(1.3.1) o (T, X) C o(T*X")Uo (T*, X"

o (T, X") C o.(T,X)
o.(T,X) C o,(T", X"

o (T*, X") C 0T, X)Uo,(T,X)

bagintilar1 mevcuttur.
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BOLUM 2
Dizi Uzaylarinda Spektrum

Bu boliimde, dizi uzaylar: arasindaki dontigiimlerin spektrumu ile ilgili yapilmig
caligmalar hakkinda bilgi vererek, calismalarimiza temel olusturan bazi makaleleri

not edecegiz.

Dizi uzaylar1 arasindaki doniigiimlerden Cesaro matrisinin spektrumu iizerinde
bir ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Bu alanda ilk caligma, 1965 yilinda Brown, Halmos ve
Shields [6] tarafindan birinci mertebeden Cesaro déniigiimiiniin, ¢» Hilbert uzay: tiz-
erindeki karakteristik degerlerini ve spektrum ciimlesini belirleyen caligmasidir. Daha
sonra, 1975 yilinda, Wenger [32], ¢ uzay1 tizerinde ince spektrumunu ve Reade [17] ve
Gonzalez [11] 1985’de sirastyla ¢ uzay: tizerindeki spektrumu ve £, (1 < p < 00) uzay1
tizerindeki ince spektrumunu inceledi. Okutoyi [15],[16] kiinyeli ¢aligmalarinda, bv
ve bvy uzaylar lizerindeki spektrumu ile ilgilendi. Sharma [25], [26] konzervatif ma-
tris sinifindaki koersif tiggen matrislerin kogegen elemanlarinin spektrum ctimlesinin
ayrik noktalar1 oldugunu ve Euler matrisi hakkindaki Mercerian teoremi ile bu ma-

trisin spektrum ciimlesini veren makalesi bu alanda farkli bir ¢aligmadir.

Cass ve Rhoades [8] ¢aligmalarinda, agilikh ortalama metodlarinin spektrumu
ve spektrum yardimiyla Mercerian teoremleri ile ilgilendiler. Rhoades [21], [22] ve
[23], bir 6nceki paragrafta zikredilen yazarlarin Cesaro doéniigiimiiyle ilgili spektrum
tartigmalarini, ¢, ¢y ve ¢, lizerindeki agirlikh ortalama doniigiimlerine genigleterek,
ince spektrumlarini aragtirdi.

Rhaly [19], (r,) bir dizi olmak tizere, k < n i¢in a,x = 1, ve k > n igin
apr = 0 ile tammh A = (a,;) bigiminde matris gosterimine sahip Rhaly meto-
dunun belirli sartlar altinda ¢ Hilbert uzay1 tizerinde siirli déniistim ve kompakt
olugu hakkinda incelemeler yaparak, matrisin uzay iizerinde spektrumunu ve adjoint

doniigtimiiniin nokta spektrum ciimlesini belirledi. Bu ¢aligmanin 1siginda, Yildirim
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[28]- [31], Rhaly matrislerinin ¢ ve ¢y, ¢, ve byy uzaylarinda ozelliklerini ve ince
spektrumu ile ilgilendi. Yine Rhaly [20] ¢aliymasinda, terimleri a,x = (n + 1)7?
seklinde olan p-Cesaro matrisinin p > 1 icin ¢, uzay1 lizerindeki Ozelliklerini ve
spektrumunu inceledi. Buna Parelel olarak Cogkun [9], ¢y uzay: tizerinde p-Cesaro

matrisinin spektrum ve ince spektrumunu verdi.

Fark matrisi de dizi uzaylar1 teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Son zamanlarda
bu metod ile ilgili ¢cok sayida ¢aligma literatiire girmektedir. Metodun spektrumu ile
ilk olarak de Malafosse ilgilendi. de Malafosse [14], fark matrisini,

Tk
ol = sup 2> 0)

normu ile normlu dizilerin s, uzayinda ele aldi. Altay ve Basar [4] ve Akhmedov ve
Bagar [2]|[3], fark matrisinin sirasiyla co, ¢, ¢, ve Bagar ve Altay [5] tarafindan insa

edilen bv, uzaylar iizerindeki spektrumu ile ilgilendiler.

Rhoades ve Yildirim [24] galigmalarinda, (ax) ve (bg) gibi iki dizinin ¢arpimi
seklinde tanmimh a,; = a,, by terimli tiggen A = (a,;) matrisinin belirli sartlar altinda
c uzay1 iizerindeki 6zelliklerini ve ince spektrumlarini inceledi. Dizilerin 6zel segimiyle
daha 6nce yapilmig olan bazi ¢aligmalarin, meseld, a, = Y _, b, alinmasiyla birinci
yazarin iizerinde ¢aligtig1 agirlikli ortalama matrisi ve her £ € N i¢in b, = 1 ile ikinci
yazarin ilgilendigi Rhaly matrisi, a, = (n + 1)77, by = 1 ile Cogkun [9] tarafindan
incelenen p-Cesaro ve a,, = (n + 1), by = 1 ile Reade [17] tarafindan ¢aligilan

Cesaro matrisi gibi, sonuglarini ihtiva ettiginden dikkate deger bir caligmadir.
Simdi, sirasiyla Rhoades [21], Reade [17], Rhaodes [22] ve Altay ve Bagar [4]
tarafindan verilen agirlikli ortalama, Cesaro ve fark metodlarinin ¢esitli dizi uzaylar:

iizerindeki spektrum incelemelerini verecegiz.

2.1. ¢ Uzaymda Agirhkh Ortalama Déniisiimiiniin Ince Spektrumu

Bu kisimda, Rhoades [19] tarafindan verilen agirlikli ortalama déniigiimiiniin

¢ uzay1 lizerindeki ince spektrum caligmasini verecegiz.
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Bir agirhikli ortalama matrisi, pg > 0 ve n > 0i¢in p, > 0, P, = >} _, px olmak
tizere terimleri a,, = px/P, olan bir alt liggen A = (a,;) matrisi ile tanimlanir. A

matrisinin regiiler olmasi i¢in lim,, P, = oo gsartinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

§ = limsup p,/P,, v = liminf p,,/P, ve S = {p,/P, : n > 0} olmak iizere, bir

regiiler agirlikli ortalama A = (a,;) matrisi igin

A A=(2-0)7Y < (1-0)/(2=0)}US C (A, ) C{A: [A=(2=7)7"| < (1-9)/(2-7)}US

kapsamalarinin gegerli oldugu Cass ve Rhoades [8] tarafindan verildi.

Once, § = 7 esitligini saglayan regiiler agirlikli ortalama matrislerini gozoniine

alacagiz.

TEOREM 2.1.1. § = limsup p,/P, mevcut olan regiler agurlikl ortalama ma-
trisi A = (ank) olsun. Eger X & S skalari, |N\—(2—0)7Y < (1—0)/(2—0) esitsizligini
saglyor ise o zaman \ € II11,o(A,c) yani A, 0(A,c) ciimlesinin R(AN — A) # X ve

(A — A)~! mevcut ve siirekli sartlarima saglayan degeridir.

IspAT. Hipotezdeki sartlar: saglayan A degerleri icin A\ — A bir iicgen matris

olacagindan birebir bir dontistimdiir. Bu nedenle, A\ — A € 1 U 2 bulunur.

T* = M — A* adjoint matrisini gozoniine alalim. A regiiler oldugundan e =

(1,1,1,...) olmak iizere ; n > 0 icin af, = x(A) = lim, Ade — Y, lim, apry = 1,
ary = ay, = 0venk > 0icin a), = ap_1,1 ile A* = (a},) doniistimii B(¢,)
uzayina aittir.

T*r = 0 olsun. O zaman

ve n > 0 i¢in

(2.1.1) (/\ - ];"‘1) To— Y anwp =0
n—1

k=n+1
14



esitliklerini elde ederiz. Buradan xy = 0, x; keyfi skalar ve ¢, = p, /P, alinmasiyla

(2.1.1) esitliginden

n—2
_ DPn-1Ta
Tp = po)\n_l Jl:[o()\—cj)
I n—2 s
(2.1.2) = Pno1g ( ——J>
Po ]1;[0 A

bulunur.

1
"_X = « + 13 olmak iizere, yeterince biiyiik tiim j ’ler i¢in

1\ p;
14+ (1-2) 2
‘ +( /\)Pj—l

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 2
e 2] (02 <

<1

bulunmasidir" 6nermesinin gegerli oldugunu dikkate alarak agagidaki tartigmalar:

yapalim.
[.Durum: (py) dizisinin en ¢ok sonlu sayida terimi sifir olsun. O zaman stteki

esitsizlik, yeterince biiyiik biitiin 7 ’ler i¢in

2(14 @) + [(1+a) + 57 Pp—j <0
-1

esitsizligine denk olur.

Yine, yukaridaki egitsizlik, yeterince biiyiik biitiin j ’ler i¢in, eger

4]
21+ ) + [(1+ a)* + 7] T35 <0
ise dogru olacaktir, ki bu esitsizlik
1—90
A-(2-9)7"< S

ifadesine denktir.

Zn = H;:f 1+ (1—1/\)p;/P;_1] alinirsa, o zaman
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1 Pn—1
=1+ (1-=
‘ +( A) Pan

A lizerindeki sartlar dikkate alarak, bundan 6nceki paragraftaki tartigmadan,

esitligi gecerli olacaktir.

yeterince biiyiik biitiin n ’ler igin,

1 Pn—1
2.1.3 1 1——
(213) ’+< X>ﬂ2

ifadesinin dogru ve ) |z,| serisinin yakinsak oldugu goriiliir.

<¢<1

|(1 = 1/N)pn—121/Pn—2| simrli oldugundan, (A — A*)z = 0 denkleminin agikar

olmayan ¢oziime sahip oldugu, Y |z,| serisinin yakinsakligindan elde edilir.

A — A doniigtimiiniin yogun goriintiiye sahip olmadigi Teorem 1.1.7’den hemen
goriiliir. Buradan A\l — A € I11 ve boylece A\I — A € 111, U I115 oldugunu soyleriz.
M —A € 111 oldugunu dogrulamak i¢in Teorem 1.1.9’dan A\ —A* doniigiimiiniin

orten oldugunu gostermek yeterlidir.

x,y € £y i¢in y = (A — A*)x olsun. O zaman (A — 1)zg = yo ve n > 0 igin,

n—14k
2.1.4 N pi)i, — Y Pt
( ) ( ) l)x k=n+1 P !

olup x; = 0 segerek y 'ye gore x i ¢ozersek

0 T
2.1.5 —Po =
( ) kz:; P, hn
ve
00 2
(216) (>‘ - Cnfl)wn = Yp + Pn-1 k_Z—H Pk—l

denklemlerini elde ederiz. Mesela; n = 2 i¢in (2.1.6)’da (2.1.5) i yerine yazarsak

> X > x Z
(A—c1)za=y2+p1 E Pkk1:y2+p1<E Pkkl__Pj>
_ — D

k=3

elde ederiz ki

bulunur.
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Bu sekilde devam ederek, eger By = x esitligini saglayan B bir alt iiggen matris

ise 0 zaman B = (b,;) matrisinin terimleri

1

by = 1 by, = %, (n>1)

by = f;o [ —%, (n>2),
b = —p;poljzﬂj@—%), (n > 2),

bu = —f;:j:[:(l—%), (1<k<n—1)

ve diger durumlarda b, = 0 seklinde bulunur.

B € B({) oldugunu gostermek icin, k indisinden bagimsiz olarak »  |b,l

serisinin sonlu oldugunu gostermek yeterdir.

B matrisinin ilk siitunu i¢in,

1
> Jbuol =
nl o A —1]

oldugu aciktir. Diger taraftan,

S _q_ P _ (D 1Y p
=== () [ (1-5) 24

esitligini yazabilir ve ayrica

sup <M<
n>1 —2
oldugu dikkate alinirsa,
oo n—2 i
j
> ol <oy eSS IT o+ (1__) 2
n=3 j=1
ve k> 1 icin
n—2

Z|b < M LM M
" |A| [ YR
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esitsizliklerinin gegerli oldugu goriiliir. £ > 1 oldugundan, ilk esitlikteki diziler, ik-
inci egitlikteki dizilerden daha biiyiik oldugundan, (2.1.3)” den mutlak yakimsaktir.

Buradan, ||B||; < oo bulunur.
(M — A)~! siirh oldugundan siireklidir ve A € I11,0(A, ¢) bulunur.

2.Durum: (py) dizisinin sonsuz sayida terimi sifir olsun. lim,, P, = oo oldugun-

dan sifir olmayan sonsuz sayida py, terimi vardir. Bunlar {p,, } ile gésterelim.

n # 1+ ny i¢in (2.1.2)’den z,, = 0 olur. Diger durumda,
L\ Pu T 1\ Pn,
R I 1—(1-=) -2
we= (3) s I 05) 2]

Durum 1’deki gibi tartigmalarla ) |z,| serisinin yakinsak ve (Al — A*)z =6

dir.

agikdr olmayan ¢ozlimlere sahip oldugu goriiliir.
pr = 0 olan sonsuz sayida terimin varligi sadece B matrisinin sifir olan terim-

lerini arttirdigindan, sifir olmayan terimler i¢in tartigma 1.Durumdaki gibi olacagin-

dan A\I — A* doniistimiiniin orten oldugu goriiliir. O

TEOREM 2.1.2. Kdsegen elemanlar: sonsuz defa tekrarlanmayan, § = lim p,, /P,
mecut ve & < 1 ozelligine sahip regiiler agirlikly ortalama matris A olsun. Eger A\ = ¢

veya X = any , (n=1,2,...) ve §/(2—05) <A < 1ise o zaman X € II1I,0(A,c)’ dir.

[SPAT. j > 1 ve A matrisinin kigegen elemanlar1 farkli olsun. (aj;l4)x =

esitliginden, k£ < j icin x, = 0 ve n > j i¢in

n—1
(ajj - ann)xn - Z ank T = 0
k=0
denklemlerini elde ederiz. Bu sistem
n+l — 3 — Gj+1
ijn+1

indirgeme denklemine sahip olacagindan, x,, terimine gore denklemi ¢ozersek,

Pzt s 1 — o
2.1.7 = 1% o T ——G
CR T R w11 (1

P [ 121 (¢ = ¢j14) T\ =i/
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bulunur. Burada, (1—¢;1i)(1=¢;+i/¢;) = (Piyi—pj+i) [ (Pivi—piti/ ¢;) = Piio1/(Piyioat
(1—=1/¢j)pj+i) = (1 + (1 —1/¢;)pjsi/ Piviz1)—1 oldugu dikkate almirsa,
L

m 1 j+i
T2 [+ (1-2) 22

elde edilir. 0 < ¢; < 1 oldugundan, Teorem 2.1.1’deki tartigmalar, yeterince biiyiik 7

]Jj+m =

icin

(1 - é) Dj+i el
_— <
Pjtiaa N

1+
esitsizliginin gecerliligini gerektirir. x dizisinin ¢ uzayma ait olmasi x = 6 bulun-
masim gerektirdiginden, a;;/ — A doniigimii birebirdir. Su halde, ¢;/ — A € 1U 2
bulunur.
c;I—A € 111 bulunacag aciktir. Simdi, ¢;/ —A* dontigiimiiniin 6rten oldugunu
gosterelim.
x,y € 4y i¢in (M — A*)x = y olsun. x4 = 0 secerek, o, z1, ..., ; terimlerini
Yo, Y1, - - -, Yj+1 terimleri cinsinden ifade edebiliriz. x dizisinin diger terimleri, Teorem

2.1.1’deki gibi, x = By denkleminden elde ederiz. Bu denklemi saglayan B = (b,)

matrisinin sifir olmayan elemanlar:

1
(218) bj+m,j+m = ;7 (m > 1)
J
Pj+1 Pj+m—1
bivoitt = =L bitmitmg = —— > 2),
J+2.5+1 cp; j+m,j+m—1 C?P#m_z (m )

j+m—2
btk =~ L (1—3),(1<k<m—1,m>2)

C§Pj+k4 itk Cj
Pj+m—1 e G
bjtmj+1 = — ]C]P] i:lj_!-l <1 - a) , (m>2)
seklindedir. (2.1.8)’den
o0 o0 n—2
(2.1.9) 3 lbugr| = 2 L S [[ -2
n=j+1 GPi - GPi s i=j+1 €



yazabiliriz. m > 1 i¢in

[e’s) 00 n—2
§ |b 4|—l+ﬂ+i E Pr—1 H 1_2
pmAl T T 2P, 2 P; Ci
n=m-+j J j L a+m—1 I n=matjt2 - ITMTL i, J

esitligi gegerli olup, pjim/Pjtm—1 smirli ve m > 1 i¢in p;/Pjipm—1 < 1 oldugundan
| Bl < oo gostermek igin (2.1.9) serisinin yakimsak oldugunu gostermek yeterlidir.

Pn—1 _ Pn—lpn—2pn_3 Ce P] 1
bi PoaPog- - Pipj (1 —=cpz) - (1= cu2)y

esitligini (2.1.9) serisinde yerine yazarsak,

n—2

1 < Pn1 1—ci/c
CJQ- Z P, H 1—¢
n=j+3 i=j+1
bulunur.
1—62‘/0' Pz'—pz‘/c‘ i i
2.1.10 I = ] — 1—
( ) I —¢ P; —p; P4 * CjPz'—l

1 Di
= 1 1——
+< Cj) Py

oldugunu dikkate alalim. A iizerindeki sartlardan, yeterince biiyiik é’ler igin (2.1.3)

saglanir ve (2.1.9) serisi mutlak yakinsaktir.

A matrisinin késegen elemanlar: farkli olmasin. A iizerindeki kisitlamalar, koge-
gen elemanlarinin sifir olmadigini garanti eder. k£ ve r sayilari, sirasiyla birden fa-
zla kogegende bulunun ¢; # 0 saylarmin en kiiciik ve en biiytlik indisini gostersin.

(2.1.7)’den n > r ve 0 < n < k icin z,, = 0 bulunur. Bu durumda, (¢;/ — A)x =6

esitligi
n—1

(2.1.11) (¢; — cp)xy — Zama:i =0, (k<n<r)
i=

halini alir.

1.Durum. r = k + 1 ise (2.1.11)’i
(€ — Cht1)Tjr1 — Qg1 42k =0

birtek esitlige indirgenir ki bu ise, ¢; = ¢, = cx41 ve p; # 0 ifadelerinden z;, = 0
oldugunu gosterir. O halde, z = 6.
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2.Durum. r > k+1ise (2.1.11)'den z,, = Ppy1(¢;j—Cpi1)Tps1/ci P, (K <n <)
indirgeme formiiliinii elde ederiz. x,, = 0 oldugundan k£ < n < r i¢in x,, = 0 bulunur.
n =k + 1 almarak (2.1.11)’den x; = 0 elde edilir. Buradan = = 6 oldugu goriiliir.

c;I —A* doniigiimiiniin 6rten oldugunu gosterelim. x,y € ¢; igin (A —A* )z =y
olsun. ;41 = 0 segerek xg,x1,...,x; terimlerini yo,y1, ...,y 41 terimleri cinsinden
¢ozebiliriz. x dizisinin diger terimlerini veren Teorem 2.1.1°deki gibi, x = By den-

klemindeki B matrisinin terimleri (2.1.8)’deki gibi olup diger terimleri sifirdir.

k < j < r oldugundan iki durum sozkonusudur.

1.Durum. j = r ise (2.1.11)’den sonraki tartigmalarin aynisi gegerlidir.

2.Durum. j < r ise (2.1.11)’den en az bir m > r — j + 2 icin bj i j1k =
bjtmj+1 = 0 bulunur. Eger j < n < r i¢in ¢, = ¢; olan n degeri varsa, B ma-
trisinin bagka terimleri de sifir olacaktir. Bu sifir terimleri tartigmanin gecerliligine

etki etmeyeceginden (2.1.9) serisi yine yakinsak olacaktir.
0 = 0 ise 0, yuvarin i¢ginde bulunmayacagindan teoremde gozoniine alinmaz.

A =0 > 0 olsun. Eger yeterince biiyiik ¢’ler ve n > 1 i¢in a,, # § ise Teorem
2.1.1deki tartigmalar1 uygulamakla, 61 — A € I11; elde ederiz. Eger baz1 n indisleri
icin a,, = ¢ ise ¢; yerine ¢ alimarak Teorem 2.1.2’deki tartigmalar1 uygulamakla yine

0l — A € I elde ederiz.

Bdylece, biitiin durumlarda, ¢;I — A € 1U 2 buluruz. O

TEOREM 2.1.3. § = limp, /P, mevcut ve yeterince biyik biitin n’ler igin
pn/Pn > 0 olan regiler agurlikly ortalama metodu A olsun. Eger A ¢ {1,0/(2 —
6)} skalary [N — (2 —6)7' = (1 —6)/(2 — 0) esitligini saglyor ise o zaman \ €
I1,0(A,c) dur.

Ispar. A ¢ {1,6/(2 — 6)} skalarn |A — (2 =)~ = (1 —6)/(2 — 0) esitligini
saglasin. Bu durumda, A\l — A iiggen ve dolayisiyla birebir déniigiim olacagindan
M —A € 1U2 elde edilir. (A —A*)x = 0 egitligini gdzoniine alalim. Teorem 2.1.1°deki
gibi, g = 0, 21 keyfi ve n > 0 i¢in (x,) dizisi (2.1.2) ifadesini saglar. Hipotezden,

n > N oldugundan ¢, > ¢ esitligini saglayan bir N pozitif tamsayist mevcuttur.
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Buradan, n > N igin |1+ (1 — §) pn/Pa-1| = 1 bulunur. Béylece, ¢ sabiti, n > N

i¢in n’den bagimsiz olmak tizere, |z,| > cp,_1/P,_2 esitsizligi saglanir. Ju halde,

Pn—1 _ pi—l
Pnf2 Pnflpn72
Z Pn—1
Pn—l

esitsizligine ulagiriz.

> . Pn/ Py serisi, [12, shf. 290)’dan waksak olup, z = (z,) € ¢ ise v = 0
olmasini gerektirir ki bu da A/ — A* € 1U 2 oldugunu gosterir. A & {1,0/(2—0)} ve
A € 0(A,c) oldugundan A € I1,0(A,c) bulunur. O

TEOREM 2.1.4. A regiler agurlikly ortalama metod ise 1 € 11130(A, ¢) dur.

IsPAT. (M — A)e = 0 oldugundan A\I — A doniisiimii, birebir degildir. Su halde,
A — A€ 3dir. z € ¢ ve z5 # 0 olsun. Bu durumda, her z € ¢ igin |[({ — A)z — z|| >
20| > |20]/2 esitsizligi saglanacagimndan, z & R(I — A) dir. Buradan R(I — A) # ¢
bulunur. Bu ise, 1 € I1130(A, ¢) oldugunu gosterir. O

TEOREM 2.1.5. v = liminf p,, /P, ve 0 < ¢, < /(2 — ) esitsizligini saglayan
¢n elemanlara sahip regiler agirlbikly ortalama metodu A olsun. N\ = ¢, ise A €

I1150(A,c)’ dir.

[SPAT. ¢, 0 < ¢, < 7/(2—7) esitsizligini saglayan kisegen eleman ve j de ¢; = ¢
esitligini saglayan en kiiciik indis olsun. ¢ = 1 i¢in 5 > 0'dir. xp =0ven > 75+ 1
icin x,, = 0 almarak (¢;I — A*)x = 6 sistemi, j+ 1 bilinmeyenli j denklemden olugan
homojen lineer sistemine indirgenir ki bu sistem asikdr olmayan ¢oziimlere sahip

olacagindan ¢;I — A € 111 bulunur.

Eger ¢; = v/(2—7) ise ¢;1 — A € 3 olacag: aciktir. 0 < ¢ < v/(2—7) ver de
¢, = ¢y, esitligini saglayan en biiyiik indis olsun. (¢,.I — A)z = 0 sistemini ¢ozersek
(2.1.12) Tor = ﬁ e

1. r+m — A o 1 _ CT,_;'_,L‘/C,’,,

elde ederiz.

22



e = min{y(1—7)/(2—7)2,7/2—1/(1+1/c;)} alahm. m > N icin ¢j 41 > 7—¢
olacak gekilde yeterince biiyiik N secelim. ¢ < v(1 —7)/(2 —7) ve ¢; < v/(2 —7)

esitsizliklerinden

. 9 _ 9 _
Sl 2T =1 2y —e) =150
Cj—l Y

esitsizligi elde edilir.
(2.1.12) esitligi ve ¢ <y —2/(1 4 1/¢;) esitsizliginden, m > N igin,
L —¢jgmsr

1 — Sdmit
i

|Tjrmyr] Ll =cjimn < l—vy+e¢
- T Citm4l 1 1= _ 1
Cj C]’

<1

‘ijrm’

elde edilir. Buradan (x,) € ¢; oldugu goriiliir. Ju halde, z = (z,) € cve ;I — A

doniigtimiiniin birebir olmadigi anlagilir. U

Kogegen elemanlarindan biri sifir ve v > 0 olan regiiler agirlikli ortalama
metodu A olsun. ¢; = 0 olan en biiyiik indis j olsun. ¢/ standard birim diziler
olmak tizere, Ae/ = 0 ve ¢;] — A = —A oldugundan ¢;I — A doniigiimii birebir
degildir. zp = 0 ve n > j + 1 i¢in x,, = 0 alimarak, (¢;I — A*)x = 6§ sistemi, j + 1
bilinmeyenli j denklemden olugsan homojen lineer sistemine indirgenir.

A matrisinin kogegen elemanlari dizisi yakinsak degil ise Cass ve Rhoades [8|
gosterdikleri gibi spektrum cilimlesi bir yuvarin i¢inde kalir. Buna 6rnek olarak,
kogegen elemanlari, ¢ = 1 ve 1 < p < ¢ olmak iizere n > 0 igin ¢z, = 1/p,

Con—1 = 1/q olan agirlikli ortalama metodunu gozontine alalim. Bu sartlar altinda

o(Ac)={y:(p—1D(g— 1A = |1 = pA[[1 = gA[}" dir.

TEOREM 2.1.6. Kdsegen elemanlari, 1 < p < q olmak tizere co =1 ven >0
icin can = 1/p,con_1 = 1/q olan regiler agirlikly ortalama metodu A olsun. Eger
A& {1,1/p,1/q} skalar (p—1)(qg—1)|A|? > |1 — pA||1 — q)\| esitsizligini saglyor ise
A€ lllLo(A,c) dur.

IspaT. A\ ¢ {1,1/p,1/q} oldugundan, I — A iicgen olup birebir bir doniisiimdiir.

O halde, A\I — A € 1 U2 olacaktir.
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(A — A*)x = 0 olsun. Teorem 2.1.1’de kullanilan metod ile xy = 0, x; keyfi
segilerek, (2.1.2)’den,

Pan—1 1 1 n—1 1 n—1
" = 1—=)(1— 1 - — ,
T2 Il( )( /\) ( )

Po A gA
p2TL 1 ]- -1 1
n —r(1—=)(1——)"""(1——)"
Lon+1 = D 21 ( /\)( p)\) ( q)\>
esitlikleri elde edilir. A matrisi iizerindeki sartlardan,
pop"'q" po(pg)" !

N N . e VR

olup, buradan

|T2n 12| _ |[Ton 1] _ Pq
|2n| [Z2n-1|  (p—1)(g—1)
pq|l — pAl[1 — g}
(p— 1)(g — L)pg|A|?
palAP(p— g —1) _
(p = D)l = )pa|A?
bulunur. Su halde, (AI — A*)z = 6 denklemini saglayan = € ¢; dizisi olmadigindan,
A — A* doniiglimii birebir degildir. Su halde A\l — A € [11dir.

1 1
-

pAll ar

Simdi, Al — A* doniiglimiiniin 6rten oldugunu gosterelim. x,y € ¢; igin (A —
A*)x = y olsun. Bu durumda, (A — 1)zg = yo ve (2.1.4) esitlikleri saglanir. (2.1.4)
denklemini, = dizisini y dizisi cinsinden veren x = By denklemindeki B matrisinin

terimleri (2.1.6)’daki gibi olur. Burada ) |b,o| = 1/|A — 1] < oo ve

ZP”WH)

(2.1.13) Z bt | =

olup, serinin sagindaki ifade,

2n—1

>-S -4

ng)\I

ve

Z P2n11—_[‘

T~ 2= polAl
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seklinde iki serinin toplami olarak yazilabilir. R = [pA —1|[gA—1|/(p—1)(¢ — 1)|A]?
olmak {izere
n—1_n

1l pop" Y
2. = polklz(p—l)”(q—l)”

1 n=1

|Q/\— 1| = n—1
TEN e ok

ve benzer gekilde,

1 - n—1
2 - mom

esitlikleri mevcuttur. A iizerindeki sartlar dikkate alindiginda, bu iki serinin de yakin-

sak geometrik seri tegkil ettigi goriiliir. £ > 1 igin

Pk DPn—1
b, i ‘
Z’ Sl ( rA\P“) P L H

serisi (2.1.13) serisindan kiigtik oldugundan, || B]|; < co bulunur. O

TEOREM 2.1.7. A metodu, Teorem 2.1.6°daki gibi olsun. Eger X = 1/p veya
1/q ise N € I1110(A,c)’ dur.

IsPAT. A = 1/p olsun. Bu takdirde A — A doniisiimii = (o, 21, T9, . . .) dizisini
{(1/p—=1)z0, —ar0z0+ (1/p—1/q)71, —a20To — az w1, —azTo — az1T1 — azrs+(1/p—
1/q)xs, ...} dizisine tagir. (A — A)z = 6 denklemi zy = x; = 0 olmasini gerektirir.

Tiimevarim yoluyla, ardigik gelen

—on+1,20T2n + (1/p — 1/q) 22041 =0

— 242,20 T2n — A2n422n+1T2n+1 = 0

denklem ikililerinden, katsayilar determinanti py, /pPs,12 # 0 oldugundan, sadece
ZTop = Tony1 = 0 bulunur.
A =1/qise \[—A dontisimii © = (xg, 1, T, . . .) dizisini {(1/q—1)x¢, —a10T0, —a20ro—

anzy + (1/q — 1/q)xa, ...} dizisine tagir. (A\] — A)x = 0 denklemi zy = 0 olmasi
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gerektirir. Yine,

—on+2,2n+1%2n+1 + (1/q — 1/p)Tonyo = 0
—A2n432n+1T2n+1 — A2n+32n+2T2n4+2 = 0

ardigik denklem ikililerinden, katsayilar determinanti po,,1/qPopn 3 # 0 oldugundan,
sadece Ton11 = Topio = 0 bulunur. Buradan = = 6 elde edilir ki bu ise A\l — A
doniigtimiiniin birebir oldugunu gosterir. \I — A € 11 oldugu agiktir ve geriye
A — A* doniigiimiiniin 6rten oldugunu gostermek kalir.

x,y € 4y icin (M — A*)x = y olsun. Teorem 2.1.2’deki gibi z,;1 = 0 secerek,
Zo, T1,-..,a; terimlerini yo,y1,. ..,y 41 terimleri cinsinden ¢ozebilir ve x dizisinin
diger terimleri, B matrisi Teorem 2.1.2’deki gibi olmak tizere, x = By denleminden
elde edilir. Herbir j > 0 igin ¢;42 = ¢; oldugundan, k > 3 ve m > 4 i¢in b, jym—k =
bjsm j+1 = 0 ve ¢ift m sayilar i¢in b; 4y, j+m—2 = 0 bulunur. Su halde B matrisinin
sifir olmayan en fazla ti¢ kogegen elemam vardir. Buise B € B(/;) oldugunu gosterir.

g

TEOREM 2.1.8. A metodu, Teorem 2.1.6°daki gibi olsun. Eger \ skalari (p —
D)(g—D)|A? = [1=pA||1—q)\| esitligini saglyor ve X # 1 ise o zaman \ € I1,0(A,c)’
dar.

IsPAT. A\ — A {icgen oldugundan birebir déniisiimdiir. Dolayisiyla A\ — A €
1u2dir. (M — A*)x = 0 denklemi Teorem 2.1.1°deki gibi ¢oziiltirse, g =0 ve n > 0

i¢in x,, terimleri (2.1.2)’yi saglar. Boylece

|1 1
n| — 11—
20| qg—1 A
ve
|ZE2 +1| _ |$1||)‘_ 1|
[pA — 1]

bulunur. x dizisinin ¢, uzayina ait bulunmasi i¢in x = 6 olmas1 gerektiginden A\ —

A* € 1U2'dir. Buise, A € [1,0(A, ¢) oldugunu gosterir. O

Cartlidge [7], p > 1 i¢in baz1 agirlikli ortalama metodlarin B(¢P) uzayma ait

oldugunu gostererek, onlarin spektrumlarini hesapladi. Mesel4; eger 6 = lim p,,/P,, >
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0 ise 0o zaman A € B(f’) ve o(A) = {A: (A= (2= < (1-§)/2-§)}us
oldugunu gosterdi.

Teorem 2.1.1-2.1.5’in bu tiir A matrisleri igin dogru oldugu gosterilebilir.

Bu ¢aligmanin sonuglarina dayanarak asagida verecegimiz ifade makul bir bek-
lentidir.

1 < p < oo esitsizligini saglayan bazi p sayilar icin B(¢,) uzayima ait agirhkh
ortalama metodu A olsun. Bu durumda o (A, ¢,,) climlesinin biitiin i¢ noktalar1 I11;’e,
1 ve belki v/(2—7) harig biitiin sinir noktalar I15’ye, 1 ve biitiin ayrik noktalar 115’e

aittir. Eger v/(2 —7), A’ min bir kégegen elemani ise o zaman v/(2 — ) € I115tiir.
Aksi halde, v/(2 — ) € 11,y dir.

2.2. Cesaro Doniigiimiiniin Spektrumu Uzerine

Burada, J. B. Reade [17] ¢aligmasimim baz1 sonuglarini verecegiz.

1965 yilinda Brown, Holmes ve Shields [6], /2 Hilbert uzay: tizerinde bir (z,,)
dizisini {(z1 +z2+- - -+x,)/n} dizisine tagiyan C; Cesaro sinirh lineer doniigiimiiniin
spektrumunu ve karakteristik koklerini hesapladilar.

('} doniigiimiinlin matris temsili,

1 00
1 1

7 3 0
1011
3 3 3

seklindedir. €y doniigiimiiniin C adjointi de

S _
L 5 3
1 1

0 5 3
1
00 1

seklinde matris gosterimine sahip ve D kdsegen matris olmak tizere, C'; doniisiimiiniin
o(C1, ¢o) spektrumunu belirlemenin anahtar1 (I — Cy)(I — C}) = I — D esitligidir.
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Buradan || C; — I ||=1 ve |A — 1| < 1 egitsizligini saglayan A degerlerinin Cf

doniigtimiiniin karakteristik kokleri oldugunu gostermek kolaydir. Dolayisiyla
0'(01,00) = {)\ : |>\ — 1| < 1}

Bu makalede, '} doniigtimiini, sifir dizilerinin ¢y Banach uzay1 tizerideki bir
doniigiim alarak spekturumunu belirleyecegiz. C adjoint dontistimii ¢y dual uzayinin

izometrik izomorf oldugu

o0
I = lal
1

normuyla Banach uzay1 tegkil eden mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin ¢, uzayi
iizerinde bir doniigiimdiir. C] matrisi C; matrisinin transpozudur. C; déntistimiintin
ikinci C7* adjointi yine (' doniistimii olup fakat bu doniigiim ¢; dual uzaynin

izometrik izomorf oldugu
| @ Jloo= sup |z,
n>1

normuyla Banach uzay: tegkil eden sinirh dizilerin £, uzay1 tizerinde bir dontigiimdiir.
C déniiglimiiniin ¢y uzay1 tizerindeki spekturumunu [A— 1| < 1 esitsizligini saglayan
A skalarlar1 oldugunu gosterdik. Oncelikle Browm, Holmes ve Shields’i [6] takip ed-
erek benzer tartigmalarla C'nin hicbir karakteristik koke sahip olmadigini ve Cf
doniiglimiiniin_ biitiin karakteristik koklerinin [\ — %] < & esitsizligini saglayan A
skalarlar1 oldugunu gosterecegiz. Raabe testini kullanan Rhaly’nin [19, shf. 557]
teknigini kullanacagz. || Cy — 31 ||= 2 gercegi bizi, C; déniisiimiiniin kalan spek-
trumlarini belirlememiz i¢in farkli bir yontem aramaga zorlar. Aslinda, dogrudan
1

dogruya |\ — %| > 5 esitsizligini saglayan A skalarlar i¢in C; — Al dontiglimiiniin

tersinin mevcut oldugunu gosterdik.

Simdi ¢4, C5 ve C7* dontistimlerinin sirasiyla cg, ¢1 ve ¢, uzaylar iizarinde
sinirli lineer doniigiimler oldugunu veren ve normlarini belirleyen yardimei teoremleri

verelim.

TEOREM 2.2.1. (4 € B(cy) ve || Cy ||=1.
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TEOREM 2.2.2. Cf € B(¢y) ve || Cf ||=1.

TEOREM 2.2.3. Cf* € B({y,) ve || CF* ||= 1.

(' doniigtimiiniin spektrum ciimlesini karakterize edecek olan ilk teoremi vere-

lim.
THEOREM 2.2.4. C € B(c) karakteristik koklere sahip degildir.

IspaT. [6, sf. 130] Kabul edelim ki ¢y uzaymdaki x # 6 elemani icin Cijz = Az
olsun. Bu durumda
r1 = /\Il

1
§(ZL’1+$2> = /\Ig

denklem sisteminden, eger = dizisinin ilk sifir olmayan bilegeni xy ise o zaman \ =

1/N bulunur. Bu durumda her n > N i¢in

xn+1: n >1
T n+1—N —

elde edilir ki, bu ise, x = (z,,) dizisinin sifira yakinsamadigini gosteririr. Su halde,

Chix = \x esitligini saglayacak x # 6 dizisi ¢y da mevcut degildir. O

Bununla beraber, Cf* € B({s,) doniislimii, sabit dizileri ihtiva eden karakter-

istik uzaya iligkin A = 1 karakteristik koke sahip oldugunu miisahade edebiliyoruz.
TEOREM 2.2.5. Teorem 1.1.8 'man tersi daima dogru degildir.

IspAT. Teorem 1.1.7’den C; — I déniisiimiiniin cekirdegi asikar olmasina ragmen

C} — I yogun olmayan goriintiiye sahiptir. O

THEOREM 2.2.6. C} € B({y) doniistimiiniin karakteristik kokleri, |]X — 1| < 1
esitsiligine saglayan X degerlerinin ciimlesidir.
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IspaT. Kabul edelim ki ¢, uzaymdaki 2 # 6 elemam i¢in Cfz = Az olsun. Bu

durumda

1

1+ 51'2 4+ = Ary
1
21;2 + To

denklem sisteminden

N-1 1
TN = 1:[ (1 — ﬁ)xl

elde ederiz. Raabe testinden, x € ¢; olmasi i¢in gerek ve yeter gsart Re 1/\ > 1

oldugundan |\ — 1| < 1 buluruz.(veya asagidaki Teorem 2.2.9 kullamlabilir.) O
TEOREM 2.2.7. Cy € B(cy) yogun géorintiye sahiptir.
ISPAT. Teorem 1.1.7 kullamilarak gosterilir. O
TEOREM 2.2.8. 0(Cy,co) = {A: A — 3| < i}

IspAT. Teorem 2.2.6 ve (1.3.1) esitliginden [A — 1| > 1 esitsizligini saglayan A

skalarlar i¢in (Cy; — AI)~! € B(cp) oldugunu ispatlamak yeterlidir.
(Cy — M)z = y sistemini x’e gore ¢ozersek (C; — AI)~! matrisini verecektir.

N. satirm M < N igin M. yerde

1
N2 T (1= 35)
ve N. yerde
N
1—NA

olup diger durumlarda sifir olacaktir. Diger taraftan énce

1+|1_%|+"'+Hiv_1|1_n1_>\ +| N ’
NI 1= 1— N

1 |
nA
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ifadesinin N iizerinden siirh ve daha sonra herbir M igin

1

NI (- )

ifadesinin N' — oo i¢in sifira yakmsadigim, |A — 3| > £ kabulu altinda gosterecegiz.

Bu sonuclar asagidaki Teoremden kolaylikla elde edilir: U

TEOREM 2.2.9. Eger Re 1/A =a <1 ise N — oo igin
a 1, 1
(R
vt nA  No

olur. Burada a, ~ b, notasyonunu, (a,/b,) ve (b,/a,) dizilerinin her ikisi de sinarl

anlaminda kullaniyoruz.

ISPAT. Eger 1/\ = a+i/3 ise bu durumda x reel sayilari icin e® > 14z esitsizligini

kullanarak
]N_[l R , 2a+a2+62 1z
n\ n n?
n=1 n=1
< Xamla+oGy)]
< e(—alogN—l—O(l))
_ 0@
= =
Ayrica
ﬁl N ﬂ |20 @ 12
vt nA N vt n n?

I
—=
—_
_I_
3|e
+
<
3w|

3
Il
—

eono1[5+0(Gy)]

IN

(alog N+O(1))

IA
m

— O(1)N".
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2.3. ¢p Uzayinda Agirlikli Ortalama Operatoriiniin Spektrumu

Simdi de, Rhoades’in [22] kiinyeli agirlikh ortamala metodlarimin ¢y uzay iiz-

erindeki ince spektrumunu inceleyen c¢alismasini verecegiz.

TEOREM 2.3.1. A = (an) regiler agurlikly ortalama metodu igin

1 1
O'(A,CO) C {)\|>\—§‘ < 5}

kapsamasi gegerlidir.

TEOREM 2.3.2. A = (an), bir regiler agurlikle ortalama metodu ise S =

bus

{3 :n >0} olmak iizere ;

1-96
2—90

—~
~—

(A, o) O {)\ A= (@2-0) Y <

—~
~—

kapsamasi gegerlidir.

TEOREM 2.3.3. A = (an) regiiler agilikly ortalama metodunda 6 = 0 ise

1 1
A =A== <=
ola.) ={r:r-3l < 3}
esitligi mevcuttur.

ISPAT. Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2'nin birlestirilmesiyle esitlik elde edilir. O

TEOREM 2.3.4. [17, Teorem 3 | Cesaro dontisimiiniin co uzays tzerindeki spek-

trum ctimles:

1 1
0'(01,00) = {/\ : |)\—§| S 5}

seklindedur.
IsPAT. Her bir p, = 1 icin C; bir agirlikh ortalama matrisidir. O

Asagida verecegimiz teoremler, [21]’de ¢ i¢in verilen teoremlerin benzeri olup

co uzayinda benzer olarak elde edilebileceginden, sadece ifade edileceklerdir.
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TEOREM 2.3.5. Regiiler A agurlikly ortalama metodunda v > 0 ise

o(A) C{A A= @2  <1-)/@ -} US

kapsamast gecerlidir.

TEOREM 2.3.6. Regiiler A agirlikly ortalama metodunda 6 = v > 0 ise £ =
{pn/Pu o/ By <7/(2=7)} olmak iizere;

o(A)={A:A=2-7)T<A-7)/2-}VE
esitligi gecerlidir.

TEOREM 2.3.7. Regiiler agirlikly ortalama metod A olsun. Bu takdirde, cy, = co

olmasu i¢in 0 = limp, 1/ P, > 0 bulunmas: gerek ve yeterdir.

TEOREM 2.3.8. v = § olan regiiler agirlikly ortalama matrisi A = (a,x) olsun.
Eger A & S skalari, |\ —(2—0)7| < (1—10)/(2—19) esitsizligini saglyor ise o zaman
A€ I1Lo(A, ), yani N, 0(A, o) ciimlesinin RN — A) # X ve (A — A)™! var ve

surekly sartlarine saglayan degeridir.

TEOREM 2.3.9. Kdsegen elemanlar: sonsuz defa tekrarlanmayan, § = lim p,, /P,
mecut ve v = § < 1 ozelligine sahip regiler agirbikly ortalama matris A olsun.
Eger A = 6 veya A = apy, , (n = 1,2,...) ve §/(2 —0) < A < 1 ise o zaman
A€ IlLo(A, ) dir.

TEOREM 2.3.10. 6 = limp, /P, mevcut ve yeterince biyik bitin n’ler i¢in
pn/ P, > 0 olan regiler agurlikly ortalama metodu A olsun. Eger N & {1,0/(2 —
8)} skalar, |\ — (2 —=08)7Y = (1 = 6)/(2 = 0) esitligini saghyor ise o zaman \ €
I150(A,co) dor.

TEOREM 2.3.11. A regiiler agirlikly ortalama metod ise 1 € I1130(A, co) 'dar.

TEOREM 2.3.12. v = liminf p,, /P, ve 0 < ¢, < v/(2—7) esitsizligini saglayan
cn elemanlara sahip regiiler agirlbikly ortalama metodu A olsun. X = ¢, ise A €
I1130(A, c) dir.
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TEOREM 2.3.13. Kosegen elemanlar:, 1 < p < q olmak tizere co =1 ven >0
igin cop, = 1/p,con_1 = 1/q olan regiler agirlikly ortalama metodu A olsun. Eger
A& {1,1/p,1/q} skalar (p—1)(qg—1)|A|? > |1 — pA||1 — g)\| esitsizligini saglyor ise
A€ lllo(A,co) dur.

TEOREM 2.3.14. A metodu, Teorem 2.3.13°deki gibi olsun. Eger A € {1/p,1/q}
ise X € [1110(A,cp) dur.

TEOREM 2.3.15. A metodu, Teorem 2.3.13’deki gibi olsun. Eger X\ skalar:
(p—1)(g — DIN? = |1 — pA||1 — g)| esitligini saghyor ve X # 1 ise o zaman
A€ I1o(A, c) dur.

Bu teoremin ispatinda, Teorem 2.3.11°deki karsiligindan farkli bir ispat yapilir.

T = I — A olsun. O zaman T bir terse sahip degildir. Ayrica, e’ standard birim

diziler olmak iizere, R(T') C {e!,e?,...} ve buradan R(T) # ¢y ve 1 € I[1130(A) elde

edilir.

2.4. Fark Doniisiimiiniin ¢, ve c¢ lizerinde Spektrumu

Son olarak Altay ve Bagar [4] tarafindan verilen ¢y ve ¢ tizerindeki A fark

doniigiimiiniin spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 2.4.1. A, ¢y ve ¢ uzaylar tzerinde sinwrly bir lineer dontsim olup

1Al (coico) = 1Al () = 2.

€0;€0
TEOREM 2.4.2. 0(A,¢p) ={A € C:|A—1] <1}.

[sPAT. Bunu icin, D = {\ € C: |\ —1| > 1} olmak iizere, A\ € D icin (A —\I)~*
déniisiimiiniin meveut ve (co : ¢p) smifina ait ve X & D icin (A — M) & (co : )
oldugunu gostermek yeterdir.

A € D olsun. A — AT iiggen oldugundan (A — AI)~! mevcut ve (A —X)z =y

denkleminden, z dizisinin terimlerini y dizisinin terimleri cinsinden veren x = By
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denklemindeki B = (b,x) matrisinin terimleri,

1=kt k<n
bnk:
0, k>n

seklindedir. Buradan,

"1 - Ak
A =AD" Yiey) = -
It )" o neh |1 — At

n

1
e k=0

elde ederiz. Bu ise, (A — AI)™! € (¢ : ¢g) oldugunu gosterir. Ayrica (2.4.1) esitligin-
den A € D igin

(A - )\I)_IH(CU:CO) =00
oldugunu gorebiliriz. Bu da ispati tamamlar. U
TEOREM 2.4.3. 0,(A, cp) = 0.

ISPAT. ¢y uzaymda = # 6 = (0,0,0,...) icin Az = Az denklemini gézoniine

alalim. Bu denklemden,

Trg = )\{EO
r1 — Ty = )\ZL‘l
To — X1 = )\ZL‘Q

denklem sistemini elde ederiz. Sistemin ¢6ziimii olacak x dizisinin sifir olmayan ilk
terimi z,, olsun. Bu durumda A = 1 bulunur. ny + 1.denklemde bu veriler dikkate
almirsa x,, = 0 bulunur ki bu z,,, # 0 olusu ile ¢elisir. Su halde, x # 0 i¢in Az = \z

denklemini saglayan A degeri mevcut degildir. U

T : ¢y — co sirh linner déniigiimiintin matris temsili A = (a,) ise T% : ¢ —

¢y adjoint doniislimiiniin matris temsili A matrisinin tranpozudur.

TEOREM 2.4.4. 0,(A* cf) ={ e C:|A—-1| <1}.
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ISPAT. ¢, uzaymda = # 6 = (0,0,0,...) icin A*z = Az denklemini gdzéniine

alalim. Bu denklemden,

To— 1 = )\{L'()
r1 — Xy = )\{['1
To — T3 = )\{['2

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi saglayacak x dizisinin genel terimi
Tn = (1=X)"z9, (n>0)

seklindedir. Bu durumda, x € ¢; olmasi i¢in |1 — A| < 1 bulunmas1 gerek ve yeter

oldugu goriiliir. U
TEOREM 2.4.5. 0,.(A,c)) ={ e C:|A—-1] < 1}.

[sPAT. |\ — 1| < 1 igin A/ — A déniigiimii birebir oldugundan tersi mevcuttur.
Teorem 2.4.4 ’den AI — A* birebir olmadigindan ve Lemma 1.1.7 "den R(A] — A) #
co elde edilir. ]

TEOREM 2.4.6. 0.(A,cp) ={ e C:|A—1] =1}

ISPAT. A # 1 oldugundan AJ — A déniisiimii birebirdir, dolayisiyla tersi mevcut-
tur. Yine Teorem 2.4.4 den AI — A* birebir olup ve Lemma 1.1.7 "den R(A] — A) =
co elde edilir. O

Fark matrisinin ¢ uzayi lizerindeki spektrum tartigmalari, Teorem 2.4.2-2.4.6’dekilere

benzer olup, farkli olan tartismay1 vererek digerlerini ispatsiz olarak not edelim.

T : ¢ — ¢ sirhi lineer doniigtimiiniin matris temsili A = (a,x) ise ise C@ ¢; liz-
erinde T* : ¢* — ¢* déntiglimiiniin matris temsili, x = lim,, > ;2 ) @np—>_ peg imy, ang,
b, = lim,, a,,;, olmak fizere,

x 0
b Al
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seklindedir, [33, shf.267]. A = A igin A*,

o0 0 0 O
01 -1 0 O
o0 1 -1 0
00 0 1 -1

matrisidir.
TEOREM 2.4.7. 0,(A*,c¢*) ={ e C: |A—-1| <1} U{0}.

ISPAT. ¢, uzaymda = # 6 = (0,0,0,...) icin A*z = Az denklemini gézoniine

alalim. Bu denklemden,

0 = )\ZL‘O
r1 — Ty = )\ZL‘l
To — T3 = )\ZL‘Q

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi saglayacak x dizisinin genel terimi
(2.4.2) Tp=(1-=XN"21, (n>1)

seklindedir. zg # 0 ise A = 0 ve bu karakteristik koke kargihk z = (x0,0,0,...) € £,
karkakteristik vektoriine sahip oluruz. xy = 0 ise (2.4.2) ifadesinden x € ¢; olmasi

i¢in |1 — A| < 1 bulunmas1 gerek ve yeter oldugu goriiliir. O

Simdi, c¢ tizerindeki fark matrisinin spektrumlar ile ilgili teoremleri ispatsiz

verelim.

TEOREM 2.4.8. (a) 0(A,c) ={A e C:|A-1]| <1},
(b) o,(A, co) = 0.

(¢) or(A, ¢) = ap(A7, ).

(d) oc(A,c) ={Ae C:|x—-1] =1}\{0}.
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TEOREM 2.4.9. 0(A, ls) ={A € C: |A—1| <1} dir.

[spaT. Carlidge [7], tarafindan verilen B(c) uzayindaki bir A = (a,,;,) doniigiimii

icin 0(A, c) = 0(A, l) esitliginden istenilen sonuca ulagilir. O

Fark doniistimii i¢in Mercerian teoremi ile spektrum arasindaki iligkiyi gosteren

teoremi verelim.

TEOREM 2.4.10. |A—1| < 1 olsun. O zaman A = X[+ (1—X)A’ nin yakinsaklk

alany ¢ dir.

IspAT. Eger A = 1 ise A = I olacagindan ispat icin bir sey gerekmez. A\ # 1,
IA—1| < 1 esitsizligini saglasin. Bu durumda, Teorem 2.4.8(a) geregince, A— 5251 bir
terse sahip ve ters doniigiim B(c) uzayma aittir. Su halde, ¢4 = c esitligi gegerlidir,

[33, shf. 14, Teorem 14]. O
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BOLUM 3
Fark Déniigtimiiniin Baz1 Uzaylar Uzerindeki Ince Spektrumu

Bu béliimde, fark matrisi ve transpozesinin ¢y ve ¢ uzaylari tizerindeki Goldberg

siniflandirmasina gore ince spektrumunu inceleyecegiz.

3.1. Fark Matrisinin Goldberg Simiflandirmasina Goére Spektrumu

Kisim 2.4’de fark matrisinin ¢y ve ¢ uzaylar iizerindeki spektrumu verilmigti.
Bu kisimda, Fark doniisimiiniin ¢y ve ¢ uzaylar {izerindeki Goldberg simiflandir-

masina gore ince spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 3.1.1. |\ — 1] < 1 egitsizligini saglayan X\ # 1 skalary i¢in \I — A €
II[QU(A, Co).

[sPAT. Teorem 2.4.5 geregince A\I — A € I11 5. (2.4.1) ifadesinden (A — A)~?
dontigiimiiniin simirli olmadigy goriliir. Su halde, |\ — 1| < 1 egitsizligini saglayan

A # 1 skalar i¢in AT — A € [11,0(A, ¢p) elde edilir. O
TEOREM 3.1.2. I — A € ITL0(A, cp).

IsPAT. A =1 icin A\] — A = I — A olup matris temsili

00 0 O

10 0 O
M —A=

01 0 O

seklindedir. Teorem 2.4.5 geregince [ — A € [11] oldugu agiktur.
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I—A € 1 oldugunu gostermek igin Teorem 1.1.9 geregince [ —A* doniiglimiiniin

ortenligini aragtirahm. x,y € ¢; i¢in (I — A*)x = y denkleminden

To = U1
T1 = Y2
T2 = Y3

elde edilir ki bu, her y € ¢; i¢in bir € ¢; dizisinin varhigin yani [ —A* déniigtimiiniin

ortenligini gosterir. Bu da istenendir. [
TEOREM 3.1.3. |A\—1| = 1 egitligini saglayan \ skalary i¢in \[—A € T1,o(A, cp).

IsPaT. |\ — 1| = 1 olsun. Teorem 2.4.3 geregince A\I — A doniisiimiiniin tersi
mevcut, Teorem 2.4.2’den (A — A)~! doniigiimii siireksiz ve Teorem 2.4.6 geregince
R(M — A) = ¢y oldugundan M — A € L,UILo(A, ). Simdi, A\] — A déniigiimiiniin
orten olmadigimi gosterelim. € € ¢y dizisi igin, (A — A)z = €° esitliginden

1

A (n € N)

Ty =

elde edilir. Bulunan x = (x,,) dizisi ¢y uzaymin bir eleman degildir. O halde, A\l — A

doniistimii 6rten degildir. Bu ise istenendir. O

co uzayindaki tartigmalara benzer olarak, ¢ uzay1 iizerinde fark doniigiimiiniin

Golberg simniflandirmasina gore spektrumu, asagida ispatsiz verecegimiz teorem elde

edilebilir.

TEOREM 3.1.4. (a) 1 € I1,0(A,c).
(b)) |IN—=1| <lweX#1ise \ = A€ Illho(Ac).
(c)|N=1] =1 ise \ — A € I1,0(A,c¢).

3.2. ¢y Dizi Uzaymnda At Doniisiimiiniin Spektrum ve Ince Spektrumu

Bu kisimda, fark matrisinin transpoze temsiline sahip A doniisiimiiniin ¢

uzay1 iizerindeki spektrum ve ince spektrumu ile ilgilenecegiz.
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Once AT —\I donsiimiiniin ¢y uzaymdaki A'(A*—\I) ¢ekirdek uzayimi bulalim.

Atz = Az denklemini gozoniine alalim. Bu denklemden,

To— 1 = )\{EO
Tr1 — Xy = )\{['1
To — T3 = )\ZL’Q

denklem sistemini elde ederiz. Sistemin z ¢6ziim dizisinin sifir olmayan ilk terimi

T, Olsun. Bu durumda
Ty = (1= X)""x,, (n>ng)
bulunur. Buna gore
NAT =) ={z=(2,) €co:xn= (1= X"z, (n>ng)}

elde edilir. Burada, A* — A\I déngiimiiniin ¢y uzaymdaki N (A* — \I) ¢ekirdek uza-
yimn, |[A — 1| > 1 igin agikar oldugu aksi takdirde agikdr uzaydan farkli oldugu

goriiliir.
TEOREM 3.2.1. 0(AT,¢)) ={ e C:|A—1| <1}.

[sPAT. Bunuigin, D = {\ € C: [A\—1| > 1} olmak iizere, A € D i¢in (A*—\I)~*
déniisiimiiniin meveut ve (cg : ¢p) smifina ait ve A € D igin (AT — X)™' & (¢ : o)
oldugunu gostermek yeterdir.

A € D olsun. Bu durumda, AT — A\ doniisiimiintin cekirdegi asikar uzay
oldugundan (AT — AI)~! mevcut ve (AT — M)z = y denkleminden, z dizisinin
terimlerini y dizisinin terimleri cinsinden veren z = By denklemindeki B = (b,)

matrisinin terimleri,
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seklinde bulunur. Buradan,

+ -1 _ - |1 — )‘|n
(AT =AD" (eprer) = iggk:nm
> 1

e k=0

elde ederiz. Buise, (AT —AI)7! € (¢g : ¢p) oldugunu gosterir. Ayrica (3.2.1) esitligin-
den A\ € D igin

1A =A™l egic) = 00
oldugunu gorebiliriz. Bu da ispati tamamlar. U
TEOREM 3.2.2. 0,(AT,¢o) ={ € C:|N—1| <1}

ISPAT. ¢y uzaymda z # 0 = (0,0,0,...) icin A*z = Az denklemini gozéniine

alalim. Bu denklemden,

To—T1 = )\ZIZ’Q
r1 — Ty = )\[L’l
o — T3 = )\.%’2

denklem sistemini elde ederiz. Sistemin z ¢6ziim dizisinin sifir olmayan ilk terimi

Tp, olsun. Bu durumda
Tp = (1= A)""™x,,, (n > ng)

bulunur. Bu durumda x € ¢y olmasi igin |1 —A| < 1 bulunmasi gerek ve yeter oldugu

goriiliir. U

co uzay1 tlizerindeki matris doniiglimiiniin, adjoint doniigiimii matrisin trans-

pozu oldugundan; Teorem 2.4.4 geregince
TEOREM 3.2.3. 0,(A™",¢y) = 0.

TEOREM 3.2.4. 0.(AT,¢y) ={A € C:|A—-1] =1}.
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[SPAT. Teorem 3.2.2°den, A & 0,(A*, ¢y) oldugundan A — A* déniisiimii bire-
birdir, dolayisiyla tersi mevecuttur. Yine Teorem 3.2.3 'den AI — A*" birebir olup ve

Lemma 1.1.7 ’den R(A — A+) = ¢, elde edilir. O
TEOREM 3.2.5. 0,.(A%, ¢q) = 0.

ISPAT. Spektrum ciimlesi, ayrik olan nokta, siirekli ve artik spektrum ciim-
lelerinin birlegimi oldugu dikkate alindiginda, Teorem 3.2.1, 3.2.2 ve Teorem 3.2.4’den

artik spektrum ciimlesinin bog ciimle oldugu goriiliir. O

TEOREM 3.2.6. |\ — 1| < 1 egitsizligini saglayan X\ # 1 skalari i¢in \I — AT €
IIgO'(A+, CQ).

ISPAT. Teorem 3.2.2 geregince A\l — At € I13U 5. Simdi, A\] — A" doniisiimiiniin
orten olmadigimi gosterelim. y = {(1—\)"} € ¢g dizisi igin, (A — AT)z = y esitligini
saglayan x € ¢y mevcut olmadigindan, A\ — A doniisiimi orten degildir. Bu ise

istenendir. U
TEOREM 3.2.7. I — A € I30(A7, ¢y).

IsPAT. A =1 icin AI — AT =T — A" olup matris temsili

(001 0 0 |
Ny 00 1 0
00 0 1

seklindedir. Teorem 3.2.2 geregince I — A € 3 oldugu agiktar.

I—A € I oldugunu gostermek i¢in —A™ doniisiimiintin 6rtenligini aragtiralim.

T,y € ¢o i¢in (I — A*)x = y denkleminden

1 = Yo
To =1UY1
xr3 = Y2
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elde edilir ki bu, her y € ¢y icin bir x € ¢q dizisinin varhgimi yani —A™ doniisiimiiniin

ortenligini gosterir. Bu da istenendir. U
TEOREM 3.2.8. |A\—1| = 1 egitligini saglayan A skalary i¢in \[—A € I1y0(A, co).

IsPAT. |\ — 1| = 1 olsun. Teorem 3.2.2 geregince A/ — A+ déniisiimiiniin tersi
mevcut, Teorem 3.2.1°den (Al —A™)~! déniigiimii siireksiz ve Teorem 2.4.6 geregince
R(M — A+) = ¢y oldugundan A\ — A+ € L,UILo(AT, ¢o). A — AT déniigiimiiniin
orten olmadig1 Teorem 3.2.6’dan elde edilebilir. U
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