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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum "Cift Dizilerin Z-Yakinsakligi Uzerine" baghkl
bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diigsecek bir yardima bagvurmak-
sizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde
hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir,

bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Doktora Tezi
Cift Dizilerin Z-Yakinsakhg1 Uzerine
Erdingc DUNDAR
In6nii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
60-+vi sayfa
2010
Danmisman: Doc¢. Dr. Bilal ALTAY

Beg boliimden olusan bu caligmada; ¢ift indisli dizilerin ideal yakinsakligi in-
celenmistir.

Birinci boliimde; ¢ift dizi ve ideal yakinsaklik kavramlarinin tarihsel geligimi
verilmigtir.

Ikinci boliimde; sonraki béliimlerde kullanilacak temel tanim, teoremler ve
ideal yakinsak ile ilgili baz1 6zellikler verilmigtir.

Tezimizin {iciincii, dordiincii ve besinci béliimleri orijinal sonuclar: ihtiva et-
mektedir.

Uciincii béliimde; cift dizilerde Pringsheim anlaminda ideal yakinsaklik ve ideal
Cauchy ile ilgili tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ayrica, ¢ift dizilerde regiiler
anlamda ideal yakinsaklik ve ideal Cauchy tanimlar verilmig ve aralarindaki iligkiler
incelenmigtir.

Dérdiincii boliimde; simirli ve ideal yakinsak olan ¢ift diziler i¢in ¢arpan (mul-
tiplier) dizi uzaylar1 ele alinmigtir.

Besinci boliimde; fonksiyonlarin cift dizileri i¢in noktasal ideal yakinsaklik ve

diizgiin ideal yakinsaklik ile ilgili tanim ve teoremler verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Cift dizi, Ideal yakinsaklik, Carpim dizi uzaylari,

Fonksiyonlarin ¢ift dizileri.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis
On Z-Convergence of Double Sequences
Erdingc DUNDAR
Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
604-vi pages
2010
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bilal ALTAY

The present thesis consists of five chapters, which investigate the ideal conver-
gence of double sequences.

In the first chapter, brief history of double sequences and ideal convergence
are given.

In the second chapter, some basic concepts and theorems and properties of
ideal convergence which are used in later chapters are presented.

The third, fourth and fifth chapters of this thesis involve the original results.

In the third chapter, ideal convergence and ideal Cauchy of double sequences in
Pringsheim sense are expressed. Also, ideal convergence and ideal Cauchy of double
sequence in regular sense are given and relationship between these concepts are
examined.

In the fourth chapter, multiplier sequence spaces for bounded and ideal con-
vergence of double sequence are discussed.

In the fifth chapter, definitions and theorems about pointwise and uniformly

ideal convergence for double sequences of functions are given.

KEYWORDS: Double sequence, Ideal convergence, Multiplier sequence spaces,

Double sequences of functions.
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Doktora egitimimde danigmanhgimi iistlenen ve bu tezin hazirlanmasinda ge-
rekli maddi ve manevi imkanlar1 saglayarak bana yardimci olan, yiiksek lisans egi-
timimden beri hi¢ bir zaman yakin ilgi ve alakalarini esirgemeyen, bilimselliginin
yaninda karakter ve sahsiyetiyle de bana 6rnek olan hocam sayin Doc. Dr. Bilal
Altay’ a minnet ve siikranlarimi sunarim.

Lisans egitimimden bu yana gerekli maddi ve manevi imkanlar: ile bana yar-
dimci olan, yiiksek lisans egitimimde danigmanhigimi iistlenen, ilim ve irfan saha-
sinda degerli fikirlerinden etkilendigim Fatih Universitesi Matematik Boliimii 6gre-
tim iiyesi hocam saymn Prof. Dr. Feyzi Bagsar’ a ve her zaman ilgi ve alakalar ile
caligmalarimda bana feyz veren hocalarim sayin Dog. Dr. Celal Cakan’ a ve sayin
Doc. Dr. Ismet Ozdemir’ e tesekkiirlerimi sunmay1 bir gérev bilirim.

Hayatimin her asamasinda, degerli sefkat ve merhametlerini esirgemeyen sevgili
anneme, kargilagtigim giicliiklerde her zaman destek olan egim ile sabir ve sevgile-
rinden dolay: sevgili kizlarima tegekkiir ediyorum.

Ayrica, bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini ve ilgilerini esirgemeyen, sozle-
riyle bana cesaret veren yakin arkadaslarim Ozer Talo’ ya ve Yurdal Sever’ e tegekkiir

ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

C : Kompleks sayilar ciimlesi

c : Reel terimli yakinsak dizilerin uzay1

Co : Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzayi

A(b) : Yakinsak ve sinirli olan ¢ift dizilerin uzay1

c2(b) : Sifira yakinsak ve sinirhi olan ¢ift dizilerin uzay:

Cp : Pringsheim anlaminda yakinsak olan kompleks terimli ¢ift dizilerin uzay1
C, : Regiiler yakinsak kompleks terimli ¢ift dizilerin uzay:
F(7) : N iizerinde Z idealine kargilik gelen siizgeg

F(Z,) : N x N iizerinde Z, idealine kargilik gelen siizgec

Fr, : I, -yakinsak olan ¢ift dizilerin uzayi

Fr,(b) : T, -yakinsak ve sinirh olan ¢ift dizilerin uzayi

F3 (b) : Sifira Z, -yakinsak ve sinirh olan ¢ift dizilerin uzay:

fmn =1, f: Fonksiyonlarin { f,,,} ¢ift dizisinin f fonksiyonuna Z, -yakinsaklig
fmn =1, [ Fonksiyonlarin {f,,,} ¢ift dizisinin f fonksiyonuna diizgiin Z, -yakinsakligi

A : N iizerinde tanimlanan ideal

I : N x N {izerinde tanimlanan ideal

lso : Reel terimli sinirli dizilerin uzay1

02 : Sinirh olan ¢ift dizilerin uzay1

M, : Kompleks terimli sinirh ¢ift dizilerin uzay1

M(E,F) : E dizi uzaymdan F' dizi uzayma sinirh tiim ¢arpan dizilerin uzay1
m(E, F) : FE dizi uzaymmdan F' dizi uzayma tiim ¢arpan dizilerin uzay1

N : Dogal sayilarin ciimlesi

R : Reel sayilar ciimlesi

r(Z2,Z) : Regiiler anlamda (Z,,T)-yakinsaklik

: Reel terimli dizilerin uzay1

OIS

: C {izerinde tamimli ¢ift dizilerin uzay1
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1. GIRIS

Cift diziler tizerinde Pringsheim [1] anlaminda yakinsaklik, tabii siralanmig
N x N ciimlesi tlizerindeki aglarin yakinsakligi olarak tanimlanir. Bu yakinsakliktaki
eksiklik, yakinsak olan bir dizinin smirh olmak zorunda olmamasidir. Hardy [2],
Pringsheim anlaminda yakinsakliga ilave olarak ¢ift dizinin satir ve siitunlarinin
yakinsaklhigini gerektiren regiiler yakinsaklhigi tamimlayarak bu eksikligi gidermigtir.
Robison [3], Kojima [4]| ve Hamilton [5] bu énemli iki yakinsaklik ¢esidi ile ilgili ¢ift
dizi uzaylar1 arasindaki matris doniigiimleriyle 6nemli ¢caligmalar yapmiglardir.

Boos, Leiger ve Zeller tarafindan [6] tanimlanan e-, be- ve c-yakinsak ¢ift dizi-
lerin bazi topolojik 6zellikleri, Zeltser [7] tarafindan doktora ¢aligmasi olarak verildi.
Cift dizilerle ilgili baz1 6nemli ¢aligmalar Moricz [8|, Gokhan, Giingor ve Et 9], Hill
[10], T. Kojima [4], Mursaleen ve Edely [11] tarafindan yapildi. Ayrica, Altay [12]
baz1 yeni ¢ift dizi uzaylar1 tamimlayarak, bu uzaylarin bazi 6zelliklerini, duallerini ve
matris karakterizasyonlarini inceledi.

Reel sayilarin bir dizisi i¢in yakinsaklik kavrami bagimsiz olarak Fast [13] ve
Schoenberg [14] tarafindan istatistiksel yakinsakhiga genigletildi. Bu kavram Mursa-
leen ve Edely [11] tarafindan cift dizilerde cahisildi. Bu alanda Salat [15] ve Fridy
[16, 17] gibi yazarlarin ¢aligmalarindan sonra bir ¢ok geligmeler oldu. Genel ola-
rak istatistiksel yakinsaklik, metrik uzaylarda bir dizinin aligilmig yakinsaklhiginin
ozelliklerini saglar [13, 16, 17, 18|.

Cakan ve Altay [19], Fridy ve Orhan [20] tarafindan verilen sonuglarin ¢ift
indisli dizilerdeki karsiliklar1 olan istatistiksel infimum ve supremum kavramlarini
vererek, istatistiksel ¢ekirdegi incelediler. Connor, Demirci ve Orhan [21] sinirh ve
istatistiksel yakinsak olan diziler i¢in multiplier (¢arpan) ve factorization (dizinin
carpanlart) kavramlarim ol¢iiye gore inceleyip 6nemli sonuglar verdiler.

Savag ve Mursaleen [22] fuzzy sayilar iizerinde ¢ift dizilerin istatistiksel ya-
kinsaklik ve istatistiksel Cauchy c¢ift dizisini incelediler. Gokhan, Giingér ve Et |9]
reel degerli fonksiyonlarin ¢ift dizileri i¢in noktasal ve diizgiin olarak istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizisinin tanimlarini verip, istatistiksel yakinsak
ile istatistiksel Cauchy dizi arasindaki iligskiyi veren teoremler iizerinde calistilar.
[23, 24, 25, 26| numarah ¢aligmalarda istatistiksel yakinsaklik ve uygulamalariyla
ilgili sonuclar verildi.

Istatistiksel yakinsakligin genellestirilmis hali olan ideal yakinsaklik ilk olarak
tek indisli dizilerde Kostyrko, Salat ve Sleziak [27] tarafindan tanimlanarak bazi
ozellikleri verilmigtir. Bu calismada Z*-yakinsaklik tanimi yapilarak Z-yakinsaklik

ile iligkisi incelenmigtir. Bu incelemelerde ideal igin (AP) 6zelligi tanimlanmigtir.



Yine Kostyrko, Macaj, Salat ve Sleziak [28] tarafindan ideal yakimsaklk ile ilgili
bazi 6zellikler ile Z — lim sup, Z — lim inf noktalari ve limit noktalar1 incelenmigtir.
Dems [29] ve Nabiev, Pehlivan, Giirdal [30] tek dizilerde Z-Cauchy dizisi ve
Z-Cauchy dizisi ile Z-yakinsaklik arasindaki iligkileri incelediler. Yardime [31] sinirh
ve Z-yakinsak olan dizilerde multiplier (¢carpan) ve factorization (dizinin ¢arpanlar:)
kavramlar: iizerinde galigmigtir. Gezer ve Karakug [32] tek indisli fonksiyon dizile-
rinde noktasal Z-yakinsaklik ve diizgiin Z-yakinsaklik tanim ve teoremlerini vererek
bu iki yakinsaklik ile ilgili baz1 uygulamalari vermislerdir. Balcerzak, Dems ve Ko-
misarski [23] tek indisli fonksiyon dizilerinde istatistiksel ve Z-yakinsaklik ve diizgiin
Z-yakinsaklik tartigmalar yapmiglardir. Ayrica |33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40|
numarali ¢calismalarda Z-yakinsaklik ile ilgili faydal caligmalar yapilmigtir.

Cift indisli dizilerde, Das, Kostyrko, Wilczynski ve Malik [41] Z-yakinsaklik
ve Z*-yakinsaklik tanimlarini, bazi ideal ¢egitlerini ve (AP2) 6zelligini tanimlayarak,
bunlar ile ilgili teoremler vermistir. Das, Malik [42] ve Giirdal, Sahiner [43] numa-
rali cahgmalarmda tek diziler icin Kostyrko, Macaj, Salat ve Sleziak tarafindan [28]
yapilan ¢aligmalan ¢ift dizilere tagimiglardir. Yine benzer tartigmalar Kumar [44] ve
Tripathy, Tripathy [45] tarafindan incelenmigtir. Ayrica Tripathy ve Tripathy [45]
ideal yakinsaklik yardimiyla bazi dizi uzaylari tanimlayarak ozelliklerini incelemis-
lerdir.

Bu calismada, ideal ve istatistiksel yakinsaklik ile ilgili yapilan ¢aligmalardaki
teknik ve yontemler kullamilarak, tek indisli dizilerde yapilan ideal yakinsaklik tar-
tigmalar ¢ift indisli dizilere tagindi.

(ift dizilerde, Zo-yakinsaklik ve Zo-Cauchy kavramlarini Pringsheim anlaminin
yaninda regiiler anlamda da incelendi. Daha sonra, sinirh Zy-yakinsak ¢ift dizilerin
carpan uzaylarini ve ilgili teoremleri ispatlar ile birlikte verildi. Son olarak fonksi-
yonlarin ¢ift dizileri igin Zy-yakinsaklik ve Zo-Cauchy kavramlar: noktasal ve diizgiin

olarak incelendi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmigtir.
Vektor uzayi, topolojik uzay ve altuzay gibi bazi kavramlarin bilindigi kabul edil-

mistir.
2.1. Temel Kavramlar

TaNiMm 2.1.1. (Metrik ve Metrik Uzay, |46, shf. 24, 27]). X bos olmayan
bir climle ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y, 2z € X i¢in

(M1) d(x,x) =0,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(z, 2) < d(z,y) +d(y, 2)
sartlart saglanirsa, d fonksiyonuna, X iizerinde yar: metrik fonksiyonu ve (X,d)
ikilisine de yar: metrik uzay denir.

(M1) d(z,z) = 0 sart1 yerine (M1)" d(z,y) = 0 & x = y sartin1 alirsak d
fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayimna

tam metrik uzay veya Fréchet uzay denir.
Bu calismamizda, R reel uzay iizerinde

d(z,y) = |z —y|

seklinde tanimlanan alisilmis mutlak deger metrigini gézoéniine alacagiz. Burada R

yerine C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

TANIM 2.1.2. (Dizi Uzayi, [47]). Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin

w uzayimnin bos olmayan her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

ls , C, Co, lq dizi uzaylar sirasiyla siirli, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak

yvakinsak seri olugturan dizilerin uzayidir.

TaNM 2.1.3. (Yar1 Norm ve Norm, [46, shf. 83, 103 |). X bir lineer uzay
ve || - || : X — R bir fonksiyon olsun. Her z,y € X ve her a € C igin

(N1) fl=[] = 0,

(N2) o] = o,

(N3) [laz]| = [l

(N4) [l + gl < [lzll + Iyl
sartlart saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X {izerinde bir yari norm ve (X, | - ||)

ikilisine bir yart normlu uzay denir.



Burada (N2) sart1 yerine (N2)' ||z|| = 0 & 2 = 0 sart1 saglanisa, || - || yar
normuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.
Bir (X, || - ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzay: denir.

TaNIM 2.1.4. (Agik ve Kapali Yuvar, [48, shf. 35]). (X, d) metrik uzayinda,

2o noktasi ve pozitif bir r sayisi icin;

B, (z0) = {z € X : d(x,z) <},

B, (z0) = {r € X : d(x,70) <71},
ciimlelerine, sirasiyla, xo merkezli, r yaricapl a¢ik yuvar ve kapalr yuvar denir.

TaNIM 2.1.5. (Siireklilik ve Diizgiin Siireklilik, [46, shf. 48, 49]). (X, d,),
(Y,d,) yar1 metrik uzaylar, zo € X ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0
icin

dy(z,x0) < 0

oldugunda,

dy(f(x), f(x0)) < e

olacak gekilde en az bir 0 = d(e,z9) > 0 sayisi varsa, f fonksiyonu 2y € X nokta-
sinda stireklidir denir. X uzaymin her noktasinda siirekli olan fonksiyona X iizerinde
stirekli fonsiyon adi verilir.

Bir f: X — Y fonksiyonu i¢gin, her ¢ > 0 sayisina kargilik, her z, 2y € X igin
dy(z,x0) < 0
oldugunda,

dy(f(x), f(x0)) < e

olacak gekilde en az bir § = 0(e) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu X iizerinde diizgin

streklidir denir.

TaNIM 2.1.6. (Eg Siireklilik, [49, shf. 289]). (X, d,), (Y, d,) yar1 metrik uzay-

lar1 arasindaki fonksiyonlarin bir ¢ ailesi,
Ve>036>0Vfed:d,(ro,y) <d=d,(f(z0), f(y) <e
sartin1 saghyor ise, xo € X noktasinda noktasal es-stireklidir denir.

4



TaNim 2.1.7. (Kompakt Uzay, Dizisel Kompaktlik, [46, shf. 60, 62]). Bir
topolojik uzaymn her acik ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise uzaya kompakt uzay
denir.

Bir metrik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise metrik

uzaya dizisel kompaktiir denir.

TaNiM 2.1.8. (Fonksiyon Dizisi, [50, shf. 42]). A C R ve A iizerinde tamimh

reel degerli fonksiyonlarin ciimlesi F'(A) olsun.
s:N— F(A)

fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir.

2.2. Gift Diziler

Bu kisimda, cift dizi uzaylar ile ¢ift dizilerdeki yakinsaklik kavramlar:i hak-
kinda bilgiler verilecektir. Cift dizilerde birden fazla yakinsaklik cesidi vardir. Biz,
bu ¢aligmada cift dizilerde en 6nemli yakinsaklik kavramlarindan olan Pringsheim

ve regiiler yakinsaklik ile ilgilenecegiz.

TaNiM 2.2.1 (Qift Dizi, [12]). X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak iizere,
f : NxN—X
(m,n) — f(m,n) = T,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir. Bundan sonraki kisim-

larda ¢ift indisli dizi yerine kisaca ¢ift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanilacaktar.

Herhangi bir © = (x,,,) ¢ift dizisinin z,,, elemanlarini,

ZToo Tor To2 --- Ton
10 11 X120 ... Tin
Toog T21 T22 ... Ton
Tmo Tml ITm2 -+ Tmn

seklinde bir tablo olarak diigiinebiliriz. €2 ile kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift

dizilerin ciimlesini gosterecegiz. Buna gore;
Q={r = () : Ym,n € N igin z,,, € C}
olup, bu ciimle Voo € C ve Vz, y € (2 igin,
T+ Y= (Tmn + Ymn) Ve ax = (QATpy)

5



islemleri altinda bir lineer uzaydir.

TANIM 2.2.2 (Smurhhik, [12]). © = (2,,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak

iizere,

SUp |Zpn| < 00
m,n>0

oluyorsa, x dizisine sinirlidir denir. Biitiin sinirh ¢ift dizilerin climlesi,
M, = {x = (Tmn) € Q : [|7]|eoc = sup |Tmn| < oo}
m,neN

seklinde olup, bu uzay || - ||o normu ile bir Banach uzay1 tegkil eder.

TAaNIM 2.2.3 (P-Yakinsaklik, [12]). = = (x,,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi
ve [ € C olsun. Her € > 0 i¢in m,n > ky oldugunda,

|Tmn — | < €

olacak sekilde bir kg = ko(e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, © = (x,,,) dizisi, [ sayi-
sina Pringsheim anlaminda yakinsak ve | degerine de x dizisinin Pringsheim limits
denir. Pringsheim anlaminda yakisak bir z = (x,,,,) dizisine kisaca P-yakinsak dizi

diyecegiz ve limitini de
P —limz,,, =1
ile gosterecegiz. Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin ciimlesini,
Co={2= () €Q|IHeC Ve>0 Fko € N Vm,n > ko3 [Ty, — | <e}

bi¢iminde ifade edecegiz. C, ciimlesi cift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla
carpma iglemleri altinda bir lineer uzay olup,

|z|lc, = lim sup |z
P koﬂoommZkO

yart normu ile bir tam uzay tegkil ettigi Moricz 8| tarafindan gosterildi.

Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi, simirli olmak zorunda degildir.
Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak ve sinirh bir x = (z,,,) dizisine, [
noktasima Pringsheim anlaminda siirh yakinsak dizi denir. Bu sekildeki dizilerin
climlesini,

Cop = {x = (Tmn) € Cp 1 ||Z]|oc = SUP |Tpn| < oo} =C,NM,
>0

m,n

seklinde gosterecegiz. Bu uzayin da || - ||, normu ile bir Banach uzay1 oldugu Moricz

[8] tarafindan gosterildi.



TANIM 2.2.4 (Regiiler Yakinsaklik, [12]). Pringsheim anlaminda [ noktasina

yakinsak ve lim,, Z,,,,, (n € N) ile lim,, Z,,,,, (m € N) limitleri mevcut olan x dizisine,

lim,, lim,,, ,,, ve lim,, lim, x,,, limitleri mevcut ve Pringsheim limitine egittirler.

Regiiler yakinsak dizilerin ciimlesi,
Cr = {x:(xmn) €C|YmeN3 (zpy)m €EcveVn e N> (:z:mn)HEC}

seklindedir. Regiiler yakinsakligin Pringsheim anlaminda yakinsakliktan farki, bir

cift dizinin yakinsakliginin dizinin smirliligini gerektirmesidir.

TANIM 2.2.5 (P-Cauchy, [12]). Verilen her ¢ > 0 igin m,n,p,q > ky oldu-

gunda,
|Tmn, — Tpy| < €

kalacak sekilde bir ky = ko(g) dogal sayis1 varsa, © = (2,,,) kompleks terimli dizisine

bir P-Cauchy dizisi denir.

TEOREM 2.2.1. [12| Kompleks terimli bir x = (Tyy) dizisinin P-yakinsak

olmasu i¢in gerek ve yeter sart P-Cauchy dizisi bulunmasidur.

TANIM 2.2.6 (Alt Dizi, [12]).

f i NxN—X
(m,n) — f(m,n) = Tmn
dizisi verilmis olsun.
¢t : N—N
m — i(m) = iy,
ve
j + N—N
n—=>j(n) = jn

artan fonksiyonlar (diziler) olmak iizere,

h : NxN—NxN

(m> 77,) — h(m?n) = (Zmajn)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,



foh : NXxN-—X

(m,n) — foh(m,n) =ux; ;.
bilegke fonksiyonuna (z,,,) dizisinin bir alt dizisi denir.

N x N ciimlesinin sonsuz ¢oklukta (i,,j,) dizisi bulunabileceginden, bir (x,,,)
dizisinin sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt diziyi, orjinal diziden satir ve
stitunlar atmakla elde ediyoruz. (z;,,;,) alt dizisinin her teriminin (x,,,) dizisinin bir

terimi oldugu agiktir.
TEOREM 2.2.2. Yakinsak bir ¢ift dizinin her alt dizisi de yakinsaktor.

TANIM 2.2.7 (Monoton Dizi, [51]). m < m/ ve n < n’ oldugunda $,,,,, < Sy
oluyorsa, (sp,y,) dizisine monoton artan, m > m' ve n > n’ oldugunda $,,, < Sy

oluyorsa, (S, dizisine monoton azalandur denir.

Monoton ¢ift diziler hakkindaki teoremler, monoton tek diziler hakkindaki te-

oremlerle ayn1 yapiya sahiptir.

TEOREM 2.2.3. Artan bir cift dizi tstten sinarl ise limiti supremumuna, azalan

bir ¢ift dizi alttan sinarl ise limiti infimumuna esittir.

TANIM 2.2.8 (Cift Seri, [12]). () ¢ift dizisi verilmis olsun. Simdi,
Son = D D i
i=0 j=0

seklinde tanimlanan (s,,,) dizisini gézoniine alahm. Bu durumda; ((z;.n), (Smn))
ikilisine bir ¢ift seri denir. z,,, terimine serinin genel terimi, (S,,) dizisine de serinin
kiwsmi toplamlar dizisi denir. Eger, (Sp,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina v-

yakinsak (v € {P,r}), yani
m n
v lrlnrg ; jzo Tij = S
ise, ((Zmn), (Smn)) serisi v-yakinsak ve serinin v-toplami s’ dir denir.

Yakinsak olmayan seriye wraksak seri denir.

Genel terimi z,,, ve toplami s olan yakinsak seri,

o oo
DD Tun =

m=0 n=0



seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi x,,, olan seri

SIS
D2 T
m=0 n=0

ile gosterilir.
2.3. Fonksiyonlarin Cift Dizilerinin Noktasal ve Diizgiin Yakinsakligi

Simdi reel degerli fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi i¢in yakinsaklik tanimlarini ve-
relim. S C R ve S iizerinde reel degerli fonksiyonlarin bir ¢ift dizisini { f,,,} olarak

alalim.

TANIM 2.3.1 ([9]). S C R ciimlesi iizerindeki fonksiyonlarmn bir {f,,,} cift

dizisi, her bir x € S noktasi1 ve her € > 0 i¢in m,n > k¢ oldugunda,

| frn(2) — f(2)] <&

olacak sekilde bir pozitif kg = ko(e,z) dogal sayisi varsa, S ciimlesi iizerinde f

fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir ve

m,n—00

seklinde gosterilir. S tizerindeki fonksiyonlarm {f,,,} cift dizisinin S iizerinde f
fonksiyonuna noktasal yakinsakligi, fonksiyonlarin ¢ift dizisinin fonksiyon ¢ift limiti

(Pringsheim fonksiyon limiti)’ dir.

TANIM 2.3.2 (|9]). S C R ciimlesi tizerindeki fonksiyonlarm {f,,,} ¢ift dizisi,

her € > 0 i¢in m,n > ky oldugunda, tiim = € S noktalari bakimindan

[ fmn () = f(2)] <€

olacak sekilde bir pozitif ky = ko(e) tam sayisi varsa, S ciimlesi {izerinde f fonksi-

yonuna diizgiin yakinsaktir denir ve

Son = f

seklinde gosterilir
2.4. Ideal Kavrami ve Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, tek dizilerde ve ¢ift dizilerde yogunluk kavramini, istatistiksel ve

ideal yakinsaklhk tanimlarini verecegiz.



TANIM 2.4.1 (Dogal Yogunluk, [52]). K C Nve K,, = {k <n:k e K}

ciimlelerini alahm. |K| = card K (K ciimlesinin kardinalitesi) olmak {izere,

4(K) = liminf Kol

n—00 n

ve

_ K,
d(K) = limsup ]

n—00 n

limitlerine, sirasiyla, K ciimlesinin alt ve iist yogunluklari denir. §(K) = 0(K) ise

(@) dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit §(K) ile gosterilir ve K ciimlesinin

dogal yogunlugu denir. K C N climlesinin dogal yogunlugu,

K 1
d(K) = lim | n|:hm —{k<n:keK}
n

n—oo M n—oo

ile gosterilir.

TANIM 2.4.2 (Asimptotik Yogunluk, [27]). A C N ciimlesinin karakteristik

fonksiyonu x4 olmak iizere,

k=1
alalim.
d(A) =liminfd,(A)
n—oo
ve

d(A) = limsupd,(A)

n—oo

limitlerine, sirasiyla, K ciimlesinin alt ve list asimptotik yogunluklar1 denir.
d(A) = d(A) = d(A) ise, d(A) sayisina A C N ciimlesinin asimptotik yogunlugu

denir. Buna gore A ciimlesinin asimptotik yogunlugu
40) = tim -3 )
=Jim >
seklindedir.

TANIM 2.4.3 (Istatistiksel Yakinsaklik, [13]). Reel sayilarin bir = (2, )nen

dizisi, her € > 0 icin
d{neN:|z,—L|>e})=0

ise, L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

10



TaNIM 2.4.4 (Qift Dogal Yogunluk, [41]). K C N x N alt ciimlesi i¢in
K(m,n) ={(i,j) € K :i <m,j <n} olsun. {W} dizisi Pringsheim anlaminda
bir limite sahip ise, bu durumda K C N x N ciimlesi bir ¢ift dogal yogunluga sahiptir

denir ve

m,n— 00 mn

ile gosterilir.

TANIM 2.4.5 (Cift Diziler igin Istatistiksel Yakisaklk, [11]). Reel say1-

larin bir @ = (Tyn)mnen dizisi, her € > 0 igin
o2 ({(m,n) e NXN: |2, — L| >€})=0
ise L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

TaNIM 2.4.6 (Ideal, [27]). X bog olmayan bir ciimle olsun. Z C 2¥ siufi,
)leZ

ii) A,BeZise AUB€eZ

iii) AcZve BCAigin BeZ

sartlarin1 saglarsa, X iizerinde bir idealdir denir.

Eger, X ¢ T ise I’ ya bir gercek (agikar olmayan) ideal ad1 verilir.
Bundan sonraki kisimlarda gecen idealleri ger¢ek (agikar olmayan) ideal olarak

gbzOniine alacagiz.

TaNIM 2.4.7 (Siizgeg, [27]). X # 0 olsun. § # F C 2% sify,
)0 ¢F

ii) A,Be Fise ANBe F

iii) Ae Fve AC Bicin Be F

sartlarim saglarsa, X iizerinde bir sizgectir (filtre) denir.
7, X iizerinde bir gercek ideal ise,
FI)={McCcX:3JAeZ M= X\A}

siifi X iizerinde bir siizge¢ olup, F(Z) siizgecine Z idealine kargilik gelen siizgec

denir.

TaNIM 2.4.8 (Uygun Ideal, [27]). X iizerinde T gercek ideali, her bir z € X
icin {x} € Z sartin1 sagliyorsa, bir uygun ideal denir.

TANIM 2.4.9 (Z-Yakinsaklik, [27]). (X, p) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde

bir gercek ideal olsun. X uzaymin bir z = (x,)nen dizisi, her € > 0 igin
Ale)={neN:p(z,,L)>c} el

11



sartin1 saghyorsa, x dizisi L € X noktasina Z-yakinsaktir denir ve
Z—lmax,=1L
n—oo
ile gosterilir.

7 uygun bir ideal ise adi yakinsaklik Z-yakinsakhigi gerektirir.

Simdi Z-yakinsaklik ile ilgili iki 6rnek verelim.

1) N dogal sayilar ciimlesinin tiim sonlu alt ciimlelerinin sinifi Zy olsun. Bu
durumda Z¢ gercek uygun idealdir ve Zy -yakinsakhk, X uzaymdaki p metrigine gore
adi yakinsaklik ile ¢akigir.

2) Iy = {A C N : §(A) = 0} smifim1 tammlayalim. Bu durumda Z; bir gercek
uygun idealdir ve Zs -yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile cakigir.

TANIM 2.4.10 (Z*-Yakinsaklik, [27]). (X, p) bir metrik uzay, (z,), X uza-
yinda bir dizi ve Z, N {izerinde bir ger¢ek ideal olsun. Bir M = {m; < ms < ... <
my < ...} € F(I) ciimlesi i¢in

lim p(z,,L) =0

k—o0

saglaniyorsa, (z,) dizisi L € X noktasma Z*-yakimsaktir denir ve

* : o
7= i o =L

ile gosterilir.

TANIM 2.4.11 ((AP) Sart, [27]). Z C 2" bir uygun ideal olsun. Z idealine
ait kargihkh ayrik ve sayilabilir her {A,},en ciimleler ailesi i¢in, A,AB, (n € N)

sonlu climle ve

B:GBnGI
n=1

sartlarim saglayan sayilabilir { B, },en ciimleler ailesi varsa, Z ideali (AP) sartim

saglar denir.
Simdi tek indisli fonksiyon dizilerinde ideal yakinsaklik tanimini verecegiz.

TaNiM 2.4.12 ([23]). Z C 2V bir uygun ideal, X # ) bir ciimle, (Y, p) bir
metrik uzay, f: X =Y ve f,: X = Y, (n € N) fonksiyonlar olsun. Her bir z € X
icin

T = lim fu(2) = f(2)

ise (fn)nen fonksiyon dizisi f fonksiyonuna noktasal Z-yakinsaktir denir ve
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ile gosterilir. Buna gore, (f,,)nen fonksiyon dizisi f fonksiyonuna noktasal Z-yakinsak

(Vre X) (Ve>0) (3H €Z) (Vn¢& H) p(fo(x), f(x)) <e

onermesi saglanir.

(fn)nen fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin Z-yakinsakhg
(Ve>0) BH €I) (Vng H) (Vo e X) p(fulz), f(z)) <e

seklinde tanimlanir ve
fn(z) =1 f(2)

ile gosterilir.
2.5. Cift Dizilerde Ideal ve Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, ¢ift dizilerde ideal yakinsaklik ile ilgili temel kavramlar ve tanimlar
verilecektir. Biz burada, ¢ift dizilerin ideal yakinsaklhgini genel olarak metrik uzaylar
izerinde inceleyecegiz.

(ift dizilerde cahisacagimiz i¢in, N iizerindeki 7 ideali ile karigtirilmamas: ama-

ciyla N x N {izerindeki bir ideali Z; ile gosterecegiz.

TANIM 2.5.1 (Uygun ve Kuvvetli Uygun Ideal, [41]). N x N iizerinde bir
gercek 7, ideali, her bir 7,5 € N i¢in

{i,j} € L,
oluyorsa uygun ideal,
{i} xNeZ,ve Nx {i} € T,
oluyorsa kuvvetli uygun ideal denir. Bir kuvvetli uygun ideal uygun idealdir.

Biz bu calismamizda Z, idealini kuvvetli uygun ideal olarak gozoniine alacagiz.

N x N iizerinde,
9 ={AeNxN:(3m(A) e N)(i,j >m(A) = (i,j) ¢ A)}

idealini alalim. Z9 bir kuvvetli uygun idealdir.
Bir Z, idealinin kuvvetli uygun ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z3 C I,

kapsamasinin gegerli bulunmasidir [41].

TANIM 2.5.2 (Z,- Yakinsaklik, [41]). (X, p) bir metrik uzay, Z, C 2"V bir

gercek ideal ve & = (Zyn)mmen, X uzaymda bir ¢ift dizi olsun. Her € > 0 i¢in
Ae) = {(m,n) N X N: plann L) > e} € T
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onermesi saglaniyorsa = () ¢ift dizisi L € X noktasina Zy-yakinsaktir denir ve

Io— lim =z,,=1L
m,n—00

ile gosterilir.

Eger, Z, ideali Z§ alinirsa, agik olarak ideal yakinsaklik Pringsheim anlaminda

adi yakinsaklik ile,
TP = {ACNxN:§(A) =0}

aliirsa, ISQ—yakmsakhk istatistiksel yakinsaklik ile ¢akigr.

TANIM 2.5.3 (Z;3- Yakinsaklik, [41]). (X, p) bir metrik uzay, Z, C 28N bir
gergek ideal ve x = (r,,), X uzayinda bir ¢ift dizi olsun. Bir M € F(Z,) (yani
H =N xN/M € 1,) i¢in

lim z,,, =1L
m,n—o0

(m,n)eM

oluyorsa, © = (z,,) dizisi L € X noktasima Zj-yakmsaktir denir ve

7y — lim =z, =1L

m,n— o0

ile gosterilir.

TEOREM 2.5.1. |41, Teorem 1] Zy C 2N bir kuvvetli uygun ideal ve (X, p)

bir metrik uzay olsun. Ejer, X uzayinda bir x = () ¢ift dizisi i¢in

Iy — lim x,, =L ise o zaman Iy — lim x,, =L
m,n— 00 m,n— 00

dur.
TEOREM 2.5.2. [41, Teorem 6| Z, C 2"N bir kuvvetli uygun ideal ve (X, p)

bir metrik uzay olsun. X uzayinda bir x = (x,,,) ¢ift dizisini alalim.

(a) Eger, limy, n—yoo Tmn = L ise 0 zaman Ly — limy, o0 Ty = L dir-
(b) Eger, Iy — limy, o0 Timn = L ve Ty — liMyy, 1ns00 Ymn = K ise 0 zaman,
(1) Zo — limy, oo (Tmn + Ymn) = (L + K) ve
(i) Zo — limym n—oo (TmnYmn) = LK
esitliklers gecerlidir.

TANIM 2.5.4 ((AP2) Sarty, [41]). Z, C 2N bir uygun ideal olsun. Z, idealine

ait kargilikli ayrik ve sayilabilir her { A, },en climleler ailesi i¢in,
A,AB, €T) (n€N)
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(yani her bir n € N i¢in A, AB,, ciimlesi, N x N ciimlesinde satir ve siitunlarin sonlu

bir birlegimi tarafindan kapsanir) ve

B=|JB.eT
n=1
sartlarinm saglayan sayilabilir { B, }en ciimleler ailesi varsa, Z, ideali (AP2) sartini

saglar denir.

TEOREM 2.5.3. [41, Teorem 3| Eger, I, C 2N (AP2) sartini saglayan bir
uygun ideal ve (X, p) bir metrik uzay ise o zaman X uzayimn bir © = (Tpy) ¢ift
dizisi 1¢in

I, — lim xp, =LiseZ; — lim x,, =1L

m,n— 00 m,n— 00

onermest gecerlidir.

T,-yakinsak olan bir cift dizi sinirhi olmak zorunda degildir. Ornegin, Z, idealini

79 ideali olarak alahm. z = (2,,,) ¢ift dizisini,

m , n=1

LTmn =

1, n#1l

seklinde tamimlarsak, acik olarak = = (x,,,) dizisi simirsiz, fakat
IS — lim =z,,=1
m,n—oo

dir.

TANIM 2.5.5 (Zo-Smirhlik, [42]). Bir reel veya kompleks x = (x,,,,) ¢ift dizisi,
bir reel M > 0 sayis1 i¢in

{(m,n) e NXN: |x,,| > M} € T,
onermesini saghyorsa, Zo-simirhdir denir.
UYARI 2.5.1 ([43]). Zy-yakinsak olan her ¢ift dizi Zo-sinirhdar.

TANIM 2.5.6 (Zo-Cauchy, [45]). = = (z,un) bir ¢ift dizi olsun. Eger her ¢ > 0
i¢in
{(m,n) e NX N : |z, —xg| >} €Ty

olacak gekilde s = s(¢) , t = t(e) € Nsayilar1 varsa, * = () ¢ift dizisine Z-Cauchy

dizi denir.
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TANIM 2.5.7 (Regiiler Ideal Yakmsaklk, [45]). Z, C 29N ve Z C 2V birer
gercek ideal olsun. Bir z = (z,,,) cift dizisi, eger | noktasina Z,-yakinsak ve her
e > 0 igin,

i) Herbir n € N ve baz1 L,, € Cicin {m € N : |z,,,, — L,,| > ¢} € T ve

ii) Herbir m € N ve baz1 K, € Cicin {n € N: |z, — K| > €} €7

sartlar saglaniyor ise, o zaman x = (Z,,,) dizisi regiiler ideal yakinsaktir denir ve

r(Zy,Z) — lim x, =1

m,n—00

ile gosterilir.

TANIM 2.5.8 (Ideal Limit Noktasi, [42]). Z, C 2N bir kuvvetli uygun
ideal, (X, p) bir metrik uzay ve x = (2,,,), X uzayinda bir ¢ift dizi ve L € X olsun.

Bir M C Nx Nve M ¢ 7, icin
P — hm Tij = L
1,j—00
i,jeM

oluyorsa, L noktasina z = (z,,,) ¢ift dizisinin bir Zy-limit noktasidir denir.
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3. CIFT DIZILERDE 7,-YAKINSAKLIK VE 7,-CAUCHY

Bu boliimde, ¢ift dizilerde Pringsheim ve regiiler anlamda Z,, Z;-yakinsaklik
ve Cauchy ile ilgili kavramlarla ilgilenecegiz. [30] numarali ¢aligmada yapilan tartig-

malan ¢ift diziler bakimindan ele alacagiz.
3.1. Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, bir ¢ift dizinin Z,-yakinsaklig ile ilgili ayrisma teoremini verecegiz.

TEOREM 3.1.1. (X, p) bir lineer metrik uzay, I, C 2N (AP2) sartini sagla-
yan bir kvovvetli uygun ideal, * = (Tyy), X uzayinda bir ¢ift dizi ve L € X olsun.
Bu durumda asaqidaki sartlar denktir:

(1) o — limy, o0 Tonn = L,

(it) v = y + 2z olacak sekilde
suppz = {(m,n) e Nx N: 2z, # 0} € I,

ve

lim  p(Ymn, L) =0

m,n—00
sartlarin saglayan y = (Ymn) ve 2 = (Zmn) dizileri X uzayinda mevcuttur. Burada,

0, X uzaywmin sifir vektorini gostermektedar.

IsPaT. (i) = (i) : I, — limy, y00 Tmn = L olsun. Bu durumda, Z, ideali (AP2)
sartim saglayan bir kuvvetli uygun ideal oldugundan, Teorem 2.5.3 geregi bir M €
F(Z) (yani, H =N x N\M € Z,) i¢in,

lim  p(zpn, L) =0

m,n—00

(m,n)eM
olur.

Her m,n € N ic¢in,
(3.1.1) = Tn , (Mmyn) €M
" L , (m,n)eNxN\M.

ve
(3.1.2) Zmn = Tomn — Ymn, M, N € N.

olmak iizere, y = (Ymn) Ve 2 = (Zyy) dizilerini tanimlayalim. Bu durumda, (3.1.1)

esitliginden,

lim  p(ymn, L) = 0

m,n— o0
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ve
{(m,n) e NXN: 2y # Ymn} CNXN\M €T,
oldugundan, (3.1.2) esitligi geregi,
{(m,n) e NXN:z,, #0} €I,
onermesi saglanir. Yine (3.1.2) esitliginden,
r=Y-+=z
elde edilir. Bu da istenendir.
(17) = (i) : © = y + 2z olacak sekilde,
suppz = {(m,n) € Nx N: 2z, # 0} € I,
ve

im  p(Ymn, L) = 0

m,n—00

sartlarini saglayan y = (Ymn) ve 2 = (2mn) dizileri X uzayimmda mevcut olsun.

N x N carpiminin bir M alt ciimlesini,
M ={(m,n) e NxN: z,, =0}
olarak tanimlayalim.
suppz ={(m,n) e NxN:z,, #0} €I,
oldugundan, M € F(Z,) ve (m,n) € M i¢in x,,;, = Ymn olup,

lim  p(Tpn, L) =0
m,n—00
(m,n)eM
bulunur ki, bu ise
I — lim z,,, =L

m,n—00

oldugunu gosterir. Teorem 2.5.1 geregi,

Zo— lim z,,,=1L
m,n—o0

elde edilir. Bu da, ispat1 tamamlar. U

Sonug 3.1.1. Z, C 2N bir kuvvetli uygun ideal ve (X, p) bir metrik uzay

olsun. X wzayinda bir x = (Tpy) ¢ift dizisini ve L € X alalim.

Io— lim z,,=1L
m,n—00

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

m  p(Ymn, L) =0 ve Iy — lim  z,, =0

m,n—00 m,n— 00
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olmak tizere,
(3.1.3) Ton = Ymn + Zmn

esitligini saglayan, y = (Ymn), 2 = (Zmn) ¢ift dizilerinin X uzayinda bulunmasidir.

IspAT. 7, — limy, 00 Tmn = L oldugunu kabul edelim. z = (z,,,) dizisi (3.1.2)

esitligi ve y = (Ymn) dizisi (3.1.1) esitligi ile tanimlansin. O zaman,

lim vy, =1L

m,n—00

ve dolayisiyla da Zy bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,

I, — lim y,,=1L

m,n—00

oldugu agik olarak goriiliir. Teorem 2.5.2 geregi ve (3.1.2) esitliginden

Ig — lim Zmn — 0
m,n—00

elde edilir.

Tersine,

im p(Ymn, L) =0 ve Iy — lm 2z, =0

mn—oo m,n— o0

olmak iizere, (3.1.3) esitligini alalim. Z, bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,

Z,— lim y,, =1L

m,n—00

olup, Teorem 2.5.2 geregi ve (3.1.3) esitliginden,

I, — lim z,, =1L
m,n—o0

bulunur. O

UYARI 3.1.1. Teorem 3.1.1" in ispatinda, eger (ii) saglanirsa , o zaman Z,
idealinin (AP2) 6zelligini saglamasina ihtiya¢ duyulmaz. Gergekten de; Z,, (AP2)

ozelligine sahip olmayan bir kuvvetli uygun ideal olmak {izere,

(3.1.4) Ton = Ymn + Zmn s UM p(Ymn, L) = 0 ve supp 7z € Iy
—

li
olsun. Z, bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,
I, — lim y,, =1L
m,n— 00
ve Ve > 0 ic¢in,
{(m,n) e NXN: p(2mn,0) > e} C {(m,n) e NxN: z,, #0} € I,

oldugundan,

To— lim z,,=2~0
m,n—00
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olup, (3.1.4) esitliginden,
Io— lim 2z, =L

m,n— 00

elde edilir.
3.2. Ideal Cauchy

Bu kisimda, Z,-Cauchy ve Z;-Cauchy dizi kavramlarini inceleyecegiz.

TaNIM 3.2.1. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Z, C 2N kuvvetli uygun
ideal olsun. X uzaymnda bir x = (z,,,) ¢ift dizisini alalim. Her ¢ > 0 sayis1 i¢in

(m,n),(s,t) € M ve m,n,s,t > ko = ko(e) oldugunda,
p(xmrwxst) <e€

olacak gekilde bir M € F(Zy) (yani H = N x N\M € I,) ciimlesi ve ky = ko(e)

dogal sayis1 varsa, x = (x,,,) ¢ift dizisi X uzayinda Z;-Cauchy dizisidir denir.

TEOREM 3.2.1. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Iy, C 2N bir kuvvetli uygun
ideal olsun. Eger, X uzaynda bir x = (Tyy) ¢ift dizisi Ty -Cauchy dizi ise Iy-Cauchy

dizisidir.
[sPAT. © = (3,,,) cift dizisi Z;-Cauchy dizi olsun. Bu durumda her ¢ > 0 ve
(m,n), (s,t) € M igin m,n, s, t > ko = ko(¢) oldugunda,

P($mm$st) <e

esitsizligini saglayan bir M € F(Zy) (yani H = N x N\M € 7,) ciimlesi vardir.

Buradan,

Ale) = {(m,n) e NXN: p(mn, 1) = €}
C HUu[Mn(({1,2,3,...,(ko— 1)} x N)U(N x {1,2,3, ..., (ko — 1)}))]

elde edilir. Z, bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,
HU[MN(({1,2,3,..., (ko — 1)} x N)U (N x {1,2,3, ..., (ko — 1)}))] € T

olup, idealin tamimindan A(e) € Z, oldugu goriiliir. Bu da, z = (2,,,,,) ¢ift dizisinin

T,-Cauchy dizi olmas1 demektir. O

TEOREM 3.2.2. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Iy C 2N bir kuvvetli uygun

ideal olsun. X uzayinda bir x = (Tyy,) ¢ift dizisi Iy-yakinsak ise Iy-Cauchy dizisidir.
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ISPAT. = = (2,,,) cift dizisi L noktasina Ty-yakinsak olsun. Bu durumda ¢ > 0 igin

A(%) - {(m,n) €N X N: p(mm, L) > g} e

olur. Zy bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,

A€ (g) = {(m,n) € Nx N: p(xyn, L) < g}

ciimlesi bogtan farkhdir ve F(Z;) smifina aittir. A(5) ciimlesine ait olmayan pozitif
k, [ sayilar igin,

p(z, L) <

DO | ™

olur. Simdi,
B(e) ={(m,n) e N X N: p(zyn, ta) > e}
ciimlesini tanimlayarak,
B(e) C A (%)
oldugunu ispatlayalim.
(m,n) € B(e) alahm. Bu durumda (k,1) ¢ A (%) icin

€ S p(xmna xkl) S P(fﬂmn, L) + P(l"kl, L)
€
< p(zmna L) + 5
elde edilir. Bu ise,
= < p(@mn L)

2
ve dolayisiyla (m,n) € A(5) oldugunu gosterir. Buna gore,

B(e) C A(5)

kapsamasi gecerlidir.
A(5) € Zy oldugundan ve idealin tammindan B(e) € Z, olup, bu ise 2 = (Zmn)
¢ift dizisinin Z,-Cauchy dizi oldugunu gosterir. U

TEOREM 3.2.3. I, C 2N (AP2) sartim saglayan bir kuvvetli uygun ideal,
F(Zy), I, idealine karsilik gelen siizge¢ ve { P;}32,, NxN cimlesinin alt cimlelerinin
bir saylabilir ailesi olmak tzere, {P;}°, € F(Iy) olsun. O zaman tim i’ ler i¢in
P\P; ciimleleri sonlu adette satir ve situnlardan olusan ve P € F(Iy) olan bir

P C N x N cumlesi vardar.

IspaT. Ay = NxN\P ve A, = (Nx N\P,)\(ALUA,U..UA,_1), (m=2,3,..)
alalim. Her ¢ igin A; € Z, ve i # j igin A; N A; = 0 oldugu agiktir. (AP2) gartindan,
A;AB; € I3, yani her bir j € N i¢in A;AB; ciimlesi, N x N ciimlesinde satir
ve siitunlarin sonlu bir birlegimi tarafindan kapsanan ve B = Uj’;l B; € 1, olan
sayilabilir bir {By, By, ...} ciimleler ailesi vardir. Eger, P = N x N\B alnwrsa o
zaman P € F(Z,) olur.
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Simdi de her bir i i¢in P\ P; ciimlelerinin sonlu adette satir ve siitunlardan
olugtugunu gosterelim. Bir j, € Nicin P\ P}, climlesinin sonlu adette satir ve siitun-
lardan ibaret olmadigini kabul edelim. A;,AB;, (j =1,2,3, ..., jo) satir ve siitunlarin

sonlu bir birlegimi tarafindan kapsandigindan,
Crngng = {(m,n) : m > mo An > ne}

olmak iizere,

Jo Jo
(3.2.1) (U Bj> N Crugng = <U Aj> N Cron
j=1 j=1

esitligini saglayan mg, ng € N sayilar vardir. Eger, m > mg An > ng ve (m,n) ¢ B

ise 0 zaman,

ve (3.2.1) esitliginden
Jjo
(m,n) ¢ (J 4
j=1

olur. A;, = (N x I\T\PJO)\U?:_I1 A; ve (m,n) € Aj,, (m,n) & Uioz_ll A; oldugundan,
m > mg,n > ng i¢in (m,n) € Pj, bulunur. Béylece, tim m > mgy,n > ng igin
(m,n) € P ve (m,n) € Pj, elde edilir. Bu ise, P\P;, ciimlesinin sonlu satir ve

siitundan olustugunu gosterir ki, bu da kabuliimiizle celigir. 0

TEOREM 3.2.4. (X, p) bir lineer metrik uzay olsun. I, C 2N (AP2) sar-
tina sahip bir kuvvetli uvygun ideal ise Iy-Cauchy dizi ile I3 -Cauchy dizi kavramlar

cakisr.

IspaT. (AP2) sartina ihtiyac duymadan Teorem 3.2.1 geregi bir cift dizi, Z;-Cauchy
dizi ise Z,-Cauchy dizi oldugunu gosterdik.
Simdi, X uzayindaki Z,-Cauchy olan bir ¢ift dizinin Z;-Cauchy dizi oldugunu

gosterelim. © = (), Zo-Cauchy dizi olsun. Tanimdan, her € > 0 igin
A(e) ={(m,n) e NXN: p(zyn,zst) > €} €1y

onermesini saglayan s = s(e),t = t(e) € N sayilarn vardir. s; = s(1\i),¢; = t(1\7)

olmak iizere,
P, ={(m,n) e NXN: p(zpn,s;,) < 1\i}, (i=1,2,...)

alalm. ¢ = 1,2, ... igin P; € F(Z) oldugu asikardir. Z,, (AP2) gartimi saglayan
kuvvetli uygun ideal oldugundan, Teorem 3.2.3 geregince her bir ¢ = 1,2, ... icin
P\ P; ciimleleri sonlu adette satir ve siitunlardan olugsan ve P € F(Z,) olan bir

P C N x N ciimlesi vardir.
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e > 0ve j > 2 olacak gekilde j € N alalm. Eger, (m, n), (s,t) € P ise o zaman,
P\ P; sonlu satir ve siitundan ibaret olan bir ciimle oldugundan, m,n,s,t > k(j)
iken (m,n),(s,t) € P; olacak sekilde k& = k(j) sayist vardir. Bu durumda, tiim
m,n,s,t > k(j) icin,

P(Tmn, Tsj1;) < % ve p(Tor, Tsye;) < %

esitsizlikleri saglanir. Boylece, m,n, s, t > k(j) igin,

p(xmna xst) S p(xmna xsj-tj) + P(ilfsta Is‘jtj)

1 1 2
< —+-==<c
J ) J

elde edilir. Buradan, her € > 0 i¢in (m,n), (s,t) € P ve m,n,s,t > k(e) oldugunda

p(xmnu Ist) <e€

esitsizligini saglayacak sekilde bir k = k(e) sayist mevcuttur. Bu ise © = () € X

dizisinin Z;-Cauchy dizisi oldugunu gosterir. U
3.3. Regiiler Anlamda Ideal Yakinsaklik ve Ideal Cauchy

Bu kisimda, ¢ift dizilerde r(Z;, Z*)-yakinsaklk, r(Z,, Z)-Cauchy dizi ve r(Z5, Z*)-

Cauchy dizi tanmimlar ve ilgili teoremler verilecektir.

TANIM 3.3.1. Zp, N x N climlesinde ve Z, N ciimlesinde birer gercek ideal ve

(X, p) bir lineer metrik uzay olsun. X uzayinda bir z = (x,,,) ¢ift dizisi i¢in

lim  2,,,,
m,n—00
(m,n)eM

her bir n € N igin

lim z,,,
m—ro0
me My

ve her bir m € N i¢in

lim z,,,
n—oo
neMs

limitleri mevcut olacak sekilde M € F(Zy) ve My, Mye F(I) ciimleleri varsa, © =
(Tmn) ¢ift dizisi r(Zy, Z*)-yakinsaktir (regiiler anlamda Zj-yakinsak) denir.

TEOREM 3.3.1. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Iy, N x N ciimlesinde kuvvetli

uygun ve L, N cimlesinde uygun ideal olsun. X uzayinda bir x = (x,,,) ¢ift dizisi
r(Zy,I*)-yakinsak ise r(Zy, I)-yakinsaktr.
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IspaT. X uzaymda bir x = (2,,,,) cift dizisi L noktasna r(Z;,Z*)-yakisak olsun.
Bu durumda, z = (z,,,) ¢ift dizisi L noktasina Z;-yakinsaktir. Teorem 2.5.1 geregi
T = (Tymp) ¢ift dizisi Zo-yakinsaktir.

T = (Tpmn) cift dizisi r(Z;, Z*)-yakinsak oldugundan, her bir n € N i¢in

lim z,,,
m—0o0
meMy

ve her bir m € N i¢in

lim 2z,
n—oo
neMs

limitleri mevecut olacak gekilde M, My € F(Z) ciimleleri vardir. Bu durumda, € > 0
icin m € M; oldugunda, her m > myq igin p(pmn, Ln) < €, (n € N) ve n € M,
oldugunda, n > ng i¢in p(zmy,, K) < €, (m € N) olacak sekilde mg,ng € N ve L,
K€ X elemanlar vardir. Buradan, H; = N\ M;, H, = N\ M, € T i¢in,

Ai(e) ={m e N: p(xypn, L,) >} C HHU{1,2,....,(mg— 1)}, (n € N)
ve
Ay(e) ={n eN: p(xpn, Kn) > e} C HhU{1,2,...,(ng — 1)}, (m €N)
kapsamalari gecerlidir. Z bir uygun ideal oldugundan,
HiU{1,2,....(mo—1)} €Zve HoU{1,2,....(ng—1)} €T

ve dolayisiyla,

Ai(e) €T ve As(e) €T

elde edilir ki, bu da ispati tamamlar. U

TANIM 3.3.2. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Zp, N x N ciimlesinde ve Z, N
ciimlesinde birer gercek ideal olsun. X uzaymda bir z = (z,,,) ¢ift dizisini alalim.

Eger, © = (zy,) dizisi Z,-Cauchy ve her £ > 0 i¢in,

Ai(e) ={m e N: p(zpn, ) >} €L, (neN)
ve

Ay(e) ={n e N: p(xpn, T, ) >} €L, (meN)

onermelerini saglayan k, = k,(¢) , l,, = ln(e) € N sayilar varsa, x = (x,,,) ift

dizisine r(Zy, Z)-Cauchy (regiiler anlamda Z,-Cauchy) dizi denir.
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TANIM 3.3.3. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Zp, N x N ciimlesinde ve Z, N
ciimlesinde birer gercek ideal olsun. X uzaymda bir = = (z,,,) ¢ift dizisini alalim.

Her € > 0 i¢in (m,n), (s,t) € M ve m,n,s,t > N = N(¢) oldugunda,
P Ty Tst) < €,
m € M; olan m sayilar i¢in
P(Tin, Ton) < €, (n € N)
ve n € M, olan n sayilari i¢in
P Ty T, ) < €, (m € N)

esitsizliklerini saglayan M € F(Zy) ve My, My € F(Z) ciimleleri mevcut ve s = s(¢),
t = t(e), kn = kn(e), Ly = Ln(e) ve N(e) sayilart varsa, © = (Z,) ¢ift dizisine

r(Zy,Z*)-Cauchy (regiiler anlamda Z;-Cauchy) dizi denir.

TEOREM 3.3.2. (X, p) bir lineer metrik uzay ve Iy, N x N ciimlesinde kuvvetli

uygun ve L, N cimlesinde uygun ideal olsun. X uzayinda bir v = (T,) ¢ift dizisi
r(Z5,Z%)-Cauchy dizi ise r(Zy,I)-Cauchy dizisidir.

ISPAT. = = () cift dizisi 7(Z;, Z*)-Cauchy dizi olsun. Bu durumda, x = (1,,,) cift
dizisi Z;-Cauchy dizisidir. Teorem 3.2.1 geregi © = () ¢ift dizisinin Zy-Cauchy
dizi oldugunu gosterdik.

T = (Tymy) ¢ift dizisi r(Z5,Z*)-Cauchy dizi oldugundan € > 0 i¢in m € M;,
n € My ve m,n > N = N(e) oldugunda,

P(Tn, Ton) < €, (n € N)
ve
p(xmn7l'ml7n) < 67 (m E N)

esitsizliklerini saglayan M, My € F(Z) ciimleleri meveut ve k, = ky,(€), Ly, = ln(e),
N(e) sayilart vardir.
Buradan, H; = N\ M, Hy = N\ M, € T icin,

Ai(e) ={m e N: p(Xmn, T,n) > €} C HHU{L,2,...,(N - 1)}, (n € N)
ve
Ay(e) ={n e N: p(xpn, Ty, ) >} C HoU{1,2,....,(N — 1)}, (m € N)
kapsamalari gegerlidir. Z bir uygun ideal oldugundan,
Hyu{1,2,...,(N—=1)}€Zve HbU{1,2,....,(N—-1)} €T
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ve dolayisiyla
Al(g) €1 ve AQ(E) el
elde edilir ki, bu da x = (2,,,,) ¢ift dizisinin r(Z, Z)-Cauchy dizi oldugunu gosterir.
O

TEOREM 3.3.3. (X, p) bir lineer metrik uzay ve I, N x N ciimlesinde kuvvetli

uygun ve T, N cimlesinde uygun ideal olsun. X uzayinda bir v = (,,,) ¢ift dizisi
r(Zy, I)-yakinsak ise r(Zy, IT)-Cauchy dizisidir.

ISPAT. 2 = () cift dizisi r(Zy, Z)-yakinsak olsun. Teorem 3.2.2 geregi x = ()
cift dizisinin Zy-yakinsak iken Z,-Cauchy oldugunu gosterdik.

T = (Tmn) cift dizisi r(Zy, T)-yakinsak oldugundan, her ¢ > 0 igin,

i) Herbir n € N ve baz1 L,, € X i¢in

Ay (%) = {m € N: p(xyn, Ln) > g} €T,

ii) Herbir m € N ve baz1 K,,, € X i¢in

Ay (%) = {n e N: p(xyn, Kpn) > g} el

onermeleri gegerlidir. Z uygun ideal oldugundan,
A (5) = {m eNXN: p@mn, L) < 5}, (neN)

ve

Ag(g):{neNxN:p(:cmn,Km)<g}, (m € N)

ciimleleri bostan farkhdir ve F(Z) simifina aittir. n € N i¢in A; (5) ciimlesine ait

olmayan pozitif &, sayis1 icin,

p(xp,n, Ly) < g , (neN)

olur. Simdi k,, = k,(¢) olmak {izere, her bir n € N i¢in
By(e) ={m € Nx N: p(xypn, Tk, n) > €}

ciimlesini tammmlayarak,

Bi(e) C A, (g)

oldugunu ispatlayalm. m € B;(¢) alahm. Bu durumda, &, & A; (%) icin
€ S p($mn> xknn) S p(xmna Ln) + P(Cl?knn, Ln)

£
< p(xmna Ln) + 5

elde edilir. Bu ise,

% < p(Tmn, Ln)
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ve dolayisiyla m € A, (%) oldugunu gosterir. Buna gore,
€

Bi(e) C A, (5)

kapsamas1 gecerlidir.
Benzer gekilde, m € N i¢in A, (%) cliimlesine ait olmayan pozitif [, sayisi icin
€
p(xml'm? Km) < 5 Y (m G N)

elde edilir. Buradan, /,,, = [,,(¢) olmak {izere her bir m € N i¢in
By(e) ={m € Nx N: p(Xpp, Tp1,,) > €}
ciimlesini tammmlayarak,

By(e) C Ay (g)

kapsamasinin gegerli oldugu gosterilebilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4. SINIRLI 7Z,-YAKINSAK CIFT DIZILERIN CARPAN
UZAYLARI

Bu boliimde, tek dizilerdeki istatistiksel yakinsaklik ve Z-yakinsaklik ile ilgili
[21] ve [31] numaral ¢aligmalarda yapilan tartigmalan ¢ift dizilerde Zy-yakimsaklik
bakimindan ele alacagiz.

N dogal sayilarin bir A alt ciimlesinin karakteristik fonksiyonu x 4 ile gosterilir.
(Tmn) = xa(m,n) olmak tizere, ya ile (2,,,) dizisini tammlayacagiz. c3(b) , ¢*(b)
ve (% ile, sirasiyla, tiim sifira yakinsak ve smirli, yakinsak ve sinirli ile sinirli gift
dizilerin ciimlesini gésterecegiz. Ayrica, Fr, , Fr,(b) ve F7 (b) ile, sirasiyla, tiim Z,-
yvakinsak, Zo-yakinsak ve sinirli ve sifira Zo-yakinsak ve sinirhi ¢ift dizilerin climlesini

gosterecegiz.
4.1. Carpan Uzaylari

Bu kisimda, iki cift dizi uzaylar icin carpan dizi uzaylan ile ilgilenecegiz.

TANIM 4.1.1. E ve F iki ¢ift dizi uzay: olsun. Her x = (z,,,) € F i¢in ux =
(UpnTmn) € F sartimi saglayan u = (u,,) dizisine F uzayindan F' uzayma bir ¢arpan

dizisi denir.
Boyle tiim carpanlarin lineer uzaymi m(E, F') ve tiim simirh ¢carpanlari ise

M (E, F) ile tanimlayalim. Bu durumda, agik olarak
M(E,F) =0 nm(E,F)

esitligi saglanir. Eger E' = F ise bu durumda, m(FE, F') ve M (E, F') yerine, sirasiyla,
m(E) ve M(E) ciimlelerini alacagiz. Burada biz, Fr,(b) ve Ff, (b) uzaylari ihtiva

eden carpan uzaylariyla ilgilenecegiz.

TEOREM 4.1.1. ¢Z(b) uzayim kapsayan ve (2, uzayiman alt ciimleleri olan E ve
F ¢ift dizi uzaylary i¢in,
ca(b) Cc m(E,F) C (%
kapsamalar:y gecerlidir.
IspaT. Once ilk kapsamanm dogrulugunu gosterelim. v € 2(b) C E ve x € (%

alirsak,

ur € cj(b) C F

elde edilir. Bu ise,
ca(b) € m(E, F)
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kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir.
Simdi de ikinci kapsamanin gegerli oldugunu gosterelim. u = (ty,,) € ¢, olsun.

Bu durumda,
|um¢,nj| > (Z])z

olacak sekilde (m;), (n;) artan dizileri mevcuttur.

(411) Tij = ij 1 mi,J J
0 , diger durumlarda

cift dizisini tamimlayalim. Bu durumda,
rec)CE

olup, i = m;, j = n; i¢in

(4.1.2) |wijzi;| > ij

olacagindan
ux & 0%

bulunur. F C ¢ kapsamasi gegerli oldugundan, uz € F ve boylece,

u g m(E, F)
elde edilir. Bu ise,
m(E, F) C (%,
kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir. U

TEOREM 4.1.2. Z,, N X N cumlesinde bir kuvvetli uyqun ideal olsun. Bu du-

rumda,
(i) m(Fg, (b)) = M(Fg, (b)) = £, ve
(it) m(Fz, (b)) = Fz,(b)
esitlikleri gecerlidir.
IspaT. (i) m(F2 (b)) = % oldugunu gdsterecegiz. Teorem 4.1.1 geregi,

m(Fr, (b)) C €5,

oldugu aciktir.
(2, C m(FZ (b)) kapsamanin gegerli oldugunu gésterelim. u € (2 ve z € F (b)

alalim. Bu durumda,

€
{(m,n) € N X N : |[tynzmn| >} C {(m,n) eENXN: |z > —}
||“||oo+1
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kapsamas gecerlidir. z € F7 (b) oldugundan,

13
NxN:|zpn > ——— T
{<m,n>e <N ¢ |zl HuHmH}eQ

olup, ideal 6zelliginden
{(m,n) € N X N : |tpnzmn| > e} € Iy
elde edilir. u, z € 2, oldugundan uz ¢arpim dizisi smirhdir ve béylece
2, C m(E()

kapsamas1 gecerlidir.
(ii) Biitiin terimleri 1 olan e = (1) ¢ift dizisi Fr,(b) uzaymnin elemamdir. u €

m(Fr, (b)) i¢in ue = u € Fr,(b) olacagindan
m(Fr, (b)) C Fr,(b)

kapsamasinin gecerli oldugu goriiliir.

u € Fr,(b) ise o zaman her « € Fz,(b) i¢in Teorem 2.5.2 geregi,
ux € Fr,(b)
elde edilir. Bu ise u € m(Fr, (b)) demektir. Boylece,
Fr,(b) € m(Fr, (b))
kapsamasinin gegerli oldugu goriiliir. U
LEMMA 4.1.1.
(5 = m(c5(b))
esitligi gecerlidir.

IsPAT. = € c2(b) ve 0 # u € (2, alalim. Bu durumda,

lull = sup |wmn| < 00,
m,neN

||| = sup |zmn| < o0
m,neN

ve her € > 0 i¢in m,n > kg oldugunda

|Tn| < —

9
i
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esitsizligi saglayan bir ky = ko(e) € N vardir. z = uz olsun.

Izl = sup |z
m,neN

= sup | UmnLmn |

m,neN

< SUP |Umn| SUP |Tmp
m,neN m,neN

< o0

oldugundan z siirli ve m,n > kqy igin

£
< HUHM
= ¢
olacagindan z € ¢3(b) bulunur. Buradan,
(5 € m(cy(b))

kapsamas1 gecerlidir.

U = (Umpn) & £% olsun. Bu durumda,
|U’mi7nj| > (Z])Q

olacak sekilde (m;), (n;) artan dizileri meveuttur. z = (x;;) cift dizisini (4.1.1) esit-

liginde oldugu gibi tanimlayahm. = € ¢2(b) olup, (4.1.2) geregi,

ur & ca(b)
bulunur. Boylece,
u & m(cy(b))
elde edilir. Bu ise,
m(cy(b)) € L2

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir. 0

TEOREM 4.1.3. Zy, N X N ciimlesinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. Bu du-

rumda,
co(b) € m(Fr,(b), ¢*(b)) € ¢*(b)
kapsamalar:y gecerlidair.
IsPAT. w € 2(b) ve x € Fy,(b) C £% igin Lemma 4.1.1 geregi benzer tartismalarla,
ur € cj(b) C (b)
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kapsamasi gecerli oldugundan
co(b) € m(Fr, (b), ¢*(b))
kapsamasi elde edilir.
€= (1) S FIQ (b> 01up7 u € m(FZ2 (b)v Cz(b)) 1(;111
ue = u € c(b)
olacagindan,
m(Fr, (b), (b)) S ¢*(b)
kapsamasi gecerlidir. O

TEOREM 4.1.4. I, , N X N ciimlesinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. Bu du-
rumda,

(i) (b)), Fr,(b) uzaywmn bir 6z alt ciimlesi ise m(Fr, (D), c*(b)) = c&(b),

(i1) m(c*(b), Fr, (b)) = Fr, (D)

onermeleri gecerlidir.

IspAT. (i) Teorem 4.1.3 geregi,

co(b) € m(Fr,(b), ¢*(b))
oldugunu biliyoruz. u € ¢*(b)\c2(b) igin,
u & m(Fr, (0), ¢*(b))

oldugunu gosterelim. Bu durumda,

lim up,, =10#0
m,n—00
olacak sekilde [ sayis1t mevcuttur. z € Fr,(b) \ ¢*(b) igin
Z =1, 1
olsun. Boylece, £ > 0 i¢in

A={(m,n) e NXN:|zp, — 1| > e} €Ty
olur. z = () dizisini,
Tmn = XA (ma n)
olarak tanimlayalim. x dizisi sinirli ve 1 noktasina Zs-yakinsak oldugundan,

T € FZQ(b)

elde edilir. Ayrica, ru ¢arpim dizisi, A° boyunca ¢ # 0 noktasina ve A boyunca 0

naktasina yakinsak oldugundan, zu ¢ c*(b) olup,
U ¢ m(FZ2 (b)7 CQ(b»
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elde edilir. Buradan
m(Fr,(b), (b)) C c§(b)

kapsamasinin gecerli oldugu goriiliir.
(ii) e = (1) € c*(b) oldugundan, u € m(c(b), Fz, (b)) icin

ue = u € Fr,(b)

olup,
m(c*(b), Fr, (b)) C Fr,(b)

kapsamasi1 gecerlidir.
u € Fr,(b) ve x € 2(b) C Fr,(b) ise ux carpim dizisi simirh ve Teorem 2.5.2

geregi Zo-yakinsaktir. Bu ise,
Fr,(b) € m(c*(b), Fyr, (b))

kapsamasinin gecerliligini gosterir. O

TEOREM 4.1.5. I, , N x N “de bir kuvvetli uygun ideal olsun. Bu durumda,

m(c3(6), F (8)) = €2

esitligi gecerlidir.
ISPAT. Lemma 4.1.1 geregi,

2o =m(c3(b) = {u = (Upmy) : tiim = (2,,,) € c3(b) icin uz € 2(b)}
ve ¢§(b) C FZ, (b) oldugundan, Teorem 4.1.1 geregi,

05 = m(cg(b)) € m(cq(b), F, (b)) C 65,

elde edilir. Buradan,
m(c(b), Fz, (b)) = €5,
esitliginin gecerli oldugu goriiliir. 0

TEOREM 4.1.6. Z, , N x N cimlesinde (AP2) sartini saglayan bir kuvvetli

uygun ideal olsun. Bu durumda,
m(FZ,(b), cg(b)) = {u € 2, : E € I, olan tim E'ler i¢in uxp € cg(b)}
esitligi saglanar.
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IspaT. Kolaylik olmas: bakimindan,
D={u€l? :E¢cTolan tim E'ler icin uxg € c5(b)}

olarak alalim. E € Z, ise o zaman xp € I}, (b) ve u € m(FZ, (b), c§(b)) ise uxg € ¢5(b)

veya u, E boyunca 0 noktasina gider. Bu durumda,
m(Fz,(b),c5(b)) € D

elde edilir.
Simdi, sinirli ve 0 noktasina Zs-yakinsak olan u = (u,,,) ¢ift dizisi ile sinirh
ve 0 noktasina Z;-yakinsak olan = = (z,,,) ¢ift dizisini alahm. Bu durumda, (AP2)

sartindan
Txac € ca(b) ve A € T,
onermelerini saglayan bir A C N x N vardir. Buradan, (AP2) sartindan
UT = UTX Ac + UTX A

ve sag taraftaki her terim sifir(0) dizisi oldugundan uzx € ¢3(b) elde edilir.

Simdi de, x € FJ (b) alahm. Bu durumda, (AP2) sartindan 0 noktasina Z;-
vakinsak olan ve (2 uzayinda x noktasina yakmsayan bir (z*) dizisi vardir. %
uzayinda

ur® — uzx
ve tiim k, I’ ler i¢in ux®™ € 3(b) ve c2(b) kapah oldugundan
uz € cg(b)
olur. Boylece,
D C m(FS (1), (b))

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. U
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5. FONKSIYONLARIN CIFT DiZILERININ IDEAL
YAKINSAKLIGI

Bu bdéliimde, fonksiyonlarin ¢ift dizilerinin Zy-yakimsakligini inceleyecegiz. [23|
ve [32| numaral ¢aligmalarda, fonksiyon dizilerinin (tek dizilerde) ideal yakinsak-
liklar1 noktasal ve diizgiin olarak ele alindi. Tek fonksiyon dizilerinde oldugu gibi

elemanlari reel degerli fonksiyonlar olan cift diziler {izerinde caligma yapacagiz.
5.1. Fonksiyonlarin Cift Dizilerinin 7Z,-Yakinsakligi

Bu kisimda, fonksiyonlarin cift dizileri icin ideal yakinsaklik tanimlarini ve elde
ettigimiz teoremleri ispatlariyla verecegiz.
Once, fonksiyonlarmn cift dizilerinin diizgiin ideal yakimsaklhiginda kullanilacak

olan ve [9] numarali cahgmada ifade edilen teoremi yeniden ispat edecegiz.

TEOREM 5.1.1. f ve fon , myn = 1,2,..., D = [a,b] C R dzerinde sirekli
fonksiyonlar olsun. O zaman, D = [a,b] tzerindeki fonksiyonlarn bir {fmn.} ¢ift
dizisinin D = [a,b] dzerinde f fonksiyonuna dizgin yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

Cmn = mak3|fmn(m) - f($)|

zeD
olmak tizere,

lim ¢, =0
m,n—00

bulunmasidar.

IsPAT. D = [a, b] iizerindeki fonksiyonlarin bir{ f,.,} cift dizisinin D = [a, b] iizerinde
f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsak oldugunu kabul edelim. f ve f,.,, D = [a, b

iizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan, her x € D icin

|fmn(x) - f(:L’)|

fonksiyonu her m,n € N i¢in D = [a, b] iizerinde stirekli olup ve yakinsaklik diizgiin
oldugundan, her € > 0 i¢in m,n > kg oldugunda tiim = € D i¢in
€
‘fmn(w) - f($)‘ < 5
olacak gekilde k = ko(¢) € N sayist mevcuttur. Buradan, her m,n > ky oldugunda
tim x € D = [a,b] i¢in
Com = malks | frun (v) = f(2)] < 5 <&

z€ -2
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elde edilir. Bu ise,

lim ¢,,=0
m,n—00

oldugunu gosterir.
Tersine
lime,,, =0
olsun. Bu durumda, her € > 0 igin m,n > ky oldugunda tiim = € D igin
0<cmn= mallgs |frn(z) — f(2)] <€
re
olacak gekilde kg = ko(e) € N sayis1 vardir. Béylece m,n > ky oldugunda tiim z € D
iin | frn () — f(x)| <€ olup,
lim  fon(2) = f(2)
m,n— oo

yakinsakligi diizgiindiir. U

Tanv 5.1.1. Z,, N x N ciimlesinde kuvvetli uygun ideal olsun. S C R ciimlesi

tizerindeki fonksiyonlarin bir {f,.,} ¢ift dizisi, her £ > 0 ve her bir z € S i¢in
{(m,n) e NXN: |fon(z) — f(2)] 2 €} € I,
Oonermesini saghyorsa, S iizerinde f fonksiyonuna noktasal Zo-yakinsaktir denir. Bu,
(Ve e S) (Ve>0) (3H € Zy) (V(m,n) € H) |fun(z) — f(z)] <€
seklinde de ifade edilebilir. Bu Zs-yakinsaklik

fmn —I f

ile gosterilir. Burada f fonksiyonuna, fonksiyonlarmn {f,,,} ¢ift dizisinin S iizerinde

¢ift Zo-limit (veya Pringsheim Zo-limit) fonksiyonudur denir.

Bundan sonraki tartigmalarda, S climlesi, R uzayimin bir alt ciimlesi olarak

gbz Oniine alinacaktir.

TEOREM 5.1.2. 7y, N x N cimlesinde kuvvetli uygun ideal olsun. S tzerindeki

fonksiyonlarin bir { fon} ¢ift dizisinin Zy-limiti varsa tektir.

IsPAT. S iizerindeki fonksiyonlarm bir {f.,} cift dizisini alahm. Bir z € S icin, S

tizerinde fi(xg) # fa(zo) olmak iizere,

IQ — lim fmn(xO) = fl(xo) ve I2 - mlrlLIEoo fmn(ZBO) = fQ(IU)

m,n—00

oldugunu kabul edelim. fi(z9) # fo(zo) oldugundan, fi(zo) > fo(zo) alabiliriz.

fi(xg) ve fo(xo) noktalarinin, sirasiyla,

(f1(wo) — &, fizo) +€) ve (fa(xo) — €, f2(w0) + )
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komguluklar1 ayrik olacak gekilde

_ f1(930) - f2(930)
3

secelim.

T, — lm fon(xo) = fizo) ve Iy = lim fon(ao) = fa(x0)

m,n—00 m

oldugundan,

Ale) ={(m,n) € NxN:|fun(zo) — fizo)| =} € I»

B(E) = {(m,n) e NxN: |fmn(l‘0) — f2([L‘0)| > 5} € IQ
onermeleri gecerlidir. Bu durumda,

Ace) ={(m,n) € N N: |fr.(20) — fi(wo)] < e}

B(e) ={(m,n) € NxN:|fon(z0) — falz0)| <€}

olmak iizere, A°(¢), B¢(¢) ve A°(e) N B¢(e) ctimleleri F(Zy) siizgecine aittir. A%(e) N
B¢(e) # 0 olmasy, (f1(xo) — ¢, fi(xo) +¢) ve (falzo) — €, fa(xo) + ) komguluklarinin

ayrik olmas ile gelisir. Bu ise,

fi(wo) = falwo)

oldugunu gosterir. Buna goére, her x € S icin
fi(z) = fo(x)
(yani f; = f5) olur. O

TEOREM 5.1.3. I, , N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal, { fn}, S tdzerin-
deki fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi ve f, S tizerinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

her x € S i¢in,

P lim_ (@) = f(x) ise T, — lim_ fua(z) = f(2)

m,n—00 m,n—00

onermesi gecerlidir.

ISPAT. € > 0 alalhm. Her 2 € S icin, S iizerindeki fonksiyonlarm bir { f,,} ¢ift dizisi

S {izerinde f fonksiyonuna P-yakinsak oldugundan, her m,n > kg oldugunda,

| frn(2) — fl2)] <€
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olacak gekilde bir pozitif kg = ko(e) sayis1 vardir. Bu durumda,

Afe) (m,n) € NXN:|fnn(x) = f(2)] = €}

= {

C (Nx{1,2,..,(ko—DHU{L2 .., (ko — 1)} x N))

kapsamasi gecerli olup Z, , kuvvetli uygun ideal oldugundan,
(Nx{L,2,..,(ko— 1D} U({L2,..,(ko— 1)} xN)) € T,

olur. Bu ise A(e) € Z, ve dolayisiyla

fmn _>IQ f

oldugunu gosterir. 0

TEOREM 5.1.4. T, , Nx N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal, { frn} ve {gmn}, S
tzerindeki fonksiyonlarn ¢ift dizileri, f ve g, S tuzerinde iki fonksiyon ve her x € S
¢

I — lim frn(2) = f(z) ve Ty — lim gpn(z) = g(2)

m,n—00 m,n—00

olsun. Bu durumda, her x € S i¢in
esitliklert gecerlidir.

ISPAT. Bu teoremin ispati1, Proposition 3.3 [44]’ deki ¢ift diziler igin verilen ispata
benzer sekilde yapilabilir. 0

TEOREM 5.1.5. Iy, N x N dizerinde bir kuvvetli uygun ideal, { fmn} ve {gmn}

S ciimlesi tzerindeki fonksiyonlarin ¢ift dizileri, f ve g, S dzerinde iki fonksiyon ve

o — lim  fou(x) = f(z) veZy — lim  gmn(x) = g(2)

m,n— 00 m,n—00

olsun. Bu durumda, bir K € F(I,), her (m,n) € K ve her x € S i¢in
(i) fn(x) >0 ise f(z) >0,
(18) frn(2) < gmn(x) dse f(x) < g(x)

onermeleri gegerlidir.
IspaT. (i) f(x) < 0 oldugunu kabul edelim. Her bir € S icin € = —@ alalim.

o — lim  fou(x) = f(x)

m,n—00

oldugundan,
M = {(m,n) € NxN: |fru(2) — f(2)| < e} € F(I,)
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olacak gekilde M ciimlesi mevcuttur. M, K ciimleleri F(Zy) siizgecinin elemanlar:
oldugundan M N K ciimlesi de F(Z,) slizgecine ait ve bogtan farklidir. Bu durumda,

K ciimlesinde bir (mg, ng) say1 ¢ifti bulabiliriz ki,

| frnono (7) — f(2)| <€

esitsizligi saglanir. Buna gore, herbir z € S i¢in f(z) <0 ve € = —@ oldugundan,

frmono () <0

elde edilir ki, bu ise her (m,n) € K i¢in f,,,(x) > 0 kabuliimiizle celigir. Buna gore
her bir z € S icin

fx) >0
esitsizligi gecerlidir.
(ii) f(z) > g(x) oldugunu kabul edelim. Her z € S i¢in f(x) ve g(x) noktala-

rinin, sirasiyla,
(f(z) —&, f(z) +e) ve (g(x) — e, g(x) + )
komguluklar1 ayrik olacak gekilde

secelim.
Iy — lim fou(z) = f(z) ve Zy — lim  gpn(z) = g(2)
—00

m,n—00 m,n

ve F(Z), N x N iizerinde bir siizge¢ oldugundan,
A ={(m,n) e NxN: |fon(z) = f(x)] <e} € F(I,)
ve
B ={(m,n) e NXN: |gm.(z) —g(z)| < e} € F(Zp)
onermeleri gegerli olup, siizge¢ 6zelliginden AN BN K € F(Z,) ve dolayisiyla da
ANBNK # (" dir. Bu durumda, K ciimlesinde bir (mqg, ng) say1 ¢ifti bulabiliriz ki,
’fmono(x) - f($)| < g ve ’gmon()(x) - g(ZE)‘ <eg

esitsizlikleri saglanir. Buna gore, her = € S i¢in f(z) > g(x) ve € = M oldu-
gundan,

Smano (2) > Gmono (7)
elde edilir. Bu ise, her (m,n) € K i¢in fin(x) < gma(z) kabuliimiizle eligir. Boylece,
her z € S igin

f(z) < g(x)
esitsizligi gecerlidir. 0
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TEOREM 5.1.6. Zo , N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal, {foun} , {gmn} ve
{hmn}, S tzerindeki fonksiyonlarin ¢ift dizileri ve k, S dzerinde bir fonksiyon olsun.

Bir K € F(I,) ciimlesi tizerinde her x € S igin

(5.1.1) frn(®) < gmn(2) < By ()

ve

(5.1.2) I, — mlrlLILloo fn(x) = k(z) ve Iy — mlylgloo R () = k()
15€
(5.1.3) I, — m’lqilr_rgoo Gmn(x) = k()
esitlige saglanar.
[sPAT. £ > 0 alalim. (5.1.2) geregince her z € S icin
{(m,n) e NXN: |frn(z) — k(x)| > e} € T,
ve
{(m,n) € NXN: |hp,(z) — k(z)| > e} €Ly
onermeleri gegerlidir. Bu durumda siizgeg 6zelliginden, her x € S icin
P={(m,n) e Nx N:|f..(x) —k(x)| <&}
ve
R={(m,n) € N X N:|hp,(x) — k()| < e}
ciimleleri F(Z,) smifina aittir. Simdi, her z € S igin

Q ={(m,n) e NXN: |gnn(z) — k(x)| < e}

ciimlesini tamimlayahm. (5.1.1) esitsizliginden P N R N K ciimlesinin ¢’ nun bir
alt ciimlesi oldugu agiktir. Siizge¢ 6zelliginden PN RN K € F(Zy) ve dolayisiyla
PNRNK C Q oldugundan @ € F(Zy) elde edilir. Bu durumda, her x € S i¢in

{(m,n) € NX N |gmn(z) — k(z)| > e} € I,

onermesi gegerli olup buradan, (5.1.3) esitligi elde edilir. O
5.2. Fonksiyonlarin Cift Dizilerinin 7;-Yakinsaklhg:

Simdi fonksiyonlarin ¢ift dizileri i¢in Z;-yakinsaklik tanimini ve ilgili teoremleri

verelim.
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TANIM 5.2.1. Zy, N x N iizerinde bir gergek ideal, {f,.,}, S tizerindeki fonk-
siyonlarin bir ¢ift dizisi ve f, S {izerinde bir fonksiyon olsun. Bir M € F(Z,) (yani
N x N\M € Z,) ve her x € S igin

lim fmn(x) = f(:C)

m,n—00
(mn)eM

oluyorsa, S iizerindeki fonksiyonlarin {f,.,} ¢ift dizisi S iizerinde f fonksiyonuna

noktasal Z;-yakinsaktir denir ve

Iy — lm  fo, = fveya frn =z f

m,n—00

ile gosterilir.

TEOREM 5.2.1. Zy, Nx N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. S tizerindeki
fonksiyonlarin bir { fn} cift dizisini ve S tdzerinde bir f fonksiyonunu alalvm. Her

x €S igin,

m,n—00

oluyorsa,

Ty — lim  fo(x) = f(x)

m,n—00

esitligi saglanar.

ISPAT. 7,, Nx N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. S iizerindeki fonksiyonlarin
{fmn} cift dizisinin S {izerinde bir f fonksiyonuna noktasal Z;-yakinsak oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,

lim  fynn(2) = f(2)

m,n—00
(m,n)eM

olacak gekilde bir M = N x N\ H € F(Z,) ciimlesi mevcuttur. Bu durumda, her
e > 0 ve her x € S icin m,n > ky oldugunda,

[ fran () = f(2)| <&, ((m,n) € M)
esitsizligini saglayan bir kg = ko(e, ) € N vardir. Buradan
A(e) = {(m,n) e NXN: |fon(z) — f(2)] = €}
C HU[Mn(({1,2,3,..,(ko— 1)} x N)U(N x {1,2,3, ..., (ko — 1)}))]
kapsamasi elde edilir. Zy bir kuvvetli uygun ideal oldugundan,
HU[MN(({1,2,3, ..., (ko= 1)} x N)U(N x {1,2,3,..., (ko — 1)}))] € T

ve dolayisiyla A(e) € Z, bulunur. Bu da, S iizerindeki fonksiyonlarm {f,.,} ¢ift

dizisinin Zy-yakinsak oldugunu gosterir. U
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Simdi de metrik uzaylarda fonksiyonlarin ¢ift dizileri i¢in Z, ve Z;-yakinsaklik

arasindaki iligkiyi ifade eden teoremleri verecegiz.

TEOREM 5.2.2. Ty, N x N dizerinde bir kuvvetli uygun ideal, (X, d,) ve (Y,d,)
metrik uzaylar, fn, : X — Y, fonksiyonlarin bir ¢ift dizist ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Y metrik uzaye bir yigilma noktasina sahip degilse bu durumda,
fonksiyonlarin { frn} ¢ift dizisinin f fonksiyonuna I3 -yakinsakligs ile Iy-yakinsaklhgn
cakisr.

IsPaT. Teorem 5.2.1 geregi, fonksiyonlarin { f,.,} cift dizisinin Z,-yakinsak iken T;-

yakinsak oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. z € X ve f(x) € Y i¢in

Z, — lim fmn(m) = f(x)

m,n— 00

oldugunu kabul edelim. Y metrik uzay1 bir yigilma noktasina sahip olmadigindan,

her z € X i¢in

Bs(f(x)) = {frm () : dy(frnn (), f(2)) < 6} = {f(z)}

esitligini saglayan bir 6 > 0 say1si vardir. Zy — lim,, ;00 frn(z) = f(x) oldugundan,
her z € X i¢in

{(m,n) e Nx N:d,(frn(x), f(x)) >} €Iy
onermesi saglanir. Buradan,
{(m,n) e Nx N:d,(frn(x), f(z)) <} ={(m,n) e NxN: f,(x) = f(z)} € F(Iy)

onermesi gecerli olup,

egitligi elde edilir. 0

TEOREM 5.2.3. Zy, N X N dzerinde (AP2) sartini saglayan bir kuvvetli uygun
ideal, (X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar, fo., : X =Y, fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi
ve f: X =Y bir fonksiyon olsun. Fonksiyonlarin { fun} cift dizisi f fonksiyonuna
Iy-yakinsak ise I3 -yakinsaktur.

IsPAT. 7, ideali (AP2) sartma sahip ve her = € X icin

Z, — lim fmn(x) = f(x)

m,n— 00

olsun. Bu durumda, her € > 0 ve her x € X i¢in
A(e) ={(m,n) € Nx N :dy(fon(z), f(x)) >} € I,
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olur. Simdi k£ > 2 i¢in

Ay ={(m,n) e Nx N:d,(frn(x), f(x)) > 1}

ve

Ay = {(m,n) eNxN: % < dy(fmn(l’),f(l’)) < L}

cimlelerini tanimlayalim. ¢ # j icin A;NA; = 0 ve her bir i € N i¢in A; € 7, oldugu
acik olarak goriiliir. (AP2) sart1 geregi, her bir j € Ni¢in A; A B; satir ve siitunlarin

sonlu bir birlegimi tarafindan kapsanacak ve

B=|JBje1,
j=1
olacak gekilde, ciimlelerin bir { By} ey dizisi vardir. Burada M = N x N\B € F(Z,)

aldigimizda,

lim fmn(‘r) = f(x)

m,n—00
(m,n)eM

oldugunu gostermeliyiz.

% < ¢ olacak sekilde bir 6 > 0 sayisim1 ve k € N alalim. Bu durumda,

k

{(m,n) e NN |foun(z) = f(2)] = 6} C | 4

j=1
kapsamast gegerli olur. A;AB;, (j = 1,2, ..., k), satir ve siitunlarin sonlu bir birlegimi

tarafindan kapsandigindan,

(UB) N {(m,n) :m >ngAn>ng}

(UA)ﬂ{mn) m>ngAn>ng}

esitligini saglayan bir ny € N sayis1 vardir. Eger m,n > ng ve (m,n) ¢ B ise

k k
(m,n) & UBj ve (m,n) & UAj
j=1 j=1
elde edilir. Bu ise
fnl) = f(a)] < 7 <0
esitsizliginin gegerli oldugunu gosterir. Boylece ispat tamam olur. U

Simdi de bu teoremin tersi olan agagidaki teoremi verelim.
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TEOREM 5.2.4. 75, N x N dizerinde bir kuvvetli uygun ideal, (X, d,) ve (Y,d,)
metrik uzaylar, fon, : X — Y fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Eger Y wuzayr en az bir yigilma noktasina sahip ve fonksiyonlarin
{fmn} ¢ift dizisinin f fonksiyonuna Iy-yakinsak olmasi I -yakinsak olmasine sagliyor

ise, I ideali, N x N dzerinde (AP2) sartina sahiptir.

IsPAT. = € X icin f(x), Y metrik uzaymm bir y1gilma noktas: olsun. Her bir k € N
icin hy # f, f(x) = limy_o0 hi(x) ve {dy(hi(2), f(2)) }ren azalarak sifira yakinsayan
bir dizi olacak sekilde farkh fonksiyonlarin bir (hy)gen dizisi vardir. Her k € N i¢in

gr(x) = dy(hi(z), f(z))

dizisini tamimlayalim. 7, siifina ait bos olmayan ciimlelerin bir ayrik {A,};en ciim-
leler ailesini alalim. Fonksiyonlarin bir { f,,,, } ¢ift dizisini, her 2 € X ve her bir j igin
eger (m,n) € A ise fn(x) = hj(x) ve eger (m,n) ¢ Aj ise fin(r) = f() seklinde
tanimlayalim.

0 > 0 verilsin. Her x € X igin gi(x) < ¢ esitsizligini saglayan k € N secelim.

Bu durumda,
A(0) ={(m,n) e Nx N:d,(frn(x), f(z)) >0} C Ay CA C...CA4
kapsamasi elde edilir. Béylece A(d) € Zy olup, her z € X i¢in

Z, — lim fmn(x) = f(:L‘)

m,n—00

olur. Kabuliimiiz geregi, her x € X i¢in

Z; — lim  foa(x) = f(x)

m,n— 00

dir. Bu durumda, her z € X igin

(5.2.1) lim  fon(z) = f(2)

m,n—00
(mn)eM

esitligini saglayan bir M = NxN\B € F(Z,) ciimlesi vardir. j € Nicin B; = A;NB
olsun. Bu durumda, her bir j € N icin B; € Z, olup,

UBi=BnlJ4,cB
j=1 j=1
ve bdylece
UBiem
j=1

elde edilir. j € N igin eger A; N M, N x N ciimlesinde satir ve siitunlarin sonlu bir

birlesimi tarafindan kapsanmaz ise bu durumda, tiim k& € N icin mg, ni — oo iken
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M ciimlesi, {(myg,ny)} elemanlarinin bir sonsuz dizisini kapsamalidir ve her x € S
i¢in

Frmi () = hy() # [(2)
elde edilir ki bu (5.2.1) ile geligir. Béylece A;NM, NxN cilimlesinde satir ve siitunlarin

sonlu bir birlegimi tarafindan kapsanmalidir. Bu durumda,
Aj A Bj - Aj\Bj — AJ\B — AJ’ N M

climleleri de satir ve siitunlarin sonlu bir birlesimi tarafindan kapsanir. Bu da Z,

idealinin (AP2) sartina sahip olmas1 demektir. O
5.3. Fonksiyonlarin Cift Dizileri igin Ideal Cauchy Kavrami

Bu kisimda fonksiyonlarin ¢ift dizileri i¢in Z;-Cauchy ve Z5-Cauchy dizi tanim

ve teoremlerini verecegiz.

TANIM 5.3.1. Zy, N x N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal ve {f,.,}, S C R

climlesi iizerindeki fonksiyonlarin bir cift dizisi olsun. Her ¢ > 0 ve her z € S icin
{(m,n) ENXN:|frn(r) = fu(r)| > e} €T,

olacak gekilde s = s(e,z) € Nve t = t(e,x) € N sayilar1 varsa, fonksiyonlarin {f,,,}
cift dizisi noktasal Z,-Cauchy dizisidir denir.

TEOREM 5.3.1. Ty, N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. S C R
uzerindeki fonksiyonlarin bir {fnn} cift dizisinin S C R dzerinde f fonksiyonuna
noktasal Zy-yakinsak olmast icin gerek ve yeter sart noktasal Zy-Cauchy dizi olma-

sidar.

IsPAT. S fizerindeki fonksiyonlarm {f,.,} cift dizisi f fonksiyonuna noktasal Z,-

yakinsak olsun. Bu durumda, € > 0 ve her x € S i¢in

€ €
Z) = . _ >
A(5) = {mn) e NxN: | fun(@) - f@)| 2 S} € T
onermesi saglanir. Siizgec Ozelliginden her x € S i¢in
c(E) _ : _ c
4°(5) = {min) € Nx N [ fnala) = f(@)] < 5

ciimlesi bogtan farkh olup, F(Z,) smifina aittir. A (%) ciimlesine ait olmayan pozitif
k, [ sayilari igin,

ful@) = f(@)] < 5
olur. Simdi, her x € S i¢in

B(e) = {(m,n) € NXN: |fon(z) = fu(r)| = €}
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climlesini tanimlayarak

B(e)C A (g)

oldugunu gésterelim. (m,n) € B(e) alahm. Bu durumda, (k,1) € A (§) ve herz € S
i¢in
e < |fon(®) = fu(@)] < |fun(@) = f(@)] + | fua(x) — f(2)]
< @) = @) 4+

esitsizligi elde edilir. Bu ise,

3

= < (@) = £(2)

ve dolayisiyla (m,n) € A (%) oldugunu gosterir. Boylece

B(e) C A <g>

kapsamasi gecerlidir. Bu da, fonksiyonlarin { f,,,} cift dizisinin her = € S i¢in Zo-
Cauchy dizi oldugunu gosterir.

Simdi de fonksiyonlarm { f,,,,} ¢ift dizisinin, her x € S i¢in Z,-Cauchy dizisi ve
epq dizisinin sifira yakinsayan sayilarin kesin azalan bir dizisi oldugunu kabul edelim.

Fonksiyonlarin { f,,,,} ¢ift dizisi Z,-Cauchy dizi oldugundan, her z € S i¢in

Apg = {(m,n) e NX N |frn(x) = fi,i,(7)| = epg} € Lo, (p, =1, 2,...)

onermesini saglayan pozitif sayilarin kesin artan k, ve [, dizileri vardir. Bu ise, her

x € S i¢in
(5.31) 0 # {(m,n) € Nx Nt | frun(@) = fii, (@)] < 0} € F(T), (b, 4= 1, 2,..)

olmasi demektir. Simdi p # ¢ ve s # t olan p, ¢, s ve t tam sayilarini alalim. (5.3.1)

geregi her x € S icin,

Clepg) = {(m,n) e NX N |frn(z) — fkplq(x>’ < &pg}

D(est) = {(m,n) € NX N [frun(2) = frar(2)] < €t}

ciimleleri F(Z,) siizgecine ait bog olmayan iki ciimle olur. F(Z,), N x N {izerinde bir

siizgec oldugundan,
C(gpq) N D(Est) € .F(IQ)
olur. Boylece, her x € S i¢in

|fmpqst”pqst (x) - fkplq (:'U)‘ < 8pq ve |fmpqst”pqst (x) - fkslt (x)’ < Est

esitsizliklerini saglayan p # ¢ ve s # t olmak iizere pozitif tam sayilarin her (p, q)

ve (s,t) ciftleri icin (mp.q),(s.t), N(p.g).(s,t) € N X N ciftini secebiliriz. Bu durumda,
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D, q,s,t — 00 i¢in €, sifira yakinsayan sayilarin kesin azalan bir dizisi oldugundan,

her z € S igin

| fepty () = oo, ()]

IN

|fmpqstnpqst (ZL’) - fkplq (‘T)‘ + |fmpqst7lpqst <I> - fkslt (I>|

< gpgtéEst =0

onermesi saglanir. Bu ise, fonksiyonlarm {f; ;. } (p,q¢ = 1,2,...) cift dizisinin bir
Cauchy dizisi olmasin gerektirir ve boylece Cauchy yakinsaklik kriteri saglanip,
fonksiyonlarin {f;;,} ¢ift dizisi S iizerinde bir reel degerli f fonksiyona yakimsar.

Yani,
lim fp, (2) = f(x)
p,g—00

olur. Ayrica p, ¢ — 00 icin €,, — 0 olup, bdylece her € > 0 i¢in

£ £
(5.3.2) e < 5 Ve [fiyt, (2) = f(@)] < 5, (P> po ve 4> qo)

esitsizliklerini saglayan pg, qo pozitif tam sayilarii secebiliriz. Her x € S icin
A={(m,n) e NxN:|fmn(z) = fz)| = €}
ciimlesini tanimlayarak
A - APOQO

oldugunu gosterelim. (m,n) € A olsun. Bu durumda (5.3.2) esitligindeki ifadenin

ikinci kismimi dikkate alarak,
e < |[fmn() = f(@)] < [fmn(2) = frngley ()] + | frpgtay () — ()]
< onl®@) = Syt @)+ 5

esitsizligine ulagilir. Buradan, (5.3.2) egitligindeki ifadenin birinci kismu da dikkate

alinarak, her z € S i¢in

= < V(@) = Frygtay (@)1 V€ Epnay < [ Fonn(@) = Fryt ()]

esitsizlikleri elde edilir. Boylece (m,n) € A,y olup,

A - APOCIO

kapsamasi saglanir. A, ,, € Z oldugundan ve ideal ozelliginden A € Z; bulunur ki,

bu da fonksiyonlarm {fy;,} cift dizisinin Z,-yakinsak oldugunu gosterir. O

TANIM 5.3.2. Z,, N x N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal ve {f,..}, S C R
izerindeki fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayisi ve her x € S i¢in

(m,n),(s,t) € M ve m,n,s,t > ko oldugunda,
|fmn<x> - fst(m)‘ <é
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olacak sekilde bir M € F(Z,) (yani H = NxN\M € Z,) ciimlesi ve kg = ko(e,2) € N

varsa, fonksiyonlarin {f,,,} cift dizisine S tizerinde noktasal Z;-Cauchy dizi denir.

TEOREM 5.3.2. Zy, N X N dizerinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. S tizerin-
deki fonksiyonlarn { fn} ¢ift dizisi noktasal I -Cauchy dizi ise noktasal Iy-Cauchy

dizidir.
IspAT. Ispat, Teorem 3.2.1 geregi benzer sekilde kolayca yapilir. 0

5.4. Fonksiyonlarin Cift Dizilerinde Diizgiin Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, fonksiyonlarin ¢ift dizileri icin diizgiin ideal yakinsaklik tanimi ve

ilgili teoremleri ispatlariyla verecegiz.

TANIM 5.4.1. S C R iizerindeki fonksiyonlarm bir { f,,,,} ¢ift dizisini ve S C R

izerinde f fonksiyonunu alalim. Her € > 0 icin,
{(m,n) e NXN:|fon(z) = f(2)] = &}

ciimlesi tiim = € S i¢in Z, sinmifina ait ise fonksiyonlarin { f,., } ¢ift dizisi f fonksiyo-

nuna diizgiin Z,-yakinsaktir denir ve bu
(Ve >0) (3H € L) (V(m,n) € H) Vz €95) |fom(z) — f(z)] <€
ile ifade edilebilir. Diizgiin Zo-yakinsaklik

fmn jIz f

seklinde de gosterilir.

TEOREM 5.4.1. Zy, N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal ve (m,n =1,2,...)
icin {fum} ve f, D = [a,b] C R dzerinde strekli fonksiyonlar olsunlar. D = |a, b

tizerinde,
fmn 312 f

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Cmn = makslfmn(x> - f(l‘)|

zeD
olmak tizere,
Iy, — limc¢,, =0
m,n
bulunmasidar.
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IspaT. D = [a,b] C R iizerinde
fmn 312 f

olsun. {fun} ve f, D = [a, b] iizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan,

| frn () = f ()]
D = [a, b] tizerinde her m,n € N i¢in siirekli olup, diizgiin Zo-yakinsaklik geregi, her
e > 0 igin
{(m.n) € NX N [ fn(@) — f(@)] 2 5}

climlesi tiim = € D ig¢in Z, siifina aittir. Buradan, her ¢ > 0 icin

€
o = 1005 | Fun () = F (@) 2 | () = ()] > 5
esitsizligi tiim = € D i¢in saglanir. Boylece,
Iy — lim ¢, =0
m,n— 00
esitligi elde edilir.

Simdi Zy — limy,, 5, Gy = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, € > 0 i¢in

Ale) = {(m,n) e NxN: ma%s | fronn () — f(2)| > 5}
e
ciimlesi tiim x € D icin Z, siifina aittir. € > 0 icin
B(e) = {(m,n) € N N:[fon(x) = f(x)] = €}
ciimlesini tanimlayarak,
B(e) C A(e)
kapsamasinin gegerli oldugunu gosterelim. Her (m,n) € B(e) igin
maks | o (2) — F(2)] 2 | fomn(2) — F(2)] > 2

esitsizligi saglanir. Boylece, her (m,n) € B(e) icin (m,n) € A(e) yani B(e) C A(e)

kapsamasi elde edilir. Bu ise, B(g) ciimlesinin Z, simifina ait oldugunu gosterir. [

TANIM 5.4.2. T, N x N iizerinde bir ger¢ek ideal, { f,,,}, S tizerindeki fonksi-

yonlarin bir ¢ift dizisi ve f, S iizerinde bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0 igin,

lim  fo.(x) = f(x)
m,n—00
(m,n)eM
esitligini tiim x € S i¢in saglayan bir M € F(Z,) (yani NxN\M € Z,) ciimlesi varsa,
S iizerindeki fonksiyonlarin {f,,} ¢ift dizisi S {izerinde f fonksiyonuna diizgiin Z;-

yvakinsaktir denir ve

fmn jI; f

ile gosterilir.
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TEOREM 5.4.2. Ty, N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal ve (m,n = 1,2, ...)
icin { fon}, S tzerindeki sirekli fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi ve f, S tzerinde bir

fonksiyon olsun. Her x € S icin

fmn jl';‘ f

wse f fonksiyonu S idizerinde streklidir.

IspaT. S iizerinde fon =7; f olsun. Bu durumda, her € > 0 igin tiim m > ko ve
n > lp oldugunda,

Fonl@) = J(@)] < 5. (m.n) € M
esitsizligini tiim = € S i¢in saglayan bir M € F(Z,) (yani H = N x N\M € 7,)
ciimlesi ve ky = ko(e), ly = lp(e) € N sayilar vardir. Simdi keyfi zy € S alalim.
{frolo }> o € S noktasinda siirekli oldugundan, her z € S igin,

|lx — x| <6
iken,
€
’fkolo(x) - fkol()(xO)’ < g
esitsizligini saglayan bir § > 0 sayis1 vardir. Boylece, tiim x € S i¢in
|z — x| <6
oldugunda,
|f(SC) - f(xo)’ < ‘f(x) - fkolo(x” + |fkolo(x) - fkolo($0)| + |fkolo<x0> - f(-To)‘
€L EL e,
33 3
esitsizligi elde edilir. zy € S keyfi oldugundan f, S iizerinde siireklidir. OJ

TEOREM 5.4.3. 7y, N x N dzerinde (AP2) sartini saglayan bir kuvvetli uygun
ideal, S ctimlesi R’ nin bir kompakt alt ciimlesi ve { fiun}, S tzerindeki fonksiyonlarin

bir ¢ift dizisi olsun. S dzerinde, f fonksiyonunun sirekli ve

I, — lim fmn($) = f([L’)

m,n— 00

oldugunu kabul edelim. Fonksiyonlarin { fun} cift dizisi S dizerinde monoton azalan,

yani her x € S i¢in

f(m+1),(n+1)($) < fmn<x>7 (m,n = 1, 27 )
1se, S tizerinde
fmn 322 f

onermest gecerlidir.
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IspaT. S iizerindeki fonksiyonlarn bir

¢ift dizisini alalim. S iizerindeki fonksiyonlarm {f,,,} ¢ift dizisi siirekli ve monoton
azalan ve f fonksiyonu da siirekli oldugundan, {g,,,}, S iizerinde siirekli ve monoton

azalan fonksiyonlarin bir ¢ift dizidir.

o — lim  fonu(x) = f(x)

m,n—00
oldugundan, (5.4.1) esitligi geregi S {izerinde
m,n— 00

olup ve 7, ideali (AP2) sartin1 sagladigindan, S {izerinde

esitligi gegerli olur. Bu durumda, her ¢ > 0 i¢in m > m(z) ve n > n(x) oldugunda,
€
0 < Gunl@) < 5. (). (m(a).n(@)) € K.)
esitsizligini tiim x € S i¢in saglayan bir K, € F(Z,) ciimlesi vardir. Fonksiyonlarm
{gmn} ¢ift dizisi © € S noktasinda siirekli oldugundan, her ¢ > 0 igin  noktasini

eleman kabul eden ve

€
’gm(x)n(z) (t) - gm(:r:)n(x)<m)| < Ea (t € A(JZ))

esitsizligini saglayan bir A(z) agik ciimlesi vardir. Boylece € > 0 verildiginde, mono-

tonluktan dolay1 her ¢ € A(x) i¢in m > m(x) , n > n(z) oldugunda,
< gm@n@ () = In@ne) ()] + gn@ne (2), (m,n) € K)

esitsizligi elde edilir. S C (J,.q A(z) ve S kompakt oldugundan, Heine - Borel Te-

oremi geregince,
S C A(z) U A(zo) U A(xg) U ... U A(zy)
kapsamasi gecerli olacak gekilde S, sonlu bir agik ortiiye sahiptir. Simdi,
K=K, NK,,NK,,N..NK,,
climlesini ve
M = maks {m(xl), m(xq), m(xs), ..., m(xi)},
N = maks {n(z1),n(z2), n(x3), ..., n(z;) }
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sayilarini tanimlayalim. Her K, € F(Z,) oldugundan K € F(ZI) elde edilir. Bu
durumda, her t € A(z) icin (m,n) > (M, N) oldugunda,

0 < gm(t) <e, (mn)eK

esitsizligi saglanir. Boylece, S iizerinde

Gmn =15 0
olup, Teorem 5.2.1 geregi, S iizerinde

Imn =1, 0
elde edilir ki, bu da (5.4.1) esitligi geregi S iizerinde

Jon Bz, f

oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur. 0

Simdi fonksiyonlarin ¢ift dizileri icin, kompakt metrik uzaylar iizerinde siirek-

lilik, eg siireklilik ve Z, -yakinsaklik ile ilgili agagidaki teoremi verecegiz.

TEOREM 5.4.4. Ty, N x N dizerinde bir kuvvetli uygun ideal, (X, d,) ve (Y,d,)
metrik uzaylar, fon : X =Y, (m,n € N), fonksiyonlar: es sirekli ve f : X —'Y bir

fonksiyon olmak tzere,
fmn —>Ig f
oldugunu kabul edelim. Bu durumda f, X dzerinde streklidir. X kompakt ise

fmn jIg f

onermest gecerlidir.

IsPAT. Once f fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. zo € X ve ¢ > 0 alalim.

fmn ler eg siirekli oldugundan, her m,n € N ve z € Bj(x¢) icin

dy (fmn(x)v fmn(xo)) <

Wl M

olacak gekilde bir § > 0 sayisi vardir. x € Bs(zg) keyfi olsun. f,,,, =z, f oldugundan,

{(m.n) € Nx N dy(frn(o), f(@0)) 2 ZJ U {(m.n) € NxN: dy(fn(a). f(2)) =

}

Wl M

ciimlesi Z, idealine aittir ve N x N ciimlesinden farklidir. Buradan, (m,n) € N x N
icin
€ €
dy(fmn(x())a f(xo)) < g ve dy(fmn(x)7f<m)) < g
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esitsizlikleri gegerlidir. Bu durumda,

dy(f(x0), f(2)) < dy(f(@0), frun(@0)) + dy (frnn(0), frun(x)) + dy(fonn(2), f(x))

€+€+€_€
3 3 3

elde edilir ki, bu da f fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterir.

Simdi X uzayimmi kompakt alip,

fmn 312 f

oldugunu gosterelim. € > 0 olsun. X kompakt oldugundan f diizgiin siireklidir ve

fmn ler X tizerinde es - diizgiin siireklidir. Bu nedenle, z, 2" € X i¢in
de(z,2') <9

iken

3

dy (frun (@), fnn (")) < % ve dy(f(2), f(') < 3

olacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. X uzaymin kompakthigimmdan, X uzaynin

{B.:(0)}zex Ortiistinden sonlu bir
By, (8), By, (9), ..., By, (0)

alt ortiisi secilebilir. f,,, —z, f oldugundan biitiin (m,n) & M ve i € {1,2,....k}
icin
€

dy (Frn(0), F (@) <

olacak gekilde bir M € T, ciimlesi vardir. (m,n) &€ M ve € X olsun. Biylece bazi
ie{l,2,...,k}icin x € B,,(6) olur. Buradan,

dy(frn(2), f(@)) < dy(frun (@), frun(22)) + dy (Frun (), f(20)) + dy (f(22), f(2))
< gtgtg=e
elde edilir ki, bu da
Jmn S1, f
onermesini saglar. O

Buraya kadar olan incelemelerimizden ve diizgiin yakinsaklik ile yakinsaklik
hakkindaki temel bilgilerimizden asagidaki teoremi bir sonug olarak ispatsiz verebi-

liriz.
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TEOREM 5.4.5. Z,, NxN dizerinde bir kuvvetli uygun ideal, { fin}, S tzerindeki

fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi ve f, S tizerinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda S

tzerinde;
() frn = f = fom = f
= fmn _>IQ f
ve
= fmn _>Iz f
olur.

TANIM 5.4.3. Z5, N x N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal ve {f,.,}, S C R

izerinde tanimh fonksiyonlarin bir ¢ift dizisi olsun. Her € > 0 icin,

{(m,n) e NX N :|fn(z) — fa(x)| > e} € Ty
onermesini tim = € S igin saglayan s = s(¢) ve t = t(e) € N sayilan varsa,
fonksiyonlarmn {f,.,} ¢ift dizisine diizgiin Z,-Cauchy dizi denir.

Simdi diizglin Z,-yakinsaklik icin Z,-Cauchy kriterini verelim.

TEOREM 5.4.6. Zy, N X N dzerinde (AP2) sartiny saglayan bir kuvvetli uygun
ideal olsun. Terimleri S C R tzerinde tanimly fonksiyonlarin bir { fon} ¢ift dizisinin

diizguin Iy-yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 i¢in

(5.4.2) {(m,n) e NXN: |foun(z) — fa(z)] <} €I,

onermesini her v € S igin saglayan s = s(e) ve t = t(e) € N sayilarinin bulunmasi-
dor.

IspAT. Teoremin gereklilik kisminin ispati, Teorem 5.3.1°deki tartigmalara benzer
sekilde yapilir.
Tersine, fonksiyonlarin {f,.,} cift dizisi S iizerinde diizgiin Z,-Cauchy dizi

olsun. Bu durumda, her € > 0 igin

{(m,n) € NXN:|[fon(2) = fa(2)| <e} € Lo

Onermesini tiim = € S i¢in saglayan s = s(¢) ve t = t(¢) € N sayilarn vardir.
Fonksiyonlarin bir {f,.,} ¢ift dizisinin S iizerinde Z,-Cauchy dizi iken Z,-yakinsak
oldugunu Teorem 5.3.1’ de gostermistik. S iizerinde Zy — limy, y—yo0 frn(2) = f(2)

olsun. §imdi bu yakinsakligin diizgiin oldugunu gosterelim.

54



T, (AP2) sartmi sagladigindan, (5.4.2) geregi, her ¢ > 0 i¢in m,n,s,t > N

oldugunda,
(5.4.3) | fon () — fa(z)| <€, (m,n,s,t € M)

esitsizligini tim x € S i¢in saglayan bir M ¢ T, ciimlesi ve N = N(¢) € N sayist

vardir. (5.4.3) esitsizliginde, s,t — oo igin limit aldigimizda,
I~ lim fule) = f(2)
olacagindan, her € > 0 i¢in m,n > N oldugunda
|frn(2) = f(2)| <&, (m,n € M)

esitsizligini tiim x € S icin saglanir. Boylece S iizerinde,

Jrn Sz f
elde edilir. Zy, N x N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal oldugundan

Jmn =1, [
onermesi gecerlidir. 0

Fonksiyonlarin ¢ift dizileri igin Z,-Cauchy kriterini agagidaki teorem ile de ifade

edebiliriz.

TEOREM 5.4.7. Iy, N x N dzerinde bir kuvvetli uygun ideal olsun. Terimleri
S C R dizerinde tanmly ve reel degerli fonksiyonlarin {fmn} ¢ift dizisi dizgin Z,-

yakinsak degildir gerek ve yeter sart her € > 0 i¢in

{(m,n) e NX N: |frn(r) — fa(x)| >} €1,

onermesini her x € S i¢in saglayan s = s(e) ve t = t(e) € N vardar.
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