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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

CEBIRSEL DENKLEM SiSTEMLERININ ADOMIAN AYRISIM YONTEMI
ILE COZUMU

S.BATTAL GAZI KARAKOC
Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1
92+viii sayfa
2006

Tez Damigmani: Yrd. Dog. Dr. Sibel OZER

Bu Yiiksek Lisans tezi yedi bolimden olusmaktadir. Birinci béliimde, daha
sonraki blimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci ve tgiincti boliimlerde, sirasiyla lineer ve lineer olmayan cebirsel denklem
sistemlerinin literatiirde yer alan bazi ¢6ziim yontemleri incelendi.

Dérdiinci  bollimde, ¢esitli lineer olmayan fonksiyonlar i¢in Adomian
polinomlar1 hesaplandi.

Besinci boélimde, Adomian ayrigim yontemi ile lineer cebirsel denklem
sistemlerinin ¢6ziimii verildi. Elde edilen sonuglar, bu yontem ile klasik Jacobi iterativ
yonteminden elde edilen sonuglarin ayn1 oldugunu gosterdi.

Altinc1 boltimde, Adomian ayrisim y6ntemi ile lineer olmayan cebirsel denklem
sistemlerinin ¢oziimii verildi. Elde edilen sonuglarin Basit iterasyon ve Newton-
Raphson yéntemleri ile uyumlu oldugu gériildii.

Yedinci bdliimde, altinct boliimde elde edilen niimerik sonuglar degerlendirildi.

ANAHTAR KELIMELER: Adomian ayrisim yoéntemi, Adomian polinomlari,

lineer cebirsel denklem sistemleri, lineer olmayan cebirsel denklem sistemleri.
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ABSTRACT
MSec.Thesis

SOLUTION OF SYSTEMS OF ALGEBRAIC EQUATIONS BY
ADOMIAN DECOMPOSITION METHOD
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Department of Mathematics
92+viii pages
2006

Supervisor : Yrd. Dog. Dr. Sibel OZER

This MSc. thesis consists of seven chapters. In the first chapter. some basic
definitions and theorems to be used in the later chapter are outlined.

In the second and third chapters, some solution methods of linear and nonlinear
algebraic equation systems in literature are examined.

In the fourth chapter, Adomian polinoms are computed for various nonlinear
functions.

In the fifth chapter, the solution of linear algebraic equation systems is given
by using Adomian decomposition method. The obtained results have showed that this
method and the results obtained from classical Jacobi iterativ methods are the same.

In the sixth chapter. the solution of nonlinear algebraic equation systems is
given by using Adomian decomposition method. It is understood that the obtained
results are agreement with Basic iteration and Newton-Raphson methods.

In the seventh chapter, the numerical results obtained in the sixth chapter are

evaluated.

KEYWORDS: Adomian decomposition method, Adomian polynomials. linear

algebraic equation systems. nonlinear algebraic equation systems.
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GIRIS
Amerikan fizik¢i G. Adomian 1980°li yillarin basinda
u-Nw)=f
seklindeki fonksiyonel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir niimerik yontem

gelistirdi. Burada A, Hilbert uzay1 olmak iizere, N :H — H lineer olmayan bir

operatdr, u € H bilinmeyen bir fonksiyon, f € H bilinen bir fonksiyondur. Adomian
ayrisim yontemi bir fonksiyonel denklemin ¢dziimiinii, 4, Adomian polinomlart

olmak tlizere, terimleri

uy = f
= A,(uy,uy5e5tt,), 120

un+l

seklinde bir iterasyon formiilii yardimiyla hesaplanan

N
u=2u,
n=0

seklinde bir seri olarak bulan bir yontemdir [1,2].

Bu yontem lineer olmayan fonksiyonel denklemler igin analitik ¢dziime hizli
yakinsayan degerler elde edilmesinde giivenilir sonuglar verir. Bu yo6ntemin lineer
olmayan fonksiyonel denklemlerin ¢dziimiine uygulanmasinda
¢ Adomian polinomlarinin hesaplanmasi
e Yontemin farkli fonksiyonel denklemlere nasil uygulanacag:

e Coziim serisinin yakinsaklig
gibi konularda zorluklarla karsilagildi.

Prof. Y. Cherruault, bu yontemin yakinsaklifini inceleyen ve yontemin genel
ilkelerini dogrulayan ilk bilim adamidir. Onun baskanliginda MEDIMAT
laboratuvarinda arkadaglar ile yapmis olduklar1 birgok yayin ve g¢alismalar biiyviik bir
ilgi ¢ekti [3]. Bu laboratuvarda yapilan ¢alismalarda Adomian polinomlarinin
hesaplanmasinda farkli yontemler gelistirildi. Fakat bu yontemler uygulamada pratiklik
saglamadi.

2000 yilinda A. M. Wazwaz herhangi bir formiile ihtiyag duymadan sadece
cebirsel islemler. trigonometrik 6zdeslikler veya Taylor seri agilimimi kullanarak

Adomian polinomlarini hesapladi [4].



Adomian aynisim yontemi i¢in ilk diizeltme A. M. Wazwaz tarafindan yapildi ve
bazi orneklerde Adomian polinomlarini kullanmadan sadece iki itérasyon kullanilarak
¢oziime ulasilabildigi gortildii [S]. Mevecut hesaplamalan gelistirmek veya seri ¢6ziimiin
hizli yakinsamasi igin bazi olgular gelistirildi. Adomian ve R. Rach seri ¢6ziimiiniin itk
iki teriminde ortaya ¢ikan zit igaretli benzer terimler olarak adlandirilan “noise terms”
kavramin gelistirdi [6]. Y. Cherruault ve arkadaglari noise terimleri kullanarak seri
¢Oziimiin hizli yakinsadigini gésterdi.

2001 yilinda A. M. Wazwaz ve S. M. El-Sayed tarafindan ayrisim yontemine
ikinci bir diizeltme yapildi. Bu diizeltilmis ayrisim yOnteminin bazi test edilen
Orneklerde oldukga etkili oldugu ve lineer olmayan denklemler igin Adomian
polinomlarini kullanmadan sadece iki iterasyon kullanarak tam ¢dziimii verdigi goriildii.
Boylece diizeltilmis ayrigim yonteminin bilimsel alanlardaki bir¢ok uygulama igin gliclii
bir gelisme oldugu o6ne siiriildii [7].

2003 yilinda F. Abdelwahi'd,'herhangi bir mertebedeki Adomian polinomlarint
elde etmek igin bir matematiksel bir model gelistirdi. Boylece yiiksek mertebedeki
Adomian polinomlarimt igeren problemlerde biiyiik bir kolaylik sagladi. Bilgisayar
programlar i¢in bu modelin uygunlugunu gosterdi [8].

2004 yilinda E. Babolian ve S. Javadi tiireve ¢ok benzeyen bir operator
tanimlayip Adomian polinomlarini bu operator yardimi ile hesaplad: ve baz1 6rneklerle
bu yontemin diger yontemlerden daha kolay oldugunu gosterdi [9].

2004 yilinda Y. Zhu, Q. Chang, S. Wu, parametrizasyon yardimm ile birgok
nonlineerlik i¢in Adomian polinomlarini elde etti . Bu yéntem Adomian tarafindan
gelistirilen 6nceki metoda gére daha az formiile ihtiya¢ duymaktadir [10].

2004 yilinda E. Babolian, J. Biazar, A. R. Vahidi Adomian ayrigim y&ntemini
lineer denklem sistemine uyguladi ve bu ydntemin Jacobi iterativ ydntemi ile baslangig
degerleri disinda aym oldugunu gosterdi. Yine Adomian ayrisim yontemi lineer
olmayan denklem sistemlerine uygulandi ve yontemin ¢dziim serisine olduk¢a izl bir
sekilde yakinsadigr goriildii [11,12].

Adomian ayrigim yontemi yakin zamanlarda uygulamali matematikte ve
ozellikle seri ¢oziimleri alaninda biiyiik bir ilgi ¢ekmistir. Bu ydntem, adi diferensiyel
denklemlere, kismi diferansiyel denklemlere. integral denklemlere, diferansiyel ve
integral denlem sistemlerine, baslangig ve sinir deger problemlerine ve cebirsel denklem
sistemlerine kolaylikla uygulanabilir. Yoéntem ¢oziimlerde hizli bir yakinsakhik

gosterdigi igin bircok Snemli avantajlara sahiptir.

[£9]



1.BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boslimde, daha sonraki béliimlerde kullanilacak bazi tamim ve teoremler

verildi.

Tanmmm 1.1. i. satir ile j. slitununun kesistigi yerdeki elemani a,olan n satir ve m

stitundan olusan bir matris

a][ al7 alm

a"] ay a’m
A=la;]=) ] :

ay Gy o a/"" nxm

seklinde tanmimlanir ve nxm ye matrisin tipi veya mertebesi denir [13].

Tanim 1.2, Satir ve siitun sayisi ayni olan matrise kare matris denir. » satir ve siitunlu
bir kare matris nxn tipindedir ve bu matrise #n-kare matris denir [14].
Tanmm 1.3. 1x# tipindeki matrislere satir matrisi denir ve 4 ={a,,.4,,,....4,,] seklinde
gosterilir [13].

Tanim 1.4. 7x1tipindeki matrislere siitun matrisi denir ve

a

Ty
A=)

4]

il

seklinde gosterilir [13].

Tanmm 1.5. 4 ve B nxmtipinde iki matris olmak tizere Vi =12....n ve j=12...m
igin a, =b, ise 4 ve Bmatrisleri esittir denir [15].

Tanmm 1.6. 4 ve B nxm tipinde iki matris olmak lizere Vi =12...n ve j=12...m

igin A+B=[a, +b,]toplamina 4 ve B matrislerinin toplami denir [15].

Tanmm 1.7. 4 ve B sirastyla nxm, mx p tipinde iki matris olmak lizere,

n

€y = Za'kb/\:/
k=1

ifadesine 4 ve B matrislerinin ¢arpimi denir ve AB = C seklinde gdsterilir. Burada C

matrisi nx p tipindedir [13].

L2



Tanim 1.8. A € IR olmak lizere A4 =[q,], i=12,.,n, j=12,.,m garpimmna A4
matrisinin A skaleri ile ¢arpimi denir [13].

Tamm 1.9. Biitlin elemanlan sifir olan matrise sifir matrisi denir ve O ile gosterilir
[15].

Tanmm 1.10. Kosegen lizerindeki elemanlar1 1 ve k8segen disindaki elemanlan sifir

olan n-kare matrise birim matris denir ve I, ile g6sterilir [16].

¥

Tanmm 1.11. Kosegen iizerindeki bilesenleri disinda kalan bilesenleri sifir olan
matrislere kosegen matris denir [13].
Tamm 1.12. Her bir satirinda ve her bir siitununda sifirdan farkh tek bir eleman
bulunan ve bu elemani 1 olan bir P kare matrisine Permiitasyon matris denir [16].
Teorem 1.1. 4,B ve C matrisleri nxm tipinde matrisler ve A, € IR olmak tizere
asagidaki esitlikler gecerlidir [13].

i) A+B=B+A4,

iy (A+B)+C=4+(B+C),

iiiy At0=0+A4=4,

iv) A+(-A)=-4A+A4=0,

v) A(A+B)=44+ 1B,

vi) (A+u)A =244+ uA,

vil)  Alpd) = () A,
viiiy 1A= A.
Teorem 1.2, 4, B ve C matrisleri sirasiyla nxm, mxk. kx p tipinde matrisler
olsun. D, mxk tipinde bir matris ve A € IR olmak {izere asagidaki esitlikler gecerlidir
[13].

i) A(BC)=(4B)C,

iiy A(B+ D)= AB+ AD.

iii) A(AB) = (14)B = A(1B).

ivy I,B=Bve BI, =B
Tamim 1.13. 4 ve B n-kare matrisleri igin, 4 B=B 4=1, esitligini saglayan bir B
matrisine 4 matrisinin tersi denir. 4 matrisinin tersi 47'ile gdsterilir ve bir A

matrisinin tersi varsa tektir [14].



Tanmm 1.14. Bir mxn tipindeki 4 matrisinin satirlarinm1 ayni numaral: siitunlari ile yer

degistirmekle elde edilen matrise, 4 matrisinin transpozu denir ve 4 matrisinin
transpozu A' ile gosterilir [15].
Teorem 1.3. 4 ve B toplama ve ¢arpma islemi i¢in uygun matrisler olmak {izere
asagidaki esitlikler gecerlidir [13].
i) (4 =4,

iiy (A+B) =4"+B,

iiiy (AB) =B'A',

) (A7) =(4)"
Tanmm 1.15. 4 n-kare matris ve 4 matrisinin i. satir ve j. siitununun silinmesiyle
elde edilen (n—1)-kare matris M, olsun. 4 matrisinin /. satira gére determinant

det4 = i(—l)’*’aU.MU. ,
=1

veya j. satira gbre determinanti

detd =) (-1)"a,M,,

i=]
seklinde tanimlanir [13].
Teorem 1.4. A n-kare bir matris olmak tizere asagidaki esitlikler gegerlidir [16].

i) A4 matrisinin bir satir1 veya siitunu sifir ise det 4=0 dir.
ii) A. 4 matrisinin iki satinnnin veya iki siitununun yer degistirilmesi ile elde edilen

matris olmak {izere det 4 = —det 4 dur.

iii) A matrisinin iki satir1 veya stitunu aynt ise det 4=0 dir.

iv) A. A matrisinin bir satirinin veya siitununun bir A € IR skaleri ile ¢arpiimasi
ile elde edilmis ise det 4 = Adet A4 dur.

v) A. A matrisinin k. satirin veya siitununun A e IR kati, j. satirma veya

siitununa eklemekle elde edilen matris olmak iizere det 4 = det A dir.
vi) B. nxn tipinde bir matris olmak {izere det 4B = det Adet B dir.
vii) detA' =detA dir.
Tanmm 1.16. Determinant: sifir olan matrise singiiler (tekil), aksi takdirde ise singiiler

olmayan (nonsingiiler) matris denir [16].



< ]a,.

, i=12,..n ve en azindan i nin bir degeri icin bu

i

Tanmm 1.17. i’a,j
J=1
i
esitlik kesin saglaniyorsa 4 matrisine kdsegen dominant matris denir [16].
Teorem 1.5. Kosegen dominant bir 4 matrisi nonsingtilerdir [13].

Tamm 1.18. 4 bir »-kare matris olsun. j > igin a; =0 ise 4 ya alt liggensel matris
ve j<iigin a, =0 ise A4 ya list liggensel matris denir [15].

Teorem 1.6. 4 =][a,], n-kare alt (veya Ust) tiggensel veya kosegen matris ise

detd=]]a,
i=1

dir [13].

Tamm 1.19. mxn tipindeki bir 4 matrisinin »-kare alt matrislerinin en az birinin
determinant: sifirdan farkli ise » sayismma A matrisinin ranki denir [13].

Tamm 1.20. A bir #-kare bir matris olsun. 4' = 4 ise 4 ya simetrik matris denir
[16].

Tanmm 1.21. A4 bir simetrik matris olsun. V.X #0 siitun vektorii igin X'4X >0 ise d

matrisine pozitif taniml1 matris denir [16].

Tanmm 1.22.

a, 4 a,, b,

ay Gy a, s,
[4:B]=|" L

anl anl a

matrisine AX = B sisteminin genisletilmis matrisi denir.
Tanim 1.23. Asagidaki ozellikleri saglayan |||: IR" — IR fonksiyonuna IR"de
vektér normu denir [16].
i) VX elRigin|X]|20,
X

iii) YaelIR ve VX € IR" i¢in “aX” = |a]“X

°

iv) VX.Y e IR igin | X + Y| |X]+|Y].



Tanmm 1.24. X € IR" olmak iizere X vektoriiniin /,, /, ve sonsuz normu

], = 2k

i=1

(5]

1., = maxix,|

seklindedir [16] .
Tanmm 1.25. X, Y € IR" igin X ve Y arasindaki uzaklik

n

|x -1, ={Z(x,~ —y,-)z}mveya |X - Y], = max

lsisn
=1

X, — y,| seklinde tanimlanir [13].

Tamm 1.26. AX = AX esitligini saglayan bir 1 sayis1 ve X #0 vektorli varsa 4 ya

A min 6zdegeri , X e ise bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektdr denir [15].

Tamm 1.27. p(4) = max]i] ya A matrisinin spektral yarigcapi denir. Burada 4. 4 nin
0z degeridir [13].

Teorem 1.7. [R" de {X ‘“} vektor dizisinin X e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

| normuna gore Alimx,k =x, i=12,...n olmasidir [17].
(>

Teorem 1.8. VX e IR" igin |X|, <[X], <+/n|X| dir[13].

Tamm 1.28. Asafidaki sartlari saglayan reel degerli || fonksiyonuna . n- kare

matrisler kiimesinde tanimli matris normu denir [16].
i) |4|=o0,
ii) 4] =0e 4=[0],
iiiy Va eRigin |ed|=|a||4].
) |4+ 8|4 +|B
v) 48] <|4]|8]-

2

Tanmm 1.29. 4. »n- kare matris olmak lizere 4 matrisinin 1- normu, 2- normu ve

SONsuz normu

n
|4, = max Ja

b

|4, = VI . (X, 4'A matrisinin en biyik 5zdegeridir.)

n

4l = max3 Ja]

<
1sisn P



seklindedir [16].
Teorem 1.9. A4, »n-kare matris olmak iizere
) [oaal =,
i) p(4) < | 4] dur [13].
Tamm 1.30. A, n-kare matris olsun. /11_1;191’) A" =0 ise A matrisine yakmsak matris
denir [13].

Teorem 1.10. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) A yakinsak matristir,

AI’I

iy lim|4"[=0,

n—ow

iii) p(4) <1,
iv) Vxigin limA"x =0 dir [13].

o>

Tanmm 1.31. f:Dc IR" — IR ye bir fonksiyon ve x € D olsun. V& >0 sayisi igin
|x —x,| < & oldugunda | f(x)—L|< & olacak sekilde & >0 sayisi varsa x. x, noktasina

yaklagirken L sayisina f fonksiyonunun limitidir denir ve

lim f(x)=1L

seklinde gosterilir [13].

Tanmmm 1.32. f:D c IR” - IR bir fonksiyon ve x, € D olsun. lim f(x) limiti var

ve lim f(x)=7(x)

ise, f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu Vx e D igin
siirekli ise, / fonksiyonuna D tizerinde siireklidir denir. f € C(D) ile gdsterilir [13].
Tanmm 1.33. f:IR" —» IR, i=12...n fonksiyon olmak tizere F:Dc IR" - IR

fonksiyonu
F(X) = (fi(x), [y(x)sees £,(20))

seklinde verilmis olsun.

lim F(X)=L=(.L,..,L,)

XXy

limitinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim f(x)= L,

XX,



olmasidir [13].
Tamm 1.34. F:DcIR" > IR", F(X)=( LX), f5(X)sees £,(x))' seklinde  bir

fonksiyon ve x, € D olsun. lim F(X) limiti var ve

XX,

lim F(X) =F(X,)

ise , F' fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. Eger F fonksiyonu Vx € D igin
stirekli ise, F fonksiyonuna D iizerinde siireklidir denir. F e C(D) ile gosterilir [13].
Tanmm 1.35. f fonksiyonu «noktasini igeren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olmak tizere

serisine f fonksiyonunun « noktas: etrafindaki Taylor Serisi denir [18].
Tanmm 1.36. X, K cismi tUzerinde bir vektdr uzayr olsun. {): XxX > K
doniistimii

DVx,y,ze X igin (x+ y.z) =(x,2) +{(1,2),

iNVx,ye X ve ae K igin {ax,y) = a{x,y),

iiiVx,ye X icin (x,y) = (ﬁ; ’

iv){x.x) 20 .(x.x) =0 < x =0 (8 toplama islemine gére X de birim eleman).
ozelliklerini sagliyorsa () doniistimiine X {izerinde bir i¢ ¢arpim ve ( X ,{)) ikilisine
de bir i¢ ¢arpim uzay1 denir [14].

Tanmm 1.37. X # O ve d: X x X — IR" d6niisiimi

Vx,ye X gind(x.y)=0x=y,

iNVx.ye X igin d(x.y) =d(y,x).
iiiVvx,y,ze X i¢in d(x.y)+d(y,z) 2 d(x,z2).
kosullarint sagliyorsa d ye X lizerinde bir metrik, (X .d) ikilisine de metrik uzay
denir [19].

Tamim 1.38. X bir i¢ carpim uzay1 ve || i¢ ¢arpim normu olsun. d ,

d(x,y) =[x~y = (x~p.x =)

seklinde tammlanirsa (X .d') bir metrik uzay olur. I¢ ¢arpim normu ile tanimlanan bu

|

d metrigine gére X i¢ ¢arpim uzayi tam ise X e Hilbert uzayi denir [19].



Tanmm 1.39. F:DcIR" > IR", F(X)=(£(X),/r(X)s... [, (X)) fonksiyonu i¢in

(o) h(X) | A ]

ox, ox, ox,
ohX) oHh(&X) | hHE)
J(X)=1 oy, ox, o

n
.

FX) HD | HD
Ox, ox, ox

Es "

matrisine F fonksiyonunun Jacobian matrisi denir [20].
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2. BOLUM
LINEER CEBIiRSEL DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU
n . mertebeden bir lineer cebirsel denklem sistemi genel olarak
a, X, +apx, +...+a,x, = b

Ay X, + apX, +...+ay,x, = b,

2.hH

AuX, +a,%, +..+a,x,=b,

nrtTn

seklindedir. Bu denklem sisteminin i. denklemi E, olmak iizere

E:ax+..+a,

i i=1

X_ +aux +a,

i+l

X, +..tax,=b, i=12..n

i+l nn

seklinde veya 4 katsayilar matrisi, X bilinmeyenler vektoriive B de sabitler vektdrii
olmak iizere

AX =B
seklinde matris formunda yazilabilir. B=0 ise sisteme "homojen lineer denklem
sistemi" denir. Bir homojen denklem sisteminde tiim bilinmeyenlerin sifir oldugu bir
¢Ozlim her zaman vardir ve bu ¢ozlime "agikar ¢éziim" denir. Asikar ¢6ziim disinda
¢Oziimler de olabilir. B #0 ise sisteme "homojen olmayan lineer denklem sistemi"
denir. Homojen olmayan bir lineer denklem sisteminde bir tek ¢dziim olabilir, sonsuz
¢dzlim olabilir veya ¢6ziim olmayabilir, Bir ya da birden ¢ok ¢6ziim olmasi halinde
sisteme "tutarli" aksi halde "tutarsiz" denir [18].

Homojen olmayan bir lineer denklem sistemindeki her bir denklem. Oklid
uzayinda bir dogru belirttiginden bayle bir sistemin ¢6ziimii ile sistemdeki denklemlere
karsilik gelen dogrularin ortak noktalarinin bulunmasi anlasilir. Halbuki iki veya daha
¢ok sayidaki dogru ya bir noktada kesisirler, ya ¢akisiktirlar ya da kesismezler [15].

Homojen olmayan lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerine ait bazi bilgiler
asagidaki gibi 6zetlenebilir:
® n bilinmeyenli » tane denklemden olusan (2.1) sisteminded ve [A4:B]
matrislerinin ranklar1 ayni ise sistem tutarhidir.
® (2.1) sisteminin tek bir ¢dzlimiiniin olmasi igin katsayilar matrisinin rankinin »
olmasi gerekir. Yani det A#0 olmalidur.

o Tutarli bir AX =B sisteminde rank r olmak lizere r < n ise bilinmeyenlerden (n-r)

tanesine keyfl degerler vermek suretiyle geriye kalan » tane bilinmeyen igin ¢oziim

elde edilebilir.
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Homojen lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiine ait bilgileri ise asagidaki gibi
Ozetlenebilir:

e Homojen bir sistemde sistemin ranki,[4:0] genisletilmis matrisinin rankma esit

olacagindan homojen sistemler daima tutarlidir. X=0 boyle sistemler i¢in her zaman
bir ¢6ziimdiir.

e Homojen sistemlerde, sifirdan farkli en az bir ¢6ziimiin olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart, A matrisinin rankinin » den kiigiik olmasidir. # bilinmeyenli » denklemden
olusan homojen bir sistemde, sifirdan farkli en az bir ¢6ziimiin olabilmesi igin gerek ve
yeter sart det 4 =0 olmasidir [18].

Bu bolimde det4#0 olmak tizere homojen olmayan denklem sistemlerinin
¢ozlimlerinde kullanilan ydntemler incelenecektir. Bu yoéntemler direkt ve iterativ
yontemler olmak tizere iki gruba ayrilir,

A) Direkt Yontemler
1) Cramer yontemi
2) Eliminasyon Yontemleri
a) Gauss YOntemi
b) Gauss-Jordan Yontemi
3) LU Ayrisim Yontemleri
a) Doolittle Y6ntemi
b) Crout Yontemi
¢) Cholesky Yontemi
B) iterativ Yontemler
1) Sabit Yontemler
a) Jacobi iterativ Yontemi
-b) Gauss-Seidel Yontemi
¢) SOR Y6ntemi
2) Krylov Altuzay Yontemler
a) Conjugate Gradient(CG) Yontemi
b) Conjugate Residual(CR) Yontemi
¢) Generalised Conjugate Residual(GCR) Yontemi
d) Orthogonal Minimisation(orthomin) Yéntemi
e) Biconjugate Gradient (BCG) Yontemi
) Conjugate Gradient Squared (CGS) Yo6ntemi

12



2.1. Direkt Yontemler

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinde ¢ok sik kullanilan ve sonucu sabit bir
adim sayisinda veren yontemlerdir.
2.1.1 Cramer Yontemi

(2.1) ile verilen lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinantinin
sifirdan farkli olmasi halinde kullanilan en eski yéntemlerden birisidir. Bu ydntemde
determinantlar kullanilarak ¢6ziim elde edilir. Katsayilar matrisinin determinantt D ve
katsayilar matrisinde /. siitun yerine B sabitler vektoriiniin yazilmasiyla elde edilen

matrisin determinantt D, olmak {izere (2.1) denklem sisteminin ¢dziimi

2 ="n

seklinde bulunur [15].

Cramer yontemi denklem sisteminin kiiglik boyutlu olmas: halinde iyi sonuglar
veren bir analitik ¢6ziim yOntemi olmasina ragmen sistemin boyutlar1 biiylidiigiinde
hesaplanacak determinantlarin da boyutlar1 biiyiiyeceginden pratik bir yéntem olmaktan
cikar [15].

Ornek 2.1.1.  3x,— x, +2x, =12
X +2x, +3x; =11
2%, =2x,— x;=2

denklem sisteminin Cramer yoéntemi ile ¢6ziimii:

3 -1 2
Céziim: D=1 2 3/=-7#0
2 -2 -1

oldugundan sistemin bir tek ¢6z{imii vardr.

12 -1 2 3 12 2 3 -1 12
11 2 3 1 11 3 1 2 1
2 -2 -1 2 2 -1 2 -2 2

olup sistemin ¢dziimii (x,,x,,x;) = (3.1.-2) olarak bulunur.



2.1.2 Eliminasyon Yontemleri

Bu yontemler elemanter satir islemlerini kullanarak denklem sistemini daha basit
bir forma indirgeyerek ¢Ozmeyi amaglayan yontemlerdir. (2.1) ile verilen denklem
sisteminde, elemanter islem olarak bilinen ve bir lineer denklem sistemini ayni ¢6ziime
sahip olan fakat daha basit bir sisteme indirgeyen {i¢ tip elemanter islemden s6z

edilebilir. Bunlar:

i) E, denklemi sifirdan farkli bir A4 sayisiile garpilarak elde edilen sonug, E, yerine
kullanilabilir. Bu islem (E,) — (AE,) olarak tanimlanur.
it) E,denklemi herhangi bir A ile ¢arpilip, E; denklemi ile toplamir ve bulunan sonug
E, yerine kullanilabilir. Bu iglem (E;) — (E, + AE) olarak tanimlanur.

iii) E,ile E; denklemleri yer degistirebilir. Bu islem (E;)«<>(E;) olarak tammlanir [16].

2.1.2.1. Gauss Eliminasyon Yoéntemi

Direkt yontemlerin iginde denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilan en
Onemli yontemlerden biridir. AX = B denklem sistemi elemanter satir islemleri ile U {ist
liggensel matris olmak lizere UX = G sistemine donistiiriiliir ve son satirdan itibaren
geri yerine koymak suretiyle bilinmeyenler elde edilir. Verilen denklem sisteminin birinci
denkleminde x, in katsayis1 a,,#0 ise birinci denklem pivot denklem olarak segilir ve
bu denklem yardimiyla ikinci denklemden » . denkleme kadar x, bilinmeyeni yok edilir.
Bunun igin pivot denklem m, =a,/a, , i=2,.., n sayilan ile sirastyla ¢arpilarak i.

denklemden ¢ikarilip /. denklemde yazilir. Bu islem E — E —m,E, seklinde ifade

edilebilir. Yani

e N (S N | B T
a” =a,’ —ma,;’ i,j=23...n

2 .
B =" —m " i =23u.n

olur. Bu durumda A" X = B sistemi

ay G G;... 4y, X, b,
(M M (n (h

0 ay ay... a5, | | % _ b,
(h (n (h (h

O anZ an3 e alm x” bn

seklindedir.
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Ikinci adimda, ikinci denklemin kdsegen iizerindeki elemam yani ai) #0 ise

ikinci denklem pivot denklem olarak segilir ve bu denklem yardimiyla iiglincii

denklemden n. denkleme kadar x, bilinmeyenleri yok edilir. Bunun i¢in pivot denklem
m, =a?y/a) sayilan ile sirasiyla garpilarak i. denklemden ¢ikarilir ve i. denklemde
yerine yazilir. Bunu E; — E, — m,,E, seklinde ifade edebiliriz. Yani,

3) _ (2) _ (2) ;7 —
a;’ =a; —mya,; i,j=34,..,n

3 2 2 .
b’.( ) = b[( )_mizbé ) 1= 3,4,...,}'2

olur. O zaman A?X =B? sistemi

ay G A3 . Gy | |5 b,
1 1 i M
0 4 &Y ... &)l |x B
) 2) _ (2)
0 0 aﬂ e @) | x| = | b
(2) ) (2)
L 0 0 a113 M alm B _xn_ _b" .

seklini alir. Bu sekilde devam ederek (#-1). adimdan sonra

ay dn G ... 4, Xy b,

0 4 da ... a X, by
(2) (2) _|

0 0 ai ... a, x| =| b

0 0 0 .. d""|lx p" "

A"V Y = B elde edilir. U = 4" ve G = B" Volsun. UX = G lineer denklem

sisteminin katsayilar matrisi st {iggensel matristir ve ¢6ziim.

xk——(gk Zuk,x,) k=n-1, n-2,...2,1

U, k4l

seklinde kolayca elde edilir [21].



Ornek 2.1.2. X +2x,+ x;, =0
2x,4+2x, +3x, =3
-x, -3 x, =0
denklem sisteminin Gauss-eleme yontemi ile ¢6ziimii:
Cozim: 1.Adm: m,=a,/q,, =23
my =a,/a,=2/1=2=E, > E, -2F,
my, =ay/a,=-1/1=-1=>E, > E, + E|
elemanter satir islemleri uygulanirsa
X +2x,+x,=0
—-2x,+x, =3

- X, +x,=2
denklem sistemi elde edilir.
2.Adm: m, =a,/a,, ,i=3
my, =ay,/a, =1/2= E, > E,—my,E, = E,—1/2F,
elemanter satir islemi uygulanirsa

X +2x,+x,=0

-2x,+x,=3
L
277 2

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi {ist {iggensel
matristir, dolayisiyla ¢6ziim kolayca elde edilir.

1 1
—X, == = Xx; =1
2 7 2 )

olarak bulunur. Bu ikinci denklemde yerine yazilirsa

2x,+tx,=3 = 2x,71=3 = 2x,72 = x, =-1

olup x, ve x, bilinmeyenleri birinci denklemde yerine yazilirsa
+H2x,+x,=0 = x+2(-1)+1=0 = x=I1

olarak bulunur. O halde sistemin ¢6ziimii (x,, x,.x;) = (1,-1,1) bulunur [21].
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Eliminasyon y&nteminin her adiminda pivot denklemin esas kdsegeni tizerindeki
elemaninin yani aiy’ #0 oldugu kabul edildi. Bu varsayimdan hareket ederek eliminasyon

yonteminin her adimina baglarken pivot elemanin sifirdan farkli bir eleman olmasi i¢in
gerekirse denklemlerin yerleri degistirilebilir. Fakat tam ¢6ziimii elde etmek icin sadece
pivot elemanin sifirdan farkhh olmasi yeterli degildir. Aym zamanda pivot elemanin
mutlak degerce diger elemanlardan gok kiiciik olmasi da tam ¢6ziimden uzaklagiimasina

sebep olur. Bu durumda kismi veya tam pivotlama yapilarak ¢6ziim bulunabilir [21].

i) Kismi Pivotlama: Sadece pivot elemanin biiyiik yapiimasi durumudur.

(k)

ii)y Tam Pivotlama: a;’ elemanlarimin tamaminin mutlak degerce en biiyiigiiniin

secilmesidir

Ornek 2.1.3. 0.729x, +0.81x, + 0.9x, = 0.6867

x+ x,+ x;=0.8338

1.331x,+ 1.21 x,+1.1 x;= 1.0000

sisteminin Gauss eleme ydntemi ile ¢6ziimii:
Coziim: Pivotlama yapmadan Gauss eleme yontemi uygulanirsa
1.Adim: m,=a,la,, i=23

my =ay/a, =1/0.729=1372 = E, > E, -1.372F,

my, =ay /a;, =1.331/0.729 =1.826 = E, — E, - 1.826E,
olup sistem

0.729x, +0.81x,+ 0.9x, = 0.6867
~0.1110x, — 0.235x, = —0.1084
~0.2690x, — 0.543x, = —0.254

seklinde olur.
2.Adim: my,=a,la,, i=3

My, = ay,/ a,, =—0.2690/-0.1110 =2.423 = E, — E, -2.423E,
oldugundan denklem sistemi,

0.729x, +0.81x, + 09x, = 0.6867
~0.1110x, —0.235x, =—0.1084
0.0264 x,= 0.0087
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seklinde olup fi¢lincli denklemden x,=0.3295 bulunur bu ikinci denklemde yerine

yazilirsa x,=0.2790 bulunur, x,ve x; ilk denklemde yerine yazilirsa x,=0.2252 olarak

bulunur.
Sistem kismi pivotlama yapilarak Gauss eleme y6ntemi ile ¢oziiliirse:
1.Adim: E, < E; yazilip ¢6ziime baglanirsa
1.331x, +1.21x, +1.1x; = 1.0000
x+ x+ x=-01084
x, = 0.0087
olur.

m,=a,la,, i=23
my, =a,/a,=1/1331=0.7513 = E, > E, -0.7513E,
my, = ay /a, =0.729/1.331=0.5477 = E, > E, - 0.5477E,

elemanter satir islemleri ile verilen denklem sistemi

1.331x, +121x,+  L.Ix, =1.0000
0.0909x, +0.1736x, = 0.0825
0.1473x, +0.2975x, = 0.1390

seklinde elde edilir.
2.Adim: E, & E, yapilirsa

1331y, +121x,+  1.1x, =1.0000
0.1473x, +0.2975x, = 0.1390
0.0909x, +0.1736x, = 0.0825

olur.

m, =a,/a, =0.9090/0.1473 =0.6171 = E; - E, -0.6171E,
elemanter satir islemleri ile denklem sistemi

1331x, +121x,+  LIx,= 1.0000
0.1473x, +0.2975x, =  0.1390
~  0.0lx, = —0.00328

seklinde elde edilir. Ugtincti denklemden x,=0.3280 bulunur bu ikinci denklemde yerine
yazilirsa x,=0.2812 , x, ve x, ilk denklemde yerine yazilirsa x,=0.2246 olarak

bulunur.
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Sistem tam pivotlama yapilarak Gauss eleme yontemi ile ¢oziiliirse:
1.Adim: E, & E; yazilip ¢6ziime baslanirsa
1.331 x, +1.21 x, +1.1x, =1.0000
x+ x4+ x,=08338
0.729x, + 0.81 x, + 0.9x, = 0.6867
olur.

m,=a,la,, =23
m, =a,/a, =1/1.331=0.7513 = E, —» E, -0.7513E,
m,, =a,/a, =0.729/1.331=0.5477 = E, > E, - 0.5477E,

elemanter satir islemleri ile verilen denklem sistemi

1.331x, +121x,+  1.1x, =1.0000
0.0909x, +0.1736x, = 0.0825
0.1473x, +0.2975x, = 0.1390

seklinde elde edilir.

2.Adim: E, & E,ve D, <> D, yapilirsa sistem

1331+ Llg+  1.21x, =1.0000
0.2975x,+ 0.1473x, = 0.1390
0.1736x,+ 0.0909x, = 0.0825

seklinde olur. m, =a,/a,,, i=3 i¢in E, > E,—myFE, yapilarak islemler
tamamlanirsa x,=0.22455, x,=0.281345, x, =0.3279 sonuglar1 elde edilir.

Asagidaki tabloda Gauss eleme (GE). Kismi Pivotlama ile Gauss eleme
(KPGE), Tam Pivotlama ile Gauss eleme (TPGE) y6ntemlerinden elde edilen sonuglar

verildi.

Tablo 2.1. Ornek 2.1.3 icin Gauss eleme. kismi pivotlama ve tam pivotlama ile elde

edilen sonuglar

GE KPGE TPGE Tam Czim
x, 02252 0.2246 0.2245 0.2245
x, 02790 0.2812 0.2813 0.2814
x, 03295 0.3280 0.3279 0.3279

Gauss-Eliminasyon siirecinin pivotlama yapmadan gergeklesmesi igin 4 katsayilar

matrisinin kosegen iizerindeki elemanlarinin sifirdan farkli olmasi gerekir. Bu sartin
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saglanip saglanmadif1 eliminasyon siireci iginde belli olur. Fakat daha isleme
baglamadan eliminasyon siirecinin ¢aligip ¢aligmayacagimi veya hangi formda
(pivotlamal1 veya pivotlamasiz) ¢alisacagim bilmek biiylik 6nem tasir. Asagidaki dzel
durumlarda Gauss-Eliminasyon siireci pivotlamaya ihtiya¢ duyulmadan gergeklesebilir
[16].

e A katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tanimlidir.

e A Kkatsayilar matrisi kdsegen dominanttir .

2.1.2.2. Gauss —Jordan Yontemi

Bu yontem pivotlama iglemini igermesi bakimindan eliminasyon y®&ntemine
benzemektedir. Eliminasyon yonteminden farkli olarak bu y&ntemde bir takim uygun
elemanter satir islemlerinin kullanimi ile kosegen iizerindeki ve kosegen altindaki
bilinmeyenler yok edilerek sistem kdsegen sisteme doniistiiriiliir. Bu doniistiirme islemi
Gauss eleme yontemine benzer sekilde yapilir. Eliminasyonun & . adiminda pivot eleman

Gauss eleme yontemindeki gibi segilir ve

k1) _ (k) /)
a, " =a,
k41 Kk .
bV =b7ay’  j=k...n

tanimlanir  ve k. denklemin alt ve istlindeki denklemlerden x, bilinmeyeni yok

edilir. Daha sonra

(k+1)
i

k 3% kip k=l ; j j
b,( = b,( ) _a/(k )b/[\»lk ' J= k,....n. i=l..,n, i#k

(ky (k=1
k ak/

a*" =da -a
icin tanimlanirsa [A4 : B] yapist [1 : B"'] ye doniisiir ve boylece yukaridaki eliminasyon
X=B" seklinde tamamlanmis olur.
Ornek 2.1.4. X +2x, +4x; =11

4x, — X+ x;=8

2%, +5x, +2x, =3
denklem sisteminin Gauss-Jordan yontemi ile ¢dziimii:

Coziim: 1.Adm: m,=a,/a,, i=23

m, =dyla, =4/1=4=FE, > E,-4E,
my, =a,/a,=2/1=2=E, - E, -2E

olduguna gore denklem sistemi



X +2x, +4x; = 11
-9x, —15x, =36
—Xx,— 6x,=-19
olur.
2.Adm: m, =a,/a,, i=13.
my, =a,la,=2/-9= E — E +2/9E,
My, =ay,/ayy =1/-9= E, - E, +1/9E,
olup denklem sistemi

2

x + ~3—Jc3 =3
-9x, — 15x, =-36
——gxz =-23
3

seklinde bulunur.
3Adm: m,=a,/a,, i=12

my=a,la, =-2/23= E — E, +2/23E,
My, = Ayl ay, =45/23 = E, — E, —45/23E,

elemanter satir islemleri uygulanirsa,

x+ Ox,+ Oxy =1
Ox, —9x,+ 0x;=9

o]
~

0x, +Ox, — %J—x3 =-23

denklem sistemi elde edilir ve ¢6ziimx, =1 , x, =-1, x,=3 olarak bulunur.

Gauss- Jordan yontemi, A katsayilar matrisinin kdsegen tizerindeki elemanlan

sifirdan farkli oldugu durumlarda ¢aligir [13].

2.1.3. LU Ayristirma Yéntemleri

LU aynristirma yéntemleri, katsayilar matrisinin, bir alt ti¢gensel matris ile bir

ist tiggensel matrisin ¢arpimi olarak yazilabilmesi esasina dayanmaktadir [13].

LU ayrisim yontemleri katsayilar matrisi ayni fakat lineer denklem sistemlerinin

sag tarafindaki sabitler vektorii farkli olan birden fazla lineer denklem sistemleri i¢in

¢oziimler elde edilmek istendiginde oldukea pratik bir yontemdir.
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AX =B denklem sisteminde, 4 katsayilar matrisinin st {iggensel matrisi U
ve alt iicgensel matrisi L olmak {izere 4= LU seklinde yazilabilirse AX =B yerine
LUX = B yazlabilir. Bu esitlikte UX =Y olarak alinirsa denklem sistemi LY = B
Once LY =B denkleminden Y

bilinmeyenleri daha sonra da geri yerine koyma yontemi ile UX =Y denkleminden X

halini alir. ileri yerine koyma ydéntemiyle
bilinmeyenleri elde edilir [22].

Teorem 2.1. A Kkatsayilar matrisi singiiler olmayan, U ve L ise (2.2) deki gibi
belirlenmis matrisler olmak {izere eliminasyon siireci pivotlama yap11maks1zm
gerceklesmis ise bu durumda LU =4 olur [16].
2.1.3.1. Doolittle Yontemi

Doolittle yonteminde A katsayilar matrisi

T T eer 0]
ay Gy a, 1 0 0 0 juy, uy uy U,
Ay Ay o a, Ly 1.0 - 0 0 uy uy Uy,
a3 Uy Uy a, | =L L, 1 -0 0 0 uy Uz, 2.2
Lanl anl dy a/m a __lnl lul 1113 te 1_ L O 0 0 ot unu _
b ) N

seklinde alt ve iist icgensel iki matrisin ¢arpimi olarak yazilir [23].

Ornek 2.1.5. X +x + x, = 4
2x+x,- X+ x, =1
3, —x,—x;+ 2x,=-3
-x +2x,+3x%, - x,= 4

denklem sisteminin Doolittle ydntemi ile ¢6ziimii:

Coziim:
1 1 0 3 1 0 0 Ofu, wu, u; u,
A 2 1 -1 1} |l 0 0} |0 uy uy uy
3 -1 -1 2 Iy, Iy 0110 0 uypy uy
-1 2 3 -1 Iy 1y Iy 1110 0 0wy,
u, i, U Uy,
syl +uy, Uyl + Uy Upylyy + sy
tyly  tply Funly gl gl s, Uylyy +tiylyy + 10y,
uply ol tuply gy Fuly gl gy gl Yugly oy,
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olup matrislerin esitligi tanimina gére

u, =1 u,=1 ;=0 =3
U, 11=2 U, bhitu,,=1 Uy Intu,,=-1 Uy byt =1
U, 131=3 U, I3+ Uy, l=-1 U, 131+u23 l32+u33=-1 u|4l31+u24 l32+u34 =2
u“l41 =] U, Int+ U,y 145=2 U, l41+u23 l4+ Usy l43=3 Uy 141"9‘1424 I+ Uy, I+ uy,, =1

esitlikleri yazilabilir ve bu esitliklerden L ve U matrisleri

1 0 00 1 1 0 3
2 1 00 0 -1 -1 -5
=l 4 10l ™Yo 0 3 13
-1 -3 0 1 0 0 0 -13
seklinde elde edilir. LY = B denklem sistemi
1 0 0 0][y 4
2 1 0 0f|y| |1
34 1 0|ly| |-3
-1 =3 0 1]y, 4

seklinde olduguna gore y, =4, y,=-7. y, =13, y, =-13 olarak bulunur.

UX =Y denklem sisteminden

11 0 37Tx 4
0 -1 -1 =5||x,| |-7
0 0 3 13 ||x| |13
0 0 0 -13||x| [-13

x=-1, x,=2, x =0, x,=1olarak bulunur.

Teorem 2.2. nxn tipinde singiiler olmayan herhangi bir 4 matrisi

PA=LU
seklinde pargalanabilir. Burada P permiitasyon matris, L ve U (2.2) deki gibi
matrislerdir [16].

2.1.3.2. Crout Yontemi

Crout yonteminde A katsayilar matrisi



a, a, a; a, Ly 0 0 0111 uy wuy U,
Gy Gy A4y a, Ly I, 0 0 1 uy, Uy,
ay; Gy Oy a, | =L Ly L 010 O 1 U,
_anl anZ an3 o ann i _Inl ln?. ln3 o lnn N _O 0 0 1 R
M ) M

seklinde alt ve tist liggensel matrislerin ¢arpimi olarak yazilir [22].

Ornek 2.1.6. 2%, +4x,— x,=-5

X = X,—3x;,=-9

4+ x, +2x,= 9
denklemtsisteminin Crout yontemi ile ¢6ziimii:

2 4 1] [4, 0 O1[1 u, us

Coziim: A=|1 1 =3|=|L, I, 0 1 uy
4 1 2 _13, I, 1,110 0 1
—ln uply, udy,

=0 uply +1, Upsly, +tyly,

Ly uply +ly  uly +uyly, +1;

matris esitligi tanimina gére.

111=2 11,211124 U3 111:-1
=1 Uy by +Hn=1 Uy b+ Uy =3
13;=4 Uy [51+3=1 U, 13[‘*‘1123 l3ot+l33=2

esitlikleri yazilabilir. Bu durumda L ve U matrisleri .

2 0 0 1 2 -1/2
L=[1 -1 0 U=]0 1 5/2
4 -7 43/2 00 1
olarak bulunur. LY = B denklem sistemi.
2 0 0 52 -5
1 -1 0 Y| =1-9

4 =7 43/2| |y 9

olduguna gore y,=-5/2, y,=13/2, y,=3  olarak bulunur.UX =Y denklem

sistemi.



12 -2 [x] [-5/2
01 5/2||x|=]|13/2
00 1 ||x 3

olduguna gére x, =1, x,=-1, x, =3 olarak bulunur.

2.1.3.3. Cholesky Yontemi

A katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tammh olsun. Bu yéntemde U =L

olmak tizere A = LL seklinde yazilir. Yani A katsayilar matrisi

a, 4, a3 - 4, Ly 0 0 - O Ly L nl
Ay Gy Gy 0 Oy, Ly In 0 0110 Iy Iy L
= ves cee I
ay Gy Oy oot Oy, Ly Ly I 0110 0 I Ly (2.3)
_anl anl anS ann Llnl ln?. l n3 l nn | L 0 O O l/m B
A 1. !

olacak sekilde alt ticgensel L matrisi ile L matrisinin transpozunun carpimina esittir
[21].
Ornek 2.1.7. 4x, - x, + X, = 1

-x, +4.25x, 4+ 2.75x, = -1

x+2.75x,+ 3.5x;,=0

denklem sisteminin Cholesky yontemi ile ¢dziimii:

Coziim: A matrisi simetrik pozitif tanimh oldugundan

lll 0 O lll 121 13]
L=l I, 0|, UsI=|0 1, L,
131 132 133 0 O 133

olmak iizere katsayilar matrisi

4 -1 1 L, 0 074, L, I
A=|-1 425 275|=|l, &, 0[O0 L, I,
1 275 35| |, L, L]0 o0 I,
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1121 I I,
=1l 1221 +1222 Ly + Lyl
Ll Ly +1h, 1321 +1322 '*‘1323

seklinde yazilir. Tanmim 1.9 dan

1121 = 4 hily =-1 Ly =1
Lb,=-1 LB+ =425 Ll +l,l,=275
L= 1 Ll +lhl, =275 L+ +1;, =35
esitlikleri yazilabilir ve bu esitliklerden L ,U matrisleri
2 0 0 2 -1/2 1/2
L=|-1/2 2 0|, U=L=|0 2 3/2
/2 3/2 1 0 O 1

seklinde elde edilir. LY = B denklem sistemi,

2 0 0|y 1
=172 2 0] |y|=]|-1
1/2 3/2 1} |y, 0

seklinde yazilirsa ¢oziim y, =1/2, y,=-3/8, y, =5/16 olarak elde edilir.

UX = ' X =Y denklem sistemi

2 -1/2 2] [x 172
0 2 3/2||x,|=|-3/8
0 0 1 ||x]| |5/16

seklinde yazilarak ¢Ozlim x, =17/256, x,=-27/64. x;=35/16 olarak

bulunur.

Teorem 2.3. Simetrik ve pozitif tanimh herhangi bir 4 matrisi
A=LL
bi¢iminde pargalanabilir. Burada L (2.3) deki gibi bir matristir [16].
2.2. Iterativ Yontemler
2.2.1. Sabit Yontemler
fterativ yontemler, AX =B sistemini T . nxn tipinde bir matris ve C sabit bir

vektor olmak iizere X =T X+C esdeger sistemine doniistiiren yontemlerdir. X'©
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baslangi¢ degeri secildikten sonra V £=1,2,3,... igin X =7X +C denklemi ¢dziilerek
yaklagik ¢6ziim igin bir vekt6r dizisi olusturulur.

Iterativ yontemler genellikle elemanlarimin ¢ogu sifir olan yiiksek boyutlu
denklem sistemlerinin ¢dziimiinde, hem bilgisayar hafizasim az kullanmasi hem de
hesaplama siiresinin kisa olmasi bakimindan tercih edilen yéntemlerdir.

AX =B denklem sisteminde X =TX +C seklinde bir vektdr sistemi olugturmak
icin A matrisinin kosegeni tizerindeki elemanlar1 sifirdan farkli olmalidir. Bu sart

saglandiktan sonra T ve C yi elde etmek igin birinci denklemden x,, ikinci denklemden
x, ve benzer sekilde ». denklemden x, ¢ozilliir . Yani (2.1) ile verilen sistemin

kosegeni tizerindeki elemanlar: sifirdan farkl ise

1
X, =— (b-a,%,-a3%;-... -4, X,)
ap
1
PES (by -ty X, - Ay Xy -y, X)) 2.4
ay,
-1
X, = ( = Xy -anlxl-”’-an.n—lxu—l)
ann
ve bu sistemin /. denklemi
A
X = a— ~—(ax +..+a, x_+a, X, +..+ a,x,)

i "

seklinde yazilabilir. Bu durumda T ve C

o % L~ ]
a, a, a,

-y 0o .. a,, b,
r= ay ay | V€ C= ayy
a,, a, | | Q|

olarak elde edilir [21].



2.2.1.1. Jacobi iterativ Yontemi

(2.4) denklem sisteminin

(m+1) __ 1 (m) (m) (o)
X =—(0 —apx%;" = apx" = —a,x,")
apn
(m+1) __ 1 (m) () (m)
X" = (b —ay X" —ayx" ==y, X,")
s
(m+l) __ 1 (m) () (m)
xn - (bn - anlxl - anlxz -t an,n—]xn )

n

seklinde yazilarak ¢6ziimii bulmay1 amaclayan bir yontemdir ve

ya

1 z .
X" = — (b, —Za XY i=12,....n
a, J=t
Ji
seklinde veya matris formunda

X(md) - TX(m) +C

seklinde yazilabilir. Bu yontemde baslangic degeri X'” =0 segilerek islemlere baglanir

ve her bir m=0,12,.. icin (X", X2, X..) degerleri sirasi ile elde edilir. Bu
yontemde bir dnceki adimda elde edilen degerler bir sonraki adimda kullanilarak ¢dziime
gidilmektedir [22].
Ornek 2.2.1. 2x- X = 1
-x+2x,- X, = 2
-x,F2x,- x,= 3
-x;+H2x,= 4
sisteminin Jacobi iterativ yontemi ile ¢6ziimii:
Coziim: Bu denklem sisteminin tam ¢oziimii x,=4, x,=7, x,=8, x,=6 dir. Verilen
denklem sisteminden

1
x]=.;_(1+x2), 6=t @rxix) x3=—;—(3+x2+x4), x=5 (e

[\®]

yazilir ve bu denklemlerden



1
xl(m+l) (l+x;m))
2
1
x(m+l) 2 (2 + x(m) + xgm))

, m=0]12,. (2.5)
20 = ~G+ ™ 4 xmy

1
x(m+l) (4+x}m))

iterasyon denklemleri elde edilir. Baslangig degerleri x = x{” = x{” = x{” =0 olarak

alindiginda,

x= ; (I+x”) = 0.500000
Xy = ; (2+x‘°’+x§°)) 1.000000
x= % (3+x37+x4”)=1.500000

= — (4+ #")  =2.000000

elde edilir. m=1 icin yapilacak iterasyonda bu yeni degerler kullanilmaktadir. Bu
sekilde devam edilerek elde edilen sonuglar Tablo 2.2 de verildi.

Tablo 2.2. Ornek 2.2.1 i¢in Jacobi iterativ yontemi ile elde edilen sonuglar

cm) (m) () {(m) (m)

m x| x$ x; Xy “‘c - x""'””
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -

1 0.500000 1.000000 1.500000 2.000000 1.5

2 1.000000  2.000000 3.000000 2.750000 1.8

3 1.500000  3.000000 3.875000 3.500000 8x 10!
4 2.000000  3.690000 4.750000 3.940000 6.8x10™
67 3.999997  6.999994 7.999995 5.999997 3.2x10°
68 3.999997  6.999996 7.999996 5.999997 2.0x10®
69 3.999998  6.999997 7.999996 5.999998 1.0x10®
70 3.999999  6.999998 7.999997 5.999998 1.0x10°®

. . L 10 b4 N
Teorem 2.4. X" =TX" 4+C iterasyon siirecinin keyfi X'”' ve C igin yakinsak

olmasi ancak ve ancak 7 matrisinin biitiin 6zdegerlerinin modiilce 1 den kiiglik olmasina
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baglidir. Bunun i¢in de 7 matrisinin asagidaki sekilde tanimlanan normlarinin 1 den

kii¢iik olmas1 gerekir. Buna gore
Yl<1  1<j<n
i=1

n
20
Jj=1

<1, 1<ign veya

olmalidir [13].

2.2.1.2.Gauss-Seidel Yontemi

Jacobi yontemini biraz daha hizlandirmak igin gelistirilmis bir yontemdir. (2.4)

denklem sistemini

(mr+1}y 1 (m) (m) {m}
X =—( —a,x," —a %" = —ayx,
a;,
(m+1) __ 1 (m+1) () (m)
Xy =e—(by —ay X, Xy =y, )
Uy
(m+1) _ 1 (m+1) (m+l} . (m+1)
xn - (bn pr nlxl —anlxl - an,n—lxn

seklinde  diizenleyip ¢6zimii bu iterasyon {izerinden yapmayr amaglayan bir
yontemdir. Bu yontem Jacobi yonteminden farkli olarak bir 6nce buldugu degeri bir
sonraki degeri bulurken kullanir. Jacobi ydnteminde oldugu gibi katsayilar matrisinin
esas kosegeni tizerindeki elemanlar sifirdan farkli olursa bu yontem uygulanabilir.

Yukarida verilen iterasyon genel olarak

i-1 2]
(m+1y __ 1 (m+1) (m) P
X, —a—(b,—ZaU.x_,. - E ax;" ), i=12..n
j J=1

i J=r+l

seklinde yazilabilir. Yine baslangig degerleri X'”=0 baslangic degeri ile islemlere

!

baslanarak her bir m = 0,1.2.... i¢in (X", X, X¥...) degerleri sirasi ile elde edilir.



Yontemin sonuca yakinsamasi igin Jacobi iterativ yonteminde oldugu gibi T
matrisinin biitiin 6zdegerlerinin 1 den kiigiik olmasi veya normlarmin 1 den kiigiik olmas:
gerekir [13]. '

Ornek 2.2.2. 2.2.1. 6rneginin Gauss-Seidel yontemi ile ¢oziimii:.

Coziim: Bunun i¢in denklemleri Gauss-Seidel yontemi ile ¢dziilecek sekilde diizenlersek

xl(m+l) = _;_(1 +x;m))

1
x:(zm+]) - 5(2 + xl(nH-l) +x;/n))

| m=0,12,...
x;m+]) - 5(3 +xém+]) +x.(1/n))
x(m+l) — l(4+x(m+l))
4 2 3
iterasyon denklemleri elde edilir. Baslangig degerleri  x!® =x{” =x{® = x{¥ =0
alinarak
= 2 () =05, W= 2 @+ a®)1.25
x= ’;“ G+ x)+x)=2.125, xy'= % (4+x") =2.0 bulunur.

m =1,2....i¢in iterasyona devam edilirse Tablo 2.3 de verilen sonuglar elde edildi.

Tablo 2.3. Ornek 2.2.1 igin Gauss-Seidel yontemi ile elde edilen sonuglar

(m) (m) (in) (m) (my _ Y(m—l);

m X, X5 Xy X, ”r

0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -

1 0.500000 1.250000 2.125000 3.062500 2.2

2 1.125000 2.625000 4.343750 4.171875 1.4

3 1.812500 4.078125 5.625000 4.812500 1.0

4 2.539063 5.082031 6.447266 5.223633 6.6x 10"

5 3.041016 5.744141 6.983887 5.491943 43x10"
34 3.999996 6.999994 7.999995 5999998  3.0x10°
35 3.999997 6.999996 7.999997 5.999999  2.0x10°
36 3.999998 6.999998 7.999998 5.999999  2.0x10°
37 3.999999 6.999999 7.999999 6.000000 1.0x10°¢
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2.2.1.3. Successive- Over Relaxation (SOR) Yintemi

Gauss-Siedel yontemini

i1 n

w i

(m+1) __ (1) (m+1) (m) s

x" =x" +—(b, - E a;x;""" - E a;x") , i=12,..,n (2.6)
. a; j=l1 j=i+l

seklinde bir parametreye bagli olarak yazilmasini amaglayan bir yontemdir. Burada w
yakinsamay1 hizlandiran bir parametredir.

(2.6) denklemini igeren ydntemlere gevseme (relaxation) yontemleri denir.
0<w<1 sgeklinde secilirse yontem alt gevseme (under relaxation) yontemi olarak
adlandirtlir ve bu yontem Gauss-Seidel yontemi ile yakinsak olmayan bazi sistemlerde
yakinsak sonuglar elde edilmesi i¢in kullanilir. 1<w<2 seklinde segilirse yontem dst
gevseme (over relaxation) yontemi olarak adlandinlir ve bu ydntem Gauss-Seidel
yontemi ile yakinsak sonuglar elde edilen sistemlerde hizli bir yakinsaklik igin kullamlir.
Bu yontemler ard arda tist gevseme (successive-over relaxation) SOR olarak kisaltilir.

Bu ydntem kismi differansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde olusan lineer

sistemlerin ¢6zlimleri i¢in 6zel olarak kullanilir.

(2.1) sistemi (2.6) yapisina getirildikten sonra m = 0.1.2....degerleri i¢in X*'=0
alinarak sirastyla X", X X9 . c¢6ziime yakinsayan degerleri elde edilir [13].

Teorem 2.5. (Ostrowski-Reich): A4 pozitif tanimli bir matris ve w, 0<w<2 ise X ”

yaklagik baslangi¢ degerlerinin her se¢imi i¢in SOR yontemi yakinsar [13].

Teorem 2.6. A pozitif tammli ve tridiagonal bir matris ise SOR yontemi ig¢in uygun
w’
2

1+ 1-1p@)T

denkleminden elde edilen degerdir. D, L.U matrisleri

w

Ay Gy ... 4y,
4= a'21 a'22 a?,,
a, 4, ... a

nl n2 m



@y 0 -+ 07[0 0 o 0][0 —ay - -a,
10 a, - 0 —-a, 0 ) 0110 0 -

: .0 : : : : : A

:—0 0 asz ——a”’ _a”’”_l OJ _£ 0 0 J
b M U

olmak tizere 7, = D™ (L +U) olarak segilen matristir [13].

Ornek 2.2.3. 2.2.1. rneginin SOR metodu ile ¢8ziimii:

Coziim: (2.3) ile verilen denklemler

i 1
xl(m+) — xl(m) += (1 2x(m) +x§m))
2
1
x})m+1) — x()m) 4= 2 (2+x(m+l) (m) +x}m))

| m=0,12....
1
x§m+ )y (m) 2 (3 + x(m+l) zx(m) _‘_xim))

(m+1) (m)

1
X" = x4 = (4+x""*” 2x{")

seklinde yeniden yazilir. Dikkat edilecek olursa sag taraftaki /. denkiemin x'terimleri

sadelestirilirse Gauss-Seidel yontemi elde edilir.Béylece SOR ydntemi ile ilgili olarak bu

denklem sistemi

(m+1i) (m)

1
— (m) (m)
X' =x" A~ r w(l=2x"" + x{"")

<

1
x(7m+|) _ xém) ;w(2+x;’"+” 2x(’m) +x;1n )

(m+1) (m)

(1)
X3 =X

1
; w3+ x(,"”” 23" + X,

L

xim+l) — xim) 1 1v(4+x(m+l) 2‘:(”’)
2

seklinde yazilir,

O =x" =x” =x{" =0 olup w=1.2 alinarak ¢oziime gidilirse Tablo 2.4 te verilen

sonuglar elde edilir.



Tablo 2.4. Ornek 2.2.1 igin SOR yontemi ile elde edilen sonuglar

m X xg’"’ xg’"’ X “x(”') _ x(m—n"
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -

1 0.600000 1.560000 2.736000 4.041600 2.2

2 1.416000 3.792000 5.705280 5.014848 1.5

3 2.344320 5.359920 6.880205 5.525154 9.9x10™!
4 3.343488 6.263432 7.497110 5.793235 3.4x10"
5 3.689362 6.659197 7.772037 5.904575 1.8x 10!
6 3.857646 6.845970 7.895920 5.956637 8.4x107
7 3.936053 6.929990 7.952792 5.980348 3.8x 107
8 3.970783 6.968147 7.978539 5.991054 1.5x102
9 3.986732 6.985533 7.990244 5.995936 7.8 x107
10 3.993973 6.993424  7.995567 5.998153 3.5%107

19 3.999995 6.999995  7.999997 5.999999 4.0x10°
20 3.999998 6.999998  7.999999 6.000000 3.0x10°
21 3.999998 6.999999  7.999999 6.000000 1.0x10°




3.BOLUM
LINEER OLMAYAN DENKLEM SiSTEMLERININ YAKLASIK COZUM
YONTEMLERI

Lineer olmayan bir denklem sistemi

Ji(x%y00x,) =0

f‘2(x]’x2”"’xn):=o (3'1)

f;7 (xl ,xg,...,x,,) =0

seklinde » bilinmeyene bagli » tane lineer olmayan fonksiyondan olusur. Bu sistem.
F=(f,fys fr) ve 0=(0,0,...,0) olmak lizere F(x,,x,,..,x,)=0 seklinde vektorel

olarak ifade edilebilir. Bu tiir sistemlerin ¢6ziimii icin Basit Iterasyon, Newton-

Raphson yontemleri yaygin olarak kullanilmaktadir [18].

3.1. Basit iterasyon Ydntemi

Lineer olmayan denklem sisteminin basit iterasyon yontemi ile ¢dzlilebilmesi igin

(3.1) ile verilen denklem sisteminin 1.denkleminden x,. 2. denkleminden x, ve
benzer sekilde ». denkleminden x, ¢oziiliirse

xl = gl (xl‘xl"”‘xn)

x?. = g2 (x]~x:-o..,x”)

X, = g,(%.X...X,)
seklinde yazilir. Bu denklemler vektérel olarak X = G(X) seklinde yazilirsa iterasyon
formiili X*' = G(X*™") seklini alir [20].
Tanmm 3.1. G:D c IR" — IR" fonksiyonu i¢in G(P)=P olacak sekilde Pe D
varsa. P noktasina G fonksiyonunun sabit noktasi denir.

Teorem 3.1. f: D < IR" — IR ye bir fonksiyon olsun. VX e D igin ”X —X0[| <é

oldugunda

I (X)

I

<K. j=12..n




olacak sekilde >0 ve K > 0 sabitleri varsa f fonksiyonuna X, € D noktasinda
stireklidir denir [13].

Teorem 3.2. q,,0a,,...,a, ve b,,b,,...,b, sabitler olmak {izere
D={(x,,x2,...,x”)’| a<x;<b;i= 1,2,...,n} c IR’

ve G:Dc IR" - IR" stirekli bir fonksiyon olsun. VX € D igin G(X)e D ise G
fonksiyonunun D de sabit noktasi vardir.

Ayrica VX € D i¢in G nin kismi tiirevleri siirekli ve

og,(X)
Ox .

J

olacak sekilde K <1 sayisi varsa , keyfi bir X” € D eleman segilerek
X =G, k21

K
P
- b

n

j =1729"~9n H i=1,2,...,n

ile olusturulan {X ”‘)}:;0 dizist, bir tek P € D sabit noktasina yakinsar ve

k
b= e -x0) =
1-K ®
formiilii ile hata i¢in bir sinur belirlenir [13].
Ornek 3.1.1.
3x,- cos(x,X;) -% =0

X7 -81(x,+0.1)*+sinx, +1.06 =0

107 -3

e+ 20x,+ (

) =0

sisteminin basit iterasyon yontemi ile ¢oziimii:
Coziim: Verilen denklem sistemini sabit nokta problemine déniistiirmek i¢in 7 .denklem

x, degiskeni icin ¢6zlilmelidir. O halde, 1. denklemdenx, , 2. denklemden x, ve

3.denklemden x, ¢oziiliirse

1 1
X = 3 cos( x,x; )+ 3

x2=%(\/xf +sinx, +1.06 )~ 0.1 (3.3)
_ b e, 107-3
TR T
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elde edilir. G:IR* — IR’ fonksiyonu G(X)=/(g,(X),g,(X), g,(X)) olmak (iizere

(3.3) sistemi

1 1
g,(x,%5,x,) =§cos(x2x3) + g

2,(%,%,,%,) = %\/xf +sinx, +1.06 - 0.1

1 . 107 -3
X3 Xy, X, )= - ——e T —
g3(x;,x, 3) 20 ( 60

)

seklinde yazilabilir.
(3.1) ve (3. 2) teoremleri kullamlarak D={(x,,x,.x,) | -1<x, <1, i=1,2,3} bolgesinde
G fonksiyonunun bir tek sabit noktasi oldugu gosterilebilir. X =(x,,x,,x;)’ olmak

tizere X € D igin

| g, (%5, %) < —;-lcos(xzx3)| +é <0.5

|y (x,%0,3,)| = lé(\/xf +sinx, +1.06)—0.1

Sé(«/l+sinl+1.06)—0.l <1

ie"“"’ y 107 -3
20 60

bulunur. i=1,2.3 i¢in -1<g,(x,,x,.x;)<1 elde edilir. Boylece VX € D igin G(X)e D

|&3 (x5 %,%3)] = <0.61

elde edilir.

D de kismi tiirevlerin sinirlar ise

ox,| lex,| 7 |ex,

%, =llxgnsinx,x;lsl sin1<0.281

ox,| 3 3

% _ l|x2||sinx,xx| <L gini<0281

ar,| 3 SIS

% ___ l L <0238
o, | 9yx? +sinx, +1.06 90218

|cos x| 1
- <
|ax,| 18x +sinx,+1.06 180218

<0.119



%I _Fal s s 1 g 14
x| 20 20

83| Xt pen < 1 014
or,| 20 20

seklinde bulunur.

£,.8, -8 fonksiyonlar1 D bdlgesinde simrli olduklarindan (3.1) Teorem geregince G
fonksiyonu da D tizerinde siireklidir. Ayrica i=1,2.3 igin lag,(X )/ 6x j' <0.281 bulunur.
Teorem 3.2 gére K=3.(0.281)=0.843 bulunur. Benzer sekilde Og,/0x, G nin de D
bolgesinde i=1,2,3 ve j=1,2,3 icin stirekli oldugu gosterilebilir. Sonug olarak, G

fonksiyonu D bdlgesinde bir tek sabit noktaya sahiptir ve sistemin D bolgesinde bir

¢Ozlimii vardir.
Psabit noktasina yaklasmak i¢in baslangig vektsrii X =(0.1,0.1,~0.1) olarak
secilirse vektor dizisi

1 ke L
x’(k) =§cosx"‘ hythty 4 2

Y 6

xé’” - é\/(xl"‘“”)z +5inxgl"—” +1.06 -0.1

11073
20 60

seklinde tanimlamr. || X' — X% <10 olana kadar elde edilen sonuglar Tablo 3.1

de verildi [13].

Tablo 3.1. Ornek 3.1.1i¢in Basit iterasyon yontemi ile elde edilen sonuglar

k x]‘k’ x;k) x;k) ”X(k) _Xu»—n“w
0 0.100000  0.100000  -0.100000 -

1 0.499983  0.022230  -0.523046 2.2x107

2 0.499977  0.000028  -0.523590 6.0x10°

3 0.500000  0.000001  -0.523598 8.0x10°

4 0.500000  0.000000  -0.523598 1.0x10°
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3.2. Newton-Raphson Yéntemi

Bir boyutlu f(x)=0 denklemi igin Newton-Raphson ySntemi, f(x) in tiirevinin
hesaplanabildigi durumlarda rahathkla kullamlabilir. Kokiin yaklagik degeri x,ve
x, gercek kokii arasindaki fark A ise,

X, = x,th
yazilabilir. Bu durumda
Fx)=f(x+h)=0

olacaktir. x,civarinda Taylor seri agtlimi yapilirsa, 0<8 <1 olmak tizere,

Py +h) = F )+ 1 ) + f’zif"(xo +6h)

yazilabilir. O halde

-

F )+ hF() +%f"(xo +6h) =0

elde edilir. Eger h yeterince kiigiik ise A’yi igeren son terim ihmal edilebilir.

Boylece,
Fle)+hf'(x,) 20 ve h=— (%)
S (x0)
elde edilir. # nin bu yaklagik degeri A ile gosterilirse ilk yaklagim olarak
X, =X, +h =xo—‘—f—'gﬁ
S1(x)
bulunur. Bu deger gercek koke x, dan daha yakin olacaktir. Bu sekilde isleme devam
edilerek
xr+l = xl- f'(xl)
S(x)

elde edilir ve bu koékii bulmak icin kullumlacak iterasyon denklemidir [18]. Benzer
diisiince nonlineer denklem sistemlerine uygulanabilir. 11k olarak

g(x,y)=0

fx)=0



sistemini géz Oniine alalm. f(x,y), g(x,y)fonksiyonlarinin (x,y,) noktasindaki

Taylor agilminin x = x,,,, y = y,,, de aldif1 yaklasik deger

- o of
S Yiy) = FLp)+ (6, —x,) a oy T (Vi =20 5 (x,.,)
. dg
g(xi+l9yi+l) = g(xi’yi)+(xi+l x) (x;,3;) (yH-l i) o~ (x;.3;)
Oy
olarak yazilabilir. (x,,,,y,,,)kok ise
f( +l’y/+l))
g( +]’y/+l)
olacagina gére
of of
0= X V) H X, —X + (Vs i) S
Sy + (- )a (ylyay
og
O=g(x/’yr)+(xi+l ) (yl+] yl)—— (3’4)
oy
ve x,,, ve y,_, bilinmeyenlerine gére diizenlenirse,
af A Kisl +a;f‘y/+l = —.f+—a[-x/ +§}:yi (35)
Ox oy ox oy
a_gxh-l +§§yl+l = —g+a—gx/ +a—gyl
ox oy Ox oy

elde edilir. Burada f,g ve birinci mertebeden tiirevleri ( x,, y, ) noktasinda alinacaktir.

(3.5) sistemi iki bilinmeyenli iki denklemden olusan sistem olup, Cramer yontemi ile

¢Ozlimii yapilacak olursa

o . of of
f+6xx+6}yy' o
I S - o _ o
X = Ta Ty Wl_y Ty Ey (3.6)
¥ ' og g
ox dy Ox 0y Ox Oy
og og
&
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olarak elde edilir. Benzer sekilde

o _f+a;f-xi+_a-f—‘yl

ox Ox oy

% _ga%..%, PR

Yo = i x oy |_ y —_Ox " O G.7)
" d & Y ¥ .

x oy x o
% Og % %
& oy x o

olarak elde edilir. Dikkat edilirse (3.6) ve (3.7) da paydadaki ifadeler Jakobiyven olup
J(f,g) seklinde gosterilebilir. (3.4) denklemi

g I
0 1 ox Oy | |Xa1 ™%
= +
0 & _a.g_ ég_ Yiet = Vi
ox Oy

seklinde matris formunda yazilir ve

o o
il O i f; _ xl+|—x/ — T&\'. 5
0-|:OJ ’ F(xl)_|:gl:l, Ax—{yl+l_y1:| | J ?ﬁ: _a_g.
cx oy

ile gosterilirse,

0= F(x,) + JAx olarak yazilabilir, |J|# 0ise J™' vardir ve Ax =-J 'F(x,) yazlabilir.
Buradan da Y'*" = X'’ -~ J"'F(x,) sonucu elde edilir.

Simdi de » bilinmeyen ve » denklemden olusan,

S(x,%50000x,) =0
S (x,%500x,) =0

1 (X, X5500.%,) =0
sistemine Newton-Raphson y&ntemini uygulayalim. f,(x,,X;.....x,) fonksiyonlarimn

(X,;,%; 5., X, ) noktasindaki Taylor agiiminin x, = x,,, de aldif1 yaklagik degerler,

Je (a1 X sen X 01) = Siaers fi(x % 00X, )= fr,n kK =12...n olmak iizere

4]



o, o, %, o,

fl il = flr + (X0 — %) —ax’ + (X1 _xZ,i);+(x3,i+l —X3,) = pw ot (X, 00 — %)

1 2 3 n
o, of,. o, o,
Jrgar = Lo+ Gy —x)) =+ (X, = Xy, )+ (X0 = X3, ) e (X, 0 — X, )
Ox, ox, Ox;, ox,
of,. of, of, of..
f;?,l+] = f;l,l + (x].,l+| - xl,i) - + (‘x2,i+] - xZ I) = + ( 3 L+ x3 1) - +..t ( n i+l Yn,/‘) -
Ox, Ox, . ox, ox,

seklinde yazilabilir. (x;;,,,%,,, ;5. %,;,,) kOk ise £, = f., == f,,,,=0 olacagindan

[E] =/ o £y

X,]' = [x,,,,xz.,,...,x,,‘,]
o, o . A
ox,  Ox, ox,
J=1 ...
o, o, o,
ax] axz axn

yazilarak ,

[x..]=X]-ITF]

elde edilir [18].

Teorem 3.3. G =(g,.8,.----8,) : IR" = IR olmak lizere G(.X') = X fonksiyonunun bir
¢Ozlimii P noktast olsun.

) Yi=12,.,n ve j =12,.,n icin % tiirevi N‘,:{X:“X—P||<6}ﬁzen'nde
X, .
stireklidir.

i) Vi=12,.,n , j =12,.,n ve k=12..,n olmak lizere VX € N, icin é_&_(_ﬂ

ax./a’\‘k
tlirevi , stirekli ve bazt M sabiti i¢in CEACY) <M dir.
Ox ,0x,
iii) vVi=12,...n ve j =12....n igin %LX@=O olacak sekilde & >0 sayis1 varsa

J




bu durumda 6yle bir S’ < §sayist vardir ki, herhangi bir X® icin ||X0 —P“ <3’
kosulu ile X = G(X*™") dizisi P ye ikinci dereceden yakinsar. Ayrica & > 1 igin

2

b=l <" e

D

seklindedir [13].

Bu yontemin genellikle biiylik denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde tercih
edilmemesinin nedeni her iterasyonda J(X)ve daha sonrada J(X)™' matrislerinin
hesaplanmasidir. Bu olumsuzluktan kurtulmak i¢in J(X)' Y= -F(X"®) olacak
sekilde Y vektorii bulunur. X'**" degerini hesaplamak igin bu defa Y vektori X*®ile
toplanir.

Ornek 3.2.1. 3.1.1 &rneginin Newton-Raphson ydntemi ile ¢6ziimii:

Coziim: Verilen sistem i¢in Jacobian matrisi ;

3 x,sin(x,x;) X, sin(x,x,)
J(x;,%,5,%5) = 2x, -162(x, +0.1)  cos(x;)
—X,e —xe " 20

dir. Newton algoritmasina gore istenen iterasyon ,

(k) (k=-1) (k=1)
X Xy Wi
I3 k=1 k-1
A= [ 5
(k) (k-1 Jk=1)
X3 X3 Wi
seklindedir ki burada
(k-1)
i
(k-1) | __ (k=1) _(k=1y _(hk~D)yy-I th=1) _(k=1} _(A-1)
Vs =—(J(" oy T DT R, g )
(k=)
Y3

olur. Boylece k. adimda J(X"*™")Y*™" =--F(X*")lineer sistemi ¢bziilmelidir.

Burada
k-1 s k-1 _ (k-1 k-1) ¢ k=) _(k-D
3 P sin(x Y X sin(d T x )
- k-1 k- k-1
JXH* Yy = 2x*D —-162(x{ ™" +0.1) cos(xt ™) ,
_x'(’k__l)e_x{k_])xgk—lb —x;k_”e_.\_l(k—l)x(:lwl) 20



(k-1)
N

=1y _ | L (k-1)
Y =1
(k-1)

Y3

ve

_ N (k- 1
3x* ™) — cos(xiFxlk ”)—5

FX* My = (x* ") —81(x¥" +0.1)* +sin(x{* ") +1.06
N 107 -3

_ k=D el
Rl

e 4205

dir. Bu sistemlerin ¢6ziilmesi ile elde edilen degerler Tablo 3.2 de verildi [13].

Tablo 3.2. Ornek 3.2 igin Newton-Raphson yéntemi ile elde edilen sonuglar

k x‘(k) x;k) x;k) o _X(/«—l)“m
0 0.100000 0.100000 -0.100000 -

1 0.500037 0.019466 -0.521520 42x10"

2 0.500045 0.001588 -0.523557 1.7x 107

3 0.500000 0.000012 -0.523598 1.5x10°

4 0.500000 0.000000 -0.523598 12x107

5 0.500000 0.000000 -0.523598 0
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4.BOLUM
ADOMIAN POLINOMLARI

Bu béslimde, daha sonraki boliimlerde karsilagilacak olan lineer olmayan
terimlere ait Adomian polinomlarimin hesaplanmasi incelendi. Adomian polinomlarinin
hesaplanmasina dair bir ¢ok yontem olmasina ragmen burada programlanmas: kolay

oldugundan Adomian tarafindan gelistirilen yontem tercih edildi [4].

4.1 Adomian Tarafindan Gelistirilen Yontem

Adomian tarafindan gelistirilen yontem, baz1 6zel adimlarla temellendirilmis ve
her bir polinom igin 6zel bir formiile ihtiyag¢ duymaktadir.

F(x) lineer olmayan teriminin x, daki Taylor seri agilimi

' 1 1 2 1 e 3
F(x)=F(x0)+F(x0)(x—xo)+5F (xo)(x—-xo)“+§F (X ) (x —xy)" +... 4.1.1)
seklindedir.

X=Xg+X +X, X+ X, +on DD X=X =X 4% +HX+ X+ (4.1.2)

olup budeger (4.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

F(x)=F(x,)+ F'(x)(x, + %, + x, +...)+lF"(x0)(x, Xy X )

91
. ‘1‘ (4+.1.3)
3 4 4
+—3—'F'"(x0) (x4 Xy + %35 +...) +ZF( () (X, + %, + x5 + .00+
bulunur.
(% + Xy + X+ =00+ 200+ X5 + 22, + X3+ 22X, + 26X, + ..
(4.1.4)

(5 + %, +x,+..) = X0 +3x0x, + 35,05 + x5 + 62,05, +3x0,x; +..
esitlikleri (4.1.3) denkleminde yerine yazilir ve gerekli cebirsel islemler yapilirsa

1

3

i ' l; I 1 ' 2 1 " 2 11 3
F(x) = F(x,)+ F'(x)x, +F(xo)x2+F(xo)x3+;F (xo)x; +;F (xg)x; +— F"(x)x

1 2
+ %F'"(xo)xg + —3—'F"'(x0)3xl‘x3 +... (4.1.5)
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elde edilir. Bu denklemde, indis toplam: 0 olan terimler 4, polinomu, indis toplam 1
olan terimler 4, polinomu, indis toplam1 2 olan terimler 4, polinomu ve benzer gekilde

indis toplam1 » olan terimler 4, polinomu olarak gruplandirilirsa

4y = F(x,)
4 = xF'(x)

1 l 1!
4, =x,F'(x))+—= o T 2F"(x,)

’ i1 1 e
A, =, F'(x)) + x,x, F (x0)+3~'x]3F (x5)

! 1 2 " l 2 i 1 4 ~(4)
4, =xF (x0)+(5x2 +x,%3) F' (x,) +5xl x,F (x(,)+zxl F'™(xy)
Ay = X F'(xy) + (6, + X%, ) /(%) + (% X% + —21—'x,2x3)F"'(x0) + %xﬁsz“’(xo)

1
+—5—!-x, F(S)(xo)

(4.1.6)

seklinde Adomian polinomlari elde edilir [4].

D N
A€ IR parametre olmak lizere x = Zx,, ¢Ozlim serisi x = Zﬂ"x, ve lineer

1
n=0 n=0

olmayan terim F (x)=21”A,, seklinde parametrik olarak yazlabilir. A€ IR

n=0
noktasinda F(x) fonksiyonu analitik olmak iizere (4.1.6) ile verilen Adomian

polinomlari

A, d Z/MJ , n=0 (4.1.7)
n’ dﬂ" k=0 20

formiiltinden elde edilebilir. Bu formiil ile istenildigi kadar Adomian polinomu elde

edilebilir. Benzer sekilde, F(x,X,....X,....,x,) seklindeki bir nonlineerligin Adomian

polinomlan

& n'{d/l" (Zikx”"z’ikt’k’ ’ZZA o ’Zﬂ n/.)J » n20 (418

k=0
formiiltinden hesaplanabilir [11].

Ornek 4.1.1 F(x) = x’ nonlineer terimi icin Adomian polinomlarinin hesaplanmas:

»
Pl 2 .
x= Z/L"xk =X, + Ax, + A'x, +... olmak lizere
k=0
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=((x, + x, + Ax, + “‘)2)[/1=o =X,

N
]
|-
Q
al%
~n
N
I[Ms
&
>‘§><
N——
1
xS
|

N
i
| — |
| =,
"ry
N
LMs
by
»H
N—
|
>
(=)
|

T wdr

d 2 )
= %((xﬁix] + x40, =2%x

1 d? ok 1d 2 2
4 —El:d/f F[Zl xkj:|,z=o 2 dr ((xO +Ax, + Xy te) )l =2%,%, + X,

3
} ; ;;3 (0 + A, + 2y +..07)| = 2%0%; + 22,3,
A=0

1[d* (&, 14 ,
4, = —);F Z/l X, — (% + Ax, + Ax, +..)° )| = 2x,%, +2x,.%; + X3
LT A=0

elde edilir [24].
F(x,%yu0.X,,...,x,) = X' Adomian polinomlarinin ilk dort tanesi

dy=x).

m-1
A =mxy x,

il

m-1

4, :lm(m Dxx’ +mxi'x
173 2
1
4, = gm(m —1)(m = 2)x}x;, + m(m —1)xnx,x,, + mx""'x ...

A, =E—m(m—l)(m 2)(m~3)x" 4x,,+1m(m D(m-2)x127 % x,,

_

1
n=2 2 m- I
+m(m—1)x;y " x (Exfz TX Xy | T Mg Xy

seklinde formiiliize edilebilir [12].

Ornek 4.1.2  F(x,x,)=xx? nonlineer terimi i¢in Adomian

hesaplanmast:

n o0
_ N\ gk _ N\ g
xl“}:;txlk’ X, = E:ﬂ’ka
k=0 k=0

olmak iizere

1d (&, .
&:-[————F(Zﬂ.x“,,z‘ﬂ,xzkﬂ
o dX° 10

k=0 k=0

2 2 2 2 —_ 2
=((x, + Axy, + x5 ) (g + Ay, + AXsy +.0) )]A.=O = X,0%50
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ka , 3 Hx
_d 2 2 2 2
_zj (e + Ay + x5 + )90 + Axyy + Axyy +.0) )I,{=0 =X Xy + 2%, X 5%,

3 Ax,, 3 ¥
4= 2{01/12 (kzo ) kz kaJl

_1 a’2
CNdR

=0
(Grg + Axy, + Axpy + ) (g + AXy, + Ay +...)° )|

L2 2
= XX F XXy + 2X0X50X 5, + 2 X0 Xy,

w/?f‘x, Ax, H
= EROaeL]

1 a
3d}f ((x10+/1x],+/1x],+ )(x,0+ﬂx,1+/1“wc,,+ ))I

=0

. 2 2 2 2
= X13%a0 + X1 X5y + 2X,0X20X55 + 21 X50X) + 2X)4Xy, X0y + 2X),X50 Xy,

1 d4 (vz . o . J
A =—|—F ) Xx,,> Fx,
4 4'[0’/14 Z 1k 1; 2k

= i=0

1 d*

=ZW(("710 + Ax, + Ay ) (g + Axy, + Ay

2 2 2
= X4 X5 +(2X50X5, + 225,00, +X9)X50 + (2250255 + 25,05+ (X3 + 2X50%0,)X);

+ 2X50X5, X35

seklinde elde edilir [12].

Ornek 4.1.3 F(x) = ¢" nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlarinin hesaplanmasi:

o0
X= Zlkxk = X, + Ax, + A'x, +... olmak lizere
i=0

1l

11 d° (& . : .
A() _[_0 F(z ﬂl‘xk )} =(e(x(,+}.\',+,{ X3 +...))l . =e.\(,
0| dA ) =0

k=0 =0

1] d 2 d i )
A - '—F ﬂkx = e(.\',,+/.r|+4 Xy+.) ‘ =y e.\“ ]
! 1!Lm (Z ¢ ]l 7R or !

k=0 -0

4, =l d-’F Zl"xk _l d ot A
ala \&T )|, 2dF

i=0

Xn

1,
=0+ —=xe™
(% 7 )
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1 d3 S 1 d3 Xo+ A0 +A2xy +.. 1 X,
R e T I R

PUaar &= L NdE

1| d* (& 1 d*
4 =—] = Fx =t @ gl )
‘ 4'{(1,1“ (kz; ")LO 2 Vi

seklinde elde edilir [24].

Benzer sekilde F(x,,%,,....%,,...,x,) = € nonlineer terimi igin Adomian polinomlar::

€N
X = Zi"x,.k =X+ Ax, + XX, +... i=12,..,n olmak lizere

k=0
_ l do F - 2‘/\' C //ik < k — (.\',u+}.\',,+/13.\',3 +...) SN I
4, = 1| 770 Z xlk’z x2k9“°’z/1 Xk =(e )‘/1=0 e,
O‘ dﬂ“ k=0 k=0 k=0 A=0
1 d = k 2 i i k d P 98 4 -
A =—|—F Y Xx,,y ¥x, ... XFx = (gl g =y et
1 1’[‘{2 (; 1k kgo 2k ; nk » dﬂ( )111—0 1

_l d2 » k i b = I3 _1 dl i N
Az = 2":61/12 F(ZZ xlk’zi .X'Zk,...,z,l x”kji|'{ _Edl (e ( ) )I

1 d3 Y FAY, FATN, +
4= 3v[d/1 (Zﬂ‘xm’Zi"xw Zﬂ H T3dr D | P
k=0 .

\'u

1
(x/? + t/llvﬂ += 3 xll)e

< 1 d4 K0+ AV, AT+
4 4'|:d/14 (Z’lkvll\azikx»ky ,Zlk ]} =ZH(6("“ T TA AAA))‘/I:O
k=0 i .

=0

1 4 X
=(x, +X,X,; +———x,2 +—x X, +Z—'~x, e,

2! 2

seklinde elde edilir [12].

Ornek 4.1.4 F(x) = e™ nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlarinin hesaplanmas:

»n
x =) Ax, =x,+2x +Ax, +... olmak lizere
k=0
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1 do . k —(xg+Axy + A2 —x
IEIE R [
o di° . 4=0

_ 1 d = k - d ~(Xp+Av + A0 4. = =¥o
Al -—FI:EF(ZAJC/‘J:I —H(e - )|/1=0 =-Xe .

1 dz . ’ 1d2 ~(xg +Av +A2%, + 1 2y —x

1 d3 - k __l d3 ~(Xo + At + A2, +. 1 3y -
A3=—.[—F(Z/1xkﬂ =— (g ot ))|/l=O =(—x3+x]x2—§ix,)e ,

NNar i3 o NdA
1) 4 > 1 4t 2
A =—|—F| Y Xx =_ 0 (g tranrAnt.)
¢ 4!!:6!%4 (kz(; ")LO aar ico
= 1 2 1 2 1 4N =X
=(~x, + XX, +5x2 3 X, +Z!x1 e
seklinde elde edilir [24].
Benzer gsekilde F(x,,x,,....X,.....x,) = e “ nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlar:
X, =Y Axy =xo+ A0, +Ax,+.. i=12.,n olmak iizere
k=0
1 do m k c k = k - —(.\',“+/'.\',|+}.2A\',,+...) =X,
AO =6 71’7 Zﬂ, x”‘,,Z/l XM,...,ZA X —(e - )l/{:O =e .
H k=0 k=0 k=0 i=0
1| d 2 2\ Z d vl
A== —F Y XFx,, Y Xxppun Ax =— (e Wty =ax o7
1 ll{dﬂ, (; 1k P 2k ;} nk » di( )l,t_o [

A=0

— 1 d2 < k < k < ak _.1 dz _(~\'m+'{-\’,l+/lz~"l?.+‘“)
A: —E!'I:dlz F[ZZ x”\,,Zﬂ. x.’.k‘!""Z/" xnk , id 2 (e )

1| &° 2 S, n 1 4° -
A - F /»LAx . AAX} _ /1"x ' v e—(x,.,+/.\',l+/. Xiz+.) ~
: 3!{61,1-’ (Z 0 2 A ;, "), 3dx ( o

= (=X + X%, "_,xA

4=0

A —.1_ iF i,{kx i/{/"v i/’i'kx =ld_4 e—-(.\',u+i\',1+,{2.r,3+A..] )
STl 1k Xagarees . ik . HNdi

k=0 k=0 k=
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_ 1, 1
=(=X;4 + X%, +§xi2 o1 x/]x12 +— xl)e

seklinde elde edilir [12].
Ornek 4.1.5 F(x,x,)=¢™" nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlarmin

hesaplanmasi:

0 o0
x =2 Xx, ., x,=> Ax,  olmak iizere
k=0 k=0

1 d° " ok " ok (xpo+Ax + 47 ) Avy + 43 )
—_ — (o (KA + AT X+ ) (X + ATy + 47Xy +o
4= ADWETYIVEN (e ' )|
‘ A=0

XX

=p T2 s

d ( —(\'m+i\r“+/ Xpp+e )(t“+/\‘|+i\»+ ))I

P Y A, || =L
il (i) 4

k=0 =

— =X10Xy
== ( X%y, + X Xy0) €

(ZA"xM,iﬂkxzk H A"
k=0 2!

" =0

- Pl 2
( =X FAY H AT+ (X F AV F AT+

2'2

4= 2’[61/1

~(¥po¥)

1 2 2 bl 2
=— (X)X + X)X + X5%5) + E(xixxfo +X,xy))e

seklinde elde edilir [12].
Ornek 4.1.6 F(x) =cosx nonlineer terimi icin Adomian polinomlarinin hesaplanmasi:

oD
x=» Ax, =x,+Ax + Xx, +...olmak tizere

pry
f = 2 -
O{d/l“ (/ZO)‘ Xk H =0—COS(x0 + A+ A%+ |, =cosx,,
4 { (i H =4 (cos(x, + Ax, + A'x, +...))|}~=0 =-x,sinx,,
“ulaa &)L @
4, = { 2_ (ii‘xkﬂ 1 > (cos(x, + Ax, + A’x, +...))|/:=0‘
2dr = o 2dA
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H _1a
i JdX

1 5.
— XX, COS X, + §x,3 sinx,,

4= 3'[(1;3 (,Z;

=-x,sinx,

1| d*
4y=—|—
! 4![41,14

=-x,sinx,

k=0

2
- (Ex2 + X,X;)cOS X,

seklinde elde edilir [4].

(cos(x, + Ax, + A'x, +...))| ot

F(i;}xk H =-41~57 (cos(x, + Ax, + Ax, +..))|

1 5, . 1,
——X, X, SiNX, +—X; COSX,,
207 4!

Benzer sekilde F(x,,x,,...,X;,....x,) = cosx, nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlar::

X, = Zl"x,k = X0+ Ax, + Axy + .

1[d° [ S 3
A, = 6':% F(Z/ﬁxmzﬂkxzk 9'"9§/1kxnk ﬂ

k=0 k=0
=C0SX,;.
4 vLm [Az;z*xlk,Z;fx,k, ,Zz‘
=-Xx,sinx,.
4, = i[ 4 r (i B S Ky A,
2 di \ & pi =

. 2
=-x,sinx, _Ex'_l COSX,,,

(iikxlk,iikx

DA,
k=0 k=0 k=0

4= 3'{61/1

=-X,;sinx,

1[a* (& . 3
A4 = ;{E F[ZAkxlk’Zl/‘ka,“.,Zikx”k
) k=0 k=0 k=0

=-X,Sinx, ( 1c,,+x,,\¢,3)cosx

seklinde elde edilir [24].

i=12.

1 5.
— XX, COSX;q + —3—'x,l sinx,q,

1 1
Y x sin X0 +—
A 4

.1 olmak lizere

=cos(x,, + Ax, + A7

12

A=0

] = iCOS(YO'*'/LY”‘*‘ﬂ- =" im0
o dA

1
k o 2'61%; 10 il 42 A=0
3

W]

cos(x,, + Ax, + A'x,5 +...)

/=0

14 )
_Z;}F cos(x,, + Ax,, + A'x,,
A !

=0

X COS X,

1%
[ 89



Ornek 4.1.7 F(x) = sinx nonlineer terimi icin Adomian polinomlarinin hesaplanmasi:
x=Y Ax, =X, + 7% +Ax,+... olmak iizere

o

1 . 2 .
4= 0'|id3~0 [Z H =sin(x, + Ax, + L'x, +...) l/1=0 =sinx,,

k=0 i=0

0 d . i
4, 1’[51/1 (; HM = ) sin(x, + Ax, + A'x, +...) |2=0 = X, COS X,,

1| d* (& 1 d?
4, =—|—F| > Xx = in(x, + Ax, + A'x, +...
2 2![41/1- [Zz kJLO 2N a2 T ER ) |

L.
= X, COSX, ———2~'x,' sinx,,

d 1 d . )
4, 3{0%2 (ZZA H _§d}3 sin(x, + Ax, + A'x, +...) Iho
Ai=0

k=0

. 1
=X, COS X, — X, X, Sin X, —% COs X,

1| d* (&, AN . 2
A4=Z! ﬁF Zi X, 2=0—-4—!-‘—17 sin(x, + Ax, + A'xy +...) I,z=o

k=0 L

1, . 1, .
=—X,C0SX, ~ (5)6 + X,Xx;)sinx, ;% X2 C0S Xy +$x,4 sinx,

seklinde elde edilir [4].

Benzer sekilde F(x;,Xy,0...X;0000X, ) = smx, nonlineer terimi i¢in Adomian polinomlar::

X = Zﬂkxlk =X, +AX, + Ax, +.. i=12..,n olmak lizere
k=0
1} d° " gk ok >k . 2
Ay == 5 F Z’l xlk’zl xlk""’zﬁ' Xk = sin(x,, + Ax,, + 4'x,,
O! dﬂ« k=0 k=0 k=0 /izo
=sinx,, ,
=T H$ 0 S ey S .
VT T, k> Xaps azi Xk = sm(‘c,0+2x,l +/7../2
I dl \i% k=0 =0 0
=X, COS X,
7=l dl‘, iﬂ‘ YM’Z x7A9 ’Z/LY
2N dA G o



2

2| dﬂ i0 il

S 7 S gk 1 d° R
3 3'|:d/13 [Zﬂ xlk’Z/’{' xzk;-..,;ﬂ Xk ):l/.:o -55“ sm(x,o -l-ﬂxll + ﬂ, X +) I,:=0

1 5.
X ) | oo =x,2cosx,0—5x,,smx,0,

k=0 k=0

= s 3
= =X;3C08X,, —X;X;, 810X, + 5)&'“ COSX,,

4= 4{41,1* [,(Z;“‘“Zoﬂ kz H

i=0

4

1 2
_Z;j? sin(x;, + Ax;, + l"x,z +...) l,1=0

1, . 1, 1 4.
= -X,, COSX,;, —(E;x,2 +X,X,3)sinx, —5x,|x,2 COSX,, +:ﬁx,l sinx, .

seklinde elde edilir [24].
Ornek 418 F (x,,X,) =cos(x,x,) nonlineer terimi i¢cin Adomian polinomlarnin

hesaplanmasi:

o
X = Z/lkx,k . Xy = Zi"xu olmak tizere

=c0os((X,, + Ax,; + X, + )y + AXy, + A X, +.00) = COS X;pXsg »

A=0

d
4, = I'LM [Z,l"xmez/l‘x,kﬂ . = E cos( (x5 + Ax;, +...)(Xy

k=0

21

== {Xp%, + X lxz(_))51n X100 5

cos( (X0 + A%, + Ay + ) (g + AXs, + Xy, + ...))|/:=0

. 1 hl bl ] b)
= = (X)X + XXy F X130 ) SIN XX ‘;(xmle + X1 X3 ) COS XX

seklinde elde edilir [24].
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5.B0LUM

LINEER DENKLEM SISTEMLERININ ADOMIAN AYRISIM YONTEMI iLE
CcOZUMU )

AX=B lineer denklem sisteminde A nxn matris, B bilinen bir vektdr ve X
bilinmeyen bir vektor ve sistemin bir tek ¢dziimii olsun. AX=B denklem sisteminin i.

denklemi

QX +..t+a, x_ +ax+a,,x, +.+a,x, =b (5.1

i,i-1 [REIeET

seklindedir. a, # 0olmak tizere (5.1) den x, asagidaki gibi elde edilir.

b,

1
x = —’———(a,lxI +..ta, x_ +ta X, . t+ta,x ) (5.2)

' m™n

a..

8,(XyseesX,_ 15X, 50X, ) lineer bir fonksiyon ve ¢, bir sabit olmak iizere (5.2) den
Adomian denkleminin kanonik yapisina uygun olarak ,

X, =€+ G (XX, X e X)) (5.3)

-1

yazilabilir. Adomian ayrigim ydntemini uygulamak igin 4, (m = 0,1,2,...) Adomian

polinomlar1 olmak tizere

) *
xf = leln ve gl(xl"“"xl—l‘xl+l"“’xn)= ZAI'IN
nm=0 m=0
yazilabilir. Bu nedenle (5.3) denklemi.
0 0
inm = Cl + ZAlm(xl()”"’xlm"“'»‘xll()""’xlell) (54)
m=0 m=0
seklinde diizenlenebilir ve (5.4) ten,
Xip = ¢ (5 5)
X, et = A (Kpgseens Xy Xygeeen X )e - 1= 120n, m=012,...

k-1
elde edilebilir. }imgo,k =x, olmak iizere x yaklastk olarak ¢, = Zx,m ile

m=0
hesaplanabilir. 4 hesaplamalar1 kolaylastiracak bir parametre olmak tiizere n.

mertebeden Adomian polinomlarin: elde etmek i¢in,

L
X, =Y A%, (5.6)
m=0
*x
8y (XX, u X,y X, ) = D A" A, (5.7)
m=0
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yazilabilir [25]. (5.7) den,

d"
Aim —%{ng/l(xl" s X5 Xjpysee ’xn):llbo (5'8)

ve (5.6) , (5.8) den

H l /]m »
10909 N movess Apgoee X E ; z :
im m [z nm l/ ' dan

a; J=1
I

=——~Z a,x,, (5.9)

u / =1
J=i

A=0

elde edilir. Bu nedenle (5.4) ve (5.5) ten lineer denklem sisteminin ¢oziimii icin

iterasyon formiili,

Xog=C

H

X, oy = Z a,x,, i=12..n, m=0]12,. (5.10)

a, =i
)i

seklinde elde edilir.

Adomian ayrigim yontemi ile Jacobi iterasyon metotlarini daha iyi karsilastirmak
i¢in Adomian ayrisim metodu matris formunda D, 4 matrisi gibi bir késegen matris, -L
tam olarak 4 nin alt iggensel ve —~U da 4 nin {ist tiggensel matris olarak yazilabilir. Bu
gosterimler ile 4 matrisi A=D-L-U seklinde pargalanir. O zaman AX=B sistemi verine
(D-L-U)X=B yazlirsa,

DX=(L+U)X+B (5.11)
ve sonug olarak X=D'(L+U)x+D"'B (3.12)
elde edilir. Boylece Adomian ayrigim yénteminin matris formunda iterasyon formiilii,
X =D"B
X" = pNL+U)X™ m=0,12.... (5.13)

seklinde elde edilir. 7, = D™'(L+U) denilirse yukaridaki iterasyon formiild,
X =D"'B
X =1 xtm m=0,1.2,.. (5.14)
seklini alir. Boylece Adomian ayrisim y6nteminin matris formundaki iterasyon
formiiliiniin Jacobi iterasyon ydntemi ile aymi oldugu goriiliir. Jacobi iterativ

yonteminde ilk deger genellikle sifir vektorii iken Adomian ayrisim y6nteminde ilk
deger DB dir [11].
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5.2 Yontemin Yakinsakhgy

Yoéntemin  yakinsakhigr igin, X"V =T,X" ,(m=0,1,2..) matris formu

X =D"B

karsilastirildiinda Adomian ayrisim yontemi ile Jacobi iterativ yonteminin lineer

ilk degeri ile birlikte ele almip  Jacobi iterativ ydntemi ile
denklem sistemlerinin ¢dziimiinde aym oldugu sylenebilir. Bu nedenle ydntemin

yakinsaklig1 ile Jacobi iterativ yontemi aym yakinsaklik kriterine sahiptir [11].

10x,+ x+ x; =24
Ornek 5.1. —-x +20x,+ x, =21 (5.15)
x—2 x,+100x; =300

Tam ¢6ziimi X=(2,1,3) olan lineeer denklem sisteminin Adomian ayrisim ve Jacobi
iterativ yontemleri ile ¢6ziimi:

Coziim: Denklem sisteminin katsayilar matrisi

10 1 1
A=|—-1 20 1 | matrisi kdsegen dominanttir, dolayisiyla det 4 = 0 dir.
1 -2 100
i) Adomian Ayrisim Ydntemi ile Coziimii
24 21 300 ..
5.10) dan x,, =—. Xy 0 =T X,, =—— ve Adomian ayrigim yontemi i¢in
( ) =70 20755 30 =700 yrigim y ¢

iterasyon formiilii

xl.m+l = E(_xz.m - x3‘m).

1 .
x2.m+l = Z_O(xl.m - x3.m)a (5.16)
x3.m+| = ﬁ(-xl.m + 2x‘_>‘,,,)7 m= O,Iq...

k-1
seklinde olur. Coziim igin & -terim yaklagimi ¢, = Zx dir. Matris formunda

um
m=0

— —

alinirsa iterasyon formilli X" = T, X" seklini alir. Elde edilen sonuglar Tablo 5.1

de verildi.

0 1 1 24
10 10 1?
T, L L x©=pip=| 2L
' 20 20 20
1 2 300
- = 0 -
. 100 100 ] 1100
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Tablo 5.1. Ornek 5.1 i¢in Adomian ayrisim yontemi ile elde edilen sonuglar

k) _

k Pu Po ' o -0
0 2.400000 1.050000 3.000000 -

1 1.995000 1.020000 2.997000 4.0%x10"

2 1.998300 0.999900 3.000450 2.0x107

3 1.999965 0.999892 3.000015 1.6x103

4 2.000009 0.999997 2.999998 4.4%107

5 2.000000 1.000001 3.000000 9.0x10®

6 2.000000 1.000000 3.000000 1.0x10°®
i) Jacobi Iterativ Yontemi ile Coziimii

Verilen denklem sisteminde 7. denklem x, degiskenine gore ¢oziiltirse

1
X = 16(24—)‘2 -X%),

1
X, =2—0(21+x1—x3)’ (5.17)
I
X, = ﬁ(JOO - X, +2x,)
elde edilir. (5.17) denkleminden iterasyon formiilii
24
X e = — (=X, =X +—
1m+1 10 ( 2.m 3,/11) 10
1 21
b) == - - 5.1
x.,/n+l 20 (xl,m 1c.‘%,m) + 20 ( 8)
Xy ey = J——(—xI wF2%, )+ 300 m=0.1.2,...
’ 100 -~ - 100
seklinde elde edilir. Matris formunda
o -L _1 24
10 10 10
T = L 0 _L , C= 2t
20 20 20
L2 300
. 100 100 | 100 ]

seklinde secilirse X=TX+C yapist elde edilir. Baslangig yaklasimi X' = (0.0.0)
alinarak ¢6ziim yapildiginda Tablo 5.2 deki degerler elde edildi.



Tablo 5.2. Ornek 5.1 igin Jacobi iterativ yéntemi ile elde edilen sonuglar

m X Xy Xy ”x""’ - x‘"’“””w
0 0.000000 0.000000 0.000000 -
1 2.400000 1.050000 3.000000 3.0
2 1.995000 1.020000 2.997000 4.0%10
3 1.998300 0.999900 3.000450 2.0x107
4 1.999965 0.999992 3.000015 1.6x103
5 2.000009 0.999997 2.999998 4.4%10%
6 2.000000 1.000001 3.000000 9.0x 10
7 2.000000 1.000000 3.000000 1.0x10°

Dikkat edilirse 7, ve 7 nmatrisleri aymdir. Tablo 5.1 ve Tablo 5.2
incelendiginde birinci satirlari disinda aymi olduklar g6riiliir. Yani Jacobi iterativ
yonteminin ilk degeri DB almirsa Adomian ayrisim ydntemi ile Jacobi iterativ

yOntemi tamamen ayni sonuglart verir [11].

Ornek 5.2. 10x, - x,+ 2x, = 6
-x,+ 1lx,-  x, + 3x, = 25
2x, - x+ 10x; - x, =-11

3x, - x, + 8x, =15 (5.19)

Tam ¢6ziimii X=(1,2,-1,1) olan lineeer denklem sisteminin Adomian ayrisim ve Jacobi
iterativ yontemleri ile ¢6ztimii:
Coziim : Denklem sisteminin katsayilar matrisi
10 -1t 2 0
-1 11 -1 3
2 -1 10 -1
0o 3 -1 8

dir. A matrisi kdsegen dominant ve pozitif tanimli bir matristir, dolayisiyla det4 =0

dir.



i) Adomian Ayrisim Ydntemi ile Coziimii

6 25 -11 15 .
(5.10)dan  x,, = 0 X0 = TR Xy = 0 Xy = " ve Adomian ayrigim

yOntemi i¢in iterasyon formiilii
xl,m+l = B(xl.m - 2x3.m )’

|
x2,m+l = ﬁ(xl.m + xS,m _3x4,m)’
(5.20)

1
X3 a1 = _i‘(;(—‘?'xlm + X, t x4,m)9
1,
x4,ln+l = E(_J’Yl.m + x&/;l)" m= 0"1'2‘“‘
seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.3 te verildi.
k-1
Coziim igin k -terim yaklagimi ¢, = > x,, dir.

m=0

Tablo 5.3. Ornek 5.2 i¢in Adomian ayrisim yéntemi ile elde edilen sonuglar

k P P o5 Py o ="
0 0.600000 2272727 -1.100000 1.875000 -

I 1047272 1715909  -0.805230 0.885228  9.8x 10"

2 0932636  2.053305  -1.049340 1.130881 3.3x10™

3 1015198 1.953695  -0.968110 0973844  9.9x10>

4 0988991 2011413  -1.010290 1.021351 5.7x10

5 1.003198  1.992240  -0.994520 0994435  2.6x102
14 0999998  2.000001  -1.000000 1.000004  6.0x10°

15 1.000000  1.999998  -1.000000 1.000000  4.0x10°

16 0999999  1.999999  -1.000000 1.000001 1.0x10°

60



if) Jacobi Iterativ Yontemi ile Céziimii

Verilen denklem sisteminde i. denklem x, degiskenine gore ¢dziiliirse
1
X = 16(6"'-’52 —2x3),

X, = ~1-—(25—x‘ +x;, - 3x,),
111 (5.21)
X, =B(—11—2xl +x,+X%,),

X, = %(15 —3x, +x3)

olur.. (5.21) denkleminden iterasyon formiilii

6

1
xl.m+l = i-a(xz,m - 2x3,m) + —1—6

1 25
'x2.m+1 = ﬁ(xl,m + x3.m - 3x4./n) + ﬁ

1 —-11
x3~/"+| = E(_le.m + xZ,m + x4,/n) + W (522)

x-LnH-l - é(_:;xlm + x&m) + 182 m= 0’1’2"“

seklinde elde edilir. Baglangig yaklasimi X = (0.0.0.0) alinarak ¢6ziim yapildiginda
Tablo 5.4 deki elde edildi.

Tablo 5.4. Ormek 5.2 i¢in Jacobi iterativ ydntemi ile elde edilen sonuglar

m xl.m x2.m xS,m x-l.nl “x(”” - x( ,"_I)Hv
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -
1 0.600000 2.272727 -1.100000 1.875000 9.8x 10
2 1.047272 1.715909 -0.805230 0.885228 3.3%x10"
3 0.932636 2.053305 -1.049340 1.130881 9.9% 107
4 1.015198 1.953695 -0.968110 0.973844 5.7x10%
15 0.999998 2.000001 -1.000000 1.000004 6.0x107°
16 1.000000 1.999999 -1.000000 1.000001 4.0x10°
17 1.000000 2.000000 -1.000000 1.000000 1.0x10®
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Ornek 5.3. 4x,+ x, - x4 =17
x,3x-  x =8
-X,- Xt Sx,-2x, =-4
2x,-4x, =6 (5.23)
Tam ¢6ziimii X=(1,2,-1,-2) olan lineeer denklem sisteminin Adomian ayrisim ve Jacobi
iterativ yontemleri ile ¢oziimii:
Coziim: Denklem sisteminin katsayilar matrisi

4 1 -1 0
1 3 -1 0
A=
-1 -1 5 =2
0 0 2 -4

dir. 4 matrisi kdsegen dominant ve pozitif tanimli bir matristir, dolayisiyla det4 = 0

dir.

i) Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziimii
(5.10) dan x,, = —ZI, Xy = g X0 = —%, X0 = —261— ve Adomian ayrisgim

yéntemi i¢in iterasyon formiilii

1 -
xl,m+l 5 Z(_’\lm + x},m)'

1
x2./u+1 = :(_xl.m + x3.m)’
2 (5.24)

1
X3 el = g(x].,,, + Xom + 2x4_,,,)‘
1 — 012
Xamsr = —Z(_le,,,) m = 0.1.2....

seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.5 de verildi.

k-1
¢oziim igin k -terim yaklagimi ¢, = Y x,, dir.

im
m=0



Tablo 5.5. Ornek 5.3 igin Adomian ayrisim yontemi ile elde edilen sonuglar

k P Do Py Dy ”¢(k) - (o(k—n"w
0 1.750000 2.666667 -0.800000 -1.500000 -
1 0.883333 1.816667 -0.516667 -1.900000 8.6x10"
2 1.166667 2.200000 -1.020000 -1.758333 5.0x10"
3 0.945000 1.937778 -0.830000 -2.010000 2.6x107
4 1.058056 2.075000 -1.027444 -1.915000 1.9x10™
5 0.974389 1.971500 -0.939389 -2.013722 1.0 x10™
29 1.000001 2.000001 -1.000001 -1.999998 4.0x10°
30 1.000000 1.999999 -0.999999 -1.999999 2.0x10
31 1.000001 1.999999 -1.000000 -2.000000 1.0x10®
ii)  Jacobi iterativ Yontemi ile Coziimii

Verilen denklem sisteminde i. denklem x degiskenine gore ¢oziiliirse
1
X = Z(?—x2 ),

1
X, = 3—(8—)«7I +x,),

. (5.25)
Xy = g(“4x1 +x, +2x,),
1
X, = —2(6 —-2x;)
elde edilir.
(5.25) denkleminden iterasyon formiilii
1 7
X =_—x7m+xm +—
Lm+l 4( 2. 3, ) 4
1 .8
Xy a1 = 5(_‘xl,m + xB,m) + 5 (526)

1 4
x3,m+l = g(‘xl.m + xZ.m + 2x4.m) - _5_

1 6

Xamel = —Z(_lem) -

m=0.12,...
4



elde edilir. Baslangig yaklasim X© = (0,0,0,0) alinarak ¢6ziim yapildiginda Tablo 5.6
daki degerler elde edildi.

Tablo 5.6. Ornek 5.3 igin Jacobi iterativ yéntemi ile elde edilen sonuglar

m X Xy X3 Xy ”x(’"’ - x‘”’"”lLe
0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -
1 1.750000 2.666667 -0.800000  -1.500000 8.6x10™
2 0.883333 1.816667 -0.516667  -1.900000 5.0x10™"
3 1.166667 2.200000 -1.020000  -1.758333 2.6x10™
4 0.945000 1.937778 -0.830000  -2.010000 1.9% 10"
5 1.058056 2.075000 -1.027444  -1.915000 1.0x10"
31 0.999999 1.999999 -0.999999  -2.000001 4.0x10°
32 1.000000 2.000000 -1.000001  -2.000000 2.0x10°
33 1.000000 2.000000 -1.000000  -2.000000 1.0x10°
Ornek 5.4. X = X,+2x- x, =-8
2x, —=2x,+3x,-3x, =-20 (5.27)
X+ X+ X =-2
X —x,+4x,+3x, = 4

Tam ¢odziimii X=(-7,3,2,2) olan denklem sisteminin Adomian ayrisim yontemi ile
¢Oziimii:

Coziim: Denklem sisteminin katsayilar matrisi

1 -1 2 ~1

2 -2 3 -3
A=

1 1 1 O

1 -1 4 3

dir. A matrisi késegen dominant degildir. det4 # 0 oldugundan denklem sisteminin

tek ¢6ziimii vardir.

(5.10) dan  x,=-8. x,,=10, x,,=-2. x,,=— ve Adomian ayrigim yontemi

W |

i¢in iterasyon formiilii
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xl,m+l = (xz,m + 2x3,m + x4.m)’

1
x2,m+l = _5(_2xl,m —3x3,m + 3x4,m)’
1 (5.28)
x3,ﬂl+1 = g(—xl,m - xz,m)’

1
x4,l}l+] = 5(_xl,m + x2,m - 4x3,l)l) m = 0,1,2,...

seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.7 de verildi.

k-1
Coziim igin k -terim yaklagimi ¢, = > "x,, dur.

im
n=0

Tablo 5.7. Ornek 5.6 igin Adomian ayrisim yéntemi ile elde edilen sonuglar

k) _

k Oy O P o o =0~
0 -8.000000  10.000000  -2.000000  1.333333 i

1 7333333 -3.000000  -4.000000  10.000000 8.66

2 6999670  -3.666670  -6333333  3.222222 6.77

3 4221890  2.666663  -5.333333  6.222222 6.33

4 11555220  -3.111120  -8.888890  7.925922 7.33

5 14592260  -3.666670  -10.444500  8.296290 3.04

elde edilir. Tablo 5.7. incelendiinde bu denklem sisteminin ¢éziimiiniin Adomian
ayrigim yontemi ile bulunamadigi gériiliir.

Ornek 5.5. X, +x,+ 3x, =4
2x,+x, - i+ x,= 1

3% -%- X+ 2x,=-3 (5.29)

-x,F2x,+3x;, - x, =4
Tam ¢6ziimii X =(3,-2,0,1) olan denklem sisteminin Adomian ayrisim yontemi ile
¢Ozimii:

Coziim: Denklem sisteminin katsayilar matrisi

1 1 0 3
2 1 =1 1
A=
3 -1 -1 2
-1 2 3 -1



dir. 4 matrisi kdsegen dominant degildir, dolayisiyla detA4 #0 oldugundan denklem

sisteminin tek ¢zlimii vardir.

(5.10)dan x,,=4, x,=1, x,=3, x,,=-4 ve Adomian ayrigim ydntemi

<5

icin iterasyon formiili

x],m+l = (_xz,m - 3x3,m )’

1
Xy mel = —5(“2)&']‘," +x3,m _x4.m)’ (5 30)

x3,m+l = _(—3xl,m + x2,m _2x4,m)9

Xyl = _(xl,m _2x2’,,, _3x3’,”) m= 0,1,2,...

seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.8 de verildi.

k-1
Coziim igin k -terim yaklasimi ¢, = Zx dir.

in
m=0

Tablo 5.8 . Ornek 5.7 igin Adomian ayrisim ySntemi ile elde edilen sonuglar

k @ s Py Pu lo =]
0 4000000  1.000000  3.000000  -4.000000 i
1 15.000000  0.000000 6000000  3.000000 3
2 .5.000000 -26.000000  54.000000  -1.000000 48
3 33.000000  66.000000  12.000000  111.000000 12
4 -395.000000 164.000000  256.000000  131.000000 428
5 -225.000000  918.000000 -756.000000  837.000000 1012

sonuglart elde edilir. Tablo 5.8. incelendiginde bu denklem sisteminin ¢6ziimiiniin
Adomian ayrigim yontemi ile bulunamadidi goriiliir.
Ornek 5.6. 0.003 x,+59.14 x,=59.17

5.291x,-6.130 x,=46.78 (5.31)
Tam ¢oziimii .XY=(10,1) olan lineer denklem sisteminin Adomian ayrigim y&ntemi ile
¢OzUmii:
Coziim: Denklem sisteminin katsayilar matrisi

_[0.003 59.14 }

5291 -6.130

dir. A4 matrisi kdsegen dominant degildir. det 4 # 0 oldugundan denklem sisteminin

tek ¢6zlimil vardir.
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(5.10) dan  x, =19723.3, X, =—1.631320, ve Adomian ayrisim yOntemi

icin iterasyon formiilii

Xmal = __1——(_59'14x2,m)a
0.0?3 5
X3 el = ""___(_5.29135[ m)’ m= 0,192,.-.
' 6.130 ’

seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.9 da verildi.

k-1
(Cozim i¢in £ -terim yaklasim: ¢, = Zx dir.

im
m=0

Tablo 5.9 . Ornek 5.6 igin Adomian ayrisim y6ntemi ile elde edilen sonuglar

k Dk Dy Hgo(k) - C"(k#”“w
0 19723.300000 -7.631320 -

1 170162.300000 17016.168680 170213

2 -3354226837.700000 146865.168700 33543969999
3

-25932926838.000000 -289517134.800000 22578700001

elde edilir. Tablo 5.9. incelendiginde bu denklem sisteminin ¢dzlimiiniin Adomian
ayrisim yontemi ile bulunamadig: goriiliir.

Katsayilar matrisinin kdsegeni dominant olacak sekilde verilen denklem sistemi

yeniden diizenlenirse
5.291 x,-6.130 x,=46.78
0.003 x, +59.14 x,= 59.17 (5.33)

elde edilir.Bu durumda denklem sisteminin katsayilar matrisi

L_[5291 -6.130
0.003  59.14

dir. A matrisi kosegen dominanttir dolayisiyla det4 #0  oldugundan denklem

sisteminin tek ¢oziimii vardir.
(5.10) dan  x,, =8.841428. x,, =1.000507 ve Adomian ayrisgim ydntemi igin

iterasyon formiilii
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1
b =——-(6.130 R
1,m+1 5291( x2,m)

|
X = ——(-0.003x, ), m=10,12,...
2,m+] 5914( l,m)

seklinde olur. Bu iterasyon formiiliinden elde edilen sonuglar Tablo 5.10 da verildi.

(5.34)

k-1
Coziim i¢in k -terim yaklagimi ¢, = Zx. dir.

im
m=0

Tablo 5.10. Ornek 5.6 igin Adomian ayrisim ySntemi ile elde edilen sonuglar

k) _

k 47 Dy H(D (0(,"_[)“73
0 8.841428 1.000507 -

1 10.000586 1.000059 1.15

2 10.000067 1.000005 5.1x10*

3 9.999999 1.000001 6.7x107

4 10.000000 1.000000 1.0x 107
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6.BOLUM

6.1. LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERININ ADOMIAN AYRISIM
YONTEMI ILE COZUMU

Bu boliimde, Adomian ayrisim yontemi ile lineer olmayan denklem sistemlerinin

¢6ziimii incelenecektir. f, =IR" — IR, i=12,..n olmak iizere

Ji(x,%5500,x,) =0
(X5 %5500, X,) =0
:f*(‘ 2 ) 6.1.1)

S, (e X550x,) =0
lineer olmayan denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii olsun. (6.1.1) sisteminin i. denklemi

f(x,%5500,x,) =0 (6.1.2)

olmak iizere bu denklemden x,, Adomian ayrigim yonteminin yapisina uygun olarak
X, =c+g(x.x,...x,) (6.1.3)
seklinde elde edilebilir. Burada g,(x,x,,....x,) lineer olmayan bir fonksiyon ve c, bir

sabittir. (6.1.3) denklemine Adomian ayrisim yontemi uygulamak igin
x/ = Z'xim
m=0

ve

N
g, (x,%y,00,x,) = Z A (X1g5eves Xypyseees Xgseres m ) (6.1.4)

m=0

ler Adomian polinomlaridir [25]. (6.1.4), (6.1.3) te yazilirsa

Z”:x"" = cl + i Alm (6. 1 5)

m=0 m=0

seklinde yazilir. Burada 4,

m

elde edilir. Bu durumda, (6.1.5)'denkleminden iterasyon formiilii
xiO = cl

X =4 . i=l..n m=0,12,..

ianel = “him

(6.1.6)
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k-1
seklinde elde edilir. x; ¢6zlimii igin £ -terim yaklasimi ¢, = Zx,.m seklindedir. Boylece

m=0
k -terim yaklasgiminin gergek ¢dziime yakinsamasi durumunda

limg, =x, (6.1.7)

k>0

olacaktir. Eger x,, A parametresine bagl olarak

X, = Y A%, i=len (6.1.8)
j=0
seklinde yazilirsa Adomian polinomlari
1} d"
Ay (Xrg5eeesXigseesXpgaeens X ) = —| = &,(X;, %5005 X, ) (6.1.9)
ml| dA 10

formiiliinden kolaylikla hesaplanabilir [26]. Bu durumda

A (Xigs Xg v s%0) = & (X195 X9+ 45X ng)

k ko k L Kin Lo

o X | X2 Xy X, X

Aim(xmsn-axltmeOa'o-amer-'aan’“-’xnm)=Z p ""k ) "” ) e "" |
11° ml* klZ' k k]n' k

Q m2° mn*

an+Qz ooy,

X O . 8i(X10s X0+ %00), Mm% 0 (6.1.10)

yazilabilir, Burada

Q =(k, +2ky +...+mk,))+...+(k,, +2k,, +...+ mk, ) =m

ve
Q =k, +k,+...+k,,, i=12..n
dir .

6.2. Yontemin Yakinsakhigi

(6.1.1) denklem sisteminin ¢dztimi

xa=2 M, i=12,..n (6.2.1)

olsun. /. serinin yakinsaklik yarigapi p, olmak tizere p = min {pl, Prsees p,,} ve p>1 olsun.
Bu durumda (6.2.1) denklemi Ill £ p igin yakinsar [12].

Yakinsaklik yarigap1 p > 1 ve
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0
, Kk k,
8 (X15X55000,X,) = Z Z ey b, X1 X1 seees X" 5 (6.2.2)

m=0 ky+ky+. +k,=m
by ke ={0.1..}

olmak iizere, g,,(x;,%,,...,x,)nn seriye agilmasi durumunda ise (6.2.1) serileri "xﬂ <p

icin yakinsar. (6.2.1) denklemi (6.2.2) de kullanilirsa Zcmzl"’ yeni serisi elde edilir ve

m=0
burada yakinsaklik yarigap1 1 den biiyiik olur.

-

k;
g (% Xy X,) = ) > @ H(ng,zf] (6.2.3)

m=0  k +ky+..+k,=m i=1 \ j=0
by koeW={.1..}

Bu dizinin m satir1 (6.1.9) da tamimlanan 4, ye 4 =1 oldugu zaman yakinsar. Ciinkii
8. (x,%,,..,x,)  Taylor serisine agilabilir. Asafida (6.2.3) deki seri ¢iftlerinin

yakinsakligini ispatlayan teorem verildi.

Teorem 6.2.1.  x,,%,,...,X, (i=12,..,n) degiskenlerinin analitik bir fonksiyonu

n

81 (%,%,,%,) ve |x| < R olmak tizere x, = ) x,, sonsuz seri seklinde aynstirlabilir.

Ael-1]] igin x, =Zx,,,,l""’ parametrizasyonu kesinlikle yakinsaktir ve x, serileri

agagidaki sekilde tiretilebilir.

m [1+ I [iJ+...+ ! (i) +] (6.2.4)
n(l+¢) (+e)\ p (+&)"\p

Burada m > M (M, x,nin st limiti ) ve ¢ > (—ARi] ve p 21 dir. Bu durumda seri giftleri

A =1 igin yakinsar [27].
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Ornek 6.1.1 Ornek 3.1.1 in Adomian ayrisim ydntemi ile ¢oziimii:

Verilen denklem sistemindeki i. denklemden x, ¢oziiltirse

11
X = —6-+§ cos (x,x,)

X, = —0.I+%\[x12 +sinx, +1.06

10z-3 1
X, = — - 6.1
3 60 20e ©.1)

elde edilir. (6.1) denklemine Adomian ayrigim yonteminin uygulanmasiyla

Z xlm =—1— + —I~ Z Am (COS(x2x3 ))9
m=0 6 3 m=0

3 xy0 = —0.1+—;—\/iAm(xf)+iAm(sin(x3))+1.O6,
m=0 m=0

m=0

o 107-3 1& .

X —- — F—— 142
,,,Z=o 3”’ 60 20 ,;0 n(€77)

_107-3

. 1 .
denklemleri ve x, , = PE X,=-01 x,= olmak lizere

1
Ximel = 'g(Am(COS"zxs)),

Xy ma = é\/Am ((%,)%) + 4, (sinx,) +1.06,

1
X3 mel = —E(‘)Am(e-x‘xz)- m=0,12,...

iterasyon formiilii elde edilir.
2 .
F(x,x,,%3) = x7, F(x,%,,%;) =€, F(x,%,,%;) =sinx;, F(x;,x,,%;) = cos(x,x;)
nonlineer terimlerinin Adomian polinomlart 4. béliimde elde edildi. Bu iterasyon

formiiliine gore nx""‘”—x(””“510°6 olacak sekilde elde edilen sonuglar Tablo 6.1 de

verildi.
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Tablo 6.1 Ornek 6.1.1 in Adomian ayrisim ySntemi ile ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar

k Pk Dok Pk “¢(k) - (0(1‘_1)"00
0 0.166666 -0.100000 -0.473360 -

1 0.499626 -0.026440 ~0.525290 33.2x107?
2 0.499833 0.000639 -0.524100 2.7x107
3 0.499905 0.000241 -0.523770 3.9%x10™
4 0.499952 0.000052 -0.523619 1.8x10*
5 0.499990 0.000008 -0.523594 44x10°
6 0.499994 0.000005 -0.523596 4.0x10°
7 0.499997 0.000003 -0.523597 3.0x10%
8 0.499998 0.000002 -0.523598 2.0x10%
9 0.499999 0.000001 -0.523598 1.0x10°

Tablo 3.1 ve 3.2 nin baslangi¢ sartlart Tablo 6.1 deki gibi segilerek yapilan iterasyonlar

sonucunda elde edilen degerler Tablo 6.2 ve 6.3 de verildi.

Tablo 6.2 Ornek 6.1.1 in Basit iterasyon yontemi ile ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar

m x, x, X, ”x’" - x(”"”"w
0 0.166666 -0.100000 -0.473360 -

1 0.499627 0.002665 -0.523532 3.3x107

2 0.499999 0.000004 -0.523594 2.6x10°

3 0.500000 0.000001 -0.523598 40x10°

4 0.500000 0.000000 -0.523598 1.0x10°
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Tablo 6.3 Ornek 6.1.1 in Newton Raphson yéntemi ile ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar

m X, x, X, "x’” - x(”’")IL

0 0.166666 -0.100000 -0.473360 -

1 0.500039 0.002134 -0.523485 3.3x10"

2 0.500048 0.000012 -0.523528 2.1x10°

3 0.500000 0.000001 -0.523598 7.0x107

4 0.500000 0.000000 -0.523598 '1.0x10°
Ornek 6.1.2

x*~10x, +x+8 =0
xx; +x ~10x, +8=0

lineer olmayan denklem sisteminin Adomian ayrigim, Basit iterasyon ve Newton-Raphson

yontemleri ile ¢zimii:

i) Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziimii

Verilen denklem sistemindeki i. denklemden x, ¢oziiliirse

elde edilir. (6.2) denklemine Adomian ayrigim ydnteminin uygulanmasiyla

Z Xim = T _1_' > (xl)+—ZA (xz)’

m=0 10 m= m=0
Z Xy === ZA (xlx2)+ le,
m=0 m=0 m—O

denklemleri ve x,, = —8—, Xy = 3 olmak lizere
10 10

Foan = e (A G+ 4,

x2,m+l = I%(Am (xlxg) + x],m) s m= 091523"'

iterasyon formiilleri elde edilir.
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F(x,x,) =x], F(x,x,)=x;, F(x,x)=xx nonlineer terimlerinin Adomian
polinomlar: 4. boliimde elde edildi. Bu iterasyon formiiliine gore ”x(”””—x(’”)us 10°¢

olacak sekilde elde edilen sonuglar Tablo 6.4 de verildi.

Tablo 6.4 Ornek 6.1.2 nin Adomian ayrisim ydntemi ile ¢dziimiinden elde edilen sonuglar

k P 02 lo® -]
0 0.800000 0.800000 -

1 0.928000 0.931200 1.3x10™

2 0.969472 0.968985 4.1x102

3 0.985512 0.984620 1.6x 107

4 0.992633 0.991910 7.2x107

5 0.996074 0.995559 3.6x10°
18 0.999998 0.999996 4.0x10°
19 0.999999 0.999998 2.0x10°
20 1.000000 0.999999 1.0x10°®

ii) Basit Iterasyon Yontemi ile Coziimii
(6.2) denkleminden basit iterasyon yonteminin iterasyon formdilii
8

w1 -
x{ ’=-1—5((x, N (o ")2)+1—6,

m I m- m— m- 8
A = LG )

elde edilir. X©, Tablo 6.4 deki gibi alindizinda yapilan iterasyonlar sonucunda elde

edilen degerler Tablo 6.5 verildi.
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Tablo 6.5 Ornek 6.1.2 nin Basit iterasyon yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

m X X, ”x’" - x(""”"w
0 0.800000 0.800000 -

1 0.928000 0.952192 1.5x10"

2 0.976785 0.986241 4.8x107

3 0.992678 0.995823 1.5% 107

4 0.997707 0.998710 5.0x107

5 0.999284 0.999599 1.5x107

9 0.999993 0.999996 1.5x107
10 0.999998 0.999999 5.0x10°
11 0.999999 1.000000 1.0x10°

iii) Newton-Raphson Yontemi ile Coziimii
Verilen sistem i¢in Jacobian matrisi ;
2x, —-10 2x,

1+x  2xx,-10

J(x,x,) = [

dir. Newton algoritmasina gore istenen iterasyon ,
(k) (k-1) (k-1)
(k) (k-1) (k-1)
*2 2 be)

y(k—l)
[ 1 J = _(J(xl(k—l),xék—l)))-l F(x‘(k—l),x;k—-l))

(k1)
87

seklindedir. Burada

olur.

Boylece k.adimda J(X*™) Y% D=_F(X%*Y lineer sistemi ¢ziilmelidir. Burada

25D pxlkD
(xy 10 |

yeb [yx(k_”]
T kD
Ya
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POt = { () =108 + () 48 }

xl(k—l) (xék-l))2 + x](k—l) _ 10x§k—1) + 8

dir. X, Tablo 6.4 deki gibi alindiginda yapilan iterasyonlar sonucunda elde edilen
degerler Tablo 6.6 da verildi.

Tablo 6.6 Ornek 6.1.2 nin Newton Raphson ydntemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

m x, X, “x"’ - x(’"“’)“g0
0 0.800000 0.800000 -

1 0.983091 0.961227 1.8x 10

2 0.997859 0.991984 3.0x10%

3 0.999575 0.998319 6.3%x107

7 0.999999 0.999997 1.3x107

8 1.000000 0.999999 2.0x10°

9 1.000000 1.000000 1.0x10°

Ornek 6.1.3
5%+ xZ—d4x, = 13,

X +10x,— e™ = 11,
X3 —25x%, =22,
lineer olmayan denklem sisteminin Adomian ayrigim , Basit iterasyon ve Newton-Raphson
yontemleri ile ¢oziimii:
i) Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziimii
Verilen denklem sistemindeki i. denklemden x, ¢oziiliirse

13 1, 4

X =Xy Xy,

15 15 15

1 1, 1
X, =———X +—e
10 10 10

2 1,
== 4+—x
25 257,

6.3)

X3
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elde edilir. (6.3) denklemine Adomian ayrisim metodunun uygulanmasiyla

0

D i ————ZAM( %)+ ng,

m=0 m=0
iom————ZOAm() L3 aE,
Zx 25 25ZAm( 9

13 11

= X = 2 olmak lizere
' 5

denklemleri ve x,, =—, x
e T AT

1 4
Ximsl = _BAm(xZZ) + 1—5—x3,m 3

1 2 1 _x
X =——4,(x)+—4,( ),
2mal lOAm( 1) n A7)

x3,m+1 = -Z%Am (x;) s m= 0,1,2,...

iterasyon formiilii elde edilir.
F(x,%,%) = X, F(x,%,%) = x>, F(x,%,%)=x, F(x,x,,x)=e " nonlineer
terimleri i¢in Adomian polinomlar: 4. bélimde elde edildi. Bu iterasyon formiiliine gore

[’x(’"‘” ~xm “ <107 olacak sekilde elde edilen sonuglar Tablo 6.7 de verildi.

Tablo 6.7 Ornek 6.1.3 igin Adomian ayrisim ydntemi ile ¢dziimiinden elde edilen sonuglar

k Oup Pr s lo® - 0|
0 0.866666 1.100000 0.880000 -

1 1.020666 1.066368 0.933240 1.5x 10
2 1.039796 1.022474 0.928357 43x107
3 1.044856 1.027487 0.922029 6.3x10°
7 1.042145 1.031087 0.923842 6.4x10°
8 1.042146 1.031089 0.923845 3.0x10%
9 1.042148 1.031090 0.923847 2.0x10°
10 1.042149 1.031091 0.923848 1.0x10°
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elde edilir.
ii) Basit iterasyon Yontemi ile Coziimii

(6.3) denkleminden basit iterasyon yiinteminin iterasyon formiilti

m m— ey 13

( ) — ( é 1)) ( D 15,

m m- 1 —~x{m=h 11
X" = _1—6("‘ l))2+16e TR

(m) ( (m— l))3 +_2_2_

seklinde elde edilir. X©, Tablo 6.7 deki gibi alindignda yapilan iterasyonlar sonucunda
elde edilen degerler Tablo 6.8 de verildi.

Tablo 6.8 Ornek 6.1.3 {in Basit iterasyon yontemi ile ¢dziimiinden elde edilen sonuglar

m x, X X ”x’” - x(’"“””w
0 0.866666 1.100000 0.880000 -

1 1.020667 1.037302 0.924645 1.5x 10

2 1.041506 1.031194 0.923861 2.0x10?
3 1.042139 1.031093 0.923848 6.4x107
4 1.042149 1.031091 0.923848 1.0x10°

ili) Newton-Raphson Yontemi ile Coziimii

Verilen sistem i¢in Jacobian matrisi ;

15 2x, -4
J(x,%,x)={2% 10 €™
0 3x; -25

dir. Newton algoritmasina gore istenen iterasyon ,
(k-1)

(k) (k ~1)
Xy Xy 32
xgk) - x(k g ygk n
(k) (k )] (k-1)
X3 X3 2

seklindedir. Burada
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(k-1
B4

k-1 | k=1) (k=D _(k=11yy-! =1y _(k=1) (k=1
P = = g g )T g )

(k-1)
Y3

olur.

Boylece k .adimda J(X®) y*V=_ F(X*™Y lineer sistemi ¢oziilmelidir. Burada

15 250 -4
JXEy=[2x 10 e,
0 304y =25
yl(k—l)
Ytk~ll — y(zk—l)
»

Ve

ISxf 0+ () —4x " 13
! 2
F(X(k—l)) = (x]u_n)z 4 lox(zk—n __e-.\-‘., o ~11
(xf Y —25x 0 + 22

dir. X9, Tablo 6.7 deki gibi alindignda yapilan iterasyonlar sonucunda elde edilen

degerler Tablo 6.9 da verildi.

Tablo 6.9 Ornek 6.1.3 iin Newton Raphson ydntemi ile ¢dziimiinden elde edilen sonuglar

m x, X, X, ”x’" - x“"“””m
0 0.866666 1.100000 0.880000 -

1 1.043929 1.033540 0.930680 1.7%x 10"
2 1.042130 1.031098 0.923776 6.9x 1073
3 1.042149 1.031091 0.923849 7.3x107
4 1.042149 1.031091 0.923848 1.0x10°
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Ornek 6.1.4
X +x—6x,+3=0
X ~x-6x,+2=0
lineer olmayan denklem sisteminin Adomian ayrisim, Basit iterasyon ve Newton-Raphson
yontemleri ile ¢dziimii:
i) Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziimii

Verilen denklem sistemindeki i.denklemden x, ¢oziiliirse

X, =—+—X ——X; (6.4)
elde edilir. (6.4) denklemlemine Adomian ayrisim metodunun uygulanmasiyla

3 5 = 1+%iAm(xf)——;—iAm(x§)

m=0 3 m=0
ZxZIn = _+—ZAm(x] )+‘—‘ZA”,(X2),
m=0 2 6 m= 6m=0

denklemleri ve x,, = :—;, X5 =% olmak {izere

1 1
xl.m+l = gAm(xf) +gAm (x; )s

1 1
Xomsr = gAm(xf) —'gAm(x;), m=0,1,2,...

iterasyon formiilii elde edilir [28].
F(x,,x,) =%, F(x,x)=x nonlineer terimleri igin Adomian polinomlar: 4.
bsliimde elde edildi. Bu iterasyon formiiliine gore “x""‘” -x‘””“ <107° olacak sekilde elde

edilen sonuglar Tablo 6.10 da verildi.
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Tablo 6.10 Ornek 6.1.4 igin Adomian ayrisim yontemi ile ¢Sziimiinden elde edilen

sonuglar

k Pux o [e® -0
0 0.500000 0.333333 -

1 0.527006 0.347993 2.7x10%

2 0.529320 0.348679 2.3x107

3 0.531953 0.350736 2.6x1073

8 0.532362 0.351251 3.0x10%

9 0.532364 0.351252 2.0x10

10 0.532364 0.351253 1.0x 10

ii) Basit iterasyon Yontemi ile Coziimii

(6.4) denkleminden basit iterasyon y6nteminin iterasyon formiilii

m L1, P
x )=§+—6-(x,‘ l))3~l-g(x§ Ui

m- 1 1 m- 1 m-
A = 2T (Y

elde edilir. X”, Tablo 6.10 daki gibi alindiginda yapilan iterasyonlar sonucunda elde

edilen degerler Tablo 6.11 verildi.

Tablo 6.11 Ornek 6.1.4 {in Basit iterasyon yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

m X x, “x'" - x(’”"l)lL
0 0.500000 0.333333 -

1 0.526823 0.351713 2.6x10%

2 0.531621 0.351123 4.7%10°

3 0.532256 0.351250 6.3x10™

4 0.532363 0.351252 1.0x 10"

5 0.532364 0.351253 1.0x10%
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iii) Newton-Raphson Yontemi ile Coziimii

Verilen sistem igin Jacobian matrisi ;

3x -6 3x;
3x  -3x-6

J(x,x,) = [

dir. Newton algoritmasina gore istenen iterasyon ,
(k) (k-1) (k-1)
k) | | k-1 (k-1)
X3 X2 Y2

y(k"l)
[ 1 ] - _(J(xl(kul),xék—l)))—l F(xl(k—l)’xék—l))

(k=~1)
Y2

seklindedir ki burada

olur.

Boylece k.adimda J(X*V) y*P=_. F(X*) lineer sistemi ¢dziilmelidir. Burada

3 -6 3057
3(x](k-—]))2 _3(x§k-1))2 __6 ’

y*D [Jﬁ(k_”:l
W

(xl(k—l))3 + (xgk~l))3 _ 6xl(k—-[) +3
xl(k-l))ii _(xék—-l))3 _6x§k-—l) + 2

JX®0y = [

ve

F(x*my {

dir. X, Tablo 6.10 daki gibi alindiginda yapilan iterasyonlar sonucunda elde edilen

degerler Tablo 6.12 verildi.
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Tablo 6.12 Ornek 6.1.4 iin Newton Raphson yontemi ile ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar

m X X, ”xm - x(mq)"w

0 0.500000 0.333333 -

1 0.531236 0.350921 3.1x10?

2 0.532354 0.351249 1.1x107

3 0.532363 0.351252 9.0x 10
4 0.532364 0.351253 1.0x10¢
Ornek 6.1.5 3x,- cos(x,x, )~-% =0

X~ 625x =0
107 -3

e™™ + 20x;+( =0

3
lineer oimayan denklem sisteminin Adomian ayrisgim, Basit iterasyon ve Newton-

Raphson yontemleri ile ¢6ziimii:

i) Adomian Ayrisim Ydntemi ile Coziimii

Verilen denklem sistemindeki i. denklemden x, ¢oziiliirse
11
X = €+§ cos (x,x;)

{
Xy = '2—5—36]

0z-3 1 _.,
x3 =- -—e 172
60 20
elde edilir. (6.5) denklemine Adomian ayrigim ySnteminin uygulanmasiyla

@« I 1 €0
le,,, =~ Z 4,,(cos(x,x,)),
m=0 6 3 m=0

(6.5)

o0 1 ®
mz=x2m - E%xl’
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Zx3m - _1071’-3 __LZAm(e—xlxz)
=0

m=0 60 20,
denklemleri ve x,, = %, X0=0, X50= —10:0— 3 olmak tizere
Xy a1 = —;;A,,,(cosxzxg,
Yamit = 2 Fims
ot = 50 A (), m=012,..

iterasyon formiilleri elde edilir.

F(x,x,,x;) = cos(x,%;), F(x,%,,%)=e " nonlineer terimileri

Adomian polinomlart 4. bolimde elde ‘edildi. Bu

”x(”"” - xt “ <107 olacak sekilde elde edilen sonuglar Tablo 6.13 de verildi.

icin

iterasyon formiiliine gore

Tablo 6.13 Ornek 6.1.5 igin Adomian ayrigim yontemi ile ¢dziimiinden elde edilen sonuglar

k Oup Prs s lo® = %]
0 0.166667 0.000000 -0.473599 -

| 0.500000 0.006666 -0.523598 3.3x10"

2 0.500000 0.019999 -0.523543 1.3x10°

3 0.499999 0.019999 -0.523251 22x10™

4 0.499998 0.199999 -0.523097 1.5x10™

5 0.499999 0.019999 -0.523100 3.0x10°

6 0.500000 0.020000 -0.523101 1.0x 10

yazilabilir,
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ii) Basit iterasyon Yontemi ile Coziimii

(6.5) denkleminden basit iterasyon ydnteminin iterasyon formiilii

1 n -n . 1
X" = gcosxg”' Dx{sD 4~

m _ 1 XD
25
1wy 107 -3
__e —
20 60

seklinde elde edilir, X, Tablo 6.13 deki gibi alindiginda yapilan iterasyonlar sonucunda
elde edilen degerler Tablo 6.14 verildi.

Tablo 6.14 Ornek 6.1.5 in Basit iterasyon yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen sonuglar

m x, X, X, ”x’" - x("'"’lL
0 0.166667 0.000000 -0.473599 -

1 0.500000 0.200000 -0.523101 33x10
2 0.500000 0.019999 -0.523101 1.0x 10

iii) Newton-Raphson Yontemi ile Coziimii

Verilen sistem i¢in Jacobian matrisi ;

3 x;8in(x,x;) X, sin(x,x;)
J(x,%,,%) =  2x —1250x, 0
—xe " —xeh " 20

dir Newton algoritmasina gére istenen iterasyon ,

(k1)

(k) (k-1)

X X N
(k) | _ (k-1) (k-1)
Xy =% +
(k) (k-1) (k-1)
X3 X3 Y3
seklindedir ki burada
(k-1)
N
w1 | _ kD) _Gh-1) _(k=T)yy=1 (k=1) _(k=1) (k=1)
Y2 ——(J(x,( ’x;(f )axg ))) F(x, ’xg 2 X3 )
(k~1)
Y3

olur.
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Boylece k.adimda J(X*) y*V=.F(X%*™") lineer sistemi g6ziilmelidir. Burada

3 XSG D) 1t sinCeltDat D
JX*Dy =) 2xfED ~1250x~ 0 :

(k=13 (k=1) (k=) (k-1
1 %2 2 20

_ xl(k—l)e—x[ X

— x{E D

(k-1)
N

h-1) _ | - (k=)
Y =1V

(k-1
Y3 )

ve

_ -
- 0 (k- |
3x*D — cos(xlt Pxi ) -3

FX*Dy=| (") - 6250’
107 -3

(k=) (4~1)
-X) Xa

+20x" +

dir. X®, Tablo 6.13 deki gibi alindipinda yapilan iterasyonlar sonucunda elde edilen
degerler Tablo 6.15 verildi.

Tablo 6.15 Ornek 6.1.5 in Newton Raphson yontemi ile ¢dziimiindenelde edilen sonuglar

m s X, X, “x"’ — x""‘”"w
0 0.166667 0.000000 -0.473599 B

I 0.499915 0.051111 -0.521534 3.3x10"

2 0.499982 0.029468 -0.522865 2.1x107

3 0.499995 0.021521 -0.523063 7.9%x107

4 0.499997 0.020053 -0.523100 14x10°

5 0.499998 0.019999 -0.523101 54x10°

6 0.499999 0.019999 -0.523101 1.0x10°
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7. BOLUM

SONUC

Bu c¢aligmada, lineer ve lineer olmayan denklem sistemlerinin Adomian ayrigim

yontemi ile ¢oziimii verildi.

Tezin birinci boliimiinde temel tanim ve teoremler verildi. Tezin ikinci ve iigiincii
boliimlerinde sirasiyla lineer ve lineer olmayan denklem sistemlerinin literatiirde mevcut

olan ¢6ziim yontemlerinden bazilar verildi.

Tezin dordiincti bollimiinde, Adomian tarafindan gelistirilen yontem ile ¢esitli

nonlineer fonksiyonlarin Adomian polinomiar: hesaplandi.

Tezin besinci boliimiinde lineer denklem sistemlerinin Adomian ayrisim ydntemi ile
¢oziimii verildi. Elde edilen sonuglara gére, Adomian ayrisim ydntemi ile klasik Jacobi
iterativ yonteminin baglangi¢ sartlar1 disinda tamamen ayni sonuglar1 verdigi goriildii. Her
iki yontemin de iterasyon formiillerinin matris formu aym oldugundan yakinsama sartlari
da aynidir. Dolayisiyla, bir lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi, kdsegen dominant

veya pozitif tanimli ise Adomian ayrigim ydntemi ¢dziime yakinsar.

Tezin altinci béliimiinde lineer olmayan denkiem sistemlerinin Adomian ayrisim
yontemi ile ¢6ziimii verildi. Yontem degisik rneklere uyguland: ve elde edilen sonuglar
Basit iterasyon ve Newton-Raphson yontemlerinden elde edilen sonuglar ile
karsilastirildiginda sonuglarin birbirleri ile uyum iginde oldugu goriildii. Her bir ydntemin

¢bziime yakinsamas i¢in gerekli iterasyon sayisi Tablo 7.1 de verildi.

Tablo 7.1. Her bir yéntemin le'" —x"”"’“ <107® sartim saglamas: i¢in ihtiya¢ duyulan

iterasyon sayilarinin kargilagtiriimasi

Ornek Adomian ayrisim yont.  Basit iterasyon yont.  Newton-Raphson yont.
6.1. 9 4 4
6.2. 20 11 9
6.3. 10 4 4
6.4. 10 5 4
6.5. 6 2 6
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Tablo 7.1. incelendiginde Adomian ayrigim ydnteminin ¢dziime yakinsamasi igin

diger yontemlere gore daha ¢ok iterasyona ihtiyag dilydugu gorilir.
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