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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum "Cift Indisli Diziler icin Cekirdek Teoremleri"
baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir diigecek bir yardima bas-
vurmaksizin tarafimdan yazildigim ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olugtugunu

belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Doktora Tezi
Cift Indisli Diziler icin Cekirdek Teoremleri
Yurdal SEVER
In6nii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
52-+v sayfa
2010
Danmisman: Doc¢. Dr. Bilal ALTAY

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, cift diziler ve g¢ekirdek kavraminin tarihsel geligimi verildi.

Ikinci boliimde, cift indisli dizi ve cekirdek kavramlari ile ilgili baz1 temel tanim
ve teoremler ifade edildi.

Tezimizin {i¢lincii, dordiincii ve beginci boliimleri orijinal sonuclar: ihtiva et-
mektedir.

Uciincii boliimde, tek indisli dizilerde cekirdek icin verilen bazi tanim ve te-
oremler, cift indisli dizilere genigletildi.

Dérdiincii boliimde, Cesaro Pringsheim, Cesaro sinirhi Pringsheim ve Cesaro
sinirh ve sifira Pringsheim yakinsak cift dizilerin ciimlesi olarak tanimlanan Ces,,
Cesy, ve Cesyyo climlelerinin baz 6zellikleri ve dualleri incelendi.

Besinci boliimde, Cesaro ¢ift dizilere tanimli bazi matris simiflar1 karakterize

edilerek, Cesaro cekirdek ile ilgili baz1 teoremlerin ispatlar1 verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Cift dizi, Cesaro cift dizi uzay1, Dual uzay, Cekirdek

teoremleri, Matris doniigtimii.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis
Core Theorems for Double Sequences
Yurdal SEVER
Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
02-+v pages
2010
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bilal ALTAY

The present thesis consists of five chapters.

In the first chapter, a brief history of the concepts of double sequences and
core are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems related to double
sequences and core are expressed.

The third, fourth and fifth chapters of this thesis involve the original results.

In the third chapter, some definitions and theorems related to the core of single
sequences are extended to the double sequences.

In the fourth chapter, some properties and duals of the sets of Cesaro Prings-
heim, Cesaro bounded Pringsheim and Cesaro bounded and null Pringsheim con-
vergent double sequences, denoted by Ces,, Cesy, and Cesyy, respectively, are exa-
mined.

In the fifth chapter, some matrix classes into Cesaro double sequence spaces
are characterized and the proofs of some theorems related to Cesaro core of double

sequences are given.

KEYWORDS: Double sequence, Cesaro double sequence space, Dual space,

Core theorems, Matrix transformation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

C : Kompleks sayilar ciimlesi

Cp : Pringsheim anlaminda yakinsak olan kompleks terimli ¢ift diziler uzay1

C, : Regiiler yakinsak kompleks terimli ¢ift diziler uzay:

Cip : Sinirli ve Pringsheim anlaminda yakinsak cift dizilerin uzay1

Cop : Pringsheim anlaminda sifira yakinsak olan kompleks terimli cift diziler uzay:
Cobp : Sinirli ve Pringsheim anlaminda sifira yakinsak cift dizilerin uzay1

Ces) : Cesaro Pringsheim anlaminda yakinsak cift dizilerin uzay:

Cespy : Cesaro sinirlt Pringsheim anlaminda yakinsak cift dizilerin uzay1

Cesyo : Cesaro simirl ve sifira Pringsheim anlaminda yakinsak cift dizilerin uzayi

K-gek{z} : x dizisinin Knopp ¢ekirdegi

M, : Kompleks terimli sinirh ¢ift dizilerin uzay1
L, : Mutlak Yakinsak seri olugturan ¢ift dizilerin uzay:
N : Dogal sayilar ciimlesi

P-cek{z} : x ¢ift dizisinin Pringsheim cekirdegi

R : Reel sayilar ciimlesi

Q : C {izerinde tamiml cift dizilerin uzay1

P : Sonlu sayida terimi hari¢ diger terimleri sifir olan ¢ift dizilerin climlesi
v-lim : Cift dizinin v-yakinsakhiga gore limiti

v-yakinsak: v anlaminda yakinsaklik

XA : X ¢ift dizi uzaymin B(v)-duali

X(A) : A matrisinin karakteristigi
WETTIED DD DY Y

PUNEIEED Dy

VAN ™ DAk — Q41,1

Aprag C Qg — O 141
VAR : A01<A10akl) = Aw(Am@M)



1. GIRIS

Cift dizilerde, tek dizilerin aksine birden fazla yakinsaklik cesidi tanimlan-
mustir. Ik olarak Pringsheim [1] ¢ift dizilerin yakinsaklig ile ilgilendi. Daha sonra
Hardy [2], Robison [3], Kojima [4], Hamilton |5] ve Hill [6] gibi yazarlar, ¢ift diziler
tizerindeki yakinsaklhigi ve bazi ¢ift dizi uzaylarinin 6zelliklerini incelediler.

Son yillarda ¢ift diziler {izerine ¢aligmalar yogunlagmaktadir. Jardas ve Sarapa
[7] iki tek dizinin koordinatsal ¢arpimi geklinde ifade edilebilen ¢ift diziler {izerinde
caligmigtir. Moricz 8], tek indisli ¢ ve ¢ dizi uzaylarina kargilik gelen Pringsheim,
sifira Pringsheim yakinsak ve regiiler anlaminda yakinsak ¢ift dizilerin C,, Co, ve C,
uzaylarinin bazi 6zelliklerini inceledi.

Tiirkmenoglu [9], t = (t;,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere, bazi
cift dizi uzaylar1 tanimlayarak, bu uzaylarin 6zelliklerini ve duallerini inceledi.

Boos, Leiger, Zeller [10] cift dizilerde e-, be- ve c-yakinsakligi tamimladi ve SM
metodunu kullanarak bu yakinsaklik cesitlerinin bazi topolojik 6zelliklerini verdi.
Zeltser [11]; Boos, Leiger, Zeller [10] tarafindan verilen e-, be- ve c-yakinsak ¢ift dizi
uzaylarinin tagidigr bazi Ozellikleri inceledi. Ayrica, ¢ift dizilerde bir A metodunun
e-, be- ve c- etki alanlarimin yapisim verdi.

Altay [12], kismi toplamlar1 sinirli, Pringsheim ve regiiler yakinsak seri olug-
turan CSpy, CS,, CS, cift dizilerin ve sinirh salinimh BY ¢ift dizilerin uzaylarini inga
ederek, bu uzaylar ile ilgili baz1 6zellikleri inceledi.

Dizilerin ¢ekirdegi kavrami 1929-30 yillarinda, kapal ve konveks ciimleler yar-
dimiyla Knopp [13] tarafindan verildi. Daha sonra degisik cekirdek tamimlari ve-
rildiginden buna K-¢ekirdek denilmektedir. Tek indisli sinirli dizilerde bariyerler ve
Shcherbakov [14] tarafindan diskler yardimiyla ¢ekirdek tanimi yapildi. Bu tanimla-
rin denk oldugu ilgili yazarlar tarafindan gosterildi, [15]. Knopp tarafindan regiiler
matris yardimiyla ¢ekirdek teoremi olarak bilinen kapsama bagintis1 verildi. Knopp
Cekirdek Teoremi, yapiyr koruyan matris yardimiyla Rhoades [16] tarafindan ince-
lendi ve verilen sonuglar Schafer [17] tarafindan genellegtirildi. Goffman, Petersen
|18] ¢aligmalart dogrultusunda Rath, Tripathy |[19], baz1 regiiler matris siniflar ile
ilgili teoremleri vermiglerdir. Maddox [20| ¢ekirdek ile ilgili kapsama bagintilarini
esitsizlikler yardimiyla karakterize etmistir.

Tek indisli dizilerde Knopp [13] tarafindan verilen ¢ekirdek tanimi, Patter-
son [21] tarafindan ¢ift indisli dizilere taginmigtir. Gokhan, Colak, Mursaleen [22],

paranormlu ¢ift dizi uzaylarinda Pringsheim cekirdigi ile ilgili ¢caligmalar yaptilar.



istatistiksel yakinsaklik Fast [23] tarafindan verildi. Daha sonra Salat [24],
Fridy [25], Connor [26], Kolk [27], Fridy, Orhan [28], [29] ve bir¢ok yazar tarafin-
dan caligildi. Istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen, Edely [30] tarafindan ¢ift
indisli dizilere taginmigtir. Mursaleen, Cakan, Mohiuddine, Savag [31] ¢ift dizilerin
genellegtirilmis istatistiksel yakinsakligi ve istatistiksel ¢ekirdegini incelediler.

Cakan, Altay [32| caliymasinda reel ¢ift dizilerin sto-simirlilik, sto-limsup, sto-
liminf ve istatistiksel ¢ekirdegi tanimladilar.

Cakan, Altay, Mursaleen [33], Cakan, Altay, Coskun [34] ¢ift dizilerde o-
yakinsaklik, o-cekirdegi tanimlayarak, baz kapsama bagintilarini verdiler.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu calismada, once cift dizi ve c¢ekirdek kav-
ramlarinin bazi temel tanim ve teoremleri verilecektir. Tek indisli dizilerde ¢ekirdek
ile ilgili tanim ve teoremler ¢ift indisli dizilere taginacaktir.

Son olarak, Cesaro matrisi yardimiyla ¢ift indisli dizi uzaylar: inga edilecek ve

Cesaro c¢ekirdek ile ilgili baz egitsizlikler incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bazi temel kavramlarin ( vektér uzayi, topolojik uzay, norm, yarmorm,

regiiler matris siifi, ... ) bilindigi kabul edilecektir.

2.1. Gift Dizi ve Yakinsaklik Cegitleri

Bu kisimda, cift dizilerle ilgili bilgiler verilecektir. Cift dizilerde, tek dizilerin
aksine birden fazla yakinsaklik kavrami tanimlanmigtir. Bunlardan en ¢ok kullanilan
Pringsheim [1] ve regiiler [2] yakinsakhiktir. Diger baz1 yakinsaklik gegitleri olan
e-, be- ve c-yakinsaklik; Boos, Leiger ve Zeller tarafindan [10] numaral kaynakta

calisilda.

Tantm 2.1.1. X, bog olmayan herhangi bir ciimle olmak iizere;

f . NxN — X
(k’,l) — f(k?,l):l’kl

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir X terimli ¢ift indisli dizi denir.
Bu calismada ¢ift indisli dizi yerine kisaca ¢ift dizi ya da sadece dizi denilecek-

tir.

Herhangi bir x = (xy,) ¢ift dizisinin xy; elemanlari,

11 12 T13 ... Tu
To1 To22 T2z ... X9
T31 T32 X33 ... Tyl
Tkl Tk2 T3 ... Tkl

seklinde bir tablo olarak diisiiniilebilir. €2 ile kompleks veya reel terimli ¢ift dizilerin

climlesi gosterilir. Buna gore;
Q= {x: (xg) = V k,1 € Nigin xy, EC}

olup bu ciimle, her @ € C ve her x, y € Q icin ax = (axy) ve © +y = (g + Ygr)
islemleri altinda bir lineer uzaydir.
x = (z1) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak iizere,

sup |zg| < oo
ki>1



oluyorsa, x dizisine sinirlidir denir. Sinirh ¢ift dizilerin climlesi M, ile gosterilir.

Buna gore;

M, = { = (@) € Q¢ @ [l sup [el < oo}

ciimlesidir.
Reel ya da kompleks terimli bir z = (zx) ¢ift dizisi, eger verilen her € > 0 i¢in
k,l > N oldugunda

|z —al <e

olacak gekilde bir N dogal sayis1t mevcut ise, a € C sayisina Pringsheim anlaminda
yakinsaktir denir. a degerine de x ¢ift dizisinin Pringsheim limiti adi verilir. Prings-
heim anlaminda yakinsak bir x = (zy) ¢ift dizisine kisaca P-yakinsak dizi denir ve
limiti de

P-limx,y =a
k

)

ile gosterilir. Pringsheim anlaminda yakimsak cift dizilerin ciimlesi C, ile gosterelir.

C, climlesi,
cpz{xz(xkl) €Q|3aeCVe>03N €NV 1> N 3|z — d <5}

bi¢ciminde ifade edilebilir. Tanimdan anlagildigi iizere Pringsheim anlaminda yakin-

sak bir ¢ift dizi, sinirh olmak zorunda degildir.

ORNEK 2.1.1. Reel terimli x = (zy,) ift dizisi;

E o, =1
Ty = -1, k=1,1>2
0 , diger durumlarda
seklinde tanimlanirsa, SUpy T = +00 ve infy; xy = —oo oldugu halde, dizinin

P-limiti sifirdir.

C, N M, ciimlesi Pringsheim anlaminda yakinsak sinirh ¢ift dizilerin uzayidir
ve bu ciimle Cy, ile gosterilir.

Pringsheim anlaminda a noktasina yakinsak olmasina ilave olarak her [ € N
icin limy, xy; ve her k& € N icin lim; xy,; limitleri mevcut olan x = (xy;) ¢ift dizisine, a
noktasina regiler yakinsak (kisaca, a noktasina r—yakinsak) denir. Regiiler yakinsak
bir z = (zx) ¢ift dizisi igin lim; limy, xy,; ve limy, lim; 2y, limitleri meveut ve Pringsheim

limitine egittir. Regiiler yakinsak ¢ift dizilerin C, ciimlesi,
Cr = {$ = (xkl> - Cp ’ (xkl)k, (xkl)l € ¢, Vk‘,l € N}
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olarak tamimlanabilir. Burada c ile yakinsak tek dizilerin uzay1 ve (zy), € c ile [ in-
disine gore yakinsakhgi gosterilmektedir. Regiiler yakinsaklik kavraminda, yakinsak
her ¢ift dizinin sinirh oldugu kolaylikla goriiliir.

Moricz (8], tek indisli ¢ ve ¢y dizi uzaylarima karsilik gelen Pringsheim; sifira
Pringsheim yakinsak ve regiiler anlaminda yakinsak cift dizilerin C, , Cy, ve C, uzay-
larinin bazi 6zelliklerini inceledi.

Boos, Leiger, Zeller [10], Pringsheim anlaminda yakinsakliktan daha zayif olan,

cift dizilerin a noktasina e-yakinsakligi,
Ve >0 E|l0€N VlZlo dk; € N k;Zk:l:>|xkl—a < &€

seklinde tanimladi.

Bu durumda, e-yakinsak dizilerin ciimlesi,

Cez{x:(xkl)eﬁ | JaeC,Ve>0icin 3N, VI >y,

k€ N 5VEk >k igin |z —a| < 5}

= {x =(zp) €N | JaeC: lilmlimsup]xkl —al = O}
k

seklindedir.
Tanimlardan anlagildigy iizere C, & C, & C. oldugu agciktir.
r = (x) cift dizisi e-yakinsak olmak iizere, her | € N i¢in supy |xy| degeri

sonlu ise be-yakinsak, limy x; mevecut ise c-yakinsak denir.

ORNEK 2.1.2. z = (zy) cift dizisi;

E o, k=1
=9 1 , k>1
0, k<l

seklinde tanimlanirsa, x ¢ift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak degil fakat e- ve

c- yakimsaktir.

Zeltser [11] doktora tezinde, Boos, Leiger, Zeller tarafindan verilen e-, be- ve
c-yakinsak cift dizi uzaylarinin tagidigi bazi 6zellikleri inceledi. Ayrica, cift dizilerde
bir A metodunun e-, be- ve ¢- etki alanlarinin yapisini verdi.

Genel olarak, bir z = () ¢ift dizinin sinirhhigy, diizgiin sinihihik, yani supy | zx|
ifadesinin sonlu olmasi anlamindadir. Bu; r- ve bp- yakinsaklik icin tabii bir sinirhlik
tanimidir.

Yukarida tanimlanan yakinsaklik cesitlerinin kendilerine 6zgii sinirhlik tanim-

lart vardir. Bir # = () cift dizisi i¢in limy supy, ;> v [7], lim; limy, |2, sup; limy, |2|

5



ve sup, | limy, 2| degerleri sonlu ise = = (xy;) ¢ift dizisine, sirasiyla, p-, e-, be- ve c-
sinirh denir.

Genel olarak gz oniine alinan ¢ift dizi uzaylari,
okl — { L, (k‘,l) = (Z,j)

0o , diger durumlarda

olarak tanimlanan (eX!) dizilerinin gerdigi ® uzayim kapsarlar.

Her z = (xy;) cift dizisi i¢in, dizinin m., n. kism

gmnl = zm: zn:mklekl i (m,n eN)

k=1 I=1
seklinde tanimlanir.
Sore e (1eN), ve Y €M (ke N) ifadeleri, sirasiyla, e, €' ve e

ile gosterilecektir.

TANIM 2.1.2. v cift dizilerle ilgili herhangi bir yakinsaklik kavramimi géstermek

tizere, bir F ¢ift dizi uzaymin a- ve §(v)- dualleri,

E* = {(CLU> e | Ve e E icin Z |aijl'7;j| < OO}
(2]
ve
EBW) — {(aij) € Q|Vz € E igin v- Z ;i Tij mevcut}
,J
olarak tanimlanir.

TANIM 2.1.3. [35] © = (xy,) reel sayilarin bir ¢ift dizisi ve

Oén(x) = kS}l>p Tk Ve 6n(x> - klln>fn Tkl
=M 7=

olsun. Bu durumda, en az bir n € N sayis: igin a,,(z) < oo ve f,(x) > —o0 ise «
¢ift dizisi Pringsheim anlaminda bir {ist ve alt limite sahiptir. Buna gore, bir z ¢ift
dizisinin Pringsheim alt limiti,

i) Eger her bir n € N i¢in 3,(z) = —oo ise,

P-liminfz = —o0,
ii) Eger baz1 n € N i¢in 5, (z) > —oo ise,
P-liminfz = lim ( inf xkl> = sup S, ()
n—oo \ k,l>n n

ve Pringsheim iist limiti,

i) Eger her bir n € N i¢in a,(x) = +00 ise,
P-limsupx = 400,

6



ii) Eger bazi n € N i¢in «,(x) < 400 ise,
P-limsupz = lim (sup xkl) = inf o, ()
n—o0 k,lzn n

seklinde tanimlanir.

Asgagida verilen O0rnek, bir ¢ift dizinin alttan ve iistten sinirsiz olmasina ragmen,

Pringsheim 1iist ve alt limitlerinin varhgim gostermektedir.

ORNEK 2.1.3. Reel terimli x = (zy;) cift dizisi,

ko, =1
-1, k=11>2
Trl =
(-1)* |, k=1>1
0 , diger durumlarda
seklinde tanimlanirsa, supxy = 400 ve infx, = —oo oldugu halde, n > 2 icin

an(x) =1 ve f,(x) = —1 bulundugundan
P-liminfx =—-1 ve P-limsupzr=1

olur.

TEOREM 2.1.1. |9, Teorem I1.2| & = (xy) reel terimli bir ¢ift dizi olsun.

(i) impy o0 (SUPy > v Trt) = L olmasu igin gerek ve yeter sart verilen her € > 0 igin
(a) Yeteri kadar biyik her k,l > N i¢in xyy < L+ ¢
(b) Sonsuz ¢oklukta (k1) i¢in x> L —¢

olmasudur.

(71) im0 (infy ;> n 1) = K olmasi igin gerek ve yeter sart verilen her ¢ > 0 igin
(a) Yeteri kadar biyik her k,1 > N i¢in xyy > K —¢
(b) Sonsuz ¢oklukta (k1) i¢in vy < K +¢

olmasidzr.

TANIM 2.1.4.

f i NxN — X
(k7l) — f(kvl):fpkl

cift dizisi verilmis olsun.

1N — N
ko — (k) =iy
ve
7:N — N
L= () =4



fonksiyonlar: (dizileri) artan olmak iizere

h : NxN — NxN
seklinde tanimlayalim. Bu durumda

foh : NxN — X
(k1) — foh(k1) =,

bilegke fonksiyonuna (xy,;) ¢ift dizisinin bir alt dizisi denir.

N x N ciimlesinin sonsuz ¢oklukta (ix,j;) dizisi bulunabileceginden, bir (zx)
cift dizisinin sonsuz coklukta alt dizisi vardir. Burada alt diziyi, orijinal diziden
satirlar ve stitunlar atmakla elde ediyoruz. (z;,;,) alt dizisinin her teriminin (xy)

cift dizisinin bir terimi oldugu aciktir.

ONERME 2.1.1. 35, Proposition 3.1] z = (xy) ve y = (yn) reel degerli iki ¢ift
dizi olsun. Bu durumda dizilerin P-limitleri arasinda asagidaki iliskiler mevcuttur:

(1) P-liminfz < P-limsupz,

(2) P-liminfx = P-limsupx = a <= P-limz = q,

(3) P-limsup(—x) = — P-liminfa,

(4) P-limsup(z +y) < P-limsupx + P-limsupy,

(5) P-liminf(x +y) > P-liminfx + P-liminfy,

(6) Eger z, x ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

P-liminfz < P-liminf 2z < P-limsup z < P-limsup .

oluyorsa monoton artan, k > k' ve [ > I’ oldugunda x; < s oluyorsa monoton
azalan denir.
Monoton ¢ift diziler hakkindaki teoremler, monoton tek diziler hakkindaki te-

oremlerle ayn1 yapiya sahiptir.

TANIM 2.1.5. © = (2, ¢ift dizisi verilmig olsun. Simdi,

Smn:iixij ; (manEN)

=1 j=1
seklinde tamimlanan (s,,,) dizisini g6z 6niine alalim. Bu durumda, ((,,), (Smn))
ikilisine bir ¢ift seri denir. ,,, terimine serinin genel terimi, (s,,,) dizisine de serinin
kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina v-

yakinsak, yani



ise ((Zmn), (Smn)) serisi v-yakinsaktir ve serinin v-toplam1 s sayisidir. Yakinsak ol-

mayan seriye raksak seri denir.

Genel terimi z,,, ve toplami s olan yakinsak seri,

oo oo
Z Z Tmn = S
m=1 n=1
seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi x,,, olan seri
oo o
DD T
m=1n=1

ile gosterilir. v-yakinsak cift seri olusturan dizilerin uzay1 CS,, ile gosterilmektedir.

Buna gore,
CS, = {x = (z;5) € Q| ’U—Zl‘ij = U—limZZIij mevcut}
i.j T =
seklindedir.

o Y T Ve D ol S| Xy serilerine siraly seriler denir. Sirali seriler,

ayni toplama sahip olmak zorunda degildir. Gergekten x = (z,,,,) ¢ift dizisi i¢in

1, m=n+1,n=12,..
Tmn = -1, m=n—-1,n=12 ..

0 , diger durumlarda
> > T = —1 fakat > 07 > xy,, =1 dir.

TANIM 2.1.6. Eger > 7%, > 7% |z;;] serisi yakinsak ise, > %, >~ | x;; kompleks

terimli serisi mutlak yakinsaktir denir.

Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin ciimlesi £, ile gosterilir. Yani;

L, = {xEQ\Hlezzmﬂ <oo}.

1,J
TEOREM 2.1.2. |36, shf. 278-282| (i) Mutlak yakinsak bir ¢ift seri yakinsaktor.
(11) Pozitif reel terimli bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
serinin kismi toplamlar dizisinin sinirl olmasidar.
(iii) Reel terimli (a;;) ve (bi;) dizilerini géz oniine alalim.
Heri,j € Nigin0 < a;; < by ve ) 2, > 72 bij serisi yakinsak ise Y 721 > 77 | i
serist de yakinsaktir ve
22w <)) b
i=1 j=1 i=1 j=1

esitsizligi gecerlidir.



Yakinsak bir ¢ift indisli serinin kismi toplamlari sinirh olmak zorunda degildir.

Gergekten genel terimi

1, m=1
LTmn = —1 , m =2
0, m>3

olarak tamimlanan ) = x,,, serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi sinirli de-

gildir.
2.2. Dizilerde Cekirdek Kavrami

Bu kisimda tek indisli dizilerin cekirdek kavrami ve ilgili teoremler ifade edi-

lerek, ¢ift indisli dizilerde cekirdek kavrami hakkinda bazi bilgiler verilecektir.

TANIM 2.2.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger X \ A ciimlesi
acik ise, A ciimlesine kapali ciimle denir. Kapali cliimlelerin sonlu birlegimi ve sonsuz
kesigimi kapalidir.

A cilimlesinin igindeki tiim acik alt ciimlelerin birlegimine A climlesinin i¢i
denir ve A° ile gosterilir.

A ciimlesini iceren tiim kapali climlelerin arakesitine A ciimlesinin kapanas:
denir ve A ile gsterilir.

x € X noktasinin her komgulugunun A ile kesigimi, = noktasindan farkli nokta
ihtiva ediyorsa, x noktasina A ciimlesinin bir limit noktas: denir. A climlesinin tiim

limit noktalarimin ciimlesi A’ ile gosterilir.

Taniv 2.2.2. E C Chirclimlevea >0, b >0, a+b=1olsun. Eger z,y € £
icin ax 4+ by € E oluyorsa, E ciimlesine konveks ctimle denir. Konveks climlelerin

herhangi sayidaki kesigsimi konveks ciimledir.

TANIM 2.2.3. [15, shf. 137] 2 = (z,,) kompleks terimli bir dizi ve R,,; Tn, Tpi1, Tnio, - - -

noktalarini iceren en kiiciik kapali konveks bolge olsun.
N2, R, climlesine, © = (x,,) dizisinin ¢ekirdegi denir ve K-cek{x} ile goste-

rilir. Tammmdan da anlagildigy tizere K-cek{x} kapah ve konvekstir.
x = (z,) dizisinin limit noktalarinin ciimlesi D olsun. Bu durumda
D C K-gek{z}

kapsamasi gecerlidir. K -¢ek{x} climlesinin bir tek nokta igermesi i¢in gerek ve ye-
ter sart x dizisinin yakinsak olmasidir ki bu nokta, x dizisinin limit noktas1 olur.
K-¢ek{z} = 0 ise, = dizisine belirli anlamda raksak dizi denir ve x = (z,,) ~ oo ile

gosterilir.
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Reel terimli sinirlt bir z = (z,,) dizisinin K-¢ekirdegi
liminf z,, = l(z) ve limsupx, = L(x)

olmak iizere; [I(x), L(x)] kapal arahgidir.

Simdi de alternatif cekirdek tanimlarini verelim.

TANIM 2.2.4. [15, shf. 139] Eger bir X ciimlesinin noktalari bir [ dogrusunun
ayirdigr yari diizlemde kaliyorsa (I dogrusunun iizerinde olabilir), | dogrusuna X

climlesinin bir bariyer: denir.

TANIM 2.2.5. [15, shf. 139] z = (x,,) dizisinin terimleri i¢in hi¢ bir bariyer yoksa
K-¢ek{x} ciimlesi C diizlemidir. Eger x = (x,,) dizisinin terimleri i¢in bariyerler
varsa, K-¢ek{z}; = = (x,) dizisinin limit noktalarini iceren yar1 diizlemlerin ara
kesitidir.

TANIM 2.2.6. [14] Bir z = (x,,) sinirl dizisi i¢in

B.(z) = {w € C:|w—z| <limsup |z, — z\}
disklerini tanimlayalim. Bu durumda, x = (z,,) dizinin ¢ekirdegi,
ﬂ B.(z)
zeC

seklinde tanimlanir.

Sinirh bir dizi i¢in verilen Tamim 2.2.3, 2.2.5 ve 2.2.6 denktir, [15, 14|.

Iki dizinin limit noktalarmm ciimlesi aym ise, K-cekirdekleri aynidir. Fakat
kargit1 dogru degildir. Burada aklimiza su soru gelmektedir.

Iki dizinin K-cekirdekleri ayni ise, limit noktalarinin ciimlesi icin ne séylenebi-

lir? Bu sorunun cevabi igin hangi ¢ekirdek tanimi kullanildigi 6nemlidir.

TEOREM 2.2.1. [15, shf. 140-141| = = (z,,) ve y = (y,) iki dizi olsun.

(1) K-cek{x} = K -cek{y} olmasi icin gerek ve yeter sart birinin limit nokta-
larine kapsayan kapaly konveks bélge, digerinin limit noktalarini kapsar.

(1) K-cek{x} = K-cek{y} olmasi i¢in gerek ve yeter sart birinin limit nok-

talarim kapsayan her yary dizlem, digerinin limit noktalarine kapsar.

Simdi de iki dizinin K-gekirdeklerinin egit olma gartini saglayan teoremi vere-

lim.

TEOREM 2.2.2. |15, shf. 144| = = (x,,) ve y = (yn) ki dizi olsun.
lim,, |z, — yn| = 0 ise, K-¢ek{z} = K -cek{y} esitligi gecerlidir.

11



(Cekirdek tanimlarindan sonra, Knopp Cekirdek Teoremi olarak bilinen teoremi

verelim.

TEOREM 2.2.3. |15, shf. 138] A reel terimli sonsuz bir matris, x = (zy) de reel

terimli bir dizi olsun. Eger A = (anx) pozitif terimli regiler bir matris ise,
K -¢ek{Ax} C K -¢ek{x}
kapsamasi gegerlidir.
TEOREM 2.2.4. [16, Theorem 4| A = (a,x) reel terimli sonsuz matrisi igin

X(A) = limz e — Z lim a,,,
k k

tansmly olsun. Y, arwy serisinin tanwmly oldugu durumlarda, an, > 0 olacak sekilde

bir k > q € N (n € N) sayiss mevcut ise,

(2.2.1) liminf A,z > Z arry, + x(A)l(x)
k
ve
(2.2.2) lim sup Az < Z apx, + X(A)L(z)
" k

esitsizlikleri saglansr. Burada, ai = lim, a,;, seklinde tanimlidar.,

TEOREM 2.2.5. [16, Theorem 6] A = (a,x) reel terimli sonsuz matrisi i¢in
X(A) tansml olsun. x = (z) swmarl dizi olmak tzere, ), arry serisinin taniml

oldugu durumlarda, (2.2.1) ve (2.2.2) esitsizliklerinin gegerli olmasi i¢in
limz |ans| = limZank =a
" S
sartimn saglanmasy yeterlidir.

TEOREM 2.2.6. |20, Theorem 1| x = (xy) reel terimli sinrly bir dizi olmak

uzere,
limsup A,z < limsup z,,
n n

olmast i¢in gerek ve yeter sart A = (anx) regiiler ve
lign Z lank] =1
k
olmasudar.
TANIM 2.2.7. a,, = maks{—a,;, 0} olmak iizere;
liTIln Z a.,. =0
k
ise, A = (anx) matrisine hemen hemen pozitif matris denir.

12



TEOREM 2.2.7. |20, Theorem 3| B = (b,) sonsuz matrisi regiler ve hemen
hemen pozitif olsun. x € l i¢in

limsup A,z < liminf B,z

olacak sekilde A matrisi yoktur.

Rath, Tripathy [19], baz1 regiiler matris simiflar ile ilgili agagidaki teoremleri
vermisglerdir.

I =10, 1] olmak iizere o € I olsun.
Her n,k € N igin a,, > 0,

her n € N i¢in a,; = a olacak sekilde k£ € N mevcut,

her k£ € N icin a,; = « olacak gekilde n € N mevcut

sartlarin saglayan regiiler A = (a,;) matris siifi Q(«) ile gosterilsin.

TEOREM 2.2.8. [19, Theorem 1| z = () sinarlk bir dizi, o € [0,3] ve X € T
olsun. Bu durumda, v = (xy) dizisini A\a+(1—\)b noktasina limitleyen bir A € Q(«)
matrisi vardir. Burada a = aL(z)+(1—a)l(x) ve b = al(x)+(1—a)L(x) seklindedir.

TEOREM 2.2.9. [19, Theorem 2| a € [ ve v = (x1), A € Qo) matrisi

tarafindan limitlenebilen sinarly bir dizi ise,
a<limA,x <b
n
esitsizligi saglanar.

TaNiM 2.2.8. [37] ¢ : N — N doniiglimii, her m,n € N igin ¢™(n) # n
olacak gekilde birebir bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ : [, — R lineer siirekli
fonksiyoneli,

(i) Her n i¢in z, > 0 ise ¢(x) > 0

(i) e=(1,1,1,---,1,---) ise ¢p(e) =1

(i) Her z, € Ly icin ¢({z0n}) = 6(x)
sartlarini saghyorsa, ¢ fonksiyoneline invaryant limit veya o-limit denir. Ozel olarak,
o(n) = n+ 1 alimirsa Banach limit elde edilir. Biitiin invaryant limitleri egit olan
simirh diziye, invaryant yakinsak veya o-yakinsak dizi denir ve o-yakinsak dizilerin
uzayl V, ile gosterilir.

x = (x) smirh reel dizisinin o-¢ekirdegi,

Tn + Lo + - %wn))
p+1

¢o(x) = lim sup sup (

P n

olmak iizere, [—q,(—x), ¢, ()] arahgidir.
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TANIM 2.2.9. [37] (¢, Vo)reg Ve (Vi, Vi )reg simiflarina, sirasiyla, o-regiiler ve

V,-regiiler matris sinaflary denir.

Ly
p £~j

li - k)=0
w3 a ()

Bir A = (a,;) matrisi i¢in a™ (p,n, k) 1 Qi ) olmak iizere,

ise, A matrisine o-dizgiin pozitif matris denir.

TEOREM 2.2.10. [37] Bir A = (ank) sonsuz matrisi igin,

(1) o-cek{Ax} C K -cek{x} olmast icin gerek ve yeter sart, A matrisinin o-
regiiler ve o- dizgiin pozitif olmasidar.

(11) o-¢cek{ Az} C o-¢cek{z} olmast i¢in gerek ve yeter sart, A matrisinin V,-

regiiler ve o- dizgiin pozitif olmasidur.

Tek indisli dizilerde Knopp [13] tarafindan verilen ¢ekirdek tanimi, Patterson
[21] tarafindan ¢ift indisli dizilerde agagidaki gibi tamimlanmigtir.

TANIM 2.2.10. [21] z = (24) kompleks terimli ¢ift dizi olmak tizere, P-C,{z},
k,l > n oldugunda x dizisinin tiim noktalarini iceren en kii¢iik kapal konveks bolge

olsun. Bu durumda, x = (xy,;) ift dizisinin Pringsheim c¢ekirdegi,

P-gek {z} = (| P-Co{x}
n=1
bi¢giminde tanimlanir.

TANIM 2.2.11. 21| z = (xy) cift dizisinin, P-limy = § olacak sekilde bir
y = (yw) alt dizisi mevcut ise, 8 sayisia z ¢ift dizisinin Pringsheim limit noktast
denir.

Pringsheim limit noktas: agagidaki gibi de ifade edilebilir. (k;) ve ({;) artan iki
indis dizisi olmak iizere,

P- ].’lLIjIl T, = B

oluyorsa 3 sayisina x ¢ift dizisinin Pringsheim limit noktas: denir. Bir dizinin Prings-
heim limit noktalarinin en kiiciigiine dizinin P-liminf ve en biiyiigiine P-limsup adi

verilir. Bu durumda, smirh reel terimli bir = (zy;) ¢ift dizisi bakimindan
P-cek{z} = [P-liminf z, P- lim sup x|
esitligi gecerlidir.

istatistiksel yakmsakhk Fast [23] tarafindan verildi. Daha sonra Salat, Fridy
[25], Connor [26], Kolk [27], Fridy, Orhan [28], [29] ve bir¢ok yazar tarafindan
caligildu.
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TANIM 2.2.12. = = (zy,) reel ya da kompleks terimli bir dizi ve |E|, E ciimle-

sinin kardinalitesi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
1
lim—{k<n:|z,—1] >} =0
non

olacak gekilde bir [ € C sayis1 mevcut ise, x = (zy) dizisi [ sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve st-limy xp = [ ile gosterilir.

Istatistiksel yakisaklik kavrami Mursaleen, Edely [30] tarafindan cift indisli
dizilere genigletilmigtir. £ C N x N ve

E(m,n) = {(j,k) :jgm,kgn}

olmak iizere E ciimlesinin c¢ift dogal yogunlugu,

[E(m,n)

65(E) = P-lim =~

biciminde tanimlanir. Her € > 0 i¢in {(j, k) : |z — | > €} climlesinin dogal yogun-
lugu sifir ise, x = (z,;) reel cift dizisi [ noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve
sto-lim; , 2, = [ ile gosterilir. P-yakinsak bir ¢ift dizi sto-yakimsaktir fakat karsiti
dogru degildir.

Cakan, Altay [32| nolu galigmada reel ¢ift dizilerin sto-sinirlilik, sto-limsup,
sto-liminf ve istatistiksel cekirdegini agsagidaki gibi tamimlamigtir.

x = (1) reel ¢ift dizisi igin,
02({(J, k) - xju > M}) =0
olacak gekilde M € R mevcut ise, iistten sto-sinirhdir,
62({(J, k) 12 < N}) =0

olacak gekilde N € R mevcut ise, alttan sto-sinirlidir ve hem {istten hem de alttan

sto-siurh ise, sto-swnerle dizi denir.
M,N,C,D e R, x = (x;) reel ¢ift dizisi i¢in

K, = {N  5({(3, k) s 256 < N}) = 0}
L, — {M 0({(, k) sy > M) = 0}

olmak fiizere, styo-infx = sup K, ve sto-supx = inf L,

G, = {c eR: 5({(. k) : x> O)) # o}
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ve

F, = {D eR:6,({(j, k) : 2jx < D}) £ o}
olmak fizere,

| {squm e
sty-limsupx =

—00 , G,=10
ve
inf F, , I}
Sto-liminfx = o 70
oo , F,=10

olarak taniumlanir.

TEOREM 2.2.11. [32, Teorem 2.4| a) sto-limsupz = < here > 0, 62({(4, k) :
T > B —c}) #0 vedo({(j, k) : xjp > L +e})=0.

b) sta-liminfz = o< here >0, 62({(J, k) : zjr < a+e}) # 0 ve 2({(J, k) :
T, <a—e})=0.

TANIM 2.2.13. [33] © = (zjx) reel terimli sinirh ¢ift dizisi igin

P- 1#}2 p— Z Z Toi(s)okry =1 (s,t ye gore diizgiin)

j=1 k=1
saglaniyorsa, © = (z;;) dizisi | noktasina o-yakinsaktyr denir ve oy-limz = [ ile
gosterilir. Smirh o-yakinsak ve sifira o-yakinsak ¢ift dizilerin ciimlesi, sirastyla, V2
ve Z? ile gosterilir. Tek indisli dizilerdeki durumun aksine P-yakinsak bir ¢ift dizi o-
yakinsak olmak zorunda degildir. Fakat her sinirh P-yakinsak ¢ift dizi o-yakinsaktir.
r = (z;) € VZ? dizileri i¢in Az € Cy, ve P-lim Az = 0y-lima sartlarim

saglayan 4-boyutlu A = (i) matrisine kuvvetli o-regiler matris denir.
2.3. Matris Doniisiimleri

Bu kisimda; cift dizi uzaylarn arasindaki matris doniisiimleri tanimlanarak,

matris doniigiimleri ile ilgili teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

TANIM 2.3.1. A = (mnr) 4-boyutlu bir sonsuz matris ve v ¢ift dizilerle ilgili

herhangi bir yakinsaklik kavrami olsun. Simdi,

QE:) = {x € Q: [Ax]pn = v- Zamnklxkl vV m,n € N icin mevcut}

k.l

ciimlesini tanimlayalim. Bu durumda,
A QY 5 Q) 2 Az = ([Az]n)
doniisiimiine v-tipi bir matris donigumi denir.
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E bir ¢ift dizi uzay1 ve v bir yakinsaklik tipi olmak iizere, v yakinsaklik tipine
gbre A doéniistimii altinda F uzaymda yatan x dizilerinin ciimlesi Ej(f) ile gosteril-

mektedir. Yani,

Egv):{xeﬁf:):A:pEE}.

TANIM 2.3.2. C, C (C,)4 olan bir A matrisine, C,-yapuy: koruyan matris denir.
Eger C,-yapiy1 koruyan A matrisi limiti de koruyorsa o zaman A matrisi bir C,-

regiiler matris olarak adlandirilir.

Simdi, bazi matris sitmflarinin karakterizasyonlarini veren teoremler ispatsiz

olarak sunulacaktir.

TEOREM 2.3.1. |11, shf. 86] (a) A = (@mni) matrisinin v = r bakimindan

Cy-yapryr koruyan olmast i¢in

(2.3.1) supz |G| < 00,
m,n kel
(2.3.2) v-1im @ = ag meveut (k1 € N),
(2.3.3) v—hmZamnklo =ul  pe
7n k

U—limZamnkol = vg, meveut (ko,ly € N),
m,n p

(2.3.4) v- limz Anil = U Meveut
S

sartlarinin saglanmas: gerek ve yeterdir.

Bu sartlar altinda a = (ay) € Ly, (u'), (vy) € €1 wve

v- %m[Ax]mn = Z AT + Z <vk — Z akl> T+ Z (ul — Z akl> 7!
" K, k l l k
+ <M+Zakl — ka — Zul> v —Li@mxmn
K, k ! "

esitligi gegerlidir. Burada x), = lim; zy; (k € N) ve 2! = limg 1 (I € N) seklindedir.
(b) A = (amnr) matrisinin v = r bakimindan C,-regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter sart; (2.8.1)-(2.3.4) sartlarmn, ay = u' = v, = 0 (k,l € N) ve v = 1 ile

saglanmasidar.
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TEOREM 2.3.2. [11, shf. 87| A = (amnr) matrisinin v = bp bakimandan C,,-
yapuyr koruyan olmasy igin (2.3.1), (2.8.2), (2.3.4) sartlarinin saglanmasi ve her bir
ko, lo € N alindiginda

(2.3.5) U—limz |\ @k, — ariy| = 0 ve U—limz |Grmnket — Qrgt] = 0
m,n p m,n p

olmasi gerek ve yeterdir.

Bu sartlar altinda a = (ay) € L, ve

v-lim[Ax],,, = Zakﬂkl + (U— Zakl> v-lim 2,

kl kl
esitligi gecerlidir.
(b) A = (amni1) matrisinin v = bp bakimindan C,-regiler olmasu i¢in (2.3.1),
(2.3.2), (2.3.4) ve (2.8.5) sartlarimn ap, = 0 (k,1 € N) ve v = 1 ile saglanmast

gerek ve yeterdur.

TEOREM 2.3.3. |11, shf. 87| A = (amnr) matrisinin v = p bakimindan C,-
yapryr koruyan olmasy i¢in (2.3.2),(2.3.4) ve

(2.3.6) her k,m,n € N i¢in dyle bir L(m,n, k) € N sayist

mevcuttur ki | > L(m,n, k) oldugunda a, =0,

(2.3.7) her l,m,n € N i¢in dyle bir K(m,n,l) € N sayis

mevcuttur ki k > K(m,n,l) oldugunda amu =0,

(2.3.8) her k € N i¢gin dyle bir L € N sayist

mevcuttur ki m,n,l > L oldugunda a,, =0,

(2.3.9) her 1 € N i¢in dyle bir K € N sayst
mevcuttur ki m,n, k > K oldugunda a1 =0,

(2.3.10) her m,n € N i¢in Z |@mnrr| < 00,
k.l

(2.3.11) sup Z |@mnk| < 00 olacak sekilde N € N sayist meveuttur,

mn>N el

sartlarnwn saglanmast gerek ve yeterdir.

Bu sartlar altinda a = (ag;) € Ly, (agiy )k, (akg)i € @ (Ko, lo € N) ve

v-lim[Ax],, = Zaklxkl + (U— Zakl> v-limz,,,

k.l k.l
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esitligi gecerlidir. Burada; @, sifirdan farkly terimlerin sayist sonlu olan dizilerin
ciimlesini gostermektedir.

(b) A = (amni) matrisinin v = p bakimindan C,-regiler olmast i¢in (2.3.2),
(2.5.4) ve (2.3.6)-(2.3.11) sartlarinin ay, = 0 (k,1 € N) ve v = 1 ile saglanmast

gerek ve yeterdur.

TEOREM 2.3.4. |5, 3] A = (amnk) € (Cop,Cp)reg 0lmass igin

(2.3.12) P-liman =0 her bir k,l;
(2.3.13) P-1m "ty = 15
m,n ol
(2.3.14) P—limz |@mnki| = 0 her bir l;
7n k
(2.3.15) P-limz |@mnkr| = O her bir k;
5T ]
(2.3.16) P-limz |@rmnkr| mevcut,
m,n ol
(2.3.17) JA] = sup > " |amnu| < 00
m,n ol

sartlarnin saglanmasi gerek ve yeterdir.

TEOREM 2.3.5. [38] A = (amnki) € (Cp,Cup)reg 0lmass igin (2.3.1), (2.3.2)
(her k,l € N igin ary = 0), (2.3.4) (v=1), (2.5.8) ve (2.53.9) sartlarinin saglanmast

gerek ve yeterduir.
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3. CIFT DIZILERDE CEKIRDEK KAVRAMI

Bu béliimde, ¢ift indisli dizilerde ¢ekirdek kavrami iizerinde durulacaktir.
3.1. Cekirdek Teoremleri

Bu kisimda, Patterson [21] ¢ift indisli dizilerin P-gekirdegi kavramini vererek
baz1 teoremleri ispatladi. Patterson’un ¢ekirdek tanimi kullamilarak, tek indisli diz-
lerde Knopp [13]|, Cooke [15], Shcherbakov [14], Rhoades [16] ve Maddox [20]
tarafindan verilen baz1 tanim ve teoremlerin, ¢ift indisli dizilerdeki kargiliklar1 veri-

lecektir.

TEOREM 3.1.1. = = (xy,) dizisinin Pringsheim limit noktalarinan cimlesi D

olsun. Bu durumda,
D C P-¢ek {x}

dar.

[SPAT. « noktasi, x = (y;) dizisinin bir P-limit noktast olsun. Bu durumda,
P—l%rjn Tl =

olacak sekilde dogal sayilarin artan bir (k;,(;) dizisi mevcuttur. Herhangi bir sabit

n € Z* secilirse, k,,l, > n olacak sekilde (p, q) belirlenir. Bu durumda,

xkp’lq ‘Tkpvqurl xkp>lq+2

T Ty T

P+17lq p+1vlq+1 p+1vlq+2

Thpialy  Thprolgrr  Thpialote

noktalar1 P-C,{z} ciimlesindedir. P-C,{z} kapal oldugundan (zj;) dizisinin P-
limit noktalarini igerir. O halde « noktasi da P-C,,{z} ciimlesindedir. n keyfi oldu-

gundan, ispat tamamlanair. O

Simdi de alternatif P-¢ekirdek tanimlarini verelim.

TaniM 3.1.1. Eger bir X ciimlesinin noktalar: bir L dogrusunun ayirdigi yari
diizlemde kaliyorsa (L dogrusunun iizerinde de olabilir), L dogrusuna X ciimlesinin
bir bariyer: denir.

X cilimlesinin noktalarini ihtiva eden L bariyeri ile ayrilan yar: diizlem H ile

gosterilecektir.

20



TANIM 3.1.2. & = () dizisinin terimleri igin hig bir bariyer yoksa P-¢ek{z} =
C eger x = (xy;) dizisinin terimleri icin bariyerler varsa, P-cek {z}; x = (zx;) dizi-

sinin P-limit noktalarini igeren yari diizlemlerin ara kesiti olarak tanimlanir.

Shcherbakov [14] tarafindan tek indisli sinirh dizilerde verilen ¢ekirdek tani-

mini1, agagidaki gibi ¢ift indisli sinirh dizilere tasiyabiliriz.
TANIM 3.1.3. Sinirlt bir z = (24) ¢ift dizisi i¢in

B.(z) = {w €C:|w—z < P-limsup |y — z|}
kel

)

disklerini tanimlayalim. Bu durumda, x = (zy;) dizinin P-cekirdegi,

() B:(2)

zeC

seklinde tanimlanair.

TEOREM 3.1.2. Bir x = (vk) ¢ift dizisi i¢in Tanmwm 2.2.10 ile Tanwm 5.1.2
denktir.

IsPAT. D, x = (xy;) dizisinin P-limit noktalarmin ciimlesi, E ciimlesi, dizinin Tanim
2.2.10°a gore P-cekirdegi ve F cilimlesi de, dizinin Tanim 3.1.2’ye gore P-cekirdegi
olsun.

a ¢ FE olsun. O zaman, bazi n indisleri i¢in a ¢ P-C,{z} dir. Boylece a
noktasin1 P-C,,{z} ciimlesinden ayiracak sekilde bir L bariyeri ¢izilebilir. P-C,{z}
kapali oldugundan, D C P-C,{z} ve L bariyeri, a noktasi ile D ciimlesini ayirir.
Boylece a ¢ F dir. Bu ise,

(3.1.1) FCE

oldugunu gosterir.

H, D climlesini kapsayan yar1 diizlem ve L dogrusu da bunun bir bariyeri olsun.
Bu durumda, x = (xy,;) dizisinin k veya 1, m indisinden kiigiik elamanlari harig hepsi
D ile aym taraftadir. Aksi halde; en az bir P-limit noktas1 D ciimlesinin bulunmadig:

tarafta olabilir. Boylece, z dizisinin

xm,m xm,erl xm,m+2
xm—i—l,m xm—&—l,m—&-l Im+1,m+2

xm+2,m $m+2,m+1 xm+2,m+2

noktalari, H yar diizlemindedir. Yani P-C,,{z} C H kapsamasi gecerlidir. m keyfi
oldugundan F C H elde edilir.
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Buna gore,
(3.1.2) FDOFE

kapsamas1 gecerlidir.
(3.1.1) ve (3.1.2) kapsamalarindan E = F elde edilir. O

TEOREM 3.1.3. Swurl bir x = (xg) ¢ift dizisi i¢in Tanwm 3.1.2 ile Tanwm
3.1.3 denktir.

IspaT. w & (.cc B:(2) olsun. Bu durumda, en az bir zy € C igin w ¢ By(2)
dir. w ile zy dogru parcasina dik ve B,(z) diskine teget olan L dogrusu ¢izelim. L
dogrusu x = (xy,;) dizisinin P-limit noktalarini ihtiva eden yar1 diizlemle w noktasini

birbirinden ayirir. Bu nedenle bu yar1 diizlemlerin arakesitinde w noktasi bulunmasz.
O halde,

(3.1.3) P-cek {z} C ﬂ B, (2)
z€C
kapsamasi gecerlidir.

Tersine; w & P-cek {z} olsun. Bu takdirde, w noktasi x = (zy) ¢ift dizisinin
P-limit noktalarini ihtiva eden H yar1 diizlemini L bariyeri ile ayirir. L bariyerine
dik olacak gekilde w noktasindan gecen d dogrusunu ¢izelim. L, d dogrulariin ke-
sim noktasi ile w noktasini birlegtiren dogru pargasinin orta noktast p olsun. H

diizleminde d dogrusu iizerinde bir zy noktasi secelim ve

B(z) = {y eC:ly—2z| <|p-— zo|}
diskini tamimlayalim. @ = (z;) sinirl, bazi n € N ve k,1 > n i¢in xy € H oldugun-
dan zy noktasini
|p — 20| = P-limsup |xg — 20|
kel

olacak gekilde p noktasindan yeteri kadar uzakta secilebilir. Boylece B(zy) diski,
B, (z) disklerinden biridir ve w ¢ B(z) oldugundan w & (),.¢ B.(2) olur. Bu ise,

(3.1.4) P-gek {z} D ﬂ B.(z)

zeC

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir.
(3.1.3) ve (3.1.4) kapsamalarindan istenen elde edilir. O

Sonug 3.1.1. Iki dizinin P-limit noktalar: ayna ise P-cekirdekleri aynidir. Fa-
kat karsitr dogru degildir.
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ORNEK 3.1.1. z = (zy) gift dizisi;

1, k+1 cift
Tl =
—1 , k+1 tek

y = (ym) ¢ift dizisi;

1 , k+1=0 (mod 3)
yu=4 —1 , k+1=1 (mod 3)
0 , k+1=2 (mod 3)
olsun. Bu durumda z ve y dizilerinin P-limit noktalar1 D, = {-1,1} ve D, =

{—1,0,1} climleleri ayn1 degildir, fakat P-cekirdekleri aynidir.

Tki dizinin Pringsheim cekirdekleri ayni ise, Pringsheim limit noktalarinin ciim-
lesi hakkinda ne soylenebilir? Bu sorunun cevabi icin hangi ¢ekirdek tanimi kulla-

nildigr énemlidir.

TEOREM 3.1.4. x = (z) ve y = (yx) thi ¢ift dizi olmak tzere;
P-¢ek {x} = P-¢cek{y}

olmasi i¢in gerek ve yeter sart dizilerden birinin P-limit noktalarine kapsayan her

yary dizlem, digerinin P-limit noktalariny kapsar.

ISPAT. = = (x1;) ve y = (yw) dizilerinin P-limit noktalarmin ciimlesini, sirasiyla, D,
ve D, ile gosterelim.

P-¢ek {z} = P-¢ek {y} ve H yan diizlemi de D, ciimlesini kapsayan her-
hangi bir yar1 diizlem olsun. Tammdan, P-¢ek {z} = P-¢ek {y} C H dir. D, C
P-gek {y} oldugundan, D, C H olur.

Tersine; D, climlesini kapsayan her yari diizlem D, cilimlesini de kapsasin
ve a € P-gek {z} olsun. Bu durumda, « noktasi D, ciimlesini kapsayan her yari
diizlemdedir. Kabulden o noktasi D, ciimlesini kapsayan her yar diizlemde olur. Bu
ise a € P-cek {y} oldugunu gosterir.

Boylece, P-¢ek {x} C P-¢ek{y} olur ve tersi de benzer gekilde gosterilebile-
ceginden, P-¢ek {z} = P-cek {y} elde edilir. O

Agagidaki iki teoremin ispati benzer gekilde yapilacagindan, teoremler ispatsiz

verilecektir.
TEOREM 3.1.5. © = (x) ve y = (yw) iki ¢ift dizi olmak tzere;
P-c¢ek {x} = P-¢ek {y}

olmasi i¢in gerek ve yeter sart dizilerden birinin P-limit noktalarine kapsayan her

kapali konveks bolge, digerinin P-limit noktalarine kapsar.
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TEOREM 3.1.6. = = (xy) ve y = (yw) iki stnarly ¢ift dizi olmak dzere;

P-cek {z} = P-¢ek {y}

olmast i¢in gerek ve yeter sart dizilerden birinin P-limit noktalarini kapsayan her

disk, digerinin P-limit noktalarini kapsar.

Iki dizinin Pringsheim cekirdeklerinin esit olma sartlarim saglayan [39]'da ve-

rilen teoremi yeniden ispat edecegiz.

TEOREM 3.1.7. © = (x) ve y = (yw) iki ¢ift dizi olmak tizere;
P-limg, |2y — yu| = 0 ise P-¢ek {x} = P-¢ek {y} dir.

IspaT. z € P-cek{y} fakat z» ¢ P-cek {x} olacak sekilde bir z noktas: alalim.
Bu durumda, z ¢ P-C,{x} olacak sekilde bir n indisi mevcuttur. 2/, P-C,{z}
ciimlesinin z noktasina en yakin noktasi ve

2 —z

3

2
a=z+ : ﬁ:z+§(z'—z) ve |2/ —z|=3d

olsun. Bu durumda,
la—z[=[8—al=]-pB]=d

olur. min(k,l) > ¢ oldugunda, |xy — yw| < d olacak sekilde ¢ > n segelim.
L, ve Lg, z2' dogrusuna a ve [ noktalarinda dik dogrular olsun. Bu

durumda, P-C,{x} ciimlesine ait

Lq,q Lq,g+1 Lq,q+2
La+lq Lg+lg+l Lg+1,g+2

Lg+2,q Lg+2,0+1 Lq+2,g+2

noktalarinin hepsi Lg ile z noktasindan ayrilmigtir. Ayni sekilde,

Yaq Yq,q+1 Yq,q+2
Yq+1,0 Yq+1,g+1 Yg+1,g+2

Ya+2,4 Yq+2,0+1 Yg+2,0+2

noktalar1 da L, ile z noktasindan ayrilmigtir. Boylece; z ¢ P-cek {y} dir. Bu ise
kabulle celigir.
Tersi de benzer gekilde gosterilir. O

Patterson [35]'de kompleks terimli ¢ift diziler i¢in verdigi Teorem 3.1'i reel terimli

cift diziler icin ifade ve ispat edecegiz.

24



TEOREM 3.1.8. 4-boyutlu A = (amnk) negatif olmayan reel terimli RH -regiiler

matris olsun. x = (xy) reel stnirl bir dizi ve Ax mevcut ise,
P-¢ek {Ax} C P-¢ek {z}

kapsamasy gegerlidir.

IspAT. Bunun icin

P-limsup A,z < P-limsup .,

m,n m,n

esitsizliginin gecerli oldugunu gostermek yeterlidir.
P-limsupy, ¥y = L olsun. Bu durumda, € > 0 sayisi verildiginde en az bir
Ny € Nic¢in k,l > Ny oldugunda,

T < L+¢

esitsizligi gecerlidir. A = (a,nk) matrisinin negatif olmadigy dikkate alinirsa,

o0 o0
Apnr = E E Ankl Tkl

k=1 I=1
No No No oo
= E E Akl Tl + E E Akl Tkl
k=1 I=1 k=1 I=No+1
00 No 00 0o
+ E E AmnkiTrl + E E Amnki Tkl
k=No+1 =1 k=No+11=Np+1
No No No 0
< E E AnkiTr + g g (———r
k=1 i=1 k=1 I=No+1
00 No o) 00
+ E E Qg Trr + (L + €) E E Akl
k=Nop+1 =1 k=No+1I=Np+1

esitsizligi elde edilir. z dizisi sinirh oldugundan,

At < [l 202 32 @it + 117 3020 S0 1 G
(3.1.5) + |||l ZZO:NOH Zi\il Amnkl
+(L+e) EZOZNOH E?iNoH Amnkl
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olur. A matrisi RH-regiiler oldugundan,

P-1im a0 =0, (Vk,l € N)

P-lim Z Al = 0, (\V/k S N)
T No+1

P-lim >ty =0, (VI €N)
o k=No+1

P_%IE Z Z iy = 1

" k=Ng+11=No+1

olup, (3.1.5) esitsizliginde P-limsup alinirsa,

P-limsup A,,,x < L+¢

m,n

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan istenen elde edilir.

P-liminf A,,,x > P-liminf z,,,
m,n m,n

esitsizligi i¢in yukarnidaki tartigmalarda = yerine —x = (—zy;) alinirsa ispat tamam-

lanir. [l

TEOREM 3.1.9. /-boyutlu A = (k) Teel matris ve v = (xy) reel stmarly ¢ift

dizisi i¢in

P-1im aypi = o, P-lir% }nf xp = l(x) ve P-limsupxy = L(z)
m,n s k.l

olmak tizere;

X(A) = P-lim E Qyrnkl — g P-1im apni
m,n m,n
kil k,l
tansmly olsun. ), , cugxyy serisinin yakinsak oldugu durumlarda,

(3.1.6) maks{k,l} > N € N bakimindan amp >0 (m,n € N)

15€
(3.1.7) P-liminf Apnz > x(A)l(z) + Y opan
" k,l
ve
m,n kil
esitsizlikler: saglanir.
(Not: P-liminfy,; xy = —oo durumunda, x(A) > 0 ise (3.1.6) sartr saglan-
maksizn (8.1.7) esitsizligi saglanar. Benzer sekilde P-limsupy;zy = oo olursa

(5.1.8) saglanar. )
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IspAT. P-lim infy; 2y, = {(x) olsun. Bu durumda, her € > 0 sayis1 igin &, > Ny

olan zy; terimleri

T > l(2) — ¢
esitsizligini saglar.
= g; g Gt [0+ (1) = 2) = (U(x) —2)]
= g g i 1(2) — €] + g g Gt [0 = (1) = ©)]
= [l(x) —¢] g g Gl + i} li: G [0 = (U(x) = 2)]
+ kﬁ; lgjﬂ i 10— () = )| + k%wjﬂ li: G [0 = (1) = 2)]

* i i Amnkl |:xkl — (I(x) — 5)}

k=Nop+1I=Np+1

esitliginde aup > 0 (m,n € N) oldugu goéz 6niine alinirsa, beginci toplam pozitif

oldugundan,
0o 0o No No No No
A > i) — (z S m) 35 it
k=1 =1 k=1 =1 k=1 =1
No o0 o0 No
+ Z Z Crrnkl [xkl — (I(x) — 5)} + Z Zamnkl [Ikl - (l(x) —¢)
k=1 I=Nyp+1 k=Np+1 =1

olur. Bu egitsizlikte P-liminf alinirsa, Ny ve € keyfi oldugundan

P-liminf A,,,x > x(A)l(z) + Z ORIkl
" Kl

elde edilir. 0

Benzer tartigmalarla (3.1.8) esitsizligi de gosterilebilir.

TEOREM 3.1.10. 4-boyutlu A = (amnri) Teel matrisi igin x(A) taniml ve
P-lm > |app| = P-1m Y~ apr =1
" K, e K,

olsun. Yy oy yakinsak olan x € M, igin (3.1.7) ve (3.1.8) esitsizlikleri gecerli-
dur.
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IspaAT.
‘amnkl’ + Amnkl o ’amnkl| — Amnkl

bmnkl = 9 Ve Cmnkl = 9

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

Amnkl = bmnkl — Cmnkl,

P-lim Z bmnkl =1
m,n o
ve
P-1m Y G =0
m,n o
olur. x = (zy) ¢ift dizisi siirh oldugundan, her k.l € N i¢in
|37kl| < K
olacak sekilde pozitif bir K sayis1 mevcuttur.
P- lir% }nf xg = l(x) ve P-limsupxy = L(x)
: kel
olsun. Bu durumda, her £ > 0 i¢in M, N > ¢ sayilar1 vardir ki
Ty > l(x) — £, (l{i,l > N)

ve

;cmnkl < ﬁ, (m,n > M ve d=maks(|l],|L]))

r > max{M, N} olsun. m,n > r i¢in

0o o
Amnx = E E Qmnkl Tkl

- i i i [+ (U(2) = 2) = (U2) — )]
_ kf; lf; i [l() — €] + kf; lf; G [0 = (U(x) = )]
S CRENE z Z 20— (1(2) — )]
n ; é; it [0 — (1) — 2)] + kgl ; Gt |21t — (U(2) = )|
. kiﬂ lil bt [0 — (1(2) = )] - kil lil ot 210 = (U(z) = €)]

esitligi yazilabilir. Bu egitlikte,

S et o0

k=r+1l=r+1
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i i Crnkl [SUM — (I(x) — 8)} (K + |l(z)| + €] Z Z Comkl < €,

k=r+1l=r+1 k=r+1l=r+1

ve

oldugundan,

(319) P- hm Hlf Amnl’ > [ — £ (t — Z Oékl> + Z QpiTr + €

elde edilir.
Benzer tartigmalarla (3.1.8) esitsizligi de gosterilebilir. O

2. @2(a) Matris Sifi

Bu kisimda, Rath, Tripathy [19] tarafindan tek dizilerde verilen Q(a) mat-
ris sinifinn ¢ift diziler bakimimmdan @Qo(«) matris smifi tanimlanarak, baz ¢ekirdek
teoremleri verilecektir.

I =[0,1] olmak {iizere, o« € I olsun.
Her m,n,k,l € Nicin aup > 0,

her m,n € Nicin k,l € N vardir 6yle ki @, = @

ve

her k,l € Nicin m,n € N vardir 6yle ki a0 = @
sartlarini saglayan RH-regiiler A = (a,nx) matrislerinin sinifini Qo () ile gostere-

lim.

TEOREM 3.2.1. © = () swurh bir ¢ift dizi, a € [0,3] ve X\ € I olsun. Bu
durumda, x = () dizisini Aa+(1—\)b ye limitleyen bir A € Qa(«) matrisi vardar.

Burada a = aL(z) + (1 — a)l(x) ve b = al(z) + (1 — a)L(z) dir.
ISPAT. ¢ = A+ a — 2\ € I dersek, Aa+ (1 — \)b = cl(x) + (1 — ¢)L(z) olur.
Her k,! € N icin,
l(l‘) — Ekl S Tl S L(SL’) + €kl
olacak gekilde sifira P-yakinsak €;; bulunabilir.

Boylece her k.1 igin 6 > 0, iy > 0 ve 0y + Ay = 1 olacak gekildeki (dx;)
e (\y) dizileri icin

Tl = 5kl(l(l’) — 5kl) + )\kl(L<-T) + 5kl)
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yazilabilir. ay = ¢ — ady ve [ =1 —c— a)ly yazarsak

0<ay<l-ave fy=1l—-a—ay=>0

oldugu goriiliir. Dogal sayilarmm (pg,q) ve (rg,s;) artan ¢ift dizisi, her k1 € N
i¢in
(P> @) # (K0, (pry @) # (s s1), (7w s0) # (K, 1)

ve

P- l}g?xpk#ﬂ = Z(I), P- l}ﬁl}lxm,sz = L(I)
sartlarin saglasin.

$imdi de bir A € Qz(a) matrisini
a , (myn)=(k,I)
(€77 A (mvn) = (pkaQZ)

B (m,n):(rk,sl)

0 , diger durumlarda

Aklmn =

seklinde tanimlayalim. Bu durumda;

Z AklmnTmn — Oéékl(l(l’) — €kl> + Oé)\kl(L(ZE) + Ekl) + ozkll(x)

mn=1,1
+0uL(x) + ag(Tp,.q — U(x)) + Br(zr, s, — L(2))
= c(z)+ (1 — ¢)L(x) — egadp + eparu
Fo(Tpyq — 1(@)) + Bra (@5, — L(2))
Bu esitlikte, k,l — oo i¢in P-limit alinirsa,
Az — cl(xz) + (1 — ¢)L(z)
elde edilir. U

TEOREM 3.2.2. a € [ ve x = (zy) bir A € Q2(a) matrisi tarafindan limitle-
nebilen sinarly bir dizi ise,

a<P-limA,,xr<b

olur.

IsPAT. = 0ise, a = I(x) , b= L(x) olur ki sonug aciktir.
a >0 olsun.

P- l}cr?xpkm = Z(ZU), P- l}gr?x"’ksl = L(x)

olacak gekilde dogal sayilarin (pg,q,) ve (rg,s;) indis dizileri olsun. Bu durumda,
her k, [ i¢in

Atpzprg — X V€ Adphyrys, = O
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olacak gekilde (tx, z), (dx, hy) dogal sayilarin indis dizilerini bulabiliriz.

k,l — oo iken (ty,z) — 00, (dg,hy) — o0
ve A matrisi RH-regiiler oldugundan,

Z Qtyzymn — 1 —
(m,n)#(pr,q1)

bulunur. Her € > 0 i¢in
T < L(l’) +e

ve

Z tyzmn < 1 —a+¢
(m,n)#(t,21)
olacak sekilde (m,n) > (mqy,nq) ve (k,l) > (k1,l1) olan (mq,nq) ve (ki,l;) ikilileri

bulunabilir.
Bu durumda, (k,1) > (ki1,{;) i¢in

00,00
E atkzlmnajmn = Oéxpk,ql_l' E atkzlmnxmn+ E atkzlmnzmn

m,n=1,1 (m,n)#(pk,q1) (m,n)# (k@)
m<miUn<ni (m,n)>(mi,n1)

< Qg + § : Aty zymnTmn

(m,n)#(Pr,q1)
m<miUn<ni

+ D @+ [L(@) +E)(L—a+e)

(m,n)#(pr,q1)
(m,n)>(mi,n1)

yazilir. k,| — oo i¢in limit alinirsa,
P- l}gr?(Ax)kl < al(x)+ (1 —a)L(x)

elde edilir.
(P&, @1), (tx, 1) yerine (7, s;), (dg, hy) alarak ayni sekilde,

P- l}fr?(Aa:)kl > al(z) + (1 —a)l(z)
oldugu gosterilebilir. 0

TEOREM 3.2.3. a > % ve A€ Qs(a) ise A matrisi hi¢ bir sinarle reel ¢ift
diziyr imitleyemez.
[SPAT. A matrisi, bir x = (x;) smirh reel ¢ift dizisini limitleyebilsin.
P- lirré}nf T =1 ve P- lin}€7slup T = L
ise Teorem 3.2.2 den;

al+(1—-a)l<al+(1—a)L
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yani,
(20— 1)L < (2a— 1)1
celigkisi elde edilmis olur. Bu ise istenendir. U

TANIM 3.2.1. a_

g = Maks{ =i, 0} olmak iizere,

P-lim Z a .. =0

ise, 4- boyutlu A = (@mnr) matrisine hemen hemen pozitif matris denir.

TEOREM 3.2.4. 4- boyutlu B = (bynk) matrisi RH-regiiler ve hemen hemen

pozitif olsun. Bu durumda, x € M, i¢in
P-limsup Ax < P-liminf Bz
olacak sekilde bir A matrisi yoktur.
IsPAT. Bu sartlara uygun bir A matrisinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
P-limsup Bx < P-limsupx
olup
P-limsup Ax < P-liminf Bx < P-limsup Bz < P-limsupx

esitsizligi saglanir. Bu ise Teorem 3.2 [35] den, A matrisinin regiiler oldugunu gos-

terir. Corollary 3.1 [40] den en az bir z € M,, i¢in
P-liminf Az # P-limsup Az

dir.
P-limsup Ax < P-limsup Bx

oldugundan (z yerine —z yazarsak)
P-liminf Bx < P-liminf Az
elde ederiz. Boylece,
P-liminf Bz < P-limsup Az < P-liminf Bz

olur ki bu bir celigkidir. 0
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4. CESARO CIFT DiZi UZAYLARI

Bu béliimde, Cesaro Pringsheim, Cesaro sinirh Pringsheim ve Cesaro sinirh ve
sifira Pringsheim yakinsak ¢ift dizilerin ciimlesi olarak tanimlanan Ces,, Cesy, ve
Cesypo climlelerinin; lineer uzay ve tam yarmormlu uzay tegkil ettikleri ve sirasiyla
Cp, Cyp ve Copp uzaylarma izomorf olduklart gosterilmigtir. Ayrica Cesy, uzayinin

B(bp)-duali ve Ces, uzaymin [(bp)- ve B(p)- dualleri hesaplanmgtar.
4.1. Cesy, Cesy, ve Cesy,y Uzaylar:

Bu kisimda, Ces,, Cesy, ve Cesyy climleleri tanimlanarak bazi 6zellikleri in-

celenmisgtir.

TAaNiM 4.1.1. Birinci mertebeden Cesaro Pringsheim yakinsak cift dizilerin

climlesi
Ces, ={x = (xj;) : Chz € C,},

Cesaro sinirh Pringsheim yakinsak cift dizilerin ciimlesi

Cesyy, = {x = (zj1,) : Chx € Cpp},
ve Cesaro sinirh ve sifira Pringsheim yakinsak cift dizilerin ciimlesi

Cesppo = {x = (zjx) : Chx € Cop |,
olarak tanimlanir. Burada

| mn
Cix = p Jzk: Tjk

seklindedir.

TEOREM 4.1.1. Ces, ciimlesi dizilerin toplama ve skalarla carpma islemine

gore bir lineer uzaydir.

ISPAT. = = (2;1), ¥ = (yjx) € Ces, ve a € C olsun. Bu durumda,

m n

Pﬁg%£;§:§:%k—L1:0

j=1 k=1
ve

n

1 m
P-lim |— s — La| =0
im . 2 Yk 9

m,n n
7=1 k=1
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egitliklerini saglayan L, Lo € C sayilar1 vardir. Buna gore,

1 m n
P- 177132 - ; ;axjk +yjr — (aLy + Lo)
o 3 SRS S S
’ ] 1 k=1 Jj=1 k=1
< P-lim{]a| ZZx]k—Ll ! ZZyjk—Lz}
e s L
< |alP-lim 1nzzxjk_L1 + P-lim mnzzyﬂf—b _
g j=1 k=1 7j=1 k=1

oldugundan, P-lim Ci(ax + y) = aL; + Ly ve dolayisiyla ax + y € Ces, bulunur.

O halde, Ces, ciimlesi bir lineer uzaydir. O
TEOREM 4.1.2. Ces, uzayr, C, uzayina lineer olarak izomorftur.

IspAT. Bunun icin Ces, ve C, uzaylar arasinda lineer, birebir ve orten bir doniisim

tanimlamaliyiz.

T : Ces, = C,

1 m n
= Te = — mn) —
x x <mnz x; ) (Smn) = s

j:1 k=1

doniigiimiinii géz 6niine alalim.

(i) z = (zjk), y = (y;r) € Cesy ve o € C i¢in;

1 m n
T(omc+y) = (%Zz@xjk"i‘yjk)

j=1 k=1
SEC ) 9) INEES) ) it
J 1 k=1 j=1 k=1
= alxz+Ty
oldugundan 7' doniigtimii lineerdir.
(ii) Tz = 0 denklemi,
[ T11 %(wu + r12) %(wn + 212 + 13) ]

%(9011 + x21) i(ﬂCn + 212 + T21 + T22) %(SUH + @12 + 213 + 21 + T2 + T23)

1 m . 1 m 2 ) 1 m 3 )
m Zj:l Lj1 2m Zuj=1 Zk:l Lk 3m 2uj=1 Zkzl Tk
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seklinde olup, buradan

5611:0 x12=0 1’13:0

291 =0 T22=0 w3=0 ... } = 2x=0

bulunur ki, bu da T déniigiimiiniin birebir oldugunu gosterir.
(ili) s € Cp alalim. Bu durumda; & = (z;;) dizisini, so0 = 0, so,1 = 0 ve 5190 = 0

olmak lizere,
zjk = jksjk — (7 = Dksjork —J(k = Dsjp1+ (G — Dk = 1)sjo16-1 (G, k €N)
seklinde tammladigimizda, genel terimi x; olan serinin m., n. kismi toplami,
1 m n
A9 ST
mm 4
J=1k=1

bulunur. s € C, oldugundan,

T
P-lim m;k_lxjk ~L|=0
esitligini saglayan bir L € C sayist mevcuttur. Bu ise, x € Ces), oldugunu gosterir. O halde,
T doniislimii ortendir.
(i)-(iii) saglandigindan T bir lineer izomorfizm olup, Ces, ve C, uzaylari da lineer

izomortfik uzaylardir. ]

TEOREM 4.1.3. Ces, lineer uzay:

1 m,n
— 1 = 4
R e o)
= k=1
yariormu ile tam yarimormlu uzaydar.
IspaT. Once Ces, uzaymnm, || - || ile yarmormlu uzay tegkil ettigini ispatlayalim.

Bunun i¢in yarmorm sartlarinin saglandigini gérelim.
YN1) Mutlak degerli ifadeden dolay1 || z ||> 0 6zelligi saglanir.
YN2) || 0 ||o= 0 olur.
YN3) z = (xj;) € Ces, ve X skalar icin,

1 m,n
| Az |0 = lim (sup — Z AT jj; )
100 \ mn>i | TN
’ Ji,k=1
1 m,n
= |A| lim (Sup — Z T )
=00 \ mn>i n :
’ Jk=1
= AT [l

bulunur.
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YN4) Herhangi © = (z;;),y = (yjx) € Ces, icin

1 m,n
w = 1 — , :
lo+yle = lm <sup — 3 (e + )

1—>00 i
m,n>1 k=1

> + lim <sup
1—00 m,n>i

oldugundan dolay1 da ii¢gen esitsizligi saglanir.

1 m,n
mn Z Yjk

jk=1

1 m,n
< lim | sup |— T
T i—o0 < b mn Z gk

>1 ;
m,n>i k=1

)

Ces, uzay1 lizerindeki || - ||« fonksiyoneli (YN1)-(YN4) aksiyomlarini sagladi-

= @ llo + 119 lloo

gindan bir yarinorm olup, (Ces,, || - ||o) ikilisi bir yarmmormlu uzaydir.
Simdi Ces, uzaymin tam oldugunu gosterelim. x! = (xék) dizisi C'es,, uzayinda

herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her € > 0 i¢in [, > ny oldugunda,
(4.1.1) | 2! — 2" ||< e

olacak gekilde bir ny € N sayisi1 vardir. Buradan,
1 m,n
ro_ b l
Smn = mn Z xjk:
Ji:k=1

olmak iizere, sabit her m,n > n; cifti ve her [, > ngy icin

SUD [y — Span| < €
m,n>ni
dolayisiyla
(4.1.2) |st —s" | <e

vazabiliriz ki, bu (s! )en dizisinin C cisminde bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir.

C cisminde her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan, her bir sabit m,n > n; i¢in

(4.1.3) li%n s = Smn

olacak gekilde bir s,,, kompleks sayis1 mevcuttur. Bu sekilde elde ettigimiz
1 m,n
Smn = —— j
2 i
Ji:k=1

kompleks sayilarini kullanarak s = (s,,,) dizisini olugturalim. (4.1.2) esitsizliginde

m,n > n; oldugunda r — oo i¢in limit alinirsa,

lim sup |s,, — s |= sup |s  — s <e

%0 m,n>n, m,n>ny
oldugundan,

Hxl—x|\<€
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elde edilir ki, bu s’ — s olmasi demektir. Simdi, s = (8,,,,) dizisinin C, uzaymin bir

elemani oldugunu gosterelim. s dizisi, m, n, p,r > n; oldugunda,

|Smn_qu| = ‘Smn—Sinn—f—Sinn—S;q‘l’S;q_Spq|
< [Smn = Stn| + |Smn = Spql T [5pg — 5pal
< S.fL 8
373737 °¢

esitsizligi sagladigindan dolayi, bir Cauchy dizisidir. O halde z = (z;,) € Ces,

bulunur. U
TEOREM 4.1.4. Gy, uzayr, Ces, uzayinn bir alt uzayidor.

[spaT. C) Cesaro ortalamasi RH-regiiler bir matris oldugundan, = € Gy, dizisi i¢in
Ciz €C,
olacaktir. Bu ise z € Ces, oldugunu gosterir. O halde,
Cp C Cesy,
kapsamasi gecerlidir. O

Cesaro ortalamasi Pringsheim anlaminda yakinsak dizi olugturan Ces, uzay1
ile ilgili teoremlerin ispatlarindaki tartigmalara paralel olarak, agagida verecegimiz
Cesaro ortalamalar1 sinirli Pringsheim ve sinirli ve sifira Pringsheim yakinsak dizi
tegkil eden Cesy, ve Cesyp dizi uzaylan iizerindeki teoremler de ispatlanabilir. Bu

sebeple, teoremleri ispatsiz olarak verecegiz.

TEOREM 4.1.5. Cesy, ve Cesyy climlelert, dizilerin toplama ve skalarla ¢carpma

wslemine gore birer lineer uzaydirlar.

TEOREM 4.1.6. Cesy, ve Cesyy lineer uzaylar, siraswyla, Cyp ve Copp uzaylarina

lineer olarak izomorfturlar.
TEOREM 4.1.7. Cesy, ve Cesyy lineer uzaylar

1 m n
B I

j=1 k=1

| % [|oo=sup
m,n>1

normu ile Banach uzay teskil ederler.
4.2. Dualler

Bu kisimda, Cesy, uzaymin S(bp)-duali ve Ces, uzaymin S(bp)- ve 5(p)- du-

allerini hesaplayacagiz.
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TEOREM 4.2.1. Cesy, uzayimn B(bp)-duali,

pr—bp = {a e Z |k’lA11(Lkl| < 00, (k‘lAloakl)k, (klAglakl)l € él,

k.l

(Klag) € My, (aw) € cs,,}

ciimlesidir. Burada, 1y ile mutlak yakinsak seri olusturan tek dizilerin uzayw gosteril-

mektedir.

IsPAT. Cesy, uzayindaki herhangi bir x = (zy) ¢ift dizisini goz 6niine alahm. Bu

durumda,

olmak tizere s = (sy,,) cift dizisi, Teorem 4.1.6 dolayisiyla Cp, uzaymimn elemanidir.

Simdi, Q uzaymdaki bir a = (ag) ¢ift dizisi igin

(4.2.1) Z Z k1Tl

k=1 =1
serisinin bp-yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sartlar1 aragtiralim.

(4.2.1) serisinin m., n. kismi toplamlar dizisi i¢in,

Zmn = D peq Die1 QkITH
= Z:ll 27:_11 se(klAqrag)
+ ZZ‘:*; Skn<knAlOakn) + Zln;f Sml(mlA()laml)

+ S (MNAy,)

(4.2.2)

esitligi gecerlidir. 4-boyutlu B = (b)) matrisini

.

kiNyay , k<m-—1 wve [ <n-—1
knNoar, , E<m-—1 wve l=n
bkt = 8 miDNo1ayy , k=m wve [ <n-—1
MmNy, , k=m wve l=n
\ 0 , diger durumlarda

seklinde tamimlarsak, (4.2.2) egitligini

(423) Zmn = Z Z bmnklsk’l - (Bs)mn

k=1 l=1

olarak yazabiliriz. Bu durumda, (4.2.3) esitliginden her x € Cesy, i¢in (agxy) ¢arpim
dizisinin sinirh P-yakinsak bir seri olugturmasi icin gerek ve yeter sart B = (byunki)

matrisinin (Cpp, Cpp) smifinda bulunmasidir ¢ift gerektirmesini okuruz. §imdi, B €
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(Cop, Cpp) olmast icin gerek ve yeter gartlary, Teorem 2.3.2’den elde edelim. (2.3.1)

sartindan,
m n m—1n—1 m—1
sup E E |bmnk:l| = sSup |k‘lA11(Zkl| + g |knA10a,m|
U — mnzl 2y o k=1

n—1
+ Z ’mlﬂolam[‘ + ‘mnamn‘} < 00,

=1

(2.3.2) sartindan,
P-lim bmnkl = klAllakla

(2.3.4) sartindan,

m n
P-lim E binki = E E Ak
m,n k/.l

k=1 I=1

ve (2.3.5) sartindan da,

(424) P-lim Z |bmnkl - bkll = P-lim Z |]{?ZA116LM| =0
n : m,n i
(425) P- llmz |bmnkl - bkl‘ = P- hmz |]€ZA116LM| =0
n k m,n p—
bulunur. Boylece, (2.3.1)-(2.3.5) sartlarindan,
(426) Z |]€ZA116LM| < 00,
el
(4.2.7) sup Z |knAqpagn,| < oo
"ok
ve
(4.2.8) sup Z |mlAoram| < oo
™o

elde edilir.

(4.2.7) ve (4.2.8) ifadeleri dikkate alinirsa, (4.2.4) ve (4.2.5) egitliklerinin sag-
landigr goriiliir.

Boylece, herhangi bir x € Cesy, dizisi i¢in (4.2.1) serisinin bp-yakinsak olmast
icin a € (2 dizisinin tagimasi gereken gartlarin,

Z |k:lA11akl| < 00,

k.l

(klAjpaw)i € 01,
(klAogaw); € 4,
(/{ZCLkl) < Mu
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ve
(akl) S CSp

oldugu anlagilir. Buna gore, Cesy, uzaymin [(bp)-dualinin Y, ;, ciimlesi oldugu
ispatlanmig olur.

l

Agagidaki teoremlerin ispatlari, Teorem 4.2.1’in ispat1 gibi yapilabileceginden,

teoremler ispatsiz verilecektir.
TEOREM 4.2.2. Ces, uzayimn B(bp)-duali, Yy, p, cimlesidir.

TEOREM 4.2.3. Ces, uzayinin B(p)-duali, Yy, p, ciimlesidir.
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5. CIFT DIZILERDE CESARO CEKIiRDEK TEOREMLERI

Bu béliimde; Cesaro cift dizilere tammli (Cpp, CeSpyp)regs (Sta N My, C€Spy)reqs
(Vs Cespp)reg ve (M, Cesyy) matris siniflart karakterize edilerek, Cesaro ¢ekirdek

ile ilgili baz1 teoremler verilecektir.
5.1. Bazi1 Matris Siniflar1 Karakterizasyonu

Bu kisimda, ¢ekirdek teoremlerinde gerekli olan bazi matris simiflar1 karakterize

edilecektir.

TEOREM 5.1.1. A = (amnp) olmak dzere, A € (M, Cesyy) olmast igin

(5.1.1) IA] = sup > [amnu| < 00
el
(5.1.2) P_Li@r%&m”kl =0 (k,l €N)
(5.1.3) P-mzamnkl =0 (leN)
Tk
(5.1.4) P-mzamnkl =0 (keN)
T
(5.1.5) P-mz | Qnit| = 0
Tk

sartlarinin saglanmasy gerek ve yeterdir. Burada,

m,n
1
Amnkl = g Qrskl
mn

r,s=1

seklinde tanimlidor.

[spaT. A € (M,, CeSpyp) olsun. Bu durumda, her x = (z) € M, icin Az mevcut

ve Ax € Cesyy onermeleri gecerlidir.

. { SN Qs bl 5 kic1 <k < ki, 11 <1<
Kl =

0 , diger durumlarda

olarak tanimlanan = = (zy) ¢ift dizisi alinirsa,

P-limCy(Az) = P-lim Z Qi jk T ik

7,k
= P-1m > |mnul
m,n
7.k

= 0
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bulunur ki bu (5.1.5) sartinin saglandigini gosterir. Az mevcut oldugundan (5.1.1)
sart1 saglamr. (e}l), ('), (ex) dizileri icin (5.1.2), (5.1.3) ve (5.1.4) sartlar saglamr.

Yeterlilik kismi ise agiktir. U

TEOREM 5.1.2. A = (amnk) matrisinin (sta N M, Cespp)req stmsfinda bulun-

mast 1¢in

(5.1.6) A € (Crp, Cespp)reg
ve

(5.1.7) P-lim > |oman] =0

" kIEE
sartlariman saglanmasy gerek ve yeterdir. Burada E C N x N cimlesi 0o(E) = 0

seklindek: ciimledir.

IsPAT. A € (sto N M, Cesypo) olsun. Cy, C sta N M, oldugundan A € (Cpp, CeSpp)req

saglanir. Bir © = (x;;,) € M, dizisi icin, do(£) = 0 olmak iizere, z = (z;;) dizisini
Tjk j, ke F
ik = :
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,
sty-limz =0
bulunacagindan, Az dizisi C'esyo ciimlesinde olur.
Amnz = Zamnjkzjk
gk
olup,
(Comdz = 3 (42
mniiZ = —— Z)rs
1 mn b

r,s=1

m,n
3 (>
= ArgikRik
mn ' JR~]
Jik

r,s=1
m,n
EDS
= Qrsjk | Zjk
‘ mn J J
j,k r,s=1

- AmnjkZjk
j?k

esitligi elde edilir.

b Omnjk j) kek
mnjk —
’ 0 , diger durumlarda
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olmak iizere, B = (b ;) matrisi tanimlanirsa, B € (M, Copp) oldugu goriliir.
Lemma 3.2 [32] (3.4) sartindan,

P- 171112 Z | Q] =0

" jkeE
elde edilir.
Tersine, A € (Cpp, Cespp)reg Olsun ve (5.1.7) sart1 saglansin. sto-limz = L olan

bir x = (x;) € sty N M, dizisini g6z éniine alalim. O zaman, her € > 0 i¢in
0o(E) = 02({(j. k) : |wjr — L| = €}) =0

olup, j, k € E icin
‘xjk — L’ <e€

esitsizligi saglanir. Buna gore,

esitliginde, A matrisinin (Cyp,, Cespp)rey sinifinda bulunmas: dikkate alindiginda,
(5.1.8) P-lim Z QpnjkTjp = P-1lim Z Qpmnje(Tie — L) + L
N ng m,n J’k.

elde edilir. Diger taraftan;

‘ > Qg — L)‘ = ’ > (g = L)+ Y il — L)
7.k

JkeE Jk¢E

< laje = LI D ltmngal + <] B
J,keE

esitsizligi gecerlidir. (5.1.7) sartindan,
P- limz Ak (T — L) =0

elde edilir. (5.1.8) esitliginden P-limC)(Az) = L = sty-limz bulunur ki bu da

ispat1 tamamlar. ]
5.2. Cesaro Cekirdek Teoremleri

Bu kisimda, Cesaro dizi uzaylarina tanimh matrisler igin gekirdek teoremleri

verilecektir.

TEOREM 5.2.1. A = (amnr) olmak itzere, |A|| < oo ve x € M, olsun. Bu

durumda
(5.2.1) P-limsup C}(Ax) < sty-limsup z
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esitsizliginin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart

(5.2.2) A € (sta N My, Cespp)reg
(5.2.3) P-1im ) || = 1
S

sartlarimwn saglanmasidr.
ISPAT. = = (1) € M, igin
P-limsup C}(Az) < sto-limsup x

esitsizligi saglansin. Bu durumda,

P-liminf C) (Ax)
P-limsup C; (Ax)

sto-limsup x

Sty-liminf x

(5.2.4)

VAN VANPVAN

elde edilir.

r = (xj) keyfi ve sty N M, C M, oldugundan, (5.2.4) esitsizligini saglayan
r = (xj;) € sty N M, dizisini sty-limz = L olarak alahm. O zaman, Teorem 2.5
[32] ten

sto-liminf x = sty-limsupz = L
olur. Yine (5.2.4) esitsizliginden,
P-liminf C(Az) = P-limsup C}(Ax) = L
elde edilir. Bu ise, A € (stoa N M, Cespy)reg oldugunu gosterir. Diger taraftan,
P-limsup Cy(Az) < sty- limsupx < P-limsupx

oldugundan, Teorem 3.2 [35] geregi,

P- %IEZ || =1
oy
oldugu goriiliir.
Tersine, (5.2.2) ve (5.2.3) sartlar saglansm. z = (zj;) € M, dizisini alalim.
Bu durumda, Az sinirh ve sto- lim sup x sonludur. Her € > 0 icin Teorem 2.2.11 den
E ={(j,k) : zj5 > sta-limsupz + ¢} olmak tizere, Jo(E) = 0 6nermesi saglanir.

(j, k) ¢ FE igin

Tjr < sty-limsupx + ¢
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esitsizligi gecerli olup,

< |O~/mnjklec| + AmngkLjk |amnjkxjk| — OmnjkTjk
Cmnjkljk > + 9

2 -
7,k
S Z AOmngkLjk Z <|amnjk| - amnjk) |xjk‘|
S Z OmnjkLjk + Z AOngk L jk + ||I|| Z |Ov/mn]k| amn]k)
J,kEE J,k¢E

< el Y lomnge] + (sta-limsupz + €) Z | Q|

J,keE j,k¢E

+lall Y (Jomnsil = @)
7.k

elde edilir. B = (Qnp i) matrisi RH-regiiler oldugundan ve (5.2.3) esitliginden,
P-limsup C)(Az) < sto-limsupx + ¢
esitsizligine sahip oluruz. ¢ keyfi oldugundan, ispat tamamlanir. U

TEOREM 5.2.2. A = (amnjr) matrisinin kuvvetli Cesaro o-regiler (yani A €

(Vo Cespp)reg) 0lmast igin gerek ve yeter sart

(5.2.5) B = (qmnjr) matrisi RH-regiiler,

(5.2.6) P- lnllrgz ‘Oémnjk — ocmm,(j)’k} =0
? j7k

ve

(5.2.7) P- }}522 |k — Qo) | = 0
k) j’k

sartlarinwn saglanmasidar.
ISPAT. A matrisi kuvvetli Cesaro o-regiiler matris olsun. Bu durumda,
Cbp cV,

oldugundan, B matrisinin RH-regiiler oldugu elde edilir.

Herhangi bir z = (z,;,) dizisi i¢in

(5.2.8) Zj,k Omnjk (mjk - wa(j)vk) - Zj,k (amnjk - Oémna(j),k)xa(j),k
- ngg(mk AmnjkTjk

ve

(5.2.9) Zj,k Omnjk (xjk - xjvo'(k)) - Zj,k (amnjk - Oémnj,a(k))ffj,a(k)

- Zj,k(}_fa(N) XmnjkL jk
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esitlikleri yazilabilir. Her x = (z,;) icin (5.2.8) ve (5.2.9) esitlikleri yazilabildiginden,
k ¢ o(N) igin z;, = 0 ve j ¢ o(N) i¢in z;;, = 0 olan diziler i¢in de esitlikler
saglanacaktir. Bu diziler bakimindan, sirasiyla,
(5:210) > mane (T — o) = D (Crmnsh = Cuno(i) ) Toi),k
Ik ak
ve
(5:211) Y (it~ Tio) = D (Qmmit = Cranan()) T
Jik J.k
esitliklerini elde ederiz.
x € V2 olsun. Bu durumda, (x5 —Z,(j) ) € Z* olacagmdan, (5.2.10) esitliginin

sol tarafi Cesypg uzayindadir. Boylece,
bmnjk = Qmnjk — Cmno(j),k her m, naja keN

olmak iizere, B = (by;i) matrisi (M, Cesp,) simifindadir.
Bu nedenle, Teorem 5.1.1 den (5.2.6) elde edilir.
Benzer gekilde, (5.2.7)'nin gerekliligi gosterilebilir.
Tersine, B matrisi RH-regiiler ve (5.2.6), (5.2.7) sartlar1 saglansin. z € V2 ve

09-limz = [ olsun. Bu durumda,

(5.2.12) Tik = (Tjk — Toi)k) + le
veya
(5.2.13) Tjk = (Tjk — Tjow) +le

olup, (5.2.12) esitliginden,
(5214) Z AmnjkLjk = Z amnjk($jk - zo(j),k) + l Z AOmnjk
elde edilir. Boylece, (5.2.10) esitligini kullanarak,

‘ > (s — %(j),k)‘ = ‘ > (g — Oémno(j),k)%u),k’
Jik 3.k

<z Z | Qmnk = Qo (i) k|
Gk

esitsizligini ve (5.2.6) sartindan da
P- }}g{llz Wik (Tjk = To(j) ) =0
b ]7]{;

esitligini elde ederiz.
Boylece, (5.2.14) esitliginde m,n — oo i¢gin P-limit alimir ve B matrisinin
RH-regiiler oldugu goz 6niine alinirsa, P-1im Cy(Ax) = 0o~ lim x elde edilir. Bu ise

A matrisinin kuvvetli Cesaro o-regiiler oldugunu gosterir. 0
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TANIM 5.2.1. [33, Tanim 3.5]

1 2
Cy(z) = P-limsupsup — Z Z Tgi(5),0% (1)
pa st P4STH T

olmak iizere, sinirh reel bir z = (z;;) ¢ift dizisinin oo-gekirdegi [—-C,(—z), C,(x)]

kapali aralig1 olarak tanimlanir.

Her sinirh yakinsak ¢ift dizi o-yakinsak oldugundan, simirli diziler i¢in
Cy(z) < P-limsupz
esitsizligi gecerlidir. Bu nedenle, her smirh x = (xj;) ¢ift dizisi icin
oo-cek{z} C P-¢ek{z}
kapsamasi1 mevcuttur.

LEMMA 5.2.1. |33, Lemma 3.5] W,(z) = inf,cz2 {P-limsup(z + 2)} olsun.
Bu durumda, her x € M, icin

esitligi gecerlidir.

TEOREM 5.2.3. 4-boyutlu A = (amnji) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda,

P-limsup C}(Azx) < Cy(2)

esitsizliginin saglanmasi icin A € (V2,CeSpy)rey ve (5.2.3) sartlarinin bulunmas

gerek ve yeterdir.
IspaT. Her € M, i¢in P-limsup Cy(Az) < C,(x) olsun. V2 C 2, oldugundan,
—Cy(—x) = Cy(z) = 0-limz
esitligi gecerlidir. Boylece,
o-limz < P-liminf Cy(Az) < P-limsup Cy(Az) < o-limx
esitsizligine sahip oluruz ki bu ise,
P-limC)(Az) = o-limz

oldugunu gosterir. Buna gore, A Cesaro kuvvetli o-regiiler matristir.

Diger taraftan, her x € M, i¢in
Cy(z) < P-limsupx
oldugundan (5.2.3) esitliginin gerekliligi, Teorem 3.2 [35] den elde edilir.
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Tersine, A Cesaro kuvvetli o-regiiler olsun ve (5.2.3) gart1 saglansin. Bu du-
rumda, B matrisi RH-regiiler oldugundan, Teorem 3.2 [35] geregince, her z € M,
i¢in

P-limsup Cy(Az) < P-limsupz

esitsizligi saglanir. Boylece,

H(z) = inf {P-limsup Ci[A(z + 2)]} < Zienzf2 {P-limsup(z + 2)} = W,(z)

272
elde edilir.
Diger taraftan, A matrisi Cesaro kuvvetli o-regiiler oldugundan her z € Z2
icin
P-limsup C(Az) =0

olur. Bu nedenle,

H > inf {P-1i A inf {P-1i A
(z2) > nf {P-limsup Cy(Az)} + nf {P-limsup C1(Az)}
= P-limsup Az

elde edilir.
Son iki egitsizligi birlestirerek, her z € M, icin

P-limsup C}(Az) < W,(x)

esitsizligini elde ederiz. Lemma 5.2.1 den ispat tamamlanir. U
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