
T. C.

�NÖNÜ ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

Ç�FT �ND�SL� D�Z�LER �Ç�N ÇEK�RDEK TEOREMLER�

Yurdal SEVER

DOKTORA TEZ�

MATEMAT�K ANAB�L�M DALI

MALATYA

2010



Tezin Ba³l�§� : Çift �ndisli Diziler için Çekirdek Teoremleri

Tezi Haz�rlayan : Yurdal SEVER

S�nav Tarihi : 02.12.2010

Yukar�da ad� geçen tez, jürimizce de§erlendirilerek Matematik Anabilim Da-

l�nda Doktora Tezi olarak kabul edilmi³tir.

S�nav Jüri Üyeleri

Prof. Dr. Feyzi BA�AR (Fatih Üniversitesi)

Doç. Dr. Bilal ALTAY (Dan�³man) (�nönü Üniversitesi)

Prof. Dr. Hüsamettin ÇO�KUN (�nönü Üniversitesi)

Yrd. Doç. Dr. Turabi GEY�KL� (�nönü Üniversitesi)

Yrd. Doç. Dr. M. Kemal ÖZDEM�R (�nönü Üniversitesi)

�nönü Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Onay�

Prof. Dr. As�m KÜNKÜL

Enstitü Müdürü



ONUR SÖZÜ

Doktora Tezi olarak sundu§um "Çift �ndisli Diziler için Çekirdek Teoremleri"

ba³l�kl� bu çal�³man�n bilimsel ahlak ve geleneklere ayk�r� dü³ecek bir yard�ma ba³-

vurmaks�z�n taraf�mdan yaz�ld�§�n� ve yararland�§�m bütün kaynaklar�n, hem metin

içinde hem de kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden olu³tu§unu

belirtir, bunu onurumla do§rular�m.

Yurdal SEVER



ÖZET

Doktora Tezi

Çift �ndisli Diziler için Çekirdek Teoremleri

Yurdal SEVER

�nönü Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

52+v sayfa

2010

Dan�³man: Doç. Dr. Bilal ALTAY

Bu tez be³ bölümden olu³maktad�r.

Birinci bölümde, çift diziler ve çekirdek kavram�n�n tarihsel geli³imi verildi.

�kinci bölümde, çift indisli dizi ve çekirdek kavramlar� ile ilgili baz� temel tan�m

ve teoremler ifade edildi.

Tezimizin üçüncü, dördüncü ve be³inci bölümleri orijinal sonuçlar� ihtiva et-

mektedir.

Üçüncü bölümde, tek indisli dizilerde çekirdek için verilen baz� tan�m ve te-

oremler, çift indisli dizilere geni³letildi.

Dördüncü bölümde, Cesàro Pringsheim, Cesàro s�n�rl� Pringsheim ve Cesàro

s�n�rl� ve s�f�ra Pringsheim yak�nsak çift dizilerin cümlesi olarak tan�mlanan Cesp,

Cesbp ve Cesbp0 cümlelerinin baz� özellikleri ve dualleri incelendi.

Be³inci bölümde, Cesàro çift dizilere tan�ml� baz� matris s�n��ar� karakterize

edilerek, Cesàro çekirdek ile ilgili baz� teoremlerin ispatlar� verildi.

ANAHTAR KEL�MELER: Çift dizi, Cesàro çift dizi uzay�, Dual uzay, Çekirdek

teoremleri, Matris dönü³ümü.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis
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Yurdal SEVER
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

52+v pages

2010

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bilal ALTAY

The present thesis consists of �ve chapters.

In the �rst chapter, a brief history of the concepts of double sequences and

core are given.

In the second chapter, some basic de�nitions and theorems related to double

sequences and core are expressed.

The third, fourth and �fth chapters of this thesis involve the original results.

In the third chapter, some de�nitions and theorems related to the core of single

sequences are extended to the double sequences.

In the fourth chapter, some properties and duals of the sets of Cesàro Prings-

heim, Cesàro bounded Pringsheim and Cesàro bounded and null Pringsheim con-

vergent double sequences, denoted by Cesp, Cesbp and Cesbp0, respectively, are exa-

mined.

In the �fth chapter, some matrix classes into Cesàro double sequence spaces

are characterized and the proofs of some theorems related to Cesàro core of double

sequences are given.

KEYWORDS: Double sequence, Cesàro double sequence space, Dual space,

Core theorems, Matrix transformation.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

C : Kompleks say�lar cümlesi

Cp : Pringsheim anlam�nda yak�nsak olan kompleks terimli çift diziler uzay�

Cr : Regüler yak�nsak kompleks terimli çift diziler uzay�

Cbp : S�n�rl� ve Pringsheim anlam�nda yak�nsak çift dizilerin uzay�

C0p : Pringsheim anlam�nda s�f�ra yak�nsak olan kompleks terimli çift diziler uzay�

C0bp : S�n�rl� ve Pringsheim anlam�nda s�f�ra yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cesp : Cesàro Pringsheim anlam�nda yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cesbp : Cesàro s�n�rl� Pringsheim anlam�nda yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cesbp0 : Cesàro s�n�rl� ve s�f�ra Pringsheim anlam�nda yak�nsak çift dizilerin uzay�

K-çek{x} : x dizisinin Knopp çekirde§i

Mu : Kompleks terimli s�n�rl� çift dizilerin uzay�

Lu : Mutlak Yak�nsak seri olu³turan çift dizilerin uzay�

N : Do§al say�lar cümlesi

P-çek{x} : x çift dizisinin Pringsheim çekirde§i

R : Reel say�lar cümlesi

Ω : C üzerinde tan�ml� çift dizilerin uzay�

Φ : Sonlu say�da terimi hariç di§er terimleri s�f�r olan çift dizilerin cümlesi

υ- lim : Çift dizinin υ-yak�nsakl�§a göre limiti

υ-yak�nsak: υ anlam�nda yak�nsakl�k

Xβ(υ) : X çift dizi uzay�n�n β(υ)-duali

χ(A) : A matrisinin karakteristi§i∑s,t
k,l xkl :

∑s
k=1

∑t
l=1 xkl∑

k,l xkl :
∑∞,∞

k,l=1 xkl

410akl : akl − ak+1,l

401akl : akl − ak,l+1

411akl : 401(410akl) = 410(401akl)
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1. G�R��

Çift dizilerde, tek dizilerin aksine birden fazla yak�nsakl�k çe³idi tan�mlan-

m�³t�r. �lk olarak Pringsheim [1] çift dizilerin yak�nsakl�§� ile ilgilendi. Daha sonra

Hardy [2], Robison [3], Kojima [4], Hamilton [5] ve Hill [6] gibi yazarlar, çift diziler

üzerindeki yak�nsakl�§� ve baz� çift dizi uzaylar�n�n özelliklerini incelediler.

Son y�llarda çift diziler üzerine çal�³malar yo§unla³maktad�r. Jardas ve Sarapa

[7] iki tek dizinin koordinatsal çarp�m� ³eklinde ifade edilebilen çift diziler üzerinde

çal�³m�³t�r. Moricz [8], tek indisli c ve c0 dizi uzaylar�na kar³�l�k gelen Pringsheim,

s�f�ra Pringsheim yak�nsak ve regüler anlam�nda yak�nsak çift dizilerin Cp, C0p ve Cr
uzaylar�n�n baz� özelliklerini inceledi.

Türkmeno§lu [9], t = (tmn) pozitif reel say�lar�n bir dizisi olmak üzere, baz�

çift dizi uzaylar� tan�mlayarak, bu uzaylar�n özelliklerini ve duallerini inceledi.

Boos, Leiger, Zeller [10] çift dizilerde e-, be- ve c-yak�nsakl�§� tan�mlad� ve SM

metodunu kullanarak bu yak�nsakl�k çe³itlerinin baz� topolojik özelliklerini verdi.

Zeltser [11]; Boos, Leiger, Zeller [10] taraf�ndan verilen e-, be- ve c-yak�nsak çift dizi

uzaylar�n�n ta³�d�§� baz� özellikleri inceledi. Ayr�ca, çift dizilerde bir A metodunun

e-, be- ve c- etki alanlar�n�n yap�s�n� verdi.

Altay [12], k�smi toplamlar� s�n�rl�, Pringsheim ve regüler yak�nsak seri olu³-

turan CSbp, CSp, CSr çift dizilerin ve s�n�rl� sal�n�ml� BV çift dizilerin uzaylar�n� in³a

ederek, bu uzaylar ile ilgili baz� özellikleri inceledi.

Dizilerin çekirde§i kavram� 1929-30 y�llar�nda, kapal� ve konveks cümleler yar-

d�m�yla Knopp [13] taraf�ndan verildi. Daha sonra de§i³ik çekirdek tan�mlar� ve-

rildi§inden buna K-çekirdek denilmektedir. Tek indisli s�n�rl� dizilerde bariyerler ve

Shcherbakov [14] taraf�ndan diskler yard�m�yla çekirdek tan�m� yap�ld�. Bu tan�mla-

r�n denk oldu§u ilgili yazarlar taraf�ndan gösterildi, [15]. Knopp taraf�ndan regüler

matris yard�m�yla çekirdek teoremi olarak bilinen kapsama ba§�nt�s� verildi. Knopp

Çekirdek Teoremi, yap�y� koruyan matris yard�m�yla Rhoades [16] taraf�ndan ince-

lendi ve verilen sonuçlar Schafer [17] taraf�ndan genelle³tirildi. Go�man, Petersen

[18] çal�³malar� do§rultusunda Rath, Tripathy [19], baz� regüler matris s�n��ar� ile

ilgili teoremleri vermi³lerdir. Maddox [20] çekirdek ile ilgili kapsama ba§�nt�lar�n�

e³itsizlikler yard�m�yla karakterize etmi³tir.

Tek indisli dizilerde Knopp [13] taraf�ndan verilen çekirdek tan�m�, Patter-

son [21] taraf�ndan çift indisli dizilere ta³�nm�³t�r. Gökhan, Çolak, Mursaleen [22],

paranormlu çift dizi uzaylar�nda Pringsheim çekirdi§i ile ilgili çal�³malar yapt�lar.
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�statistiksel yak�nsakl�k Fast [23] taraf�ndan verildi. Daha sonra �alát [24],

Fridy [25], Connor [26], Kolk [27], Fridy, Orhan [28], [29] ve birçok yazar taraf�n-

dan çal�³�ld�. �statistiksel yak�nsakl�k kavram� Mursaleen, Edely [30] taraf�ndan çift

indisli dizilere ta³�nm�³t�r. Mursaleen, Çakan, Mohiuddine, Sava³ [31] çift dizilerin

genelle³tirilmi³ istatistiksel yak�nsakl�§� ve istatistiksel çekirde§ini incelediler.

Çakan, Altay [32] çal�³mas�nda reel çift dizilerin st2-s�n�rl�l�k, st2-limsup, st2-

liminf ve istatistiksel çekirde§i tan�mlad�lar.

Çakan, Altay, Mursaleen [33], Çakan, Altay, Ço³kun [34] çift dizilerde σ-

yak�nsakl�k, σ-çekirde§i tan�mlayarak, baz� kapsama ba§�nt�lar�n� verdiler.

Doktora tezi olarak haz�rlanan bu çal�³mada, önce çift dizi ve çekirdek kav-

ramlar�n�n baz� temel tan�m ve teoremleri verilecektir. Tek indisli dizilerde çekirdek

ile ilgili tan�m ve teoremler çift indisli dizilere ta³�nacakt�r.

Son olarak, Cesáro matrisi yard�m�yla çift indisli dizi uzaylar� in³a edilecek ve

Cesáro çekirdek ile ilgili baz� e³itsizlikler incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullan�lacak temel tan�m ve teoremler

verilecektir. Baz� temel kavramlar�n ( vektör uzay�, topolojik uzay, norm, yar�norm,

regüler matris s�n�f�, ... ) bilindi§i kabul edilecektir.

2.1. Çift Dizi ve Yak�nsakl�k Çe³itleri

Bu k�s�mda, çift dizilerle ilgili bilgiler verilecektir. Çift dizilerde, tek dizilerin

aksine birden fazla yak�nsakl�k kavram� tan�mlanm�³t�r. Bunlardan en çok kullan�lan

Pringsheim [1] ve regüler [2] yak�nsakl�kt�r. Di§er baz� yak�nsakl�k çe³itleri olan

e-, be- ve c-yak�nsakl�k; Boos, Leiger ve Zeller taraf�ndan [10] numaral� kaynakta

çal�³�ld�.

Tan�m 2.1.1. X, bo³ olmayan herhangi bir cümle olmak üzere;

f : N× N −→ X

(k, l) −→ f(k, l) = xkl

³eklinde tan�mlanan f fonksiyonuna bir X terimli çift indisli dizi denir.

Bu çal�³mada çift indisli dizi yerine k�saca çift dizi ya da sadece dizi denilecek-

tir.

Herhangi bir x = (xkl) çift dizisinin xkl elemanlar�,

x11 x12 x13 . . . x1l . . .

x21 x22 x23 . . . x2l . . .

x31 x32 x33 . . . x3l . . .
...

...
...

...

xk1 xk2 xk3 . . . xkl . . .
...

...
...

...


³eklinde bir tablo olarak dü³ünülebilir. Ω ile kompleks veya reel terimli çift dizilerin

cümlesi gösterilir. Buna göre;

Ω =
{
x = (xkl) : ∀ k, l ∈ N için xkl ∈ C

}
olup bu cümle, her α ∈ C ve her x, y ∈ Ω için αx = (αxkl) ve x + y = (xkl + ykl)

i³lemleri alt�nda bir lineer uzayd�r.

x = (xkl) kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere,

sup
k,l≥1
|xkl| <∞

3



oluyorsa, x dizisine s�n�rl�d�r denir. S�n�rl� çift dizilerin cümlesi Mu ile gösterilir.

Buna göre;

Mu =

{
x = (xkl) ∈ Ω : ‖ x ‖∞= sup

k,l∈N
|xkl| <∞

}
cümlesidir.

Reel ya da kompleks terimli bir x = (xkl) çift dizisi, e§er verilen her ε > 0 için

k, l > N oldu§unda

|xkl − a| < ε

olacak ³ekilde bir N do§al say�s� mevcut ise, a ∈ C say�s�na Pringsheim anlam�nda

yak�nsakt�r denir. a de§erine de x çift dizisinin Pringsheim limiti ad� verilir. Prings-

heim anlam�nda yak�nsak bir x = (xkl) çift dizisine k�saca P -yak�nsak dizi denir ve

limiti de

P- lim
k,l
xkl = a

ile gösterilir. Pringsheim anlam�nda yak�nsak çift dizilerin cümlesi Cp ile gösterelir.
Cp cümlesi,

Cp =
{
x = (xkl) ∈ Ω | ∃a ∈ C ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀k, l ≥ N 3 |xkl − a| < ε

}
biçiminde ifade edilebilir. Tan�mdan anla³�ld�§� üzere Pringsheim anlam�nda yak�n-

sak bir çift dizi, s�n�rl� olmak zorunda de§ildir.

Örnek 2.1.1. Reel terimli x = (xkl) çift dizisi;

xkl =


k , l = 1

−l , k = 1, l ≥ 2

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlan�rsa, supk,l xkl = +∞ ve infk,l xkl = −∞ oldu§u halde, dizinin

P-limiti s�f�rd�r.

Cp ∩Mu cümlesi Pringsheim anlam�nda yak�nsak s�n�rl� çift dizilerin uzay�d�r

ve bu cümle Cbp ile gösterilir.
Pringsheim anlam�nda a noktas�na yak�nsak olmas�na ilave olarak her l ∈ N

için limk xkl ve her k ∈ N için liml xkl limitleri mevcut olan x = (xkl) çift dizisine, a

noktas�na regüler yak�nsak (k�saca, a noktas�na r−yak�nsak) denir. Regüler yak�nsak
bir x = (xkl) çift dizisi için liml limk xkl ve limk liml xkl limitleri mevcut ve Pringsheim

limitine e³ittir. Regüler yak�nsak çift dizilerin Cr cümlesi,

Cr =
{
x = (xkl) ∈ Cp | (xkl)k, (xkl)l ∈ c, ∀k, l ∈ N

}
4



olarak tan�mlanabilir. Burada c ile yak�nsak tek dizilerin uzay� ve (xkl)l ∈ c ile l in-
disine göre yak�nsakl�§� gösterilmektedir. Regüler yak�nsakl�k kavram�nda, yak�nsak

her çift dizinin s�n�rl� oldu§u kolayl�kla görülür.

Moricz [8], tek indisli c ve c0 dizi uzaylar�na kar³�l�k gelen Pringsheim; s�f�ra

Pringsheim yak�nsak ve regüler anlam�nda yak�nsak çift dizilerin Cp , C0p ve Cr uzay-
lar�n�n baz� özelliklerini inceledi.

Boos, Leiger, Zeller [10], Pringsheim anlam�nda yak�nsakl�ktan daha zay�f olan,

çift dizilerin a noktas�na e-yak�nsakl�§�,

∀ε > 0 ∃l0 ∈ N ∀l ≥ l0 ∃kl ∈ N k ≥ kl ⇒ |xkl − a| < ε

³eklinde tan�mlad�.

Bu durumda, e-yak�nsak dizilerin cümlesi,

Ce =
{
x = (xkl) ∈ Ω | ∃a ∈ C, ∀ε > 0 için ∃l0 ∈ N, ∀l ≥ l0,

∃kl ∈ N 3 ∀k ≥ kl için |xkl − a| < ε
}

=
{
x = (xkl) ∈ Ω | ∃a ∈ C : lim

l
lim sup

k
|xkl − a| = 0

}
³eklindedir.

Tan�mlardan anla³�ld�§� üzere Cr  Cp  Ce oldu§u aç�kt�r.

x = (xkl) çift dizisi e-yak�nsak olmak üzere, her l ∈ N için supk |xkl| de§eri
sonlu ise be-yak�nsak, limk xkl mevcut ise c-yak�nsak denir.

Örnek 2.1.2. x = (xkl) çift dizisi;

xkl =


k , k = l

1 , k > l

0 , k < l

³eklinde tan�mlan�rsa, x çift dizisi Pringsheim anlam�nda yak�nsak de§il fakat e- ve

c- yak�nsakt�r.

Zeltser [11] doktora tezinde, Boos, Leiger, Zeller taraf�ndan verilen e-, be- ve

c-yak�nsak çift dizi uzaylar�n�n ta³�d�§� baz� özellikleri inceledi. Ayr�ca, çift dizilerde

bir A metodunun e-, be- ve c- etki alanlar�n�n yap�s�n� verdi.

Genel olarak, bir x = (xkl) çift dizinin s�n�rl�l�§�, düzgün s�n�rl�l�k, yani supk,l|xkl|
ifadesinin sonlu olmas� anlam�ndad�r. Bu; r- ve bp- yak�nsakl�k için tabii bir s�n�rl�l�k

tan�m�d�r.

Yukar�da tan�mlanan yak�nsakl�k çe³itlerinin kendilerine özgü s�n�rl�l�k tan�m-

lar� vard�r. Bir x = (xkl) çift dizisi için limN supk,l≥N |xkl|, liml limk |xkl|, supl limk |xkl|
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ve supl | limk xkl| de§erleri sonlu ise x = (xkl) çift dizisine, s�ras�yla, p-, e-, be- ve c-

s�n�rl� denir.

Genel olarak göz önüne al�nan çift dizi uzaylar�,

eklij =

{
1 , (k, l) = (i, j)

0 , di§er durumlarda

olarak tan�mlanan (ekl) dizilerinin gerdi§i Φ uzay�n� kapsarlar.

Her x = (xkl) çift dizisi için, dizinin m., n. k�sm�

x[m,n] :=
m∑
k=1

n∑
l=1

xkle
kl ; (m,n ∈ N)

³eklinde tan�mlan�r.∑
k,l e

kl,
∑

k e
kl (l ∈ N), ve

∑
l e
kl (k ∈ N) ifadeleri, s�ras�yla, e, el ve ek

ile gösterilecektir.

Tan�m 2.1.2. υ çift dizilerle ilgili herhangi bir yak�nsakl�k kavram�n� göstermek

üzere, bir E çift dizi uzay�n�n α- ve β(υ)- dualleri,

Eα =

{
(aij) ∈ Ω | ∀x ∈ E için

∑
i,j

|aijxij| <∞

}
ve

Eβ(υ) =

{
(aij) ∈ Ω | ∀x ∈ E için υ-

∑
i,j

aijxij mevcut

}
olarak tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.3. [35] x = (xkl) reel say�lar�n bir çift dizisi ve

αn(x) = sup
k,l≥n

xkl ve βn(x) = inf
k,l≥n

xkl

olsun. Bu durumda, en az bir n ∈ N say�s� için αn(x) < ∞ ve βn(x) > −∞ ise x

çift dizisi Pringsheim anlam�nda bir üst ve alt limite sahiptir. Buna göre, bir x çift

dizisinin Pringsheim alt limiti,

i) E§er her bir n ∈ N için βn(x) = −∞ ise,

P- lim inf x = −∞,

ii) E§er baz� n ∈ N için βn(x) > −∞ ise,

P- lim inf x = lim
n→∞

(
inf
k,l≥n

xkl

)
= sup

n
βn(x)

ve Pringsheim üst limiti,

i) E§er her bir n ∈ N için αn(x) = +∞ ise,

P- lim supx = +∞,
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ii) E§er baz� n ∈ N için αn(x) < +∞ ise,

P- lim supx = lim
n→∞

(
sup
k,l≥n

xkl

)
= inf

n
αn(x)

³eklinde tan�mlan�r.

A³a§�da verilen örnek, bir çift dizinin alttan ve üstten s�n�rs�z olmas�na ra§men,

Pringsheim üst ve alt limitlerinin varl�§�n� göstermektedir.

Örnek 2.1.3. Reel terimli x = (xkl) çift dizisi,

xkl =


k , l = 1

−l , k = 1, l ≥ 2

(−1)k , k = l > 1

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlan�rsa, supxkl = +∞ ve inf xkl = −∞ oldu§u halde, n ≥ 2 için

αn(x) = 1 ve βn(x) = −1 bulundu§undan

P- lim inf x = −1 ve P- lim supx = 1

olur.

Teorem 2.1.1. [9, Teorem II.2] x = (xkl) reel terimli bir çift dizi olsun.

(i) limN→∞(supk,l≥N xkl) = L olmas� için gerek ve yeter ³art verilen her ε > 0 için

(a) Yeteri kadar büyük her k, l ≥ N için xkl < L+ ε

(b) Sonsuz çoklukta (k, l) için xkl > L− ε
olmas�d�r.

(ii) limN→∞(infk,l≥N xkl) = K olmas� için gerek ve yeter ³art verilen her ε > 0 için

(a) Yeteri kadar büyük her k, l ≥ N için xkl > K − ε
(b) Sonsuz çoklukta (k, l) için xkl < K + ε

olmas�d�r.

Tan�m 2.1.4.

f : N× N −→ X

(k, l) −→ f(k, l) = xkl

çift dizisi verilmi³ olsun.

i : N → N

k → i(k) = ik

ve

j : N → N

l → j(l) = jl
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fonksiyonlar� (dizileri) artan olmak üzere

h : N× N −→ N× N
(k, l) −→ h(k, l) = (ik, jl)

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda

f ◦ h : N× N −→ X

(k, l) −→ f ◦ h(k, l) = xikjl

bile³ke fonksiyonuna (xkl) çift dizisinin bir alt dizisi denir.

N × N cümlesinin sonsuz çoklukta (ik, jl) dizisi bulunabilece§inden, bir (xkl)

çift dizisinin sonsuz çoklukta alt dizisi vard�r. Burada alt diziyi, orijinal diziden

sat�rlar ve sütunlar atmakla elde ediyoruz. (xikjl) alt dizisinin her teriminin (xkl)

çift dizisinin bir terimi oldu§u aç�kt�r.

Önerme 2.1.1. [35, Proposition 3.1] x = (xkl) ve y = (ykl) reel de§erli iki çift

dizi olsun. Bu durumda dizilerin P -limitleri aras�nda a³a§�daki ili³kiler mevcuttur:

(1) P- lim inf x ≤ P- lim supx,

(2) P- lim inf x = P- lim supx = a⇐⇒ P- limx = a,

(3) P- lim sup(−x) = − P- lim inf x,

(4) P- lim sup(x+ y) ≤ P- lim supx+ P- lim sup y,

(5) P- lim inf(x+ y) ≥ P- lim inf x+ P- lim inf y,

(6) E§er z, x çift dizisinin bir alt dizisi ise

P- lim inf x ≤ P- lim inf z ≤ P- lim sup z ≤ P- lim supx.

x = (xkl) reel terimli çift dizisi için k ≤ k′ ve l ≤ l′ oldu§unda xkl ≤ xk′l′

oluyorsa monoton artan, k ≥ k′ ve l ≥ l′ oldu§unda xkl ≤ xk′l′ oluyorsa monoton

azalan denir.

Monoton çift diziler hakk�ndaki teoremler, monoton tek diziler hakk�ndaki te-

oremlerle ayn� yap�ya sahiptir.

Tan�m 2.1.5. x = (xmn) çift dizisi verilmi³ olsun. �imdi,

smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

xij ; (m,n ∈ N)

³eklinde tan�mlanan (smn) dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda, ((xmn), (smn))

ikilisine bir çift seri denir. xmn terimine serinin genel terimi, (smn) dizisine de serinin

k�smi toplamlar dizisi denir. E§er (smn) k�smi toplamlar dizisi bir s say�s�na υ-

yak�nsak, yani

υ- lim
m,n

m∑
i=1

n∑
j=1

xij = s
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ise ((xmn), (smn)) serisi υ-yak�nsakt�r ve serinin υ-toplam� s say�s�d�r. Yak�nsak ol-

mayan seriye �raksak seri denir.

Genel terimi xmn ve toplam� s olan yak�nsak seri,
∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn = s

³eklinde gösterilir. Seri ister yak�nsak ister �raksak olsun, genel terimi xmn olan seri
∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn

ile gösterilir. υ-yak�nsak çift seri olu³turan dizilerin uzay� CSυ ile gösterilmektedir.

Buna göre,

CSυ =

{
x = (xij) ∈ Ω | υ-

∑
i,j

xij = υ- lim
m,n

m∑
i=1

n∑
j=1

xij mevcut

}
³eklindedir.∑∞

m=1

∑∞
n=1 xmn ve

∑∞
n=1

∑∞
m=1 xmn serilerine s�ral� seriler denir. S�ral� seriler,

ayn� toplama sahip olmak zorunda de§ildir. Gerçekten x = (xmn) çift dizisi için

xmn =


1 , m = n+ 1, n = 1, 2, ...

−1 , m = n− 1, n = 1, 2, ...

0 , di§er durumlarda∑∞
m=1

∑∞
n=1 xmn = −1 fakat

∑∞
n=1

∑∞
m=1 xmn = 1' dir.

Tan�m 2.1.6. E§er
∑∞

i=1

∑∞
j=1 |xij| serisi yak�nsak ise,

∑∞
i=1

∑∞
j=1 xij kompleks

terimli serisi mutlak yak�nsakt�r denir.

Mutlak yak�nsak seri olu³turan dizilerin cümlesi Lu ile gösterilir. Yani;

Lu =

{
x ∈ Ω |‖ x ‖1=

∑
i,j

|xij| <∞

}
.

Teorem 2.1.2. [36, shf. 278-282] (i) Mutlak yak�nsak bir çift seri yak�nsakt�r.

(ii) Pozitif reel terimli bir serinin yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art bu

serinin k�smi toplamlar dizisinin s�n�rl� olmas�d�r.

(iii) Reel terimli (aij) ve (bij) dizilerini göz önüne alal�m.

Her i, j ∈ N için 0 ≤ aij ≤ bij ve
∑∞

i=1

∑∞
j=1 bij serisi yak�nsak ise

∑∞
i=1

∑∞
j=1 aij

serisi de yak�nsakt�r ve
∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij ≤
∞∑
i=1

∞∑
j=1

bij

e³itsizli§i geçerlidir.
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Yak�nsak bir çift indisli serinin k�smi toplamlar� s�n�rl� olmak zorunda de§ildir.

Gerçekten genel terimi

xmn =


1 , m = 1

−1 , m = 2

0 , m ≥ 3

olarak tan�mlanan
∑

m,n xmn serisi yak�nsak fakat k�smi toplamlar dizisi s�n�rl� de-

§ildir.

2.2. Dizilerde Çekirdek Kavram�

Bu k�s�mda tek indisli dizilerin çekirdek kavram� ve ilgili teoremler ifade edi-

lerek, çift indisli dizilerde çekirdek kavram� hakk�nda baz� bilgiler verilecektir.

Tan�m 2.2.1. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. E§er X \ A cümlesi

aç�k ise, A cümlesine kapal� cümle denir. Kapal� cümlelerin sonlu birle³imi ve sonsuz

kesi³imi kapal�d�r.

A cümlesinin içindeki tüm aç�k alt cümlelerin birle³imine A cümlesinin içi

denir ve A◦ ile gösterilir.

A cümlesini içeren tüm kapal� cümlelerin arakesitine A cümlesinin kapan�³�

denir ve A ile gösterilir.

x ∈ X noktas�n�n her kom³ulu§unun A ile kesi³imi, x noktas�ndan farkl� nokta

ihtiva ediyorsa, x noktas�na A cümlesinin bir limit noktas� denir. A cümlesinin tüm

limit noktalar�n�n cümlesi A′ ile gösterilir.

Tan�m 2.2.2. E ⊂ C bir cümle ve a ≥ 0, b ≥ 0, a+ b = 1 olsun. E§er x, y ∈ E
için ax + by ∈ E oluyorsa, E cümlesine konveks cümle denir. Konveks cümlelerin

herhangi say�daki kesi³imi konveks cümledir.

Tan�m 2.2.3. [15, shf. 137] x = (xn) kompleks terimli bir dizi veRn; xn, xn+1, xn+2, . . .

noktalar�n� içeren en küçük kapal� konveks bölge olsun.⋂∞
n=1Rn cümlesine, x = (xn) dizisinin çekirde§i denir ve K-çek{x} ile göste-

rilir. Tan�mdan da anla³�ld�§� üzere K-çek{x} kapal� ve konvekstir.

x = (xn) dizisinin limit noktalar�n�n cümlesi D olsun. Bu durumda

D ⊆ K-çek{x}

kapsamas� geçerlidir. K-çek{x} cümlesinin bir tek nokta içermesi için gerek ve ye-

ter ³art x dizisinin yak�nsak olmas�d�r ki bu nokta, x dizisinin limit noktas� olur.

K-çek{x} = ∅ ise, x dizisine belirli anlamda �raksak dizi denir ve x = (xn) ∼ ∞ ile

gösterilir.
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Reel terimli s�n�rl� bir x = (xn) dizisinin K-çekirde§i

lim inf
n

xn = l(x) ve lim sup
n

xn = L(x)

olmak üzere; [l(x), L(x)] kapal� aral�§�d�r.

�imdi de alternatif çekirdek tan�mlar�n� verelim.

Tan�m 2.2.4. [15, shf. 139] E§er bir X cümlesinin noktalar� bir l do§rusunun

ay�rd�§� yar� düzlemde kal�yorsa (l do§rusunun üzerinde olabilir), l do§rusuna X

cümlesinin bir bariyeri denir.

Tan�m 2.2.5. [15, shf. 139] x = (xn) dizisinin terimleri için hiç bir bariyer yoksa

K-çek{x} cümlesi C düzlemidir. E§er x = (xn) dizisinin terimleri için bariyerler

varsa, K-çek{x}; x = (xn) dizisinin limit noktalar�n� içeren yar� düzlemlerin ara

kesitidir.

Tan�m 2.2.6. [14] Bir x = (xn) s�n�rl� dizisi için

Bx(z) =

{
w ∈ C : |w − z| ≤ lim sup

n
|xn − z|

}
disklerini tan�mlayal�m. Bu durumda, x = (xn) dizinin çekirde§i,⋂

z∈C

Bx(z)

³eklinde tan�mlan�r.

S�n�rl� bir dizi için verilen Tan�m 2.2.3, 2.2.5 ve 2.2.6 denktir, [15, 14].

�ki dizinin limit noktalar�n�n cümlesi ayn� ise, K-çekirdekleri ayn�d�r. Fakat

kar³�t� do§ru de§ildir. Burada akl�m�za ³u soru gelmektedir.

�ki dizinin K-çekirdekleri ayn� ise, limit noktalar�n�n cümlesi için ne söylenebi-

lir? Bu sorunun cevab� için hangi çekirdek tan�m� kullan�ld�§� önemlidir.

Teorem 2.2.1. [15, shf. 140-141] x = (xn) ve y = (yn) iki dizi olsun.

(i) K-çek{x} = K-çek{y} olmas� için gerek ve yeter ³art birinin limit nokta-

lar�n� kapsayan kapal� konveks bölge, di§erinin limit noktalar�n� kapsar.

(ii) K-çek{x} = K-çek{y} olmas� için gerek ve yeter ³art birinin limit nok-

talar�n� kapsayan her yar� düzlem, di§erinin limit noktalar�n� kapsar.

�imdi de iki dizinin K-çekirdeklerinin e³it olma ³art�n� sa§layan teoremi vere-

lim.

Teorem 2.2.2. [15, shf. 144] x = (xn) ve y = (yn) iki dizi olsun.

limn |xn − yn| = 0 ise, K-çek{x} = K-çek{y} e³itli§i geçerlidir.
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Çekirdek tan�mlar�ndan sonra, Knopp Çekirdek Teoremi olarak bilinen teoremi

verelim.

Teorem 2.2.3. [15, shf. 138] A reel terimli sonsuz bir matris, x = (xk) de reel

terimli bir dizi olsun. E§er A = (ank) pozitif terimli regüler bir matris ise,

K-çek{Ax} ⊆ K-çek{x}

kapsamas� geçerlidir.

Teorem 2.2.4. [16, Theorem 4] A = (ank) reel terimli sonsuz matrisi için

χ(A) = lim
n

∑
k

ank −
∑
k

lim
n
ank

tan�ml� olsun.
∑

k akxk serisinin tan�ml� oldu§u durumlarda, ank ≥ 0 olacak ³ekilde

bir k ≥ q ∈ N (n ∈ N) say�s� mevcut ise,

lim inf
n

Anx ≥
∑
k

akxk + χ(A)l(x)(2.2.1)

ve

lim sup
n

Ax ≤
∑
k

akxk + χ(A)L(x)(2.2.2)

e³itsizlikleri sa§lan�r. Burada, ak = limn ank ³eklinde tan�ml�d�r.

Teorem 2.2.5. [16, Theorem 6] A = (ank) reel terimli sonsuz matrisi için

χ(A) tan�ml� olsun. x = (xk) s�n�rl� dizi olmak üzere,
∑

k akxk serisinin tan�ml�

oldu§u durumlarda, (2.2.1) ve (2.2.2) e³itsizliklerinin geçerli olmas� için

lim
n

∑
k

|ank| = lim
n

∑
k

ank = a

³art�n�n sa§lanmas� yeterlidir.

Teorem 2.2.6. [20, Theorem 1] x = (xk) reel terimli s�n�rl� bir dizi olmak

üzere,

lim sup
n

Anx ≤ lim sup
n

xn

olmas� için gerek ve yeter ³art A = (ank) regüler ve

lim
n

∑
k

|ank| = 1

olmas�d�r.

Tan�m 2.2.7. a−nk = maks{−ank, 0} olmak üzere;

lim
n

∑
k

a−nk = 0

ise, A = (ank) matrisine hemen hemen pozitif matris denir.
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Teorem 2.2.7. [20, Theorem 3] B = (bnk) sonsuz matrisi regüler ve hemen

hemen pozitif olsun. x ∈ `∞ için

lim sup
n

Anx ≤ lim inf
n

Bnx

olacak ³ekilde A matrisi yoktur.

Rath, Tripathy [19], baz� regüler matris s�n��ar� ile ilgili a³a§�daki teoremleri

vermi³lerdir.

I = [0, 1] olmak üzere α ∈ I olsun.

Her n, k ∈ N için ank ≥ 0,

her n ∈ N için ank = α olacak ³ekilde k ∈ N mevcut,

her k ∈ N için ank = α olacak ³ekilde n ∈ N mevcut

³artlar�n� sa§layan regüler A = (ank) matris s�n�f� Q(α) ile gösterilsin.

Teorem 2.2.8. [19, Theorem 1] x = (xk) s�n�rl� bir dizi, α ∈ [0, 1
2
] ve λ ∈ I

olsun. Bu durumda, x = (xk) dizisini λa+(1−λ)b noktas�na limitleyen bir A ∈ Q(α)

matrisi vard�r. Burada a = αL(x)+(1−α)l(x) ve b = αl(x)+(1−α)L(x) ³eklindedir.

Teorem 2.2.9. [19, Theorem 2] α ∈ I ve x = (xk), A ∈ Q(α) matrisi

taraf�ndan limitlenebilen s�n�rl� bir dizi ise,

a ≤ lim
n
Anx ≤ b

e³itsizli§i sa§lan�r.

Tan�m 2.2.8. [37] σ : N −→ N dönü³ümü, her m,n ∈ N için σm(n) 6= n

olacak ³ekilde birebir bir fonksiyon olsun. Bu durumda φ : l∞ −→ R lineer sürekli

fonksiyoneli,

(i) Her n için xn ≥ 0 ise φ(x) ≥ 0

(ii) e = (1, 1, 1, · · · , 1, · · · ) ise φ(e) = 1

(iii) Her xn ∈ l∞ için φ({xσ(n)}) = φ(x)

³artlar�n� sa§l�yorsa, φ fonksiyoneline invaryant limit veya σ-limit denir. Özel olarak,

σ(n) = n + 1 al�n�rsa Banach limit elde edilir. Bütün invaryant limitleri e³it olan

s�n�rl� diziye, invaryant yak�nsak veya σ-yak�nsak dizi denir ve σ-yak�nsak dizilerin

uzay� Vσ ile gösterilir.

x = (xk) s�n�rl� reel dizisinin σ-çekirde§i,

qσ(x) = lim sup
p

sup
n

(
xn + xσ(n) + · · ·+ xσp(n)

p+ 1

)
olmak üzere, [−qσ(−x), qσ(x)] aral�§�d�r.
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Tan�m 2.2.9. [37] (c, Vσ)reg ve (Vσ, Vσ)reg s�n��ar�na, s�ras�yla, σ-regüler ve

Vσ-regüler matris s�n��ar� denir.

Bir A = (ank) matrisi için a−(p, n, k) = 1
p

∑p
j=1 a

−
σj(n)k

olmak üzere,

lim
p

∑
k

a−(p, n, k) = 0

ise, A matrisine σ-düzgün pozitif matris denir.

Teorem 2.2.10. [37] Bir A = (ank) sonsuz matrisi için,

(i) σ-çek{Ax} ⊆ K-çek{x} olmas� için gerek ve yeter ³art, A matrisinin σ-

regüler ve σ- düzgün pozitif olmas�d�r.

(ii) σ-çek{Ax} ⊆ σ-çek{x} olmas� için gerek ve yeter ³art, A matrisinin Vσ-

regüler ve σ- düzgün pozitif olmas�d�r.

Tek indisli dizilerde Knopp [13] taraf�ndan verilen çekirdek tan�m�, Patterson

[21] taraf�ndan çift indisli dizilerde a³a§�daki gibi tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.2.10. [21] x = (xkl) kompleks terimli çift dizi olmak üzere, P-Cn{x},
k, l > n oldu§unda x dizisinin tüm noktalar�n� içeren en küçük kapal� konveks bölge

olsun. Bu durumda, x = (xkl) çift dizisinin Pringsheim çekirde§i,

P-çek {x} =
∞⋂
n=1

P-Cn{x}

biçiminde tan�mlan�r.

Tan�m 2.2.11. [21] x = (xkl) çift dizisinin, P- lim y = β olacak ³ekilde bir

y = (ykl) alt dizisi mevcut ise, β say�s�na x çift dizisinin Pringsheim limit noktas�

denir.

Pringsheim limit noktas� a³a§�daki gibi de ifade edilebilir. (ki) ve (lj) artan iki

indis dizisi olmak üzere,

P- lim
i,j
xkilj = β

oluyorsa β say�s�na x çift dizisinin Pringsheim limit noktas� denir. Bir dizinin Prings-

heim limit noktalar�n�n en küçü§üne dizinin P-liminf ve en büyü§üne P-limsup ad�

verilir. Bu durumda, s�n�rl� reel terimli bir x = (xkl) çift dizisi bak�m�ndan

P-çek{x} = [P- lim inf x, P- lim supx]

e³itli§i geçerlidir.

�statistiksel yak�nsakl�k Fast [23] taraf�ndan verildi. Daha sonra �alát, Fridy

[25], Connor [26], Kolk [27], Fridy, Orhan [28], [29] ve birçok yazar taraf�ndan

çal�³�ld�.
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Tan�m 2.2.12. x = (xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi ve |E|, E cümle-

sinin kardinalitesi olsun. E§er her ε > 0 için

lim
n

1

n
|{k ≤ n : |xk − l| ≥ ε}| = 0

olacak ³ekilde bir l ∈ C say�s� mevcut ise, x = (xk) dizisi l say�s�na istatistiksel

yak�nsakt�r denir ve st- limk xk = l ile gösterilir.

�statistiksel yak�nsakl�k kavram� Mursaleen, Edely [30] taraf�ndan çift indisli

dizilere geni³letilmi³tir. E ⊆ N× N ve

E(m,n) =
{

(j, k) : j ≤ m, k ≤ n
}

olmak üzere E cümlesinin çift do§al yo§unlu§u,

δ2(E) = P- lim
m,n

|E(m,n)|
mn

biçiminde tan�mlan�r. Her ε > 0 için {(j, k) : |xjk − l| ≥ ε} cümlesinin do§al yo§un-

lu§u s�f�r ise, x = (xjk) reel çift dizisi l noktas�na istatistiksel yak�nsakt�r denir ve

st2- limj,k xjk = l ile gösterilir. P-yak�nsak bir çift dizi st2-yak�nsakt�r fakat kar³�t�

do§ru de§ildir.

Çakan, Altay [32] nolu çal�³mada reel çift dizilerin st2-s�n�rl�l�k, st2-limsup,

st2-liminf ve istatistiksel çekirde§ini a³a§�daki gibi tan�mlam�³t�r.

x = (xjk) reel çift dizisi için,

δ2({(j, k) : xjk > M}) = 0

olacak ³ekilde M ∈ R mevcut ise, üstten st2-s�n�rl�d�r,

δ2({(j, k) : xjk < N}) = 0

olacak ³ekilde N ∈ R mevcut ise, alttan st2-s�n�rl�d�r ve hem üstten hem de alttan

st2-s�n�rl� ise, st2-s�n�rl� dizi denir.

M,N,C,D ∈ R, x = (xjk) reel çift dizisi için

Kx =
{
N : δ2({(j, k) : xjk < N}) = 0

}
ve

Lx =
{
M : δ2({(j, k) : xjk > M}) = 0

}
olmak üzere, st2- inf x = supKx ve st2- supx = inf Lx,

Gx =
{
C ∈ R : δ2({(j, k) : xjk > C}) 6= 0

}
15



ve

Fx =
{
D ∈ R : δ2({(j, k) : xjk < D}) 6= 0

}
olmak üzere,

st2- lim supx =

{
supGx , Gx 6= ∅
−∞ , Gx = ∅

ve

st2- lim inf x =

{
inf Fx , Fx 6= ∅
∞ , Fx = ∅

olarak tan�mlan�r.

Teorem 2.2.11. [32, Teorem 2.4] a) st2- lim supx = β ⇔ her ε > 0, δ2({(j, k) :

xjk > β − ε}) 6= 0 ve δ2({(j, k) : xjk > β + ε}) = 0.

b) st2- lim inf x = α⇔ her ε > 0, δ2({(j, k) : xjk < α + ε}) 6= 0 ve δ2({(j, k) :

xjk < α− ε}) = 0.

Tan�m 2.2.13. [33] x = (xjk) reel terimli s�n�rl� çift dizisi için

P- lim
m,n

1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xσj(s),σk(t) = l (s, t ye göre düzgün)

sa§lan�yorsa, x = (xjk) dizisi l noktas�na σ-yak�nsakt�r denir ve σ2- limx = l ile

gösterilir. S�n�rl� σ-yak�nsak ve s�f�ra σ-yak�nsak çift dizilerin cümlesi, s�ras�yla, V 2
σ

ve Z2 ile gösterilir. Tek indisli dizilerdeki durumun aksine P-yak�nsak bir çift dizi σ-

yak�nsak olmak zorunda de§ildir. Fakat her s�n�rl� P-yak�nsak çift dizi σ-yak�nsakt�r.

x = (xjk) ∈ V 2
σ dizileri için Ax ∈ Cbp ve P- limAx = σ2- limx ³artlar�n�

sa§layan 4-boyutlu A = (amnjk) matrisine kuvvetli σ-regüler matris denir.

2.3. Matris Dönü³ümleri

Bu k�s�mda; çift dizi uzaylar� aras�ndaki matris dönü³ümleri tan�mlanarak,

matris dönü³ümleri ile ilgili teoremler ispats�z olarak verilecektir.

Tan�m 2.3.1. A = (amnkl) 4-boyutlu bir sonsuz matris ve υ çift dizilerle ilgili

herhangi bir yak�nsakl�k kavram� olsun. �imdi,

Ω
(υ)
A =

{
x ∈ Ω : [Ax]mn = υ-

∑
k,l

amnklxkl ∀ m,n ∈ N için mevcut

}
cümlesini tan�mlayal�m. Bu durumda,

A : Ω
(υ)
A → Ω, x 7→ Ax = ([Ax]mn)

dönü³ümüne υ-tipi bir matris dönü³ümü denir.
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E bir çift dizi uzay� ve υ bir yak�nsakl�k tipi olmak üzere, υ yak�nsakl�k tipine

göre A dönü³ümü alt�nda E uzay�nda yatan x dizilerinin cümlesi E(υ)
A ile gösteril-

mektedir. Yani,

E
(υ)
A =

{
x ∈ Ω

(υ)
A : Ax ∈ E

}
.

Tan�m 2.3.2. Cυ ⊂ (Cυ)A olan bir A matrisine, Cυ-yap�y� koruyan matris denir.

E§er Cυ-yap�y� koruyan A matrisi limiti de koruyorsa o zaman A matrisi bir Cυ-
regüler matris olarak adland�r�l�r.

�imdi, baz� matris s�n��ar�n�n karakterizasyonlar�n� veren teoremler ispats�z

olarak sunulacakt�r.

Teorem 2.3.1. [11, shf. 86] (a) A = (amnkl) matrisinin υ = r bak�m�ndan

Cυ-yap�y� koruyan olmas� için

sup
m,n

∑
k,l

|amnkl| <∞,(2.3.1)

υ- lim
m,n

amnkl = akl mevcut (k, l ∈ N),(2.3.2)

υ- lim
m,n

∑
k

amnkl0 = ul0 ve(2.3.3)

υ- lim
m,n

∑
l

amnk0l = vk0 mevcut (k0, l0 ∈ N),

υ- lim
m,n

∑
k,l

amnkl = v mevcut(2.3.4)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Bu ³artlar alt�nda a = (akl) ∈ Lu, (ul), (vk) ∈ `1 ve

υ- lim
m,n

[Ax]mn =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
vk −

∑
l

akl

)
xk +

∑
l

(
ul −

∑
k

akl

)
xl

+

(
µ+

∑
k,l

akl −
∑
k

vk −
∑
l

ul

)
υ − lim

m,n
xmn

e³itli§i geçerlidir. Burada xk = liml xkl (k ∈ N) ve xl = limk xkl (l ∈ N) ³eklindedir.

(b) A = (amnkl) matrisinin υ = r bak�m�ndan Cυ-regüler olmas� için gerek ve

yeter ³art; (2.3.1)-(2.3.4) ³artlar�n�n, akl = ul = vk = 0 (k, l ∈ N) ve v = 1 ile

sa§lanmas�d�r.
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Teorem 2.3.2. [11, shf. 87] A = (amnkl) matrisinin υ = bp bak�m�ndan Cυ-
yap�y� koruyan olmas� için (2.3.1), (2.3.2), (2.3.4) ³artlar�n�n sa§lanmas� ve her bir

k0, l0 ∈ N al�nd�§�nda

υ- lim
m,n

∑
k

|amnkl0 − akl0| = 0 ve υ- lim
m,n

∑
l

|amnk0l − ak0l| = 0(2.3.5)

olmas� gerek ve yeterdir.

Bu ³artlar alt�nda a = (akl) ∈ Lu ve

υ- lim
m,n

[Ax]mn =
∑
k,l

aklxkl +

(
v-
∑
k,l

akl

)
υ- lim

m,n
xmn

e³itli§i geçerlidir.

(b) A = (amnkl) matrisinin υ = bp bak�m�ndan Cυ-regüler olmas� için (2.3.1),

(2.3.2), (2.3.4) ve (2.3.5) ³artlar�n�n akl = 0 (k, l ∈ N) ve v = 1 ile sa§lanmas�

gerek ve yeterdir.

Teorem 2.3.3. [11, shf. 87] A = (amnkl) matrisinin υ = p bak�m�ndan Cυ-
yap�y� koruyan olmas� için (2.3.2),(2.3.4) ve

her k,m, n ∈ N için öyle bir L(m,n, k) ∈ N say�s�(2.3.6)

mevcuttur ki l > L(m,n, k) oldu§unda amnkl = 0,

her l,m, n ∈ N için öyle bir K(m,n, l) ∈ N say�s�(2.3.7)

mevcuttur ki k > K(m,n, l) oldu§unda amnkl = 0,

her k ∈ N için öyle bir L ∈ N say�s�(2.3.8)

mevcuttur ki m,n, l > L oldu§unda amnkl = 0,

her l ∈ N için öyle bir K ∈ N say�s�(2.3.9)

mevcuttur ki m,n, k > K oldu§unda amnkl = 0,

her m,n ∈ N için
∑
k,l

|amnkl| <∞,(2.3.10)

sup
m,n≥N

∑
k,l

|amnkl| <∞ olacak ³ekilde N ∈ N say�s� mevcuttur,(2.3.11)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Bu ³artlar alt�nda a = (akl) ∈ Lu, (akl0)k, (ak0l)l ∈ ϕ (k0, l0 ∈ N) ve

υ- lim
m,n

[Ax]mn =
∑
k,l

aklxkl +

(
v-
∑
k,l

akl

)
υ- lim

m,n
xmn
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e³itli§i geçerlidir. Burada; ϕ, s�f�rdan farkl� terimlerin say�s� sonlu olan dizilerin

cümlesini göstermektedir.

(b) A = (amnkl) matrisinin υ = p bak�m�ndan Cυ-regüler olmas� için (2.3.2),

(2.3.4) ve (2.3.6)-(2.3.11) ³artlar�n�n akl = 0 (k, l ∈ N) ve v = 1 ile sa§lanmas�

gerek ve yeterdir.

Teorem 2.3.4. [5, 3] A = (amnkl) ∈ (Cbp, Cp)reg olmas� için

P- lim
m,n

amnkl = 0 her bir k, l;(2.3.12)

P- lim
m,n

∑
k,l

amnkl = 1;(2.3.13)

P- lim
m,n

∑
k

|amnkl| = 0 her bir l;(2.3.14)

P- lim
m,n

∑
l

|amnkl| = 0 her bir k;(2.3.15)

P- lim
m,n

∑
k,l

|amnkl| mevcut;(2.3.16)

‖A‖ = sup
m,n

∑
k,l

|amnkl| <∞(2.3.17)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Teorem 2.3.5. [38] A = (amnkl) ∈ (Cp, Cbp)reg olmas� için (2.3.1), (2.3.2)

(her k, l ∈ N için akl = 0), (2.3.4) (v = 1), (2.3.8) ve (2.3.9) ³artlar�n�n sa§lanmas�

gerek ve yeterdir.
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3. Ç�FT D�Z�LERDE ÇEK�RDEK KAVRAMI

Bu bölümde, çift indisli dizilerde çekirdek kavram� üzerinde durulacakt�r.

3.1. Çekirdek Teoremleri

Bu k�s�mda, Patterson [21] çift indisli dizilerin P-çekirde§i kavram�n� vererek

baz� teoremleri ispatlad�. Patterson'un çekirdek tan�m� kullan�larak, tek indisli diz-

lerde Knopp [13], Cooke [15], Shcherbakov [14], Rhoades [16] ve Maddox [20]

taraf�ndan verilen baz� tan�m ve teoremlerin, çift indisli dizilerdeki kar³�l�klar� veri-

lecektir.

Teorem 3.1.1. x = (xkl) dizisinin Pringsheim limit noktalar�n�n cümlesi D

olsun. Bu durumda,

D ⊆ P-çek {x}

dir.

�spat. α noktas�, x = (xkl) dizisinin bir P-limit noktas� olsun. Bu durumda,

P- lim
i,j
xkilj = α

olacak ³ekilde do§al say�lar�n artan bir (ki, lj) dizisi mevcuttur. Herhangi bir sabit

n ∈ Z+ seçilirse, kp, lq > n olacak ³ekilde (p, q) belirlenir. Bu durumda,

xkp,lq xkp,lq+1 xkp,lq+2 . . .

xkp+1,lq xkp+1,lq+1 xkp+1,lq+2 . . .

xkp+2,lq xkp+2,lq+1 xkp+2,lq+2 . . .
...

...
... . . .

noktalar� P-Cn{x} cümlesindedir. P-Cn{x} kapal� oldu§undan (xkl) dizisinin P-

limit noktalar�n� içerir. O halde α noktas� da P-Cn{x} cümlesindedir. n key� oldu-

§undan, ispat tamamlan�r. �

�imdi de alternatif P-çekirdek tan�mlar�n� verelim.

Tan�m 3.1.1. E§er bir X cümlesinin noktalar� bir L do§rusunun ay�rd�§� yar�

düzlemde kal�yorsa (L do§rusunun üzerinde de olabilir), L do§rusuna X cümlesinin

bir bariyeri denir.

X cümlesinin noktalar�n� ihtiva eden L bariyeri ile ayr�lan yar� düzlem H ile

gösterilecektir.
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Tan�m 3.1.2. x = (xkl) dizisinin terimleri için hiç bir bariyer yoksa P-çek{x} =

C e§er x = (xkl) dizisinin terimleri için bariyerler varsa, P-çek {x}; x = (xkl) dizi-

sinin P-limit noktalar�n� içeren yar� düzlemlerin ara kesiti olarak tan�mlan�r.

Shcherbakov [14] taraf�ndan tek indisli s�n�rl� dizilerde verilen çekirdek tan�-

m�n�, a³a§�daki gibi çift indisli s�n�rl� dizilere ta³�yabiliriz.

Tan�m 3.1.3. S�n�rl� bir x = (xkl) çift dizisi için

Bx(z) =
{
w ∈ C : |w − z| ≤ P- lim sup

k,l
|xkl − z|

}
disklerini tan�mlayal�m. Bu durumda, x = (xkl) dizinin P-çekirde§i,⋂

z∈C

Bx(z)

³eklinde tan�mlan�r.

Teorem 3.1.2. Bir x = (xkl) çift dizisi için Tan�m 2.2.10 ile Tan�m 3.1.2

denktir.

�spat. D, x = (xkl) dizisinin P-limit noktalar�n�n cümlesi, E cümlesi, dizinin Tan�m

2.2.10'a göre P-çekirde§i ve F cümlesi de, dizinin Tan�m 3.1.2'ye göre P-çekirde§i

olsun.

a /∈ E olsun. O zaman, baz� n indisleri için a /∈ P-Cn{x} dir. Böylece a

noktas�n� P-Cn{x} cümlesinden ay�racak ³ekilde bir L bariyeri çizilebilir. P-Cn{x}
kapal� oldu§undan, D ⊂ P-Cn{x} ve L bariyeri, a noktas� ile D cümlesini ay�r�r.

Böylece a /∈ F dir. Bu ise,

F ⊂ E(3.1.1)

oldu§unu gösterir.

H, D cümlesini kapsayan yar� düzlem ve L do§rusu da bunun bir bariyeri olsun.

Bu durumda, x = (xkl) dizisinin k veya l, m indisinden küçük elamanlar� hariç hepsi

D ile ayn� taraftad�r. Aksi halde; en az bir P-limit noktas� D cümlesinin bulunmad�§�

tarafta olabilir. Böylece, x dizisinin

xm,m xm,m+1 xm,m+2 . . .

xm+1,m xm+1,m+1 xm+1,m+2 . . .

xm+2,m xm+2,m+1 xm+2,m+2 . . .
...

...
... . . .

noktalar�, H yar� düzlemindedir. Yani P-Cm{x} ⊂ H kapsamas� geçerlidir. m key�

oldu§undan E ⊂ H elde edilir.
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Buna göre,

F ⊃ E(3.1.2)

kapsamas� geçerlidir.

(3.1.1) ve (3.1.2) kapsamalar�ndan E = F elde edilir. �

Teorem 3.1.3. S�n�rl� bir x = (xkl) çift dizisi için Tan�m 3.1.2 ile Tan�m

3.1.3 denktir.

�spat. w 6∈
⋂
z∈CBx(z) olsun. Bu durumda, en az bir z0 ∈ C için w 6∈ Bx(z0)

d�r. w ile z0 do§ru parças�na dik ve Bx(z0) diskine te§et olan L do§rusu çizelim. L

do§rusu x = (xkl) dizisinin P-limit noktalar�n� ihtiva eden yar� düzlemle w noktas�n�

birbirinden ay�r�r. Bu nedenle bu yar� düzlemlerin arakesitinde w noktas� bulunmaz.

O halde,

P-çek {x} ⊂
⋂
z∈C

Bx(z)(3.1.3)

kapsamas� geçerlidir.

Tersine; w 6∈ P-çek {x} olsun. Bu takdirde, w noktas� x = (xkl) çift dizisinin

P-limit noktalar�n� ihtiva eden H yar� düzlemini L bariyeri ile ay�r�r. L bariyerine

dik olacak ³ekilde w noktas�ndan geçen d do§rusunu çizelim. L, d do§rular�n�n ke-

sim noktas� ile w noktas�n� birle³tiren do§ru parças�n�n orta noktas� p olsun. H

düzleminde d do§rusu üzerinde bir z0 noktas� seçelim ve

B(z0) =
{
y ∈ C : |y − z0| ≤ |p− z0|

}
diskini tan�mlayal�m. x = (xkl) s�n�rl�, baz� n ∈ N ve k, l > n için xkl ∈ H oldu§un-

dan z0 noktas�n�

|p− z0| = P- lim sup
k,l

|xkl − z0|

olacak ³ekilde p noktas�ndan yeteri kadar uzakta seçilebilir. Böylece B(z0) diski,

Bx(z) disklerinden biridir ve w 6∈ B(z0) oldu§undan w 6∈
⋂
z∈CBx(z) olur. Bu ise,

P-çek {x} ⊃
⋂
z∈C

Bx(z)(3.1.4)

kapsamas�n�n geçerli oldu§unu gösterir.

(3.1.3) ve (3.1.4) kapsamalar�ndan istenen elde edilir. �

Sonuç 3.1.1. �ki dizinin P-limit noktalar� ayn� ise P-çekirdekleri ayn�d�r. Fa-

kat kar³�t� do§ru de§ildir.
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Örnek 3.1.1. x = (xkl) çift dizisi;

xkl =

{
1 , k + l çift

−1 , k + l tek

y = (ykl) çift dizisi;

ykl =


1 , k + l ≡ 0 (mod 3)

−1 , k + l ≡ 1 (mod 3)

0 , k + l ≡ 2 (mod 3)

olsun. Bu durumda x ve y dizilerinin P-limit noktalar� Dx = {−1, 1} ve Dy =

{−1, 0, 1} cümleleri ayn� de§ildir, fakat P-çekirdekleri ayn�d�r.

�ki dizinin Pringsheim çekirdekleri ayn� ise, Pringsheim limit noktalar�n�n cüm-

lesi hakk�nda ne söylenebilir? Bu sorunun cevab� için hangi çekirdek tan�m� kulla-

n�ld�§� önemlidir.

Teorem 3.1.4. x = (xkl) ve y = (ykl) iki çift dizi olmak üzere;

P-çek {x} = P-çek{y}

olmas� için gerek ve yeter ³art dizilerden birinin P-limit noktalar�n� kapsayan her

yar� düzlem, di§erinin P-limit noktalar�n� kapsar.

�spat. x = (xkl) ve y = (ykl) dizilerinin P-limit noktalar�n�n cümlesini, s�ras�yla, Dx

ve Dy ile gösterelim.

P-çek {x} = P-çek {y} ve H yar� düzlemi de Dx cümlesini kapsayan her-

hangi bir yar� düzlem olsun. Tan�mdan, P-çek {x} = P-çek {y} ⊂ H dir. Dy ⊆
P-çek {y} oldu§undan, Dy ⊆ H olur.

Tersine; Dx cümlesini kapsayan her yar� düzlem Dy cümlesini de kapsas�n

ve α ∈ P-çek {x} olsun. Bu durumda, α noktas� Dx cümlesini kapsayan her yar�

düzlemdedir. Kabulden α noktas� Dy cümlesini kapsayan her yar� düzlemde olur. Bu

ise α ∈ P-çek {y} oldu§unu gösterir.

Böylece, P-çek {x} ⊆ P-çek{y} olur ve tersi de benzer ³ekilde gösterilebile-
ce§inden, P-çek {x} = P-çek {y} elde edilir. �

A³a§�daki iki teoremin ispat� benzer ³ekilde yap�laca§�ndan, teoremler ispats�z

verilecektir.

Teorem 3.1.5. x = (xkl) ve y = (ykl) iki çift dizi olmak üzere;

P-çek {x} = P-çek {y}

olmas� için gerek ve yeter ³art dizilerden birinin P-limit noktalar�n� kapsayan her

kapal� konveks bölge, di§erinin P-limit noktalar�n� kapsar.
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Teorem 3.1.6. x = (xkl) ve y = (ykl) iki s�n�rl� çift dizi olmak üzere;

P-çek {x} = P-çek {y}

olmas� için gerek ve yeter ³art dizilerden birinin P-limit noktalar�n� kapsayan her

disk, di§erinin P-limit noktalar�n� kapsar.

�ki dizinin Pringsheim çekirdeklerinin e³it olma ³artlar�n� sa§layan [39]'da ve-

rilen teoremi yeniden ispat edece§iz.

Teorem 3.1.7. x = (xkl) ve y = (ykl) iki çift dizi olmak üzere;

P- limk,l |xkl − ykl| = 0 ise P-çek {x} = P-çek {y} dir.

�spat. z ∈ P-çek{y} fakat z /∈ P-çek {x} olacak ³ekilde bir z noktas� alal�m.

Bu durumda, z /∈ P-Cn{x} olacak ³ekilde bir n indisi mevcuttur. z′, P-Cn{x}
cümlesinin z noktas�na en yak�n noktas� ve

α = z +
z′ − z

3
, β = z +

2

3
(z′ − z) ve |z′ − z| = 3d

olsun. Bu durumda,

|α− z| = |β − α| = |z′ − β| = d

olur. min(k, l) ≥ q oldu§unda, |xkl − ykl| < d olacak ³ekilde q > n seçelim.

Lα ve Lβ, zz′ do§rusuna α ve β noktalar�nda dik do§rular olsun. Bu

durumda, P-Cn{x} cümlesine ait

xq,q xq,q+1 xq,q+2 . . .

xq+1,q xq+1,q+1 xq+1,q+2 . . .

xq+2,q xq+2,q+1 xq+2,q+2 . . .
...

...
... . . .

noktalar�n�n hepsi Lβ ile z noktas�ndan ayr�lm�³t�r. Ayn� ³ekilde,

yq,q yq,q+1 yq,q+2 . . .

yq+1,q yq+1,q+1 yq+1,q+2 . . .

yq+2,q yq+2,q+1 yq+2,q+2 . . .
...

...
... . . .

noktalar� da Lα ile z noktas�ndan ayr�lm�³t�r. Böylece; z 6∈ P-çek {y} dir. Bu ise

kabulle çeli³ir.

Tersi de benzer ³ekilde gösterilir. �

Patterson [35]'de kompleks terimli çift diziler için verdi§i Teorem 3.1'i reel terimli

çift diziler için ifade ve ispat edece§iz.
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Teorem 3.1.8. 4-boyutlu A = (amnkl) negatif olmayan reel terimli RH-regüler

matris olsun. x = (xkl) reel s�n�rl� bir dizi ve Ax mevcut ise,

P-çek {Ax} ⊆ P-çek {x}

kapsamas� geçerlidir.

�spat. Bunun için

P- lim sup
m,n

Amnx ≤ P- lim sup
m,n

xmn

e³itsizli§inin geçerli oldu§unu göstermek yeterlidir.

P- lim supk,l xkl = L olsun. Bu durumda, ε > 0 say�s� verildi§inde en az bir

N0 ∈ N için k, l ≥ N0 oldu§unda,

xkl ≤ L+ ε

e³itsizli§i geçerlidir. A = (amnkl) matrisinin negatif olmad�§� dikkate al�n�rsa,

Amnx =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnklxkl

=

N0∑
k=1

N0∑
l=1

amnklxkl +

N0∑
k=1

∞∑
l=N0+1

amnklxkl

+
∞∑

k=N0+1

N0∑
l=1

amnklxkl +
∞∑

k=N0+1

∞∑
l=N0+1

amnklxkl

≤
N0∑
k=1

N0∑
l=1

amnklxkl +

N0∑
k=1

∞∑
l=N0+1

amnklxkl

+
∞∑

k=N0+1

N0∑
l=1

amnklxkl + (L+ ε)
∞∑

k=N0+1

∞∑
l=N0+1

amnkl

e³itsizli§i elde edilir. x dizisi s�n�rl� oldu§undan,

Amnx ≤ ‖x‖
∑N0

k=1

∑N0

l=1 amnkl + ‖x‖
∑N0

k=1

∑∞
l=N0+1 amnkl

+‖x‖
∑∞

k=N0+1

∑N0

l=1 amnkl

+(L+ ε)
∑∞

k=N0+1

∑∞
l=N0+1 amnkl

(3.1.5)
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olur. A matrisi RH-regüler oldu§undan,

P- lim
m,n

amnkl = 0, (∀k, l ∈ N )

P- lim
m,n

∞∑
l=N0+1

amnkl = 0, (∀k ∈ N )

P- lim
m,n

∞∑
k=N0+1

amnkl = 0, (∀l ∈ N )

P- lim
m,n

∞∑
k=N0+1

∞∑
l=N0+1

amnkl = 1

olup, (3.1.5) e³itsizli§inde P- lim sup al�n�rsa,

P- lim sup
m,n

Amnx ≤ L+ ε

elde edilir. ε key� oldu§undan istenen elde edilir.

P- lim inf
m,n

Amnx ≥ P- lim inf
m,n

xmn

e³itsizli§i için yukar�daki tart�³malarda x yerine −x = (−xkl) al�n�rsa ispat tamam-

lan�r. �

Teorem 3.1.9. 4-boyutlu A = (amnkl) reel matris ve x = (xkl) reel s�n�rl� çift

dizisi için

P- lim
m,n

amnkl = αkl, P- lim inf
k,l

xkl = l(x) ve P- lim sup
k,l

xkl = L(x)

olmak üzere;

χ(A) = P- lim
m,n

∑
k,l

amnkl −
∑
k,l

P- lim
m,n

amnkl

tan�ml� olsun.
∑

k,l αklxkl serisinin yak�nsak oldu§u durumlarda,

maks{k, l} ≥ N ∈ N bak�m�ndan amnkl ≥ 0 (m,n ∈ N)(3.1.6)

ise

P- lim inf
m,n

Amnx ≥ χ(A)l(x) +
∑
k,l

αklxkl(3.1.7)

ve

P- lim sup
m,n

Amnx ≤ χ(A)L(x) +
∑
k,l

αklxkl(3.1.8)

e³itsizlikleri sa§lan�r.

(Not: P- lim infk,l xkl = −∞ durumunda, χ(A) > 0 ise (3.1.6) ³art� sa§lan-

maks�z�n (3.1.7) e³itsizli§i sa§lan�r. Benzer ³ekilde P- lim supk,l xkl = ∞ olursa

(3.1.8) sa§lan�r. )
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�spat. P- lim infk,l xkl = l(x) olsun. Bu durumda, her ε > 0 say�s� için k, l ≥ N0

olan xkl terimleri

xkl ≥ l(x)− ε

e³itsizli§ini sa§lar.

Amnx =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnklxkl

=
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl

[
xkl + (l(x)− ε)− (l(x)− ε)

]
=

∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl[l(x)− ε] +
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]

= [l(x)− ε]
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl +

N0∑
k=1

N0∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]

+

N0∑
k=1

∞∑
l=N0+1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

∞∑
k=N0+1

N0∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

∞∑
k=N0+1

∞∑
l=N0+1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
e³itli§inde amnkl ≥ 0 (m,n ∈ N) oldu§u göz önüne al�n�rsa, be³inci toplam pozitif

oldu§undan,

Amnx ≥ [l(x)− ε]

(
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl −
N0∑
k=1

N0∑
l=1

amnkl

)
+

N0∑
k=1

N0∑
l=1

amnklxkl

+

N0∑
k=1

∞∑
l=N0+1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

∞∑
k=N0+1

N0∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
olur. Bu e³itsizlikte P- lim inf al�n�rsa, N0 ve ε key� oldu§undan

P- lim inf
m,n

Amnx ≥ χ(A)l(x) +
∑
k,l

αklxkl

elde edilir. �

Benzer tart�³malarla (3.1.8) e³itsizli§i de gösterilebilir.

Teorem 3.1.10. 4-boyutlu A = (amnkl) reel matrisi için χ(A) tan�ml� ve

P- lim
m,n

∑
k,l

|amnkl| = P- lim
m,n

∑
k,l

amnkl = t

olsun.
∑

k,l αklxkl yak�nsak olan x ∈ Mu için (3.1.7) ve (3.1.8) e³itsizlikleri geçerli-

dir.
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�spat.

bmnkl =
|amnkl|+ amnkl

2
ve cmnkl =

|amnkl| − amnkl
2

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda,

amnkl = bmnkl − cmnkl,

P- lim
m,n

∑
k,l

bmnkl = t

ve

P- lim
m,n

∑
k,l

cmnkl = 0

olur. x = (xkl) çift dizisi s�n�rl� oldu§undan, her k, l ∈ N için

|xkl| < K

olacak ³ekilde pozitif bir K say�s� mevcuttur.

P- lim inf
k,l

xkl = l(x) ve P- lim sup
k,l

xkl = L(x)

olsun. Bu durumda, her ε > 0 için M,N > q say�lar� vard�r ki

xkl ≥ l(x)− ε, (k, l > N)

ve ∑
k,l

cmnkl <
ε

K + d+ ε
, (m,n > M ve d = maks(|l|, |L|))

r > max{M,N} olsun. m,n > r için

Amnx =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnklxkl

=
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl

[
xkl + (l(x)− ε)− (l(x)− ε)

]
=

∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl[l(x)− ε] +
∞∑
k=1

∞∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
= [l(x)− ε]

∑
k,l

amnkl +
r∑

k=1

r∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

r∑
k=1

∞∑
l=r+1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

∞∑
k=r+1

r∑
l=1

amnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
+

∞∑
k=r+1

∞∑
l=r+1

bmnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
−

∞∑
k=r+1

∞∑
l=r+1

cmnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
e³itli§i yaz�labilir. Bu e³itlikte,

∞∑
k=r+1

∞∑
l=r+1

bmnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
≥ 0,
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∞∑
k=r+1

∞∑
l=r+1

cmnkl

[
xkl − (l(x)− ε)

]
< [K + |l(x)|+ ε]

∞∑
k=r+1

∞∑
l=r+1

cmnkl < ε,

∞∑
l=r+1

amnkl < ε

ve
∞∑

k=r+1

amnkl < ε

oldu§undan,

P- lim inf
m,n

Amnx ≥ [l(x)− ε]

(
t−
∑
k,l

αkl

)
+
∑
k,l

αklxkl + ε(3.1.9)

elde edilir.

Benzer tart�³malarla (3.1.8) e³itsizli§i de gösterilebilir. �

3.2. Q2(α) Matris S�n�f�

Bu k�s�mda, Rath, Tripathy [19] taraf�ndan tek dizilerde verilen Q(α) mat-

ris s�n�f�n� çift diziler bak�m�ndan Q2(α) matris s�n�f� tan�mlanarak, baz� çekirdek

teoremleri verilecektir.

I = [0, 1] olmak üzere, α ∈ I olsun.

Her m,n, k, l ∈ N için amnkl ≥ 0,

her m,n ∈ N için k, l ∈ N vard�r öyle ki amnkl = α

ve

her k, l ∈ N için m,n ∈ N vard�r öyle ki amnkl = α

³artlar�n� sa§layan RH-regüler A = (amnkl) matrislerinin s�n�f�n� Q2(α) ile göstere-

lim.

Teorem 3.2.1. x = (xkl) s�n�rl� bir çift dizi, α ∈ [0, 1
2
] ve λ ∈ I olsun. Bu

durumda, x = (xkl) dizisini λa+(1−λ)b ye limitleyen bir A ∈ Q2(α) matrisi vard�r.

Burada a = αL(x) + (1− α)l(x) ve b = αl(x) + (1− α)L(x) dir.

�spat. c = λ+ α− 2λα ∈ I dersek, λa+ (1− λ)b = cl(x) + (1− c)L(x) olur.

Her k, l ∈ N için,

l(x)− εkl ≤ xkl ≤ L(x) + εkl

olacak ³ekilde s�f�ra P-yak�nsak εkl bulunabilir.

Böylece her k, l için δkl ≥ 0, λkl ≥ 0 ve δkl + λkl = 1 olacak ³ekildeki (δkl)

ve (λkl) dizileri için

xkl = δkl(l(x)− εkl) + λkl(L(x) + εkl)
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yaz�labilir. αkl = c− αδkl ve βkl = 1− c− αλkl yazarsak

0 ≤ αkl ≤ 1− α ve βkl = 1− α− αkl ≥ 0

oldu§u görülür. Do§al say�lar�n (pk, ql) ve (rk, sl) artan çift dizisi, her k, l ∈ N
için

(pk, ql) 6= (k, l), (pk, ql) 6= (rk, sl), (rk, sl) 6= (k, l)

ve

P- lim
k,l
xpk,ql = l(x), P- lim

k,l
xrk,sl = L(x)

³artlar�n� sa§las�n.

�imdi de bir A ∈ Q2(α) matrisini

aklmn =


α , (m,n) = (k, l)

αkl , (m,n) = (pk, ql)

βkl , (m,n) = (rk, sl)

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda;
∞,∞∑

m,n=1,1

aklmnxmn = αδkl(l(x)− εkl) + αλkl(L(x) + εkl) + αkll(x)

+βklL(x) + αkl(xpk,ql − l(x)) + βkl(xrk,sl − L(x))

= cl(x) + (1− c)L(x)− εklαδkl + εklαλkl

+αkl(xpk,ql − l(x)) + βkl(xrk,sl − L(x))

Bu e³itlikte, k, l −→∞ için P-limit al�n�rsa,

Ax −→ cl(x) + (1− c)L(x)

elde edilir. �

Teorem 3.2.2. α ∈ I ve x = (xkl) bir A ∈ Q2(α) matrisi taraf�ndan limitle-

nebilen s�n�rl� bir dizi ise,

a ≤ P- lim
m,n

Amnx ≤ b

olur.

�spat. α = 0 ise, a = l(x) , b = L(x) olur ki sonuç aç�kt�r.

α > 0 olsun.

P- lim
k,l
xpkql = l(x), P- lim

k,l
xrksl = L(x)

olacak ³ekilde do§al say�lar�n (pk, ql) ve (rk, sl) indis dizileri olsun. Bu durumda,

her k, l için

atkzlpkql = α ve adkhlrksl = α

30



olacak ³ekilde (tk, zl), (dk, hl) do§al say�lar�n indis dizilerini bulabiliriz.

k, l −→∞ iken (tk, zl) −→∞, (dk, hl) −→∞

ve A matrisi RH-regüler oldu§undan,∑
(m,n)6=(pk,ql)

atkzlmn −→ 1− α

bulunur. Her ε > 0 için

xkl < L(x) + ε

ve ∑
(m,n)6=(tk,zl)

atkzlmn < 1− α + ε

olacak ³ekilde (m,n) > (m1, n1) ve (k, l) > (k1, l1) olan (m1, n1) ve (k1, l1) ikilileri

bulunabilir.

Bu durumda, (k, l) > (k1, l1) için
∞,∞∑

m,n=1,1

atkzlmnxmn = αxpk,ql +
∑

(m,n)6=(pk,ql)

m≤m1∪n≤n1

atkzlmnxmn +
∑

(m,n)6=(pk,ql)

(m,n)>(m1,n1)

atkzlmnxmn

< αxpk,ql +
∑

(m,n) 6=(pk,ql)

m≤m1∪n≤n1

atkzlmnxmn

+
∑

(m,n) 6=(pk,ql)

(m,n)>(m1,n1)

atkzlmnxmn + [L(x) + ε](1− α + ε)

yaz�l�r. k, l −→∞ için limit al�n�rsa,

P- lim
k,l

(Ax)kl ≤ αl(x) + (1− α)L(x)

elde edilir.

(pk, ql), (tk, zl) yerine (rk, sl), (dk, hl) alarak ayn� ³ekilde,

P- lim
k,l

(Ax)kl ≥ αL(x) + (1− α)l(x)

oldu§u gösterilebilir. �

Teorem 3.2.3. α > 1
2

ve A ∈ Q2(α) ise A matrisi hiç bir s�n�rl� reel çift

diziyi limitleyemez.

�spat. A matrisi, bir x = (xkl) s�n�rl� reel çift dizisini limitleyebilsin.

P- lim inf
k,l

xkl = l ve P- lim sup
k,l

xkl = L

ise Teorem 3.2.2 den;

αL+ (1− α)l ≤ αl + (1− α)L
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yani,

(2α− 1)L ≤ (2α− 1)l

çeli³kisi elde edilmi³ olur. Bu ise istenendir. �

Tan�m 3.2.1. a−mnkl = maks{−amnkl, 0} olmak üzere,

P- lim
m,n

∑
a−mnkl = 0

ise, 4- boyutlu A = (amnkl) matrisine hemen hemen pozitif matris denir.

Teorem 3.2.4. 4- boyutlu B = (bmnkl) matrisi RH-regüler ve hemen hemen

pozitif olsun. Bu durumda, x ∈Mu için

P- lim supAx ≤ P- lim inf Bx

olacak ³ekilde bir A matrisi yoktur.

�spat. Bu ³artlara uygun bir A matrisinin oldu§unu kabul edelim. Bu durumda,

P- lim supBx ≤ P- lim supx

olup

P- lim supAx ≤ P- lim inf Bx ≤ P- lim supBx ≤ P- lim supx

e³itsizli§i sa§lan�r. Bu ise Teorem 3.2 [35] den, A matrisinin regüler oldu§unu gös-

terir. Corollary 3.1 [40] den en az bir z ∈Mu için

P- lim inf Az 6= P- lim supAz

dir.

P- lim supAx ≤ P- lim supBx

oldu§undan (x yerine −x yazarsak)

P- lim inf Bx ≤ P- lim inf Ax

elde ederiz. Böylece,

P- lim inf Bz < P- lim supAz ≤ P- lim inf Bz

olur ki bu bir çeli³kidir. �
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4. CESÀRO Ç�FT D�Z� UZAYLARI

Bu bölümde, Cesàro Pringsheim, Cesàro s�n�rl� Pringsheim ve Cesàro s�n�rl� ve

s�f�ra Pringsheim yak�nsak çift dizilerin cümlesi olarak tan�mlanan Cesp, Cesbp ve

Cesbp0 cümlelerinin; lineer uzay ve tam yar�normlu uzay te³kil ettikleri ve s�ras�yla

Cp, Cbp ve C0bp uzaylar�na izomorf olduklar� gösterilmi³tir. Ayr�ca Cesbp uzay�n�n

β(bp)-duali ve Cesp uzay�n�n β(bp)- ve β(p)- dualleri hesaplanm�³t�r.

4.1. Cesp, Cesbp ve Cesbp0 Uzaylar�

Bu k�s�mda, Cesp, Cesbp ve Cesbp0 cümleleri tan�mlanarak baz� özellikleri in-

celenmi³tir.

Tan�m 4.1.1. Birinci mertebeden Cesàro Pringsheim yak�nsak çift dizilerin

cümlesi

Cesp = {x = (xjk) : C1x ∈ Cp},

Cesàro s�n�rl� Pringsheim yak�nsak çift dizilerin cümlesi

Cesbp = {x = (xjk) : C1x ∈ Cbp},

ve Cesàro s�n�rl� ve s�f�ra Pringsheim yak�nsak çift dizilerin cümlesi

Cesbp0 = {x = (xjk) : C1x ∈ C0bp},

olarak tan�mlan�r. Burada

C1x =
1

mn

m,n∑
j,k

xjk

³eklindedir.

Teorem 4.1.1. Cesp cümlesi dizilerin toplama ve skalarla çarpma i³lemine

göre bir lineer uzayd�r.

�spat. x = (xjk), y = (yjk) ∈ Cesp ve α ∈ C olsun. Bu durumda,

P- lim
m,n

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk − L1

∣∣∣∣∣ = 0

ve

P- lim
m,n

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

yjk − L2

∣∣∣∣∣ = 0
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e³itliklerini sa§layan L1, L2 ∈ C say�lar� vard�r. Buna göre,

P- lim
m,n

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

αxjk + yjk − (αL1 + L2)

∣∣∣∣∣
= P- lim

m,n

∣∣∣∣∣α 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk − L1 +
1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

yjk − L2

∣∣∣∣∣
≤ P- lim

m,n

{
|α|

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk − L1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

yjk − L2

∣∣∣∣∣
}

≤ |α|P- lim
m,n

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk − L1

∣∣∣∣∣+ P- lim
m,n

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

yjk − L2

∣∣∣∣∣ = 0

oldu§undan, P- limC1(αx + y) = αL1 + L2 ve dolay�s�yla αx + y ∈ Cesp bulunur.
O hâlde, Cesp cümlesi bir lineer uzayd�r. �

Teorem 4.1.2. Cesp uzay�, Cp uzay�na lineer olarak izomorftur.

�spat. Bunun için Cesp ve Cp uzaylar� aras�nda lineer, birebir ve örten bir dönü³üm

tan�mlamal�y�z.

T : Cesp → Cp

x 7→ Tx =

(
1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk

)
= (smn) = s

dönü³ümünü göz önüne alal�m.

(i) x = (xjk), y = (yjk) ∈ Cesp ve α ∈ C için;

T (αx+ y) =

(
1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

αxjk + yjk

)

= α
1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk +
1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

yjk

= αTx+ Ty

oldu§undan T dönü³ümü lineerdir.

(ii) Tx = 0 denklemi,



x11
1
2(x11 + x12)

1
3(x11 + x12 + x13) . . .

1
2(x11 + x21)

1
4(x11 + x12 + x21 + x22)

1
6(x11 + x12 + x13 + x21 + x22 + x23) . . .

...
...

...
...

1
m

∑m
j=1 xj1

1
2m

∑m
j=1

∑2
k=1 xjk

1
3m

∑m
j=1

∑3
k=1 xjk . . .

...
...

...
...


= 0
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³eklinde olup, buradan

x11 = 0 x12 = 0 x13 = 0 . . .

x21 = 0 x22 = 0 x23 = 0 . . .
...

...
...

...

 =⇒ x = 0

bulunur ki, bu da T dönü³ümünün birebir oldu§unu gösterir.

(iii) s ∈ Cp alal�m. Bu durumda; x = (xjk) dizisini, s0,0 = 0, s0,1 = 0 ve s1,0 = 0

olmak üzere,

xjk = jksjk − (j − 1)ksj−1,k − j(k − 1)sj,k−1 + (j − 1)(k − 1)sj−1,k−1 (j, k ∈ N)

³eklinde tan�mlad�§�m�zda, genel terimi xjk olan serinin m., n. k�smi toplam�,

1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk = smn

bulunur. s ∈ Cp oldu§undan,

P- lim
m,n

∣∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk − L

∣∣∣∣∣∣ = 0

e³itli§ini sa§layan bir L ∈ C say�s� mevcuttur. Bu ise, x ∈ Cesp oldu§unu gösterir. O halde,

T dönü³ümü örtendir.

(i)-(iii) sa§land�§�ndan T bir lineer izomor�zm olup, Cesp ve Cp uzaylar� da lineer

izomor�k uzaylard�r. �

Teorem 4.1.3. Cesp lineer uzay�

‖ x ‖∞= lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

xjk

∣∣∣∣∣
)

yar�normu ile tam yar�normlu uzayd�r.

�spat. Önce Cesp uzay�n�n, ‖ · ‖∞ ile yar�normlu uzay te³kil etti§ini ispatlayal�m.

Bunun için yar�norm ³artlar�n�n sa§land�§�n� görelim.

YN1) Mutlak de§erli ifadeden dolay� ‖ x ‖∞≥ 0 özelli§i sa§lan�r.

YN2) ‖ 0 ‖∞= 0 olur.

YN3) x = (xjk) ∈ Cesp ve λ skalar� için,

‖ λx ‖∞ = lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

λxjk

∣∣∣∣∣
)

= |λ| lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

xjk

∣∣∣∣∣
)

= |λ| ‖ x ‖∞

bulunur.
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YN4) Herhangi x = (xjk), y = (yjk) ∈ Cesp için

‖ x+ y ‖∞ = lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

(xjk + yjk)

∣∣∣∣∣
)

≤ lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

xjk

∣∣∣∣∣
)

+ lim
i→∞

(
sup
m,n≥i

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
j,k=1

yjk

∣∣∣∣∣
)

= ‖ x ‖∞ + ‖ y ‖∞

oldu§undan dolay� da üçgen e³itsizli§i sa§lan�r.

Cesp uzay� üzerindeki ‖ · ‖∞ fonksiyoneli (YN1)-(YN4) aksiyomlar�n� sa§lad�-

§�ndan bir yar�norm olup, (Cesp, ‖ · ‖∞) ikilisi bir yar�normlu uzayd�r.

�imdi Cesp uzay�n�n tam oldu§unu gösterelim. xl =
(
xljk
)
dizisi Cesp uzay�nda

herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her ε > 0 için l, r > n0 oldu§unda,

‖ xl − xr ‖< ε(4.1.1)

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N say�s� vard�r. Buradan,

slmn =
1

mn

m,n∑
j,k=1

xljk

olmak üzere, sabit her m,n ≥ n1 çifti ve her l, r > n0 için

sup
m,n≥n1

|slmn − srmn| < ε

dolay�s�yla

|slmn − srmn| < ε(4.1.2)

yazabiliriz ki, bu (slmn)l∈N dizisinin C cisminde bir Cauchy dizisi oldu§unu gösterir.

C cisminde her Cauchy dizisi yak�nsak oldu§undan, her bir sabit m,n ≥ n1 için

lim
l
slmn = smn(4.1.3)

olacak ³ekilde bir smn kompleks say�s� mevcuttur. Bu ³ekilde elde etti§imiz

smn =
1

mn

m,n∑
j,k=1

xjk

kompleks say�lar�n� kullanarak s = (smn) dizisini olu³tural�m. (4.1.2) e³itsizli§inde

m,n ≥ n1 oldu§unda r →∞ için limit al�n�rsa,

lim
r→∞

sup
m,n≥n1

|slmn − srmn| = sup
m,n≥n1

|slmn − smn| < ε

oldu§undan,

‖ xl − x ‖< ε
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elde edilir ki, bu sl → s olmas� demektir. �imdi, s = (smn) dizisinin Cp uzay�n�n bir

eleman� oldu§unu gösterelim. s dizisi, m,n, p, r > n1 oldu§unda,

|smn − spq| =
∣∣smn − slmn + slmn − slpq + slpq − spq

∣∣
≤

∣∣smn − slmn∣∣+
∣∣slmn − slpq∣∣+

∣∣slpq − spq∣∣
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

e³itsizli§i sa§lad�§�ndan dolay�, bir Cauchy dizisidir. O halde x = (xjk) ∈ Cesp

bulunur. �

Teorem 4.1.4. Cbp uzay�, Cesp uzay�n�n bir alt uzay�d�r.

�spat. C1 Cesàro ortalamas� RH-regüler bir matris oldu§undan, x ∈ Cbp dizisi için

C1x ∈ Cp

olacakt�r. Bu ise x ∈ Cesp oldu§unu gösterir. O halde,

Cbp ⊂ Cesp

kapsamas� geçerlidir. �

Cesàro ortalamas� Pringsheim anlam�nda yak�nsak dizi olu³turan Cesp uzay�

ile ilgili teoremlerin ispatlar�ndaki tart�³malara paralel olarak, a³a§�da verece§imiz

Cesàro ortalamalar� s�n�rl� Pringsheim ve s�n�rl� ve s�f�ra Pringsheim yak�nsak dizi

te³kil eden Cesbp ve Cesbp0 dizi uzaylar� üzerindeki teoremler de ispatlanabilir. Bu

sebeple, teoremleri ispats�z olarak verece§iz.

Teorem 4.1.5. Cesbp ve Cesbp0 cümleleri, dizilerin toplama ve skalarla çarpma

i³lemine göre birer lineer uzayd�rlar.

Teorem 4.1.6. Cesbp ve Cesbp0 lineer uzaylar�, s�ras�yla, Cbp ve C0bp uzaylar�na
lineer olarak izomorfturlar.

Teorem 4.1.7. Cesbp ve Cesbp0 lineer uzaylar�

‖ x ‖∞= sup
m,n≥1

∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
j=1

n∑
k=1

xjk

∣∣∣∣∣
normu ile Banach uzay te³kil ederler.

4.2. Dualler

Bu k�s�mda, Cesbp uzay�n�n β(bp)-duali ve Cesp uzay�n�n β(bp)- ve β(p)- du-

allerini hesaplayaca§�z.
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Teorem 4.2.1. Cesbp uzay�n�n β(bp)-duali,

Υbp−bp =
{
a ∈ Ω :

∑
k,l

|kl411akl| <∞, (kl∆10akl)k, (kl∆01akl)l ∈ `1,

(klakl) ∈Mu, (akl) ∈ CSp
}

cümlesidir. Burada, l1 ile mutlak yak�nsak seri olu³turan tek dizilerin uzay� gösteril-

mektedir.

�spat. Cesbp uzay�ndaki herhangi bir x = (xkl) çift dizisini göz önüne alal�m. Bu

durumda,

smn =
1

mn

m∑
k=1

n∑
l=1

xkl

olmak üzere s = (smn) çift dizisi, Teorem 4.1.6 dolay�s�yla Cbp uzay�n�n eleman�d�r.

�imdi, Ω uzay�ndaki bir a = (akl) çift dizisi için

∞∑
k=1

∞∑
l=1

aklxkl(4.2.1)

serisinin bp-yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³artlar� ara³t�ral�m.

(4.2.1) serisinin m., n. k�smi toplamlar dizisi için,

zmn =
∑m

k=1

∑n
l=1 aklxkl

=
∑m−1

k=1

∑n−1
l=1 skl(kl411akl)

+
∑m−1

k=1 skn(kn410akn) +
∑n−1

l=1 sml(ml401aml)

+smn(mnamn)

(4.2.2)

e³itli§i geçerlidir. 4-boyutlu B = (bmnkl) matrisini

bmnkl =



kl411akl , k ≤ m− 1 ve l ≤ n− 1

kn410akn , k ≤ m− 1 ve l = n

ml401aml , k = m ve l ≤ n− 1

mnamn , k = m ve l = n

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlarsak, (4.2.2) e³itli§ini

zmn =
m∑
k=1

n∑
l=1

bmnklskl = (Bs)mn(4.2.3)

olarak yazabiliriz. Bu durumda, (4.2.3) e³itli§inden her x ∈ Cesbp için (aklxkl) çarp�m

dizisinin s�n�rl� P -yak�nsak bir seri olu³turmas� için gerek ve yeter ³art B = (bmnkl)

matrisinin (Cbp, Cbp) s�n�f�nda bulunmas�d�r çift gerektirmesini okuruz. �imdi, B ∈
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(Cbp, Cbp) olmas� için gerek ve yeter ³artlar�, Teorem 2.3.2'den elde edelim. (2.3.1)

³art�ndan,

sup
m,n≥1

m∑
k=1

n∑
l=1

|bmnkl| = sup
m,n≥1

{
m−1∑
k=1

n−1∑
l=1

|kl411akl|+
m−1∑
k=1

|kn410akn|

+
n−1∑
l=1

|ml401aml|+ |mnamn|

}
<∞,

(2.3.2) ³art�ndan,

P- lim
m,n

bmnkl = kl411akl,

(2.3.4) ³art�ndan,

P- lim
m,n

∑
k,l

bmnkl =
m∑
k=1

n∑
l=1

akl

ve (2.3.5) ³art�ndan da,

P- lim
m,n

∑
k

|bmnkl − bkl| = P- lim
m,n

∞∑
k=m

|kl∆11akl| = 0(4.2.4)

P- lim
m,n

∑
k

|bmnkl − bkl| = P- lim
m,n

∞∑
l=n

|kl∆11akl| = 0(4.2.5)

bulunur. Böylece, (2.3.1)-(2.3.5) ³artlar�ndan,∑
k,l

|kl411akl| <∞,(4.2.6)

sup
n

∑
k

|kn410akn| <∞(4.2.7)

ve

sup
m

∑
l

|ml401aml| <∞(4.2.8)

elde edilir.

(4.2.7) ve (4.2.8) ifadeleri dikkate al�n�rsa, (4.2.4) ve (4.2.5) e³itliklerinin sa§-

land�§� görülür.

Böylece, herhangi bir x ∈ Cesbp dizisi için (4.2.1) serisinin bp-yak�nsak olmas�

için a ∈ Ω dizisinin ta³�mas� gereken ³artlar�n,∑
k,l

|kl411akl| <∞,

(kl∆10akl)k ∈ `1,

(kl∆01akl)l ∈ `1,

(klakl) ∈Mu
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ve

(akl) ∈ CSp

oldu§u anla³�l�r. Buna göre, Cesbp uzay�n�n β(bp)-dualinin Υbp−bp cümlesi oldu§u

ispatlanm�³ olur.

�

A³a§�daki teoremlerin ispatlar�, Teorem 4.2.1'in ispat� gibi yap�labilece§inden,

teoremler ispats�z verilecektir.

Teorem 4.2.2. Cesp uzay�n�n β(bp)-duali, Υbp−bp cümlesidir.

Teorem 4.2.3. Cesp uzay�n�n β(p)-duali, Υbp−bp cümlesidir.
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5. Ç�FT D�Z�LERDE CESÀRO ÇEK�RDEK TEOREMLER�

Bu bölümde; Cesàro çift dizilere tan�ml� (Cbp, Cesbp)reg, (st2 ∩Mu, Cesbp)reg,

(Vσ, Cesbp)reg ve (Mu, Cesbp0) matris s�n��ar� karakterize edilerek, Cesàro çekirdek

ile ilgili baz� teoremler verilecektir.

5.1. Baz� Matris S�n��ar� Karakterizasyonu

Bu k�s�mda, çekirdek teoremlerinde gerekli olan baz� matris s�n��ar� karakterize

edilecektir.

Teorem 5.1.1. A = (amnkl) olmak üzere, A ∈ (Mu, Cesbp0) olmas� için

‖A‖ = sup
m,n

∑
k,l

|amnkl| <∞(5.1.1)

P- lim
m,n

αmnkl = 0 (k, l ∈ N)(5.1.2)

P- lim
m,n

∑
k

αmnkl = 0 (l ∈ N)(5.1.3)

P- lim
m,n

∑
l

αmnkl = 0 (k ∈ N)(5.1.4)

P- lim
m,n

∑
k,l

|αmnkl| = 0(5.1.5)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir. Burada,

αmnkl =
1

mn

m,n∑
r,s=1

arskl

³eklinde tan�ml�d�r.

�spat. A ∈ (Mu, Cesbp0) olsun. Bu durumda, her x = (xkl) ∈ Mu için Ax mevcut

ve Ax ∈ Cesbp0 önermeleri geçerlidir.

xkl =

{
sgnαmi,nj ,kl , ki−1 < k ≤ ki , lj−1 < l ≤ lj

0 , di§er durumlarda

olarak tan�mlanan x = (xkl) çift dizisi al�n�rsa,

P- limC1(Ax) = P- lim
m,n

∑
j,k

αmnjkxjk

= P- lim
m,n

∑
j,k

|αmnjk|

= 0
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bulunur ki bu (5.1.5) ³art�n�n sa§land�§�n� gösterir. Ax mevcut oldu§undan (5.1.1)

³art� sa§lan�r. (eklij ), (e
l), (ek) dizileri için (5.1.2), (5.1.3) ve (5.1.4) ³artlar� sa§lan�r.

Yeterlilik k�sm� ise aç�kt�r. �

Teorem 5.1.2. A = (amnkl) matrisinin (st2 ∩Mu, Cesbp)reg s�n�f�nda bulun-

mas� için

A ∈ (Cbp, Cesbp)reg(5.1.6)

ve

P- lim
m,n

∑
k,l∈E

|αmnkl| = 0(5.1.7)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir. Burada E ⊂ N × N cümlesi δ2(E) = 0

³eklindeki cümledir.

�spat. A ∈ (st2 ∩Mu, Cesbp0) olsun. Cbp ⊂ st2 ∩Mu oldu§undan A ∈ (Cbp, Cesbp)reg
sa§lan�r. Bir x = (xjk) ∈Mu dizisi için, δ2(E) = 0 olmak üzere, z = (zjk) dizisini

zjk =

{
xjk , j, k ∈ E

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda,

st2- lim z = 0

bulunaca§�ndan, Az dizisi Cesbp0 cümlesinde olur.

Amnz =
∑
j,k

amnjkzjk

olup,

(C1)mnAz =
1

mn

m,n∑
r,s=1

(Az)r,s

=
1

mn

m,n∑
r,s=1

(∑
j,k

arsjkzjk

)

=
∑
j,k

(
1

mn

m,n∑
r,s=1

arsjk

)
zjk

=
∑
j,k

αmnjkzjk

e³itli§i elde edilir.

bmnjk =

{
αmnjk , j, k ∈ E

0 , di§er durumlarda
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olmak üzere, B = (bmnjk) matrisi tan�mlan�rsa, B ∈ (Mu, C0bp) oldu§u görülür.

Lemma 3.2 [32] (3.4) ³art�ndan,

P- lim
m,n

∑
j,k∈E

|αmnjk| = 0

elde edilir.

Tersine, A ∈ (Cbp, Cesbp)reg olsun ve (5.1.7) ³art� sa§lans�n. st2- limx = L olan

bir x = (xjk) ∈ st2 ∩Mu dizisini göz önüne alal�m. O zaman, her ε > 0 için

δ2(E) = δ2
(
{(j, k) : |xjk − L| ≥ ε}

)
= 0

olup, j, k 6∈ E için

|xjk − L| < ε

e³itsizli§i sa§lan�r. Buna göre,∑
j,k

αmnjkxjk =
∑
j,k

αmnjk(xjk − L) + L
∑
j,k

αmnjk

e³itli§inde, A matrisinin (Cbp, Cesbp)reg s�n�f�nda bulunmas� dikkate al�nd�§�nda,

P- lim
m,n

∑
j,k

αmnjkxjk = P- lim
m,n

∑
j,k

αmnjk(xjk − L) + L(5.1.8)

elde edilir. Di§er taraftan;∣∣∣∑
j,k

αmnjk(xjk − L)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∑
j,k∈E

αmnjk(xjk − L) +
∑
j,k/∈E

αmnjk(xjk − L)
∣∣∣

≤ ‖xjk − L‖
∑
j,k∈E

|αmnjk|+ ε‖B‖

e³itsizli§i geçerlidir. (5.1.7) ³art�ndan,

P- lim
m,n

∑
j,k

αmnjk(xjk − L) = 0

elde edilir. (5.1.8) e³itli§inden P- limC1(Ax) = L = st2- limx bulunur ki bu da

ispat� tamamlar. �

5.2. Cesàro Çekirdek Teoremleri

Bu k�s�mda, Cesàro dizi uzaylar�na tan�ml� matrisler için çekirdek teoremleri

verilecektir.

Teorem 5.2.1. A = (amnkl) olmak üzere, ‖A‖ < ∞ ve x ∈ Mu olsun. Bu

durumda

P- lim supC1(Ax) ≤ st2- lim supx(5.2.1)
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e³itsizli§inin sa§lanmas� için gerek ve yeter ³art

A ∈ (st2 ∩Mu, Cesbp)reg(5.2.2)

P- lim
m,n

∑
k,l

|αmnkl| = 1(5.2.3)

³artlar�n�n sa§lanmas�d�r.

�spat. x = (xjk) ∈Mu için

P- lim supC1(Ax) ≤ st2- lim supx

e³itsizli§i sa§lans�n. Bu durumda,

st2- lim inf x ≤ P- lim inf C1(Ax)

≤ P- lim supC1(Ax)

≤ st2- lim supx

(5.2.4)

elde edilir.

x = (xjk) key� ve st2 ∩Mu ⊂ Mu oldu§undan, (5.2.4) e³itsizli§ini sa§layan

x = (xjk) ∈ st2 ∩Mu dizisini st2- limx = L olarak alal�m. O zaman, Teorem 2.5

[32] ten

st2- lim inf x = st2- lim supx = L

olur. Yine (5.2.4) e³itsizli§inden,

P- lim inf C1(Ax) = P- lim supC1(Ax) = L

elde edilir. Bu ise, A ∈ (st2 ∩Mu, Cesbp)reg oldu§unu gösterir. Di§er taraftan,

P- lim supC1(Ax) ≤ st2- lim supx ≤ P- lim supx

oldu§undan, Teorem 3.2 [35] gere§i,

P- lim
m,n

∑
j,k

|αmnjk| = 1

oldu§u görülür.

Tersine, (5.2.2) ve (5.2.3) ³artlar� sa§lans�n. x = (xjk) ∈ Mu dizisini alal�m.

Bu durumda, Ax s�n�rl� ve st2- lim supx sonludur. Her ε > 0 için Teorem 2.2.11 den

E = {(j, k) : xjk > st2- lim supx + ε} olmak üzere, δ2(E) = 0 önermesi sa§lan�r.

(j, k) /∈ E için

xjk ≤ st2- lim supx+ ε
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e³itsizli§i geçerli olup,∑
j,k

αmnjkxjk ≤
∣∣∣∑
j,k

|αmnjkxjk|+ αmnjkxjk
2

+
∑
j,k

|αmnjkxjk| − αmnjkxjk
2

∣∣∣
≤

∣∣∣∑
j,k

αmnjkxjk

∣∣∣+
∑
j,k

(|αmnjk| − αmnjk) |xjk|

≤
∣∣∣ ∑
j,k∈E

αmnjkxjk +
∑
j,k/∈E

αmnjkxjk

∣∣∣+ ‖x‖
∑
j,k

(|αmnjk| − αmnjk)

≤ ‖x‖
∑
j,k∈E

|αmnjk|+ (st2- lim supx+ ε)
∑
j,k/∈E

|αmnjk|

+‖x‖
∑
j,k

(
|αmnjk| − αmnjk

)
elde edilir. B = (αmnjk) matrisi RH-regüler oldu§undan ve (5.2.3) e³itli§inden,

P- lim supC1(Ax) ≤ st2- lim supx+ ε

e³itsizli§ine sahip oluruz. ε key� oldu§undan, ispat tamamlan�r. �

Teorem 5.2.2. A = (amnjk) matrisinin kuvvetli Cesàro σ-regüler (yani A ∈
(Vσ, Cesbp)reg) olmas� için gerek ve yeter ³art

B = (αmnjk) matrisi RH-regüler,(5.2.5)

P- lim
m,n

∑
j,k

∣∣αmnjk − αmnσ(j),k∣∣ = 0(5.2.6)

ve

P- lim
m,n

∑
j,k

∣∣αmnjk − αmnj,σ(k)∣∣ = 0(5.2.7)

³artlar�n�n sa§lanmas�d�r.

�spat. A matrisi kuvvetli Cesàro σ-regüler matris olsun. Bu durumda,

Cbp ⊂ Vσ

oldu§undan, B matrisinin RH-regüler oldu§u elde edilir.

Herhangi bir x = (xjk) dizisi için∑
j,k αmnjk

(
xjk − xσ(j),k

)
=

∑
j,k

(
αmnjk − αmnσ(j),k

)
xσ(j),k

−
∑

j /∈σ(N),k αmnjkxjk
(5.2.8)

ve ∑
j,k αmnjk

(
xjk − xj,σ(k)

)
=

∑
j,k

(
αmnjk − αmnj,σ(k)

)
xj,σ(k)

−
∑

j,k/∈σ(N) αmnjkxjk
(5.2.9)
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e³itlikleri yaz�labilir. Her x = (xjk) için (5.2.8) ve (5.2.9) e³itlikleri yaz�labildi§inden,

k /∈ σ(N) için xjk = 0 ve j /∈ σ(N) için xjk = 0 olan diziler için de e³itlikler

sa§lanacakt�r. Bu diziler bak�m�ndan, s�ras�yla,∑
j,k

αmnjk
(
xjk − xσ(j),k

)
=
∑
j,k

(
αmnjk − αmnσ(j),k

)
xσ(j),k(5.2.10)

ve ∑
j,k

αmnjk
(
xjk − xj,σ(k)

)
=
∑
j,k

(
αmnjk − αmnj,σ(k)

)
xj,σ(k)(5.2.11)

e³itliklerini elde ederiz.

x ∈ V 2
σ olsun. Bu durumda, (xjk−xσ(j),k) ∈ Z2 olaca§�ndan, (5.2.10) e³itli§inin

sol taraf� Cesbp0 uzay�ndad�r. Böylece,

bmnjk = αmnjk − αmnσ(j),k her m,n, j, k ∈ N

olmak üzere, B = (bmnjk) matrisi (Mu, Cesbp) s�n�f�ndad�r.

Bu nedenle, Teorem 5.1.1 den (5.2.6) elde edilir.

Benzer ³ekilde, (5.2.7)'nin gereklili§i gösterilebilir.

Tersine, B matrisi RH-regüler ve (5.2.6), (5.2.7) ³artlar� sa§lans�n. x ∈ V 2
σ ve

σ2- limx = l olsun. Bu durumda,

xjk = (xjk − xσ(j),k) + le(5.2.12)

veya

xjk = (xjk − xj,σ(k)) + le(5.2.13)

olup, (5.2.12) e³itli§inden,∑
j,k

αmnjkxjk =
∑
j,k

αmnjk(xjk − xσ(j),k) + l
∑
j,k

αmnjk(5.2.14)

elde edilir. Böylece, (5.2.10) e³itli§ini kullanarak,∣∣∣∑
j,k

αmnjk(xjk − xσ(j),k)
∣∣∣ =

∣∣∣∑
j,k

(
αmnjk − αmnσ(j),k

)
xσ(j),k

∣∣∣
≤ ‖x‖

∑
j,k

∣∣αmnjk − αmnσ(j),k∣∣
e³itsizli§ini ve (5.2.6) ³art�ndan da

P- lim
m,n

∑
j,k

αmnjk(xjk − xσ(j),k) = 0

e³itli§ini elde ederiz.

Böylece, (5.2.14) e³itli§inde m,n −→ ∞ için P-limit al�n�r ve B matrisinin

RH-regüler oldu§u göz önüne al�n�rsa, P- limC1(Ax) = σ2- limx elde edilir. Bu ise

A matrisinin kuvvetli Cesàro σ-regüler oldu§unu gösterir. �

46



Tan�m 5.2.1. [33, Tan�m 3.5]

Cσ(x) = P- lim sup
p,q

sup
s,t

1

pq

p∑
j=0

q∑
k=0

xσj(s),σk(t)

olmak üzere, s�n�rl� reel bir x = (xjk) çift dizisinin σ2-çekirde§i [−Cσ(−x), Cσ(x)]

kapal� aral�§� olarak tan�mlan�r.

Her s�n�rl� yak�nsak çift dizi σ-yak�nsak oldu§undan, s�n�rl� diziler için

Cσ(x) ≤ P- lim supx

e³itsizli§i geçerlidir. Bu nedenle, her s�n�rl� x = (xjk) çift dizisi için

σ2-çek{x} ⊆ P-çek{x}

kapsamas� mevcuttur.

Lemma 5.2.1. [33, Lemma 3.5] Wp(x) = infz∈Z2

{
P- lim sup(x + z)

}
olsun.

Bu durumda, her x ∈Mu için

Wp(x) = Cσ(x)

e³itli§i geçerlidir.

Teorem 5.2.3. 4-boyutlu A = (amnjk) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda,

s�n�rl� reel x = (xjk) dizisi için

P- lim supC1(Ax) ≤ Cσ(x)

e³itsizli§inin sa§lanmas� için A ∈ (V 2
σ , Cesbp)reg ve (5.2.3) ³artlar�n�n bulunmas�

gerek ve yeterdir.

�spat. Her x ∈Mu için P- lim supC1(Ax) ≤ Cσ(x) olsun. V 2
σ ⊂ `2∞ oldu§undan,

−Cσ(−x) = Cσ(x) = σ- limx

e³itli§i geçerlidir. Böylece,

σ- limx ≤ P- lim inf C1(Ax) ≤ P- lim supC1(Ax) ≤ σ- limx

e³itsizli§ine sahip oluruz ki bu ise,

P- limC1(Ax) = σ- limx

oldu§unu gösterir. Buna göre, A Cesàro kuvvetli σ-regüler matristir.

Di§er taraftan, her x ∈Mu için

Cσ(x) ≤ P- lim supx

oldu§undan (5.2.3) e³itli§inin gereklili§i, Teorem 3.2 [35] den elde edilir.
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Tersine, A Cesàro kuvvetli σ-regüler olsun ve (5.2.3) ³art� sa§lans�n. Bu du-

rumda, B matrisi RH-regüler oldu§undan, Teorem 3.2 [35] gere§ince, her x ∈ Mu

için

P- lim supC1(Ax) ≤ P- lim supx

e³itsizli§i sa§lan�r. Böylece,

H(z) = inf
z∈Z2

{
P- lim supC1[A(x+ z)]

}
≤ inf

z∈Z2

{
P- lim sup(x+ z)

}
= Wp(x)

elde edilir.

Di§er taraftan, A matrisi Cesàro kuvvetli σ-regüler oldu§undan her z ∈ Z2

için

P- lim supC1(Az) = 0

olur. Bu nedenle,

H(z) ≥ inf
z∈Z2

{
P- lim supC1(Ax)

}
+ inf

z∈Z2

{
P- lim supC1(Az)

}
= P- lim supAx

elde edilir.

Son iki e³itsizli§i birle³tirerek, her x ∈Mu için

P- lim supC1(Ax) ≤ Wp(x)

e³itsizli§ini elde ederiz. Lemma 5.2.1 den ispat tamamlan�r. �

48



KAYNAKLAR

[1] A. PRINGSHEIM, Elementare Theorie der unendliche Doppelreihen, Sitsungs
berichte der Math. Akad. der Wissenscha�tenzu Münch. Ber. 7(1898), 101�153.

[2] G. H. HARDY, On the convergence of certain multiple series, Proc. Cambridge
Philos. Soc. 19(1917), 86�95.

[3] G. M. ROBISON, Divergent double sequences and series, Trans. Amer. Math.
Soc. 28(1926), no.1, 50�73.

[4] T. KOJIMA, On the theory of double sequence, Tôhoku Math. J. 21(1922),
3�14.

[5] H. J. HAMILTON, Transformations of multiple sequences, Duke Math. J.
2(1936), 29�60.

[6] J. D. HILL, On perfect summability of double sequences, Bull. Amer. Math. Soc.
46(1940), 327�331.

[7] C. JARDAS, N. SARAPA, On the summability of pairs of sequences, Glasnik
Math. 26(46)(1991), 67�73.

[8] F. MÓRICZ, Extensions of the spaces c and c0 from single to double sequences,
Acta Math. Hung. 57 (1991), no. 1-2, 129�136.

[9] A. GÖKHAN (TÜRKMENO�LU), Baz� Çift �ndisli Dizi Uzaylar�, F�rat Üniv.
Fen Bil. Enst. Doktora tezi, 1993.

[10] J. BOOS, T. LEIGER, K. ZELLER, Consistency theory for SM-methods, Acta
Math. Hungar. 76(1997), 83�116.

[11] M. ZELTSER, Investigation of Double Sequences Spaces by Soft and Hard
Analytical Methods, Dissertationes Mathematicae Universitatis Tartuensis,
Tartu, 2001.

[12] B. ALTAY, Baz� Yeni Çift Dizi Uzaylar�, �nönü Üniv. Fen Bil. Enst. Doktora
tezi, Malatya 2002.

[13] K. KNOPP, Zur theorie der limitierungs verfahren (Erste Mitteilung), Math.
Z. 31(1930), 115�127.

[14] A.A. SHCHERBAKOV, Kernels of sequences of complex numbers and their
regular transformations, Math. Notes 22(1977), 948�953.

49



[15] R.G. COOKE, In�nite Matrices and Sequence Spaces, Macmillan and Co. Li-
mited, London, 1950.

[16] B.E. RHOADES, Some properties of totally coregular matrices, Illinois J. Math.
4(1960), 518�525.

[17] P. SCHAEFER, Core theorems for coregular matrices, Illinois J. Math. 9(1965),
207�211.

[18] C. GOFFMAN, G.M. PETERSEN, Consistent limitation methods, Proc. Amer.
Math. Soc. 7(1956), 367�369.

[19] D. RATH, B.K. TRIPATHY, On some classes of regular matrices, Duke Math.
J. 84(1981), 530�533.

[20] I.J. MADDOX, Some analogues of Knopp's core theorem, Internat. J. Math.
Math. Sci. 2(1979), 605�614.

[21] R. F. PATTERSON, Some Theorems in the Theory of Divergent Double Sequ-
ences, Phd. Dissertation, Kent state University, 1997.

[22] A. GÖKHAN, R. ÇOLAK, M. MURSALEEN, Some matrix transformations
and generalized core of double sequences, Math. Comput. Modelling 49(2009),
1721�1431.

[23] H. FAST, Sur la convergence statistique, Colloq. Math. 2(1951), 241�244.

[24] T. �SALÁT, On statistically convergent sequences of real numbers,Math. Slovaca
30(1980), 139�150.

[25] J. A. FRIDY, On statistical convergence, Analysis, 5(1985), 301�313.

[26] J. S. CONNOR, The statistical and strong p-Cesàro convergence of sequence,
Analysis(Munich) 8(1988), 47�63.

[27] E. KOLK, Matrix summability of statistically convergent sequences, Analysis
(Munich), 13, (1993), 77�83.

[28] J. A. FRIDY, C. ORHAN, Statistical limit superior and inferior, Proc. Amer.
Math. Soc. 125(1997), 3625�3631.

[29] J. A. FRIDY, C. ORHAN, Statistical core theorems, J. Math. Anal. Appl.
208(1997), 520�527.

[30] M. MURSALEEN, O. H. H. EDELY, Statistical convergence of double sequen-
ces, J. Math. Anal. Appl. 288(2003), 223�231.

[31] M. MURSALEEN, C. ÇAKAN, S.A. MOHIUDDINE, E. SAVA�, Generalized
statistical convergence and statistical core of double sequences, Acta Math. Sin.
(Eng. Ser.) 26(11)(2010), 2131�2144.

50



[32] C. ÇAKAN, B. ALTAY, Statistically boundedness and statistical core of double
sequences, J. Math. Anal. Appl. 317(2)(2006), 690�697.

[33] C. ÇAKAN, B. ALTAY, M. MURSALEEN, The σ-convergence and σ-core of
double sequences, Appl. Math. Letters 19(10)(2006), 1122�1128.

[34] C. ÇAKAN, B. ALTAY, H. ÇO�KUN, σ-regular matrices and a σ-core theorem
for double sequences, Hacet. J. Math. Stat. 38(1)(2009), 51�58.

[35] R.F. PATTERSON, Double sequence core teorems, Int. J. Math. & Math. Sci.
22(4)(1999), 785�793.

[36] V. G. IYER, Mathematical Analysis,Tata McGraw-Hill, 3rd Edition, 1985.

[37] S. MISHRA, B. SATAPATHY, N. RATH, Invariant means and σ−core, J.
Indian. Math. Soc. 60 (1994), 151�158.

[38] M. ZELTSER, M. MURSALEEN, S. A. MOHIUDDINE, On almost conserva-
tive matrix methods for double sequence spaces, Pub. Math. Debreceen 75(3-
4)(2009), 387�399.

[39] R.F. PATTERSON, Four dimensional matrix characterization of Pringsheim
core, Southeast Asian Bull. Math. 27(2003), 1�8.

[40] R.F. PATTERSON, Analogues of some fundamental theorems of summability
theory, Int. J. Math.& Math. Sci. 23(1)(2000), 1�9.

51



ÖZGEÇM��

1970 y�l�nda Afyonkarahisar-Emirda§'da do§du. �lk ö§renimini Emirda§'da,

orta ö§renimini Eski³ehir'de tamamlad�. 1986 y�l�nda Orta Do§u Teknik Üniver-

sitesi E§itim Fakültesi Fen Bilimleri E§itimi Matematik Ö§retmenli§i Bölümü'nü

kazand� ve 1991 y�l�nda mezun oldu. 1991-2000 y�llar� aras�nda bir özel okulda görev

yapt�. 2000 y�l�nda Milli E§itim Bakanl�§�na geçti. 2003-2006 y�llar� aras�nda �nönü

Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü'nde yüksek lisans�n� yapt�. Halen Milli E§itim

Bakanl�§�'na ba§l� bir okulda matematik ö§retmenli§i görevini sürdürmektedir.

52


