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Onur So6zu

Doktora Tezi olarak sundugum ”Lie Ortii Grupoidleri” baslikli bu ¢alismanin
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildigini ve yararlandigim biitlin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakc¢ada

yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogru-

larim.
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OZET
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174+v sayfa
2007
Damgman: Doc. Dr. Ilhan ICEN

M baglantili bir diferensiyellenebilir manifold ise bir M evrensel 6rtii manifoldu
vardir ve bu manifold p : M — M értii doniigtimi diferensiyellenebilir olacak sekilde
bir tek diferensiyellenebilir yapiya sahiptir. Bu gercek baglantili Lie gruplar i¢in de
dogrudur.

Bu diigtinceden hareketle baglantili Lie gruplarin genellestirilmesi olan baglantil
Lie grupoidlerin ortiilerinin LGdCov(G) kategorisi ve bir M diferensiyellenebilir
manifoldu tizerine etkilerinin LGdOp(G) kategorisinin denk oldugu gosterildi.

Tkinci olarak Lie grup-grupoidler tanimlanarak bir G Lie grup-grupoidinin ortiile-
rinin LGGdCov(G) kategorisi ile G” nin M baglantih Lie grubu tizerine etkilerinin
LGGdOp(G) kategorileri olugturuldu. Ayrica bu kategorilerin denk oldugu ispat
edildi.

Son olarak Lie grup-grupoidlerin dogal bir genellestirmesi olan Lie halka-grupoid
kavrami tanimlanarak bir R Lie halka-grupoidinin ortiilerinin LRGdCov(R) katego-
risi ile R’ nin M baglantili Lie halkas1 tizerine etkilerinin LRGdOp(R) kategorisinin
denk oldugu gosterildi.

ANAHTAR KELIMELER: Grupoid, Lie grupoid, 6rtii grupoidi, Lie grup-grupoid,
Lie halka-grupoidi.
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If M is a differentiable connected manifold then there exists an universal covering
manifold M having unique differentiable structure such that the covering map
D M — M is differentiable. This fact is also true for connected Lie groups

By using this fact, it is proved that the category LGdCov(G) of coverings of
connected Lie groupoids which is a generalization of connected Lie groups, and the
category LGdOp(G) of actions on some M differentiable manifold are equivalent.

Secondly, by introducing Lie group-groupoids the category LGGdCov(G) of
coverings of some G Lie group-groupoid and the category LGGdOp(G) of actions
of G on connected Lie group M are established. Further, it is shown that these
categories are equivalent.

Finally, it is presented by launching the notion Lie ring-groupoids, a generalization
of Lie group-groupoids, that the category LRGdCov(R) of coverings of R Lie ring-
groupoids and the category LRGdOp(R) of actions of R on connected Lie ring M

are equivalent.

KEY WORDS: Groupoid, Lie groupoid, covering groupoid, Lie group-groupoid,

Lie ring-groupoid.
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GIRIS

Ortii uzaylar1 topolojik problemlerin cebirsel problemlere doniigtiiriilmesinde
temel bir rol oynamaktadir. Bunu X topolojik uzaymin esas grubuna gore X
ortli uzaymin esas grubunun daha kiigiik (smaller) olmasindan kolayca gorebiliriz.
Ayrica grupoidleri gruplarin bir genellestirilmesi olarak gézoniine aldigimizda X ve
X arasmndaki topolojik iligki, X ve X’ ya kargilik gelen 7 X ve X esas grupoidleri
arasindaki cebirsel iligkiye dontigtiiriiliir. Dolayisiyla ortii uzaylar ile grupoidler
arasinda yakin bir iligki vardir.

Teorinin cebirsel yonden topolojiye aktarilmasinda en biiyiik katkiyr R. Brown
[6] yapmugtir. R. Brown ”Topology and Groupoids” isimli kitabinda, verilen bir X
uzayl icin 7 X esas grupoidini elde etti. Boylece topolojik uzaylarm bir p: X — X
ortii doniigiimil icin, grupoidlerin mp : mX — mX Ortii morfizmini tanmmladi.
Daha genel olarak, X evrensel ortiiye sahip olmak {izere X in ortiilerinin T'Cov(X)
kategorisi ile 1 X esas grupoidinin ortiilerinin GdCov(m; X ) kategorisinin denkligini
gosterdi. Daha sonra gecisli bir G grupoidi verildiginde, G’ yi orten ve gecisli olan
bir H grupoidinin varligini ispatladi .

Bu ¢aligmalar topolojik anlamda ortii uzaylar ile ortii grupoidleri arasinda daha
sonra yapilacak caligmalar icin temel tegkil etmektedir. Cebirsel olarak grupoidin
denk oldugu bazi1 yapilar icin de benzer diigiinceler gelistirildi. P. Gabriel ve M.
Zisman [48] bir G grupoidinin ortiilerinin GdCov(G) kategorisi ile G nin kiimeler
lizerine etkilerinin GdOp(G) kategorisinin denkligini gosterdi.

1950 lerde Ehresmann tarafindan grupoid kavraminin topolojik ve diferensiyelle-
nebilir versiyonlarinin verilmesinden sonra topolojik ortii uzaylari ve topolojik orti
grupoidleri arasindaki iligkiler incelenmeye baglandi. Ilk olarak R. Brown ve G.
Danesh-Naruie [28] evrensel ortiiye sahip bir X topolojik uzay1 i¢in, mX esas

grupoidinin bir topolojik grupoid oldugunu gosterdi. Bu ¢aligmadan sonra R. Brown,



G. Danesh-Naruie ve J.P.L. Hardy [30] evrensel ortiiye sahip topolojik uzaylarin
p: X — X ortil déniisimil icin, mp : mX — mX in topolojik grupoidlerin 6rtii
morfizmi oldugunu gosterdi. X ve X = Gy evrensel ortilye sahip olmak fizere
p : G — mX nesneleri iizerinde TGdCov(mX) kategorisinin tam altkategorisi
olan UTGdCov(m X) kategorisi ile X ve X evrensel ortiiye sahip olmak iizere
p : X — X nesneleri iizerinde TCov(X) kategorisinin tam altkategorisi olan
UTCov(X) kategorisinin denkligi O. Mucuk ve I. Icen tarafindan gosterildi [18].

Bu iligkiler, daha sonra yiiksek boyutlu cebirsel yapilarda arandi. Oncelikle
grup-grupoid kavram {izerinde incelendi. R. Brown ve G. Danesh-Naruie [28] bir
X topolojik grubu icin m; X in bir grup-grupoid oldugunu ve topolojik gruplarin bir
p: X — X ortit morfizmi i¢in, grup-grupoidlerin mp : mX — mX morfizminin
grup-grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugunu gosterdi. O. Mucuk [17] X temelini
olugturan uzay1 (underlying space) evrensel ortiiye sahip bir topolojik grup olmak
tizere, X in ortillerinin TGCov(X) kategorisi ile m; X in grup-grupoid ortiilerinin
GGdCov(m X) kategorisinin denkligini ispatladi. Bu ¢aligmanin iizerine R. Brown
ve O. Mucuk [20] bir G grup-grupoidinin ortiilerinin GGdCov(G) kategorisi ile G
nin gruplar iizerine etkilerinin GGdOp(G) kategorisinin denk oldugunu gosterdi. O.
Mucuk ve I. Icen [18], temelini olugturan grupoidi ge¢isli olan bir G' grup-grupoidi
i¢in, bir ortii grup-grupoidinin varhigini ispatladi .

1998’ de grup-grupoidlerin dogal bir geniglemesi olan halka-grupoid kavrami O.
Mucuk [21] tarafindan tanimlandi. Bu ¢aliymada, X bir topolojik halka olmak iizere
mX in bir halka-grupoid oldugu ve p : X — X topolojik halkalarin 6rtii morfizmi
ise mp : mX — mX in de halka-grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugu gosterildi. Daha
sonra O. Mucuk ve I. Icen [18], R bir halka-grupoid olmak iizere R nin 6rtiilerinin
RGdCov(R) kategorisi ile R nin halkalar iizerine etkilerinin RGdOp(R) kategorisinin
denk oldugunu ispatladi. Ayrica, temelini olugturan grupoidi gegisli olan bir R
halka-grupoidi verildiginde, bir H halka-grupoidinin ve halka-grupoidlerin bir p :
H — R ortii morfizminin varoldugu gosterildi.

2004’ de A.F. Ozcan [9] doktora tezinde grup-grupoid ve halka-grupoid kavramla-
rmin topolojik tammlarmi vererek R. Brown, O. Mucuk ve I. Icen [18, 20, 21]

tarafindan yapilan ¢aligmalarin topolojik versiyonlarini ispatladi. Temelini olugturan



uzay1 evrensel ortiiye sahip bir X topolojik grubu icin, m X in bir topolojik grup-
grupoid oldugunu ve temelini olusturan uzaylar1 evrensel oOrtiiye sahip topolojik
gruplarin p : X — X ortiit morfizmi i¢in, mp : mX — mX in topolojik grup-grup-
oidlerin ortii morfizmi oldugunu gosterdi.

X topolojik grup olmak itizere, m X topolojik grup-grupoidinin ortiilerinin
UTGGdCov(m X) kategorisi ile UT'GCov(X) kategorisinin denkligini verdi. Daha
sonra bir G topolojik grup-grupoidinin ortiilerinin TGGdCov(G) kategorisi ile G nin
topolojik gruplar tizerine etkilerinin TGGdOp(G) kategorisini olugturarak bunlarin
denk oldugunu gosterdi. Ayrica temelini olusturan grupoidi gecigli ve nesne uzayi
Hausdorff olan bir GG topolojik grup-grupoidi verildiginde, bir H topolojik grup-
grupoidinin ve topolojik grup-grupoidlerin bir p : H — G 6rti morfizminin var
oldugunu ortaya koydu.

Benzer olarak, X topolojik grubu yerine X topolojik halkasi alarak X’ in ortiileri-
nin UTRCou(X) kategorisi ile mX topolojik halka-grupoidinin &rtiilerinin
UT RGdCov(m X) kategorisini tanimlayarak bu kategorilerin denk oldugunu gosterdi.
Ayrica bir R topolojik halka-grupoidinin értiilerinin TRGdCov(R) kategorisi ile R
nin topolojik halkalar tizerine etkilerinin T'RGdOp(R) kategorisini tanimlayarak bu
kategorilerin denkligini ispatladi. Bunlara ek olarak, temelini olugturan grupoidi
gecigli ve nesne uzay1 Hausdorff olan bir R topolojik halka-grupoidi verildiginde, bir
H topolojik halka-grupoidinin ve topolojik halka-grupoidlerin bir p : H — R orti
morfizminin varoldugunu gosterdi.

Bu ¢aligmada diferensiyellenebilir 6rtii manifoldlar: ayni zamanda topolojik ortii
uzaylar:1 oldugundan ve Lie grupoidler de ayni zamanda birer topolojik grupoid
oldugundan yukarida verilen calismalar diferensiyellenebilir acidan incelendi.
A.F. Ozcan doktora tezinde topolojik uzaylar: lokal yol-baglantili ve yari-lokal basit
baglantili olarak ele almigtir. Manifoldlarin baglantili olmasi durumunda E. Spanier’
den [23] bu topolojik 6zelliklerin kendiliginden saglandigini ve her baglantili manifol-
dun bir evrensel ortii manifolduna sahip oldugunu biliyoruz. Yine Teorem 1.3.9 dan
GG baglantili bir Lie grup olmak {izere G’ nin G ile gosterilen ve basit baglantili olan
evrensel ortii Lie grubu ve ayni zamanda bir Lie grup homomorfizmi de olan bir

D G—G diferensiyellenebilir ortii dontigiimiiniin var oldugu bilinmektedir.



Literatiirde bazi yazarlar Lie grupoidlerin tanimini verirken morfizmlerin manifol-
dunun Hausdorff olmasini ayr1 bir tanim olarak vermektedir. Bu tezde Lie grupoid-
lerin morfizmlerinin manifoldu Hausdorft olarak kabul edilecektir.

Tezin birinci boltimiinde ¢aligmaya temel tegkil eden kavramlar cebirsel, topolojik
ve diferensiyellenebilir olmak iizere ii¢ kisimda verildi.

Béliim 2 de P. Gabriel ve M. Zisman [48] tarafindan ispatlanan bir G grupoidinin
ortiilerinin GdCov(G) kategorisi ile G’ nin kiimeler {izerine etkilerinin GdOp(G)
kategorisinin denkligi ve bu denkligin R. Brown, G. Danesh-Naruie ve J.P.L. Hardy
[30] tarafindan ispatlanan topolojik versiyonu verildi. Lie értii grupoidinin tanim
verildikten sonra Lie oértii grupoidlerinin LGdCov(G) kategorisi ile bir G Lie grupoidi-
nin manifoldlar tizerine etkilerinin LGdOp(G) kategorisi olugturularak bu kategorile-
rin denkligi ispatlandi.

Bélim 3 de A.F. Ozcan [9] tarafindan ispatlanan bir G topolojik grup-grupoidinin
ortiilerinin TGGdCov(G) kategorisi ile G” nin topolojik gruplar {izerine etkilerinin
TGGdOp(G) kategorisinin denkligi verildikten sonra Lie grup-grupoidler tanimla-
narak bir G Lie grup-grupoidin értiilerinin LGGdCov(G) kategorisi ile G’ nin bir M
baglantili Lie grubu tizerine etkilerinin LGGdOp(G) kategorisinin denkligi gésterildi.

Son olarak, yine A.F. Ozcan [9] tarafindan doktora tezinde ispatlanan bir R
topolojik halka-grupoidinin ortiilerinin TRGdCov(R) kategorisi ile R’ nin topolojik
halkalar iizerine etkilerinin 7"RGdOp(R) kategorisinin denkligi verildikten sonra Lie
halka-grupoidler tammlanarak bir R Lie halka-grupoidin ortiilerinin LRGdCov(R)
kategorisi ile R’ nin bir M baglantili Lie halkasi tizerine etkilerinin LRGdOp(R)

kategorisinin denkligi gosterildi.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verildi. Bu temel kavramlar; cebirsel kavramlar, topolojik kavramlar ve diferensiyelle-

nebilir kavramlar bagliklar altinda goz ontine alinda.

1.1 Cebirsel Kavramlar

1.1.1 Grupoidler

Tanim 1.1.1. Bir C kategorisi; nesnelerin kumesi Cy ve morfizmlerin kiimesi C
ile birlikte asagidaki yapr dontsumlerinden meydana gelir. Bu yapr donustimleri;
siraswyla kaynak ve hedef donusimi o, : C — Cy, x € Cy olmak tizere nesne
doniisimi 1y : Cy — C,x — 1, ve Cy xg C = {(b,a) € C x C : a(b) = (a)} geri
cekmesi (pullback) izerinde tanimlim : Cox3C — C, (b, a) +— boa kompozisyonudur.

Bu dondigimler asaqudaki sartlar saglamalidir [1, 6]:

i) her (b,a) € C, x5 C igin a(boa) = a(a) ve B(boa) = [(b),

ii) hera,b,c € C i¢in a(b) = [(a) ve a(c) = B(b) olmak tizere co(boa) = (cob)oa,
iii) her x € Cy i¢in a(1,) = B(1,) = =z,

iv) hera € C igin aolyeq = a ve lgg oa=a.

Ornek 1.1.1. Nesnelerin kiimesi topolojik uzaylar, morfizmlerin kimesi bu uzaylar
arasindaki surekli dontsimler ve kompozisyon strekli dontisumlerin bileskesi alinirsa

topolojik uzaylar ve siirekli donisimlerin Top kategorisi elde edilir [2].

Tanim 1.1.2. C ve D ikt kategori olsun. F : C — D donusimune funktor denir,
eger C’ ye ait her bir x nesnesine D’ de bir F(x) nesnesi ve C’ deki a : © — y

morfizmine D’ de F(a) : F(x) — F(y) morfizmi karsilik getiriyorsa dyle ki



i) I, : * — x, C de dzdes morfizm ise F(I,) : F(x) — F(x), D’ de ozdes
morfizmdir. Yani F(I,) = Ipq dir,

ii) a:x —yveb:y— z, C’ de morfizmler ise F(boa) = F(b) o F(a) dur [2].

Kategoriler arasinda dogal déntigtimler (natural transformation) ve dogal denklik
asagidaki gibi tanimlanir [4]:

0:C — D ve p:C— D iki funktor olmak iizere bir 7 : § — u dogal dontigtimii;
C’ nin her bir z nesnesine D’ de bir 7, : §(x) — p(zr) morfizmini ve C’ deki her

bir @ :  — 2’ morfizmine de asagidaki degisimli diyagrami karsilik getiren bir

dontigimdiir.
6(x) = ()
é(a) w(a)
§(a") e ()

Bu takdirde 7, : 0(x) — p(z) dontligiimiine 2’ de dogaldir denir. Her z nesnesi
i¢in 7, morfizmleri birer izomorfizm ise 7’ ya dogal izomorfizm ve ¢ ile p funktorlarina
da dogal denktir denir ve § = p ile gosterilir.

C ve D iki kategori olsun. wpd = 1¢ ve du = 1p olacak sekilde 6 : C — D ve
1 D — C funktorlar: varsa, C ve D kategorilerine dogal denktir denir ve C ~ D ile

gosterilir.

Tamim 1.1.3. Bir G kategorisinde her bir a € G morfizmi i¢in «(a) = B(a™),
Bla) = a(a™), atoa =140 ve aoa™ = 1lgq sartlarim saglayan ™ € G tersi

varsa G’ ye bir grupoid denir [1, 3, 6].

Bir G grupoidinde z,y € Gq igin 2’ den y’ ye giden morfizmlerin kiimesi G(z,y)

ile gosterilir.

Ornekler 1.1.1. 1. G birim elemant e olan bir grup olsun. Bu durumda G,
{e} nesne kiimesi ve grup islemi ile bir grupoiddir. G’ nin morfizmleri grubun
elemanlarimdan olusur.

2. X bir kime, R C X x X de X tizerinde bir denklik bagintist ve o, f : R — X

siraswyla ikinci ve birinci izdigim donigimleri olsun. Bu durumda (y,z),(z,y) € R



icin (z,y) o (y,z) = (z,z) kompozisyonu ile R bir grupoid olur. Her x € X igin
birim morfizm (z,x) ¢ifti ve (z,y)” nin ters morfizmi (y,x)’ dir.

3. X bir kume ve G bir grup olsun. Bdylece nesne kiimesi X ve morfizm kimesi
X x G x X olan bir grupoid elde ederiz. Kaynak donigimi o(z,g,y) = y, hedef
dontigimi B(x,g,y) = x, nesne donisimi x — (x,e,x), ters donisim (x,g,y) —

(y, —g, ) ve kompozisyon da y =y olmak iizere

(2.h,y) o (y,9,7) = (z,h +g,)
ile tanembidir. Bu grupoide G grubu ile X tzerindeki agikar grupoid denir [5].

Tanim 1.1.4. H ve G ki grupoid olsun. H’ dan G’ ye bir grupoid morfizmi, her
(a,b) € H o, Xp, H i¢in ago f = fooan, Bao f = fooPu ve f(aob) = f(a)o f(b)
sartlarine saglayan f: H — G ve fy: Hy — Gy morfizmlerinden olusur. Bu sartlar

asagqidaki diyagramlarin degisimli olmasina karsilik gelir.

H ! G H d G Hay xp, H P Gag Xps G
aH aG By Ba my mg
0 7 G Hy 7 0 H, 7 Go
Boyle bir morfizm, kisaca f : H — G ile gosterilir. ag o f = fogoay ve

Ba o f = foo By sartlar, a o b tamimh oldugunda f(a) o f(b)’ nin tanimh olmasim
garanti eder. Eger f ve fy bire-bir ve orten ise f : H — G’ ye bir izomorfizm denir.
Eger f: H — G grupoidlerin bir morfizmi ise, x € Hy ve b € H i¢in f(1,) = 14,
ve f(b~1) = f(b)~! dir. Boylece grupoidler ve onlar arasindaki morfizmlerden olugan

G'd kategorisi elde edilir [5, 6] .

Tanim 1.1.5. G bir grupoid ve N C G olsun. Asagidaki sartlar saglayan N’ ye G’
nin bir altgrupoidi denir [5, 6] :

i) a(N) C Ny ve B(N) C Ny,
ii) her z € Ny igin 1, € N,

iii) N, kompozisyon islemi altinda kapalidur.



N, G’ nin altgrupoidi olsun. Eger Ny = Gg ise N’ ye G’ nin genis (wide)
altgrupoidi, ve her xz,y € Ny i¢gin N(x,y) = G(z,y) ise N’ ye G’ nin tam (full)
altgrupoidi denir [5, 6].

G bir grupoid olsun. Her z,y € Gy icin G(z,y) bostan farkl ise G’ ye gegisli
grupoid, G(x,y) bir tek morfizme sahip ise G’ ye I-ge¢isli grupoid, G(z,y) birden
fazla morfizme sahip degilse G’ ye basit gecisli grupoid ve G sadece birim morfizm-
lerden olusuyorsa G’ ye diskret grupoid denir.

Agikga bir G grupoidinin 1-gegisli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grupoidinin
gecisli ve basit gecisli olmasidir.

G bir grupoid ve zy € Go olmak iizere C,,(G), biitiin x nesneleri iizerinde
G(xo,z) # 0 olacak gekilde G’ nin tam altgrupoidi olsun. Eger = ve y, C,,(G)
altgrupoidinin iki nesnesi ise a € G(z,x¢) ve b € G(xo,y) i¢in G(x,y) # 0 dir.
Béylece C,,(G), G’ nin en genis (maximal) gegigli altgrupoididir. Bu altgrupoide
G’ nin xy noktasini iceren ge¢isli bileseni denir.

G’ nin tiim gegigli bilegenlerinin kiimesi mo(G) ile gosterilir. G iizerinde
T~y s Gry) £ 0

bagintist bir denklik bagintisi tanimlar. Denklik siniflari, G’ nin bilegenlerinin nesne
kiimeleridir.

Bir (G, x) noktalv grupoidi, G nin bir x nesnesiyle bir G grupoididir. Noktal
grupoidlerin bir (G,z) — (H,y) noktalv morfizmi, f(x) = y sartim saglayan
grupoidlerin bir f : G — H morfizmidir.

Bir G grupoidinin z € Gy’ daki star1 G, = Stgz = a !(z) = {b € G : a(b) = z}
kiimesi ve costar1 da G* = CoStgr = f7'(z) = {b€ G: 3(b) = x} kiimesidir.
G(z,z) kiimesinin G’ deki kompozisyon altinda bir grup oldugu agiktir. Bu gruba

x’ deki verteks ya da nesne grubu denir ve kisaca G {z} ile gosterilir [6].
Tanim 1.1.6. G bir grupoid ve N de G’ nin genis altgrupoidi olsun. x,y € Gy ve
a € G(z,y) igin, ao N{x} = N{y} o a sarte saglamyorsa N’ ye G’ nin normal
altgrupoidi denir [17].

G bir grupoid ve N, G’ nin tamamen gegigsiz normal altgrupoidi olsun. G/N

bolim grupoidi, nesnelerin kiimesi (G/N )y = G, morfizmlerin kiimesi G/N(x,y) =



{aoN{z}:ae€G(z,y)} ve a € G(z,y),b € G(y,2) i¢in (bo N{y})o(ao N{z}) =

boao N{x} kompozisyonu ile tanimhdir [6].

1.1.2 Esas Grupoid

Bu kisimda, homotopi tanimi verilerek bir X topolojik uzay1 iizerinde yollarin homoto-
pilerinin denklik siniflar1 tizerinde tanimlanan iglem ile esas grup, ve sonra da esas
grupoid elde edilecektir. Ortii grupoidleri teorisinde énemli bir yere sahip olan esas
grupoid kavrami i¢in R. Brown’ in kitabi [6] temel almmigtir. Agagidaki kavramlar
cebirsel topoloji i¢in temel kavramlar olup [23, 24]" de bulunabilir.

I = [0, 1] kapali aralik olmak tizere I’ daki topoloji R’ nin aligilmig topolojisinden
indirgenen topoloji olsun. a : [ — Y siirekli fonksiyonuna Y topolojik uzayinda bir
yol denir.

0 <t <1 olsun. t parametresine bagh Y’ deki a; yol ailesini gozoniine alalim.
ayp = a, a; = b olmak tzere t, I’ y1 taradiginda a,; siirekli olarak degigsin. Simdi
F(z,t) = F : I x I — Y fonksiyonunu tanmimlayalim. Eger F' fonksiyonu siirekli, ¢’
nin her bir degerine bir a; yolunu karsilik getiriyor ve F(z,0) = a9 = a, F(z,1) =
a; = bsartlar saglaniyorsa, F' fonksiyonu a, yollar1 araciligiyla a’ dan b’ ye siirekli bir
deformasyon tanimlar. Bu deformasyona a’ dan b’ ye bir homotopi denir. Agikca F
fonksiyonu bir tek degildir. ag = a ve a; = b sartim1 saglayan herhangi bir a, stirekli

ailesi bulunabilir.

Tanim 1.1.7. Y " deki a ve b yollarinin baslangic ve bitim noktalar, ayni olsun. Eger
a veb, I'nin{0,1} altkimesine gore homotop iseler bu iki yola "u¢ noktalarina gére

homotoptur” denir ve a ~ b rel {0,1} ile gdsterilir.

Bu tezde a ~ b rel.{0,1} yerine kisaca a ~ b gosterimi kullamlacaktir. Agikca
u¢ noktalarina gore homotop olma bagintisi bir denklik bagintisidir.

X topolojik uzay ve s € R olmak iizere a : [0, s] — X, a(0) = z, a(s) = y strekli
fonksiyonuna x noktasini y noktasina birlegtiren ve uzunlugu s olan bir yol denir.
Eger b yolu da y noktasini z noktasina birlestiren ve uzunlugu s olan bir bagka yol

ise,
a(t) ,0<t<s
CcC =
bt—s) ,s<t<s+5s



fonksiyonu, uzunlugu s+ s  olan 2 noktasini z noktasina birlestiren bir bagka yoldur.
Bu ¢ yoluna a ve b yollarinin ¢arpima denir ve aob ile gosterilir. Ayrica bir a yolunun

tersi a=1(t) = a(s — t) ile tammhdur.

Teorem 1.1.1. a,b,c,d yollar: Y’ de herhangi yollar olsun. a ~ ¢, b ~ d ve aob

tanamly ise co d tanimbidir ve aob ~ cod dir.
Teorem 1.1.2. a ~ b ise a= ! ~ b~ dir.

Teorem 1.1.3. aob tanwml olmak “izere, a bir yol ve b sifir yol olsun. Bu takdirde

aob~ a dir. Benzer sekilde c o a tamimly olmak “izere ¢ sifir yol ise coa ~ a dir.

Teorem 1.1.4. a o b ve bo c tamml olacak sekilde Y’ deki ¢ yol a,b ve ¢ olsun.

Bu takdirde (aob)oc veao (boc) tanimlidir. Ayrica (aob)oc ~ ao(boc) dir.

1

Teorem 1.1.5. a, Y’ de bir yol ise aoa™! ve a=! o a sifir yola homotoptur.

Bir topolojik uzayda yollar i¢in temel 6zellikleri verdikten sonra artik esas grubu
ifade edebiliriz.

Y bir topolojik uzay ve yy € Y sabit bir nokta olsun. Y’ de yo noktasinda baslayip
Yo noktasinda biten tiim kapali yollarin kiimesini gozoniine alalim. 1y, noktasina
yollar i¢cin taban nokta, yollara ise y,” da kapali yollar veya kisaca yollar denir. a,
Yo’ da bir yol ise @’ ya homotop olan y,’ daki tiim yollarin denklik sinifini [a] ile ve
denklik smiflarimin ailesini 7(Y, yg) ile gosterelim.

[a], [b] € m(Y, yo) igin carpim [a] o [b] = [aob] seklinde tanimlanir. Bu tamimlanan
carpim iglemi, homotopi siniflariin kitmesi 7(Y, ) tizerinde bir grup yapisi tanimlar.
Bu gruba y,’ daki esas grup denir [23, 24, 27].

Agagidaki temel kavram ve tanimlar R. Brown’ n kitabindan [6] alimmisgtir.

Simdi gruptan grupoide gecis yaparak bu kavrami genellestirelim.

X bir topolojik uzay olmak tizere yukaridaki sekilde tanimlanan yollarin ¢arpimi
birlesimlidir ve birim eleman sifir yoludur. Bd&ylece nesnelerin kiimesi X olan PX
kategorisini tamimlayabiliriz. Her z,y € X i¢in PX (x,y) kiimesi baglangi¢ noktasi x

ve bitim noktasi y olan yollarin ailesidir. Kompozisyon ise yollarin ¢arpim iglemidir.
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Tanim 1.1.8. m X (z,y), PX(x,y)’ nin denklik siniflarinin bir kimesi olsun. Ayna
s uzunlugundaki a,b € PX (x,y) yollarina gézoniine alalm. a’ danb’ ye s uzunlugun-
da u¢ noktalara gore homotopz,

t €0,s] icin F(t',0) = a(t') ve F(t',s) =b(t') ve

t € 0,8 igin F(0,t) =z ve F(s,t) =y

sartlarim saglayan F : [0, 5] x [0,8'] — X dontisimaidiir.

Her bir t € [0,s] icin F} : t + F(t,t) yolunun, PX(x,y)’ de bir yol olacagma
dikkat edilmelidir. (F}) ailesi, Fy = a ve F} = b arasinda yollarin siirekli ailesi
olarak diigtintilebilir. Aksi takdirde, F’ nin a’ dan b igine bir deformasyon oldugunu
diistinebiliriz.

F, @’ dan b’ ye uc¢ noktalarina gore homotopi ise bunu F': a ~ b ile gosterecegiz.
a’ dan a’ ya sifir uzunlugunda bir tek homotopi vardir. Eger F' : a ~ b, s uzunlugunda
bir homotopi ise, —F : b ~ a, (t',t) — F(t',s —t) ile tanimh bir homotopidir. Eger
a,b ve ¢ s uzunlugunda yollar olmak tizere F :a~b ve G :b~ csiwasiyla s ve s~

uzunlugunda ise F' ve G’ nin ¢arpimi

G+F:[0,s]x[0,s +5]—X
: ’ <t<s
@Jwﬁ{ ijfgéﬂfggigj+g'
seklinde tanimhidir ve siireklidir. Ayrica a ~ ¢ homotopisini tanimlar.

a ve b aym uzunlukta yollar olmak iizere F' : a ~ b homotopisi var ise a ve b ug
noktalarina gore homotopiktir denir ve a ~ b seklinde gosterilir. Yollarin durumunda
u¢ noktalarina gore homotopi yerine kisaca homotopi diyecegiz. a ~ b bagintisinin
bir denklik bagintisi oldugu 6nceki paragraftan aciktir.

F :]0,8] x [0,5] — X, a ~ b bir homotopi olsun. Bu takdirde 1 uzunlugunda

F' : a ~ b homotopisi vardir. Yani

F o0,s]xT—X

(t,t) — F(t,s +1).

Bundan sonra uzunlugu 1 olan homotopilerle ilgilenecegiz. Simdi homotopiler icin

uygun bir gosterim belirleyelim. F; bir yol ve t — F;, F;’ ye kisitlanig oldugunda
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1 uzunlugundaki bir F' homotopisini, ¢’ den F};’ ye bir fonksiyon olarak diigtiniiriiz.
Eger F;, a ~ b bir homotopi ise F;_; de b ~ a bir homotopidir.

Her bir s > 0 reel sayis1 ve x € X icin s uzunlugunda z’ deki sabit yolu s,
ile gosterelim. Karigiklik olmadigi durumda s, yolunu kisaca s ile gosterecegiz.

Ozellikle her bir a yolu ve s > 0 i¢in ao s, so a yollar iyi tammbhdur.

Lemma 1.1.1. |a| = |b] ve |c¢| = |d| olmak tizere a,b € PX(x,y) ve c,d € PX(y, 2)

olsun. Bu durumda
1. ejera~bisea !t ~bt,
2. egera~buvec~disecoan~dob,

3. her birs >0 icinaos ~ soa.

1 1

Lemma 1.1.2. Eger a € PX(x,y) ve |a| =s isea ' oa ~ 2s, veaoa " ~ 2s, dir.

Simdi degisik uzunluktaki yollar arasinda bir denklik bagintisi tanimlayalim.
a,b € PX(z,y) olsun. Eger |a| + s = |b| 4+ s* sartin saglayan s, s > 0 reel sayilar
var ve s o a ile s’ o b homotopik ise a ve b denktir denir. Bu bagntiin yansiyan ve
simetrik oldugu homotopiden hemen gériiliir. Ayrica a,b,c yollar ve s,s,s",s" >0

. . ’ 1" " . P
olmak tizere verilen soa ~ s obve s ob~ s oc homotopileri i¢in

"

(s +m)a~(s +8)b=(s+5 )b~ (s+5 )

homotopilerinin var olmasi, bagintinin gecigmeli oldugunu gosterir.

Teorem 1.1.6. a € PX(z,y), b € PX(y, z) olmak tzere yollarn ¢arpymi ve tersi

siraswyla [b] o [a] = [bo a] ve [a]™' = [a™!] seklinde verilir.

Teorem 1.1.7. Yollarin ¢arpima birlegimlidir. Ayrica eger [a] € m X (x,y) ise

1. [a] o [1z] = [1,] o [a] = [a]
2. [a7] o [a] = [1]
3. [a]ofa™'] = [1,]

esitliklert saglanar.
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Boylece yollarin homotopi siniflart kiimesi tizerinde m; X ile gosterilen bir grupoid
tanimlanir. Bu grupoidin nesneler kiimesi X’ deki noktalar ve morfizmleri 2’ den
y’ ye yollarin homotopi simflaridir. [a] € m X (z,y) olmak iizere kaynak doniigimii
a([a]) = x, hedef doniigiimi (([a]) = y, =’ deki sabit yollarin homotopi smufi [1,]
olmak {izere nesne doniigiimii z — [1,], ters doniigiimii [a] ! = [a~!] ve kompozisyonu
da «([b]) = B(la]) olmak iizere [b] o [a] = [b o a] ile tammhidir. Bu grupoide X
tizerindeki esas grupoid denir [6, 28]. Agikga m X = WLéXmX (z,7) dir. Ozel olarak

x =y alimirsa X tlzerinde m X (x,z) = 7(X, z) esas grubu elde edilir.

1.1.3 Grup-Grupoidler

Grupoidlerin kategorisinde bir grup nesne olan grup-grupoid kavrama ilk olarak 1976’
da R. Brown ve C.B. Spencer [29] tarafindan tanimlandi. Daha sonra, O. Mucuk
doktora tezinde [17] bu kavram geligtirdi. Bu, grup-kategorinin grupoid teorisine bir
uyarlamasidir. Cat; Cy nesne kiimesi sadece bir kiimeden olugan biitiin kategoriler ve

onlar arasindaki funktorlarin kategorisi olsun. Simdi grup-kategoriyi tanimlayalim.

Tanim 1.1.9. G bir kategori olmak tizere bir grup-kategori; m : G X G — G toplam,
e:* — G (%, bir nesneli ve birim morfizmli bir kategoridir) birim ve v : G — G

ters funktorlary ile donatilmig Cat’ daki bir grup nesnedir [29].

Bir G grup-kategorisinde iki morfizm a ve b olsun. Grup islemi m(a,b) = a + b,
kategorideki kompozisyon a o b, grup iglemine gore tersi —a, (eger varsa) kategori
islemine gore tersi a ™! ile gosterelim ve e(x) = e yazalim. m bir funktor oldugundan

aob ve cod tanmiml olmak tizere,

(aob)+ (cod) =m(aob,cod)=m((a,c)o (bd))
=m(a,c) om(b,d) = (a+c)o (b+d)
esitliginden, bilinen degistirme kural elde edilir. e bir funktor oldugundan e(1,) =
Le(sy olup e = 1.7 dir. Eger grup uzerinde degistirme kuralimi saglayan iki islem varsa

bunlar ¢akigiktir ve grup da degisimlidir.

Simdi sonraki ispatlarda kullanacagimiz bir 6nermeyi verelim.
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Onerme 1.1.1. G bir grup-kategori, a € G(x,y), b € G(y,2) ve g € G{e} olsun.
Bu takdirde,

Z. boa:a—1y+b:b_1y+a7
2. a7 o(l,+g)oa=1,+gveatg—a=1,+g-1,
dir [29].

Tanim 1.1.10. Bir G grup-kategorisinde her morfizmin bir tersi varsa G’ ye grup-

grupoid denir. Yani kategori yerine grupoid alinarak elde edilir [29].

Boylece G7 deki morfizmlerin kompozisyonu grup islemiyle ifade edilebilir. Eger

y=-eise b+ a=a+ bolur. Buradan G, ve G° grup islemi altinda degigimlidir.

Ornek 1.1.2. Onerme.1.1.1" in ilk sikkindan, ejer a:x —yisea ' =1, —a+1,
elemans o islemine gore a’ nwn tersidir. Dolaysiyla her grup-kategori ayni zamanda

bir grup-grupoiddir.

Ornek 1.1.3. G bir grup olsun. Bu takdirde, nesne kimesi G ve morfizmler kiimesi
G x G olan bir grup-grupoid elde ederiz. Yani bir x nesnesinden y nesnesine morfizm
(y, x) tkilisidir. Burada kaynak déntsimii a(y,x) = x, hedef donisimi ((y,x) =y,
r € G igin nesne donigimi x — (x,x), (x,y)’ nin tersi (y,x) ve kompozisyon
iglemi (y,x),(z,y) € G x G i¢in (z,y) o (y,x) = (z,x) ile tanvmbdwr. G bir grup
oldugundan, G’ nin islemi ile tanimlanan (x,y)+(z,t) = (x+2z, y+t) islemiyle Gx G
de bir gruptur. G’ nin birim elemans e olmak tizere bu grubun birim elemans (e, e) ve
(y,x) " in gruptaki tersi (—y, —x)’ dir. Simdi G x G’ nin grup yapr dénisimlerinin
birer grupoid morfizmi oldugunu gosterelim.

m: (G xG)x (GxG)—GxG igin,

m(((z,9), (z,y) o (,2), (v, 7)) = m((z,9) o (y,2), (z,y) o (y , 7))
= m((za :L'), (Zla I/))

= (242, x+a)
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ve

m((z,y),(z,y ) om((y,2), (v, 2)) = ((z,9) + (2, y)) o ((y,2) + (¥, 2))
=(z+z,y+y)o(y+y.z+7)

= (242, x+12)

olup m bir grupoid morfizmidir.
Benzer sekilde grubun ters ve birim dontsumunin de birer grupoid morfizmi

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak, G x G bir grup-grupoiddir.
Boylece asagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 1.1.2. Gruplar ve grup homomorfizmlerinin Grp kategorisinden, grup-

grupoidlerin GGd kategorisine I' : Grp — GGd funktoru vardwr [29].

Ornek 1.1.4. X bir topolojik uzay oldugunda, m X in bir grupoid oldugu 1.1.2.
kisimda gosterilmisti. Eger X, m : X x X — X islemi ve u : X — X tersi ile bir
topolojik grup ise

m(X x X)=2mX xmX

oldugundan mm : mX x mX — mX nesneler tizerinde (x,y) — x + y, homotopi
simaflary dzerinde ([a],[b]) — [a + b] ve mu : mX — mX de nesneler dzerinde
xr +— —x, homotopi simiflar tzerinde [a] — [—al] ile tansml 7" den indirgenmis
funktorlardir. Bununla birlikte mym ve mu grup yapr donisimleridir. FEqger e,
X dzerindeki grubun birimi ise [1.] de e’ deki sabit yollarin homotopi sinifider
ve mym([a], [1e]) = mm([1le], [a]) = [a] dwr. Boylece [1.], mX dizerindeki grubun

birimidir. Sonug olarak m X bir grup-grupoiddir [30].

Bir G grup-grupoidinin temelini olusturan grupoid gecisli, 1-gecisli veya basit

gecisli ise G’ ye gecisli, 1-gecisli veya basit gecislidir denir.

1.1.4 Halka-Grupoidler

Grupoidler kategorisinde bir halka nesne olan halka-grupoid kavrami ilk olarak O.
Mucuk [21] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra bu kavram O. Mucuk ve 1. Icen

[18] tarafindan geligtirilmistir.
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Tanim 1.1.11. Bir R halka-grupoidi, bir halka yapisiyla donatilmis ve asagidaki

halka yapr dontsiumler: birer grupoid morfizmi olan bir grupoiddir:
i.m:Rx R— R, (a,b) — a+b grup islems,

ii. n: Rx R— R, (a,b) — ab halka islemi,

iii. u: R — R, a+— —a grup tersi,

iv. e:x — R.

Bir R halka-grupoidinde a,b € R i¢in a(b) = (B(a) olmak iizere grupoid islemi

bo a, grup islemi a + b ve halka iglemi ab ile gosterilecektir.

Onerme 1.1.3. Bir R halka-grupoidinde asagidaki degistirme kurallar: vardur [21].
1. (coa)+ (dob) = (c+d)o(a+b),
2. (coa)(dob) =cdoab.

R ve R iki halka-grupoid olsun. Halka-grupoidlerin bir f : R— R morfizmi,

temeli olugturan grupoidlerin halka yapisini koruyan bir morfizmdir. Yani

fla+b) = f(a) + f(b),

sartlari saglanmalidir.

Ornek 1.1.5. R bir halka olsun. Bu durumda Ornek 1.1.5’ den, nesne kiimesi R
ve morfizm kiimesi R X R olan bir grup-grupoid elde ederiz. Ayrica R’ nin halka
islemi olarak (x,y)(z,t) = (xz,yt) islemi tanemlandiginda

’

(@,9)((z, ) + (1)) =

vz 42 t+t)
w(z+2),yt+1))
)
)

’

(
(
= (zz + 2, yt +yt
(
= (
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dagilma kuraly saglanir. Boylece R X R de bir halkadir. Simdi R x R’ nin halka
yapr dondisimlerinin birer grupoid morfizmi oldugqunu gésterelim. Ornek 1.1.3" den
RX R grup-grupoid oldugundan sadece halka isleminin bir grupoid morfizmi oldugunu

gostermek yeterlidir. n: (R x R) x (R x R) — R x R igin,

n(((2,9),(,y) o (4, 2), (v, 2)) = nl(z,9) o (y,2),(z/,y) o (v, 2))
= n((z,2), (2, 2))
-
n((z9),(2,y)) onl(y, 2), (v, ) = ()= y)) e (g, )y, )
= (22, yy) o (yy , wa)
-
olup n bir grupoid morfizmidir. Sonu¢ olarak R x R bir halka-grupoiddir.

Boylece halkalarin Ring kategorisinden halka-grupoidlerin RGd kategorisine bir

funktor tanimlanir. Bunu agagidaki onerme ile verelim.

Onerme 1.1.4. Halkalarn Ring kategorisinden halka-grupoidlerin RGd kategorisine
bir I' : Ring — RGd funktoru vardar.

X topolojik grup alindiginda 7 X esas grupoidinin bir grup-grupoid oldugunu

gostermistik. Benzer bir sonug halka-grupoidler icin de ifade edilebilir.
Onerme 1.1.5. X topolojik halka ise m X esas grupoidi bir halka-grupoiddir [21].
ispat. X,
m:XxX — X, (a,b) —a+b
n:XxX — X, (a,b) — ab

yap1 doniigtimleri ve v : X — X, a +— —a ters doniigtimii ile bir halka-grupoid olsun.

Bu durumda bu dontigiimler agagidaki indirgenmis doniigiimleri tanimlar.
mm:mX xmX — mX, ([a],[b]) — [a+ ],
mn:mX x mX — mX, ([a], [b]) — [ab],

mu:mX — mX, [a] — [—a].
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[33]" den m X’ in bir grup-grupoid oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla 73X’ in bir
halka-grupoid oldugunu ispatlamak i¢in dagilma kuralini gostermeliyiz. a,b,c € X

icin a(b + ¢) = ab + ac oldugundan,

[al([] + [e]) = [allb+ ]
~ fa(b+ o)
= [ab + ad]

= [ab] + [ac]

elde ederiz. Boylece m; X bir halka-grupoiddir. O]

1.2 Topolojik Kavramlar

Bu boliimde ileride siklikla kullanacagimiz temel topolojik kavramlara yer verecegiz.

Oncelikle topolojik uzaylar ile ilgili baz1 temel kavramlar: verelim.

1.2.1 Topolojik Uzaylar igin Genel Kavramlar
Baglantililik

X bir topolojik uzay olsun. Eger X uzay1 bog olmayan ayrik iki acik altkiimenin
birlegimi olarak yazilamiyorsa X e baglantils uzay, aksi halde baglantisiz uzay denir.
Baglantili uzaylar ile ilgili en 6nemli ozelliklerden birisi siirekli déniigtimler altinda
baglantili kiimelerin gortintiilerinin de baglantili olmasidir.

X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. Eger her x,y € X icin X’ de 2" den y’
ye bir yol varsa X’ e yol baglantilidir denir.

Yol baglantili her uzayin baglantili oldugu agiktir.

Bir X topolojik uzayimin bir bilegenini tanimlamak i¢in X {izerinde asagidaki
gibi bir denklik bagintisi olugturalim:

X deki iki nokta denktir, eger onlarin ikisi de X’ in bir baglantili altkiimesi i¢inde
bulunuyorlarsa.

Bu bagmtinin bir denklik bagintisi oldugu kolayca gosterilebilir. Bu denklik

bagintis1 altinda X’ deki denklik simiflarina X’ in bilesenleri denir. X’ in bilesenleri,
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herhangi bir bagka baglantili altkiime tarafindan igerilmeyen X’ in maksimal baglan-
tili altkiimeleridir. Yine biliyoruz ki X’ in her bir bileseni X’ de kapalidir.
Benzer bir denklik bagintisini yol baglantililik i¢in tanimlayabiliriz. Bir X uzayin-

da x ve y noktalar1 icin
xr ~y<< X dex’ den y’ ye bir yol vardir.
p

~ altinda denklik simiflarina X7 in yol bilesenler: denir.

’ Baglantililik ve yol baglantililik kavramlarinin yani sira lokal baglantililik ve lokal
yol baglantililik kavramlarimi da kullanacagiz. Herhangi x € X ve 2’ in bir U
komsulugu i¢in eger x, U’ da igerilen bir (yol) baglantili komguluga sahip ise X’ e

lokal (yol) baglantilidvr denir [6, 7, 8].

Lemma 1.2.1. X bir topolojik uzay olsun.

a) Eger X lokal baglantily ise, X " in her bir bileseni agiktor.

b) Eger X lokal yol baglantily ise, X in her bir yol bileseni a¢iktir ve X in yol

bilesenleri ile bilesenleri aynidar.

c) Eger X lokal yol baglantily ise, X’ in baglantily olmasu igin gerek ve yeter sart
X "in yol baglantils olmasudar [7].

X bir topolojik uzay ve x € X olsun. 7 (X, x) sadece bir elemandan oluguyorsa
X7 e I-baglantilidir denir. Bu durum X' in yol baglantili olmasini gerektirir.

Ayni tammi z,y € X olmak tizere 7X (z,y) i¢in de yapabiliriz.

Eger X’ in her bir yol bilegeni 1-baglantili ise, X’ deki her bir x,y i¢in 7 X (z,y)
birden fazla eleman igermez. Bu durumda X’ e basit baglantilidir deriz.

Bir topolojik uzay basit baglantili agik kiimelerin bir tabanina sahip ise bu
uzaya lokal basit baglantilidir denir. Acgikga bir lokal basit baglantili uzay lokal
yol baglantihidir. Ciinkii basit baglantili uzaylar yol baglantilidir.

Bir X topolojik uzayr U C X’ deki her kapali egrinin X icinde sabit egriye
homotopik olmas1 ozelligi ile U acik altkiimelerinin bir tabanina sahip ise X’ e

yari-lokal basit baglantiider denir [6, 7, 8].
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Sonug 1.2.1. 1. Lokal yol baglantily bir uzaywn herhangi bir a¢ik altkumes: de
lokal yol baglantilidar.

2. Lokal yol baglantily bir uzay lokal baglantiladar.
3. Lokal yol baglantily bir uzayda bilesenler ve yol bilesenler ¢akigiktor.

4. Baglantili, lokal yol baglantile bir uzay yol baglantiludur [6, 7, 8].

Kompakthk

Simdi kompaktlik ile ilgili baz1 temel bilgileri hatirlatalim. Bir X uzayimin bir
acik oOrtiisii, birlegsimleri X’ i veren X’ in agik altkiimelerinin bir ¢/ ailesidir, ve U’
nun bir altortiisii yine 4’ nun X’ i orten, bir altailesidir. Bir X topolojik uzayimin
her acik ortiisii sonlu bir altortiiye sahip ise X ‘e kompakttir denir.

Kompakt uzaylarla ilgili bir kag temel ozelligi siralayalim:

Kompakt uzaylarin siirekli goriintiileri de kompakttir.

Bir kompakt uzayin her kapali altkiimesi kompakttir.

Bir Hausdorff uzayin her kompakt altkiimesi kapalidir.

Bir kompakt uzayimn her boliim uzay1 kompakttir.

Kompakt Hausdorff uzaylar, Oklidyen uzaylarm bilinen 6zelliklerinin coguna
sahiptir. Bir X topolojik uzayinda her ¢ € X i¢in X’ de ¢’ nun bir komgulugunu
iceren bir kompakt altkiime varsa X’ e lokal kompakttir denir. Hausdorff’luk 6zelligi
ile birlestirildiginde lokal kompaktlik cok daha kullanighdir. Bir X topolojik uzayinda
bir A altkiimesi icin A kompakt ise A’ ya énkompakttur (precompact) ya da relatif
kompakttir denir [6, 7, 8.

Onerme 1.2.1. X bir Hausdorff uzay olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.

a) X lokal kompakttur.

b) X in her bir noktasi bir énkompakt komsuluga sahiptir.
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c) X onkompakt agik kimelerin bir tabanina sahiptir [7].

Onerme 1.2.2. (Daraltma Lemmasi) X bir lokal kompakt Hausdor(f uzay olsun.
Egjer v € X wve U, x” in bir komsulugu ise, x’ in V. C U olacak sekilde bir V

ankompakt komsulugu vardur [7, 8].

Lemma 1.2.2. Bir lokal kompakt Hausdorff uzayin herhangi ac¢ik ya da kapali
altkimesi lokal kompakt Hausdorff” tur [7, 8].

Simdi verecegimiz lemma ileride kullanilacak olan kullanigh bir lemmadir.

Lemma 1.2.3. (Kapali Dontsim Lemmast) F bir kompakt uzaydan bir Hausdorff

uzaya surekli bir donusim olsun.

a) F kapaly bir donigimdiir.

b) Eger F orten ise bir bolim donisimidir.

c) Eger F bire-bir ise bir topolojik embedding’ dir.

d) Eger F bire-bir ve orten ise bir homeomorfizmdir [7].

Kapali doniigiim lemmasi kullanigh olmakla birlikte sadece tanim kiimesi kompakt
olan dontsiimler icin gegerlidir. Asagidaki 6nerme kompakt olmayan uzaylar icin
kapali dontigiim lemmasinin daha kullanigh bir genellestirmesidir. Fakat onermeyi
vermeden oOnce diizgiinliik denilen bir kavrami ifade edelim. f : X — Y siirekli
dontigiim olsun. Eger Y’ nin her kompakt altkiimesinin ters gortintiisii kompakt ise

[’ ye dizgindir (proper) denir [7].
Onerme 1.2.3. f : X — Y lokal kompakt Hausdorff uzaylar arasida bir sirekli

dontigim olsun. Eger f dizgin ise kapaly bir dontgimdir [7].

Bolum Uzaylari

X bir topolojik uzay, Y herhangi bir kiime ve 7 : X — Y bir orten doniigim

olsun. Y fizerinde bir topolojiyi su sekilde tamimlayalim: Bir U C Y altkiimesi
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agiktir gerek ve yeter sart 7—'(U), X’ de aciktir. Bu topolojiye 7 araciligiyla
indirgenen bolim topolojisi denir.

m : X — Y topolojik uzaylar arasinda siirekli, orten bir doniigim ve Y, 7
aracihigiyla indirgenen boliim topolojisine sahip ise 7’ ye bélim dénisimi denir [6].

Boliim dontigiimlerinin en yaygin insasi agagidaki gibidir. ~, X uzay1 iizerinde
bir denklik bagintis1 olsun. Her bir ¢ € X i¢in [¢] ile ¢’ nun denklik simifin1 ve X/
ile de denklik simflariim kiimesini gosterelim. X/. denklik simflarinin kiimesi, X’
in bir parcalanmasidir. 7 : X — X/, X’ in her bir elemanini onun denklik sinifina
gotiiren dogal doniigiim olsun. Bu takdirde, 7 ile indirgenen topolojiyle birlikte X/’
ya, verilen denklik bagintisi aracihigiyla X in bolim uzay: ve ' ye bolim donusuma
denir [6, 7].

Eger 7 : X — Y bir boliim donitigiimii ise, bir V' C Y altkiimesi i¢in U = 7~ 1(V)
olacak gekildeki bir U C X altkiimesine 7’ ye gdre doygundur (saturated) denir.
Buna denk olarak U doygundur gerek ve yeter sart U = 7= (7(U)) dur. Eger Y bir
denklik bagintisi araciligiyla belirlenen bir boliim uzayi ise, doygun kiimeler denklik
siniflarinin birlegimleri olan kiimelerdir. Daha genel olarak herhangi bir 7: X — Y
boliim doniigiimii igin, y € Y olmak iizere bir 77!(y) C X altkiimesine 7’ nin bir
lifidir (fiber) denir. Doygun bir kiime, liflerin birlegimi olan bir kiimedir [7].

Boliim dontigiimleri her zaman agik kiimeleri acik kiimelere gotiirmez. Fakat
doygun kiimeler tiiriinden boliim dontigiimlerinin kullanigh bir karakterizasyonu

vardir:

Lemma 1.2.4. Bir m: X — Y strekli ve orten dontusiuminun bir bolum donusuma
olmasu i¢in gerek ve yeter sart w’ nin doygun agik (ya da kapaly) kiimeleri doygun

acik (ya da kapaly) kiimelere gotirmesidir [7].

Lemma 1.2.5. f: X — Y bir bolum dontstumi olsun. [’ nin herhangt bir doygun

agik ya da kapalr kimeye kisitlamase da bir bélim dondgimadir [7].

Stirekli, 6rten bir dontigiimiin bir boliim doniigiimii olup olmadigini kontrol etmek
her zaman kolay bir durum degildir. Asagidaki lemma stirekli, 6rten bir doniigiimiin

bir boliim dontigiimii olmasi i¢in ¢ok kullanigh bir sart verir.
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Lemma 1.2.6. Eger f : X — Y sirekli, orten, ag¢ik (ya da kapalr) bir déniigim ise

bir bolim dondgimidir [7].

Lemma 1.2.7. m; : X — Y vemy : Y — Z iki bolim doniisumai olsun. Bu takdirde

moom : X — Z de bir bolim déndsimidir [6, 7].
Simdi boliim topolojisinin bazi karakteristik ozelliklerini lemmalar halinde verelim.

Lemma 1.2.8. 7 : X — Y bir bolim donisumi olsun. Herhangi bir Z topolojik

wzaye igin; f 1Y — Z déndsimi streklidir < f om bileskesi streklidir [7].

Lemma 1.2.9. 7 : X — Y bélum donusimai, Z bir topolojik uzay ve f : X — Z
de 7’ nin lifleri dzerinde sabit olan (yani w(p) = w(q) = f(p) = f(q)) sirekli
bir dontusium olsun. Bu takdirde asaqidaki diyagram degisimli olacak sekilde bir tek
F:Y — Z siirekli déniisimi vardur. [7]:

Lemma 1.2.10. m; : X — Y] ve my 1 X — Ya, aym belirlemeleri yapan (yani
m(p) = m(q) & m(p) = m(q)) bélim dénisimleri olsun. Bu takdirde bir tek

¢ : Y1 — Yy homeomorfizmi vardir dyle ki p om = mo [7].
Simdi boliim topolojisi ile yakindan ilgili olan bir topoloji tiirtini verelim.

Tamim 1.2.1. Y bostan farkls herhangi bir kime, {X,; | j € J} topolojik uzaylarin
bir ailesi olsun ve her j € J icin f; + X; — Y donusimleri verilsin. Y dzerindeks
topolojilerden, f; donisiumlerinin her birini sturekli kilan topolojilerden en incesine

F diyelim. Bu F topolojisine f; donisimlerine gire sonug¢ (final) topolojisi
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ve Y wuzayina da {X; | j € J} topolojik uzaylarinan f; dénigimlerine gire sonug

uzay denir [6].

Onerme 1.2.4. Y izerinde bir topoloji F, herhangi bir topolojik uzay Z ve g :
Yr — Z de bir donusim olsun. Her j € J i¢in, g’ nin surekli olmast i¢in gerek ve

yeter sart go f; : X; — Z dénisimlerinin sirekli olmasidir [6].

Onerme 1.2.5. Eger F, Y dzerinde (f;) donisimlerine gore sonug topolojisi ise

asaqidaki sartlar saglanir [6].
1. Her bir f; : X; — Y stureklidir.

2. Eger F, fi + Xj — Y dontsimlering surekli yapan Y tzerinde bir baska
topoloji ise F, F ' nden daha incedir.

Onerme 1.2.6. Y izerinde (f;) donisimlerine gore F sonug topolojisi vardir ve

bu topoloji asaqidaki sartlardan birisi ile karakterize edilebilir [6].

1. Eger U C Y wse U’ nun F’ de a¢ik olmasi igin gerek ve yeter sart her j € J
igin fj_l(U) nun X;’ de agik olmasidar.

2. Eger U CY 1se U’ nun F’ ye gore kapalr olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
j € J igin f]-_l(U) nun X;’ de kapali olmasidor.

Simdi f : X — Y doniisimii tek oldugunda sonug topolojisini inceleyelim. Y, f’
ye gore sonug topolojisine sahip olmak iizere Y1 =Y — f(X) olsun. Eger y € Y] ise
f~Yy) bostur. Boylece {y}, Y uzaymnda hem agik hem de kapahdir. Ayrica f(X)
de Y uzaymda hem acik hem kapahdir. Sonug olarak Y, diskret Y uzayi ile f(X)’
in topolojik toplamidir [6].

Tanim 1.2.2. XY birer topolojik uzay ve f : X — Y bir donisum olsun. f
arten ve Y de [’ ye gére sonug topolojisine sahip ise [’ ye ozdeslik (identification)
dontusumi, Y uzerindeki bu topolojiye ozdeslik topolojisi ve Y wuzayina da f’ nin

dzdeslik uzayr denir [6].

Onerme 1.2.7. f X = Y sirekli orten bir dontisium olsun. f ac¢ik veya kapali

dontigim ise [ ézdeslik dontigimidir [6].
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Agikca boliim donitigiimii bir 6zdeslik dontigiimiidiir.

Lemma 1.2.11. f: X — Y agk, orten bir dontigim, A C X ve g = f |a olsun.

Eger A kimesi f-doygun ise g déniisimi de agik ve orten dontgimdir [7].

1.2.2 Topolojik Grup

Tanim 1.2.3. Bir topolojik grup, temelini olusturan G kimesi bir topolojiye sahip
ve+:GxG— G, (z,y) — x+y toplam, u : G — G, x — —x ters dontgimleri

strekli olan bir G grubudur [31].

Onerme 1.2.8. G bir topolojik gruptur < GxG — G, (x,y) — x—y fark doniigimi
streklidir [31].

Diger bir ifadeyle, bir G grubu (aym1 zamanda topolojik uzay1) verildiginde G’
nin topolojik grup oldugunu gostermek igin G x G — G, (z,y) — z — y fark
dontigiimiiniin siirekli oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Eger topolojik uzay olarak G diskret uzay ise, G grubuna diskret topolojik grup
denir. Eger GG bir topolojik grup ve H da G’ nin bir altgrubu ise H grubu da G’
den indirgenmig altuzay topolojisi ile bir topolojik gruptur. [31].

Ornekler 1.2.1. 1. R reel saylar kimesi alisilmas topologi ve toplama islemayle bir
topolojik gruptur.

2. R* =R — {0}, alsilmus topoloji ve ¢arpma islemi ile bir topolojik gruptur.

3. Herhangi bir G grubu diskret topoloji ile bir topolojik gruptur [31].

Bir G topolojik grubundan bir H topolojik grubuna f grup morfizmi i¢in eger f,
G ve H’ nin temelini olugturan topolojik uzaylar tizerinde siirekli ise f’ ye topolojik
grup morfizmi denir [31].

Bir G topolojik grubunun N altgrubu icin, eger N grup olarak normal altgrup
ise N’ ye topolojik normal altgruptur denir [31].

Yol baglantili, basit baglantili, lokal basit baglantili ve lokal yol baglantili topolojik
gruplar agagidaki gibi tanimlanir.

G bir topolojik grup olmak tizere; eger G topolojik uzay olarak yol baglantili ise

G’ ye yol baglantilvdir, eger G’ nin temelini olugturan topolojik uzayin esas grubu
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sadece birim elemandan olusuyorsa G’ ye basit baglantilidir, eger her bir z € G ve 2’
in U komsulugu icin ug noktalar1 x’ de olan ve V' tarafindan igerilen her bir kapal
yol U’ da 0’ a homotopik olacak sekilde z’ in bir V' C U komsulugu var ise G’ ye
lokal basit baglantilidir, eger x noktasi ve x’ in bir U komsgulugu i¢in, her bir y € V,
U’ daki bir yol ile 2’ e birlestirilebilecek sekilde 2’ in bir V' C U komsulugu var ise

G’ ye lokal yol baglantiludir denir [31].

Teorem 1.2.1. G bir topolojik grup ve a € G olmak tuzere asagidaki morfizmlerin

her biri homeomorfizmdir [31].
1. f:G— G, x— a+ x sol oteleme donusimai,
2. f:G— G, x+— x4+ a sag oteleme dontsumaii,
3. f:G— G, x— —x ters dontsumaii.

Onerme 1.2.9. G ve H topolojik gruplar ve f : G — H gruplarin bir morfizmi

olsun. Bu takdirde,

1. [ agiktur gerek ve yeter sart G’ deki e biriminin her W komsulugu icin f(W)
da H’ da ac¢iktar.

2. f sireklidir gerek ve yeter sart f, e biriminde sireklidir [31].

Tamim 1.2.4. N (x), x noktasinin komsuluklar ailesi olsun. G topolojik grup olmak

tzere komsuluklar tirinden sireklilik asaqidaki gibi tanimbder [31].

1. G x G — G, (z,y) — x+y donisimi sireklidir < her x,y € G ve her
W e N(z+y) icin U+ V CW olacak sekilde en az bir U € N(x) ve en az
bir Ve N(y) komsuluklar, vardur.

2. G — G, x— —z dontigimi streklidir < her x € G ve her W € N(—x) igin
—U C W olacak sekilde en az bir U € N (x) komsulugu vardur.

3. GxG — G, (r,y) — x —y donisimi siureklidir < her x,y € G ve her
W e N(z—y) igin U -V CW olacak sekilde en az bir U € N(x) ve en az
bir Ve N(y) komsuluklar vardur.
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Teorem 1.2.2. G bir topolojik grup olsun. Bu takdirde,

1. a € G, F C G kapaly bir kime, U C G agik bir kiime, C C G herhangi bir
kiime olmak tizere a + F, F' + a, —F' kapali kumeler ve U + C,C + U, —=U ag¢ik

kimelerdir.

2. A ve B kompakt altkimeler ise A+ B kompakttir. A kapali ve B kompakt ise
A+ B ve B+ A kapali kiimelerdir. A ve B kiimelerinin her ikisi de kapalr iken
A+ B ve B + A kiimeleri kapaly olmak zorunda degildir [31].

Teorem 1.2.3. G bir topolojik grup, U, de e birim elemaninin komsuluklar tabana

olsun.

i) Her U €U, i¢in, V +V =V? C U olacak sekilde en az bir V € U, vardur,

ii) her U € U, i¢in, =V C U olacak sekilde en az bir V€ U, vardur,

iii) her U € U, ve x € U i¢in, V +x C U olacak sekilde en az bir V€ U, vardar,
iv) herU € U, ve x € G igin, t+V —x C U olacak sekilde en az bir V € U, vardur,

v) her U,V € U, i¢in, W C UNV olacak sekilde en az bir W € U, vardar,

sartlar saglamyorsa {U+x |z € G, U e U} ve {z+U| x € G, U € U, } ailelerinin

her biri G’ nin topolojisi i¢in birer taban olusturur [31].

Teorem 1.2.4. G bir cebirsel grup ve U, de G’ nin altkimelerinin Teorem 1.2.3 de
verilen sartlary saglayan sonlu arakesit ozelligine sahip bir ailesi olsun. Bu takdirde
G uzerinde, G’ yi topolojik grup yapan bir tek topoloji tansmlanabilir. Burada U,

ailesi, bu topolojik gruptaki birim elemanin agik komsuluklar tabanidur [31].

Tanim 1.2.5. G bir topolojik grup, X bir topolojik uzay olsun. G’ nin X dizerine
bir sol etkisi, asaqidaki sartlart saglayan bir G x X — X, (g,z) — ¢ -z sirekli

dontisumaudiir.

i) Ve € X, Vg1,92 € G igin g1 - (g2 - ) = (g192) - @

ii) Ve € X icine-xz=xa [7].
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Benzer olarak bir sag etki (x-g1)-g2 = - (g192) ve z-e = x olacak gekilde siirekli
bir X x G — X, (z,9) — x - g dontigiimiidiir. Her sag etki, g-z =z - g~! oldugunu
dikkate alirsak bir sol etki belirler.

Etki tanimindan her bir ¢ € G igin © +— ¢ - x dontigimiiniin X’ den X’ e
stirekli bir dontigiim olacagr agiktir. Ciinkii bu doniigtim, etkinin {g} x X € G x X
altuzayina kisitlamasidir. Bu gekildeki her doniigtim bir homeomorfizmdir, ¢iinki
grup etkisinin tanimi onun bir siirekli x — ¢! - x tersine sahip olmasmi garanti
eder.

Herhangi x € X i¢in G-z = {g-x | g € G} kiimesine z’ in yoringesi denir. Eger
her z,y € X nokta cifti icin ¢g - © = y olacak sekilde bir ¢ € G varsa, ya da denk
olarak tek yoriinge X uzaymin kendisi ise etkiye gegislidir(transitive) denir. Eger
G’ nin noktalar1 sabit birakan tek elemani birim eleman ise, yani sadece g = e icin

g - x = z oluyorsa etkiye serbest (free)’ tir denir [6, 7].

Ornek 1.2.1. Herhangi bir G topolojik grubu, g-g¢ = L,(g) = gg sol déniisiim
araciligryla kendist uzerine soldan serbest olarak ve gecisli olarak etki eder. Benzer

sekilde sag donigim aracibguyla kendisi izerine sagdan etki eder [6, 7, 31].

G’ nin bir X uzay1 iizerine bir etkisi verilsin. X iizerinde bir denklik bagintisini
su sekilde tamimlayalim: z; ~ x5 < en az bir g € G var oyle ki g - 1 = x5. Denklik
smiflar1 tam olarak grup etkisinin yoriingeleridir. Kargihik gelen boliim uzayr X/G
ile gosterilir ve ona etkinin yoriunge uzay: denir. Eger etki gecisli ise yoriinge uzayi
bir tekil noktadir [6, 7].

Onemli bir 6zel durum, bir G topolojik grubunun (altuzay topolojisi ile) bir I’
altgrubunu disiindiigimiizde ortaya cikar. Sol veya sagdan grup carpimi, [ nin G
tizerinde bir sol veya sag etkisini tanimlar. Bu etki tam olarak G’ nin kendisi lizerine
etkisinin I' x G ya da G x I’ ya kisitlamasidir. Bu etki stireklidir ve serbesttir, fakat
genellikle gecigli degildir. T nin G {izerine sag etkisinin bir yoriingesi {gy | v € T'}
seklindeki bir kiimedir ve ona gI' sol yan kiimesi (coset) denir. Boylece I nin
G tlizerine sag etkisinin yoriinge uzayi, boliim topolojisi ile sol yan kiimelerin G/T"
kiimesidir. Bu bolim uzayma I' aracihigiyla G’ nin (sol) yan kime uzay: denir

[6, 7, 31].
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Eger ', G topolojik grubunun bir normal altgrubu ise G/T" yan kiime uzay1 da
bir topolojik gruptur [31].

X bir topolojik uzay olmak tizere eger her z,y € X icin z’ i ¢y’ ye gotiren bir
¢ : X — X homeomorfizmi varsa X’ e homojendir denir. Ayrica belirtelim ki her
yan kiime uzay1 homojendir [7].

G, X topolojik uzay iizerine siirekli olarak etki eden bir topolojik grup olsun.
Bu takdirde 7 : X — X/G bolim dontigiimii agiktir. Ayrica X/G Hausdorff” tur
& {(r1,22) € X X X | 29 =g x1, g € G} yoriinge bagtist X x X’ de kapalidir
6, 7, 31].

Simdi ayr1 bir boliim olusturmaksizin topolojik halka kavramini verelim.

Tanim 1.2.6. Bir R topolojik halkasi, temelini olusturan kiume topolojiye sahip ve
m:RXR — R, (x,y) — x+y grup islemi, n : R x R — R, (z,y) — zy halka

igslemi, U : R — R, v — —ux ters donisimi sirekli olan bir R halkasidur [9].

H’ dan R’ ye topolojik halkalarin bir morfizmi, H ve R’ nin temelini olugturan

halkalarin stirekli bir p : H — R halka morfizmidir.

1.2.3 Topolojik Grupoidler

Tanim 1.2.7. Bir G topolojik grupoidi, nesne ve morfizm kimeleri topolojiye sahip

ve grupoid yapr dontigimleri sirekli olan bir G grupoididir [5, 19].

Ornek 1.2.2. G, birim elemant e olan bir topolojik grup olsun. Bu durumda G;
nesne kimesi {e}, morfizmler kiimesi topolojik grubun elemanlari, kompozisyonu
grubun islemi, a € G olmak tizere kaynak ve hedef déniisimleri a(a) = ((a) = e,
nesne dontisimi 1y : Go = {e} — G, e — 1. ve ters donisimi yine topologik grubun
ters dontstimi olan bir topolojik grupoiddir. Burada nesne kiimesi altuzay topolojisi
ile verilir. Ayrica kaynak, hedef ve nesne donitisimleri sabit dontisim olduklarindan

ve kompozisyon ile ters dontusum de topolojik grubun yapr donustimler: olduklarindan

streklidirler [3, 5, 9].

Ornek 1.2.3. X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde X x X, X tizerinde asagidaki
gibi bir topolojik grupoiddir. x’ den y’ ye bir morfizm (y,z) ¢iftidir. Kaynak
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dontigimi a(y,x) = x, hedef dontgimi By, x) =y, v € X i¢in nesne doniigimi
x — (x,z), ters dontgim i(x,y) = (y,z) ve kompozisyon ise (z,y) o (y,z) = (z,x)
ile tamvmbdir. o ve 87 nan surekliligi izdisium dontstimiinin strekliliginden aciktar.
Nesne dontstimi, birim donustimin 1 x 1 carpime olup sureklidir. Ters doniusim ise
pri ve pro siraswyla birinci ve ikinci izdigim dondisimleri olmak tzere (pro, pry) ile
tanimly olup streklidir. Son olarak kompozisyon, (pri1 X pre) ((2,vy), (y,x)) = (2, )

ile tanumly olup streklidir [3, 5, 9].

G bir topolojik grupoid olsun. Eger G’ nin temelini olugturan grupoid gegisli,
1-gegisli , basit gecisli ise G’ ye gegisli, 1-ge¢isli, basit ge¢islidir denir [9].

f + H — G topolojik grupoidler arasinda bir morfizm olsun. Eger f, H ve G’
nin temelini olusturan grupoidlerin bir morfizmi ise ve f : H — G ile fy : Hy — G
strekli ise f’ ye topolojik grupoid morfizmi denir [3, 5, 9].

Gy x5 G — G, (bya) — boa kompozisyonunun ve G — G, a +— a~ ! ters

dontigimiintin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
G xG={(bya) e GxG|a(b) =ala)}

geri cekmesi G x G’ den gelen altuzay topolojisine sahip olmak iizere G x G — G,
(b, a) — boa~! grupoid fark doniiglimiiniin stirekli olmasidir. Yine o, 3 dénia'@iimlerin—
den birisi ve ters doniigiim siirekli ise digeri de siireklidir. Ayrica bir G topolojik
grupoidinde a € G(z,y) i¢in R, : Stgy — Stgz, b — bo a sag doniigiimii ve

L, : CoStgr — CoStgy, b+— aob sol dontigiimii birer homeomorfizmdir [3, 5, 9].

Tanim 1.2.8. G bir topolojik grupoid, X bir topolojik uzay ve w : X — Gq sturekl:

bir doniigiim olsun. Xy xg G ={(z,a) € X x G'| f(a) = w(x)} olmak iizere eger
w(x“) — a(a) ’ (Ia)b — :L'boa ve xlw(ac) —

sartlarim saglayan bir ¢ @ X, Xxg G — X, (x,a) — x* sirekli doniisimi varsa
G topolojik grupoidi X wzayr uzerine w araciliqiyla sagdan sturekli olarak etki eder

(veya kisaca X bir sag G-uzaydur) denir ve (w, X) ile gosterilir [5, 9].

Gruplarda oldugu gibi %z = 2 ' kuraliyla bir sol G-uzay, bir sag G-uzaya

donitigtiirilebilir.
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Tanim 1.2.9. G, H birer topolojik grupoid ve X bir topolojik uzay olsun. G, X
tizerine w aracihuyla soldan ve H da X fdizerine w' aracilijuyla sagdan etki ediyor

vex € X,a€G,be H icin%x, x° tanumh olmak tizere

sartlart saglanwyorsa X e bir G-H-uzayr (bispace) denir ve (w', X, w) ile gésterilir.

Béylece G ve H, X iizerine w-w' aracihguyla etki eder denir [19].

Ornek 1.2.4. G bir topolojik grupoid olsun. Bu takdirde G kendisi tizerine -«
araciliguyla etki eder. Etki, G’ deki kompozisyon ile verilir. Gercekten G’ nin X = G
tzerine w = B : G — Gy aracilguyla topolojik sol etkisi, ¢ : Gy Xy=p G — G,
(a,b) — b =aob ile tanumhdir. w, hedef donisimi ve etki de topolojik grupoidin
kompozisyonu ile verildiginden siireklidir. G’ nin X = G iizerine w' = a : G — Gy
araciliguyla topolojik sag etkisi ¢ : G 5 X, y_, G — G, (a,b) — b* = boa ile
tamimbdur. W', kaynak dondsimi ve etki de topolojik grupoidin kompozisyonu ile
verildiginden sireklidir. «(*b) = a(a o b) = a(b), B(b*) = B(boa) = B(b) ve
“(b°) = “(boc)=ao(boc)=(aob)oc= (aob)® = ()" olup sartlar saglanar.

Bdylece G topolojik grupoidi bir G-G-uzaydir [19].
Onerme 1.2.10. G bir topolojik grupoid olsun. Eger Gy nesne uzayr Hausdorff

uzay ise G X G, G >g G ve Gy X G kiimeleri kapalidir [33].

Onerme 1.2.11. G bir topolojik grupoid olsun. Eger Go nesne uzayr Ti-uzaiy ise,

her x € Gy i¢in Stgx, CoStgr ve G{x} kiimeleri G’ de kapalidir [33].

Onerme 1.2.12. Gy nesne uzayr Hausdorff uzay ise, x € Gy icin asaqidaki sartlar

saglanar [33].
i) Stgx Hausdorff” tur < G{x} Hausdorff  tur.

ii) CoStgx Hausdorff’ tur < G{x} Hausdorff’ tur.

Bu 6nermeden sonra agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 1.2.2. Gy nesne uzayr Hausdorff ise x € Gy i¢in asagidakiler denktir [35].
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i) G{x} Hausdorff’ tur,
ii) Stgx Hausdorff’ tur,

iii) CoStgr Hausdorff’ tur.

Teorem 1.2.5. H bir topolojik grup ve G de Gy nesne uzayr Hausdorff olan bir
topolojik grupoid olsun. Eger X bir G-H-uzay ise G’ nin X dzerine etkisi X/H

yoringe uzayr uzerinde bir sol G-uzay yapist belirler [19].

G bir topolojik grupoid olsun. Ornek.1.2.4’de G’ nin f-a aracihigiyla bir G-G-uzay
oldugu gosterilmisti. Simdi * € Gy ve N{z} de G{z}’ in bir altgrubu olsun.
Bu takdirde Stgz, bir G-N{z}-uzaydir. Boylece N{z}’ in sol yan kiimelerinin
Stex/N{x} = StaN{z} uzay: tammlanir.

Sonug 1.2.3. Eger Gy nesne uzayr Hausdorff uzay ve N{z} de G{x}  in altgrubu
ise sol ¢carpma, SteN{z} uzayma bir sol G-uzay yapist verir [19].

1.2.4 Topolojik Ortii Uzaylar

Tanim 1.2.10. p : X > X topologik uzaylarin sirekli bir donusimiu ve U C X

)

olsun. U altkiimesi agik, yol baglantil, p~(U)" nun her bir yol bileseni X’ da
agik ve p ile U dzerine homeomorfik olarak dondstiriliyorsa U’ ya ( p’ ye gore )

kanoniktir denir [6].

Bu tanima gore bir U kanonik kiimesinin herhangi bir yol baglantili acik altkiime-

sinin de kanonik bir kiime oldugu agiktir.

Tanim 1.2.11. p: X > X topolojik uzaylarin bir surekli dontisumi olsun. Her bir

r € X noktast kanonik komsuluga sahip ise p dontsumine orti donisumi, X ya

X "in orti uzay ve X uzayina da értinin tabani denir [6].

p X - X topolojik uzaylarin bir ortii dontigiimii olsun. Eger X ve X
uzaylarinin ikisi de yol baglantili ise p ortii doniigimiine baglantilidir denir. Eger X
yol baglantih ve x € X i¢in m(X,x) = {e} ise X uzayma basit baglantilidir denir.

Burada e, esas grubun birim elemandir [6].
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Lemma 1.2.12. Her topolojik orti dontsimi bir lokal homeomorfizmdir, bir agik
dondtstimdiir, ve bir bolim dontsumidir. Ayrica bir bire-bir topolojik orti dontsimi

bir homeomorfizmdir [8].

Ayrica topolojik ortii doniisimlerinin herhangi sonlu ¢arpimi yine bir topolojik

orti dontisuimiudiir.

Onerme 1.2.13. Egerr . Z — Y ve q: Y — X donustimleri, qgr ve q topolojik
ortu donustumler: olacak sekilde topolojik uzaylar arasinda dontisumler ise r de bir

topologik orti dontisimidir [8].
Simdi, topolojik ortii dontigtimleri ile ilgili bazi sonuclar verelim:
Sonug 1.2.4. 1. Herhangi bir homeomorfizm bir topolojik orti dontsumaidir.

2. Bir lokal homeomorfizm bir acik dontsumdiir.

o

. Bir topolojik ortu dontsumi bir lokal homeomorfizmdir.
4. Bir lokal homeomorfizm, bir topolojik orti dontisimi olmak zorunda degildir.

. Eger X lokal baglantilv bir uzay ise bir p : X — X siirekli dontusiumi bir

v

topolojik orti donustimidir <= X " in her bir C' bileseni i¢in
Plp-rcy 19 H(C) — C

dontistumai bir topologik orti dontsumudir.

D

. X lokal baglantil, p1 ve py topolojik orti donisimleri olsun ve

Xy Xo

degisimli ticgenini gozonune alalym. Eger p orten ise p bir topolojik ortu

dontigimidir [6, 8.
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Lemma 1.2.13. p : X — X bir topolojik ortu donusimi olsun. Herhangi bir
U C X kanonik kiime, ¢ € U ve q tzerindeki lif (fiber) i¢inde bir qo verildiginde
o(q) = o olacak sekilde bir o : U — X lokal kesiti vardur [8].

ispat. go’ y1 igeren p~(U)’ nun bir yol bilegeni UE olsun. p’ nin ﬁg’ ya kisitlamasi

bir homeomorfizm oldugundan, lokal kesit olarak o = (p ‘(76)_1 y1 alabiliriz. O
Ortii déniigiimlerinin en énemli ézellikleri yiikseltmelerle ilgilidir.

Tanim 1.2.12. p: X=X topolojik orti donisimi olsun. Eger asagidaki diyagram
degisimli ise f’ ye h’ min ylikseltmesi veya f, h™ y drtiyor denir [6, 8].

X

Y X

h

Onerme 1.2.14. (Tek Yiikseltme Ozelligi) p : X — X bir topolojik érti
dontusumi olsun. Bir Z topolojik uzaywnin yol baglantily oldugunu, ¢ @ Z — X
dontistimiinin stirekli oldugunu ve oy, ©g : Z — X mn Z’ nin bir noktasmda ayni
olacak sekilde o’ nin iki yikseltmesi oldugunu kabul edelim. Bu takdirde @ ile s
izomorfiktir [8].

Tek yiikseltme 6zelligini su sekilde de verebiliriz:

Teorem 1.2.6. p : X — X bir ortii dontsumai, Y baglantily bir uzay ve F' 1Y — X
stirekli dondisiim olsun. yo € Y ve xg = F(yo) olmak tizere p~*(xq) " da bir Ty noktas:
secelim. Bu takdirde, F'’ nin ﬁ(yo) = Ty olacak sekilde en fazla bir tane F: Y — X

yikseltmesi vardur [6].

Onerme 1.2.15. (Yol Yiikseltme ézelligji) p: X — X bir topolojik orti
dontsimi, f : I — X herhangi bir yol ve qy € X noktase f(0) dzerinde p’ nin

lifi igerisinde bir nokta olsun. Bu takdirde f’ nin f(0) = qo olacak sekilde bir tek
f 1 — X yiikseltmesi vardur [8].
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Onerme 1.2.16. (Homotopi Yiikseltme ézellig“i) p: X — X bir topolojik ortii
donusiumai, fo, f1 : I — X homotopik yollar ve fo, ﬁ ] — X siraswyla fo ve fi7in
]%(O) = ]71(0) olacak sekildeki yiikseltmeleri olsun. Bu takdirde % ~ ]71 dir [8].

Ortii déniigiimleri ile esas gruplar arasinda yakmn bir iliski vardir. Bu iligkiyi

asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 1.2.7. p: X — X bir topolojik orti dontisimi olsun. Herhangi bir ¢ € X
noktasy icin, p, 1 (X, q) — (X, p(q)) indirgenmis homomorfizmi bire-birdir [8].

ispat. [f] € 7T1(5§; ,q), p« m gekirdegi i¢inde yollarin bir homotopi smifi olsun.
Bu demektir ki ¢ = p(q) olmak tizere p.([f]) = [¢,] dur, ya da diger bir ifadeyle
X uzaymda po f ~ ¢, dur. Homotopi yiikseltme ozelliginden dolay1, ayni noktada
baslayan po f ve ¢,’ nun yiikseltmeleri X' da homotopik yollar olmalidir. Dolayisiyla
f, po f nin ¢’ da baslayan bir yiikseltmesidir, ve c; sabit kapal egrisi de ¢,” nun
ayni noktada baglayan bir yilikseltmesidir. Boylece X uzaymda f ~ ¢z dir, ve bu

[f] = 1 demektir. O

Bu teorem bir ortii uzaymin esas grubunun, taban uzayimin esas grubunun bir
altgrubu ile belirlenebilecegini gosterir. Simdi ytlikseltme kriterini esas gruplar cinsin-

den ifade edelim.

Teorem 1.2.8. (Yiikseltme Kriteri) p : X — X bir topolojik orti dondisimi, Y
baglantily ve lokal yol baglantily bir uzay ve ¢ @'Y — X strekli bir donusim olsun.
Herhangi yo € Y ve §o € X noktalary verilsin dyle ki p(q0) = ©(yo). Bu takdirde o,
?(yo) = qo olacak sekilde bir tek @ : Y — X yukseltmesine sahiptir gerek ve yeter
sart m1 (X, ©(yo)) " m pu(m1 (Y, y0)) altgrubunun p,(m ()N(, Qo)) grubu icerisinde ihtiva
edilmesidir [8].

Teorem 1.2.9. (Bir Lif Uzerine Esas Grubun Etkisi) p : X — X bir topolojik
ortii donisimi ve g € X olsun. p~1(q) lifi tizerinde 7 (X, q) esas grubunun q - [f] =
f(l) ile verilen gecisli bir sag etkisi vardewr. Burada f, f’ nin § € p~Y(q) noktasinda
baslayan yiikseltmesidir [8].
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Simdi ortii uzaylarinin simiflandirilmasi ile ilgili problemi ele alalim. Yani ayni
taban uzayinin ortii uzaylar1 arasindaki iligkileri inceleyelim. Bunun i¢in bazi kavram-

lar1 vermeliyiz.

Tanim 1.2.13. X bir topolojik uzay, p; : X — X ve Dy - Xy — X de X7 in iki
orti uzayr olsun. py’ den py’ ye bir orti homomorfizmi asagidaki diyagram degisimli

olacak sekilde siirekli bir ¢ : X1 — Xo déniisimiidir [8]:

X

Aynmi zamanda bir homeomorfizm olan bir ortii homomorfizmine ortiilerin bir
1zomorfizmi denir. Bu durumda, agikca ters doniigiim de bir 6rtii homomorfizmidir.
Iki ortii arasinda bir izomorfizm varsa onlarm izomorfik oldugunu soyleriz. Bu, X’
in ortiilerinin kiimesi iizerinde bir denklik bagntisidir. Ortii homomorfizmlerinin
karakteristik bir ozelligi, onlarin kendilerinin de ortii doniigtimleri olmasidir. Bunu

asagidaki lemma ile verelim.

Lemma 1.2.14. p; : Xl — X wve py : )22 — X, X 7 in iki orti uzayr ve p1’ den py’

ye bir érti homomorfizmi ¢ olsun. Bu takdirde ¢ bir orti dondigimaidir [8].

Iki 6rtii uzaymm izomorfik oldugunu belirlemenin yolu onlar arasinda ortii homo-
morfizmlerinin mevcut olup olmadigina karar vermektir. Agagidaki teorem ile bu

soruya cevap verebiliriz.

Teorem 1.2.10. (é'r‘tii Homomorfizmi Kriteri) p; : X, > X veps: Xo — X,
X7 in iki értiisii ve . € X1, Go € Xo da, p1(q1) = p2(q2) = q¢ € X olacak sekilde
taban noktalar, olsun. Bu takdirde p;” den p2’ ye ¢’ vy @2 ya gotiren bir orti

homomorfizmi vardir < p1.(m ()A(;l, G1)) C pox(m ()?2, G2)) dur [8].
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ispat. p1’ den py’ ye bir 6rtii homomorfizmine p;’ in bir ytlikseltmesi olarak bakilabilir:

Xl P1 X

Boylece hem gereklilik kismi hem de yeterlilik kismi yiikseltme kriterinden gelir. [
Agagidaki teorem oOrtii uzaylari i¢in teklik problemini ¢ozer.

Teorem 1.2.11. [ki tane pr )?1 — X ve py: )~(2 — X ortust izomorfiktir < bir
q € X noktasi ve ¢ € py'(q) ve G2 € py*(q) taban noktalars icin pi.(m ()Z'l, q1)) ve
pou (11 (X2, @) altgruplar, m (X, q) icinde konjugedirler [8].

Simdiye kadar verdigimiz bilgileri basit baglantili 6rtii uzaylaria uyguladigimizda
cok kullanigh olan sonuclar ve evrensel 6rtii uzay: tanim kargimiza cikar. Once basit

baglantili ortii uzaylar ile ilgili baz1 ozellikleri bir 6nerme ile verelim.

Onerme 1.2.17. a) X basit baglantily bir uzay olmak tzere p : X — X bir ortii
donusumiu olsun. FEger py : )?'1 — X herhangi bir ortu ise, o zaman asagidaki

diyagram degisimli olacak sekilde bir p : X — X’l orti dontsumi vardur.

b) Ayni uzayin herhangi iki basit baglantily 6rti uzayr izomorfiktir [8].

Ispat. Agikar altgrup diger tiim altgruplar i¢inde ihtiva edildiginden a) kism orti
homomorfizmi kriterinden ve her ortii homomorfizminin bir 6rtii doniigtimii olmasi

gerceginden gelir. b) kismi da ortii izomorfizm teoreminin bir sonucudur. O]

Teorem 1.2.12. a) p : (X, x9) — (Y,y0) bir orti ve Z bir yol baglantils, lokal

yol baglantily topolojik uzay olsun. f : (Z,z9) — (Y,yo) strekli bir donisim olsun
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dyle ki f. (1 (Z,20)) C ps (m1 (X, 20)) . Bu taktirde po f = f olacak sekilde bir tek

f(Z,z0) — (X, xq) stirekli doniigimi vardr.

(Z7 Zo) 7 (Y, %0)

b) Eger X bir yol baglantil, lokal yol baglantily ve yari-lokal 1-baglantily topolojik
uzay 1se, X bir basit baglantily ortd uzayidar.

c) Egerp: X — Y bir orti ve Y basit baglantily ise, p bir homeomorfizmdir [14].

Literatiirde evrensel ortii uzaylar: i¢in denk olan tanimlar vardir. Simdi bu denk

tammlar: verelim.

Tanim 1.2.14. X’ wn 1-baglantily orti uzayina X in bir evrensel ortu uzay:

denir [6, 34].

Tanim 1.2.15. Bir X baglantily uzaynin basit baglantily bir X orti uzayimna X in

evrensel ortu uzayr denir [8, 35].
Simdi evrensel ortii uzaylarinin varhigi ve tekligine dair su teoremi verelim.

Teorem 1.2.13. (Evrensel Orti Uzaywan Varligr) Her baglantils ve lokal basit

baglantily topolojik uzay bir evrensel orti uzayina sahiptir [8].

Bu teoremin ispatinda bir X uzayinda bir U C X agik altkiimesi i¢indeki kapali
egrilerin oldukga kiigiik olduklarim, diger bir ifadeyle sabit egriye homotopik (null
homotopic) olduklarini, dolayisiyla da X iginde sabit egriye homotopik olduklarimi
kullaniyoruz. Bu yiizden su tanimi hatirlatmak yararh olacaktir: Eger X uzay1 U’
daki her kapali egrinin X icinde sabit egriye homotopik olmasi ozelligi ile U agik
altklimelerinin bir tabanina sahip ise, X uzayina yari-lokal basit baglantilidir denir.

Bu tamimdan sonra evrensel ortii uzayi ile ilgili olarak su sonucu verebiliriz.

Sonug 1.2.5. Baglantili, lokal yol baglantily bir uzay bir evrensel orti uzayina

sahiptir gerek ve yeter sart o yari-lokal 1-baglantiludir [36, 37].
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Evrensel ortii uzaylarinin varlhigi ve tekligi teoreminin bir sonucu olarak asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug 1.2.6. Her uzay en fazla bir tane evrensel orti uzayna sahiptir. Dolayisiyla

baglantily, lokal yol baglantil bir uzaywn iki evrensel orti uzayr denktir [8].

Ancak sunu belirtelim ki her baglantili, lokal yol baglantili uzay bir evrensel
ortl uzayina sahip degildir. Ayrica baglantili ve lokal yol baglantili bir uzayin, basit
baglantili olmayan bir evrensel ortii uzayina sahip olmasi mimkiindiir.

Artik evrensel 6rtii uzayimin tanimini verdikten sonra 6rtii uzaylarinin kategorisin-

den sozedebiliriz.

Tanim 1.2.16. X evrensel drtiye sahip baglantils bir topolojik uzay olsun. T'Cov(X)
kategorisi; mesneleri p : X — X orti dondisimleri ve p : X — X nesnesinden
q:Y — X nesnesine bir morfizmi, p = qor sartini saglayan r : X =Y donisimi
olan bir kategoridir.

T

AXA

X Y

Bu kategoride; kaynak donisimi o(r) = p, hedef dénigimi G(r) = q ve nesne
dondigimii 1 : X — X ile tammbdir. Ayrica, = X — Y ver' : Y — Z iki morfizm

olmak tzere kompozisyon,

degisimli diyagrama ile tanambdir [6].

Eger r ayn1 zamanda bir homeomorfizm ise r’ ye 6rtii uzaylarinin bir izomorfizmi
denir. Bu kategori literatiirde baglantili, lokal yol baglantili bir uzayin baglantil
ortii uzaylarimin kategorisi olarak bilinir [6].

Asagidaki lemma Tanmim.1.2.16" da belirtilen her morfizmin ayni zamanda bir

orti dontigiimii oldugunu gosterir.
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Lemma 1.2.15. Baglantils, lokal yol baglantil bir uzaywn baglantily orti uzaylarinin

kategorisindeki her morfizm bir érti donisimaidir [6, 8].

Tamim 1.2.17. Hy, H, C G altgruplar olsun. Eder her g € G igin Hy = g- Hy - g1
1se Hy ve Hy konjugedir denir. Yani Hy ve Hy ayni yorunge i¢inde bulunuyorlarsa

kongugedirler [8].

Agagidaki sonu¢ X' in baglantili 6rtii uzaylarinin kategorisinde bir nesneden bir

bagka nesneye bir morfizmin varoldugunu belirtir:

Teorem 1.2.14. T'Couv(X) kategorisinde iki nesne py : )?1 — X ve py: )Z'g — X
olsun. Asaqidakiler denktir:

1. Bir f: X, — Xy orti dontistumi vardwr oyle ki py o f = py dir.

2. p1(T1) = p2(T2) olacak sekildeki her T, € X, vedy € X, icin py, (7?1 ()?1,;1’71>>,

m (X, p1(Z1)) i¢inde po, <7r1 ()N(g, fg)) "nin bir altgrubuna konjugedir.

3. T € X1 ve Ty € Xo meveuttur dyle ki p1(Z1) = po(T2) " dir ve py, <7T1 <)?1,x~1>),
™ (X, p1(71)) i¢inde po, <7r1 ()?2, 52)> " nin bir altgrubuna konjugedir [6, 8].

Sonug 1.2.7. Bir X baglantily lokal yol baglantily uzayin baglantily 6rti uzaylarinin
kategorisindeki iki nesne denktir gerek ve yeter sart (X in ayni noktasi izerinde
oyle iki noktadaki) esas gruplar, (bu noktada) X’ in esas grubunun konjuge alt

gruplarma dénisir [6, 8].

Yukarida olusturulan kategoriden yararlanarak evrensel ortii uzay: tanimini kate-

gorik olarak su sekilde de verebiliriz:

Tanim 1.2.18. X baglantily uzayinin bir evrensel ortu uzayr, X~ in baglantily ortu
uzaylarimin kategorisinin bir p X — X nesnesidir oyle ki bu kategorinin herhangi
P X' — X nesnesi i¢in kategoride bir

~ f -
X X'

morfizmi vardr [6].

40



1.3 Diferensiyellenebilir Kavramlar

1.3.1 Manifoldlar

Lie grupoidler, temelinde manifold yapisi olan topolojik grupoidlerdir. Dolayisiyla
tezin ilerleyen kisimlarinda yapilan ispatlarin daha rahat anlagilabilmesi icin bu

kistmda manifoldlarla ilgili bazi temel tanimlar ve kavramlar verilecektir.

Tanim 1.3.1. M bir topolojik uzay olsun. Eger asagqidaki sartlar saglaniyorsa M’

ye n-boyutlu topolojik manifold veya kisaca topolojik n-manifold denir.

i. M bir Hausdorff uzay,
ii. M ikinci saylabilir uzay, yani M’ nin topolojisi icin bir sayilabilir taban vardar,

iii. M n-boyutlu lokal Oklidyendir, yani M’ nin her noktast R™ nin bir agik altkime-

sine homeomorf olan bir komsuluga sahiptir [7].

Topolojik n-manifoldlarin en belirgin 6rnegi R™ dir. R™ bir metrik uzay oldugun-
dan Hausdorft’ tur. Ayrica rasyonel merkezli ve rasyonel yaricaplh tiim acik yuvarla-
rin kiimesi bir sayilabilir taban oldugundan R™ ikinci sayilabilir bir uzaydir.

Bir topolojik n-manifoldun herhangi bir agik altkiimesinin, altuzay topolojisi ile

birlikte yine bir topolojik n-manifold oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 1.3.2. M bir topolojik n-manifold olsun. M Jdizerinde bir koordinat haritas:
bir (U, ) ikilisidir dyle ki U, M’ nin bir agik altkimesi ve ¢ : U — U déniisiimii
U’ dan bir U = o(U) CR" agik altkiimesine bir homeomorfizmdir. U’ ya koordinat
tanmim kiimesi, o’ ye (lokal) koordinat doniisimii ve o’ nin p(p) = (z(p), ..., 2"(p))
seklinde tanimlanan (z1, ..., ™) bilesen fonksiyonlarina U tizerindeki lokal koordinat-
lar deriz. M topolojik manifoldunu ortecek sekilde haritalarin bir kolleksiyonuna

atlas deriz ve A ile gosteririz [7].

Eger o(U) C R™ altkiimesi R™ de bir acik yuvar ise, U’ ya bir koordinat yuvar
deriz. Bir topolojik n-manifold tanimindan goriilecegi lizere her bir p € M noktasi

en az bir (U, ) haritasinin tanim kiimesi i¢inde igerilir.
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Ornek 1.3.1. My, ..., My swraswyla nq, ...,ng boyutlu topolojik manifoldlar olsun.
My x ... X My, carpim uzayr ny+...+ny boyutlu bir topolojik manifolddur. Gercgekten,
Hausdorff uzaylarin carpimlar:, da Hausdorff oldugundan ve ikinci sayilabilir uzayla-
rin carpimlart da ikinci saylabilir oldugundan topolojik manifold olmanan ilk iki sarts
agtkea saglanar. Dolayiswyla sadece lokal Oklidyenlik ozelligini gostermek yeterlidir.
Herhangi bir (py,...,px) € My X ... X My noktasi verilsin. p; € U; ile her bir M; i¢in

bir (Ui, i) koordinat haritasi segebiliriz.
P1 X oo X P - U x..xU,— R71+- 1k

carpym dontistimi, R™ 1" pan bir acik altkiimesi olan kendi gorintisi tzerine
bir homeomorfizmdir. Béylece My X ... X My, (Uy X ... X Ug, p1 X ... X @r) seklindeki
haritalar ile ny + ... + ny boyutlu bir topolojik manifolddur [7].

Lemma 1.3.1. Her topolojik manifold énkompakt koordinat yuvarlarinin bir sayila-

bilir tabanina sahiptir [7].

M topolojik uzay olsun. Eger her nokta M’ nin bir kompakt altkiimesi iginde
ihtiva edilen bir komsuluga sahip ise M’ ye lokal kompakttir denir. Eger M Hausdorff

ise, bu tanim M’ nin onkompakt acik kiimelerin bir tabanina sahip olmasina denktir
8].
Sonug 1.3.1. Her topolojik manifold lokal kompakttur [7].
Onerme 1.3.1. M topolojik n-manifold olsun. Bu takdirde,
1. M lokal yol-baglantilidar.
2. M baglantilvdir < M yol-baglantiladar.

3. M’ min bilesenleri, yol bilesenleri ile aynidar.

4. M en fazla saylabilir coklukta bilesenlere sahiptir, ki onlarin her biri M’ nin

bir agik alt kiimesidir ve baglantily birer topolojik manifolddur [7].

Ortii manifoldlarmi daha iyi anlamamiz bakimmdan manifoldlarm esas gruplari

ile ilgili olarak asagida verecegimiz onerme yararl olacaktir.
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Onerme 1.3.2. Herhangi bir topolojik manifoldun esas grubu sayilabilirdir [7].

Diferensiyellenebilir manifold kavramimi vermeden 6nce Oklidyen uzaylar arasinda
diferensiyellenebilirlik iizerine bazi1 temel bilgileri hatirlatalim. Tez boyunca, aksi
belirtilmedikge diferensiyellenebilirlik kavramindan C'*° anlaminda yani sonsuz dife-
rensiyellenebilirligi kastedecegiz.

U ve V sirasiyla R ve R™ Oklidyen uzaylarin acik altkiimeleri olsun ve bir
F : U — V fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger F” nin bilegen fonksiyonlarinin her
biri her mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip ise F’ ye diferensiyellenebilirdir
denir. Ayrica eger F' bire-bir ve orten ise ve bir diferensiyellenebilir terse sahip ise

ona diffeomorfizmdir denir [7, 38|.

Tamim 1.3.3. M bir topolojik n-manifold olsun. Eger (U,p) ve (V,4)), UNV #£
olacak sekilde iki harita ise, o ™' : @(UNV) — (U NV) bileske donisimine
@’ den V7 ye gecis donisumi denir. Bu bileske dontsumi homeomorfizmlerin bir
bileskesidir, dolaysiyla o da bir homeomorfizmdir. Eder ya U NV = 0 ise ya da
Yot gegis dontigimii bir diffeomorfizm ise (U, @) ve (V1)) haritalarina diferensi-
yellenebilir olarak bagdasabilirdir denir [7, 38].

Tanim 1.3.4. M bir topolojik manifold ve A, M tzerinde bir atlas olsun. Eger A’
daki herhangi iki harita birbiri ile diferensiyellenebilir olarak bagdasabilir ise A’ ya

bir diferensiyellenebilir atlas denir [7, 38].

Verilen bir A atlasinda ¢ ve ¢ koordinat doniigiimlerinin her ¢ifti igin bu durum
1o~ gecis doniisiimiiniin diferensiyellenebilir olmas: seklinde olur. Bir kere bunu

! nin bir diffeomorfizm oldugunu saglatmak gereksizdir, ciinkii

yaptik m1 ¢ o ¢~
onun tersi olan (¢p o =171 = ¢ 09~ bizim zaten diferensiyellenebilir oldugunu
gosterdigimiz gegis dontigimlerinden birisidir.

M iizerinde bir A diferensiyellenebilir atlasi, daha genis bir atlas iginde igerilmi-
yorsa maksimaldir adin1 alir. Bu, A daki her harita ile diferensiyellenebilir olarak

bagdasabilir herhangi bir haritanin da A icinde olmasi demektir. Boyle bir diferensi-
yellenebilir atlasa ”tam” dir da denir [7, 38].

Tanim 1.3.5. Bir M topolojik manifoldu tizerinde bir diferensiyellenebilir yaps

bir maksimal diferensiyellenebilir atlastir. Bir diferensiyellenebilir manifold, bir
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M topolojik manifoldu ve onun tizerindeki bir A diferensiyellenebilir yapust ile birlikte

bir (M, A) ikilisidir [7, 58].

Lemma 1.3.2. M bir topolojik manifold olsun.

a) M igin her diferensiyellenebilir atlas bir tek maksimal diferensiyellenebilir atlas
icinde thtiva edilir.

b) M ic¢in iki diferensiyellenebilir atlas ayni maksimal diferensiyellenebilir atlas

belirler gerek ve yeter sart onlarin birlesimleri bir diferensiyellenebilir atlastur [7, 38].

Tanim 1.3.6. Eger M bir diferensiyellenebilir manifold ise, verilen maksimal diferen-
siyellenebilir atlasta ihtiva edilen herhangi bir (U, @) haritasina bir diferensiyellenebi-
lir harita ve karsilik gelen ¢ koordinat dontstumaiine bir diferensiyellenebilir koordinat
dontisumi denir. Ayrica bir diferensiyellenebilir koordinat haritasinin tanwm kimesi-
ne diferensiyellenebilir koordinat tanim kiumesi ya da diferensiyellenebilir koordinat
komsulugu denir. Bir diferensiyellenebilir koordinat yuvari, bir diferensiyellenebilir
koordinat donisumi altinda, goruntisu Oklid uzayinda bir yuvar olan bir diferensiyel-

lenebilir koordinat tanum kiimesidir [7, 38].
Simdi Lemma 1.3.1" in diferensiyellenebilir manifoldlar i¢in uyarlamasini verelim.

Lemma 1.3.3. Her diferensiyellenebilir manifold, onkompakt diferensiyellenebilir

koordinat yuvarlarinin bir sayilabilir tabanina sahiptir [7].

Bir diferensiyellenebilir manifold i¢in baglantililik ve yol-baglantililik kavramlar:
cakigiktir. Yani baglantili bir diferensiyellenebilir manifoldun herhangi iki noktasi
bir diferensiyellenebilir egri (yol) ile birlestirilebilir. Bir diferensiyellenebilir manifol-
dun baglantili bilegenleri agik ve kapalidir. Bir sayilabilir tabanin varolmas: varsayi-
mimizdan, bir diferensiyellenebilir manifoldun en fazla sayilabilir coklukta baglantili

bilesenlere sahip oldugu gelir.

Ornek 1.3.2. R™, bir tek (R", Idgn) haritasindan olusan atlas araciliguyla belirle-
nen diferensiyellenebilir yap ile bir diferensiyellenebilir n-manifolddur. Buna stan-
dart diferensiyellenebilir yapr ve ortaya ¢ikan koordinat donisimiine standart koor-
dinatlar deriz. Ozel olarak belirtilmedikee her zaman R™ idizerinde bu diferensiyel-

lenebilir yapuy kullanacagiz [7].
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Ornek 1.3.3. Bir sifir boyutlu M topolojik manifoldu tam olarak bir sayilabilir
diskret uzaydir. Her bir p € M noktasi i¢in R® wn bir agik altkiimesine homeomorf
olan p’ nin tek komsulugu {p}’ nin kendisidir, ve sadece bir tane ¢ : {p} — R°
koordinat donusimi vardir. Bu yizden M tzerindeki tim haritalarin kimesi asikar
olarak diferensiyellenebilir bagdasabilirlik sartini saglar ve her sifir boyutlu manifold

bir tek diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [7].

Ornek 1.3.4. U, R™ nin bir agik altkumesi olsun. Bu takdirde, U bir topolojik
n-manifolddur ve tek basina (U, Idy) haritase U dzerinde bir diferensiyellenebilir
yapr tamemlar. Daha genel olarak, M bir diferensiyellenebilir n-manifold ve U, M’

nin herhangi bir acik altkimesi olsun. U tuzerinde bir atlas
Ay = {M ic¢in (V,p) diferensiyellenebilir haritalar : V C U}

seklinde tanvmlayalim. Herhangi p € U noktasy, M’ nin en az bir (W, @) haritasinin
tanam kiimesinde ihtiva edilir. Eger V.= W N U alwrsak, o zaman (V,¢ |v) tanim
kiimest p’ yi iceren Ay’ da bir haritadwr. Boéylece U, Ay’ daki haritalarin tanim
kiimeleri ile ortiliur, ve bunun U i¢in bir diferensiyellenebilir atlas oldugu kolayca
gosterilir. Buradan M’ nin herhangi bir agik altkimesinin kendisi dogal bir sekilde
bir diferensiyellenebilir n-manifolddur. Bu diferensiyellenebilir yapr ile donatilan

herhangi a¢ik altkiimeye M’ nin bir agik altmanifoldu denir [7].

Ornek 1.3.5. Eger My, ..., My, siraswyla nq, ..., ng boyutlu diferensiyellenebilir mani-
foldlar ise My x ... x My, ¢arpvm uzayiman (Up X ... X Uy, @1 X ... X @) seklindeki
haritalarla ni+...4ny, boyutlu bir topolojik manifold oldugu Ornek 1.3.1° de gésterildi.
Bu sekildeki herhangi iki harita diferensiyellenebilir olarak bagdasabilirdir. Clinki

kolayca gosterilebilecegi uzere

(’le X ... X @ZJk) o ((,01 X ... X gﬁk)_l = (’g/}l Og@l_l) X ... X (¢k o 90;1)

diferensiyellenebilir donustimdir. Bu, ¢arpim uzerinde ¢arpim diferensiyellenebi- lir

manifold yapist dedigimiz dogal bir diferensiyellenebilir manifold yapise tanamlar [7].

Asagidaki lemma bir kiime tizerine nasil diferensiyellenebilir manifold yapisi

kuruldugunu gosterir.
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Lemma 1.3.4. (Diferensiyellenebilir manifold insaa etme lemmasi) M bos-
tan farkly bir kime olsun ve asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde her bir o i¢in
bir o : Uy — R™ bire-bir donigimi ile birlikte M’ nin altkimelerinin bir {U,}
kolleksiyonunun verildigint kabul edelim.
i) Her bir o igin o (Uy), R™ nin bir agik altkimesidir,
1) Her bir a ve [ i¢in po(Us NUg) ve (U, NUg) kiimeleri R™ de agiktar,
131) U,NUs # 0 oldugunda <paogogl 1 03(UaNUg) — @0 (UaNUpg) bir diffeomorfizmdir,
i) Sayilabilir ¢oklukta U, kimeleri M’ yi orter,
v) p,q € M farkly noktalar oldugunda ya hem p’ yi hem de q’ yu iceren en az bir
Uy vardir ya da p € Uy, ve q € Ug ile ayrik Uy, Ug kiimeleri vardar.

Bu takdirde her bir (Uy, pa) bir diferensiyellenebilir harita olacak sekilde bir tek

diferensiyellenebilir manifold yapisy vardur [7].

1.3.2 Diferensiyellenebilir Doniigiimler

Tamim 1.3.7. M bir diferensiyellenebilir n-manifold ve f : M — R bir fonksiyon
olsun. Eger herp € M i¢in M’ de tanwm kiimesi p” yi iceren bir (U, @) diferensiyelle-
nebilir haritasy var 6yle ki f o =1 bileske fonksiyonu U = o(U) C R™ agik kimesi

tizerinde diferensiyellenebilir ise f’ ye diferensiyellenebilirdir denir [7].

7
/ \ ,\f{ B
(D)
0 M A

Sekil 1.1. Diferensiyellenebilir fonksiyonlarin tanima

Tanmim 1.3.8. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu icin bir f : M — R* fonksiyonu
ve bir (U, ) haritasy verilsin. f: o(U) — RE, f(:c) = fop Yz) fonksiyonuna f
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nin koordinat temsilcisi denir [7].

Bu tamimdan goriilecegi gibi, f diferensiyellenebilirdir gerek ve yeter sart f” nin
koordinat temsilcisi her bir nokta civarinda en az bir haritada diferensiyellenebilirdir.
Diferensiyellenebilir fonksiyonlarin tanimi kolayca manifoldlar arasindaki dont-

stumlere genellestirilebilir.

Tanim 1.3.9. M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F' : M — N herhangi bir
dontigiim olsun. Eger her p € M i¢in p’ yi ihtiva eden bir (U, @) ve F(p)’ yi ihtiva
eden (V1) diferensiyellenebilir haritalar: var oyle ki F(U) C V ve o Fop™! bileske
dontsimi o(U) " dan (V') ye diferensiyellenebilir ise F'’ ye bir diferensiyellenebilir

dontigtimdir denir [7].

Diferensiyellenebilirlik kavrami lokaldir. Yani M ve N diferensiyellenebilir mani-
foldlar ve F': M — N bir déniigiim olsun. Bu takdirde eger her p € M noktas1 F' |y
kisitlamasi diferensiyellenebilir olacak sekilde bir U komsguluguna sahip ise o zaman
F' diferensiyellenebilirdir. Tersine eger F' diferensiyellenebilir ise onun herhangi
bir agik altkiimeye kisitlamasi diferensiyellenebilirdir. Simdi diferensiyellenebilir
dontigiimleri ingaa etmenin oldukca kullanighh bir yolunu veren 6nemli bir lemma

verelim. Bu lemma ayni zamanda diferensiyellenebilirligin lokal olmasinin formal

bir ifadesidir.

Lemma 1.3.5. M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve {Uy}aca ailesi M’ nin
bir agik ortisi olsun. Her bir o € A icin bir F, : U, — N diferensiyellenebilir
dondisiimii verilsin dyle ki her o, 8 icin Fy |u,rvy= Fp |vanu, olsun. Bu takdirde
her bir a € A igin F |y, = F, olacak sekilde bir tek F': M — N diferensiyellenebilir

dondisimi vardur [7].

Lemma 1.3.6. Diferensiyellenebilir manifoldlar arasindaki her diferensiyellenebilir

dondisim ayni zamanda sireklidir [7, 38].

Ispat. F : M — N bir diferensiyellenebilir dontigiim olsun. Diferensiyellenebilirligin
tanimindan her bir p € M icin, F(U) C V ve po Fo o™t : p(U) — (V) bir
diferensiyellenebilir doniigiim olacak sekilde p’ yi iceren (U, ) ve F(p)’ yi igeren

47



(V, ¢) diferensiyellenebilir haritalar: vardir. Dolayisiyla 1o Fop™! diferensiyellenebilir
doniigiimii siireklidir. ¢ : U — ¢(U) ve ¢ : V' — (V') homeomorfizm olduklarindan

siirekli dontiigtimlerin bir bilegkesi olan
Fly=ylto(WoFop op:U—V

doniigimiinden bahsedebiliriz. F' her bir noktanin bir komgulugunda stirekli oldugun-

dan M tizerinde sureklidir. O

Eger F': M — N bir diferensiyellenebilir doniigiim ise ve (U, @) ile (V, ) sirasiyla
M ve N nin herhangi diferensiyellenebilir haritalari ise o zaman F oFop!
dontigiimiine verilen koordinatlara gére F' nin koordinat temsilcisi denir [7].

Bir F' : M — N dontigtimiiniin stirekli oldugu 6nceden bilinirse F” nin diferensiyel-
lenebilirligi, M ve N nin 6zel diferensiyellenebilir atlaslarinin haritalarindaki koordi-
nat temsilcileri aracihigiyla kolayca kontrol edilebilir. Bunu asagidaki lemma ile

verelim.

Lemma 1.3.7. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N bir stirekli
dondigim olsun. Eger {(Uy, va)} ve {(Vs,¥g)} straswyla M ve N igin diferensiyellene-
bilir atlaslar ise ve eder her bir o ve 3 igin 5 o F o o, tamim kimesi tzerinde

diferensiyellenebilir ise F' diferensiyellenebilirdir [7].

ispat. p € M verilsin ve verilen atlaslardan p € U, ve F(p) € Vj olacak sekilde
(Ua, pa) ve (V3,15) haritalarim segelim. F' siirekli oldugundan U = F~1(V) N U,
kiimesi M’ de agiktir ve F(U) C Vi dir. Boylece (U, ¢, |v) ve (Va, 1) haritalar

diferensiyellenebilirlik tanimindaki gerekli sartlari saglar. O]

Lemma 1.3.8. Diferensiyellenebilir manifoldlar arasindaki diferensiyellenebilir do-

nigimlerin bileskesi de diferensiyellenebilirdir [7, 38, 14].

Ispat. F : M — N ve G : N — P diferensiyellenebilir déniigiimler ve p € M
keyfi bir nokta olsun. G’ nin diferensiyellenebilirliginden F(p) yi iceren (V,0) ve
G(F(p)’ yiigeren (W, ) diferensiyellenebilir haritalar: vardir 6yle ki G(V) C W dir
vepoGolf~t: O(V) — (W) diferensiyellenebilirdir. F siirekli oldugundan F~1(V)
kiimesi M’ de p’ nin bir agik komsgulugudur. Boylece M igin p € U C F~1(V) olacak
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sekilde bir (U, ) diferensiyellenebilir haritas1 vardir. o F oo™t : p(U) — 0(V)
diferensiyellenebilirdir. Bu takdirde G o F(U) C G(V) C W dir ve

bo(GoF)op™ =(oGoh ) o(BoFop™): oU) — (W)

diferensiyellenebilirdir, ¢iinkii bu Oklidyen uzaylarm acik altkiimeleri arasinda diferen-

siyellenebilir doniigtimlerin bir bilegkesidir. O

Bir doniigtimiin diferensiyellenebilir oldugunu gostermenin ii¢ yaygin yolu vardir.
Donitistimii, diferensiyellenebilir lokal koordinatlarda yazmak ve diferensiyellenebilir
elemanter fonksiyonlarin bilegkeleri olarak onun bilesen fonksiyonlarini tanimlamak,
dontigiimii bilinen diferensiyellenebilir doniigtimlerin bir bilegkesi olarak gostermek
ve son olarak da sozkonusu 6zel duruma uygulanabilecek bazi 6zel amagl teoremleri

kullanmak.

Ornek 1.3.6. Bir sifar boyutlu topolojik manifolddan bir diferensiyellenebilir manifol-

da her déniigim otomatik olarak diferensiyellenebilirdir [7].

Ornek 1.3.7. My, ..., M, ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve pr; : My x .. X
My, — M; donusimi i-yinct faktor uzerine wzdusim olsun. Bir F': N — My Xx...x My,
dontusiumi diferensiyellenebilirdir gerek ve yeter sart F; = pr;o F : N — M; bilesen

dontigtimlerinden her biri diferensiyellenebilirdir [7].

Tanim 1.3.10. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar: arasinda bir diffeomor-
fizm, bir diferensiyellenebilir terse sahip olan bir F' : M — N diferensiyellenebilir
bire-bir orten dontsumdir. Eger M ve N arasinda bir diffeomorfizm varsa onlara

diffeomorfiktir denir ve M ~ N ile gosterilir [7].

Eger M bir diferensiyellenebilir manifold ve (U, ¢), M iizerinde bir diferensiyellene-
bilir koordinat haritasi ise, ¢ : U — ¢(U) C R" bir diffeomorfizmdir. Daha genel

olarak;

Tanim 1.3.11. F : M — N bir diferensiyellenebilir dontsim olsun. Her p € M
noktasy F(U) C N agik olacak sekilde bir U komsuluguna sahip ve F' |y: U — F(U)
bir diffeomorfizm ise F’ ye bir lokal diffeomorfizmdir denir [7, 38].
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Tanimdan bir lokal diffeomorfizmin bir lokal homeomorfizm ve dolayisiyla bir
acik dontsiim oldugu acgiktir. Ayrica diferensiyellenebilir manifoldlar arasinda bir

dontigiim diffeomorfizmdir gerek ve yeter sart bir bire-bir 6rten lokal diffeomorfizmdir.

Onerme 1.3.3. 1. Ejer F: M — M’ ve G : My — M diferensiyellenebilir

fonksiyonlar ise, F' x G de diferensiyellenebilirdir.

2. Eger F : M — M' ve G : M — M diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise
(F,G) de diferensiyellenebilirdir [38].

Simdi altmanifoldlar kavrami igin gerekli olacak olan tanjant uzaylardan ve tiirev
dontigiimiinden bahsedelim.
Bir M diferensiyellenebilir manifoldundan R’ ye giden diferensiyellenebilir fonksi-

yonlarin kiimesini F(M) ile gosterelim. F(M), R iizerinde bir cebirdir.

Tanim 1.3.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. Asagidaki iki

sarty saglayan bir v, : F(M) — R fonksiyonuna, p noktasinda bir tanjant vektor

denir [39].
1. Her a,b € R ve her f,g € F(M) i¢in vy(af + bg) = av,(f) + buy(g)

2. Her f,g € F(M) icin v,(fg) = v,(f)-9(p) + f(p)-vp(9)

Bu tanimdaki ikinci esitlige Leibnitz kural: denir.
p noktasindaki buitiin tanjant vektorlerin kimesi 7, M ile gosterilir. T, M kiimesi
agsagidaki toplama ve skalerle carpma iglemleri ile birlikte bir vektor uzayidir ve ona

M manifoldunun p noktasimndaki tanjant uzay: denir [39)].

(vp +wp)(f) = vp(f) +wp(f)
(Avp) () = A(vp(f))

Teorem 1.3.1. F' : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun.
v, € T,M olmak tizere g € F(N) i¢in [Fyp(vp)](g) = vy(go F) esitligi ile tansmlanan
Fyp(vp) : F(N) — R dondisimi, Try N uzayimin bir elemanidur [39].

ispat. F,,(v,) : F(N) — R déniigiimiiniin lineer oldugu ve Leibnitz kuralm sagla-

dig1 kolayca goriiliir. O]
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Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak Fi, : T,M — Ty N donistimi elde

edilir. F, yerine bazen T, F' ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 1.3.13. F' : M — N bir diferensiyellenebilir dontsim ve p € M olmak
uzere Fup - T,M — TrpyN donisimine, F': M — N fonksiyonunun p noktasindaki

tirev donisimi veya diferensiyeli denir [39].

Teorem 1.3.2. ' : M — N bir diferensiyellenebilir dontisim ve p € M olmak

tzere F, donigimai lineerdir [39)].

Ispat. Up, wp € T, M olmak {izere g € F(N) i¢in

[Flp(avy, + wp)](g9) = (av, +wp)(g o F)

=avy(go F) +wp(go F) = aF,p(v,) + Fip(wy)
dir. ]

Onerme 1.3.4. Ejer F : M — M’ ve G : M’ — M" diferensiyellenebilir fonksiyonlar

ve m, G o I’ nin tanam bélgesinden bir nokta ise
(G © F)*m = G*(F(m)) o Flp
dir [39].

Onerme 1.3.5. Eger F : M — M’ bir diferensiyellenebilir fonksiyon ise onun

diferensiyeli olan F, : TM — TM' de diferensiyellenebilirdir [39].

Onerme 1.3.6. Eger pr ve pr', M x M’ c¢arpim manifoldundan siraswyla M ve
M’ dizerine izdigimler ise, A\ = (pri,prl) : T(M x M') — (TM) x (TM') bir
diffeomorfizmdir [39].

Onerme 1.3.7. Eger M bir diferensiyellenebilir manifold ise T M de diferensiyelle-
nebilir manifolddur [7].

Tanim 1.3.14. F : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun. Eger
T,(F) : T,M — TpeyN bire-bir ise F'' ye p € M’ de bir immersiyondur, orten ise
F’yepe M’ de bir submersiyondur denir [7, 38].
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Eger F', p’ de bir immersiyon ise rank,F = boy,M dir. Bu sart p’ nin bir
acik komgulugunda da gerceklenir. Dolayisiyla F', m’ nin bir komsgulugunda bir
immersiyondur. Eger F', p’ de bir submersiyon ise rank,F' = boyp) N dir. Bu sart
p’ nin bir agik komsgulugunda da gerceklenir. Dolayisiyla ', m’ nin bir komgulugunda

bir submersiyondur.

Tanim 1.3.15. F': M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. Eger F', M nin
her noktasinda bir immersiyon ise F'7 ye bir immersiyondur, M nin her noktasinda

bir submersiyon ise F'’ ye bir submersiyondur denir [7, 38].

Simdi diferensiyellenebilirlik ile immersiyon ve submersiyonlar arasindaki iligkileri

sonuclarla verelim.

Sonug 1.3.2. ¢ : M — N bir immersiyon ve F' : P — M bir stirekli dontisium olsun.

Bu takdirde asagidaki durumlar denktir [7]:

i) F diferensiyellenebilirdir,

ii) io F diferensiyellenebilirdir.

M

ioF
N

Sonug 1.3.3. p: M — N bir orten submersiyon ve F' : N — P bir donisum

olsun. Bu takdirde asaqidaki durumlar denktir [7]:

i) F diferensiyellenebilirdir,

ii) F op diferensiyellenebilirdir.
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Sonug 1.3.4. Eger G : M' — M bir immersiyon ve F': M' — My herhangi bir
diferensiyellenebilir fonksiyon ise (G, F) : M' — M x My bir immersiyondur [7].

Sonug 1.3.5. G : M' — M wve F : M| — M, iki immersiyon olsun. Bu takdirde
G X F:M x M — M x M bir immersiyondur [7].

Sonug 1.3.6. 1. pry: My x My — My izdustimi bir submersiyondur.
2. F: M — M veG: M — M submersiyon ise F' x G bir submersiyondur [7].

Sonug 1.3.7. F : M — M’ bir immersiyon olsun. Eger G : M7 — M, F oG
diferensiyellenebilir olacak sekilde surekli bir fonksiyon ise, G de diferensiyellenebilir-

dir [7].
Sonug 1.3.8. Bir submersiyon ag¢ik déntisimdir [7].

Onerme 1.3.8. Ejer F : My — M ve F' : My — M’ dénisimleri (F,F') :
My — M x M’ bir diffeomorfizm olacak sekildeki diferensiyellenebilir dontisimler
ise (Fo, F): TMy — TM x TM' bir diffeomorfizmdir [38].

Uyar1 1.3.1. 7 : TM — M bir submersiyondur [38].
Simdi altmanifold tanimini verebiliriz.

Tanim 1.3.16. M’ ve M iki manifold olsun. Eger M', M’ nin bir alt kiimesi ve
j: M — M dogal dahil etme doniisimi bir immersiyon ise M' manifolduna, M

manifoldunun bir altmanifoldu denir [38].

Onerme 1.3.9. M’, M’ nin bir altmanifoldu ve M”, M’ niin bir altmanifoldu ise

M", M’ nin bir alt manifoldudur [38].

Tanim 1.3.17. M; " den M’ ye bir bire-bir immersiyona My’ den M’ ye bir imbedd-
ing denir [38].

Simdi altmanifoldlar ile ilgili baz1 6zellikleri verelim.

Sonug 1.3.9. 1. M’ nin bir baglantilr altmanifoldu M’ nin bir baglantil altkimesi

olmak zorundadar.
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2. M’ nin bir kompakt altmanifoldu M’ nin bir kompakt altkimesi olmak zorundadar.
3. Bir M manifoldunun bir bileseni, M’ nin bir baglantile altmanifoldudur [38].

Lemma 1.3.9. F' : M — N 1:1 immersiyon olsun. F : M — F(M) C N bir
homeomorfizm ise F(M), N’ de bir altmanifolddur ve F' : M — N bir diffeomorfizm-

dir [47].

Lemma 1.3.10. F' : M — N bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. Bu takdirde
F’ nin Tg grafi, M x N’ nin bir kapaly altmanifoldudur [8, 47].

Onerme 1.3.10. F, M’ den M'’ ne bir submersiyon olsun. Eger G : M’ — M,
G o F diferensiyellenebilir olacak sekildeyse G de diferensiyellenebilirdir [38].

Onerme 1.3.11. Bir F: M — M’ diferensiyellenebilir fonksiyonu bir submersiyon-
dur < F7 nin tanim bolgesindeki her bir m noktas: i¢in, F’ nin bir diferensiyellene-

bilir kesiti vardir oyle ki bu kesitin gérinti bolgesi m’” yi icerir [38, 47].

Lemma 1.3.11. F': M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. F’ nin bir
subimmersiyon oldugunu varsayalim. Bu takdirde, herhangi n € N i¢in F~1(n),

M’ nin bir kapal altmanifoldudur ve herhangi m € F~(n) i¢in
T (F~' (n)) = ker (T, (F))

dir [47].
Submersiyonlarin durumunda daha kuvvetli bir sonuca sahibiz.

Lemma 1.3.12. F': M — N bir submersiyon ve P, N’ nin bir altmanifoldu olsun.

Bu takdirde F~Y(P) , M’ nin bir altmanifoldudur ve
Flpapy : F7Y(P) — P
kwsitlamase bir submersiyondur. Ayrica herhangi m € F~1(P) icin
T (FH(P)) = T F) ™" (Tp(m) (P))
dir [47].
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Simdi ileride sik¢a kullanacagimiz bir kavram olan boliim manifoldu kavramini
verelim.

En genel haliyle bir boliim manifoldunu agagidaki gibi tanimlariz.

Tanim 1.3.18. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve p : M — N bir diferensi-
yellenebilir dontsim olsun. Bir U C N a¢ik altmanifoldu “izerinde tanimlanan

herhangi bir f fonksiyonu icin p~*(U) tzerinde bir p* f fonksiyonunu

(p°f)(z) = f(p(x))

seklinde tanimlayalim. Eger asagidak sartlar saglanwyorsa p dontusumine bir bolim

déndisimad denir [15]:
1. Bir U C N altkimesi agiktir < p~*(U) M’ de agiktar,

2. BirU C N ag¢ik altkiimesi tizerinde tanimlanan bir f fonksiyonu diferensiyel-

lenebilirdir < p*f fonksiyonu diferensiyellenebilirdir.

Bir boliim dontigiimii agagidaki evrensellik ozelligine sahiptir:

degisimli tiggeni verilsin, burada p bir boliim ve ¢ bir diferensiyellenebilir doniigtimdiir.
Bu taktirde ¢ doniisiimii diferensiyellenebilirdir. Eger ¢ ayni zamanda bir boliim
dontigiimii ve ¢ bire-bir orten ise, ¢ bir diffeomorfizmdir. Bu son durum soyle
yorumlanabilir: eger bir M diferensiyellenebilir manifoldundan bir N kiimesine bir
p dontigiimii verilirse, o zaman N kiimesi, p bir boliim dontigiimii olacak sekilde en
fazla bir tane diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [15].

Simdi bir denklik bagintisi verilmesi durumunda boliim manifoldunu inceleyelim.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve R C M x M, M iizerinde bir denklik
bagintisi olsun. M /g, R’ ye gore M’ nin denklik simflarinin kiimesi ve p : M — M /g,
herhangi bir m € M’ yi onun M/g’ deki denklik smifina gotiiren dogal déntigiim

olsun.
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M /g tizerinde boliim topolojisini tammlayalim; yani U C M/g agiktir <=
p Y (U) C M agiktir. O zaman p : M — M/ bir siirekli dontigimdiir ve R’
nin denklik siniflar1 iizerinde sabit olan herhangi F' : M — N siirekli doniigimi

icin agagidaki diyagram degisimli olacak sekilde bir tek

F:M/r— N
siirekli doniigtimii vardir
M—F—=N (*)
F F
M/r

Cenellikle M/ bir manifold degildir. Ornegin M = (0,1) C R ve R de (0,1) x
(0,1)” deki kosegenin ve x,y € (0,1) , z # y icin {(z,y), (y, )}’ in birlesimi olsun.
Bu takdirde, M/ , x ve %’ nin belirlenmesi aracilhigiyla M’ den elde edilir. Agikga

bu topolojik uzay bir manifold yapisina izin vermez.

- p(z)=p(y)

M M /R

Varsayalim ki M /g, p: M — M /g bir submersiyon olacak sekilde bir diferensi-
yellenebilir yapiya sahip olsun. p siirekli oldugundan M/g’ deki herhangi U agk
kiimesi i¢in p~1(U), M’ de agiktir. Ayrica, p bir acik doniigiimdiir. Buradan p~'(U),
M’ de agik olacak sekildeki herhangi U C M/ altkiimesi i¢in U = p (p~1(U)) kiimesi
M/ g’ de aciktir.

Boylece M /g’ deki bir U altkiimesi aciktir < p~2(U) , M’ de agiktir, yani M/p

tizerindeki topoloji boliim topolojisidir.
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Ayrica, (x)" dan , eger M’ den bir N diferensiyellenebilir manifolduna giden F
doniigiimii diferensiyellenebilir ise, F' : M/ — N doniisiimii de diferensiyellenebilir-
dir.

Boyle bir diferensiyellenebilir yapinin tek oldugunu gosterelim. Aksini kabul
edelim ve (M/g); ve (M/g)2 bu ozelliklerle iki manifoldu gostersin. Bu durumda,
yukaridaki uyaridan dolay1 (M/gr)1 — (M/gr)2 ve (M/g)2 — (M/r); birim doénii-
stimleri diferensiyellenebilirdir. Boylece birim doniigim (M/g); ve (M/g)2’ nin bir
diffeomorfizmidir, yani M/ g tizerindeki diferensiyellenebilir yapilar birimseldir.

Béylece M/, p: M — M/ g bir submersiyon olacak sekilde bir diferensiyellene-
bilir yapiya izin verirse ona R’ ye gére M’ nin boliim manifoldu oldugunu soyleriz.
Bu durumda, denklik bagintis1 regiilerdir denir.

Eger M/ g boliim manifoldu var ise, p : M — M/ g bir submersiyon oldugundan

p ayni zamanda bir a¢ik dontigiimdiir [38, 40, 47].

Teorem 1.3.3. M bir diferensiyellenebilir manifold ve R, M tuzerinde bir denklik

bagintisy olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar denktir [38]:
i) R bagintisy regilerdir.

ii) R, M x M’ nin kapalr altmanifoldudur ve pri,pro : M x M — M dogal

wzdugsumlerinin py, ps : R — M kisitlamalary submersiyondurlar.

Onerme 1.3.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve R, M tizerinde bir regiiler
denklik bagintisy olsun. p : M — M/g, M’ den M/g tzerine dogal déniigimi
gastersin. m € M olmak tuzere N, m’ min denklik sinifo olsun. Bu takdirde N, M’

nin bir kapaly altmanifoldudur ve
boymN = boym M — boypm)yM/ g
dir. Ozel olarak, eger M baglantils ise M/ de baglantiadur [7, 38].

M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar, Ry, ve Ry sirasiyla M ve N iizerinde
regiler denklik bagintilari olsun. Bu takdirde, M x N {izerinde bir R denklik

bagintisini soyle tanimlayabiliriz:

(m,n) ~ (m',n') & (m,m’) € Ryy ve (n,n') € Ry.
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qg: MxMxNXxN-—MxNxMxN
(m,m',n,n") — q(m,m',n,n") = (m,n,m',n’)
diffeomorfizmini diigiinelim. ¢ agikca Ry, x Ry kapali altmanifoldunu R iizerine

dontgtiriir. Boylece R, M x N x M x N’ nin bir kapali altmanifoldudur. Eger

karsilik gelen projeksiyonlar:
PM’Z‘ZRM—>M7PN71‘IRN—>N ve PZR—>MXN
ile gosterirsek agagidaki degisimli diyagrama sahip oluruz:

MxMxNxN—-2

R

P X PN

M x N
Bu, R’ nin regiiler olmasimi ve (M x N)/g’ nin varolmasim gerektirir.

Ayrica; eger
py M —M/g,pv:N— N/gve p: M x N — (M x N)/r

ile gosterirsek agagidaki diyagram degisimlidir:

M x N P (M x N)/g

PM XPN

M / Ry X N / Ry
(MxN)/r — M/rxN/g bir bire-bir 6rten dontigiim oldugundan ayni zamanda
bir diffeomorfizmdir. Burada biitiin doniisimler diferensiyellenebilirdir ve yatay

dontigiimler ayni1 zamanda submersiyondurlar. Boylece agagidaki sonucu elde ederiz:

Lemma 1.3.13. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar, Ry, ve Ry swraswyla M

ve N tizerinde regiiler denklik bagintilar: olsun. Bu takdirde,
R ={((m,n),(m',n"))|(m,m') € Ry, (n,n") € Ry}
denklik bagintisy regulerdur.

Ayrica, (M X N)/r — M/r x N/gr dogal dontgimi bir diffeomorfizmdir [38].
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1.3.3 Lie Gruplar

Tanim 1.3.19. Bir G Lie grubu; m : GXG — G, (g, h) — gh carppm vei: G — G,
g +— g~ ters doniisiimleri diferensiyellenebilir olacak sekilde bir diferensiyellenebilir

manifold yapisina sahip olan bir G grubudur [14].

Diferensiyellenebilir doniigtimler siirekli oldugundan bir Lie grup ayni zamanda

bir topolojik gruptur.

Ornek 1.3.8. Reel terimli tersi alinabilir nxn matrislerin kiimesi GL(n,R), matris
carpimy altinda bir gruptur ve M(n,R) vektor uzayiman bir agik altmanifoldudur.
Bir AB carpim matrisinin matris terimleri A ve B nin terimlerindeki polinomlar
oldugundan carpwm diferensiyellenebilirdir. Ters islemi de diferensiyellenebilirdir.
Ciinkii Cramer kuraly A min terimlerinin rasyonel fonksiyonlar: olarak A~ in terim-

lerini belirler [7].

Ornek 1.3.9. Gy ve Gg iki Lie grup olsun. Bu takdirde Gi X Gy direkt ¢arpim
carpim manifoldu yapisy ile bir Lie gruptur. Gercekten G x Gy kimesinin elemanlar:

g € G1 ve h € Gy olmak tizere (g, h) seklindeki elemanlardir. Gy x Go tzerinde

(91, h1) (92, h2) = (9192, haha) (1)

iglemi ile bir grup yapisy tanamlanar. (1) ifadesi koordinatlar cinsinden

(911, ey Gins Pty oy hm)(gm, vy G2n, oy, ~-~7h2n) = ((9192)1, ey (hth)n)
seklindedir. G ve Gy Lie grup olduklarindan, her bir (g192)i, (1 =1,..,n), g1 ve go
nin ve her bir (h1hs);, (1 =1, ..,n), hy ve hy nin koordinatlarinan bir diferensiyellene-

bilir fonksiyonudur. Béylece (1) ile tanimlanan
(Gl X Gg) X (Gl X Gg) — Gl X Gz
dontigtimi diferensiyellenebilirdir ve dolayisiyla Gy x Go bir Lie gruptur [40].

Bu 6rnegi genellegtirecek olursak; G, ..., Gi Lie gruplar olmak tizere G X ... X G,

direkt ¢arpimi
(915 s ) (1, ooy Bie) = (giha, ..., gihu)

iglemi ile bir Lie gruptur [7].
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Tanim 1.3.20. G bir Lie grup olsun. Eger H, G nin bir altgrubu ve G nin bir
(immersed) altmanifoldu ise H ya G nin bir Lie altgrubudur denir [15, 45].

Ozel olarak, bir Lie grubun kapali altgruplari ile ilgilenecegiz. Dolayisiyla kapali

altgruplarin tanimini verelim.

Tanim 1.3.21. Bir G Lie grubunun bir altgrubu ve bir kapaly altkumesine G nin

kapaly altgrubu denir [45].
Kapali altgruplarin Lie altgrup oldugunu asagidaki teorem araciligiyla soyleriz.

Teorem 1.3.4. Eger H, bir G Lie grubunun bir kapalr altgrubu ise H, G nin bir
altmanifoldudur ve buradan G nin bir Lie altgrubudur [{5].

Sonug 1.3.10. Bir G Lie grubunun herhangi H Lie altgrubu G de kapalidir [47].

Teorem 1.3.5. G bir Lie grup olsun. G° ile birimin baglantil bilesenini gosterelim.
Bu takdirde G°, G nin bir normal altgrubudur ve bir Lie gruptur. G /G° bolim grubu
ayriktur [47].

ispat. G° 1n carpim ve ters iglemleri altinda kapali oldugunu ve bir normal altgrup
oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bir baglantili topolojik uzayin siirekli bir doniigtim
altinda goriintiisii baglantili oldugundan 4 ters doniisiimii G° 1 G nin tek bilesenine
gotiirmelidir. Bu bilegen i(e) = e yi igerir. Yani G° dir. Benzer bir diigiinceyle G°
i ¢carpim altinda kapali oldugunu gosterebiliriz.

Simdi G° 1 bir normal altgrup oldugunu gosterelim. Eger g € G ve h € GV ise
ghg™! € G° oldugunu ispatlamaliyiz. ¢ aracihigiyla eslenik siireklidir ve bu yiizden
G° 1 G nin bir baglantih bilesenine gotiirecektir. Eslenik déniisiimii e’ yi sabit
biraktigindan bu bilesen G° dur.

Boliimiin ayrik oldugu aciktir. O

Tanim 1.3.22. G ve H Lie gruplar olsun. Bu takdirde G den H wya bir Lie
grup homomorfizmi, ayni zamanda bir grup homomorfizmi olan bir F : G — H
diferensiyellenebilir dontsumudir. Eger F aynit zamanda bir diffeomorfizm ise F
ye bir Lie grup izomorfizmi denir. Bu durumda G ve H man izomorfik Lie gruplar

oldugunu séyleriz [7].

60



Ornek 1.3.10. G bir Lie grup ve g € G olsun. C,: G — G yi Cy(h) = ghg™!
seklinde eslenik olarak tamimlayalim. Bu takdirde, grup carpima diferensiyellenebilir
oldugundan Cy diferensiyellenebilirdir. Kolayca gosterilebilecegi gibi Cy ayni zamanda

bir grup homomorfizmidir. Béylece Cy bir Lie grup homomorfizmidir [7].

Onerme 1.3.13. Lie grup homomorfizmlerinin bileskesi yine bir Lie grup homomor-

fizmadir [7].

Bir Lie grup tzerinde iki 0zel doniigim tanimlariz. Bu dontigiimler Lie gruptaki
herhangi bir elemani birim eleman civarina tagimamiza imkan verir. Boylece birim

eleman civarinda gecerli olan ozellikler grubun tamami igin gecerli olur.

Tanim 1.3.23. G bir Lie grup ve a € G olsun. Bu takdirde

L, : G—G, g L,(g9) = ag,

R, : G— G, g— R.(g9) =ga
dontigimlerine siraswyla sol ve sag dontigim denir [45].

Bu doniigiimler G Lie grubunun iglemi ile tanimlandig i¢in diferensiyellenebilirdir-
ler. Ayrica
Lg 0 Lg, = Lgg, ve Ry 0 Ry, = Ry,

dir. Eger e € G birim eleman ise L, = Id = R, dir. Dolayisiyla (L,)™! = L,-1 ve
(Ry)~t = Ry~ dir. Boylece her bir g € G i¢in L, ve R, birer diffeomorfizmdir.

Herhangi bir g € G eleman1 , L,-1 (veya R,-1) dontisiimii aracihigiyla e € G
birimine tagiabilir.

g,h € Gigin L, o Ry, = Ry, o Ly olup sol ve sag doniigtimleri degigimlidir. Zincir
kuralindan

Ton(Lyg-1) 0 Ty (Ly) = Th(Lg-1 0 Ly) = Id

dir. Dolayisiyla T} (L) tersi almabilirdir. Yani T,(L,-1) : Ty(G) — T(G) indirgenmis
doniigimi bir vektor uzay: izomorfizmidir. R, sag doniigiimii icin de benzer durum
sozkonusudur.

Topolojik ve diferensiyel geometrik olarak bir G Lie grubunun her H altgrubu
herhangi bir h € H noktasinda birim ile aym (birimdeki gibi) goriiniir. Ciinki A, G

61



manifoldunun bir diffeomorfizmi olan sol (ya da sag) doniigiim aracihgiyla kendisine
dontigiir. Dolayisiyla bir H altgrubunun bir Lie altgrup oldugunu gerceklemek igin

onun birimin bir komgulugunda bir altmanifold oldugunu gostermek yeterlidir.

Tanim 1.3.24. G bir Lie grup ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. G
nin M dzerine bir diferensiyellenebilir (sol) etkisi asagidaki sartlary saglayan bir

p: G x M — M diferensiyellenebilir doniisimaidir [47]:
i) Her m € M igin u(e,m) =m,

ii) Herm € M wve g,h € G i¢in u(g, u(h,m)) = u(gh,m) dir, yani

idg X

GxGxM GxM
mxidys n
Gx M m M

diyagrama degisimlidar.

Bu durumda M manifolduna bir G-manifold denir. (i) ve (ii) sartlarin kisaca
e-m=mveg-(h-m)=(gh)-m seklinde yazariz.
Sag etki durumunda bu sartlar sirasiyla m -e = m ve m - (g - h) = m - (gh)

seklindedir.

Ornek 1.3.11. Her G Lie grubu kendisi tizerine siraswla g - h = Ly(h) = gh
sol déniisim ve g - h = Rp(g9) = gh sag dénisim araciligiyla soldan ve sagdan

diferensiyellenebilir olarak etki eder [47].

Tanim 1.3.25. Bir G Lie grubunun bir M diferensiyellenebilir manifoldu izerine
bir diferensiyellenebilir etkisi verilsin.

a) Eger her m,n € M i¢in g-m = n olacak sekilde bir g € G varsa etkiye gegiglidir
denir,

b) Eger her m € M i¢in g - m = m egitligi ancak g = e ile saglamyorsa etkiye

serbesttir denir [38].
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G nin M fzerine bir diferensiyellenebilir etkisi y : G x M — M olsun. Bu
takdirde her g € GG igin bir

T(g): M — M, m—7(g)(m)=g-m

dontigimii tammmlanz. 7(gh) = 7(g9)7(h) oldugu kolayca goriilir. Ayrica 7(g)
diferensiyellenebilirdir. Buradan her g € G icin 7(g), 7(¢7') tersi ile M nin bir
diffeomorfizmidir [47].

G Lie grubu M diferensiyellenebilir manifoldu iizerine soldan etki etsin. Bu
durumda Q = G-m = {g-m | g € G} kiimesine m € M noktasinin G-yoriingesi
denir. p(m) : G — M, p(m)(g) = g - m diferensiyellenebilir déntigiimii, m nin
yoriinge doniigiimiidiir. Ayrica p nun goriintiisii G - m yoriingesidir [47].

G nin M fzerine etkisi gecisli ise M nin kendisi bir G-yoriingedir.

Gn={9€G|g-m=m}=p(m)(m) kiimesi G’ de bir altgruptur ve G,,” ye

G i¢inde m nin izotropi grubu veya dengeleyicisi denir [47].

Lemma 1.3.14. Her m € M i¢in p(m) : G — M yoringe déniigimi sabit ranka

sahiptir. Ayrica p(m) bir subimmersiyondur [47].

Onerme 1.3.14. Her m € M icin G, wzotropi grubu G nin bir Lie altgrubudur.
Ayrica T,(G,,) = ker (To(p(m))) dir [47].

G ve H iki Lie grup ve f : G — H bir Lie grup homomorfizmi olsun. Bu takdirde

H tuzerinde G’ nin bir
(9,h) = f(g)h, ge G,he H

diferensiyellenebilir etkisini tanimlayabiliriz. e € H nin G’ deki izotropi grubu

ker f = {g € G| f(g) = e} Lie altgrubudur. Boylece agagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 1.3.15. f G — H Lie gruplarin bir homomorfizmi olsun. Bu takdirde

i) f: G — H homomorfizminin ¢ekirdegi ker f, G’ nin bir normal Lie altgrubudur,
ii) T.(ker f) = ker (T.f) dir,

iii) f: G — H donigimi bir subimmersiyondur [47].
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Lie gruplarm bir homomorfizminin ¢ekirdegi bir Lie altgrup oldugu halde bir
Lie grup homomorfizminin goriintiisii bir Lie altgrup olmak zorunda degildir. Bunu

asagidaki uyari ile verelim.

Uyar: 1.3.2. Eger f (G) bir altmanifold ise f (G), H’ da bir Lie altgruptur. Fakat
her zaman f (G) bir altmanifold olmaz [15].

Tanim 1.3.26. G, bir M diferensiyellenebilir manifoldu tuzerine etki eden bir Lie

grup olsun. M uzerinde bir Rg denklik bagintisini asagidaki gibi tanimlayalim.
Re={(g-mm)eMxM|geGmeM}.

Bu denklik bagintisinan denklik simiflars M 1izerindeki G-yéringelerdir. M /R¢g boli-

mine M’ nin yoringe uzayr denir ve M /G ile gosterilir [47].

Teorem 1.3.6. G, bir M diferensiyellenebilir manifoldu tizerine diferensiyellenebilir

olarak etki eden bir Lie grup olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:

i) Rg bagintisy regilerdir,
ii) Rg, M x M’ nin bir kapalr altmanifoldudur [47].

Ispat. Teorem 1.3.3 den (i) = (i) oldugu aciktir. (i) = (i) oldugunu ispatlamak

icin Teorem 1.3.3" den py : Rg — M nin bir submersiyon oldugunu gostermeliyiz.
6:GxM—MxM, (g,m)— (g-m,m)

doniigiimiini tanimlayalim. Agikga 6 diferensiyellenebilirdir ve M x M’ deki goriintii-
siit Rg’ ye esittir. Dolayisiyla 8" y1 G x M’ den R¢ lzerine bir diferensiyellenebilir
doniigiim olarak gozoniine alabiliriz. Bu takdirde py o = pro : G x M — M dir.
Boylece bu bilegke bir submersiyondur. 6 orten oldugundan p, de bir submersiyon

olmak zorundadair. O

Bu teoremin bir sonucu olarak, eger R bir kapali altmanifold ise M /G yoriinge
uzay1 dogal bir diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir ve p : M — M/G
dogal doniigtimi bir submersiyondur. Bu durumda grup etkisinin regiiler oldugunu

soyleriz ve M /G’ ye M’ nin ydringe manifoldu deriz [47].
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Regiiler bir etki icin Onerme 1.3.12" den M’ deki tiim G-yériingeler M’ nin
kapali altmanifoldlaridir. Bu durumda €2, M’ de bir yoriingedir. Lemma 1.3.14’ den
dolay1 G x 2 — () indirgenmis dontigiimii G’ nin € iizerine bir diferensiyellenebilir
etkisidir. Ustelik bu etki geciglidir. Herhangi g € G i¢in 7(g) : Q — Q doniigiimii bir
diffeomorfizmdir. Bu, her g € G icin b0yy.,,{2 = boy,, {2 olmasim gerektirir. Ayrica
m € Qigin p(m) : G — Q yoriinge doniigiimii Lemma 1.3.14 den dolay1 bir orten
subimmersiyondur.

Ayrica 0 : G x M — Rg doniigiimii bir orten diferensiyellenebilir dontigtimdiir.
m € M segelim ve {2, m’ nin yoriingesi olsun. 37, : G — G x M ile g € G

)

icin j,,(g9) = (g,m) diferensiyellenebilir déntigiimiinii gosterelim. j,,” nin G’ den
G x M’ nin G x {m} kapal altmanifoldu iizerine bir diffeomorfizm oldugu agiktir.
Benzer sekilde k&, : Q — M x M ile n € Q i¢in k,,(n) = (n,m) diferensiyellenebilir
doniigiimiini gosterelim. Agikca k,,,, €2’ dan 2 x {m} kapali altmanifoldu {izerine bir
diffeomorfizmdir. Q x {m} = Rg N (M x {m}) oldugundan onu R’ nin bir kapal

altmanifoldu olarak diigiinebiliriz. Bu durumda asagidaki degisimli diyagrama sahip

oluruz.

GxM n M x M
Eger 6 : GXx M — R doniigiimii bir diffeomorfizm ise G Lie grubunun M {izerine
bir regiiler diferensiyellenebilir etkisine serbesttir deriz.
Yukaridaki diyagram, eger G’ nin etkisi serbest ise tiim yoriinge doniigtimlerinin
G’ den yoriingeler iizerine diffeomorfizm olmasini gerektirir. Ayrica m € M i¢in G,
izotropi gruplar1 agikardir [47].
Simdi Lie boliim gruplari i¢in agagidaki bilgileri verelim.

G bir Lie grup ve H, G’ nin bir Lie altgrubu olsun. Bu takdirde

w  HxG—G

(h,g) +— u(h,g)=hg

seklinde H’ nin G {izerine bir diferensiyellenebilir sol etkisi tanimlanir. Kargilik
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gelen 0, : H x G — G x G dontigimii 0,(h, g) = (hg, g) ile verilir. Bu déniigiim

o : GxGE—-GExd

(h,g) +— a(h,g) = (hg,g)

doniigiimiintin H x G’ ye kisitlamasidir ve agikca diferensiyellenebilirdir. Ayrica a;’
nin tersi §; : G x G — G x G, Bi(h,g) = (hg™!, g) dontigimiidiir. Dolayisiyla
oy bir diffeomorfizmdir. Bu, «;” nin H x G’ ye kisitlamasi olan 6" nin de Rg
goriintiisti iizerine bir diffeomorfizm olmasini gerektirir. Boylece Rg, G x G’ nin
bir kapali altmanifoldudur ve H’ nin G tizerine bu etkisi regiilerdir ve serbesttir.
Boliim manifoldu H\G ile gosterilir ve H’ ya gore G’ nin sag yan kiime manifoldu
denir [47].

Benzer sekilde p, : H x G — G, (h,g) — gh™! doniisimi H’ nin G iizerine
bir sol diferensiyellenebilir etkisini tanimlar. Kargilik gelen 6, : H x G — G x G

doniigiimii 0,.(h, g) = (gh™, g) ile verilir. Bu doniigiim

a 1 GxG—-GxG

(h,g) — (gh™',g)

doniigiminin H x G’ ye kisitlamasidir. Bu doniigiim agikga diferensiyellenebilirdir
ve tersi B, : G X G — G x G, (h,g) — (gh,g) doniigiimiidiir. Dolayisiyla «;, bir
diffeomorfizmdir. Bu, a,” nin H x G’ ye kisitlamasi olan 6,” nin Rg gortintiisii
tizerine bir diffeomorfizm olmasini gerektirir. Bdylece Rg, G x G’ nin bir kapal
altmanifoldu olup H’ nin G tizerine bu etkisi regiiler ve serbesttir. Boliim manifoldu
G/ H ile gosterilir ve H’ ya gore G’ nin sol yan kiime manifoldu denir [47].

G, sag doniigiim araciligiyla kendisi izerine diferensiyellenebilir olarak etki ettigin-
den bir

GxG5 G5 H\G

diferensiyellenebilir doniigsimuni olusturabiliriz. Bu doniigiim sag yan kiimeler iize-
rinde sabittir. Yukaridaki diigiinceden dolay1 bu déntigiim bir pg, : G x H\G —
H\G diferensiyellenebilir doniigiimii indirger. Bu déniigiim G’ nin H\G iizerine bir

diferensiyellenebilir etkisidir.
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Benzer sekilde G, G/H sol yan kiime manifoldu iizerine diferensiyellenebilir
olarak etki eder.

Bu soylediklerimizi bir teorem ile verelim.

Teorem 1.3.7. H, bir G Lie grubunun bir Lie altgrubu olsun. G’ de H nwn sol yan
kiimelerinin G/H kiimesi, p : G — G/H , g — gH kanonik dénisimi bir bolim
dontigtimi olacak sekilde bir tek diferensiyellenebilir yapwya sahiptir. Ayrica G/H
tzerinde G grubunun (sol donigimler araciliguyla) kanonik etkisi diferensiyellenebilir-
dir [15].

Onerme 1.3.16. Eger H bir G Lie grubunun kapaly baglantily Lie altgrubu ise, o

zaman G/H bélim kiimesi, G’ nin bir bolim manifoldunun yapisina sahiptir [38].

Eger N, G’ nin bir normal Lie altgrubu ise boliimiin tekliginden diferensiyellenebi-
lir manifoldlar olarak G/N = N\G oldugu gelir. Ayrica G x G — G/N, (g,h) —
p(gh™) = p(g)p(h)~! déniigiimii G/N x G/N uzaym tamimlamamiza imkan verir.
Bu, G/N’ nin bir Lie grup oldugunu ispatlar.

Tanim 1.3.27. N, bir G Lie grubunun bir normal Lie altgrubu olsun. Bu taktirde,

G/N’ ye N normal Lie altgrubuna gore G’ nin Lie bolim grubu denir [15].

Eger G grubu bir M diferensiyellenebilir manifoldu tizerine, N’ nin etkisi agikar
olacak gekilde, etki ederse, o zaman G /N boliim grubunun M {izerine indirgenmisg
etkisi diferensiyellenebilirdir.

Simdi N normal Lie altgrubu yerine izotropi gruplarinin ele alinmasi durumunda
boliim grubu yapisini inceleyelim.

G, bir M manifoldu iizerine diferensiyellenebilir olarak etki eden bir Lie grup ve
m € M olsun. G’ de m’ nin Gy, izotropi grubunu alalim. Bu takdirde p(m) : G — M
yoriinge dontigiimii sol G,,-yan kiimeler {izerinde sabittir. Dolayisiyla p(m), G/G,,
sol yan kiime manifoldunu tamimlamamiza imkan verir, yani agagidaki degigimli

diyagrama sahibiz:

a p(m) M
p
d(m)
G/Gr,
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p(m), Lemma 1.3.14" den dolay1 sabit ranka sahip oldugundan

rank,p(m) = rank.p(m) = boy im (T.(p(m))) = boy T.(G) — boy ker T,(p(m))
= boy T.(G) — boy T.(Gp,) = boy G — boy G, = boy G /G,

dir. Diger taraftan, p bir submersiyon oldugundan
rankyq0(m) = rankgp(m) = boyG /Gy,

dir. p 6rten oldugundan bu, §(m)’ nin bir subimmersiyon olmasimi gerektirir. Diger
taraftan 0(m) bire-birdir. Béylece d(m) bir immersiyon olmak zorundadir.
Ozel olarak, eger f : G — H Lie gruplarin bir homomorfizmi ise Lie gruplar ve

onlarim homomorfizmlerinden olusan

G

G/kerf

degigimli diyagramini olugturabiliriz. ¢ morfizmi bir immersiyondur. Boylece her
Lie grup homomorfizmi biri érten submersiyon ve digeri bire-bir immersiyon olan
iki Lie grup homomorfizminin bir bilegkesi olarak temsil edilebilir.

Etkiler ile kesitler arasinda yakin bir iligki vardir. Simdi bu iligkiyi verelim.

G, bir M manifoldu iizerine diferensiyellenebilir olarak etki eden bir Lie grup
olsun ve etkinin regiiler oldugunu kabul edelim. Boylece M /G bélim manifoldu
mevcuttur ve p : M — M /G dogal déntigimii bir submersiyondur. U, M /G’ de bir
acik kiime olsun. p o s = idy olacak sekildeki bir s : U — M diferensiyellenebilir
dontigimiine bir lokal kesit denir. p bir submersiyon oldugundan her bir u € M/G
noktasi, bir U agik komsguluguna ve U fizerinde bir s lokal kesitine sahiptir.

U C M/G bir agik kiime ve s : U — M bir lokal kesit olsun. Bir ¢ = po(idgxs) :
GxU — M diferensiyellenebilir doniisiimiinii tammlayalim. Ikinci koordinat tizerine

izdligimii py : G x U — U ile gosterirsek her g € G ve U igin
p((g,u)) = p(u(g, s(u))) = p(g - s(u)) = p(s(u)) = u = p2(g, u)
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dur, yani

GxU M
p2 p
U M/G

diyagrami degigimlidir.

Ayrica M’ nin p~!(U) agik altkiimesi doygundur ve s(U) C p~(U) dur. m €
p~'(U) alahm. Bu takdirde p(m), m’ nin Q yoriingesine kargilik gelir. Ustelik
p(s(p(m))) = p(m) ve s(p(m)) de Q i¢indedir. Bu bir g € G igin m = g - s(p(m)) =
(g, p(m)) olmasm gerektirir ve ¢ doniigimii G x U’ dan p~!(U) {izerine bir 6rten
diferensiyellenebilir dontisiimdiir.

u € U ve g€ G igin m = s(u) olsun. Q ile m’ nin G-yoriingesini gosterelim.
Bu takdirde T, (p) o Tu(s) = lp,uyc) dir. Boylece T,(s) : T,(M/G) — T, (M)
bir bire-bir lineer doniigiimdiir, 7,,(p) bir oérten lineer doniigiimdiir, ker 7,,(p) N
im T,(s) = {0} dir ve T,,(M) = ker T}, (p) @ im T,(s) dir. Onerme 1.3.14’ den
ker T, (p) = T,,(2) dir. Dolayisiyla T, (M) = T,,(2) @ im T,(s) dir.

Simdi T{g,u)(¢) : T(gu) (G x U) — Ty.n(M) diferensiyelini hesaplayalim. i, : G —
G x {u} vei, : U — {g} x U olsun. Ilk olarak her h € G i¢in

(oiu)(h) =h-m=7(g)(g""-h-m) = (r(g)op(m))(g~"h) = (r(g) o p(m) o Ly-1)(h)
dir. Dolayisiyla her iki tarafin diferensiyelini alirsak

Ty(4 0 in) = Trn(7(g)) © Te(p(m)) © Ty(Lg-1)
olur. Ikinci olarak

(Y oig)(v) =g s(v) = (T(g) © s)(v)
olup her iki tarafin diferensiyelini alirsak
Tu(¢ 0 ig) = Tin(7(g)) © Tuls)
olur. Tiy.u)(G x U) = T,(G) ® T,,(M/G) oldugundan X € Ty(G) ve Y € T,(M/G)
Tiguy()(X,Y) = Tn(m(g)(Te(p(m))(Ty(Lg—1))(X) + Tin(7(9))(Tu(s))(Y)
= Tu(r(g)(Te(p(m))(Ty(Lg-1))(X) + Tu(s)(Y))
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olur. 7(g) bir diffeomorfizm oldugundan 7,,,(7(g)) : T, (M) — Ty (M) bir lineer
izomorfizmdir. Ayrica L, bir diffeomorfizm oldugundan Ty(L,-1) : T,(G) — T.(G)

bir lineer izomorfizmdir. Buradan T{, (1)) ortendir gerek ve yeter sart
im T.(p(m)) +im T,(s) = T, (M)

dir. Acgikgaim T.(p(m)) C T,,(£2) ve daha énce sdyledigimiz gibi T,,,(Q)®im T, (s) =
T(M) dir. Buradan T{,,)(¢)) ortendir gerek ve yeter sart T.(p(m)) : To(G) —
T,,(Q2) ortendir.

Boylece 1, G x U’ dan p~*(U) iizerine bir 6rten submersiyondur gerek ve yeter

)

sart tiim p(m) yoringe dontigiimleri G den m € s(U)’ nun yoriingeleri iizerine
submersiyonlardir. p(h - m) = p(m) o Ry-1 ve Rj,-1 bir diffeomorfizm oldugundan
p(h-m), h € G, ler aym rankli subimmersiyonlardir. Boylece yukaridaki sart tiim

)

p(m) doniigiimlerinin G* den m € p~'(U)’ nun yoriingeleri iizerine submersiyon
olmalarina denktir. 6(m) : G/G,, — M déniigiimi bir bire-bir immersiyon oldugun-
dan bu, tiim ¢§(m) doniigiimlerinin G/G,,” den m € p~!(U)’ nun yoriingeleri tizerine
diffeomorfizm olmalarina denktir.

M bir manifold olsun. G’ nin G x M fizerine
par(g, (h,m)) = (gh,m) , g,h € G, me M
etkisini ele alalim. Bu etki agik¢a diferensiyellenebilirdir ve
Re ={(g,m,h,m) € G x M x G x M}

dir. Boylece Rg, G X M x GG x M’ nin bir kapali altmanifoldudur ve etki regiilerdir.
Ayrica karsilik gelen 6y, : G x G x M — G x M x G x M déntigimii 0y,(g, h,m) =
(gh, m, h,m) ile verilir. Dolayisiyla 6y;, GXGx M den R tizerine bir diffeomorfizmdir
ve G’ nin G x M tzerine etkisi serbesttir [47].

Simdi bu soylediklerimizi bir teorem ile ifade edelim.

Teorem 1.3.8. G, bir M manifoldu tzerine diferensiyellenebilir olarak etki eden
bir Lie grup olsun. FEtkinin reguler oldugunu kabul edelim. Bu takdirde asagidaki

sartlar denktir:
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i) G’ nin etkisi serbesttir,
ii) Tim p(m): G — Q, m € M, yoringe doniigimleri birer diffeomorfizmdir,

iii) Her w € M/G noktast i¢in, M/G’ de uw’ nun bir U agik komsulugu ve bir
s: U — M lokal kesiti vardwr oyle ki ¢ : G x U — M donisimi G x U’ dan
M’ nin p~Y(U) agik altmanifoldu tizerine bir diffeomorfizmdir [47].

1.3.4 Ortii Manifoldlari

Tamim 1.3.28. (Diferensiyellenebilir Ortii) Eger M ve M baglantily diferensiyel-
lenebilir manifoldlar ise birp : M— M diferensiyellenebilir ortu donisimi asagidaki
ozellik ile bir diferensiyellenebilir orten donustimdir:

her p € M noktas: bir U baglantils komsuluguna sahiptir oyle ki

p~YU)’ nun her bir bileseni p aracihiguyla diffeomorfik olarak U

tizerine donugur.
Bu durumda U’ ya kanonik komsuluk, M manifolduna ortinin tabani ve M ya da

M nin bir érti manifoldu denir [7].

Ozel olarak bir diferensiyellenebilir 6rtii doniisiimii bir topolojik ortii doniistimii-
diir. Bununla birlikte sunu belirtmeliyiz ki bir diferensiyellenebilir 6rtii doniigtimii
diferensiyellenebilir olmasi nedeniyle bir topolojik ortii doniigiimiinden daha kapsam-
lidir. Diferensiyellenebilir 6rtii dontiglimiiniin tanimi ek olarak p’ nin, kanonik bir
komgulugun ters gortintiisiintin her bir bilegsenine kisitlamasinin bir diffeomorfizm
olmasini gerektirir.

Diferensiyellenebilir ortiilerin 6zelliklerine dair su onermeyi verelim.

Onerme 1.3.17. i) Herhangi bir diferensiyellenebilir érti donisimi bir lokal diffeo-
morfizmdir ve bir acik donusimdir.

ii) Bir 1-1 diferensiyellenebilir érti dondsimai bir diffeomorfizmdir.

iii) Bir topolojik rti donisimi bir diferensiyellenebilir orti doniisimaidir gerek ve

yeter sart o bir lokal diffeomorfizmdir [7].

P o ]\Z — My ve py : ]\% — M, diferensiyellenebilir 6rtii doniigtimleri ise

p1 X s i My x My — My x M, bir diferensiyellenebilir értii doniisiimiidiir [7].
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D M — M bir diferensiyellenebilir ortii dontigiimii olsun. p ayni zamanda bir
topolojik o6rtii doniisimii oldugundan bir U C M altkiimesinin kanonik olmasinin
ne demek oldugu hakkinda bir soru aklimiza gelebilir. p , p~}(U)’ nun bilegenlerini
U tizerine diffeomorfik olarak mi, yoksa sadece homeomorfik olarak mi dontistiiriir?
Ashinda iki kavram denktir. Yani eger U C M topolojik anlamda kanonik ise, o
zaman p, p~+(U)’ nun her bir bilegenini diffeomorfik olarak U iizerine doniistiiriir.

Diferensiyellenebilir 6rtii doniigiimlerinin pek ¢ok 6nemli 6zelligi, diferensiyellene-
bilir lokal kesitlerin varligindan gelir. Bu yiizden 6nce topolojik anlamda kesitlerden
bahsedelim. Daha sonra diferensiyellenebilir ortiilerin lokal kesitleri ile ilgili bir
lemma verecegiz.

Eger p : M— M herhangi bir stirekli dontigiim ise, p’ nin bir kesiti, poo = Idy,

olacak sekilde siirekli bir o : M — M dontigimudiir.

<

iS]

——, T

M
Bir lokal kesit, U C M acik kiimesi lizerinde tanimli ve p o 0 = Idy bagintisini

saglayan siirekli bir o : U — Mdéniigiimiidiir [7].
Bu tanmmlarda M ve M’ y1 diferensiyellenebilir manifold aldigimizda ve stireklilik
ile diferensiyellenebilirligi yer degistirdigimizde diferensiyellenebilir kesit ve lokal

diferensiyellenebilir kesit tanimlar1 kendiliginden ortaya ¢ikar.

Lemma 1.3.15. (Diferensiyellenebilir Ortiilerin  Lokal Kesitleri)
p M — M bir diferensiyellenebilir orti dontsumi olsun. M min her noktasi
p’ nin bir diferensiyellenebilir lokal kesitinin goruntusi i¢indedir. Daha net olarak,
herhangi bir m € M icin m = p(m)’ mn bir U komsulugu ve o (m) = m olacak
sekilde bir o : U — M diferensiyellenebilir lokal kesiti vardr [7].

M

4

bS]

=
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Lokal kesitlerin onemli bir sonucu agagidaki onermedir. Bu Onerme, bir ortii
tabanindan ¢ikan dontigiimlerin diferensiyellenebilir olup olmadiklarina karar vermek

icin ¢ok basit bir kriter verir.

Onerme 1.3.18. p: M — M bir diferensiyellenebilir orti donisimi ve N herhangi
bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bir f : M — N donisumi diferensiyellene-

bilirdir < fop: M — N diferensiyellenebilirdir [7].

M

bS]

M

7 N

Asagidaki 6nerme, baglantili bir diferensiyellenebilir manifoldun her 6rtii uzayinin

bir diferensiyellenebilir manifold oldugunu gosterir.

Onerme 1.3.19. Eger M baglantil bir diferensiyellenebilir manifold ve p : M—M
bir topologik ortiu dontsumi ise, M bir topolojik manifolddur ve p bir diferensiyellene-

bilir érti dondigimai olacak sekilde bir tek diferensiyellenebilir yapwya sahiptir [7].

Simdi bir M baglantili manifoldunun diferensiyellenebilir yapisi ile 6rtii manifol-
dunun diferensiyellenebilir yapis1 arasindaki iligkiyi kisaca agiklayalim.

p M — M diferensiyellenebilir manifoldlarin ortii doniigimiini gozoniine
alalim. O halde p bir lokal diffeomorfizmdir. Simdi M manifoldunun diferensiyellene-
bilir yapis1 hakkinda bilgi verelim. A, M baglantili manifoldunu diferensiyellenebilir
yapan tiim (U, ¢) haritalarimin yiikseltilebilir (kanonik) harita tanim kiimelerinden
meydana gelen atlas olsun. U tanim kiimeleri aciktir ve M baglantili oldugundan
yol-baglantihidir. 4" dan yararlanarak M manifoldu iizerine diferensiyellenebilir

yapiy1 agsagidaki sekilde koyabiliriz.
A={UcCcM|¢:U—U CR" 5 UC M kanonik}

olsun.
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Sekil 1.2. Bir ortii manifoldunun diferensiyellenebilir yapisi

Sekil 1.2’yi gozoniine alalim. M diferensiyellenebilir oldugundan ¢ ve ¢ donti-
siimleri diferensiyellenebilir olup ¢! ve ¥ ~! dontigiimleri birer diffeomorfizmdir.
M , M’ nin ortii manifoldu oldgundan M’ deki U, V' harita tanim kiimelerine kargilik
M’ da U ve V harita tanim kiimeleri karsilik gelecektir. ¢ ve ¢ doniisiimlerinin
diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim. ¢ acikca p ortii doniisiimii ve ¢ harita
doniigtimiin bilegkesidir. p bir lokal diffeomorfizm ve ¢ diferensiyellenebilir oldugun-
dan ¢ diferensiyellenebilirdir. Benzer sekilde ¢ = top olup ¥ de diferensiyellenebilir

dontigimdir. Ayrica

!/ /

po(p) ' =(pop)o(pop)t=popop oyl =gpoy!

ve

’

W o(p) = (op)o(pop) T =vopoplop !l =woyp!

olup potp~! ve 1hop~" doniisiimleri diffeomorfizm oldugundan ¢ o(1)") ! ve 1) o(¢')

de birer diffeomorfizmdir.
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Boylece M fizerindeki diferensiyellenebilir yap1 , A ailesinden elde edilen ve A’

nin elemanlarimin yiikseltmeleri ile meydana gelen
A={UcM:¢ :U—U CR* 5 p(U)=U ve U C M kanonik}

ailesi ile belirlenir. A’ ya kisaca yikseltilebilir atlas ve A ya da yukseltilmis atlas
diyecegiz.

Verilen bir 6rten dontigiimiin, bir lokal diffeomorfizm oldugu bilinse bile, bir orti
doniigimi olup olmadiginin belirlenmesi i¢in ¢ok fazla temel kriter yoktur.

Simdi diizgiinliik denilen boyle bir kriter verelim.

Tanim 1.3.29. Eger M ve N topolojik uzaylar ve f: M — N (strekli veya degil)
bir dontisiim olsun. Eger her K C N kompakt kimesi i¢in f~1(K) ters gorintisi

kompakt ise f’ ye diizgiindir denir [7].
Agagidaki ii¢ lemma, bir doniigiimiin diizgiin olmasi i¢in kullanigh sartlar verir:

Lemma 1.3.16. M bir kompakt uzay ve N bir Hausdorff uzay olsun. Bu taktirde,
her f: M — N sirekli dontigimi dizgindir [7].

Tanim 1.3.30. Bir A C M altkiimesine, bir f : M — N donisimine gore
doygundur denir, eger A= f~1(f(A)) ise [7].

Lemma 1.3.17. f : M — N topolojik uzaylar arasinda bir dizgun dontsum ve
A C M, [’ ye gdre doygun olan bir altkime olsun. Bu takdirde, fla : A — f(A)
dizgundiir [7].

Lemma 1.3.18. f: M — N Hausdorff uzaylar arasinda bir sturekli dontsim olsun.
Eger f igin bir strekli sol ters (yani bir g : N — M stirekli doniisimi dyle ki

go f=1Idy) donisimi varsa, f dizgindir [7].

Verilen bir siirekli dontigiimiin bir kapali dontisiim oldugunu gosterebilmek biiyiik
kolayliklar saglar. Ornegin aym zamanda orten, bire-bir ya da bire-bir érten olan
bir kapali siirekli fonksiyon otomatik olarak sirasiyla bir boliim doniisiimii, bir
topolojik embedding ya da bir homeomorfizmdir [7].

Bu sartin otomatik olarak saglandigi bir durum, tanim kiimesinin kompakt

olmas1 halidir:
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Kapali Dontistim Lemmasi, bir kompakt topolojik uzaydan bir Hausdorff uzaya

herhangi bir siirekli doniigiimiin kapalh oldugunu iddia eder [7].

Asagidaki onerme, kapali dontigiim lemmasinin giiclii bir genellestirmesidir:

Onerme 1.3.20. (Diizgiin Siirekli Déndisiimler Kapalidr.)
f M — N topolojik manifoldlar arasinda bir diuzgun surekli dontsium olsun.

Bu taktirde f kapalidir [7].

Artik bir diizglin dontigtimiin diferensiyellenebilir ortiilerle olan iligkisini bir lemma

ile verebiliriz.

Onerme 1.3.21. M ve M baglantily diferensiyellenebilir manifoldlar ve p : M— M
bir dizgin lokal diffeomorfizm olsun. Bu takdirde, p bir diferensiyellenebilir orti

dontgtimidir [7].

Simdi manifoldlarda egrilerin ve homotopilerin yiikseltilmesine dair iki ozellik
verelim.

Egri Yiikseltme Ozelligi

p: M — N bir ortii, ng € N, mg € M ve p(mg) = ng olsun.
c:10,1] — N, ng = ¢(0) da baslayan bir C*-egri, k& > 0 olsun. Bu taktirde bir tek
d:[0,1] — M, C*-egrisi vardir 6yle ki d(0) = mgy ve pod = c dir [42].

Homotopi Yiikseltme ézelligi

Egri yiikseltme 6zelligindeki hipotezler ve notasyonlar ile, H : [0,1] x [0,1] = N
bir C* -déniigiim, & > 0 olsun ve H(0,0) = ngy oldugunu varsayalim. Bu taktirde,

bir tek K : [0,1] x [0,1] — M C* -déniigiimii vardir 6yle ki
K(0,0) =mogvepo K = H

dir [42].

Homotopi yiikseltme ozelligi kisaca N’ deki iki egri, u¢ noktalar1 sabit tutan
bir homotopi araciligiyla homotopik ise, bu taktirde yiikseltilmig egrilerin de ug
noktalar1 sabit tutan bir homotopi araciligiyla homotopik oldugunu soyler.

Evrensel 6rtii manifoldlar: i¢in temel tegkil edecek olan bir 6nermeyi verelim.

Onerme 1.3.22. M, i = 1,2, baglantily olmak tizere p; - M; — N, N’ nin ortiler:
olsun. Bu taktirde, eger My basit baglantily ise My, My *nin de bir értisidir [42].
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My, M5 basit baglantili diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. Eger p; : M; — N,
i = 1,2, ortii iseler M; ve My, C*—diffeomorfiktirler. Bu, N’ nin basit baglantil
bir ortiisiine, N’ nin evrensel 6rtii manifoldu denmesinin sebebidir [42].

Her manifold lokal yari-basit baglantililiga sahip oldugundan E. Spanier’ dan [23]
evrensel ortii manifoldlarinin mevcut oldugu gelir.

Yani herhangi bir M baglantili diferensiyellenebilir manifoldu i¢in bir basit baglan-
tih M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir p : M — M (diferensiyellenebilir)
ortiistiniin varoldugunu biliyoruz. Boyle bir ortiiye evrenseldir denir ve bu ortii
agsagidaki funktoryal ozellige sahiptir:

(F) f: M — N baglantih diferensiyellenebilir manifoldlar arasinda bir diferensi-

yellenebilir dontigiim, p : M — M ve q: N — N onlarm evrensel értiileri olsun.

Bu taktirde; f(p(iio)) = p(fio) sartim saglayan herhangi g € M ve 7ig € N

noktalar i¢in asagidaki diyagrami degisimli yapacak ve f(mo) = ng olacak

sekilde bir tek ]7: M — N diferensiyellenebilir dontigiimii vardir

M N
P q
M N

Bu durumda f ’ nm fyi érttiigiini soyleriz [15].

Bu soylenenleri agagidaki gibi bir 6nerme ile verelim:

Onerme 1.3.23. f : M — N , f(m) = n ile bir diferensiyellenebilir doniisim
olsun. py : M — M e PN N — N swraswyla M ve N’ nin evrensel orti
manifoldlary olsun. py(m) = m ve py(n) = n olacak sekilde m € M venn € N

alalym. Bu taktirde f’ nin M’ ya bir tek f: M— N yukseltmest vardr oyle ki
fm)=n L fOpM:pNOJ?

dur [43].

Asgagidaki 6nerme evrensel ortii manifoldunun tek oldugunu soyler.
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Onerme 1.3.24. Herhangi M baglantily diferensiyellenebilir manifoldu, p : M— M
evrensel orti manifoldlarina sahiptir. Ayrica, ayni M tabanl herhangi iki evrensel

arti manifoldu diffeomorfiktir [43].

Simdi evrensel 6rtii manifoldunun ingasi tizerine formal bir algoritma verelim.

Evrensel Ortii Manifoldunun in§a31

N baglantili (buradan yol baglantili) bir manifold olsun ve ng € N segelim. M,
ug noktalar1 sabit tutan ¢ : [0,1] — N, ¢(0) = ng egrilerinin homotopi simiflarinin
kiimesini gostersin. [c], ¢ egrisinin homotopi smifi olmak tizere p : M — N’ yi
p([c]) = ¢(1) ile tanimlayalim.
i. p orten mi? N, yol baglantili oldugundan p ortendir.

ii. p stirekli mi? N iginde bir U acik kiimesi icin
Ug = {lc*d] : d, Uicinde ¢ (1)’ de baglayan bir egri}
yi tamimlayalim. Bu taktirde,
B ={0,Upglc, N icinde ny’ da baslayan bir egri ve U, N’ de agik}

M tizerinde topoloji i¢in bir tabandir. Ayrica eger N Hausdorff ise M de Hausdorff’
tur ve p siireklidir.

iii. M yol baglantilh mi1? M’ nin yol baglantili oldugu asagidakiler kullanilarak
gosterilir.

©(0) = [¢] ve p(1) = [d] olacak sekilde bir ¢ : [0, 1] — M siirekli egrisi

s € [0,1/2] i¢in ¢(s) = [cs]

s € [1/2,1] icin p(s) = [ds]

aracihgyla verilir, burada c,(t) = ¢ ((1 — 2s)t) ve ds (t) = d ((2s — 1) t) dir.
iv. p, bir acik dontigiim mudiir?

Eger n € p (U [C]) ise, o zaman U’ daki egriler araciligiyla n’ ye birlestirilebilen U
igcindeki noktalarin kiimesi N’ de agiktir ve p (U[c]) icinde kapsanir. Bu gosterilirse
p’ nin agik dontigiim oldugu ortaya cikar.

v. p: M — N bir 6rtii mudiir? Asagidakiler kullanilirsa (iv)” den p: M — N’ nin

bir orti oldugu gelir.
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U, N’ nin bir biiziilebilir harita tanim kiimesi olsun ve p~" (U) = |J Uy oldugunu
gosteririz; burada, birlesim U iginde segilmig bir n noktasi ve p ([c]) = n ile tiim ¢
egrilerinin iizerinden alinir.

vi. M, basit baglantili midir? M’ nin basit baglantili oldugunu gostermek igin
agagidakiler kullanilir.

Eger ¢ : [0,1] — M, [c]’ de tabanlanmig bir kapali egri ise, yani 1 siirekli ve
Y (0) = (1) = [¢] ise, 0 zaman

H:[0,1] x[0,1] =M , H(-,s)=|cs] 2 cs(t)=c(ts),

[c (0)] sabit egrisi ile [¢]” nin bir homotopisidir.
vii. M {izerinde bir manifold yapis1 var midir ve M, N’ ye lokal olarak diffeomorfik
midir? Eger (U,v), tamm kiimesi; p~! (U), M’ de her biri U’ ya diffeomorfik olan

acik kiimelerin bir ayrik birlesimi olacak sekilde IV tizerinde bir harita ise
VvV —-FE

yi ¢ o p|y seklinde tanimlariz ve bu yolla tanimlanan atlas M {izerinde bir manifold
yapist tanimlar. Daha sonra M’ nin N’ ye lokal olarak diffeomorfik oldugu gosterilir

[42].

Teorem 1.3.9. (Bir Evrensel Ortii Lie Grubunun Varhgs) G baglantils bir
Lie grup olsun. G nin evrensel orti Lie grubu denilen bir G basit baglantily Lie

grubu ve ayni zamanda bir Lie grup homomorfizmi de olan bir
p:G—G
diferensiyellenebilir orti donisimi varder [7].

ispat. Teorem 1.2.13 den bir G basit baglantili topolojik uzay1 ve bir p : G—G
(topolojik) oértii dontigiimii vardir. Onerme 1.3.19’ den dolay1 G, p bir diferensiyellene-
bilir ortii dontisiimii olacak sekilde bir tek diferensiyellenebilir manifold yapisina
sahiptir. Diferensiyellenebilir 6rtii doniigtimlerinin ¢arpimi da bir diferensiyellenebilir
ortii dontisiimii oldugundan p X p : G x G — G x G de bir diferensiyellenebilir ortii

dontigimudiir.
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m:GxG — Gvei:G — G sirasiyla G7 nin ¢arpim ve ters doniigiimlerini
gostersin ve €, p~i(e) C G lifinin keyfi bir elemani olsun. G Dasit baglantili oldugun-
dan, Teorem 1.2.8" den m o (p x p) : G x G — G déniisiimiiniin m(e,e) = € ve
pom = mo (p X p) olacak gekilde bir tek m : GxG— G ylkseltmesine sahip
oldugu gelir.

pPXp p

GxG—0 G

m, p’ nin bir o lokal diferensiyellenebilir kesiti i¢in o o m o (p x p) seklinde lokal
olarak ifade edilebildiginden, m’ min diferensiyellenebilir oldugu gelir. Benzer sekilde
iop : G—G doniigimi bir teki: G — G diferensiyellenebilir yiikseltmesine sahiptir

oyle ki?(é) —=¢vepoi=iop dir.

~ 17 ~

G G
P P
G G

G daki carpimi ve tersi, VZ,y € G i¢in sirasiyla m(z,y) = Ty ve ;(5) = 7! geklinde

tanimlayalim. Bu takdirde yukaridaki diyagramlar

p(y) = p(T)p(Y) (1.3.1)

p(E ") =p(@)" (1.3.2)

seklinde ifade edilebilir. Geriye sadece bu iglemlerle G nmn bir grup oldugunu
gostermek kaliyor. Ciinkii m ve i diferensiyellenebilir oldugundan G bir Lie grup
olacaktir. (1.3.1) esitligi p’ nin bir Lie grup homomorfizmi oldugunu gosterir.

Once ¢ nin G daki garpim i¢in bir birim eleman oldugunu gosterelim. f : G—G ,
f(z) = ez doniigiimiinii gozoniine alalhm. Bu takdirde (1.3.1) esitligi, p o f(T) =
p(@)p(z) = ep(x) = p(T) olmasim gerektirir. Dolaywsiyla f, p : G — G nin bir
yiikseltmesidir. Idgz, p’ nin bir bagka ytikseltmesidir ve bir noktada f ile aymdir,
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ciinki f(e) = m(e,e) = e dir. Boylece ortii dontigiimlerinin tek yiikseltme ozelligi
f = 1dz y1ya da denk olarak = € G icin ex = = olmasimi gerektirir. Ayni diigtince

Te = T y1 gosterir.

Simdi G’ daki carpimin birlegimli oldugunu gostermek icin

OéL,OéRZéXéXéHé
aL(:f>g7g) = (E@g

CVR(%7 ga /5) = i(g%)

doniigimlerini gézoniine alalim. Bu takdirde (1.3.1) esitligi

poar(?,y,z) = (p(x)p(y))p(z) = p(T)(p(y)p(2)) = po ar(?,y,2)

yi gerektirir. Dolayisiyla ay ve ag’ nin ikisi de, aym «o(7,y,2) = p(Z)p(y)p(z)
doniigimiiniin yiikseltmeleridir. «j ve ag, (€,€,€)" da aym olduklarmdan aymidir.
17 = 2271 = € oldugunu gosterir. Boylece G bir Lie gruptur.

]

Benzer bir diigince £~

D = ker p diyelim. Bu takdirde D, G nin bir normal Lie altgrubudur. p bir orti

dontigiimi oldugundan D ayni zamanda ayriktir.

Lemma 1.3.19. D bir G Lie grubunun bir ayrik altgrubu olsun. Bu takdirde D bir
kapaly altgruptur [47].

Lemma 1.3.20. G baglantils bir Lie grup ve D, G’ nin ayrik, normal altgrubu olsun.

Bu takdirde D bir merkezil altgruptur [47].

ispat. d € D olsun. Bu takdirde o : ¢ +— ¢gdg~!', G’ den G’ ye siirekli bir
doniigimdiir ve o’ nin goriintiisit D’ de igerilir. Dolayisiyla « : G — D doniigimi
sireklidir. GG baglantili oldugundan ve D ayrik oldugundan o’ nin bir sabit doniigim
olmasi gerekir. Dolayisiyla her g € G icin gdg™' = a(g) = a(e) = d dir. Her g € G
icin gd = dg oldugu ve d’ nin G’ nin merkezinde oldugu gelir. O

Ozel olarak p : G — G orti doniigimiiniin gekirdegi ker p, G nm bir ayrik

merkezil altgrubudur.
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Teorem 1.3.10. Bir G baglantily Lie grubunun her oOrtisi, taban noktasy birim
eleman ve orti dontusumiu Lie gruplarin bir morfizmi olacak sekilde bir tek Lie grup

yaprsina sahiptir [47].

Onerme 1.3.25. ¢ : G — H baglantily Lie gruplarin bir homomorfizmi olsun. Bu
takdirde o bir drti dontsimidir gerek ve yeter sart To(p) : To(G) — Ty (H) bir

lineer izomorfizmdir [47].

G ve H baglantili Lie gruplar ve ¢ : G — H bir Lie grup homomorfizmi olsun.
G’ nin basit baglantili oldugunu kabul edelim. Bu takdirde ¢(e) = € olacak sekilde
bir tek ¢ : G — H yikseltmesi vardir. Ciinkii

pomgo(gx@)=mpo(pxp)o(pxy)=mgo((poy)x(poy))
=mpy o (p X p)=ypomg
—poFomg
olup mz o (¢ X ¢) ve ¢ o mg doniigiimleri ayn1 doniigiimiin yiikseltmeleridir. Bu
doniigiimler G x G’ de (e, e) ilizerinde aymdirlar, dolayisiyla birimseldirler. Bu,

oG — H nm bir Lie grup homomorfizmi olmasini gerektirir.

Boylece agagidaki sonucu elde ederiz.

Lemma 1.3.21. ¢ : G — H bir basit baglantili, baglantile G Lie grubundan bir
baglantils H Lie grubuna bir Lie grup homomorfizmi olsun. H’ min evrensel orti
Lie grubunu H ile ve ortii donusumunt p : H — H ile gosterelim. Bu takdirde

po @ = ¢ olacak sekilde bir tek ¢ : G — H Lie grup homomorfizmi vardar.

Ayrica eger ¢ : G — H baglantili Lie gruplarin bir Lie grup morfizmi ise

~ %) ~

G i
pc PH
G————H

diyagrami degigimli olacak sekilde bir tek ¢ : G — H Lie grup homomorfizmi vardir,

burada dikey oklar ortii doniigtimleridir.
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1.3.5 Lie Kategoriler ve Lie Grupoidler

Literatiirde Lie grupoidlerin tanimlarinda morfizmlerin ve nesnelerin manifoldu
tizerinde Hausdorff olma sart1 bazen ayr1 bir tanim olarak verilmektedir. Tez boyunca
bir Lie grupoid verildiginde morfizmlerin manifoldunun Hausdorff oldugunu kabul
edecegiz. Dolayisiyla nesne manifoldu da kendiliginden Hausdorff olacaktir.

Lie kategorinin ve Lie grupoidin tanimini vermeden once ileride ispatlarda kulla-

nacagimiz bir lemmay1 verelim.

Lemma 1.3.22. n-boyutlu bir C' diferensiyellenebilir manifoldu, Cy diferensiyellene-
bilir m-manifoldu tizerinde bir kategori olsun. « ve 3 kaynak ve hedef dontsimleri
m-rankl diferensiyellenebilir dontisimler olsun. Bu takdirde kompozisyon dontisumii-

niin tanim kimesi Cy, C' x C’ nin bir kapaly altmanifoldudur [41].

Ispat. A C Cy x C, késegen olsun. Bu takdirde (id : Cy — Cy nin grafi olan) A,

Co x Cy’ 1 bir kapali altmanifoldudur. rank o = rank 8 = m oldugundan
6XC¥:CXC—>C[)XCO

doniigimii, rank: 2m = boy(Cy x Cj) olan bir diferensiyellenebilir déniigiimdiir. Bu-
radan her (a,b) € C icin d(8 x a)(a,b) : Tiap(C x C) = T(sa),a0)(Co x Co)
diferensiyeli 6rtendir. Dolayisiyla Cy = (3 x a)~*(A), C x C” nin bir kapal altmani-
foldudur. O

Tanim 1.3.31. Eger asagidaki sartlar saglanwyorsa bir C' kumesine, bir Cy kimesi

tzerinde bir Lie kategori denir [41]:

(LC1) C, Cy tizerinde bir cebirsel kategori,
(LC2) C wve Cy, boy C > boy Cy olacak sekilde diferensiyellenebilir manifoldlar,

(LC3) «, 3, € kaynak, hedef ve nesne dénisimleri diferensiyellenebilir donigimler

ve ranklar: boy Cy = m’ ye esit,

(LC4) m : Cy — C kompozisyon déniisimi bir diferensiyellenebilir dénisimdir

(onceki lemmadan Cy, C x C” nin bir kapalr altmanifoldudur).
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Tanim 1.3.32. Bir Lie grupoid, asagidakilerle birlikte bir G % Go grupoididir: G
B

bir diferensiyellenebilir manifold, Gy, G’ nin bir diferensiyellenebilir altmanifoldu, o

ve 3, Go C GXG’ nin bir diferensiyellenebilir altmanifoldu olmasi i¢in diferensiyelle-

nebilir orten submersiyonlar, m : Gy — Gq bir diferensiyellenebilir donisim ve

i : G — G bir diffeomorfizmdir [44].
Simdi Lie kategoriler ve Lie grupoidler ile ilgili baz1 uyarilar1 verelim.

Uyar: 1.3.3. Bir G Lie grupoidi i¢in € nesne donusimi diferensiyellenebilirdir.
Ayrica kaynak ve hedef dontistimiinin ikisi de orten submersiyon olduklarindan Go
bileskelendirilebilen oklarin kiimesi bir diferensiyellenebilir manifold yapisina sahip

olur, cunki Go
ag'(Go) x Bg' (Go)
diferensiyellenebilir manifoldunun Gy x Gy ¢carpim manifoldunun kosegenine kisitlan-

masidir [41].

Uyar1 1.3.4. G % Gy bir Lie grupoid olsun. « ve [3 submersiyon olduklarindan,
her x € Gq igin gtgl‘ = a Y(z) a-lifi ve CoStgr = B~ (x) B-lifi G’ nin kapal
altmanifoldlaridir ve ikisinin de boyutu boyG — boyGy dir. @ ters donisimunin
x boyunca a-life (x boyunca (-life) kisitlamasi, i(x) boyunca B-lifi (i(x) boyunca
a-lift) tzerine bir diffeomorfizmdir. G x G’ deki bileskelendirilebilen ikililerin G
altmanifoldunun boyutu 2boyG — boyGo dur [44].

Uyar1 1.3.5. Bir G Lie grupoidinin her bir u € Go nesnesi i¢in G, izotropi grubu
bir Lie gruptur [41].

Uyar1 1.3.6. Her Lie kategoride, her x,y nesnesi i¢in C(x,y) kimeleri kapals
altmanifoldlardvr. Bu, Lie grupoidler icin de gegerlidir [41].

Uyar1 1.3.7. C’ deki birimlerin kimesi €(Cy), C’ nin Cy’ a diffeomorf olan bir
kapaly altmanifoldudur. Buradan Cy, C’ nin bir altmanifoldu olarak diistunilebilir.
Cliinkii e o 8 (ya da € o a): C' — C m-rankle bir diferensiyellenebilir doniigimdir.
Dolayiswyla her bir 1, € €(Cy) i¢in C’ de en az bir (U, \) koordinat haritast varder
oyle ki e(Co) NU ={a € U : Ma) = (A\(a),....,\™(a),0,...,0)} dur. Béylece ¢(Cy),
C'” nin bir kapaly altmanifoldudur [41].

84



Uyar1 1.3.8. a € G(z,y) olsun. Bu takdirde
R, : Stqy — Stgx , b—boa
dontusiumi bir diferensiyellenebilir dontisumdiir. Ctlinki
Cq : Stgy — Stgr , b—a

sabit déniigimini gézénine aldigimizda R, = m o (cq,1d) dir.
Benzer olarak L, : CoStqx — CoStgy, b — a o b bir diferensiyellenebilir

dontigtimdir [41].

Uyar1 1.3.9. G baglantils bir Lie grupoid olsun. Bu takdirde her x,y,z .y € Gy
icin G(z,y), G(z',y") " ne diffeomorfiktir [41].

Uyar: 1.3.10. Her G baglantils Lie grupoidinde, nesne gruplar, izomorfik Lie grup-
lardur [41].

Tanim 1.3.33. G, Gy tzerinde bir Lie grupoid olsun. Eger ax: GxG — GoxGq

bir diferensiyellenebilir submersiyon ise G’ ye gegislidir denir [11].

Tamim 1.3.34. (H, Hy) ve (G, Gy) Lie grupoidleri arasinda bir homomorfizm, nesne-
ler ve oklar idizerinde diferensiyellenebilir olan bir (¢,¢o) : (H,Hy) — (G, Gy)
funktorudur [10].

Bir (¢,¢0) : (H,Hy) — (G,Gy) Lie grupoid morfizmi verildiginde onu kisaca
¢ olarak gosterecegiz ve oklarin kiimesi arasinda ¢ : H — G, nesnelerin kiimesi
arasinda ¢g : Hy — G dontigtimlerini kullanacagiz.

Eger oklarin kiimesi arasindaki ¢ : H — G bir submersiyon ise ¢’ ye submersi-
yondur deriz. Bu, ¢¢ : Hy — Go ’ 1n da bir submersiyon olmasini gerektirir. Lie

grupoidler ve onlar arasindaki homomorfizmler bir kategori olugturur [10].

Tanim 1.3.35. G ve H iki Lie grupoid olsun. Eger ¢ o wve ¢ o ¢, siraswyla
H ve G nin birim homomorfizmleri olacak sekilde ¢ : G — H vep : H — G
homomorfizmleri varsa G ve H’ ya izomorfiktir denir. Bu durumda ¢ ve v’ ye Lie

grupoidlerin bir izomorfizmidir denir [10].
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Tanim 1.3.36. (G, Gy) bir Lie grupoid olsun. G’ nin bir Lie altgrupoidi, bir 1:1
immersiyon olan (v, o) : (G',Gy) — (G, Gy) Lie grupoid morfizmi ile birlikte bir
(G',Gy) Lie grupoididir [11].

Ornek 1.3.12. Her G Lie grubu, oklarmn manifoldu olarak G grubu ve nesnelerin
manifoldu olarak {e} tek nokta kiimesi ile bir Lie grupoiddir. Dolayiswyla kaynak
ve hedef dontisumlerinin diferensiyellenebilirligi asikardir, c¢iunki onlar her g’ ye
e noktasint karsihik getiren sabit donustumlerdir ve acikca sabit ranklidirlar. Nesne
donisimi G nin birimi e ye karsilik gelir ve sabit donisim oldugundan diferensiyelle-
nebilirdir. Kompozisyon islemi Lie grubun islemi ve ters donusim de Lie gruptaki
ters dontsum oldugundan asikar olarak diferensiyellenebilirdir. Grup aksiyomlar:

yukaridaki yapr ile G nin bir grupoid olmasin garanti eder [10].

Ornek 1.3.13. Herhangi bir M manifolduna, M tzerinde butin oklary birimler olan
bir Lie grupoid olarak bakilabilir. Yani oklarin manifoldu da M’ dir. Bu Lie grupoidi
yine M ile gosteririz ve M’ ye karsilik gelen birim grupoid deriz [10].

Ornek 1.3.14. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M xM carpim manifoldu
M dizerinde asagidaki gibi bir Lie grupoididir: o kaynak donisimi ikinct faktor
tuzerine izdustum ve 3 hedef dontsumai birinci faktor uzerine izdiusumdir. Kompozis-
yon m((z,y), (y,2)) = (x,2) seklindedir ve tektir. Clinkii her x,y € M igin x
den y ye bir tek ok vardwr. Her x € M i¢in e(x) = (v,z) dir. M x M’ ye M
tzerinde banal grupoid denir. Ayrica herhangi birp : N — M diferensiyellenebilir
dontistimai, banal grupoidlerin birp xp: N x N — M x M dondistimiini indirger.
Ayrica, eger p bir submersiyon ise N tzerinde, tim (y,y') € N x N 2 p(y) = p(v/)
¢iftlerinden olusan ve N x N banal grupoidinin bir Lie altgrupoidi olan Ker(p)
cekirdek grupoidini tanimlayabiliriz. Yani Ker(p) = N o N dir [10, 16].

Ornek 1.3.15. M bir manifold olsun. pri,pro : R — M submersiyonlar olacak
sekilde M uzerinde bir denklik bagintisy tanimlayan bir R C M x M immersed
altmanifoldu, G = R ile M fdizerinde bir G Lie grupoidi verir. Bu grupoid M’ nin
banal grupoidinin bir immersed Lie altgrupoididir. Ayrica , (o, ) : G — Gy X Gy
i bir 1:1 tmmersiyon olmasi ozelligi ile her G Lie grupoidi bu yolla bir denklik

bagintisy yardimayla tanimlaner [10].
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Ornek 1.3.16. Ejer G bir Lie grup ve M, G aracilijuyla tizerine soldan diferensiyel-
lenebilir olarak etki edilen bir diferensiyellenebilir manifold ise, oklarin manifoldu
olarak G x M c¢arpimi ve nesnelerin manifoldu olarak M ile etki grupoidini
tamumlarz. Kaynak donisimai ikinci faktor uzerine izdusimdir ve hedef donisimai

sol etki ile verilir. Son olarak kompozisyon

(glaml)(927m2) - (91927m1) ) v91a92 S G ) le;mQ S M

ile tanwmlamar. Bir G grubuna ve bir M sol G-kiime’ ye karsilik gelen etki grupoidi

genellikle G x M ile gosterilir [10].

Ornek 1.3.17. G ve H Lie grupoidleri verildiginde G' ve H nin ¢carpim grupoidini

asagrdaki gibi olustururuz:

i) oklarnan manifoldu G x H ¢arpvm manifoldu,

ii) nesnelerinin manifoldu Gy x Hy ¢arpvm manifoldu,

iii) kaynak dénisimii agxm(g,h) = (ag(g),an(h)) , Y(g,h) € G x H,

iv) hedef doniisimi Baxu(g,h) = (Ba(9), Bu(h)) , V(g,h) € G x H,

v) nesne doniisimi egxpg(z,y) = (ea(z),eq(y)) , Y(z,y) € Gy X Hy,

vi) ters dontisimi igxu(g,h) = (ic(g),ig(h)) , Y(g,h) € G x H,

vii) kompozisyonu (g1, h1)(g2, ha) = (192, h1h2) 2 agxm(g1,h1) = Baxwu(g2, ha)

seklinde tanimlanar.

Iki Lie grupoidin ¢arpuma, diferensiyellenebilir manifoldlarinin ¢arpimanin yine
bir diferensiyellenebilir manifold ve diferensiyellenebilir dontsiumlerin ¢arpimanin
yine bir diferensiyellenebilir donisim olmasindan dolayr yine bir Lie grupoiddir.
Ayrica kaynak dontisimlerin ¢arpima agikca ortendir ve tanjant dontdsiumin taniman-

dan dolayr agikca bir submersiyondur, ¢inki onun her iki faktori de birer submersi-

yondur [44].
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Simdi bir Lie grupoidin bir diferensiyellenebilir manifold iizerine etkisini tanimla-
yalim. Bunun i¢in (G, Gy) bir Lie grupoid ve M, bir p : M — G diferensiyellenebilir
doniigtimi ile verilen bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Karsilik gelen lif carpi-
mini

Mé)Gz{(x,a)EM><G|p(x):oz(a)}

ile gosterelim.

Tanim 1.3.37. G’ nin M dizerine bir etkisi, asagidaki sartlar: saglayan

MxG— M, (x,a)—z-a
Go

diferensiyellenebilir dontgimidir [11]:
o her (z,a) € M x G igin p(z - a) = B(a)
Go

e her (a,b) € Gy i¢in (x-a)-b=x- (ab)

o heru € Gy iginx-u=uz.

G’ nin M {izerine soldan etkisi,

GxM={(a,z) e GXxM |o(x)=[(a)}
Go
olmak tizere G X M — M | (a,x) — a - x seklinde gosterilir.
Go

Tanimlardan, her a € G elemaninin x € M olmak iizere x — x - a ile gosterilen
M’ nin bir transformasyonunu indirgedigi gelir. Ozel olarak her u € Gy icin R, ve
Ly, M’ nin birim transformasyonlaridir.

Eger Ve € M (3z € M) i¢in x - a = x, a = u € Gy olmasim gerektiriyorsa G, M
tizerine efektif (serbest) olarak etki eder deriz [11].

Eger Vx,z € M i¢cin ¥ = g -z olacak sekilde dg € G varsa M diferensiyellenebilir
manifoldu iizerinde bir etkiye geciglidir denir. Bir sag G-etki icin gegislilik kavrami
benzerdir [11].

Eger M x G — M x M, (z,a) — (x,z - a) donligimii diizgin ise G’ nin M

Go

tizerine etkisine diizgiindiir (proper) deriz [10].

Ornek 1.3.18. (G, Gy) bir Lie grupoid ve H, G’ nin kapalr genis altgrupoidi olsun.
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i) H, G izerine sagdan asaqidaki gibi etki eder. Her a € H; v € G yi x - a ya
dondistirir. M = G bir manifolddur, dolayisiyla (H,Gy) bir Lie grupoid ve
p=0:M=G — Gy bir diferensiyellenebilir doniusimdir. Bu durumda
G(>;< H={(z,a) € G x H | B(x) = «ala)} dir. Tanwm 1.53.87 deki etki sartlar
k;olc;yca gerceklenir ve p : G é< H — G, (z,a) — x-a nin H mn G tlzerine
bir sag etkisi oldugunu elde 6d(:em'z.

ii) G, G/H 1zerine asaqidaki gibi sagdan etki eder.

G/H béliim uzayr bir manifold yapisin kabul eder ve G — G/H projeksiyonu

bir diferensiyellenebilir dontusimdir.

Ayrica, p: G/H — Gy, p(xH) = f(z), VeH € G/H, bir diferensiyellenebilir

dontustumdir ve karsilik gelen lif ¢carpima
G/Hg G={(zxH,a) e G/H x G | p(zH) = a(a)}
0

dar.
Bu takdirde, (xH,a) — xH -a = xaH donisimi G’ nin G/H 1zerine sagdan
bir etkisini tanimlar. Gercgekten,

o p(zH,a) = p(zaH) = f(zva) = B(a), V(zH,a) € G/H X G

e (zH -a)-b=(zaH) b= ((xa)b)H =z - (ab)H = zH - (ab), ¥(a,b) € G

e tH -u=(zxu)H =xH, Vu € Gy

olup etki sartlary saglanar.
G, G/H tizerinde gegisli olan bir Lie transformasyon grupoididir.
G’ nin G/H fzerine etkisi effektiftir gerek ve yeter sart H, G’ nin herhangi

bir normal altgrupoidini (# Go) igermez.

iii) G, G/H fizerine asagidaki gibi soldan etki eder.
o:G/H — Gy, tH — o(zH) = o(z) donigimi G/H manifoldundan Gy’ a

bir diferensiyellenebilir dontusimdir ve karsilik gelen lif ¢arpima

Gg;o G/H ={(a,zH) € G x G/H | o(zH) = ((a)}
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dor. Gg G/H — G/H, (a,xH) — a-xH = (ax)H dénisimi, G’ nin G/H

tzerine soldan bir etkisidir. Gergekten

e o(a-zH)=o0((ax)H) = a(ax) = a(a), Y(a,zH) € GC>;<O G/H
e (a-(b-xH))=a-(bx)H = (a(bx))H = ((ab)x)H = (ab)-xH, ¥(a,b) € G,

o u-xH = (ux)H =zH, Yu € Gy
dur [11].

Ornek 1.3.19. Bir G Lie grupoidi ve bir M diferensiyellenebilir manifoldu verildigin-
de G, P =M x G uzerine sagdan serbest olarak asaqidaky gibi etki eder.
p:P=MxG — Gy, (x,a) — p(z,a) = [(a) doniigimiini gozonine alalim.
Bu takdirde
Pg;o G ={((z,a),b) € Px G| p(x,a) = «a(b)}

dir ve her (z,a) € P x G i¢in a(b) = B(a) dur ve buradan (a,b) € Gy dir. G’ nin
0

M x G dzerine etkisi

MxG)xG — MxG
Go

((z,a),b) — (z,ab)
ile verilir [11].

Tanim 1.3.38. G ve H iki Lie grupoid, M ve N ki diferensiyellenebilir manifold
olmak tizere bir sol G-manifold (M, par, par) ve bir sol H-manifold (N, py, pin) olsun.
M sol G-manifoldu ve N sol H-manifoldu arasinda bir denk doniisim asagidakilerle
birlikte bir (O, f, fo) tg¢lisidir [16].

© : M — N bir diferensiyellenebilir doniisim ve (f, fo) ikilisi G grupoidinden H
grupoidine Tanmwm 1.1.4 deki anlamda bir morfizmdir. Ayrica asaqidaki diyagramlar
degisimlidir:

< Gx M fxe HxN
M N by ol

PM PN g LN

fo Hy M
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Uyar1 1.3.11. Yukaridaki tanamda ilk diyagraman degisimli olmasi, fx© nin G x M
Go

manifoldunu H x N manifolduna dontstirmesini gerektirir:
Hy

pn(©(m)) = folprm(m))
= fola(g))
= a(f(g));v(gam)GGé)M-

Ikinci diyagram ise genellikle

©(gm) = f(9)0(m), ¥(g,m) € GxM

seklinde yazilir.

G bir Lie grupoid ve x € Gy olsun. G’ nin kaynak ve hedef dontistimleri birer
submersiyon oldugundan Stgr = a~!(z) ve CoStgx = () lifleri G’ nin kapah
altmanifoldlaridir. Belirtelim ki, Stgx tlizerinde G, izotropi grubunun sag etkisi,
B: = Blstee’ in lifleri boyunca serbesttir ve gegiglidir. 2 boyunca gegen G’ nin
yoringesi

G, = B(Ster) C Gy

ile tanimlanir [10].
Asgagidaki teorem, izotropi gruplarmin Lie gruplar oldugunu ve yoriingelerinin

Gy’ 1 immersed altmanifoldlar oldugunu gosterir:

Teorem 1.3.11. G bir Lie grupoid ve x,y € Gy olsun.
i) G(z,y), G’ nin bir kapal altmanifoldudur.

ii) G, bir Lie gruptur.

iii) G, Gy’ wn bir immersed altmanifoldudur [10].

Tanim 1.3.39. r sinifindan M uzerindek: bir G Lie grupoidine lokal asikardr denir,
eger her m € M i¢in en az bir U komsulugu ve bir A : U — G C"-donustimi var

oyle ki vV € U igin a(A(x)) = x ve B(A(z)) = m ise [41].

Lemma 1.3.23. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu takdirde wM nin
her bir A baglantily genis normal altgrupoidi igin wa M lokal asikarder [41].
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BOLUM 2
LIE GRUPOIDLERIN ORTULERI VE
ETKILERI

Boliim 1 de topolojik ortii uzaylar: ve diferensiyellenebilir ortii manifoldlar: ile
ilgili temel bilgiler verildikten sonra, bu boliimde bu kavramlarin grupoidlere nasil
uygulandigr ele alinacaktir. Bunun igin, once grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin
kategorilerinin denk oldugu, ve sonra topolojik grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin
kategorilerinin denk oldugu verilecektir. Son olarak Lie grupoidlerin ortiileri ve

etkilerinin kategorilerinin denk oldugu gosterilecektir.

2.1 Grupoidlerin Ortiileri ve Etkileri

Tamim 2.1.1. p : G — G grupoidlerin bir morfizmi olsun. Eder her bir & € G
nesnesi i¢in p nin Gz — Gpz) ksitlamasy bire-bir ve orten ise p ye orti morfizmi
ve G grupoidine de G nin orti grupoidi denir. Ejer G ve G nin her ikisi de gegisli

ise p orti morfizmine gegislidir denir [6].

p : H — G bir grupoid morfizmi ve G, X, Hy = {(a,z) € Gx Hy | a(a) = po(z)}

olmak iizere asagidaki geri ¢cekme diyagrami verilsin.

Py
Ga Xpy Hy —— Hy

Jpo

Go

Py

G

Eger p : H — G grupoidlerin bir ortii morfizmi ise s, : Go X, Hy — H fonksiyonu,
her bir (a, z) ikilisini H,” in p(h) = a olacak sekildeki x de basglayan bir tek elemanina
gotiiren bir yiikseltme fonksiyonudur. Acikga s,, (p, @) : H — G4 %X, Hp 1 tersidir.
Boylece, p : H — G morfizminin grupoidlerin bir 6rtii morfizmi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (p,a) : H — G4 X,, Ho 1 bire-bir ve orten olmasidir [19].
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Herhangi bir p : G — G grupoid morfizmi ve & € Gy nesnesi icin, G{p(Z)}
grubunun p(é{i}) altgrubuna p nin = daki karakteristik grubu denir. Eger p bir
orti morfizmi ise p, é{:ﬁ} y1 izomorfik olarak bu karakteristik gruba doniigtiiriir.
Ayrica eger a € G{p()} ise, p(d) = a olacak sekilde Gz nm bir tek @ eleman
vardir. Fakat @ nin kapali egri (loop) olmasi gerekmez. @ € G{#} olmasi icin gerek

ve yeter sart a nin G nin karakteristik grubuna ait olmasidir.

Ornek 2.1.1. G bir grupoid olsun. p : G — G birim donisumi grupoidlerin orti
morfizmidir. Burada, s, : Go Xp, Go — G dontistimi izdisim donisimi oldugundan

bire-bir ve orten oldugu kolayca gorulir.

Simdi, topolojik ortii dontigiimlerinden grupoidlerin ortii morfizmlerine gegisi

veren onemli bir onermeyi verelim.

Onerme 2.1.1. p: X — X topolojik uzaylarin érti dondisimi, A C X bir altkime
ve A = p~Y(A) olsun. Bu takdirde 7p : XA — nX A indirgenmis morfizmi bir orti
morfizmidir [6] .

Ispat. & € A ve p(Z) = z olsun. z baslangic noktasiyla X deki herbir a yolu icin 4,
i baglangic noktasiyla X daki bir tek ortil yolunu gostersin. Eger a min bitis noktast
A da ise @ nm bitis noktas: da A dadir. Aymi zamanda @ nin denklik simfi sadece a
nin denklik sinifina baghdir. Boylece [a] — [@] fonksiyonu p nin (X A); — (7 X A),

doniigtimiine kisitlamasinin tersidir. ]
Yukaridaki 6nermede 6zel olarak A = X alimirsa agagidaki ornek elde edilir.

Ornek 2.1.2. Eger p : X — X topolojik uzaylarm bir érti dontsimi ise mp

mX — mX indirgenmis morfizmi grupoidlerin orti morfizmidir [6].

Onerme 2.1.2. r : K — H ve q : H — G grupoidlerin morfizmleri olsun. Bu

durumda;

1. eger q ve r orti morfizmleri ise qr de ortu morfizmidir,
2. eger q ve qr ortu morfizmleri ise r de orti morfizmidir,

3. eger r ve qr érti morfizmleri ve rq orten ise q da orti morfizmidir [6].
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p: G — G grupoidlerin 6rtii morfizmi olsun. Ortii uzaylarmin esas grupoidlerle
benzerliginden, G mn @ elemanmna p(a) y1 érter veya p(@) mn yiikseltmesidir denir.
Benzer olarak, G grupoidindeki a, o ... o a; kompozisyonuna, p(an) o ... o p(ay)
kompozisyonunun yikseltmesidir veya p(a,)o...op(ay) y1 érter denir. Sadece G nin
elemanlar1 iizerindeki temel ozellikler degil, ayni zamanda G deki kompozisyonlar

{izerindeki ortii uzaylarimm temel 6zellikleri de G ya yiikseltilebilir.

Onerme 2.1.3. G mn bir nesnesi & ve p(Z) = z olsun. Eger G, in bir elemany
a = ay, o ...o ay ise, asaqidaki sartlar, saglayan G nn bir tek a,, .., @1 elemanlar:

vardr [6].
1. pla;) =a;,i=1,..,n,
2. 4a=a,o..0a tanamhdir ve éi ya aittir.

Noktali grupoidlerin (G, z) — (H,y) morfizminin karakteristik grubu, grupoidle-
rin f : G — H morfizminin karakteristik grubudur. (G, #) mn karakteristik grubu
(vani G{p(#)} mn p(G{z}) altgrubu) yiikseltme teorisinde 6nemli bir rol oynar.

p : (G,%) — (G,z) noktall morfizmi icin, grupoidlerin p : G — G morfizmi
bir 6rtii morfizmi ise, p : (G, %) — (G, ) noktal morfizmine 6rti morfizmi denir.
Benzer olarak eger noktali grupoidlerin agagidaki degigimli diyagrami verilmis ise f

yva f nin yiikseltmesi denir.

hS]

Onerme 2.1.4. p: (G, %) — (G,x) drtii morfizmi, f : (F,z) — (G,x) grupoidlerin
bir morfizmi ve F gecisli olsun. Bu durumda, f nin bir f : (F.z) — (G, %)
morfizmine yukseltilmesi i¢in gerek ve yeter sart f nin karakteristik grubunun, p
nin karakteristik grubu tarafindan icerilmesidir, yani f(F{z}) C p(é{:ﬁ}) olmasudar.

Eger béyle bir yikseltme varsa tektir [6].
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Eger f(F{z}) = p(G{#}) ise bu 6nerme, F ile G grupoidlerinin izomorfik olmasini
gerektirir. Eger N{z} = {1,} ise, p : H — G morfizmi bir evrensel 6rtii morfizmidir.
Eger N{z} = G{x} ise H = G dir ve boylece, p : H — G birim morfizmdir. Bu

yolla elde edilen evrensel ortiiye © € G tabanh evrensel 6rti grupoidi denir.

Sonug 2.1.1. p : (G,%) — (G,z) ve ¢ : (H,§) — (G, x), swaswyla C ve D
karakteristik gruplaryla gecisli ortu morfizmleri olsun. Eger C C D ise p =qor
olacak sekilde bir tek v : (G, %) — (H,7) ortii morfizmi vardir. Eder C = D ise r

bir izomorfizmdir [6].
Sonug 2.1.2. G nin 1-gegisli orti uzayr G nin her orti uzayna orter [6].

G bir grupoid olsun. Bu durumda nesneleri, grupoidlerin p : H — G ortii
morfizmleri ve p : H — G nesnesinden ¢ : K — (G nesnesine bir morfizmi,
grupoidlerin p = gor sartini saglayan bir r : H — K morfizmi olan, GG nin ortiilerinin

GdCov(G) kategorisi elde edilir [9].

H

— K
NS
G
Onerme.2.1.2 den r nin de bir 6rtii morfizmi oldugu aciktir. Bu kategoride kaynak
déniisiimii o(r) = p, hedef doniisiimii 3(r) = ¢, ve nesne dontigiimii 1y : H — H

ile tanimhdir. Ayrica, r : H — K ve r’ : K — K’ iki morfizm olmak fiizere

komposizyon,

r r’

H - K - K’
\ \p/
q 7
G

degisimli diyagrami ile tanimhdir.

Tanim 2.1.2. G bir grupoid, X bir kiime ve w : X — Gy bir fonksiyon olsun. Eger
Go Xuw X ={(a,2) € Gx X | a(a) = w(x)} olmak tizere asaqidaki sartlary saglayan
¢ Gy X X — X, (a,z) — “x fonksiyonu varsa G ye X dizerine w araciligiyla
soldan etki eder veya kisaca X bir sol G-uzaydur denir ve (X, w) ile gosterilir [9] .

i) w(z) = B(a) i) *(‘w)= "% i) le@r =g
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Ornek 2.1.3. p: G — G grupoidlerin orti morfizmi, X = G ve w = po : Gy — G
olsun. Boylece, G nin X = GO tzerine w = po vasitaswyla ¢ 1 Gy Xp, éo — CN}'O,

o% = 3(a) etkisi elde edilir. Burada p, értii morfizmi oldugundan & €

(a,2)
X = Gy ve a € Gy icin, p(a) = a ve po(Z) = x olacak sekilde kaynagr @ olan a

nin bir tek a yukseltmesine goturir. Simdi, etki sartlarimin saglandigini gosterelim.

w(*E) = po("E) = po(B(a)) = B(a) olup ilk sart saglanar. *(°F) = *B(a) = B(b) ve
boag — B(boa) = B(b) olup °(“%) = "% bulunur. Son olarak, Pz = 3(&) =
T oldugu gorilir (G deki kapaly egrinin G da kapalv egri olmasi gerekmez ancak
ortinin tanwmaindan G de x de baslayan bir morfizme G da @ da baslayan bir morfizm

karsilik gelir). Boylece etki sartlary saglanwr [18] .

Etki kurallarmmdan, a € G(z,y) elemani, ay : w™'(z) — w(y), x — ¢

x)
bire-bir orten doniigiimiinii tanimlar. Eger z,y € Gy, 2’ € w™(z) ve ¢y € w™(y)
icin “2’ = ¢ sarti saglayan bir a € G(x,y) varsa, etkiye geciglidir denir. 2’ €
w~(z) igin G grupoidinin “z’ = z’ sartim1 saglayan a € G elemanlaridan olugan

G(z') = {a € G| *2' = 2’} grubuna 2’ niin denge (stability) grubu, bu sart: saglayan

a elemanina 2’ niin dengeleyicisi ve x’ ne de a nin sabitlenmis noktas: denir.

Ornek 2.1.4. G, X kumesi tizerine w : X — Gy vasitaswyla etki eden bir grupoid
olsun. Boylece bu etki yardimayla nesnelerinin kimesi X olan ve etki grupoidi denen
G x X grupoidi tanimlanir. Bu grupoidin morfizmleri kimest G , X, X kumesidir.
Yani, bir x nesnesinden bir y nesnesine bir morfizm, “x =y sartint saglayan (a, )
ciftidir. Kaynak donigimi o(a,x) = x, hedef donigimi ((a,x) = “x, nesne
dontigimi © — (L), ), ters dontsimi (a,x)™* = (a™t, “x) ve kompozisyonu ise

(b,y) o (a,z) = (boa,x) ile tansmhdir [6].
Onerme 2.1.5. Asagidaki ifadeler dogrudur [6]:

1. Yukardaki kisitlama G x X7 bir grupoid yapar.

2. Nesneler tizerinde w : X — G ile ve morfizmler tizerinde (a,x) — a ile verilen

p: G X X — G izdiusimi, grupoidlerin bir érti morfizmidir.

3. GX X grupoidinin ge¢isli olmasi i¢in gerek ve yeter sart etkinin gecisli olmasidar.
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4. Eger x € X ise (G x X){x} nesne grubu p ile G{z} e izomorfik olarak

dontstirilir.
5. p orti morfizmi tarafindan belirlenen G nin X tzerine etkisi orjinal etkidir.
ispat. 1. Ornek 2.1.4 den kolayca gortlebilir.

2. p nin tammmdan, p((b,y) o (a,2)) = p((bo a,2)) = boa = p((b,y)) o p((a, 7))

bulunur. Ayrica p nesneler iizerinde w ile verildiginden,

P((Luw@)s ) = Lu@) = Lp((y )

olup, p bir grupoid morfizmidir. Ayni zamanda p ortii morfizmidir. Ciinkii,
eger a € G(z,y) ve 2’ € w™l(x) ise (a, ') kaynag 2’ ve izdiigiimii a olan G'x X
in bir tek elemanidir. Béylece, (p, ) : Go Xpy—w (G X X)o — G x X bire-bir

ve Ortendir.

3. Ispat icin sadece (G x X)(z,1) bostan farkli olmas: icin gerek ve yeter sartin

®r = y olacak gekilde bir a € G nin var olmas1 oldugunu gostermek yeterlidir.

4. (G x X){z} = {(a,2) | a(a,z) = x ve f(a,x) = x} olup B(a,z) = “z ile
taniml oldugundan ve verteks grubun tanimindan, *x = x oldugu aciktir.

]

Onerme 2.1.6. G gegigli grupoidinin bir nesnesi x, G{x} grubunun bir altgrubu
N{z} ve X = {aoN{z} | a € G,} olsun. w: X — G déniisimi, ao N{z} — [(a)
ile tanimlansin. Bu durumda, *(a o N{x}) = boao N{z} ile G, X iizerine gegisli
olarak etki eder. &, N{x} yan kimesi olmak tizere p : (GX X, %) — (G, x) gegisli orti
morfizmi, N{x} karakteristik grubuna sahiptir. Ayrica p~'(x), G{z} deki N{x} nin
sol yan kimelerinin G{x}/N{x} kimesidir [6].

Ispat. a € G(z,y) ve b € G(y,z2) olsun. Bu durumda, w(a o N{z}) = y ve
w(boao N{r}) = z olup w(®(a o N{z})) = z = B(b) dir. Yani, etkinin ilk sart:
saglanir. V' € G(z,7') icin ¥ (*(a o N{z})) = Y(boao N{x}) =V o(boao N{z}) =
(t ob)o(aoN{xz}) = Y*ao N{z}) olup, ikinci sart saglanir. Son olarak,

W(ao N{z}) = 1,0a 0 N{z} = ao N{z} olup ii¢lincii sart da saglanir. Boylece,
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etki sartlar saglanir. Etki geciglidir. Gergekten, a o N{z}, @’ o N{x} iki yan kiime
veb=adoalise boao N{z} = da o N{z} dir. Buradan G x X gegiglidir. N{z}
ve a o N{z} tanimh olmak iizere istenen karakteristik grup G nin elemanlarimdan
olugur ve bunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart a € N{z} olmasidir. Boylece

N{zx} karakteristik gruptur. O

Onerme 2.1.6 da elde edilen noktal grupoid, litaratiirde Tr(G, N{z}) ile gosterilir

ve bu grupoide G{z} in N{x} altgrubu izerine kurulmus G nin érti grupoidi denir.
Sonug 2.1.3. Her gegisli grupoid bir evrensel rti grupoidine sahiptir [6].

Onerme 2.1.7. G gecisli bir grupoid, x € Gy ve N{z} de G{x} nesne grubunun
altgrubu olsun. Bu durumda, gecisli bir H grupoidi, grupoidlerin bir p : H — G
orti morfizmi ve p(H{Z}) = N{x} sartinz saglayan bir & € Hy vardir [6].

Bu sekilde elde edilen 6rtii grupoidine, G{z} grubunun N{z} altgrubu tizerinde
olugturulmus G nin ortu grupoidi denir. G grupoidinin gegisgli olmamasi durumunda,
herbir C,(G) bileseninden temsilci bir # nesnesi ve N{z} C G{z} altgrubu secilir.
Boylece, herbir C,(G) bilegeni igin, p, : C,(H) — C,(G) ortiisti elde edilir. Bu
ortiiler bize p : H — G 6rtii morfizmini verir. Eger N{x} altgruplarinin hepsi agikar
grup ise orti evrenseldir. H nin ingasindan mop : mgH — myG bire-bir, 6rten ve H
da 1-geciglidir.

Boylece nesneleri (X, w) etkileri ve bir (X, w) nesnesinden (X', w') nesnesine bir
morfizmi, w' o f = w ve f(“x) = *f(z) sartlarm saglayan f : X — X’ fonksiyonu

olan GdOp(G) kategorisi elde edilir [9].

Goxy X —2 v X
f

X X'

k‘ A Lxf f
Go

/ !
Go Xy X Y X
Bu kategoride kaynak déniigiimii a(f) = (X, w), hedef doniigimi 5(f) = (X', w’)

ve nesne dontigimii 1(x,, : (X, w) — (X, w) ile tamimhdir. Ayrica komposizyon,
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Goxy X — o x

f f!
X - X' - X7 1xf f
Y , ¢/ y/
N W . Go Xy X' ——— X
GO le/ f/
Y

1

Y
¢
Ga X! X" — "

degisimli diyagramlari ile tanimhidir.

Teorem 2.1.1. G bir grupoid olsun. Bu durumda, G’ nin értilerinin GdCov(Q)
kategorisi ile kiimeler tizerine etkilerinin GAdOp(G) kategorisi denktir [9)].

Ispat. T' : GdOp(G) — GdCov(G) funktorunu agagidaki gibi tammlayahm: G
grupoidinin X tizerine w : X — Gy aracihgiyla etkisi ¢ : G , X, X — X, (a,7) —
$(a, ) = “x olsun. Boylece, Ornek 2.1.4 den nesnelerinin kiimesi X ve morfizmleri
kiimesi G, X,, X kiimesi olan G x X etki grupoidi vardir. p: G x X — G morfizmi,
nesneler {izerinde w ve morfizmler iizerinde (a,z) — a ile verilsin. Onerme 2.1.5 den
p: G x X — G grupoidlerin bir értii morfizmidir. Yani I'(X, w), grupoidlerin ortii
morfizmidir. Boylece I istenildigi gibi bir funktordur.

Tersine, ® : GdCov(G) — GdOp(G) funktorunu agagidaki gibi tanimlayalim:
Grupoidlerin p : G — G ortii morfizmi icin, X = éo ve w = pg : éo — (g olsun.
Boylece, Ornek 2.1.3 deki gibi, G grupoidinin X = Gy tizerine w = py araciligiyla
b1 G xpo Go — G, (a,%) — “F = [(a) etkisini, s, : G4 X, Go — Glile §: G — Gy
hedef déniigimiiniin bilegkesinden elde ederiz. Yani ®(p), G grupoidinin bir kiime
tizerine etkisidir. Boylece ® istenildigi gibi bir funktordur.

OI' = 1gaop(e) oldugu aciktir. Ayrica I'® = 154000y 0ldugu kolayca gosterilebilir.

O

2.2 Topolojik Grupoidlerin Ortiileri ve Etkileri

Bu kisimda topolojik grupoidlerin ortiilerinin kategorisi ile etkilerinin kategorisi-
nin denkligi verilecektir. Bunun i¢in temel problem, taban uzayinin topolojisinin tist
uzaya yiikseltilmesi olup bu kisimda bu problemin ayrintilar: ile ilgilenmeyecegiz.

Sozkonusu ayrintilar [6] ve [9]” da bulunabilir.
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Ortii uzaylari ile grupoidler arasindaki iligkide 7, X esas grupoidi temel rol oyna-
maktadir. Ornek 2.1.2’ de topolojik uzaylar arasmda bir 6rtii déniigiimii verildiginde
bu uzaylara karsilik gelen esas grupoidler arasinda bir 6rtii morfizminin varoldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla topolojik grupoidlerin ortiilerine ge¢gmeden once m X esas
grupoidinin ortiileri ile ilgili baz1 bilgileri ve Tamim 1.2.16” da verilen T'Cov(X)
kategorisi ile ;X esas grupoidinin &rtiilerinin GdCov(m; X)) kategorisinin denkligini

verecegiz.

Onerme 2.2.1. f: Z — X bir donisim olsun. Eder mf : mZ — mX morfizmi
bir f ' mZ — G morfizmine yiikseltilebiliyorsa, f =fl:Z — X sireklidir ve
[ Z — X donisiminin bir yukseltmesidir. f nin bitin yikseltmeleri bu yolla

elde edilir [6].

(Y

Z

/ JQO d q
f X 7T12 7T1X
T f

Onerme 2.2.2. p X — X bir orti dondisimi olsun. X mn topolojisi
mp: mX — mX tarafindan yikseltilmis X in topolojisidir [6].

Bu onermeden yararlanarak ilerideki teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan
temel bir 6nermeyi ifade edelim. Bu 6nermenin ispat1 [6]" da bulunabilir.
Onerme 2.2.3. X evrensel rti wzayina sahip bir topolojik uzay, q¢ :+ G — mX
grupoidlerin ortii morfizmi, X = Go, p = qo : X — X ve U, X in bitin acik,
yol baglantily ve yiikseltilebilir komsuluklarman bir ailesi olsun. Bu durumda X
tizerindeki topoloji asaqidakileri saglayan tek topolojidir [6]:

1. p: X — X ortii dontsimidir,

2. asagqrdaki diyagram: degisimli yapan ve nesneler tzerinde 6zdes olan bir

r:G—mX izomorfizmi vardar.
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X topolojik uzay ise m; X’ in bir grupoid oldugunu biliyoruz. 7 X’ in ne zaman

topolojik grupoid oldugunu bir 6nerme ile verelim.
Onerme 2.2.4. X ecvrensel ortiiye sahipse m X bir topolojik grupoiddir [28].

Ispat. X evrensel ortiiye sahip topolojik uzay ise m; X in bir grupoid oldugu esas
grupoid kisminda ispatlanmigti. Simdi 71 X in topolojik grupoid oldugunu gosterelim.
Nesne kiimesi X oldugundan bir topolojik uzaydir. Simdi X in topolojisi yardimiyla
m X lzerine topoloji koyalim. X evrensel ortiiye sahip oldugundan, X in U agik
ortisii, X in bitiin acik ve yol baglantih U altkiimelerinden olusur ve i : U — X
dahil etme dontisiimleri U nun esas grubunu asikar gruba dontistiiriir. ¢ daki herbir
U ve U daki herbir x i¢in A\, : U — m X, segilen bir 2’ € U ya U da x den 2’ ne
bir yolu kargilik getirsin ve \,(z'), m X (x,2’) deki yollarmn bir denklik simifi olsun.
U tizerindeki sartlar, A,(z') niin x den 2’ ne U daki yollarin segilisinden bagimsiz
olmasin gerektirir. U, = A\, (U) ve [a] € 7 X(x,y) olsun. Bu durumda U,V € U,
v € Uvey €V ign V,[a)U; " kitmeleri m X fizerindeki yiikseltilmig topolojinin
temel komguluklaridir [28]. Boylece x € U € U, y € V € U, [a] € mX(x,y)

ve [a] nin temel komsgulugu V,[a]U;" olsun. Bu durumda, o(V,[a]U;') C U ve
B(V,[a)U;) € Volup i, §: m X — X déniisiimleri siireklidir. Benzer sekilde, nesne
ve ters doniigiimlerinin stirekliligi de gosterilebilir. Simdi m : mX 4 XxgmX — mX
kompozisyonunun siirekliligini gosterelim. [a] € m X (z,y) ve [b] € mX(y, z) igin,

[b]o[a] = [boa] ve W, [boa]U; ", [boa] mn temel komsulugu olsun. Béylece, herhangi

bir Vel vey € V igin,

m((W-BV, ) o x5 (Vy[a]U;1) = Welb o a]U;
olup kompozisyon iglemi siireklidir. Sonug olarak, 7 X bir topolojik grupoiddir. [l
Boylece X evrensel ortiiye sahip olmak tizere GdCov(m X) kategorisi; nesneleri
p: G — mX 6rtit morfizmleri ve p : G — m X nesnesinden q: H — m X nesnesine

bir morfizmi, p = ¢ o r sartim saglayan r : G — H morfizmi olan bir kategoridir.

r

N

7T1X

G H
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Bu kategoride; kaynak doniigiimii «(r) = p, hedef déniigiimii 3(r) = ¢ ve nesne
dontigiimii 1) : G — G ile tammhdir. Ayrica, r : G — H ve r’ : H — K iki
morfizm olmak tizere, kompozisyon

/

~ r r ~

G - 0 - K
D P’
7T1X

degisimli diyagrami ile tanimhdir.
Ispat1 [6]” da bulunan evrensel ortiiye sahip bir X topolojik uzaymin ortiilerinin
kategorisi ile X’ e karsilik gelen m X esas grupoidinin oOrtiillerinin kategorisinin

denkligini ifade edelim.

Onerme 2.2.5. X ecvrensel ortuye sahip topolojik uzay olsun. Bu durumda X
in ortilerinin TCov(X) kategorisi, m X esas grupoidinin ortilerinin GdCov(m X)

kategorisine denktir.

Artik Ortii uzaylar ile esas grupoidler arasindaki iligkiyi verdikten sonra topolojik
ortl grupoidlerini verebiliriz. Bunun i¢in 6ncelikle topolojik grupoidlerin 6rtii morfiz-

mi tammin verelim.

Tanim 2.2.1. Topolojik grupoidlerin p : H — G morfizmi i¢in, eger (p,«) : H —
Ga Xp, Hy dontisimi homeomorfizm ise p morfizmine topologik orti morfizmi denir.
Bu durumda, (p,«) mn tersi s, : Go Xy Ho — H donisimidir. Denk olarak,
topolojik grupoidlerin p : H — G morfizmi ve her x € Hy igin p nin Hy, — Gpy)

kisitlamast homeomorfizm ise p ye topolojik orti morfizmi denir [19].

Onerme 2.2.6. ¢: H — G topolojik orti morfizmi olsun ve topolojik grupoidlerin

morfizmlerinin asaqidaki degisimli diyagrama verilsin.

/lq
H’TG

Bu durumda, p nin topolojik orti morfizmi olmast icin gerek ve yeter sart r nin

topologik orti morfizmi olmasidur [19].
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Ispat. ¢: H - Gver: H — H topolojik 6rtii morfizmleri olsun. Bu durumda
her bir ' € Hj icin H}, — H,q) ve Hygry — Gy kisitlamalar: homeomorfizm
olacagindan p nin Gy ne kisitlamasi da bir homeomorfizmdir. Bdylece, p soyut
ortli morfizmidir ve s, : Gy %, Hy — H' yiikseltmesi vardir. s, nin siirekli oldugu

agagidaki bileskeden aciktir. Burada P, ikinci izdiigiim dontigiimiidiir.
1><T‘0,P2)

Ga Xro H(/) (4' (Ga X g0 HO) a Xrg H6

Sp lSle

H' ~ : H o %, H}

Sp\ \qul

Y - (h,y')

Tersine ¢ : H — G ve p : H — G topolojik ortii morfizmi olsun. Bu durumda,

r : H — H soyut anlamda topolojik ortii morfizmidir. A’ € H{ i¢in r nin Hj,
ne kisitlamasi, H, ) lizerine bir homeomorfizmdir. Boylece s, : Hy X, Hy — H’

yiikseltmesi vardir. s, nin stirekliligi agsagidaki bilegkeden bulunur.
Hy g HY 25 G %y HY > HY

]

Ornek 2.2.1. X ve X evrensel ortiye sahip olmak tizere topolojik uzaylarm p : X —
X orti dontsimi verilsin. Bu durumda, mp : mX — mX indirgenmais morfizmi
de topolojik grupoidlerin topolojik orti morfizmidir. Gergekten, X ve X evrensel
ortiye sahip oldugqundan Onerme 2.2.4 den mX ve mX birer topolojik grupoiddir.
Ayrica, Ornek 2.1.2 den mp : mX — mX grupoidlerin orti morfizmidir. Simdi,
mp nin topolojik grupoidlerin drti morfizmi oldugunu gosterelim. [a] € m X (Z,7),
la] € mX(x,y) ve U,U" swraswla x ve y nin kanonik komsuluklar: olsun. Bu
durumda, T,5 mn, swaswla V,V' kanonik komsuluklar: vardir ve p(V) C U wve

p(V') C U' diir. Bdylece wlp(%[&]ﬁgl) C Ué[a]U_l olup mp streklidir. (mp)g = p

T

olup p, topolojik uzaylarin orti donisumi oldugundan sureklidir. Dolayisiyla mp
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topolojik grupoidlerin bir morfizmidir. wp topolojik grupoid morfizmi ve v topolojik
grupoidin kaynak donisimi oldugundan streklidir. Dolayisiyla (mip, o) : mX —
mX o X(mp)o X dontisumai stureklidir ve mp grupoidlerin orti morfizmi oldugundan
(m1p, ) bire-bir ve drtendir. Son olarak, (mip,a) min agk oldugunu gésterelim.
[a) € mX(2,9) olsun. Béylece &,§ nin V,V' kanonik komsuluklarini secebiliriz.
Buradan, U = p(V)) ve U = p(V') swraswyla x = p(Z) ve y = p(g) mn kanonik
komsuluklar bulunur. Eger W = %[&](%)_1 ise (mp, ) (W) = (m1p)(W) a X (z1p)o V'
iken mip(W), mip([a]) nan temel komsulugudur ve X o X (xp)o X da agikter. Boylece

(m1p, ) bir homeomorfizm olup mip topolojik grupoidlerin orti morfizmidir [9].

Tanim 2.2.2. G bir topolojik grupoid, X bir topolojik uzay ve w : X — Gq strekl
bir doniisiim olsun. Tamim.2.1.2 deki w(x) = B(a), *(“x) = "% ve '@z =z
sartlarma saglayan ¢ : Gy X X — X, (a,x) — %z, sirekli donigimi varsa G, X

topolojik uzayr izerine w vasitaswyla topolojik olarak etki eder denir [21].

Ornek 2.2.2. p: H — G topologik grupoidlerin ortu morfizmi olsun. Bu durumda
Ornek.2.1.8 den G, w = py : Hy — Gy vasitasiyla X = Hy tzerine etki eder.
Simdi etkinin topolojik etki oldugunu gosterelim. p : H — G topolojik orti morfizmi
oldugundan p, py streklidir ve s, : Go X, Hy — H bir homeomorfizmdir. Dolayisiyla
w sureklidir ve topolojik grupoidin (3 hedef dontsimi ile s, nin bileskesi olarak
tanamly olan ¢ : G X,y Hy — Hy, (a,x) — “x = ((a), etkisi sireklidir. Béylece G,

Hy dzerine topolojik olarak etki eder [21].

G bir topolojik grupoid olsun. Topolojik etkiler arasindaki bir f : (X, w) —
(X', w') morfizmi, go f = p ve (a,z) € G, X, X i¢in f(“z) = °f(z) sartlarm
saglayan stirekli bir f : X — X'’ doniigiimidiir. Bu sartlar agsagidaki degigimli
diyagramlar1 verir.

Goxy X —2 v x
X f

X/
N oA f
Go

Ga X! X ! 7’ X !
Boylece, nesneleri (X, w) topolojik etkileri ve morfizmleri de yukaridaki gibi

topolojik etkilerin morfizmleri olan T'GdOp(G) kategorisini elde ederiz [30]. Bu
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kategoride kaynak déniigimii a(f) = (X, w), hedef déniigimi G(f) = (X', w’) ve

nesne déniigiimii 1(x ) : (X, w) — (X, w) ile tanimhdir. Ayrica kompozisyon,

Gao X0 X ¢ X
f !
X - X’ T, X" Ixf I
4 / ¢>/ ,
w w' w’’ GQ’ X’w/ X - X
GO 1><f/ f/

v
¢II
Go Xy X" — X"

degisimli diyagramlari ile tanimlidir.
Bu kismin ana teoremlerinin ispatlarinda kullanilacak olan ve ayrintili agiklamasi

[30]" da yer alan bir 6rnegi verelim.

Ornek 2.2.3. X bir topolojik uzay ve G de X tizerinew : X — Gy stirekli donisima
vasitaswyla etki eden topolojik grupoid olsun. Béylece Ornek 2.1.4 den, nesne kiimesi
X wve morfizmleri kiimest G, X, X olan bir G x X etki grupoidi tansmlidir. G x X
grupoidinin yapr donistimlerinin surekliligi ve p : Gx X — G izdisumunin topolojik

grupoidlerin 6rti morfizmi oldugu kolayca gdsterilir.

Tanim 2.2.3. G bir topolojik grupoid, X bir topolojik uzay ve w : X — Gq sturekl:
bir doniisim olsun. Eger X ,, xg G = {(z,a) € X x G | f(a) = w(x)} olmak
iizere w(z?) = a(a), (2%)° = 2% ve z'v@ = x sartlarim saglayan ¢ : X , x5 G —
X, (z,a) — x% strekli donisimi varsa G topolojik grupoidi, X wuzay tzerine w
vasitaswyla sagdan topolojik olarak etki eder (veya kisaca X bir sag G-uzaydir) denir

ve (w, X) ile gosterilir [19].

Gruplarda oldugu gibi “z = 2 ' kuraliyla bir sol G-uzay, bir sag G-uzaya

dontgtiirilebilir.

Tanim 2.2.4. G, H birer topolojik grupoid ve X bir topolojik uzay olsun. G, X
tizerine w surekli doniisimai vasitaswyla soldan ve H da X tizerine w' strekli doni-
stimii vasitaswla sajdan etki ediyor ve x € X, a € G, b € H icin ®x,x’ tanumh
olmak tizere w'(%x) = w'(z), w(z®) = w(x) ve *(x°) = (*2)° sartlar saglanwyorsa,
X e bir G-H-uzay(bispace) denir ve (w', X, w) ile gdsterilir. Béylece G ve H, X

tizerine w-w' vasitaswyla etki eder denir [19].
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Boyle bir etki igin en temel 6rnek, ayrintilar1 [19]° da bulunan bir G topolojik
grupoidinin kendisi tizerine hedef ve kaynak doniigtimlerinin kullanilmasiyla asagidaki
gibi verilir.

Ornek 2.2.4. G bir topolojik grupoid olsun. Bu durumda G, kendi tizerine (3-«

vasitaswyla etki eder. Etki, G deki kompozisyon ile tanimlanar.

Simdi boyle bir etki ile yoriinge uzaylari arasindaki iligkiyi bir teorem ile ifade

edelim.

Teorem 2.2.1. H bir topolojik grup ve G de Gy nesne uzayr Hausdorff olan bir
topolojik grupoid olsun. Eger X, bir G-H-uzay ise G nin X dzerine etkisi X/H

yoringe uzay tUzerinde bir sol G-uzay yapisy belirler[19] .

G bir topolojik grupoid olsun. Ornek 2.2.4 de G nin (-« vasitasiyla bir G-G-uzay
oldugu gosterilmigti. Simdi, z € Gy ve N{z} de G{z} in altgrubu olsun. Bu
durumda G, bir G-N{x }-uzaydir. Boylece, N{z} in sol yan kiimelerinin G, /N{z} =

G Nz} uzayl tanimlanir.

Sonug 2.2.1. Eger Gy nesne uzayr Hausdorff uzay ve N{z}, G{x} in altgrubu ise

sol carpma G y(z) uzayina bir sol G-uzay yapisy verir.

Bu sonucu topolojik grupoidlerin ortiileri ile agagidaki onerme aracihigiyla iligki-

lendirelim.

Onerme 2.2.7. G, Gy nesne uzayr Hausdorff uzay olan baglantily topolojik grupoid,
r € Gy ve N{z}, G{x} nesne grubunun altgrubu olsun. Bu durumda baglantily bir
H topolojik grupoidi, p : H — G topolojik orti morfizmi ve p(H{Z}) = N{z} olacak
sekilde bir & € Hy vardwr [19].

X, evrensel ortiiye sahip topolojik uzay olsun. X da evrensel ortiiye sahip
topolojik uzay olmak iizere, UT'C'ou(X) kategorisi; nesneleri p : X — X topolojik
ortii dontigiimleri ve p : X — X nesnesinden ¢ : Y — X nesnesine morfizmi, p = gor
sartin saglayan r : X — Y doniisiimil olan bir kategoridir [21].

NS

X

X Y
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Bu kategoride; kaynak doniigiimii «(r) = p, hedef déniigiimii 3(r) = ¢ ve nesne
doniistimii 1: X — X ile tammhdir. Ayrica, r: X — Y ve s’ : Y — Z iki morfizm
olmak tizere kompozisyon,

~ r r’

X

-7

NY%

X evrensel rtitye sahip topolojik uzay ise Onerme 2.2.4 den m X esas grupoidi

degisimli diyagrami ile tanimhdair.

bir topolojik grupoiddir. UT'GdCov(m X) kategorisi, X = Gy evrensel ortiiye sahip
olmak ftizere nesneleri p : G — mX topolojik grupoidlerin 6rtii morfizmleri ve
p: G — mX nesnesinden ¢ : H — m X nesnesine bir morfizmi, p = ¢ o r sarti
saglayan topolojik grupoidlerin r : G — H morfizmi olan bir kategoridir [21].

N
’7TlX

Bu kategoride; kaynak doéniigiimii «(r) = p, hedef déniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

G H

dontigiimii 1) : G — G ile tammhdir. Ayrica, r : G — H ve r’ : H — K iki

morfizm olmak tlizere kompozisyon,

/

~ r r ~

G - H K
p p’
7T1X

degisimli diyagrami ile tanimhdir.
Son olarak bu kismin ana sonucunu [21] ve [30]” da ispatlar1 verilen bir énerme

ve teorem ile verelim.
Onerme 2.2.8. UTGdCov(m X) ile UTCov(X) kategorileri denktir.

Teorem 2.2.2. G topolojik grupoidinin ortilerinin TGdACov(QG) kategorisi ile etkile-
rinin TGdOp(G) kategorisi denktir.
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2.3 Lie Grupoidlerin Ortiileri ve Etkileri

Bu kisimdan itibaren aksi belirtilmedikge Lie grupoidleri ve diferensiyellenebilir
manifoldlar1 baglantili olarak kabul edecegiz.
Lie ortii grupoidlerinin taniminmi vermeden once ilerideki ispatlarda temel olustu-

racak bir ornek ve teoremi ifade edelim.

Ornek 2.3.1. M bir baglantily diferensiyellenebilir manifold ve
(M) ={(z,|o],y) | z,y € M ve [0], egrilerin homotopi sinifi,c(0) =z, o(1) =y}
olsun. Bu takdirde, m(M) asagidaki kurallarla M dizerinde bir Lie grupoiddir:
a(z,[o],y) =z, Bz, [0],y) =y
(

/

w0, y), (', [7],2) = (2,0 0 7], 2) =y =y
e(z) = (z, [sabit], z)
(z,[o],y)™" = (y,[07"],2).

Eger w(M), M nin egrilerinin uzayr tizerinde kompakt agik topolojinin bélim
topologisi ile donatilirsa o zaman o x [ : w(M) — M x M bir érti donisimidiir.
(M)’ nin M dzerinde bir Lie grupoid oldugu gelir ve ona M’ ye karsiik gelen esas

grupoid denir. Onun izotropi gruplar: m (M, x), Yx € M, esas gruplarider [11].

Teorem 2.3.1. M, r sunsfindan n-boyutlu baglantils bir diferensiyellenebilir manifold

olsun. Bu takdirde, mM nin her A gecisli genis normal altgrupoidi i¢in
TaM = (TaM,0a,B4,04,Ta,T4)
r sinafindan bir Lie grupoiddir [41].

Ispat. M x M, 2n boyutlu bir C" manifolddur. ([41],3.2.2)’ den dolay1 7M ve
dolayisiyla ma M lokal agikardir. Boylece ma M, M x M’ nin bir ortii uzayidir. Ve

buradan w4 M, 2n boyutlu r sinifindan bir 6rtii manifoldudur. Ayrica
(@, B4) : TaM — M x M

ortii dontigimii r sinifindandir, ve buradan a4 ve 3, r smifindandirlar. @4 ve 54
nin ranklarimin n olmasi gergegi, lokal diffeomorfizmin, (@4, 34)’ nin projeksiyon

ozelliklerinin ve pr; : My X My — M; nin bir sonucudur.
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Simdi iy : (maM)s — maM kompozisyonunun r sinifindan oldugunu gosterelim.
([a]a, [b]a) € (maM)s olsun. U = (Uy, [a]a, V1) X (Us, [bla, V2), ([a]a, [b]4)’ nin bir
koordinat komsulugu olsun. Bu takdirde, (U, [a + b] 4, V), ma M’ de [a+b] o’ min bir
koordinat komgulugudur. (X\;,U;) ve (v, V;), (i = 1,2), M’ de koordinat haritalar
olsun. Bu takdirde,

Y1 = (A x 7)o (@a,By): (U, lala, Vi) — IR
Vo = (Ao X 72)0(@a,By): (Us, [ba, Vo) — IR™

(M1 X 72) 0 (@a, Ba) : (Un, [a+bla, Vo) — TR™

7o M’ de haritalardir. Buradan
U X Py 2 (Uy, [a]a, Vi) X (Us, [b]a, Vo) — IR™
maM x ma M’ de bir haritadir. g’ niin temsilci fonksiyonu olan,
F =M x72)0(@a,084)0fia0 W x )™t by X 9hao(UN (maM)y) — IR™

dontigiimiiniin C” smifindan oldugunu gostermeliyiz. Her ([c]a, [d]4) € (maM ) igin

1 X Pa([c]a; [d]a) = (M(e(e), 11(B(c)), Aa(a(d)), 12(5(d)))
= (M(a(e)), -, AT (ale)), 11 (B(e)), -, 77 (B(e)),
As(a(d)), -, Az (ald)), 7 (B(d)), -, 75 (B(d)))

ve

(A1 X 72) 0 (@a, Ba) 0 Fia ([ca; [dla) = (M X 72) 0 (@, B4) ([c+ d]a)
= A1 x 72 (a(c), B(d))
= (A(a(0), ., AT (a(e), 1 (B(d)), ... 75 (B(d)))

dir. Dolayisiyla asagidaki degigimli diyagramlara sahibiz:
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U N (raM)s = (U, [a+ bla, Vo)

l(/\1 Xv2)o(@a,84)

P1 X2 R2"
-
1 X YU N (1aM)s) € R — R
Uﬂ (WAM)Q fa <U17 [a+b]A7‘/2>
l()q xv2)o(@a,84)
Y1 Xh2 R2"
-
¢1 X 77Z)2([] N (WAM)2> g R4n pr2nti R

Ik diyagramda 1 < j < n ve ikinci diyagramda n < j < 2n olup pry, pr? ve pr2"+i
agik olarak izdiigiimlerdir, dolayisiyla C" sinifindandirlar. Boylece F' ve dolayisiyla
It 4, 7 siifindandirlar.

Simdi €4 : M — m4M nesne doniigimiiniin r simnifindan oldugunu gosterelim.
x € M ve U C M, z’ in bir koordinat komsgulugu olsun. Bu takdirde (U, [1,]4,U),
waM’ de [1:]a = €a(z) in bir koordinat komgulugudur. Eger g : U — IR", M’ de

bir harita ise, o zaman
(9% g) o (@a,Ba) : (U, [Ls]a,U) — IR
w4 M’ de bir haritadir. Bu takdirde
P=(gxg)o(@sfBa)oeacg ' [R" — IR™

€4 nin bir temsilci fonksiyonudur. Kolayca goriliir ki P bir projeksiyondur ve
buradan €4, maksimum n ranki ile bir C" doniigiimdiir.

Son olarak iy : TaM — 7waM, [a]a — [—a]a ters doniigiimiiniin r smifindan
diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim. (U, [a]a, V'), [a]4’ min bir koordinat komgu-
lugu ve

(A x 7)o (aa,B4):{Ulala, V) — B CIR™
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bir harita olsun, burada (A, U) ve (v, V') M’ deki koordinat haritalaridir. Bu takdirde

(V,[—ala,U), [—a]a nin bir koordinat komsulugudur ve
(v x A) o (@a, Ba) : (Vi [~a]a, U) — IR*

de m4 M’ de bir haritadir. Agagidaki diyagramlarin degisimli oldugu kolayca goriiliir.

(U, [a]a, V) (V,[—a]4,U)
l(vxk)o(amﬁf;)
(Ax7)o(@a,B4) R2n
§
B C R* — R
prTJ
(U, [a] 4, V) (V,[~a]a, U)
l(”/X)‘)O(O‘AvﬁA)
(Axy)o(@a,B4) R2n
-
B CR> — R
pT

Burada ilk diyagramda 1 < j < n ve ikinci diyagramda n < j < 2n dir. Boylece
prjo(yx A)o(@a,B,)0is0 (@a,B4) " o (A xv)"! oldugu gériiliir, ve buradan i,

r sinifindan diferensiyellenebilirdir. O]

Bundan sonraki kisimlarda bir fonksiyonun diferensiyellenebilirligi ile her mertebe-
den kismi tiirevlerin mevcut ve stirekli oldugunu varsayacagiz.

Simdi Lie ortii grupoidlerinin tanimini verelim.
Tanim 2.3.1. p: G — G Lie grupoidlerin bir morfizmi olsun. Eger her bir x € éo
nesnest i¢in p nin ég — Gz ksitlamasy diffeomorfizm ise p ye Lie grupoidlerin
orti morfizmi ve G Lie grupoidine de G nin Lie orti grupoidi denir.

p : H — G Lie grupoidlerin bir ortii morfizmi olsun ve asagidaki geri ¢ekme

diyagrami verilsin.

pr2
Ga XPO HO HO
pri Po
a
G Go
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Bu durumda

G Ho = {(a,2) € G x Hy| aa) = polx) }

olmak {izere s, : Gx,, Ho — H fonksiyonu p(h) = a sartin1 saglayan (a, z) ¢iftini, =
de baglayan bir tek h € H, elemanina gotiiren bir yiikseltme fonksiyonudur. Acikca
Sp, (p, ) + H — Gyxpy Ho morfizminin tersidir.

Boylece p : H — G morfizminin Lie grupoidlerin bir 6rtii morfizmi olmasi igin

gerek ve yeter sart (p, ) : H — Gy, Hy morfizminin diffeomorfizm olmasidir.

Tanim 2.3.2. Herhangi bir p : G — G Lie grupoid morfizmi ve T € éo ¢in,
G{p(@)} Lie grubunun p(G{F}) Lie altgrubuna p nin T daki karakteristik grubu

denir.

Simdi diferensiyellenebilir ortii doniigiimlerinden Lie grupoidlerin 6rtii morfizmle-

rine gecigi veren onemli bir 6nermeyi verelim.

Onerme 2.3.1. Egerp: M— M diferensiyellenebilir orti dontisumi ise o zaman

™ : 7T1M — m M indirgenmis morfizmi Lie grupoidlerin bir orti morfizmidir.

ispat. M ve M baglantili diferensiyellenebilir manifoldlar oldugundan Ornek 2.3.1°
den 7y M ve 7T1M esas grupoidleri birer Lie grupoiddir. Ayrica Ornek 2.1.2 den mp :
ﬂlﬁ — m M grupoidlerin ortii morfizmidir. Dolayisiyla 71p’ nin Lie grupoidlerin
ortli morfizmi oldugunu ispatlamak igin mp’ nin diferensiyellenebilir oldugunu ve
(mip, @) : WIJT/[/ — WlMaxpM dontigiimiiniin tersi olan s, : WlMaxp]/\\/[/ — WIZT/[/
yitkseltme fonksiyonunun diferensiyellenebilir oldugunu gostermemiz gerekiyor. Once
m1p’ nin diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim. p : M— M diferensiyellenebilir
oldugundan M iizerindeki (U, @) ve M fizerindeki (V1) haritalar igin p(U) C V
dir ve popo o=t : o(U) — (V) bir diferensiyellenebilir déniigiimdiir.

M M
» P
R" ! R"

7T1]Tj ve m1 M esas grupoidleri Lie grupoid oldugundan (U, ¢) ve (V1)) haritalarinin
yiikseltmeleri olan ((7 ,p) ve (‘7,{/1\) yiikseltilmig haritalar1 aracihgiyla mp grupoid
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morfizmini 12*1 o Id o ¢ seklinde tamimlayabiliriz. @E ve ¢ sirasiyla mM ve 7T1M
Lie grupoidlerinin harita doniigtimleri oldugundan diferensiyellenebilirdir. Ayrica
Id birim doéniigtimii de diferensiyellenebilir oldugundan 7p diferensiyellenebilirdir.

Simdi de s;,,” nin diferensiyellenebilirligini gosterelim. mp Lie grupoidlerin
morfizmi ve «, Lie grupoidin kaynak doniigiimii oldugundan (mp,«) : WIM —
m M axpM doniigtimi diferensiyellenebilirdir. Ayrica 7;p grupoidlerin ortii morfizmi
oldugundan (7 p, @) bire-bir ve értendir. Dolayisiyla (m1p, o)’ nin S, : m1 M axpM —
m M tersi vardir. Smp her bir ([a],7) ikilisini 7" da baslayan ve mp([b]) = [a]
olacak gekilde b diferensiyellenebilir egrilerinin bir tek [b]z homotopi siifina gotiiren
yikseltme fonksiyonudur. Homotopi yiikseltme 6zelligi ve tek yiikseltme ozelliginden
Srp 1yl tammhdir. Ayrica sy,

— IXLE

~  IXxe — pra —
7T1M a Xp M 7T1M X 7T1M 7T1M X 7T1M

7T1M

(la], 7) ——([a], [13]) ——([a], [a]) —[d]
diyagramindaki gibi diferensiyellenebilir doniigtimlerin bilegkesi olarak yazilabilece-
ginden diferensiyellenebilirdir. Boylece s, bir diffeomorfizm olup mp Lie grupoid-
lerin ortii morfizmidir.

O

Onerme 2.3.2. M baglantils bir diferensiyellenebilir manifold, ¢ : G — mM
grupoidlerin ortic morfizmi, M = Go, p = qo : M — M ve A, M manifoldunu
diferensiyellenebilir manifold yapan ve biitin yikseltilebilir haritalarindan meydana
gelen atlasy olsun. Bu durumda M dzerindeki diferensiyellenebilir yapr asaqidakileri

saglayan tek yapidor:
1. p: M — M ortii doniisimidiir,

2. asaqidakt diyagram: degisimli yapan ve mnesneler tuzerinde ozdes olan bir

r: G — mM izomorfizmi vardir.

7T1M



Ispat. Ilk olarak M, yikseltilmis manifolda sahip ise p nin 6rtii dontigimii oldugunu
gosterelim. A, A nm elemanlarmin yiikseltmelerinin bir ailesi olsun. Boylece A,
M iizerindeki diferensiyellenebilir manifoldun harita tanim kiimeleri igin bir atlas
olugturur. Eger U € A ise p~'(U), A nin elemanlarinim birlesimidir, dolayisiyla p
diferensiyellenebilirdir. Aym zamanda, eger U € A ise p(ff ) € A dir, yani p acik
déniigiimdiir. U, A nin U kiimesinin bir yiikseltmesi ise p |7 kisitlamasi bire-bir ve
ortendir. Boylece p, bir diffeomorfizmdir. Aym zamanda U, M da acik oldugundan
U, M da kanoniktir ve U, M de kanoniktir. Sonug olarak p bir 6értii morfizmidir.
Simdi, nesneler tizerinde dzdes olmak tizere r : G — m M morfizmini tanimlayalim.
a € é(.fc, g) ve q(a) € mM(x,y) olsun. Ayrica ¢(a) nin temsilcisi a : I — M olsun.
Bu durumda ¢, m11(0,1) in bir tek elemani olmak iizere a morfizmi, (ma)(z) =
q(a) sarti saglayan bir ma : mI — m M morfizmine indirgenir. I, 1-baglantili
oldugundan ma, o’ : (m1,0) — (G, %) morfizmine yiikseltilir, burada a’(z), ¢(@) nin
yiikseltmesidir ve a’(z) = & dir. Ornek 2.3.1 den a)) : I — M diferensiyellenebilir olup
r(@), r(a) = [ah] olarak tammlanabilir. Acikca, (&) € m M (Z, ) dir. Ayni zamanda
r(a), g(a) daki temsilci @ nin se¢iminden bagimsizdir. Farkli a;, as temsilcileri denk
oldugunda @y, as yiikseltmeleri de denktir. Kabul edelim ki b € G(7, 2) olsun. Bu
durumda, r(ba) ve r(b)r(a) nin her ikisi de ¢(ba) mn yiikseltmesidir. Boylece r(ba) =
r(b)r(a) bulunur. Bu, r nin morfizm oldugunu gésterir ve r nin tamimindan (7p)r =
g oldugu goriiliir. Onerme 2.1.2 den r morfizmi bir ortii morfizmidir. Bu, herbir
i,9 € M icin r : G(&,7) — m M (Z,7) nin bire-bir olmasim gerektirir. Herhangi
bir ¢ € mM(%,7), ¢ € Stad elemant tarafindan ortiildiigiinden (eger ¢ € G(Z, ')
ise 7(g) = r(y') dir ve boylece, § = ¢ bulunur) aym zamanda ortendir. Sonug
olarak r bir izomorfizmdir. 1. ve 2. sartlarin saglayan diferensiyellenebilir yapinin
tekligi, Sonug 2.1.1 den gelir. Yani r nesneler iizerinde 6zdes oldugundan M nin
diferensiyellenebilir yapisi ¢ ve mp tarafindan M {izerinde aym diferensiyellenebilir

yapiya yiikseltilir. ]

Onerme 2.3.3. r : K — H ve q : H — G Lie grupoid morfizmler: olsun. Bu

durumda

1) q ver Lie grupoidlerin érti morfizmleri ise qr de Lie grupoidlerin értid morfizmidir.
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2) q ve qr Lie grupoidlerin érti morfizmleri ise r de Lie grupoidlerin drti morfizmidir.

3) r wve qr Lie grupoidlerin orti morfizmleri ve rq orten ise q da Lie grupoidlerin

orti morfizmidir.

ispat.

G
diyagramini gozoniine alalim. gr = p diyelim.

1) ¢ ve r Lie grupoidlerin értii morfizmleri ise ¢ : Styy — Stgz ver' : Stxax — Stpy
doniigtimleri birer diffeomorfizmdir. Diffeomorfizmlerin bilegkesi de bir diffeomorfizm
olacagindan ¢'r : Stgx — Stgz de bir diffeomorfizmdir. Bu da ¢r : K — G’ nin
Lie grupoidlerin bir 6rtii morfizmi olmasini gerektirir.

2) ¢ ve p = gr Lie grupoidlerin 6rtii morfizmleri ise ¢ : Styy — Stgz ve p :
Stxx — Stez doniisiimleri birer diffeomorfizmdir. r' : Stxx — Styy olmak iizere
q bir diffeomorfizm oldugundan p' = ¢'r" esitliginden (¢ )~'p" = r’ olur. Esitligin
sol tarafi bir diffeomorfizm oldugundan r’ de bir diffeomorfizmdir. Dolayisiyla r Lie

grupoidlerin 6rtii morfizmidir.

3) Benzer diigiincelerden ¢’ nun Lie grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugu gelir. O]

Onerme 2.3.4. p : (G,7) — (G, ) Lie grupoidlerin rti morfizmi, f : (F,z) —
(G,x) Lie grupoid morfizmi ve F gegigli Lie grupoid olsun. Bu durumda, f nin
bir f (F,z) — (é, T) morfizmine yikseltilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart f
nin karakteristik grubunun p nin karakteristik grubu tarafindan icerilmesidir, yani

FF{z}) C p(G{Z}) olmasidir. Eder boyle bir yiikseltme var ise tektir.

Ispat. Kabul edelim ki fvvar olsun. pf: f esitligi

F(F{z}) € p(G{7})

olmasini gerektirir.
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Tersine f’ nin karakteristik grubu, p’ nin C karakteristik grubu tarafindan igerilsin.
p’ nin é{%} — (' kisitlamas1 Lie gruplar arasinda bir izomorfizm olacagindan
f: F{z} — G{z} morfizmi, bir f : F{z} — G{&} morfizmine bir tek sekilde
yikseltilir. §imdi F” nin gecisli olmasindan yararlanarak ]7’ nin bir grupoid morfizmi
oldugunu gosterelim. F” nin her bir v nesnesi i¢in F(z,v)’ nin bir eleman 7, olsun.

Eger a € F(u,v) ise o zaman a, a' € F{z} ile

L1
a=T,aT,

seklinde tek olarak yazilabilir, burada 7, € F(z,u) dur. Ayrica eger b = F(v,w) ise
o zaman b = 1,b'7; ! ve b € F{z} ile (ba) = b'a" diir. Her bir f(7,) eleman Stz7

nin bir tek f(7,) eleman ile értiiliir. Boylece

~ gy~

@) = Fr) fla) fr)™!

1 tamimlariz ve

elde edilir. Yani f bir grupoid morfizmidir. ]?, (é,f) noktali Lie grupoidindeki
kompozisyon ile tanimlandigi i¢in agikca diferensiyellenebilirdir.

Acikca fv, f’ nin yiikseltmesidir. Ayrica f’ nin herhangi bir yiikseltmesi F{z}
ve T, elemanlar1 iizerinde fﬂe ayni olmalidir. Dolayisiyla boyle bir yiikseltme fﬂe
cakigmalidir. Bu, yiikseltmenin tekligini ispatlar.

]

G bir Lie grupoid olsun. Bu durumda nesneleri p : H — G diferensiyellenebilir
ortii morfizmleri ve p : H — G nesnesinden ¢ : K — G nesnesine bir morfizmi, Lie
grupoidlerin p = ¢ o r gartin1 saglayan bir r : H — K Lie grupoid morfizmi olan GG

nin diferensiyellenebilir értiilerinin LGdCov(G) kategorisi elde edilir.




Bu kategoride; kaynak doniigiimii «(r) = p, hedef déniigiimii 3(r) = ¢ ve nesne
dontigimi 1, : G — G ile tammhdir. Ayrica, r : H — K ve ' : K — L iki

morfizm olmak tizere kompozisyon,

r r/

degisimli diyagrami ile tanimhdir.

Onerme 2.3.3’ den LGdCov(G) kategorisindeki her bir  Lie grupoid morfizminin
de bir diferensiyellenebilir 6rtii morfizmi oldugu goriiliir.
Lie grupoidlerin bir diferensiyellenebilir manifold iizerindeki etkisini tekrar hatirla-

talim.

Tanim 2.3.3. G bir Lie grupoid, M bir diferensiyellenebilir manifold ve w : M —

Go bir diferensiyellenebilir dontisim olsun. Eger
GoxuwM ={(a,x) € Gx M| a(a) =w(z)}

olmak dizere asagidaki sartlar: saglayan bir ¢ : Gox oM — M, (a,x) — a x diferensiyel-
lenebilir dontisimi varsa G ye M dizerine w araciligiyla soldan diferensiyellenebilir

olarak etki eder veya kisaca M bir sol G—manifolddur denir ve (M, w) ile gdsterilir.

i) w(az) = F(a) ii) b(ax) = (boa)w 1) (ly@)x = 2.

Ornek 2.3.2. G, M diferensiyellenebilir manifoldu tzerine w : M — Gy aracibiguyla
etki eden bir Lie grupoid olsun. Boylece bu etki yardimiyla nesnelerinin kimesi M
olan ve Lie etki grupoidi denilen G x M Lie grupoidi tanimlanir. Nesne kiimesi M
oldugundan diferensiyellenebilir manifolddur. Morfizmlerin kimesi Gox,M kiimesi
olup o bir submersiyon oldugundan o da bir diferensiyellenebilir manifolddur. Bir
x nesnesinden bir y nesnesine bir morfizm ax =y sartine saglayan (a, ) ikilisidir.
Kaynak donisimii o(a,x) = x, hedef doniisimi [(a,x) = a'x, nesne donisimi
x = (L), x), ters dondigimi (a,z)~" = (a™', a'z) ve komposizyon (b,y) o (a,z) =
(boa,z) >y = ax ile tammbdwr. Kaynak ve hedef donisimleri, siraswyla ikinci
1zdustim ve diferensiyellenebilir etki ile tanimly oldugundan diferensiyellenebilirdir.

Nesne dontigimai ise, 1 birim dontisimai ile Lie grupoidin 1y nesne dontgimaiinin
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Iyx1: M — Gx M carprme ile verildiginden diferensiyellenebilirdir.  Ters
dontsiumi ise Lie grupoidin ters donusimai ile etkinin ¢arpima olarak tanimiy oldu-
gundan diferensiyellenebilirdir. Son olarak kompozisyon,

Lle

(G M) o x5(GxM) 22+ Gx M - Gx M

bileskesiyle tanimly olup, pry ikince izdisim, Ly sol degisim ve 1 birim donitsimlers

diferensiyellenebilir oldugundan bileske de diferensiyellenebilirdir.

Onerme 2.3.5. Nesneler dizerinde w : M — Gy ve morfizmler tzerinde (a,x) — a

ile verilen p : G x M — G izdustimi Lie grupoidlerin bir orti morfizmidir.

Ispat. p nin tanimmdan, p((b, y) o (a,x)) = p((boa,x)) = boa = p((b,y)) op((a, )

bulunur. Ayrica p nesneler tizerinde w ile verildiginden,

P((Luw@)s ) = Lu@) = Lp((yw )

olup, p bir grupoid morfizmidir. Aym zamanda Onerme 2.1.5 den, p grupoidlerin
ortit morfizmidir. Dolayisiyla s, : Go Xpoew (G X M)y — Gy Xpy—w M yiikseltme
fonksiyonu mevcuttur. (G x M)y = M oldugundan s, : G4 Xpy—w M — G Xpyew M
gelir. s, acik¢a birim doniisim oldugundan bir diffeomorfizmdir. Boylece p Lie
grupoidlerin 6rtii morfizmidir.

]

Ornek 2.3.3. p : H — G Lie grupoidlerin bir orti morfizmi olsun. M = Hy ve
w = po : Hy — Gqo alalim. Béylece G’ nin M = Hy tizerine w = py aracihgiyla
¢ : GoxpoHo — Hy, (a,2) — a7 = B(E) etkisi elde edilir. Burada p, diferensiyellene-
bilir orti morfizmi oldugundan © € M = Hy ve a € Gy @) ic¢in, p(a) = a wve
po(Z) = x olacak sekilde kaynagr T olan a’ nin bir tek a yikseltmesi vardir. Simdi

etki sartlariman saglandigine gosterelim.

w(a®) = po(a) = po(B@)) = Bla) olup ilk sart saglamr. b(aT) = b B@) =

3(b) ve (boa)F = Bboa) = Bb) olup b(aZ) = (boa)T bulunur. Son olarak

1.

po(i)f = 6(”@’) = T oldugu gorilir (G’ deki kapaly egrinin H’ da kapale egri olmasi

gerekmez, ancak ortinin tanimindan G’ de x’ de baslayan bir morfizme H’ da z’ da

baslayan bir morfizm karsiik gelir). Béylece etki sartlary saglanyr. Simdi etkinin
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diferensiyellenebilir oldugunu gdsterelim. p : H — G diferensiyellenebilir orti
morfizmi oldugundan p ve py diferensiyellenebilirdir ve ayrica s, : Goxp,Hy — H
bir diffeomorfizmdir. Boylece w diferensiyellenebilirdir ve Lie grupoidin E hedef
doniisimii ile s, nin bileskesi olarak tanimly olan ¢ : GoxpyHo — Ho, (a,2) — a'x =
B(Zi) etkist diferensiyellenebilirdir. Sonug olarak G, Hy tzerine diferensiyellenebilir

olarak etki eder.

Béylece nesneleri (M, w) diferensiyellenebilir etkileri ve bir (M, w) nesnesinden
(M’ w") nesnesine bir morfizmi, w’ o f = w ve f(az) = a f(z) sartlarin saglayan

f: M — M’ diferensiyellenebilir fonksiyonu olan LGdOp(G) kategorisi elde edilir.

M Gy X M M
\ / f
Gy X M’ ¢ M

Tanim 2.3.4. G, H birer Lie grupoid ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
G, M uzerine w diferensiyellenebilir donusimu vasitasiyla soldan ve H da M vizerine
w' diferensiyellenebilir dontsimii vasitasiwyla sagdan etki ediyor ve x € M, a € G,
b € H igin ®x, 2% tanumh olmak tizere w'(°z) = w'(x), w(z®) = w(z) ve *(z°) = (2z)®
sartlar saglanyorsa, M ye bir G-H-manifoldu denir ve (w', M,w) ile gésterilir.

Béylece G ve H, M tizerine w-w' vasitaswyla etki eder denir.

Ornek 2.3.4. G bir Lie grupoid olsun. Bu durumda G, kendisi tizerine 3-a vasitasiy-
la etki eder. Etki, G deki kompozisyon ile verilir. Gercekten, G nin M = G tzerine
w = B : G — Gy vasitaswyla diferensiyellenebilir sol etkisi, ¢ : G o Xyw=p G — G,
(a,b) — % = aob, ile tamwmhdir. w, hedef doniisimii ve etki de Lie grupoidin
kompozisyonu ile verildiginden diferensiyellenebilirdir. G nin M = G tizerine w' =
a: G — Gy vasitaswyla diferensiyellenebilir sag etkisi, ¢ : G g Xyw=oa G — G,
(a,b) — b* = boa, ile tanvmhdur. W', kaynak donigimi ve etki de Lie grupoidin
kompozisyonu ile verildiginden diferensiyellenebilirdir. «(*b) = a(a o b) = «(b),
B(b*) = B(boa) = F(b) ve *(b°) =* (boc) =ao(boc)=(aob)oc=(aob)= ()"
olup sartlar saglanwr. Boylece G Lie grupoidi bir G-G-manifolddur.
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Daha once, bir G Lie grubu ve iizerine etki edilen bir M diferensiyellenebilir
manifoldu verildiginde M /G yoriinge uzayimin her zaman bir manifold yapisina sahip
olmadigini ve bunun ancak etkinin regiiler olmasi durumunda miimkiin olabilecegini
soylemigtik. Yani M/G yoriinge uzayinin bir diferensiyellenebilir manifold olmasi
ancak diferensiyellenebilir etkinin regiiler olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla bundan
sonra Lie gruplarin etkileri sozkonusu oldugunda aksi belirtilmedikge etkinin regiiler

oldugunu varsayacagiz.

Teorem 2.3.2. H bir Lie grup ve G de bir Lie grupoid olsun. FEger M, bir
G-H-manifold ise G nin M Jizerine etkisi, M/H yoringe uzayr tzerinde bir sol

G-manifold yapisy belirler.

Ispat. (v, M,w) G-H-manifoldunu gézoniine alalm. Yani G, w vasitasiyla M
lizerine soldan ve H, w' vasitasiyla M {izerine sagdan etki etsin. ¢ : G, X,y M — M
sol etkisinden indirgenen ¢' : G, X, M/H — M/H etkisinin diferensiyellenebilir
oldugunu gostermeliyiz. r : M — M /H boliim déniigiimii bir submersiyon oldugun-
dan agiktir. Dolayisiyla 1 x r : G x M — G x M/H agk doniigimdiir ve o da
submersiyondur. G, X, M altmanifoldu , G x M nin (1 x r)-doygun altkiimesidir ve
Ixr = (1 x7) |goxorr: Ga X M — Gg Xy M/H oldugundan 1xr doniisiimii agik
ve ortendir. Ayrica Go, Hausdorff uzay oldugundan Onerme 1.2.10° dan G X, M
altuzayi, G x M de kapalidir. (1 x r) boliim déniigiimii bir submersiyon oldugundan
G x M/H bolim manifoldu yapisina sahiptir ve G x M/H nim kapali kiimeleri
G x M nin doygun kapali U kiimeleri i¢in (1 x r)(U) kiimeleri olup G , X, M,
G x M nin doygun kapali altkiimesi oldugundan (1 x r)(G , X, M) = G4 Xy
M/H kiimesi G x M/H nin kapal altkiimesidir. Eger K, G , X, M/H nm
kapali altkiimesi ise G, X, M/H, G x M/H nn kapal altkiimesi oldugundan
K, G x M/H nimm da kapali altkiimesidir. 1 x r diferensiyellenebilir oldugundan
(1 x r)"YK), G x M nin kapal altkiimesidir. 1x7 orten ve G4 X, M de G x M
nin kapali altkiimesi oldugundan, altmanifold yapisia gore (1xr) Y (K), Go X M
de kapali olup 1xr diferensiyellenebilirdir. Boylece, 1xr : Gq X M — Gy Xy
M/H boliim doniigiimiidiir. ¢’ o (1xr) = r o ¢ diferensiyellenebilir oldugundan ¢’
diferensiyellenebilirdir. O
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G bir Lie grupoid olsun. Ornek 2.3.4 de G nin -« vasitasiyla bir G-G-manifold
oldugu gosterilmigti. Simdi, z € Gy ve N{x} de G{x} in kapali altgrubu olsun.
Dolayisiyla N{z} bir Lie altgruptur. Bu durumda G,, bir G-N{z}-manifolddur.

Boylece, N{z} in sol yan kiimelerinin G,/N{z} = G} uzay1 tanimlanir.

Sonug 2.3.1. Eger G Lie grupoid ve N{z}, G{x} in Lie altgrubu ise sol ¢carpma

G N{zy uzayna bir sol G-manifold yapise verir.

Onerme 2.3.6. G baglantih bir Lie grupoid, = € G ve N{z}, G{x} nesne grubunun
altgrubu olsun. Bu durumda baglantils bir H Lie grupoidi, p : H — G diferensiyel-
lenebilir orti morfizmi ve p(H{Z}) = N{x} olacak sekilde bir & € Hy vardr.

ispat. M = G,/N{z} = Gy = {aoN{a}a € G,} ve w : M — G doniisiimii de
ao N{z} — [((a) ile tanimlansin. Bu durumda, ¢ : G, X,y M — M, (b,ao N{z}) —
boao N{z}, ile tanimlanan déniigiim, G Lie grupoidinin M manifoldu {izerine w
diferensiyellenebilir doniigiimii vasitasiyla diferensiyellenebilir etkisini verir. Gergek-
ten G,, G nin kapali altmanifoldu oldugundan G, § |g,-a |g, vasitasiyla bir
G-N{z}-manifolddur. Boylece, M = G, /N{z} bir diferensiyellenebilir manifolddur
ve w, Lie grupoidin hedef doniigiimii § ile verildiginden diferensiyellenebilirdir.
a € G(x,y) ve b € G(y, 2) i¢in a(b) = w(a o N{x}) = [(a) olup bo a tammhdir ve

boa € G, olur. Ayrica,

w(®(ao N{z})) = w(boao N{z}) = B(boa) = B(b)

olup etkinin ilk sart1 saglanir.

ce Gz 7) ise

¢(®(ao N{z})) = ¢(boao N{z})=co(boao N{z}) =
(cob)o(aoN{z})= (a0 N{x})
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olup ikinci sart saglanir. Son olarak 'v(a o N{z}) = 1, 0a 0 N{z} = a o N{x}
olup tclincii sart da saglanir. Simdi, etkinin diferensiyellenebilirligini gosterelim.
Bunun i¢in, ¢' : G , xg G — G sol etkisinden indirgenen ¢ : G , xg G,/N{z} —
G /N{zx} etkisinin diferensiyellenebilir oldugunu géstermeliyiz. r : G, — G, /N{x}
boliim dontigiimii olsun. G,/N{z} bir diferensiyellenebilir manifold oldugundan r
bir submersiyondur. O halde, r bir acik dontigiimdiir. Buradan 1 xr : G x G, —
G x G,/N{z} de ac¢ik doniigimdiir ve bir submersiyondur. G, X, G, G X G,
in (1 x r)-doygun altkiimesidir ve 1xr = (1 X 1) |g.xnG.: Ga Xw Gz — G X
G./N{z} oldugundan 1xr acik ve 6rtendir. Ayrica G nesne manifoldu Hausdorff
oldugundan G, X, G, G x G, de kapaldir. (1 x r) submersiyon oldugundan G x
G,/N{z} boliim manifolduna sahiptir ve G x G, /N{x} nin kapal kiimeleri, G x G,
nin doygun kapali U kiimeleri igin, (1 x r)(U) kiimeleri olup G, X Gzy G X Gy
in doygun kapali altkiimesi oldugundan (1 X 7)(Gy X Gi) = G4 Xo Go/N{z}
kiimesi G x G, /N{z} nin kapali altkiimesidir. Eger K, G, x,, G/N{z} in kapal
altkiimesi ise G, Xy G/N{z}, G x G,/N{z} nin kapal altkiimesi oldugundan K,
G x G;/N{x} nin de kapali altkiimesidir. 1 x r diferensiyellenebilir oldugundan
(1 xr)"Y(K), G x G, in kapal altkiimesidir. 1xr orten ve Gy X, G, de G x G,
in kapal altkiimesi oldugundan altmanifold yapisina gore (1x7) 1K), Gy Xy Gy
de kapali olup 1xr diferensiyellenebilirdir. Boylece, 1x7 : Go X Gy — Go Xy
G./N{z} boliim déniigiimiidiir. ¢ o (1xr) = r o ¢ diferensiyellenebilir oldugundan
¢ diferensiyellenebilirdir. O halde, etki diferensiyellenebilir etkidir. Boylece, Ornek
2.3.2 den nesne manifoldu (G x M)y = M olan bir G x M Lie etki grupoidi elde edilir.
Bu grupoidin morfizmleri, °(a o N{z}) = @’ o N{z} sartim saglayan (b,a o N{x})
giftleridir. Ayrica kaynak doniigimii a(b,a o N{z}) = a o N{z}, hedef doniigimii
B(b,ao N{xz}) =boao N{x}, nesne déniisiimii @ o N{z} — (1g(,),a 0 N{x}), ters
déniigiimii (b,a o N{x}) — (b=1.°(a o N{x})) ve son olarak kompozisyonu (b,a’ o
N{z}) o (c,a o N{z}) = (boc,ao N{z}) ile tanimhdir. Kaynak doniigimi bir
submersiyon olan ikinci izdiisiim ve hedef dontisiimii de diferensiyellenebilir etki ile
taniml olup diferensiyellenebilirdir. Nesne doniigiimii ise 1 birim doniisiim ile Lie
grupoidin 1( y nesne doniigiimii ve w nin bilegkesinin ¢arpmm (1 yow) x1: M —

G x M ile verildiginden diferensiyellenebilirdir. Ters dontigiim ise Lie grupoidin ters
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doniigiimii ile etkinin ¢arpimi olarak tanimli oldugundan diferensiyellenebilirdir. Son

olarak kompozisyon,

T2 Lb><1

(Gx M)x (Gx M) 22+ Gx M Gx M
((b,ao N{x}), (V,a' o N{z})) = - (V',d o N{z})

(bol,a o N{x})
bilegkesiyle tanimli olup prs ikinci izdiigtim, L; sol degisim ve 1 birim dontisiimleri
diferensiyellenebilir oldugundan bilegke de diferensiyellenebilirdir. p : G x M — G
izdligiimii morfizmler {izerinde (a,z) — a ve nesneler iizerinde w ile tanimh olup

Onerme 2.3.5 den Lie grupoidlerin 6rtii morfizmidir. Eger H = G x M ve & = N{x}
alirsak p(H{Z} = N{z} bulunur. O

M ve M baglantih diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. LCov(M) kategorisi;
nesneleri p : M — M diferensiyellenebilir ortii doniigiimleri ve p : M — M
nesnesinden ¢ : N — M nesnesine morfizmi, p = g o r sartin1 saglayan r : M — N

dontigiimi olan bir kategoridir.

M

AMAN

Bu kategoride; kaynak doéniigimii «(r) = p, hedef doniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne
dontigimii 1 : M — M ile tammbhdur. Ayrica, r : M — Nver : N - P ik

morfizm olmak iizere kompozisyon,

~ r 7’

N

degisimli diyagrami ile tanimhdir.

p

M baglantih bir diferensiyellenebilir manifold ise Ornek 2.3.1 den m M esas
grupoidi bir Lie grupoiddir. LGdCov(m M) kategorisi, M = G, baglantili olmak

{izere nesneleri p : G — mM Lie grupoidlerin 6rtii morfizmleri ve p : G — mM
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nesnesinden ¢ : H — m M nesnesine bir morfizmi, p = ¢ o r sartin1 saglayan Lie

grupoidlerin 7 : G — H morfizmi olan bir kategoridir.

N
7TlM

Bu kategoride; kaynak doéniisimii «(r) = p, hedef doniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

G H

dontigiimii 1y : G — G ile tammhdir. Ayrica, r : G — H ve r’ : H — K iki

morfizm olmak iizere kompozisyon,

r! ~

H - K

EN A

q
p p
7T1M

~ r

G

degisimli diyagrami ile tanimhdair.
Onerme 2.3.7. LGdCov(m M) ile LCou(M) kategorileri denktir.

ispat. T' : LCov(M) — LGdCov(m M) funktoru asagidaki gibi tanimlansm: M
ve M baglantili olmak {tizere, p : M — M diferensiyellenebilir manifoldlarm 6rtii
dontigiimii olsun. Bu durumda Onerme 2.3.1 den mp : mM — m M, Lie grupoidlerin
ortii morfizmidir, yani I'(p) = mp Lie grupoidlerin &értii morfizmidir. Bdylece,
I': LCov(M) — LGdCouv(m M) istenildigi gibi bir funktordur.

¢ . LGdCov(mM) — LCov(M) funktoru asagidaki gibi tanmimlansin: M ve
Go = M baglantilh olmak iizere ¢ : G — mM Lie grupoidlerin oértii morfizmi
olsun. Bu durumda, M ve M baglantil manifoldlar oldugundan Onerme 2.3.2 ye
gore, p = qo : M — M icin, M fizerinde p yi diferensiyellenebilir manifoldlarin
ortli doniigimii yapan yiikseltilmig manifold yapisi vardir. Boylece, ®(q) = qo = p
diferensiyellenebilir manifoldlarin ortii dontisiimiidiir. O halde ®, istenildigi gibi bir
funktordur.

I'® ~ 11gacov(mm) ve PL' ~ 1pcop(ar) dogal denklikleri Onerme 2.2.5 de verilen

kategorilerin denkligine benzer sekilde elde edilir. O]

Teorem 2.3.3. G bir Lie grupoid olsun. Bu takdirde G nin diferensiyellenebilir
ortilerinin LGdCov(G) kategorisi ile diferensiyellenebilir manifoldlar tizerine etkile-

rinin LGdOp(G) kategorisi denktir.

124



Ispat. T : LGdOp(G) — LGdCou(G) funktoru agagidaki gibi tammlansim: G Lie
grupoidinin M diferensiyellenebilir manifoldu tizerine w : M — G diferensiyellenebilir

fonksiyonu araciligiyla diferensiyellenebilir etkisi

¢ GoxpwM — M

(a,z) — ¢la,z) = ax

olsun. Bu durumda Ornek 2.3.2’ den nesne uzayl M olan G x M Lie etki grupoidi ve
nesneler lizerinde w, morfizmler tizerinde birinci izdiigim ile tanimh Lie grupoidlerin
p: GXM — G 6rtit morfizmi vardir. Yani I'(M, w) Lie grupoidlerin 6rtii morfizmidir.
Boylece T istenildigi gibi bir funktordur.
¢ : LGdCov(G) — LGdOp(G) funktoru agagidaki gibi tanimlansin:

D G — G Lie grupoidlerin Ortii morfizmi i¢in M = éo ve w = pg - éo — Gy
olsun. Bu durumda Ornek 2.3.3’ den G Lie grupoidinin M = CNJO lzerine w = po
diferensiyellenebilir fonksiyonu araciligiyla ¢ : Gaxpoéo — Gy, (0,7) — aT = 3(5)
diferensiyellenebilir etkisini s,, : Gaxpoéo — éo ile B G — éo hedef doniigtimiiniin
bilegkesinden elde ederiz. Yani ®(p), G Lie grupoidinin bir diferensiyellenebilir

manifold tizerine diferensiyellenebilir etkisidir.

e 1LGdOp(G) ve '® = 1LGdC’0’U(G) oldugu aglktll". ]
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BOLUM 3
LIE GRUP-GRUPOIDLERIN ORTULERI VE
ETKILERI

Boliim 1 de cebirsel anlamda grup-grupoid kavrami ve gerekli olan bazi temel
ornek ve teoremler verildi. Her Lie grup-grupoid bir topolojik grup-grupoid oldugun-
dan, bu boliimde sirasiyla topolojik grup-grupoidler ile ilgili temel kavramlar, topolo-
jik grup-grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin kategorilerinin denkligi ve son olarak Lie

grup-grupoidlerin tanimi ile ortiileri ve etkilerinin kategorilerinin denkligi verilecektir.

3.1 Topolojik Grup-Grupoidlerin Ortiileri ve Etkileri

Topolojik grup-grupoidlerin ortiileri ve etkilerini vermeden 6nce topolojik grup-
grupoidlerle ilgili temel kavramlar1 verelim.

Topolojik grupoidler kategorisinde bir grup nesne olan topolojik grup-grupoid
tanim1 ilk olarak, topolojik grup-grupoidlerin kategorisi ile topolojik crossed

modiillerin denkligi ispatlanirken verildi [26].

Tanim 3.1.1. Bir G topolojik grup-grupoidi, bir topolojik grup yapisiyla donatilmas
vem: GxG — G, (a,b) — a-+0b toplama, e : ¥ — G, x — e(x) = 1. birim ve
u: G — G, a— —a ters denen topolojik grubun yapr dontusimleri birer topolojik

grupoid morfizmi olan bir G topolojik grupoiddir [46].

Bir G topolojik grup-grupoidinde hem grup hem de grupoid yapisi oldugundan

grup iglemi ile grupoidin kompozisyonu arasinda asagidaki degistirme kural vardir.
(boa)+ (doc)=(b+d)o(a+c)

Ornek 1.1.3 ve Ornek 1.2.3 i birlikte diigiindiigiimiizde agagidaki topolojik grup-

grupoid ornegini elde ederiz.
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Ornek 3.1.1. G bir topolojik grup olsun. Bu durumda G x G bir topolojik grup-
grupoiddir [46].

Bu ornek, topolojik gruplarin T'Grp kategorisinden topolojik grup-grupoidlerin

TGGEd kategorisine bir funktor tanimlar. Bunu bir 6énerme ile verelim.

Onerme 3.1.1. Topolojik gruplarin T'Grp kategorisinden topolojik grup-grupoidlerin
TGGd kategorisine bir I' : TGrp — TGGd funktoru vardur [46].

Simdi ispatlar1 [46]" da verilen iki 6nemli teoremi ifade edelim.

Teorem 3.1.1. Bir G topolojik grup-grupoidinde, e birim elemanimin gegisli bileseni
topolojik grubun toplama islemi ile birlikte topolojik normal altgrup yapisina sahip

bir topolojgik grup-grupoiddir .

Teorem 3.1.2. Bir G topolojik grup-grupoidinde butin karakteristik gruplar birbirine

lineer olarak homeomorftur.

Bir G topolojik grup-grupoidi ic¢in, eger onun temelini olusturan topolojik
grupoidi sirasiyla baglantili, 1-baglantili veya basit baglantili ise G ye baglantilidar,
1-baglantilidir veya basit baglantilidir denir.

G ve H iki topolojik grup-grupoid olsun. Topolojik grup-grupoidlerin bir
f:+ H — G morfizmi, G ve H nin temelini olugturan topolojik grupoidlerin, topolojik
grup yapisim koruyan morfizmidir. Yani, a,b € H i¢in f(a+b) = f(a) + f(b) dir.
Topolojik grup-grupoidlerin bir f : H — G morfizmi i¢in, eger f, G ve H nin temelini
olusturan topolojik grupoidlerin 6rtii morfizmi ise f ye topolojik grup-grupoidlerin
ortd morfizmi denir [46].

X evrensel ortiiye sahip bir topolojik uzay iken X’ e karsilik gelen 7 X esas
grupoidinin bir topolojik grupoid oldugunu gérmiistiik. Simdi de esas grupoidin ne

zaman topolojik grup-grupoid oldugunu bir onerme ile verelim.

Onerme 3.1.2. Temelini olusturan uzayr evrensel ortiye sahip bir topolojik grup X

olsun. Bu durumda, m1 X bir topolojik grup-grupoiddir [46].

ispat. 71X in bir grup-grupoid oldugu Ornek 1.1.4 de gosterilmisti. ¢, X in biitiin

acik, yol baglantili U altkiimelerinden meydana gelen acik ortiisii olsun ve s : U — X
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dahil etme doniigimi, U nun herbir esas grubunu asikar gruba dontistiirstin. Her
bir U € U ve x € U igin A, : U — m X, segilen herbir 2’ € U igin U da x den
2’ ne yollarin m X (z,2") deki smifi olarak tamimlansin, yani A,(z'), = den 2’ ne
yollarmm smifi olsun. U iizerindeki sart, A,(z') niin U daki = den 2’ ne yolunun
secilisinden bagimsiz olmasmi gerektirir. A\, (U) = U, ve [a] € mX(z,y) olsun.
Bu durumda her U,V € U i¢in z € U ve y € V olmak iizere Ux[a]l;;jl kiimeleri,
m X tizerindeki yiikseltilmig topoloji i¢in komguluklar tabanini olugturur. Simdi,
m X in bir topolojik grup-grupoid oldugunu gosterebiliriz. Burada acik olmayan,
0 : mX, xgmX — mX kompozisyonunun siirekliligidir. [a] € mX(x,y) ve
[b] € T X (y, 2) olmak tizere 8([b], [a]) = [bo a] ve W,([bo a])U; " kiimeleri de [bo a]
nin temel komsguluklari olsun. Bu durumda, herhangi bir V€ U ve y € V icin

o((W, [b]f/y_l), (V,[a)U;1)) = W.[boa]U; " olup 6 kompozisyonu siireklidir. Simdi,
m : mX X mX — mX grup igleminin siirekliligini gosterelim. [a] € mX(x,y)

ve [b] € mX(y,2) olmak iizere m([a],[b]) = [a + 0] ve Uy .la + b)U,., ler de

T+y

l[a +b] € mG(x + y,y + 2z) nin temel komsguluklar1 olsun. Bu durumda, herhangi

bir U € U ve y € U igin m((U,[a)U 1Y), (U.[0)U; ) = Uyizla + UL

. ; oty OlUp m

sureklidir. O

m1G topolojik grup-grupoidinin funktoryalligi ile ilgili agsagidaki 6nermeyi verelim.
Onerme 3.1.3. f + H — G evrensel ortuye sahip topolojik gruplarin morfizmi
olsun. i f den indirgenmis g : mH — mG morfizmi topolojik grup-grupoidlerin
morfizmidir [46].
Ispat. a : y — ¢/, 7 H nmmn bir morfizmi, b = g(a) : * — 2’ ve U, U’ sirasiyla
x, 2’ niin kanonik komguluklari olsun. Bu durumda, y, 3’ niin sirasiyla V, V' kanonik
komsguluklari var ve f(V) C U, f(V') C U’ dur. Agikga, g(f/y’, [a](V,)™") € UL b)(U,)
olup ¢ siireklidir. O
Onerme 3.1.4. Evrensel ortiye sahip topolojik gruplarinp : X — X orti dondisimd
verilsin. Bu durumda, mp : mX - mX morfizmi de topolojik grup-grupoidlerin
ortid morfizmidir [46].

G bir topolojik grup-grupoid olsun. Bu durumda, nesneleri topolojik grup-grup-
oidlerin p : H — G ortii morfizmleri olan TGGdCov(G) kategorisini elde ederiz. Bu
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kategoride, bir p : H — G nesnesinden ¢ : K — G nesnesine bir morfizm, p = qgor

sartin1 saglayan topolojik grup-grupoidlerin bir r : H — K morfizmidir.

r

NGA

H

K

Kategorinin kaynak dontisimii a(r) = p, hedef déniisimii G(r) = ¢ ve nesne
donugiimi 1) : H — H ile tammhdir. Nesne dontigiimii i¢in agagidaki degigimli

diyagram verilir.

L(p)

Son olarak komposizyon,

r r’

H— K — K

RN

G
degigimli diyagram ile tanmimhdir [9].
Tanim 3.1.2. G bir topolojik grup-grupoid ve X bir topolojik grup olsun. G topolojik
grup-grupoidinin X topolojik grubu tzerine w : X — Gy sturekli grup morfizmi
araciliguyla etkisi, G nin temelini olusturan topolojik grupoidin X in temelini olustu-

ran topolojik uzay tzerine w : X — Gy strekli déniisimi aracibgyla w(*x) = ((a),

b(ex) = "oy ve @z = x sartlarm saglayan etkisinden olusur. Ayrica
(*y) + (“z) = "*(y + ).

degistirme kuraly saglanwr. Etki (X, w) ile gdsterilir [46].

Ornek 3.1.2. Eger G bir topolojik grup-grupoid ise G, w = py : X = Gg — Gy

birim morfizmi vasitasiyla X = Gy tzerine etki eder [{6].

Topolojik grup-grupoidlerin ortiileri i¢in de agsagidaki 6rnegi verebiliriz. Yine bu

ornegin ayrintilar: [46]" da verilmigtir.
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Ornek 3.1.3. p: G — G topolojik grup-grupoidlerin orti morfizmi olsun. Bu
takdirde G topolojik grup-grupoidi X = Gy topolojik grubu tizerine w = po : Go — Gy

surekli grup morfizmi araciligiyla etki eder.

Son bir 6rnek olarak topolojik etki grupoidi ile topolojik grup-grupoidlerin ortiileri

arasindaki iligkiyi su sekilde verelim.

Ornek 3.1.4. G, X topolojik grubu dizerine w : X — Go sirekli grup morfizmi
aracilifuyla etki eden bir topolojik grup-grupoid olsun. Bu durumda, Ornek 2.2.8 den
nesnelerinin kumesi X topolojik grubu olan G x X topolojik etki grupoidi tanwyml
olup G x X topolojik etki grupoidi, G topolojik grup-grupoidinin grup islemi ile
tanmimb (a, z) + (b,y) = (a+ b, x +y) islemiyle bir topolojik grup-grupoiddir. Ayrica
topolojik grupoidlerinp : G x X — G orti morfizmi topolojik grup-grupoidlerin orti
morfizmidir [46].

G bir topolojik grup-grupoid olsun. Boylece G' nin topolojik gruplar iizerine
topolojik etkilerinin TGGdOp(G) kategorisini elde ederiz. Burada, (X,w) dan
(X', w') ne bir morfizm, w’' o f = w ve f(“x) = °f(z) sartlarin saglayan topolojik

gruplarin bir f: X — X’ morfizmidir.

Goxy X —2 v X
X f

X/
N A f
Go

Ga X! X, 7’ X/

Bu kategorinin kaynak doniigimii a(f) = (X,w), hedef doniigimii 5(f) =
(X', w') ve nesne dontigimii 1(x ) : (X, w) — (X, w) ile tammhdir. Nesne doniisiimii

i¢in agagidaki diyagram verilebilir.

Goxy X —2 o X

A '/w 1x1 1

GanXT’X

Son olarak komposizyon,
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Goxy X —2 o x

f !
X - X' - X" 1xf f
Y . (z), )
N W . Go X X' ——— X
GO 1><f/ f/
Y

/1

Ga X X" L’ X"
degigimli diyagramlari ile tanimlidir.
Simdi bir topolojik grup-grupoidden nasil bir bagka topolojik grup-grupoid elde

edildigini bir 6nerme ile verelim. Bu Onermenin ispat1 [9]" da verilmigtir.

Onerme 3.1.5. G, temelini olusturan grupoidi gecisli ve nesne uzayr Hausdorff olan
bir topolojik grup-grupoid, e € Go, Gy wn birim elemani ve N{e} de G{e} nin bir
topolojik altgrubu olsun. Bu takdirde € = N{e}, Hy wn birim elemany olmak tzere
bir H topolojik grup-grupoidi ve topolojik grup-grupoidlerin bir p: H — G topolojik
artid morfizmi vardur ve p(H{é}) = N{e} dir.

X ve X evrensel ortiiye sahip topolojik gruplar olsun. UT'GCov(X) kategorisi,
nesneleri p: X — X topolojik gruplarim 6rtii morfizmleri ve p : X — X nesnesinden

q : Y — X nesnesine morfizmi, p = ¢ o r sartin1 saglayan topolojik gruplarin

r: X — Y morfizmi olan bir kategoridir.

AXA

Bu kategoride; kaynak doéniigimii «(r) = p, hedef doniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

X Y

dontigiimii 1) : X — X birimi ile tammbhdir. Nesne doniisiimii

S
o

diyagrami ile verilebilir. r : X — Y ve r

kompozisyon,

S
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degigimli diyagrami ile tanimlidir.

X evrensel ortiiye sahip topolojik grup ise Onerme 3.1.2 den 7 X esas grupoidi
bir topolojik grup-grupoiddir. Boylece X = Gy evrensel ortiiye sahip olmak tizere,
nesneleri topolojik grup-grupoidlerin p : G — m X 6rtii morfizmleri ve p : G — m X
nesnesinden ¢ : H — m X nesnesine morfizmi, p = qor sartin1 saglayan topolojik
grup-grupoidlerin r : G — H morfizmi olan U TGGdCov(m X) kategorisi tanimhdir.

N
7T1X

Bu kategoride; kaynak déniigimii «(r) = p, hedef déniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

G H

dontigimi 1, : G — G ile tammhdir. Nesne déniisiimil icin agagidaki degisimli
diyagrami verebiliriz.

& Lp) &
N
m X

r:G— Hver' : H— K iki morfizm olmak tizere kompozisyon,

!

~ r r ~

G - 0 - K
p p’
7T1X

degigimli diyagram ile tamimhdir [9].
Son olarak elde edilen bu kategorilerin denkliklerini iki teorem ile verelim. Bu

teoremler Ozcan [46] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.3. X evrensel ortiye sahip topolojik grup olsun. O zaman X in
topologik értillerinin UTGCov(X) kategorisi, m X topolojik grup-grupoidinin ortile-
rinin UTGGdCov(m X) kategorisine denktir.

Teorem 3.1.4. Bir G topolojik grup-grupoidi i¢in, G nin drtilerinin TGGdCov(Q)
kategorisi ile G nin topolojik gruplar dzerine topolojik etkilerinin TGGdOp(Q)

kategorisi denktir.
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3.2 Lie Grup-Grupoidlerin Ortiileri ve Etkileri

Bu kisimda oncelikle Lie grup-grupoid kavrami ve bazi temel ozellikleri verilecek-
tir. Daha sonra Lie grup-grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin kategorileri olugturularak

bu kategorilerin denk oldugu gosterilecektir.

Tanim 3.2.1. Bir G Lie grup-grupoidi, bir Lie grup yapisiyla donatilmis ve m :
GxG— G, (a,b) — a+b toplama, e : x — G, x+— e(x) =1, birimveu: G — G,
a — —a ters denen Lie grubun yap: dontusumleri birer Lie grupoid morfizmi olan
bir G Lie grupoiddir.
Ayrica, bir G Lie grup-grupoidinde
(boa)+ (doc)=(b+d)o(a+c)

degistirme kurali vardir.

Ornek 3.2.1. G bir Lie grup olsun. Bu durumda, Ornek 1.1.3 den nesne kiimesi
G ve morfizm kiimesi G x G olan bir grup-grupoid tansmbder. Ayrica, Ornek 1.3.14
den G X G bir Lie grupoiddir. G Lie grubunun iglemi ile taniml (z,y) + (2,t) =
(x + z,y + t) iglemi ve ¢carpym manifoldu ile G x G de bir Lie gruptur. G x G nin

grup yapr donustumleri, G Lie grubunun yap: dontustimleri ile tamimle oldugundan

diferensiyellenebilirdir. Sonug olarak, G X G bir Lie grup-grupoiddir.

Boylece bu ornek, Lie gruplarin LGrp kategorisinden Lie grup-grupoidlerin LGGd

kategorisine bir funktor tanimlar. Bunu bir onerme ile verelim.

Onerme 3.2.1. Lie gruplarm LGrp kategorisinden Lie grup-grupoidlerin LGGd
kategorisine bir I : LGrp — LGGd funktoru vardur.

ispat. G bir Lie grup olsun. Bu durumda, Ornek 3.2.1 den G x G bir Lie grup-grup-
oiddir. Eger f : G — H Lie gruplarin bir morfizmi ise I'(f) : G x G — H x H de
Lie grup-grupoidlerin morfizmidir. Gergekten, (y,z) — (f(y), f(x)) ile verildiginden
Onerme 1.1.2 ye gore ['(f), grup yapisini korur ve f diferensiyellenebilir oldugundan
L(f) = (f, f) de diferensiyellenebilirdir. Ayrica, Onerme 1.1.2 den

L(f)((z,9) 0 (y,2)) =T(f)(z,9) o T(f)(y, )

bulunur. Sonug olarak, I'(f) Lie grup-grupoidlerin morfizmidir. [
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Teorem 3.2.1. Bir G Lie grup-grupoidinde e birim elemaninin gecisli bilesent,
Lie grubun toplama islems ile birlikte Lie normal altgrup yapisina sahip bir Lie

grup-grupoiddir.

Ispat. C.(G) nin G nin altgrupoidi oldugunu gostermistik. C.(G)o’ dan segilen
her nesne i¢in 7, € G(z,e) morfizmi ve a € G(z,y), b € G(2',y") olmak iizere
a,b € C.(G) olsun. Boylece, T, — T,y € G(x — 2',e) ve T, — T,y € G(y — V', e)
olmak {izere a — b € G(x — 2/,y — ') bulunur. Buradan =z — 2',y — ¢ € C.(G)o
ve a — b € C.(G) bulunur. Diger bir ifadeyle C.(G) bir altgruptur. C.(G)o ve
C.(G) tizerinde altmanifold yapisi vardir. Ayrica, C.(G) deki toplama islemi G nin
toplama iglemi olup diferensiyellenebilirdir. Béylece C,(G), Lie gruptur. Son olarak,
C.(G) altgrupoidinin yapi doniigtimleri, G deki yapi dontigtimlerinin kisitlamalar:
olup diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla C.(G), bir Lie grup-grupoiddir. Simdi de
normal oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a € G(z,y) olmak iizere a € C.(G) ve g €
G(w, z) olsun. Boéylece; g € G(w, z), T, € G(z,e) ve —g € G(—w, —z) olmak iizere
g+T,—geGw+z—w,z+e—z) ve buradan g+ 7, — g € G(w + x — w, e) olup
g+a—g€Gw+ax—w,z+y— z) bulunur. Dolayisiyla, g+ a — g € C.(G) olup,
C.(G) Lie normal altgruptur. O

Teorem 3.2.2. Bir G Lie grup-grupoidinde butin karakteristik gruplar birbirine

lineer olarak diffeomorftur.

Ispat. Her z € Gy icin G{z} nesne grubunun G{e} verteks grubuna izomorf oldu-
gunu gostermek yeterlidir. Sol degisim(left translation) déniigiimiiniin tanimindan
Ly, : G{le} — G{z}, a — 1, + a ve diger taraftan degistirme kurali yardimiyla
Li,(boa) = 1,4+ (boa) = (1, 01,) 4+ (boa) = (1, +b) o (1, + a) yazlabilir.
Bundan dolay1 L;, bir morfizmdir. Ayrica, + ve o iglemleri, sirasiyla Lie grubun ve
Lie grupoidin iglemleri olup diferensiyellenebilirdir. Yani L, diferensiyellenebilirdir.

Ayrica, Ly, in tersi var ve o da diferensiyellenebilirdir. O]

Bir G Lie grup-grupoidi i¢in, eger onun temelini olusturan Lie grupoidi sirasiyla
baglantili, 1-baglantili veya basit baglantili ise G ye baglantilidir, 1-baglantilidir veya

basit baglantilidir denir.

134



G ve H iki Lie grup-grupoid olsun. Lie grup-grupoidlerin bir f : H — G
morfizmi, G ve H nin temelini olugturan Lie grupoidlerin, Lie grup yapisini koruyan
morfizmidir. Yani, a,b € H i¢in f(a +0b) = f(a) + f(b) dir. Lie grup-grupoidlerin
bir f : H — G morfizmi i¢in, eger f, G ve H nin temelini olusturan Lie grupoidlerin

orti morfizmi ise f ye Lie grup-grupoidlerin ortu morfizmi denir.

Onerme 3.2.2. Temelini olusturan manifoldu baglantily olan bir Lie grup M olsun.

Bu durumda, m M bir Lie grup-grupoiddir.

Ispat. m M nin bir grup-grupoid oldugu Ornek 1.1.4 de gosterilmisti. M manifoldu-
nu diferensiyellenebilir yapan ve yiikseltilebilir harita tanim kiimelerinden meydana
gelen atlas1 A ile gosterelim. M baglantili bir manifold oldugundan Ornek 2.3.1°
den (M) nin Lie esas grupoid oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla 7 (M) {izerinde,
onu diferensiyellenebilir manifold yapan ve A’ dan ytikseltilen A yikseltilmis atlasi
mevcuttur. Simdi 71 (M)’ nin Lie grup-grupoid oldugunu gosterebiliriz. Bunun
icin mym : m (M) x m (M) — m (M) grup isleminin diferensiyellenebilir oldugunu
gostermek yeterlidir.

m : M x M — M Lie grubun toplama iglemi oldugundan diferensiyellenebilirdir.

Bunu asagidaki diyagram araciligiyla kolayca gorebiliriz.

M x M M
PXp @
RQn P R"»

Bu diyagramda ¢, M’ nin A yiikseltilebilir atlasindan secilen U tanim kiimeli bir
koordinat haritasidir. Dolayisiyla ¢, o(U) C R™ agik kiimesi iizerine bir diffeomor-
fizmdir. Buradan ¢ x ¢ de diferensiyellenebilirdir. Ayrica pry izdiigim doniigimi
oldugundan diferensiyellenebilirdir. Boylece m = ¢~ o pry o (¢ x @) olup m
diferensiyellenebilirdir.

m1 (M), M tizerinde Lie grupoid oldugundan ve M x M garpim manifoldunun orti

manifoldu oldugundan yukaridaki diyagramin ytiikseltilmesi olan agagidaki diyagrami
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verebiliriz.

7T1(M)X7T1(M) nm 7T1M
PXP ¥
R4n priz RZn

©,  harita doniigiimiinden yiikseltilen harita doniigiimiidiir. Dolayisiyla ¢ ve bura-
dan ¢ x ¢ doniigiimleri diferensiyellenebilirdir. Ayrica prq, izdiigim dontisimii
oldugundan diferensiyellenebilirdir. Buradan mm diferensiyellenebilirdir. Boylece

m M bir Lie grup-grupoiddir. O
Asagidaki 6nermeden 7 G Lie grup-grupoidi funktoryaldir.

Onerme 3.2.3. [ : H — G baglantil Lie gruplarin morfizmi olsun. f den indirgen-

mis w1 f : mH — m G morfizmi Lie grup-grupoidlerin morfizmadir.

Ispat. 7 f nin grup-grupoidlerin bir morfizmi oldugu Mucuk [21] tarafindan ispat-
lanmigti. Dolayisiyla sadece 71 f” nin diferensiyellenebilirligini gostermek yeterlidir.
f : H — @G diferensiyellenebilir oldugundan H iizerindeki (U, ¢) ve G tizerindeki
(V, ) haritalar i¢in f(U) C V dir ve o fop™t : p(U) — (V) bir diferensiyellene-

bilir doniigtimdiir.

H G
¥ P
R™ ! R™

H’ ya karsihik m H ve G’ ye karsihik mG Lie esas grupoidleri vardir. Dolayisiyla
(U, ¢) ve (V, ) haritalarmm yiikseltmeleri olan (U, @) ve (V, 1) yiikseltilmis haritala-
1 araciligiyla 71 f grupoid morfizmini J‘l o Id o ¢ seklinde tanimlayabiliriz. QZ ve ©
sirasiyla m G ve m H Lie grupoidlerinin harita doniigiimleri oldugundan diferensiyel-
lenebilirdir. Ayrica Id birim dontisimi de diferensiyellenebilir oldugundan my f
diferensiyellenebilirdir.

]

Onerme 3.2.4. Baglantil Lie gruplarin p : M — M érti morfizmi verilsin. Bu

durumda, mp : MM — T M morfizmi de Lie grup-grupoidlerin érti morfizmidir.
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ispat. M ve M baglantili olmak iizere, Lie gruplarin p : M — M ortii morfizmi
verilsin. p acikca diferensiyellenebilirdir ve bir Lie grup homomorfizmidir. M
ve M baglantili Lie gruplar oldugundan Onerme 3.2.2 den 7T1M ve m M birer
Lie grup-grupoiddir ve Ornek 2.1.2 den mp : mM — mM grupoidlerin ortit
morfizmidir. Ayrica Onerme 3.2.3 den mp, Lie grup-grupoidlerin morfizmidir. Simdi
m1p’ nin Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugunu gosterelim. 7p, Lie grup-grup-
oid morfizmi ve «, Lie grup-grupoidin kaynak déniigiimii oldugundan diferensiyellene-

bilirdir. Dolayisiyla,
(mip, @) : oM — mM X, M

dontigiimii diferensiyellenebilirdir ve m;p grup-grupoidlerin ortii morfizmi oldugundan
(m1p, ) bire-bir ve 6rtendir. Dolayisiyla (mip, o)’ mn sp,, @ mM 4 X, M — mM
tersi meveuttur. sp,,, her bir ([a],7) ikilisini = da baglayan ve mp([h]) = [a] olacak
sekildeki h diferensiyellenebilir egrilerinin bir tek [h|z homotopi smifina gotiiren
fonksiyondur. Homotopi yiikseltme ozelligi ve tek yiikseltme ozelliginden s, nin

iyi tanimh oldugu aciktir. Ayrica sr,,,

—~ IxLgz — pra —

~  Ixe
7T1M e ><p]\4 7T1M X 7T1M 7T1M X 7I'1M 7T1M

diyagramindaki gibi diferensiyellenebilir doniigtimlerin bilegkesi olarak yazilabilece-
ginden diferensiyellenebilirdir. Béylece (m1p, ) bir diffeomorfizm olup mp Lie grup-

grupoidlerin ortii morfizmidir.

O

G bir Lie grup-grupoid olsun. Bu durumda, nesneleri Lie grup-grupoidlerin
p : H — G oOrtii morfizmleri olan LGGdCou(G) kategorisini elde ederiz. Bu
kategoride, bir p : H — G nesnesinden ¢ : K — G nesnesine bir morfizm, p = qor

sartin1 saglayan Lie grup-grupoidlerin bir r : H — K morfizmidir.




Kategorinin kaynak dontisimii a(r) = p, hedef déniisimii G(r) = ¢ ve nesne
dontgiimii 1) : H — H ile tammhdir. Nesne dontigiimii i¢in asagidaki degisimli

diyagram verilir.

Lp)
H H
N
G
Son olarak komposizyon,
H—" K "+ g

N

degigimli diyagrami ile tanimlidir.

Tanim 3.2.2. G bir Lie grup-grupoid ve M bir Lie grup olsun. G Lie grup-grupoidi-
nin M Lie grubu tuzerine w : M — Gy diferensiyellenebilir grup morfizmi araciligryla
etkisi, G nin temelini olusturan Lie grupoidin M nin temelini olusturan diferensiyel-
lenebilir manifold tizerine w : M — Gq diferensiyellenebilir dontsimi araciligiyla
w(®w) = B(a), °(%x) = "% ve 'w@x = x sartlarm saglayan etkisinden olusur ve

asagrdaki degistirme kuraly saglanar.

Boyle bir etki (M, w) ile gosterilir.

Ornek 3.2.2. Eger G bir Lie grup-grupoid ise G, w = pg : M = Gg — Gg birim
morfizmi vasitaswyla M = Gy uzerine etki eder. Gercekten, p Lie grup-grupoidlerin
birim morfizmi oldugundan, p ve py birer diferensiyellenebilir grup morfizmidir.
Dolayswyla w diferensiyellenebilir bir grup morfizmidir. pry birinci izdisumi ile
Lie grup-grupoidin hedef donisiminin bileskesi, (a,x) = %z = [(a) ile taniml
Bopry = ¢ : Gy Xy Gy — Gg etkising verir. pry ve 3 diferensiyellenebilir oldugundan
Bopry = ¢ bileskesi de diferensiyellenebilirdir. Ayrica, w birim morfizm oldugundan
w(®z) = w(B(a)) = B(a) olur. Yani ilk sart saglamr. *(°z) = °(B(a)) = B(b) ve
beag = B(boa) = B(b) olup ikinci sart saglanar. Son olarak '@z = B(1ym)=y) =
bulunur. Ayrica, (°y) + (“z) = B(b) + B(a) = B(b+a) ve ©T9(y+2) = B(b+a) olup

degistirme kuraly saglanir. Boylece, diferensiyellenebilir etki sartlary saglanar.
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Ornek 3.2.3. p:G— G Lie grup-grupoidlerin orti morfizmi olsun. Bu durumda,
G Lie grup-grupoidinin M = Gy Lie grubu tizerine w = py : Gy — Go diferensiyelle-
nebilir grup morfizmi aracilbiqiyla etkisi vardir. Gergekten, p Lie grup-grupoidlerin
orti morfizmi oldugundan p, pg = w birer Lie grup morfizmidir ve s, : Gaxpoéo — G
diffeomorfizmi vardur. s, ile 3 diferensiyellenebilir oldugundan, B:G — Gy ile Sp
nin bileskesi, ¢ = Bosp : G o Xy Go — G, (a,%) — & = (3(a) diferensiyellenebilir
etkisini verir. Ornek 2.8.3 den, G nin temelini olusturan Lie grupoidin M = Gy
wm temeling olusturan manifold tzerine w = py : Gy — Go araciliguyla etkisi vardar.

Dolayswyla, etki sartlary saglanir. Boylece, diferensiyellenebilir etki sartlar: saglanar.

Ornek 3.2.4. G, M Lie grubu tzerine w : M — Gy diferensiyellenebilir grup
morfizmi araciliquyla etki eden bir Lie grup-grupoid olsun. Bu durumda, Ornek 2.3.2
den nesnelerinin kumesi M Lie grubu olan G x M Lie etki grupoidi tanwmlidr.
Ayrica G x M Lie etki grupoidi, G Lie grup-grupoidinin grup islemi ile taniyml
(a,2) + (b,y) = (a + b,z +y) islemiyle bir Lie grup-grupoiddir. Onerme 2.3.5 den,
G x M ve G nin temelini olusturan Lie grupoidlerin p : G x M — G orti morfizmi
tanimbder. Simdi, p nin Lie grup-grupoidlerin orti morfizmi oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in p nin grup yapisine korudugunu gostermeliyiz. p izdusim oldugundan,

p((a,z) +(b,y)) = pla+b,x+y)

=a+b
= p(a,z) + p(b,y)

elde edilir. Boylece, p bir diferensiyellenebilir grup morfizmidir. Sonug olarak p, Lie

grup-grupoidlerin ortu morfizmidir.

G bir Lie grup-grupoid olsun. Boylece G nin Lie gruplar tizerine diferensiyellenebi-
lir etkilerinin LGGdOp(G) kategorisini elde ederiz. Burada, (M, w) dan (M’ w') ne
bir morfizm, w' o f = w ve f(“x) = °f(z) sartlarim saglayan Lie gruplarmm bir

f: M — M’ morfizmidir.

M/ GanMLM

NP

G() Ga X M/ T M/

M
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Bu kategorinin kaynak déntigimii o f) = (M, w), hedef déniigimi B(f) = (M', w’)
ve nesne doniigiimii 1y @ (M, w) — (M, w) ile tanimhdir. Nesne déniisiimii i¢in
asagidaki diyagram verilebilir.

Go sy M —2 M

L(ar,w)
M M
N A 1x1 1
Go
Go Xy M —— M
Son olarak komposizyon,
Go X M —2— M
f f
M M/ >~ M// 1><f f
/ d)/ ‘ /
w w/ u)// GOé Xw, M - M
GO 1><f/ f/

(b/l
Go Xy M —— M’

degigimli diyagramlari ile tanimlidir.

Onerme 3.2.5. G, temelini olusturan grupoidi gecisli bir Lie grup-grupoid olsun.
e € Gy, Go wn birim elemani ve N{e} de G{e} nin bir kapaly Lie altgrubu olsun. Bu
durumda é = N{e}, Hy wn birimi ile bir H Lie grup-grupoidi ve Lie grup-grupoidlerin
birp: H — G diferensiyellenebilir orti morfizmi vardir ve p(H{é}) = N{e} dir.

Ispat. M = {ao N{e} | a € G,} olsun. M iizerinde
(ao N{e})+ (bo N{e}) = (a+b) o N{e}

ile bir grup yapist tamimlanir. Ayrica, M tizerindeki islem G Lie grubunun iglemi ve
Lie grupoidin kompozisyonu ile tanimlandigindan diferensiyellenebilirdir. O halde,
M bir Lie gruptur. Bu grubun birim eleman 1, 0 N{e} ve —a, a nin G grubundaki
tersi olmak iizere a o N{e} nin tersi —ao N{e} dir. w: M — Gy, ao N{e} — [(a)

ile tanmimlansin. Bu durumda,

w((ao N{e}p) + (bo N{e}))

w(a+bo N{e})

Bla+0b) = B(a) + 5(b)
w(ao N{e}) +w(bo N{e})
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olup, w : M — Gq bir grup morfizmidir ve w, G Lie grup-grupoidin hedef doniisimi

ile tammmlandigindan diferensiyellenebilirdir. Etki
¢:G o Xy M — M, (byao N{e}) — boao N{e}

ile tamimlansm. a € G(e,y) ve b € G(y, z) i¢in a(b) = w(ao N{e}) = f(a) olup boa

tanimhdir ve bo a € G, olur. Ayrica,
w(’(ao N{e})) = w(boao N{e}) = B(boa) = 5(D)
olup etkinin ilk sart1 saglanir. ¢ € G(z, 2’) ise

“("(ao N{e})) = “(boao N{e})
= co(boaoN{e})
— (cob)o(aoN{e})
— D(ao N{c})

olup ikinci sart saglamir. Son olarak 'v(a o N{e}) = 1, 0a o N{e} = ao N{e} olup
{iclincii sart da saglanir. ¢ etkisinin diferensiyellenebilirligi Onerme 2.3.6 dan kolayca
goriiliir. Boylece, nesne kiimesi (G x M)y = M olan bir G x M Lie grup-grupoidini
elde ederiz. Bu grupoidde, bir a o N{e} nesnesinden @’ o N{e} nesnesine morfizm,
(ao N{e}) = a’ o N{e} sartim saglayan (b,a o N{e}) ikilisidir. Kaynak déniigiimii
a(b,a o N{e}) = a o N{e}, hedef dontigiimii 3(b,a o N{e}) = boa o N{e}, nesne
doniisimi @ o N{e} — (1p(),a o N{e}), ters doniigiimi (b,a o N{e}) — (b='." (a0
N{e})) ve kompozisyonu (b, a’o N{e})o(c,aoN{e}) = (boc,aoN{e}) ile tanimhdir.
Agikca, M bir Lie gruptur.

(b,a’ o N{e}) + (c,ao N{e}) = (b+c, (a' +a)o N{e})

grup islemi ve G x M nin c¢arpim manifoldundan indirgenen manifold yapisiyla
G x M de bir Lie gruptur. Bu grubun birim elemani (1., 1. o N{e}) ve b ile a nin
gruptaki tersleri, sirasiyla —b, —a olmak tizere (b, ao N{e}) nin tersi (—b, —aoN{e})
seklindedir. Grupoid yap1 doniigtimlerinin diferensiyellenebilirligi Onerme 2.3.6 dan

agiktir. Boylece G x M bir Lie grup-grupoiddir. p : G x M — G morfizmler iizerinde
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(b,a o N{e}) — b ve nesneler iizerinde w ile verilsin. pg, w ile verildiginden Lie

gruplarin bir morfizmidir ve p izdiisiim oldugundan diferensiyellenebilirdir. Ayrica,

p((b,a" o N{e}) o (c,ae N{e})) = p(boc,ao N{e})

=boc
= p(b,a’ o N{e}) o p(c,a o N{e})
olup p bir Lie grupoid morfizmidir ve

p((b,a’ o N{e}) + (c,ao N{e})) = p((b+ ¢, (¢’ + a) o N{e}))
=b+c

— p(b,a’ o N{e}) + plc, a0 N{e})

oldugundan grup yapisini korur. O halde p, Lie grup-grupoidlerin bir morfizmidir.
Spt G o Xpy (GX M)y — G x M olup, pg = w ve (G x M)y = M oldugundan,
sp i GaXpeM — G x M birimdir ve dolayisiyla bire-bir, orten ve diferensiyellenebilir-
dir. Ayrica, p diferensiyellenebilir ve o da Lie grup-grupoidin kaynak doéniisimi
oldugundan, s, nin tersi (p, ) : G x M — G, X,, (G x M), diferensiyellenebilirdir.
Boylece, s, bir diffeomorfizmdir. Sonuc olarak, p : Gx M — G Lie grup-grupoidlerin
ortii morfizmidir. Eger H = G x M ve & = N{z} alirsak p(H{z} = N{z} dir. O

Simdi M, M baglantih Lie gruplar olsun. LGCov(M) kategorisi, nesneleri p :
M — M Lie gruplarm ortit morfizmleri ve p : M — M nesnesinden ¢ : N — M
nesnesine morfizmi, p = ¢ o r sartin1 saglayan Lie gruplarin r : M — N morfizmi

olan bir kategoridir.

M : N
NS
M
Bu kategoride; kaynak doéniigimi «(r) = p, hedef doniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

dontigimi 1) : M — M birimi ile tammhdir. Nesne déniigiimil icin agagidaki

degisimli diyagrami verebiliriz.

~ 1 ~

Mp\‘ '/pM

M
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r: M — N ver : N — P iki morfizm olmak tizere kompozisyon,

!

~ T T

degigimli diyagrami ile tanimlidir.

M baglantili Lie grup ise Onerme 3.2.2 den 7, M esas grupoidi bir Lie grup-grup-
oiddir. Boylece LGGdCov(m M) kategorisi, M = G baglantili olmak fizere, nesneleri
Lie grup-grupoidlerin p : G — mM ortit morfizmleri ve p : G — 7 M nesnesinden
g : H — 7 M nesnesine morfizmi, p = ¢ o r sarti saglayan Lie grup-grupoidlerin

r: G — H morfizmi olan bir kategoridir.

- 0
N
7T1M

Bu kategoride; kaynak doniigimii «(r) = p, hedef doniigimii 3(r) = ¢ ve nesne

G

dontigimi 1) : G — G ile tammhdir. Nesne déniisiimil icin asagidaki degisimli
diyagrami verebiliriz.

- Lip) -
G ——————d
N
7T1M

r:G— H ver : H— K iki morfizm olmak iizere kompozisyon,

/

G——H—— K
P o
7T1M

degigimli diyagrami ile tanimlidir.

Teorem 3.2.3. M baglantils Lie grup olsun. Bu takdirde M Lie grubunun diferensi-
yellenebilir ortilerinin LGCov(M) kategorisi, myM Lie grup-grupoidinin ortileri-

nin LGGdCov(m M) kategorisine denktir.
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Ispat. T' : LGCou(M) — LGGdCov(m M) funktorunu asagidaki gibi tammlaya-
lim: M, M baglantili olmak tizere p : M — M morfizmi, Lie gruplarmn 6rtii morfizmi
ise Onerme 3.2.4 den m™p - mM — mM Lie grup-grupoidlerin ortii morfizmidir.
Boylece T'(p) = mp, Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmidir. p : M — M den
¢ : N — M ye Lie gruplarin értit morfizmlerinin morfizmi r : M — N ise LGCov(M)
kategorisinin tammmindan, r de Lie gruplarn értit morfizmidir ve M, N baglantili
oldugundan 77 de Lie grup-grupoidlerin értii morfizmidir. Agikca I'(r), mp den
m1q ya Lie grup-grupoidlerin ortii morfizmlerinin morfizmidir. ¢’ : P — M olmak
{izere Lie gruplarn értii morfizmlerinin diger bir morfizmi de r’ : N — P olsun. r ve
r" Lie gruplarin 6rtii morfizmi olacagindan bunlarin bilegkesi de r" o r : M — P Lie
gruplarm ortii morfizmidir ve acikca p den ¢’ ne Lie gruplarin értii morfizmlerinin
morfizmidir. Ayrica M, P baglantili oldugundan m(r or) = mr’ omr de Lie
grup-grupoidlerin 6rtii morfizmidir ve 7p den m¢’ ne Lie grup-grupoidlerin ortii
morfizmlerinin morfizmidir. Boylece I'(7’ or) = I'(r") o I'(r) olup I' bir funktordur.

Simdi de ® : LGGdCov(mM) — LGCou(M) funktorunu olusturalim.
Go = M baglantih olmak iizere ¢ : G — 7 M Lie grup-grupoidlerin diferensiyellene-
bilir ortii morfizmi olsun. M baglantih oldugundan Onerme 2.3.2 ye gore
p=qo: M — M icin M fizerinde, p yi M ve M nin temelini olugturan manifoldlar
tizerinde diferensiyellenebilir ortii doniigimii yapan yiikseltilmis manifold ve bir
r: G — mM izomorfizmi vardir. Ayrica, p = qo ve ¢ da Lie grup-grupoid morfizmi
oldugundan p de Lie gruplarin morfizmidir. Béylece, ®(q) = ¢y = p Lie gruplarin
ortii morfizmidir. ¢ : G — mM den ¢ : H — mM ye Lie grup-grupoidlerin
diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin bir morfizmi f : G — H olsun. Onerme
3.2.2 den M fizerindeki A yiikseltilebilir atlasi icin M = G tizerinde .%Tq ve N = M,
tizerinde le/q/ yikseltilmis atlaslart mevcuttur. Bu atlaslar M ve N manifoldlarmi
diferensiyellenebilir yapan yiikseltilmig haritalardan olusur. = € M ve ﬁq/ de f(z)’
y1 iceren .Zq/’ niin bir elemam olsun. Bu durumda U = q/(ﬁ;) e Adirve U, 2’ 11
iceren ./Tq’ nun bir tek (7q elemanina yiikseltilir. Ayrica f (ﬁq) = U , olur. Boylece
f: M — N diferensiyellenebilirdir. Yani ®(f) Lie gruplarin ortii morfizmlerinin
morfizmidir. ¢” : H — mM olmak {izere ¢’ den ¢’ ne bir diger morfizm [’ :

H — H' olsun. f, ' Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugundan f’ o f de
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Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmidir ve agikca, ¢ dan ¢” ne Lie grup-grupoidlerin
ortii morfizmlerinin morfizmidir. Ayrica, yukaridaki gibi, ®(f’ o f) Lie gruplarin
ortli morfizmlerinin morfizmidir ve buradan, ®(f’ o f) = ®(f’) o &(f) bulunur. O
halde, ® bir funktordur.

Simdi I'® = 116qdcov(mm) Ve PI' = 1rgoovary dogal denkliklerini gosterelim.
q: G — mMveq : H— mM Lie grup-grupoidlerin diferensiyellenebilir ortii
morfizmleri i¢in yukaridaki gibi M baglantili oldugundan p = ¢y : M — M ve p/ =
q N — M diferensiyellenebilir manifoldlarm 6rtii doniigiimleri ve r : G — m M ve
'+ H — 7 N izomorfizmleri vardir. Simdi asagidaki diyagramim degisimli oldugunu

gosterelim.

é‘r’ﬂ'lM

\mfo

1:14,’7T1N

T

f

Bunun icin, 7 nin tanmin incelememiz gerekir. @, G nm # da baglayan bir
elemani ve ¢(a) € mM nin bir temsilcisi @ : I — M olsun. Bu takdirde a,
ma : mlI — mM, ma() = g(a), morfizmine indirgenir. Ayrica ma bir tek
a' : (m1,0) — (G, &) morfizmine yiikseltilir. Bu durumda r(a), a} : I — M yolunun
denklik siufidir. b = f(a) olsun ve b = fo(a) olmak tizere V' : (m1,0) — (H, f()) y1
elde etmek icin ayni yontemi kullanalim. &', b tarafindan tek tiirlii belirlendiginden
r'f(a) = (mifo)r(a) bulunur. Yani, I'® = 16G4coux ) bulunur. Son olarak
OI' = 11Gcov(m) oldugunu gostermeliyiz. Fakat M = (71'1]\7[ )o ve M nin manifold

yapist yiikseltilmig manifold oldugundan ®I" = 1;Gcou(ar) olup ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.4. Bir G Lie grup-grupoidi i¢in, G nin ortilerinin LGGdCov(Q)
kategorisi ile G nin Lie gruplar tzerine diferensiyellenebilir etkilerinin LGGdOp(G)

kategorisi denktir.

Ispat. T' : LGGdOp(G) — LGGdCov(G) funktoru asagidaki gibi tanimlansin:
G Lie grup-grupoidinin M Lie grubu ftizerine w : M — G diferensiyellenebilir
grup morfizmi aracihigiyla diferensiyellenebilir etkisi ¢ : G o X M — M, (a,x) —

¢(a,z) = °z olsun. Bu durumda Ornek 3.2.4 den nesnelerinin manifoldu M Lie
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grubu olan G' x M Lie grup-grupoidi tamimhdir. p : G x M — G morfizmler
iizerinde (a, ) — a ve nesneler iizerinde w ile verildiginden, yine Ornek 3.2.4 den
Lie grup-grupoidlerin bir értii morfizmidir. Yani I'(M,w), Lie grup-grupoidlerin
ortit morfizmidir. (M, w) ve (M',w') birer diferensiyellenebilir etki ise I'(M, w) ve
['(M’',w") Lie grup-grupoidlerin diferensiyellenebilir 6rtii morfizmidir. Bu diferensi-
yellenebilir 6rtii morfizmleri, sirasiyla p : G x M — G ve ¢ : G x M’ — G olsun.
Eger f: M — M’ diferensiyellenebilir etkilerin bir morfizmi ise ro = f ve r =1 x f

ile T'(f) = r de diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. Gergekten
r=1xf

G x M G x M (a.2) r=1x f (0. f(z))
X / N /
G

diyagrami degisimlidir. Bununla beraber, f : M — M’ ve g : M’ — N diferensiyelle-
nebilir etkilerin morfizmi ise T'(g o f) = T'(g) o T'(f) dir. T(M,w) = G x M,
M w) =Gwx M, I'(N,w") = Gx N, I'(f) = r ve I'(9) = 1’ olmak {izere
gof: M — Nolup'(go f) =1"or =T(g) o ['(f) bulunur. Bu durum, agagidaki
degigimli diyagramlardan agikca gortliir.

‘M’ L. N GxM—»GxM’LGxN

\W/ LA

Boylece T' bir funktordur.
¢ : LGGdCov(G) — LGGdOp(G) funktorunu asagidaki gibi tanimlayalim. p :

G — G Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmi i¢in M = Govew = po : Go — Gy olsun.
Bu durumda, Ornek 3.2.3 den (M = Go,w = py) diferensiyellenebilir etkisi elde
edilir. Yani ®(p), G Lie grup-grupoidinin bir Lie grup iizerine etkisidir. p : G— G
ve ¢ : H — G Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmleri ise ®(p) ve ®(q), sirasiyla G
Lie grup-grupoidinin Gy ve Hy Lie gruplari iizerine pg ve qq diferensiyellenebilir grup
morfizmleri araciligiyla etkisidir. Bu diferensiyellenebilir etkiler sirasiyla (é’o,po)
e (Hy,q) olsun. p ve ¢ Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmi ise r : G — H

de Lie grup-grupoidlerin ortii morfizmidir. Boylece, r diferensiyellenebilir orti
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morfizmlerinin bir morfizmi ise o = f ile ®(r) = f de diferensiyellenebilir etkilerin

morfizmidir. Gergekten,
ro=f

NPZ

Go

G~0 HO

diyagrami, r diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmi ve f = ry ile verildigin-
den degigimlidir. Ayrica, r diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmi oldu-
gundan p = gor ve pg = qo o 1o dir. Etkinin korundugu asagidaki diyagramdan

kolayca gortiliir.

N ® N
G o Go —— Gy (a, %) ’ “

1X7g f=ro 1X7rg f=ro

G gy Hy —— Hy @D =IO SO =

Bununla beraber, p : G — G den ¢ : H — G ya morfizmi r : G — H ve
q: H— Gdanp : H — G ne morfizmi v’ : H — H' ise ®(1r" or) = O(r') o O(r)
dit. (p) = (G.po), ®(q) = (Hovao), O(p') = (Hiuph), ®(r) = f ve &) =
f" olmak iizere " or : G — H’ olup Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmidir ve
O(r'or) = flof = ®(r")o®(r) bulunur. Bu durum, agagidaki degigimli diyagramlar-

dan agikca goriiliir.
/ ~ f I

G—— H—— H Go ~ Hy Hy
\ql / \qo
p o’ Ppo p6
G Go

Boylece ® bir funktordur.

Simdi de ®I' = 116qd0p@) Ve I'® = 1rgaacon(e) dogal denkliklerini gosterelim.
Eger (M, w) diferensiyellenebilir etkisi verilmis ise, Ornek 3.2.4 den nesne manifoldu
(G x M)y = M Lie grubu olan G x M Lie grup-grupoidi ve Lie grup-grupoidlerin
p:Gx M — G orti morfizmi vardir. Ayrica ®(I'(M,w)), G Lie grup-grupoidinin
(Gx M)y = M Lie grubu iizerine pg = w : (G X M)y = M — G, diferensiyellenebilir
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grup morfizmi aracihigiyla diferensiyellenebilir etkisini verir. Yani ®(I'(M,w)) =
(M, w) dir. Boylece, ®I" = 11 ¢qdop(c) elde edilir.

Tersine, p : G — G Lie grup-grupoidlerin oértii morfizmi ise ®(p), G Lie grup-
grupoidinin Gy Lie grubu tizerine py : Go — Gy diferensiyellenebilir grup morfizmi
aracihigiyla ¢ : G o Xy, Gy — Gy diferensiyellenebilir etkisidir. Ayrica, nesnelerin
manifoldu Gy ve morfizmlerin manifoldu G x G, olmak fizere, T'(®(p)) de
P G x Gy — G Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmidir. Simdi, 7" : 1 LGGACou(G) —
I'd dogal doniigiimiinii tammlayahm. Eger p : G — G Lie grup-grupoidlerin
diferensiyellenebilir 6rtii morfizmi ise T}, : G — T'®(p) = G x G, doniigiimii nesneler
tizerinde 6zdes ve @, a nin yiikseltmesi olmak tizere morfizmler iizerinde a +— (a, )
ile tanimhidir (burada #, @ nin kaynagidir) ve p, p’ diferensiyellenebilir 6rtii morfizmi
oldugundan Onerme 2.1.2 ye gére T’ » de bir diferensiyellenebilir értii morfizmidir.
a € G icin p(a) = a ve p'(T;(a)) = p'(a,T) = a dir, yani asagidaki diyagram
degisimlidir.

G x Gy
>l
p
G—— G

Dolayisiyla, T Lie grup-grupoidlerin 6rtii morfizmlerinin bir morfizmidir. Eger
¢ : H — G Lie grup-grupoidlerin bir diger 6rtii morfizmi ve r : G — H diferensiyelle-
nebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmi ise agagidaki diyagram degisimlidir.

Tl

é‘p’GKéo

r I'®(r)=1xro

H GIXHO

!
q

Agikga, T7 nin tersi, nesneler iizerinde 6zdes ve morfizmler iizerinde (a,7) +— a
ile tammh (7))7' : G x Go — G morfizmidir. Béylece, T bir dogal denkliktir.

Dolayisiyla 1.¢adconq) = T'® dir. ]
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BOLUM 4
LIE HALKA-GRUPOIDLERIN ORTULERI VE
ETKILERI

Boliim 1 de cebirsel anlamda halka-grupoid kavrami ve gerekli olan bazi temel
ornek ve teoremler verildi. Her Lie halka-grupoid bir topolojik halka-grupoid oldugun-
dan, bu boliimde sirasiyla topolojik halka-grupoidler ile ilgili temel kavramlar, topolo-
jik halka-grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin kategorilerinin denkligi ve son olarak Lie

halka-grupoidlerin tanimi ile 6rtiileri ve etkilerinin kategorilerinin denkligi verilecektir.

4.1 Topolojik Halka-Grupoidlerin Ortiileri Ve Etkileri

Topolojik halka-grupoidlerin ortiileri ve etkilerini vermeden once topolojik halka-
grupoidlerle ilgili temel tanim ve kavramlar: verelim.
Boliim 1 de verilen topolojik halka ve topolojik halkalarin morfizmi kavramlarini

tekrar hatirlatalim.

Tanim 4.1.1. Bir topolojik halka, temelini olusturan kime topolojiye sahip wve
(x,y) — x +y ile tamwml m : R X R — R grup iglemi, (x,y) — xy ile tanimh
n: Rx R — R halka igslemi, © — —x ile tanvmh u : R — R ters dontsumler: surekls

olan bir R halkasidur.

H dan R ye topolojik halkalarin bir morfizmi, H ve R nin temelini olusturan
halkalarmn stirekli bir p : H — R halka morfizmidir. Topolojik halkalarin bir
morfizmi p : H — R olmak iizere p, H ve R nin temelini olusturan topolojik

uzaylarin 6rtii dontisiimii ise p ye topolojik halkalarin orti morfizmi denir.

Tanim 4.1.2. Bir R topolojik halka-grupoidi, asagidaki halka yapr dontisumler:
birer topolojik grupoid morfizmi olan ve bir topolojik halka yapisiyla donatilmas bir

topolojik grupoiddir [9].
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i. m: Rx R— R, (a,b) — a+b, grup islemi,

it. n: RX R— R, (a,b) — ab, halka islemi,

N

w. u: R— R, a— —a, grup tersi,

w. e x — R.

Bir R topolojik halka-grupoidinde hem halka hem de grupoid yapisi oldugundan

bu yapilar arasinda bir uyumluluk sart1 olmahdir. Bunu

1. (coa)+ (dob)=(c+d)o(a+b)

2. (coa)(dob) = (cd) o (ab)

degistirme kurallar ile veririz.

R ve R iki topolojik halka-grupoid olsun. R den R ye topolojik halka-grupoidlerin
bir f : R — R morfizmi, temeli olugturan topolojik grupoidlerin, topolojik halka
yapisinl koruyan bir morfizmidir. Yani f, fy siirekli ve f(a o b) = f(a) o f(b),
fla+b) = f(a) + f(b), flab) = f(a)f(b) saglamr.

Topolojik halka-grupoidlerin agikar bir ornegi kartezyen carpim ile verilir.

Ornek 4.1.1. R bir topolojik halka olsun. Bu takdirde, (z,y) o (y,2) = (z,2)
kompozisyonu ve (x,y)+(z,t) = (v+2z,y+t), (z,y)(2,t) = (2, yt) islemleriyle nesne
kiimesi R topolojik halkasi ve morfizm kiimesi R x R olan bir topolojik halka-grupoidi
vardwr [9].

Boylece, topolojik halkalarin T'Ring kategorisinden topolojik halka-grupoidlerin
T RGd kategorisine bir funktor elde ederiz.

Onerme 4.1.1. Topolojik halkalarin T Ring kategorisinden topolojik halka-grupoid-
lerin TRGd kategorisine bir I' : T Ring — T RGd funktoru varduwr [9].

Teorem 4.1.1. Eger X, temelini olusturan uzayr evrensel ortiuye sahip topolojik

halka ise m X esas grupoidi bir topolojik halka-grupoiddir [9)].
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Ispat. m X in bir halka-grupoid oldugunu Onerme 1.1.5 de géstermistik. Yine
mX in topolojik grup-grupoid oldugu Onerme 3.1.2 de gosterilmisti. O halde,
halka isleminin stirekli oldugunu gostermeliyiz. X evrensel ortiiye sahip oldugundan
m X lzerinde yiikseltilmis topoloji vardir. ¢, X nin biitiin acik, yol baglantili
U altkiimelerinden meydana gelen acgik ortiisii olsun ve ¢ : U — X dahil etme
dontigiimii, U nun herbir esas grubunu trivial gruba doniistiirsiin. Bu durumda,
her U,V € U icin « € U ve y € V olmak iizere U,[a] f/y_l kiimeleri 7 X {izerindeki
yiikseltilmis topoloji i¢in komguluklar tabanini olugturur. n : mX x mX — mX
halka isleminin siirekliligini gosterebiliriz. [a] € m X (x,y) ve [b] € m X (y, z) olmak
iizere n([a], [b]) = [ab] ve U,.[ab] Uajyl lerde [ab] € mG(zy, yz) nin temel komguluklar:

olsun. Boylece, herhangi bir U € U ve y € U i¢in n((U,[a]U; 1Y), (U.[0)U; 1)) =

x y

Uy.[ab] Ugﬂ_y1 olup n stireklidir. O halde, 7 X topolojik halka-grupoiddir. ]

Bir R topolojik halka-grupoidinin yapist ile ilgili iki 6nermeyi ifade edelim. Bu

6nermelerin ispat1 Ozcan [9] tarafindan verilmistir.

Onerme 4.1.2. R bir topolojik halka-grupoid ve Ry wn birimi e olsun. Bu durumda,

e nin Co(R) gegisli bileseni bir topolojik halka-grupoiddir.

Onerme 4.1.3. R bir topolojik halka-grupoid ve Ry wn birimi e olsun. O zaman R,

bir topolojik halkadar.

Tanim 4.1.3. Topolojik halka-grupoidlerin bir morfizmi p : R — R olsun. Eger p,
R ve R nin temelini olusturan topolojik grupoidlerin érti morfizmi ise p morfizmine
topolojik halka-grupoidlerin orti morfizmi denir. Yani, R ve R nin temelini olusturan
topolojik grupoidler tizerinde tanvmiy s, : Ry X4, Ro — R morfizmi bir homeomorfizm
nin  terst

ise p ye topolojik halka-grupoidlerin orti morfizmi denar. S

(p,) : R — Rq Xp, Ro dir [9].

P

Ornek 4.1.2. p : R — R topolojik halka-grupoidlerin birim morfizmi ise
topolojik halka-grupoidlerin orti morfizmidir [9)].

Topolojik halkalarin 6rtii morfizmlerinden topolojik halka-grupoidlerin 6rtii mor-

fizmlerine gecisi saglayan bir onermeyi ispatsiz olarak verelim.
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Onerme 4.1.4. X ve X, temellerini olusturan topolojik uzaylar:, evrensel ortiye
sahip topolojik halkalar ve p : X — X de topolojik halkalarn 6rti morfizmi ise
m™p - mX - mX indirgenmais morfizmi topolojik halka-grupoidlerin orti morfizmidir

[9].

R bir topolojik halka-grupoid olsun. Bu durumda, nesneleri topolojik halka-grup-
oidlerin p : H — R ortii morfizmleri ve p: H — R den g : K — R ye bir morfizmi,
p = gor sartim saglayan topolojik halka-grupoidlerin bir r : H — K morfizmi olan,

R nin ortiilerinin TRGdCov(R) kategorisini elde ederiz.

NRA

Bu kategoride kaynak doéntigiimii «(r) = p, hedef doniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

H

K

donugiimi 1(,) : H — H ile tamimhdir. Nesne dontigtimii igin asagidaki diyagram

verilebilir.
L)
H H
N
R
Komposizyon ise,
H ro K r! R K/
\ , /
q q
R

degisimli diyagrami ile tanimhidir.

Tanim 4.1.4. R bir topolojik halka-grupoid ve X bir topolojik halka olsun. R’
nin X tzerine w : X — Ry surekli halka morfizmi vasitaswyla etkisi, R nin temelini
olusturan topolojik grupoidin X 1in temelini olusturan topolojik wzay tzerine
w: X — Ry stirekli dondigiimii vasitasiyla w(®z) = B(a), °(“x) = "% ve w@x =1
sartlarine saglayan ¢ : G X X — X strekli dontdsumudir ve asaqidaki degistirme

kurallary saglanr [9):
("y) + ("z) = "y + o)
("y)(“) = *(y).
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Agagidaki 6rneklerin ayrintilar: [9]” da verilmistir.

Ornek 4.1.3. Eger R bir topolojik halka-grupoid ise R, w = pg : X = Ry — Ry

birim morfizmi vasitasiyla X = Ry uzerine topolojik olarak etki eder.

Ornek 4.14. p: R— R topolojik halka-grupoidlerin orti morfizmi ise R topolojik
halka-grupoidi X = }?0 topolojik halkasi tuzerine w = pg : }?0 — Ry surekli halka

morfizmi vasitasiyla etki eder.

Ornek 4.1.5. R topolojik halka-grupoidi X topolojik halkas: tizerine w : X — Ry
surekli halka morfizmi vasitaswyla etki etsin. Bu takdirde, nesnelerin kumesi X olan

G x X topolojik halka-grupoidi tanimlidar.

R bir topolojik halka-grupoid olsun. R nin X topolojik halkas: tizerine w : X —
Ry stirekli halka morfizmi vasitasiyla siirekli etkisi (X, w) ile gosterilir. (X, w) dan
(X', w') ne bir morfizm, w’' o f = w ve f(“x) = °f(z) sartlarim saglayan topolojik
halkalarin bir f : X — X’ morfizmidir.
Ry xy X 2. X

D% f

X/

NS v !
Ry

Ra X! X/ 7’ X/

Boylece, R nin topolojik halkalar {izerine etkilerinin TRGdOp(R) kategorisini
elde ederiz. Bu kategoride kaynak déniigimii a(f) = (X,w), hedef doniigimii
B(f) = (X',w'") ve nesne doniigiimii 1(x,) : (X,w) — (X, w) birimi ile tanimhdir.

Nesne doniigimii icin agagidaki degisimli diyagramlari verebiliriz.

R, xy X —v X

N A 1x1 1

RanXT’X

Son olarak komposizyon,
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Roxy X —2 v x

X - X' - X" Ixf f
Y . ¢, y/
w w' " Ra Xw/ X - X
w
RO 1><f/ f/

v v
¢//
Reo Xy X" —— X"

degigimli diyagramlar ile tanimlidir.
Verilen bir topolojik halka-grupoidden yararlanarak yeni bir topolojik halka-
grupoidinin nasil elde edildigini bir 6nerme ile verelim. Bu énermenin ispat1 Ozcan

[9] tarafindan yapilmigtir.

Onerme 4.1.5. R, temelini olusturan grupoidi gegisli ve nesne uzayr Hausdorff olan
bir topolojik halka-grupoid olsun. e € Ry, Ry nmin birim elemant ve N{e} de R{e}
nin bir altgrubu olsun. Bu durumda, Hy wn birimi é = N{e} olmak tzere bir H
topolojik halka-grupoidi ve topolojik halka-grupoidlerin bir p : H — R topolojik orti
morfizmi vardir ve p(H{é}) = N{e} dir.

X ve X, temelini olusturan uzaylari evrensel ortilye sahip topolojik halkalar
olsun. UTRCov(X) kategorisi, nesneleri p : X — X topolojik halkalarm o6rtii
morfizmleri ve p : X — X nesnesinden ¢ : ¥ — X nesnesine morfizmi, p = g o r

sartini saglayan topolojik halkalarin r : X — Y morfizmi olan bir kategoridir.

s

AXA

X Y

Bu kategoride; kaynak déniigimii «(r) = p, hedef déniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne
doniisimit 1) : X — X ile tammhdir. Nesne doniigiimil icin asagidaki degisimli
diyagrami verebiliriz.

- Lp) -
X ——X
N
X
r: X —Y ver :Y — Z iki morfizm olmak fizere kompozisyon,
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/

T T

X g -7

NY%

X evrensel ortiiye sahip topolojik halka ise Teorem 4.1.1 den 7 X esas grupoidi

bir topolojik halka-grupoiddir. UT'RGdCov(m; X) kategorisi; X ve X = Ry evrensel

degigimli diyagrami ile tanimlidir.

ortitye sahip olmak iizere, nesneleri p : R — m X topolojik halka-grupoidlerin ortii
morfizmleri ve p : R — mX nesnesinden ¢ : H — m;.X nesnesine bir morfizmi,
topolojik halka-grupoidlerin p = ¢ o r sartini saglayan topolojik halka-grupoidlerin

r: R — H morfizmi olan bir kategoridir.

N
7T1X

Bu kategoride; kaynak doniigimii «(r) = p, hedef déniigiimii 5(r) = ¢ ve nesne

R H

dontugimi 1, : R — R birimi ile tammhdir. Nesne doniisiimil icin agagidaki

degisimli diyagrami verebiliriz.
1
(»)

R—R
N
T X

r:R— Hver : H— K iki morfizm olmak tizere kompozisyon,

/

~ r r

R - H - K
D P’
7T1X

degisimli diyagrami ile tanimlidir.
X ve X, temelini olusturan uzaylari evrensel ortilye sahip topolojik halkalar
olsun. Boylece Ozcan [9] tarafindan ispatlanan agagidaki 6nermeyi ve teoremi ifade

edebiliriz.

Onerme 4.1.6. X evrensel ortuye sahip topolojik halka olsun. Bu durumda, X
in topologik drtilerinin UTRCov(X) kategorisi, mX topolojik halka-grupoidinin
artilerinin UT RGdCov(m X) kategorisine denktir.
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Teorem 4.1.2. Bir R topolojik halka-grupoidi i¢in, R nin értilerinin T RGdCov(R)
kategorisi ile R min topolojik halkalar tizerine topolojik etkilerinin T RGdAOp(R)

kategorisi denktir.

4.2 Lie Halka-Grupoidlerin Ortiileri Ve Etkileri

Bu kisimda oncelikle Lie halka-grupoid kavrami ve bazi temel ozellikleri verilecek-
tir. Daha sonra Lie halka-grupoidlerin ortiileri ve etkilerinin kategorileri olugturularak
bu kategorilerin denk oldugu gosterilecektir.

Bir Lie halka grupoidin temelinde var olan Lie halka tanimini verelim.

Tanim 4.2.1. Bir R Lie halka , temelini olusturan kime diferensiyellenebilir manifold
yapisina sahip ve (x,y) — x+y ile tanemlim : R X R — R grup iglemi, (z,y) — xy
ile tanimlr n : R X R — R halka islemi, x — —x ile tamamh u : R — R ters

doniisumler: diferensiyellenebilir olan bir R halkasidar.

H dan R ye Lie halkalarin bir morfizmi, H ve R nin temelini olugturan halkalarin
diferensiyellenebilir bir p : H — R halka morfizmidir. Lie halkalarin bir morfizmi
p : H — R olmak tizere p, H ve R nin temelini olusturan diferensiyellenebilir

manifoldlarin 6rtii dontisiimii ise p ye Lie halkalarin orti morfizmi denir.

Tanim 4.2.2. Bir R Lie halka-grupoidi, asagidaki halka yapr donisimleri birer Lie

grupoid morfizmi olan ve bir Lie halka yapiswyla donatilmas bir Lie grupoiddir.
i. m:RxR— R, (a,b) = a+b, grup islemi,

it. n: RX R— R, (a,b) — ab, halka iglemi,

|

. u: R— R, a— —a, grup tersi,
w. e:*x — R.

Agikca bir R Lie halka-grupoidinde agagidaki degistirme kurallar1 vardir.
1. (coa)+ (dob)=(c+d)o(a+b)

2. (coa)(dob) = (cd) o (ab)
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R ve R iki Lie halka-grupoid olsun. R den R ye Lie halka-grupoidlerin bir
f: R — R morfizmi, temeli olusturan Lie grupoidlerin, Lie halka yapisim koruyan
bir morfizmidir. Yani f, fy diferensiyellenebilir ve f(aob) = f(a)o f(b), f(a+0b) =
fla)+ f(b), f(ab) = f(a)f(b) saglanr.

Ornek 4.2.1. R bir Lie halka olsun. Bu durumda, Ornek 1.1.5 den (z,y) o (y,x) =
(z,x) kompozisyonu ve (x,y)+(2,t) = (x+z,y+t), (x,y)(z,t) = (xz,yt) islemleriyle
nesne kumesi R halkasi ve morfizm kiumesi R X R olan bir halka-grupoid vardur.
Nesne kiimesi R, Lie halka oldugundan R X R de ¢arpim manifoldu ile bir diferensi-
yellenebilir manifolddur.  Grupoid yapr donisimlerinin  diferensiyellenebilirligi,
Ornek 1.3.14 den kolayca elde edilir. Ayrica, R X R halkasinin yapr donisimler:
R Lie halkasinin yapr donustimlerinin m X m, n X n, 4 X 4 ve e X e carpimlar: ile

tanimlandigindan diferensiyellenebilirdir. Boylece, R X R Lie halka-grupoiddir.

Boylece Lie halkalarin L Ring kategorisinden Lie halka-grupoidlerin LRGd kate-

gorisine bir funktor elde ederiz.

Onerme 4.2.1. Lie halkalarn LRing kategorisinden Lie halka-grupoidlerin LRGd
kategorisine bir I' : LRing — LRGd funktoru vardar.

Ispat. R bir Lie halka olsun. Bu durumda, Ornek 4.2.1° den, R x R bir Lie
halka-grupoiddir. Eger f : R — H Lie halkalarin bir morfizmi ise I'(f) : R x R —
H x H de Lie halka-grupoidlerin morfizmidir. Onerme 1.1.4’ den ['(f) halka-grupoid-
lerin morfizmidir ve f diferensiyellenebilir oldugundan I'(f) = f x f de diferensiyelle-
nebilirdir. Dolaywsiyla I'(f) Lie halka-grupoidlerin morfizmidir. Ayrica, Onerme
1.1.4 den I' bir funktordur. O

Teorem 4.2.1. Eger R, temelini olusturan manifoldu baglantily olan Lie halka ise

m R esas grupoidi bir Lie halka-grupoiddir.

Ispat. m R nin bir halka-grupoid oldugunu Onerme 1.1.5 de gostermistik. Yine m R
nin Lie grup-grupoid oldugu Onerme 3.2.2 de gosterilmisti. Dolayisiyla
mn : m R x mR — m R halka igleminin diferensiyellenebilir oldugunu gostermek

yeterlidir. R manifoldunu diferensiyellenebilir yapan ve yiikseltilebilir harita tanim
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kiimelerinden meydana gelen atlasi A ile gosterelim. R baglantili bir manifold
oldugundan Ornek 2.3.1’ den m1(R) nin Lie esas grupoid oldugunu biliyoruz. Dolayi-
siyla 71 (R) lizerinde, onu diferensiyellenebilir manifold yapan ve A’ dan yiikseltilen
A yiikseltilmis atlas1 mevcuttur.

n : R x R — R Lie halka islemi oldugundan diferensiyellenebilirdir. Bunu

asagidaki diyagram araciligiyla kolayca gorebiliriz.

n

R xR R
pXp ®
R2” pr1 R™

m1(R), R tzerinde Lie grupoid oldugundan ve R X R garpim manifoldunun &rtii

manifoldu oldugundan yukaridaki diyagramin yiikseltilmesi olan agagidaki diyagrami

verebiliriz.
m1(R) x m1(R) o mR
PXP P
R4n P12 R2n

©, o harita doniigiimiinden ytkseltilen harita doniigiimii oldugundan ¢ ve buradan
¢ x ¢ dontigiimleri diferensiyellenebilirdir. Ayrica pr ; izdiisiim déniisiimii oldugun-
dan diferensiyellenebilirdir. Buradan mn diferensiyellenebilirdir. Boylece 7 R bir
Lie halka-grupoiddir.

O

Onerme 4.2.2. R bir Lie halka-grupoid ve Ry wn birimi e olsun. Bu durumda, e

nin Ce(R) gegisli bileseni bir Lie halka-grupoiddir.

Ispat. Teorem 3.2.1 den C.(R) baglantil bilegeninin bir Lie grup-grupoid oldugunu
biliyoruz. Simdi, C.(R) nin Lie halka-grupoid oldugunu gosterelim. C.(R)y dan
segilen her nesne i¢in 7, € R(x,e) morfizmi ve a € R(z,y),b € R(2',y’) olmak
tizere a,b € C.(R) olsun. Boylece, T, T,, € R(za',e) ve T,T,, € R(yy',e) olmak
lizere ab € R(za',yy’) elde edilir. Buradan, zz',yy € C.(R)y ve ab € C.(R)
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bulunur. Benzer diigiinceyle, dagilma ozelligi de gosterilebilir. Sonug olarak, C.(R)
bir halka-grupoiddir. Agikca Lie althalkadir. Ciinkii C.(R) deki toplama ve garpma
igslemleri, R Lie halkasinin toplama ve ¢arpma islemlerinin kisitlamalari oldugundan

diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla C.(R), bir Lie halka-grupoiddir. O

Onerme 4.2.3. R bir Lie halka-grupoid ve Ry wn birimi e olsun. O zaman R, bir

Lie halkadar.

ispat. R deki halka iglemlerinden indirgenen iglemler ile R, nin bir halka oldugunu
gosterelim. a,b € R, ise a € R(e,z) ve b € R(e,y) dirvea+b € Rle+e,x+y) =
R(e,x 4+ y) olup a + b € R, bulunur. Agikga, toplama igleminin birimi 1, € R(e, e)
ve bir a € R, nin tersi —a € R(e, —z) dir. Ayrica, a,b € R, i¢in ab € R(ee,zy) =
R(e,xzy) olup ab € R, dir. a(b+c) € R(e(e + e),z(y + 2)) = R(e,z(y + 2)) =
R(e,xy+xz), ab € R(ee,zy) = R(e,xy) ve ac € R(ee,rz) = R(e,xz) olup ab+ac €
R(e+e,xy+zz) = R(e, vy + xz) olacagindan a(b+ ¢) = ab + ac bulunur. Boylece,
R, bir halkadir. R, tizerinde R Lie halka-grupoidin diferensiyellenebilir yapisindan
indirgenen diferensiyellenebilir yapi1 vardir ve R, nin halka yapi doniigimleri R
deki Lie halka yap1 doniigiimlerinin R, ye kisitlamalar: olup diferensiyellenebilirdir.

Dolayisiyla R, bir Lie halkadir. O

Tanim 4.2.3. Lie halka-grupoidlerin bir morfizmi p : R — R olsun. Ejer p, R
ve R nin temelini olusturan Lie grupoidlerin orti morfizmi ise p morfizmine Lie
halka-grupoidlerin orti morfizmi denir. Yani, R ve R nin temelini olusturan Lie
grupoidler tzerinde tanimly s, 1 Ry Xy, Ry — R morfizmi bir diffeomorfizm ise p ye

Lie halka-grupoidlerin értid morfizmi denir. s, nin tersi (p, o) : R — R, X po Ry dir.

Ornek 4.2.2. p : R — R Lie halka-grupoidlerin birim morfizmi ise
sp o R Xp, Ry — R izdusimi agikga bire-bir, orten ve diferensiyellenebilirdir.
Ayrica, p Lie halka-grupoidlerin morfizmi ve a Lie halka-grupoidin kaynak doniisimai
oldugundan diferensiyellenebilirdir. Dolayiswyla, s, nin (p,a) : R — Ry X, Ro
tersi diferensiyellenebilirdir ve boylece, s, bir diffeomorfizmdir. Sonug olarak, p Lie

halka-grupoidlerin 6rti morfizmidir.
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Onerme 4.2.4. R ve R, temellerini olusturan diferensiyellenebilir manifoldlar:
baglantly Lie halkalar ve p : R — R de Lie halkalarm orti morfizmi ise

m™p - mR— mR indirgenmis morfizmi Lie halka-grupoidlerin ortu morfizmidir.

ispat. R ve R baglantil oldugundan, Teorem 4.2.1 e gore m R ve m R birer Lie
halka-grupoiddir. p Lie halkalarin morfizmi oldugundan nesneler tizerinde halka

yapist korunur. Morfizmler tizerinde ise,

(mp)la +b] = [p(a +b)] = [p(a) + p(b)]

ve

= (mp)([a])(mp)([0])

olup, halka yapisi korunur. Dolayisiyla, m1p bir halka-grupoid morfizmidir. Simdi,
m1p nin Lie halka-grupoidlerin ortii morfizmi oldugunu gosterelim. Bunun igin, mp
nin m R ve m R nin temelini olugturan Lie grupoidlerin 6rtii morfizmi oldugunu
gostermeliyiz. mp, Onerme 3.1.4 den Lie grup-grupoidlerin bir morfizmidir. Yani
m R ve 7 R nin temelini olugturan Lie grupoidlerin értii morfizmidir. Dolayisiyla,
mp diferensiyellenebilirdir ve (mp, a) : mR — mR, X (r1p)o R bir diffeomorfizmdir.

Boylece, mp Lie halka-grupoidlerin ortii morfizmidir. Il

R bir Lie halka-grupoid olsun. Bu durumda, nesneleri Lie halka-grupoidlerin
p : H — R ortii morfizmleri ve p : H — R den ¢ : K — R ye bir morfizmi,
p = q or sartin1 saglayan Lie halka-grupoidlerin bir » : H — K morfizmi olan, R

nin ortilerinin LRGdCov(R) kategorisini elde ederiz.

N

R
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Bu kategoride kaynak doéntigimii «(r) = p, hedef doéniigimii 5(r) = ¢ ve nesne

dontgiimi 1(,) : H — H ile tammmhdir. Nesne doniigtimii i¢in asagidaki diyagram

verilebilir.
Lp
H H
N
R
Komposizyon ise,
H—"+K "+ K
\ , /
q 7

degisimli diyagrami ile tanimhdir.

Tanim 4.2.4. R bir Lie halka-grupoid ve M bir Lie halka olsun. R Lie halka-grupoi-
dinin M Lie halkasi tizerine w : M — Ry diferensiyellenebilir halka morfizmi
vasitaswyla etkisi, R nin temelini olusturan Lie grupoidin M nin temelini olusturan
manifold tzerine w : M — Ry diferensiyellenebilir dontusumi wvasitasiyla
w(®z) = Bla), *(?x) = "% ve '@z = z sartlariny saglayan ¢ : Ry X0 M — M

diferensiyellenebilir dontisumidir ve asagidaki degistirme kurallary saglanr:
("y) + () = "y + )

("y)(“x) = "*(yx).

Ornek 4.2.3. Eger R bir Lie halka-grupoid ise R, w = pg : M = Ry — Ry
birim morfizmi vasitasiyla M = Rqy tzerine diferensiyellenebilir olarak etki eder.
Gergekten p, Lie halka-grupoidlerin birim morfizmi oldugundan p ve py birer Lie
halka morfizmidir. Dolayswyla, w diferensiyellenebilir halka morfizmidir. Etki
¢ : Ry Xuw Ry — Ry, (a,x) = %z = f(a), ile tanvmlansin. Ornek 3.1.2 den etki
sartlarinin saglandige kolayca gorilir. Etki, birinci tzdusim ile Lie halka-grupoidin
hedef dondisiimiiniin bileskesi oldugundan diferensiyellenebilirdir. Ayrica (°y)+(%z) =
B(b) + B(a) = B(b+a) ve ©TI(y +x) = B(b+a) olup ilk degistirme kuralr saglanar.
o) (yx) = B(ba) ve (*y)(*z) = B(b)B(a) = B(ba) olup ikinci degistirme kuralr da

saglanar.
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Ornek 4.2.4. p: R — R Lie halka-grupoidlerin orti morfizmi ise R Lie halka-grup-
oidi M = RO Lie halkasy tizerine w = pq : }N%O — Ry diferensiyellenebilir halka
morfizmi vasitaswyla etki eder. Gergekten, p Lie halka-grupoidlerin orti morfizmi
oldugundan p, po = w birer diferensiyellenebilir halka morfizmidir ve s, : Ry Xy,
Ry — R diffeomorfizmi varder. Béylece w, diferensiyellenebilir halka morfizmidir ve
Lie halka-grupoidin 8 : R — Ry hedef doniisimi ile s, mnin bileskesi
6= fo Sp 1 R Xp, Ry — Ry, (a,%) — % = B(d) etkisini verir. Bu dontsimler
diferensiyellenebilir oldugundan etki de diferensiyellenebilirdir. Ornek 2.8.3 den,
R nin temelini olusturan Lie grupoidin M = Ry wn temelini olusturan manifold
uzerine w = pg : Ry — Ry vasitaswyla diferensiyellenebilir etkisi vardir. Dolayiswyla,
etki sartlare saglamer. (Py) + (“z) = B(b) + (@) = B+ a) = "y + x) ve

(by)(*x) = B(b)B(a) = B(ba) = *(yx) olup degistirme kurallar, da saglanvr. Béylece

diferensiyellenebilir etki sartlary saglanr.

Ornek 4.2.5. R Lie halka-grupoidi M Lie halkas: tizerine w : M — Ry diferensiyel-
lenebilir halka morfizmi vasitasiyla etki etsin. Bu durumda, Ornek 3. 2.4 den nesnele-
rinin kimest M olan R X M Lie grup-grupoidi tanimlidir. Simdi, bu Lie grup-grup-
otdin bir Lie halka-grupoid oldugunu gosterelim. R x M Lie grup-grupoidi, R ve M

Lie halkalarimin islemlert ile tanimla

(a,2)(b,y) = (ab, zy)

wslemiyle bir Lie halka-grupoiddir. Nesneler tizerinde w wve morfizmler tzerinde
(a,x) — a ile tamwmlanan p : R x M — R izdigimi Ornek 2.3.2 den, R x M
ve R nin temelini olusturan Lie grupoidlerin orti dontsumidir. Ayrica pg = w ve
p de izdisum oldugundan birer halka morfizmidir. Boylece p Lie halka-grupoidlerin

orti morfizmidir.

R bir Lie halka-grupoid olsun. R nin M Lie halkasi iizerine w : M — Ry
diferensiyellenebilir halka morfizmi vasitasiyla diferensiyellenebilir etkisi (M, w) ile
gosterilir. (M, w) dan (M’,w’) ne bir morfizm, w' o f = w ve f(*x) = *f(z)

sartlarini saglayan Lie halkalarin bir f : M — M’ morfizmidir.
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f W R, Xy M . M

N oL £

Ra X! M 7’ M’

Boylece R nin Lie halkalar tizerine etkilerinin LRGdOp(R) kategorisini elde
ederiz. Kaynak doniigimii a(f) = (M, w), hedef doniigimii B(f) = (M',w') ve

M

nesne dontistimii 1 (s : (M, w) — (M, w) birimi ile tanimhdir. Nesne doniistimii
icin agsagidaki degisimli diyagramlar1 verebiliriz.

R, xy M —2 M

Lt,w)
M M
\ / Ix1 1
w w
Ry
Ry xyM —— M
Son olarak komposizyon,
¢
Ry Xy M —— M
f I’
M >~ M/ - M// 1><f f
Y ’ Y
w’ R X M/ L M/
w 'UJ// (6% w
RO 1><f/ f’
Y Y

degigimli diyagramlari ile tanimlidir.

Onerme 4.2.5. R, temelini olusturan grupoidi gecisli bir Lie halka-grupoid olsun.
e € Ry, Ry nin birim elemani ve N{e} de R{e} nin bir kapalw Lie altgrubu olsun.
Bu durumda, Hy wn birimi € = N{e} olmak dzere bir H Lie halka-grupoidi ve

Lie halka-grupoidlerin bir p : H — R diferensiyellenebilir orti morfizmi vardir ve

p(H{e}) = N{e} dir.
Ispat. M = {a o N{e} | a € R.} olsun. M iizerinde
(ao N{e})+ (bo N{e}) = (a+b) o N{e} ve (a0 N{e})(bo N{e}) = (ab) o N{e}

ile bir halka yapisi tanimlamir. M = R, /N{e} olup, béliim manifolduyla bir diferen-

siyellenebilir manifolddur. Ayrica M iizerindeki halka iglemleri, R Lie halkasinin
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iglemleri ve Lie grupoidin kompozisyonu ile tammmlandigindan diferensiyellenebilirdir.
O halde, M bir Lie halkadir. Onerme 3.2.5 den R nin temelini olugturan Lie
grupoidin M nin temelini olugturan manifold {izerine w : M — Ry, aoN{e} — ((a)
vasitasiyla (b,ao N{e}) — *(ao N{e}) = boao N{e} ile tammlh ¢ : Ry Xy M — M

diferensiyellenebilir etkisi vardir ve

w((a o N{e})(bo Nie})) = w(abo N{e})
(ab)
(a)5(b)

w(ao N{e})w(bo N{e})

w
g
g

oldugundan, w : M — Ry bir Lie halka morfizmidir. Boylece R Lie halka-grupoidi,
M Lie halkasi iizerine w diferensiyellenebilir halka morfizmi vasitasiyla etki eder.
O halde, nesne kiimesi (R x M)y = M olan bir R x M Lie halka-grupoidini elde
ederiz. Gergekten, Onerme 3.2.5 den R x M bir Lie grup-grupoiddir. Ayrica, R Lie

halkasinin iglemi ile tanimlanan,
(b,a’ o N{e})(c,a o N{e}) = (bc, (d'a) o N{e})

islemiyle R x M, bir Lie halka-grupoiddir.
p: Rx M — R, morfizmler iizerinde (b,ao N{e}) — b ve nesneler iizerinde w ile
verilsin. Bu durumda, Onerme 3.2.5 den p, Lie grup-grupoidlerin ortii morfizmidir.

Ayrica pg, w ile verildiginden ve

p((b,a" o N{e})(c,ao N{e})) = p((be, (d'a) o N{e})) =
= p(b,a’ o N{e})p(c,a o N{e})
oldugundan p, Lie halka morfizmidir. Sonug olarak, p : Rx M — R Lie halka-grupoid-
lerin bir 6rtii morfizmidir. Eger H = Rx M ve & = N{x} alrsak, p(H{z}) = N{z}

bulunur. ]

M ve M, temelini olusturan manifoldlar1 baglantih olan Lie halkalar olsun.
LRCouv(M) kategorisi, nesneleri p : M — M Lie halkalarin értii morfizmleri ve
p: M — M nesnesinden q: N — M nesnesine morfizmi, p = ¢ o r sartin saglayan

Lie halkalarmm r : M — N morfizmi olan bir kategoridir.
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M

AMAN

Bu kategoride; kaynak doéniigimii «(r) = p, hedef déniigimii 3(r) = ¢ ve nesne
dontgiimii 1) : M — M ile tammhidir. Nesne doniigiimii icin asagidaki degisimli
diyagrami verebiliriz.

L(p)

AMA

M M

r: M — N ver : N — P iki morfizm olmak iizere kompozisyon,

~ r r! ~

M\‘]\JE/P

degigimli diyagrami ile tanimlidir.

M ayni zamanda baglantili olan Lie halka ise Teorem 4.2.1 den 7, M esas grupoidi
bir Lie halka-grupoiddir. LRGdCov(m M) kategorisi; M ve M = R, baglantili
olmak tizere, nesneleri p : R — mM Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmleri ve
p: R — mM nesnesinden ¢ : H — 7 M nesnesine bir morfizmi, Lie halka-grupoid-
lerin p = q o r sartini saglayan Lie halka-grupoidlerin r : R — H morfizmi olan bir
kategoridir.

X ﬁ
7T1M

Bu kategoride; kaynak dontigimii «(r) = p, hedef déntigiimi §(r) = ¢ ve nesne

R q

dontigimu 1) : R — R birimi ile tanimhdir. Nesne dontigimii i¢in agagidaki
degisimli diyagrami verebiliriz.

L(p) .

—_—

N

7T1M
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r:R— Hver : H— K iki morfizm olmak {izere kompozisyon,

~ r ~ r! ~

R - H - K
\ q/
p p’

7T1M

degigimli diyagrami ile tanimlidir.
M ve M, temelini olugturan manifoldlar1 baglantilh olan Lie halkalar olsun.

Boylece agagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 4.2.6. M baglantily olan bir Lie halka olsun. Bu durumda, M nin diferen-
siyellenebilir ortilerinin LRCov(M) kategorisi, mM Lie halka-grupoidinin értiile-

rinin LRGdCov(m M) kategorisine denktir.

Ispat. I' : LRCov(M) — LRGdCouv(m M) funktorunu asagidaki gibi tanim-
layalim: M, M baglantili olmak ftizere, Lie halkalarin ortii morfizmi p : M —
M olsun. Onerme 4.2.4 den, m™p mM — mM Lie halka-grupoidlerin ortii
morfizmidir. O halde, I'(p) = mp Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmidir. p :
M — M den g : N — M va Lie halkalarin 6rtit morfizmlerinin morfizmi r : M — N
olsun. LRCov(M) kategorisinin tanimindan, r de Lie halkalarmn 6rtii morfizmidir
ve M ,N baglantili oldugundan, mr de Lie halka-grupoidlerin ortii morfizmidir.
Agikga I'(r), mp den mq ya diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmidir.
¢ : P — M olmak iizere, Lie halkalarmn ortii morfizmlerinin diger bir morfizmi
de v/ : N — P olsun. r ve 7 Lie halkalarm 6rtii morfizmi olacagindan bunlarm
bilegkesi de 7/ o r : M — P Lie halkalarin 6rtii morfizmidir ve acikca p den ¢ ne
Lie halkalarm 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. Ayrica, M, P baglantih oldugundan
m1(r’or) = myr’omyr de Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmidir ve mp den 7 ¢’ ne Lie
halka-grupoidlerin értii morfizmlerinin morfizmidir. Boylece, I'(r" or) = I'(+") o I'(r)
olup I' bir funktordur.

Simdi, ® : LRGdCov(mM) — LRCov(M) funktorunu olusturalim.
Ro = M baglantili olmak {izere, Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmi g : R — m M
olsun. M baglantilh oldugundan Onerme 2.3.2 ye gore p = qo : M — M icin M

tizerinde p yi M, M nin temelini olusturan manifoldlar tizerinde ortii doniisimi
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yapan yiikseltilmis atlas ve r : G — m M izomorfizmi vardir. Ayrica, p = qo ve q
da Lie halka-grupoidlerin morfizmi oldugundan, p de Lie halkalarin morfizmidir.
Boylece, ®(q) = qo = p Lie halkalarm 6rtii morfizmidir. ¢ : R — mM dan
¢’ : H — m M ne Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmlerinin bir morfizmi f : R — H
olsun. Teorem 3.2.3 den f, : M — N diferensiyellenebilirdir. Yani ®(f), Lie
halkalarmn 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. ¢” : H — 7 M olmak iizere ¢’ den ¢’
ne bir diger morfizm f’ : H — H’ olsun. f, f’ Lie halka-grupoidlerin 6értii morfizmi
oldugundan, f’ o f de Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmidir ve acikca, ¢ dan ¢”
ne Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. Ayrica, yukaridaki gibi
®(f" o f) Lie halkalarin 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. Buradan, ®(f" o f) =
O(f") o ®(f) bulunur. O halde, ® bir funktordur.

Simdi, I'® = 17 rqacov(m vy Ve @I = 1prcovn) dogal denkliklerini gosterelim.
g: R — mM ve ¢ : H— mM Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmleri icin,
yukaridaki gibi M baglantili oldugundan, p = qq : M — M ve p = q - N —
M diferensiyellenebilir manifoldlarin 6rtii déniigiimleri ve r : R — mM ve 1’ :
H — m N izomorfizmleri vardir. Simdi, asagidaki diyagrammn degisimli oldugunu

gosterelim.

R‘T’THM

lﬂlfo

ﬁT’ﬂ'lN

f

Bunun i¢in, 7 nin tammmi incelememiz gerekir. @, R nin Z da baglayan bir
eleman1 ve ¢(@) € mM nin bir temsilcisi a : I — M olsun. Bu durumda a,
ma : ml — mM, ma() = g(a), morfizmine indirgenir. Ayrica ma, bir tek
a' : (m1,0) — (G, %) morfizmine yiikseltilir. Boylece r(a), ay : I — M yolunun
denklik simfidir. b = f(a) olsun ve b = fy(a) olmak tizere, ¥’ : (m1,0) — (H, f(&)) y1
elde etmek i¢in ayni yontemi kullanalim. ¢/, b tarafindan tek tiirlii belirlendiginden,
r'f(a) = (mfo)r(a) bulunur. Yani, I'® = 1;pGdceuxm) bulunur. Son olarak,
OI' = 11 roov(m) Oldugunu gostermeliyiz. Fakat, M = (7T1M )o ve M nm diferensiyel-
lenebilir yapis: yiikseltilmis atlastan geldigi i¢in ®I" = 1 rcou(ar) olup ispat tamamla-

nir. O
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Son olarak bu bolimiin ana teoremini verelim.

Teorem 4.2.2. Bir R Lie halka-grupoidi i¢in, R nin ortilerinin LRGACov(R)
kategorisi ile R nin Lie halkalar dizerine diferensiyellenebilir etkilerinin LRGdOp(R)

kategorisi denktir.

Ispat. T' : LRGdOp(R) — LRGdCov(R) funktoru asagidaki gibi tanimlansin:
R Lie halka-grupoidinin M Lie halkasi1 lizerine w : M — R, diferensiyellenebilir
halka morfizmi vasitasiyla diferensiyellenebilir etkisi ¢ : Ry X, M — M, (a,z) —
#(a,x) = “zx, olsun. Bu durumda, Ornek 4.2.5 den nesnelerinin kiimesi M Lie
halkasi olan R x M Lie halka-grupoidi tammbdir. Yine, Ornek 4.2.5 den morfizmler
tizerinde (a, x) — a ve nesneler iizerinde w ile verilen p : Rx M — R Lie halka-grup-
oidlerin bir 6rtii morfizmi vardir. Yani I'(M, w), Lie halka-grupoidlerin diferensiyel-
lenebilir 6rtii morfizmidir. (M, w) ve (M’ ,w') birer diferensiyellenebilir etki ise
I'(M,w) ve I'(M',w'") Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmidir. Bu diferensiyellenebilir
ortii morfizmleri, sirasiyla p : Rx M — R ve q : R x M’ — R olsun. Eger
f: M — M’ diferensiyellenebilir etkilerin bir morfizmi ise ro = f ve r = 1 x f ile

I'(f) = r de diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmidir. Gergekten
r=1xf

focad BocM ) — 7 (0, 1)
x / I ) e
R

diyagrami degisimlidir. Bununla beraber, f : M — M’ ve g : M’ — N diferensiyelle-
nebilir etkilerin morfizmi ise I'(g o f) = I'(g) o I'(f) dir. I'(M,w) = R x M,
DM w') = Rx M', T(N,w") = Rx N, I'(f) = r ve I'(g) = 7’ olmak iizere
gof:M — NolupT'(go f) =r"or =T(g)oT'(f) bulunur. Bu, agagidaki degigimli

diyagramlardan acgikca gt')riiliir
RxM —"~ Rx M —"—~ Rx N

\/ N

Boylece I' bir funktordur.
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® : LRGACouv(R) — LRGdOp(R) funktoru asagidaki gibi tanimlansim:
p : R — R Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmi icin M = Ry, ve w = pp :
RO — Ry olsun.Bu takdirde Ornek 4.2.4 den R Lie halka-grupoidinin M = Ry
Lie halkasi iizerine w = py diferensiyellenebilir halka morfizmi vasitasiyla ¢ : R, Xy,
Ry — Ry, (a,%) —* & = [((a) diferensiyellenebilir etkisini s, : Ry X, Ro — R
diffeomorfizmi ile Lie halka-grupoidinin diferensiyellenebilir 3 : R — Ry hedef
doniigimiiniin bilegskesinden elde ederiz. Dolayisiyla etki diferensiyellenebilirdir.
Boylece, (M = Ry,w = py) diferensiyellenebilir etkisini elde ederiz. Yani ®(p),
R Lie halka-grupoidinin bir halka {izerine etkisidir. p : R — R ve ¢ : H — R Lie
halka-grupoidlerin 6rtii morfizmleri ise ®(p) ve ®(q), sirasiyla R Lie halka-grupoidinin
]:20 ve Hy Lie halkalar1 tizerine pq ve qq diferensiyellenebilir halka morfizmleri vasitasiy-
la etkisidir. Bu diferensiyellenebilir etkiler sirasiyla (R, po) ve (Ho, qo) olsun. p ve
¢ Lie halka-grupoidlerin 6rtii morfizmi ise » : R — H de Lie halka-grupoidlerin
orti morfizmidir. Boylece, r diferensiyellenebilir ortii morfizmlerinin bir morfizmi

ise rg = f ile ®(r) = f de diferensiyellenebilir etkilerin morfizmidir. Gergekten,

R~0 ro=f
N
Ry

diyagrami r diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmi ve f, rq ile verildiginden

Hy

degisimlidir. Ayrica, r diferensiyellenebilir 6rtii morfizmlerinin morfizmi oldugundan,
p=qor vepy = qoory dir. Etkinin korundugu asagidaki diyagramdan kolayca

goriilir.

- é -
Ra XPO RO - RO

(a,7) I

1xrg f=ro 1xrg f=ro

R g Ho — H,  \@70@) = 1) —= f(7) = ()

Bununla beraber, p : R — R den ¢ : H — R ya morfizmi r : R — H ve
q: H— Rdanp' : H — R ye morfizmi 1’ : H — H' ise ®(r' or) = &(r’) o O(r) dir.
®(p) = (Ro.po), ®(q) = (Ho,q0), ®(p') = (Hg, 1), @(r) = f ve ®(r') = f" olmak
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iizere ' o r : R — H’ olup Lie halka-grupoidlerin értii morfizmidir ve ®(r o rr) =
flof = ®(r")o®(r) bulunur. Bu, agagidaki degisimli diyagramlardan agik¢a goriiliir.

/

r TI‘H, ‘HO ‘Hl

\/ \/

Boylece ® bir funktordur.
I'® = 11rgdcovr) Ve PI' = 11 rgaopr) dogal denklikleri Teorem 3.2.4 de oldugu

gibi kolayca elde edilir. O
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