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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlarin
Geometrisi Uzerine” baslikli bu ¢calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek
bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigin1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin,
hem metin icinde hem de kaynakcada yOntemine uygun bi¢imde gosterilenlerden

olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Selahattin BEYENDI
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2016

Danigmanlar: Prof. Dr. Ali Thsan SIVRIDAG
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma alti bolimden olusmaktadir. Birin-
ci boliimde, konunun tarihsel gelisimi ve bu tezde ele alinan problemlerin tanitimi
yapilmaktadir. ikinci béliimde diger boliimlere faydali olacak temel tanim ve kavram-
lar ele alinmaktadr.

Uciincii boliimde, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin bir alt sinifi olan
invaryant altmanifoldlar calisilmaktadir. Bu tiir altmanifoldlar icin egrilik 6zellikleri ve
bu 6zellikler kullanilarak bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica bu boliimde hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlarinin baz1 6zellikleri ile dist-
riblisyonlarin integrallenebilirligi incelenip bazi sonuglar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldlar iizerinde ¢eyrek-
simetrik metrik konneksiyon tanimlanmaktadir. Ceyrek-simetrik metrik konneksiyona
gore bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun egrilik tensorii ve Ricci tensorii
ile skaler egriligi elde edilmistir. Ayrica bu konneksiyona gore genellestirilmis rekiirent,
¢— rekiirent hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldlarinin var olmadig1 gosterilmistir.

Besinci boliimde, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlar iizerinde yari-
simetrik metrik olmayan konneksiyon tanimlanmaktadir. Ayrica bu konneksiyona gore
hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin Riemann egrilik tensorii ve Ricci egrilik
tensorii incelenip bazi sonuglar elde edilmistir.

Altinct boliimde, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlar iizerinde yari-
simetrik metrik olmayan konneksiyona gore yari-invaryant alt manifoldlar1 tanimlanip
baz1 sonuclar elde edilmistir. Ayrica distriblisyonlarin integrallenebilirligi ile ilgili de
bazi sonuglar elde edilmistir

ANAHTAR KELIMELER: Hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlar, Ceyrek
simetrik metrik konneksiyon, Invaryant alt manifold, Yari-invaryant alt manifold, Yari-
simetrik metrik olmayan konneksiyon.
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This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the motivation of the prob-
lems and their background are presented. In the second chapter, we give some notions
and definitions which will be used in the others chapters.

In the third chapter, we define the invariant submanifold of almost oo—cosymplectic
f—manifolds. We have investigate the curvature properties and have given some results
for invariant submanifolds of almost ot—cosymplectic f—manifolds. We also present
some theorems for semi-invariant submanifolds of almost c—cosymplectic f—manifolds
and investigate the integrability of the distributions.

In the fourth chapter, we define almost oc—cosymplectic f —manifolds endowed with
a quarter-symmetric metric connection. We have calculated the curvature, the Ricci
tensor and the scaler curvature with respect to a quarter-symmetric metric connection.
Moreover, we show that there is not generalized recurrent, @—recurrent 0.—cosymplectic
f—manifolds.

In the fifth chapter, we introduce almost o.—cosymplectic f—manifolds endowed
with a semi-symmetric non-metric connection. We also investigate the Riemann curvature
tensor field, the ricci tensor field and give some theorems for almost ot—cosymplectic
f—manifolds.

In the sixth chapter, we define semi-invariant submanifold of almost
o—cosymplectic f—manifolds endowed with a semi-symmetric non-metric con-
nection and obtain some results. Moreover, we obtain the integrability of distributions
and their results.

KEYWORDS: Almost oo— cosymplectic f— manifolds, quarter symmetric met-
ric connection, invariant submanifold, semi-invariant submanifold, semi-symmetric non-
metric connection.

i



TESEKKUR

Doktora tezi olarak sundugum bu ¢alisma Inénii Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimiinde yapilmistir.

Tez konumu veren ve bu calismanin her asamasinda yardim, Oneri ve destek-
lerini esirgemeden beni yonlendiren damisman hocalarim saym Prof. Dr. Ali Ihsan
SIVRIDAG’a ve sayin Prof. Dr. Nesip AKTAN’a miitesekkirim. Ayrica doktora egitimim
boyunca beni yonlendiren Matematik Boliim Bagkan1 sayin Prof. Dr. Sadik KELES’e ve
her zaman desteklerini gordiigiim Geometri Anabilim Dali 6gretim tiyelerine ve tezle il-
gili teknik konularda yardimlarini esirgemeyen degerli arkadasim Yrd. Dog. Dr. Mehmet
Akif AKYOL a siikranlarimi sunarim.

Egitim-6gretim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini benden esirge-
meyen aileme, gosterdigi sabir ve anlayisla her zaman yanimda olan sevgili esim
Aysegiil BEYENDI'ye, camim oglum Yusuf BEYENDI ye ve canim kizim Zeynep ikbal

BEYENDI ye sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Selahattin BEYENDI

il



ICINDEKILER

OZET . . . o i
ABSTRACT . . . . e il
TESEKKUR . . . .. . . .. iii
ICINDEKILER . . .. ... ... . ... i iv
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . . . ... .. .. ... . ... vi
1 GIRIS . . . . . 1
2 TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . e 5
2.1 Riemann Manifoldlart. . . . . .. ... ... Lo 5
2.2 Riemann Manifoldlarinin Altmanifoldlarn . . . . ... ... ... .... 10
2.3 Hemen Hemen Degme Metrik manifoldlar . . . . . . ... .. ... ... 13
24 f-Manifoldlar . . . . ... .. 19
2.5 Hemen Hemen a-Kosimplektik f-Manifoldlar . . . . . . . ... ... .. 21

3 HEMEN HEMEN o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLARIN ALT-
MANIFOLDLARI . . . . . . s 25
3.1 Hemen Hemen a-Kosimplektik f-Manifoldlarin invaryant Altmanifoldlar1 25

3.2  Hemen Hemen a-Kosimplektik f-Manifoldlarin Yari-Invaryant Altmani-
foldlart. . . . . . . . . 31

4 HEMEN HEMEN «o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLAR UZERINDE

CEYREK-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON . .. ... ........ 42
4.1 Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlar Uzerinde Ceyrek-Simetrik
Metrik Konneksiyon . . . . . . .. ... .. oo 42

5 YARI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONNEKSIYONLU HEMEN
HEMEN o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLAR . ... ........... 60
5.1 Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyon . . . . . . . ... ... ... 60

6 YARI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONNEKSIYONLU HEMEN
HEMEN  o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLARIN YARI-INVARYANT

v



ALTMANIFOLDLARI

6.1 Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyonlu Hemen Hemen o-

Kosimplektik f-Manifoldlarin Yari-Invaryant Altmanifoldlart
6.2 Distribiisyonlarin Integrallenebilirligi

OZGECMIS



SIMGELER VE KISALTMALAR

M Manifold

M Altmanifold

g Metrik Tensor

n 1-Form

.M Tanjant Uzay

™ Tanjant Demet

x(M) veyaT'(TM) M manifoldunun Vektor Alanlarininin Uzay1

F, Tiirev Dontistimii

D Distribiisyon

\Y Levi-Civita Konneksiyonu

\% Altmanifoldun Levi-Civita Konneksiyonu

v Ceyrek-Simetrik Metrik Konneksiyonu

v* Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyonu

% Altmanifoldun Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyonu

\% Van der Waerden-Bortolotti Konneksiyonu

R Riemann Christoffel Egrilik Tensorii

R Altmanifoldun Riemann Christoffel Egrilik Tensori

R Ceyrek-Simetrik Metrik Konneksiyonun Riemann Christoffel
Egrilik Tensori

S Ricci Tensorii

S Ceyrek-Simetrik Metrik Konneksiyonun Ricci Tensori

r Skaler Egrilik

r Ceyrek-Simetrik Metrik Konneksiyonun Skaler Egriligi

L] Lie Braket (Parantez) Operatorii

Q Temel 2-form

H Ortalama Egrilik Vektor Alant

¢ f-Yap1

vi



1. GIRIS

Degme geometri bundan iki yiizy1ll 6nce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin ge-
ometrik optikler tizerindeki ¢calismalarindan dogmustur. Sophus Lie, Elie Carton ve Dar-
box gibi pek ¢ok onemli matematik¢i bu alanda ¢alismalar yapmistir. Degme geometrinin
koklerine, 1872 de Lie’nin degme transformasyonu diferensiyel denklem sistemlerinin
calisiimasinda geometrik bir arag olarak ifade edilmesiyle tanimlanir. Degme geometrinin
uygulamalarina optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da rastlanmaktadir. Mani-
foldlar teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. (2n+1)-
boyutlu bir C* sinifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant demetlerinin grup
yapist U (n) x 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme manifold denir. Ilk
olarak, 1959 yilinda Gray tek boyutlu manifoldlar iizerinde yaptig1 ¢calismada U (n) x 1
yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilarini tantmlamistir. Buna

gore, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

¢°X=-X+nX)E nE) =1

denklemlerini saglayan (1, 1)-tipli bir tensor alani @, bir vektor alani & ve bir 1-form olan
1 ile olusturulan (@,&,m)-ti¢liisii ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki (¢,&,1)

hemen hemen degme yapisi ilizerinde

g(0X,0Y) =g(X,Y) —n(X)n(Y)
nX) = g(X,¢)

denklemleriyle verilen uygun bir g metrigi tamimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiy1 tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen degme
manifoldlar i¢in normallik sartinin J kompleks yapisinin J?> = —I integrallenebilmesi
oldugunu ispatlamiglardir.

1963 de Yano, hemen hemen kompleks ve hemen hemen degme yapilarin bir genellemesi
olan f-yapiy1 tanimladi[24]. 1969 da Goldberg ve Yano, kosimplektik manifoldu
tanimlamiglardir[25]. Bu tanimlamayi takip eden yillarda 6zellikle Olszak kosimplek-

tik manifoldlar iizerinde bir ¢ok calismaya imza atmistir([34],[35], [36]). 1972 yilinda



Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar iizerinde yeni bir karakterizasyon ve
siniflama ortaya koymustur. Bu siniflama Kenmotsu manifold olarak adlandirilmistir[31].
1981 yilinda Vanhecke hemen hemen degme yapilarini ele aldig1 calismasinda hemen
hemen Kenmotsu manifoldlarim1 genisleterek hemen hemen f-Kenmotsu manifoldlari
tanimlamistir[26].

2005 yilinda Kim ve Pak hemen hemen o-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik
yapilarini birlestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir alt sinifi olan
hemen hemen o-kosimplektik manifold kavramim tanimlamiglardir[30]. (M,,&,1n,g),

(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik yapisi
dnN=0, d®=2onNP

sartlarin1 saglar. Burada o, keyfi bir reel say1 ve @, temel 2-formdur. Ozel olarak o = 0
durumunda hemen hemen kosimplektik veya o # O durumunda ise hemen hemen o-
Kenmotsu manifoldlar1 elde edilir. Normallik sart1 altinda ise o-kosimplektik manifold
ya kosimplektik ya da o-Kenmotsu manifoldudur.

2014 yilinda Oztiirk ve arkadaglar1 yukarida sozii edilen yapilari genellestirerek
catili manifoldlarin yeni bir sinifi olan hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlar
tamimlayarak bu manifoldlar {izerinde bazi tensor alanlarimi calismiglardir[41].

(M, 9,5:,m",g), (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold yapist
dn'=0, d®=20qAP

sartlarin1 saglar. Burada o, keyfi bir reel say1 @, temel 2-form 1| = Zf-zlni dir. Ozel
olarak, bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold,

(i) o = 0 ise hemen hemen C-manifold,

(ii) o = 1 ise hemen hemen genellestirilmis Kenmotsu manifold,

(iii) o = 0, s = 1 ise hemen hemen kosimplektik manifold,

(iv) a =1, s=1 ise hemen hemen Kenmotsu manifold,

(v) a #0, s =1 ise hemen hemen a-Kenmotsu manifold

olur[48].



Invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar 1976 da Yano ve Kon tarafindan tanimland1 ve
Sasakian manifoldun bir invaryant altmanifoldunun yine Sasakian yapiya sahip oldugu
gorildii([33], [47]). Yari-paralel immersiyon tanimi ilk kez 1985 de Deprez tarafindan
verildi[18]. Deprez calismasinda Oklid uzayinda yari-paralel hiperyiizeyleri siniflandirdi.
Daha sonra Arslan et al. tarafindan[4] 2-yari-paralel immersiyonlar tanitildi. Yano ve
Kon bir altmanifoldun ikinci temel formu paralel, 2-paralel veya yari-paralel oldugunda
bu altmanifoldun tamamen jeodezik oldugunu gosterdiler([33], [48]). 1978 yilinda Be-
jancu bir hemen hemen Hermityen manifoldun invaryant ve anti-invaryant altmanifold-
larmi da iceren CR-altmanifoldlarim1 tanimladi[5]. Bu kavram Bejancu ve Papaghuic
tarafindan hemen hemen degme manifoldlara genigletildi ve yari-invaryant altmanifold
olarak adlandirilan yeni bir altmanifold sinifi tanimlandi[7]. Daha sonra farkl tipteki alt-
manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlar1 pek ¢ok yazar tarafindan calisildi. 2004 de
Kim et al. tarafindan nearly trans-Sasakian manifoldlarin Yari-invaryant altmanifoldlari
incelenip bu altmanifoldlar iizerinde tanimlanan distribiisyonlarin integrallenebilirligi ile
ilgili bazi1 sonuclar elde edildi[29].
Ik kez 1975 yilinda Golab tarafindan tanimlanan ceyrek-simetrik metrik konneksiyon
tamimlandi[22]. 2007 de Ozgiir tarafindan genellestirilmis rekiirent Kenmotsu manifold-
lart calisildi[39]. 2008 de Sular et al. tarafindan ceyrek-simetrik metrik konneksiyona
gore Kenmotsu manifoldlar ¢alisildi[45].
Bir Riemann manifold iizerinde yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon tanimi Agashe
ve Chafle tarafindan verilmistir([1],[2]). Sonraki calismalarda De, Kamilya, Sengaptu
ve Binh tarafindan iizerinde yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon tanimli Riemann
manifoldlarin farkli 6zellikleri elde edilmistir([16], [42], [43]).

Bu tez ¢alismast hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin geometrisi tizerine
ingaa edilmistir. Alt1 boliimden olusan bu tezin ilk boliimii konu hakkinda genel bir fikir
verme ve konunun tarihi gelisimi ile ilgili bilgi vermek iizere girig boliimiine ayrilmustir.

Ikinci boliimde konu ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tezin orjinal boliimleri iiciincii boliimden itibaren baglamaktadir. Uciincii boliimde



iki alt kisimdan ibarettir.  Birinci alt kisimda, hemen hemen o-kosimplektik f-
manifoldlarin bir alt sinifi olan invaryant altmanifoldlar1 incelenmistir. Bu tiir altmani-
foldlar icin egrilik 6zellikleri ve bu ozellikler kullanilarak bazi sonuclar elde edilmistir.
Ikinci alt kisimda, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant alt-
manifoldlarinin bazi1 6zellikleri verilmistir. Ayrica distribiisyonlarin integrallenebilirligi
incelenmis olup bazi sonuclar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldlar lizerinde ceyrek-
simetrik metrik konneksiyon tanimlanmaktadir. Ceyrek-simetrik metrik konneksiyona
gore bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun egrilik tensorii ve Ricci tensorii
ile skaler egriligi elde edilmistir. Ayrica ¢eyrek-simetrik metrik konneksiyona gore
genellestirilmis rekiirent ve @-rekiirent hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarinin
var olmadig1 gosterilmistir.

Besinci boliimde, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen «-
kosimplektik f-manifoldlarin tanimi yapilarak bazi sonuglar elde edildi. Ayrica yari-
simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin
Riemann egrilik tensorii ve Ricci egrilik tensorii icelenmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.

Son boliimde ise, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen o-
kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldar: ele alindi. Bu boliim iki alt
kistmdan olugmustur. Birinci alt kistmda yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu
hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldar: tanimlanarak
baz1 sonuclar elde edildi . Tkinci alt kisimda ise, distribiisyonlarin integrallenebilirligi in-

celenip bazi sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldlar:

Tanm 2.1.1. M bir C* manifold olsun. M iizerindeki C* vektor alanlarinin uzay1 (M)

ve M den R ye C* fonksiyonlarinin uzay1 C*(M, R) olmak iizere
g (M) x (M) — C*(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer Riemann metrigi g ile birlikte M ye bir

Riemann manifoldu ad1 verilir [20].

Tamm 2.1.2. M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki C* vektor

alanlarinin uzay1 (M) olmak iizere

V(M) < x(M) = x(M)

(X,Y) = V(X,Y) = VxY

doniisiimii VX, Y,Z € (M) ve Vf,g € C*(M,R) icin,
(i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
(i) VixyorZ = fVxZ+gVyZ,
(i) Vx (fY) = fVxY + X(f)Y

ozelliklerini saghyor ise V ya M lizerinde bir Afin Konneksiyon adi verilir [12].

Tamm 2.1.3. M bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon V olsun. Bu durumda

T:x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — T(X,Y)=VxY—VyX—[X.Y]

olarak tanimlanan vektor degerli tensore M iizerinde taniml1 V konneksiyonunun torsiyon

tensorii denir [12].

Tanimm 2.1.4. M bir manifold ve M {izerindeki V konneksiyonunun torsiyon tensorii 7

olsun. Eger T = 0 ise V konneksiyonuna simetriktir veya sifir torsiyonludur denir [12].



Tammm 2.1.5. M bir C* manifold ve V da M" {izerinde bir afin konneksiyon olsun.
VX,Y,Z € x(M) olmak iizere, V doniisiimii

(i) VxY — VyX = [X, Y] (Sifir torsiyon 6zelligi),

(i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (Metrikle bagdasabilme 6zelligi)
sartlarin1 sagliyorsa, V ya M iizerinde Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita kon-

neksiyonu adi1 verilir [48].

Tanim 2.1.6. (M", g) bir Riemann manifoldu, V da M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu

olsun.
Ry (M) x % (M) x (M) = x(M)

R(X,Y,Z) = VxVyZ—VyVxZ—Vxy|Z (2.1.1)
ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (1,3)-tensor alanidir ve M" nin Riemann
egrilik tensorii olarak adlandirihir. Ayrica R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) tensoriine M
nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir.

VX.,Y,Z,V,W € x(M) i¢in Riemann egrilik tensorii R;
(i) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z,
(ii) g(R(X, V)V, W) = —g(R(X,Y)W,V),
(iii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,
(iv) g(R(X, )V, W) = g(R(V,W)X,Y),
(v) g X,R(Y,Z)W)=R(Y,Z,W,X)
ozelliklerine sahiptir [37].
Onerme 2.1.1. (M",g) bir Riemann manifold, V da M" iizerinde bir Levi-Civita konnek-

siyonu ve E, (1,1)-tipli bir tensér alant olsun. Bu durumda,
(VXxE)Y =VxEY —E(VxY)
dir [37].

Onerme 2.1.2. (M",g) bir Riemann manifold olsun. F simetrik bir tensor alam olmak

iizere, VX ,Y,Z vektor alanlart icin,

g((VXF>sz) = g(Y7 (VXF)Z)



esitligi gecerlidir [37].

Onerme 2.1.3. (M",g) bir Riemann manifold olsun. G ters simetrik bir tensor alant

olmak iizere, VX ,Y,Z vektor alanlart icin,
8((VxG)Y,Z) = —g(Y,(VxG)Z)
dir [37].

Tanmm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ey,...,e,} lokal ortonormal vektor alan-

lar1 (M) nin bir baz1 olsun. VX,Y € x(M) olmak iizere

S:x(M)xy(M) — C”(M,R)

(X,Y) > S(X,Y) = Z g(R(ei,X)Y, e;) (2.12)

seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensorii adi

verilir. Ayrica Q Ricci operatorii
8(0X.Y) =8(X,Y)
biciminde tanimlanir [19].

Tamim 2.1.8. (M", g) bir Riemann manifoldu ve {ej, ..., e, } lokal ortonormal vektor alan-

lar1 3 (M) nin bir baz1 olmak iizere,

r=1Y S(eie) (2.1.3)
i=1

degerine M" nin skaler egriligi denir [48].

Tanim 2.1.9. (M",g) bir Riemann manifoldu ve k£ > 1 i¢in (0, k)-tipinde bir tensor alani

T olsun. T nin kovaryant tiirevi VT olmak iizere VX, X1, ..., X € x(M) icin,
(VT)(X1, Xz, s X X) = (VXT) (X1, X2, .., X0)
k
= Vx(T(X1,X2,... X)) = Y, T(X1, ... VX Xi, .., X)) (2.1.4)
i=1

biciminde tanimlanir[19].



Tanimm 2.1.10. M, n-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda M nin her noktasina r-

boyutlu bir lineer altuzay karsilik getiren ve

D:M —s UT,M

p— D, CT,M

seklinde tanimlanan D doniisiimiine M {iizerinde distribiisyon (dagilim) denir. Eger her
p € M noktasi i¢in D, de r-tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani var ise
D distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir. Eger Vp € M icin D, = T,M ise D ye
integrallenebilirdir denir [27].

Tanmm 2.1.11. M", diferensiyellenebilir bir manifold ve M" iizerinde (r,s)-tipinde
simetrik bir tensor A olsun. Bu durumda, 1 < a < b < s reel sayilar1 ve keyfi bir r degeri

i¢in;

Cap : Y (M) = %5-2(M)
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a. btleven b bilesen

biciminde tanimlanan C,;, operatoriine a. ve b. bilesenlere gore A tensoriiniin metrik
kontraksiyonu adi verilir. Boylece kontraksiyon operatorii, (r,s)-tipindeki bir tensorii

(r—1,s—1)- tipindeki bir tensdre doniistiiriir [37].

Tanmm 2.1.12. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin R egrilik tensorii

VX,Y,Z,W € (M) igin,
(VxR)(Y,Z)W =0 (2.1.5)
kosulunu sagliyorsa M ye lokal simetriktir denir [9].

Tanmm 2.1.13. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir U tanjant vektor

alanini, A # 0 1-formu yardimu ile

8(X,U) = A(X)



bi¢ciminde tanimlayalim. M" nin R egrilik tensorii VX,Y,Z,W € (M) i¢in,
(VxR)(Y,Z)W =A(X)R(Y,Z)W (2.1.6)
esitligini sagliyorsa M ye rekiirenttir denir [9].

Tanim 2.1.14. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde U ve V tanjant vektor

alanlarini, A ve B # 0, 1-formlar1 yardimu ile
g(X,U) =A(X), g(X,V)=B(X)
biciminde tanimlayalim. M nin R egrilik tensorii VX,Y,Z,W € y (M) igin,
(VxR)(Y,Z)W =A(X)R(Y,Z)W +B(X)[g(Z,W)Y — g(Y,W)Z] (2.1.7)
esitligini saghyorsa M ye genellestirilmis rekiirenttir denir [15].

Tanim 2.1.15. M” bir C* manifold ve M" tizerindeki bir vektor alan1 X olmak tizere, X
ile gerilmis lokal dontistimlii bir 1-parametreli grup @; olsun. Bu durumda, K bir tensor

alan1 olmak iizere P € M" i¢in,
.1
(LxK)p = hm—[Kp — ((PtK)p] (218)
t—0t

seklinde tanimlanan LxK doniigsiimiine X yOniinde K nin Lie tiirevi denir ve LxK ile

gosterilir[48].

Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alan yoniindeki Lie
tiirevi icin,

(i) Ly(Y®Z)=(LxY)®Z+Y & (LxZ), (Y, Z herhangi tensor alanlart)

(i) Ly f =X(f), (f, K cismi iizerinde bir fonksiyon )

(iii) LxV = [X,V], V € x(M"),
ozellikleri gecerlidir [48].

Tanmm 2.1.16. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani i¢in, Lxg = 0

ise X vektor alanina bir Kiling vektor alami denir [48].



2.2 Riemann Manifoldlarinin Altmanifoldlar:

Tanmm 2.2.1. M, n-boyutlu bir manifold ve M, (n+ d)-boyutlu manifold olsun.
f:M — M, C* doniisiimii icin, boy( f«(TyM)) = g ise f nin p € M noktasindaki ranki ¢
olup, rank(f) = g ile gosterilir. Eger boy(M) = rank(f) ise f ye immersiyon (daldirma)
denir. Bu durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir.

f immersiyonu 1 — 1 ise f ye imbedding (gomme), M ye de M nin gOmiilen altmani-

foldu ya da sadece altmanifoldu denir [10].

Tamm 2.2.2. M ve M sirasiyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldlart olmak iizere

M, M nin altmanifoldu olsun. f: M — M immersiyon olsun. VX,Y € I'(T,M) igin,
8(X,Y) = g(f:X, f.Y)
ise f ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) adi verilir [10].

Tanm 2.2.3. M ve M sirasiyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere
M, M nin altmanifoldu olsun. V ve V sirast ile M ve M nin Levi-Civita konneksiyonlari

olsun. Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlar1 olmak iizere,

By (M) <y (M) — x (M)

VxY = VxY +B(X,Y) (2.2.1)

yazilir. (2.2.1) denklemine Gauss esitligi denir. Burada VxY ve B(X,Y), sirasiyla VxY

nin teget ve normal bilesenleridir. Burada B ye M nin ikinci temel formu ad1 verilir [10].
Tanim 2.2.4. B =0 ise M ye total jeodezik altmanifoldu denir [10].

Tanim 2.2.5. M ve M sirasiyla n ve (n + d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere
M, M nin altmanifoldu olsun. M ye normal birim vektor alan1 N ve —AnX, V)%N sirastyla

Y x N nin teget ve normal bilegenleri olmak iizere,

A - (M) x (M) = %(M)
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VxN = —AyX + VEN (2.2.2)

yazilir. (2.2.2) denklemine Weingarten denklemi denir. Burada Ay ye sekil operatorii,
V- konneksiyonuna da M nin T-M normal demetindeki normal konneksiyon ad: verilir

[10].

Asagidaki lemma ikinci temel form ve sekil operatorii arasindaki iligkiyi vermekte-

dir.

Lemma 2.2.1. M ve M sirastyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldlar: olmak iizere

M, M min altmanifoldu olsun. Bu durumda XY € y(M) ve N € x-(M) icin
dir [10].

Tamm 2.2.6. M ve M sirastyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere
M, M nin altmanifoldu olsun. M nin egrilik tensorii R ve M nin egrilik tensorii R olmak

tizere Gauss ve Weingarten formiillerini kullanarak VX,Y,Z € I'(TM) igin,

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z—ApyzX +Apix 7)Y +(VxB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z) (2.2.4)
elde edilir. Eger W vektor alan1 M ye teget alinirsa,

g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)+g(B(Y,W),B(X,Z))—g(B(X,W),B(Y,Z)) (2.2.5)

olur. Burada (2.2.5) ile tanimlanan denkleme Gauss denklemi adi verilir. Gauss denk-

leminin teget ve normal bilegenleri sirasiyla,
(R(X,Y)Z)" =R(X.Y)Z+Apx )Y —Apy.zX (2.2.6)

ve

(R(X,Y)Z)* = (VxB)(Y,Z)— (VyB)(X,Z) (2.2.7)

bi¢iminde olup (2.2.7) denklemine Codazzi denklemi denir [48].
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Tanim 2.2.7. M ve M sirasiyla n ve (n + d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere

M, M nin alt manifoldu olsun. M iizerindeki bir x € M icin T,M nin lokal ortonormal

catisi {eq,...,e, } olsun. Bu durumda
1, 1 &
H=—izB=—) B(eje) (2.2.8)
n i3

biciminde tanimli1 H vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alani denir [10]. Eger

H = 0 ise M ye minimal altmanifold denir [10].

Tamm 2.2.8. M ve M sirasiyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak iizere

M, M nmin altmanifoldu olsun. VX,Y € x (M) olmak tizere
B(X,Y)=g(X,Y)H (2.2.9)
esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik altmanifold ad: verilir [10].

Tamm 2.2.9. M ve M sirasiyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak iizere M,
M nin altmanifoldu olsun. B ikinci temel formu VX,Y,Z € x(M) i¢in B nin X yoniindeki

kovaryant tiirevi VB,
(VxB)(Y,Z) = Vx(B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (2.2.10)

seklinde tanimlidir. VB (0,3)-tipli bir tensor alanidir ve M altmanifoldunun iigiincii temel
formu olarak adlandirilir. Ayrica, \Y ya Van der Waerden-Bortolotti konneksiyonu adi

verilir. Eger VB =0 ise M" altmanifoldu paralel ikinci temel formludur denir.

Tamm 2.2.10. M ve M sirastyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere

M, M mn altmanifoldu olsun. VX,Y,Z € x(M) icin R.B;

(R(X,Y).B)(Z,W) =R-(X,Y)B(Z,W)—B(R(X,Y)Z,W)

—B(Z,R(X,Y)W) (2.2.11)
ile tanimlanir[18]. Eger M nin her noktasinda
RB=0

ise M ye M nin semiparalel altmanifoldu ad verilir.
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Tamm 2.2.11. M ve M sirastyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere
M, M nin altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun B ikinci temel formunun V2B kovaryant

tiirevi V2, VX, Y, Z, W € x(M) igin,

(V2B)(Z,W,X,Y) =(VxVyB)(Z,W)
= Vi ((VyB)(Z,W)) = (VyB)(VxZ,W)

— (VxB)(Z,VyW) — (Vy,yB)(Z,W) (2.2.12)
seklinde tanimlidir. Eger
VZB=0 (2.2.13)
ise M ye paralel iiciincii temel formlu veya 2-paraleldir denir [10].

Tamm 2.2.12. M ve M sirastyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere

M, M nin altmanifoldu olsun. VX Y, Z, W, U € x(M) igin R- @B;

(R(X,Y)-VB)(Z,W,U) = R“(X,Y)(VB(Z,W,U))
—(VB)(R(X,Y)Z,W,U)
—(VB)(Z,R(X,Y)W,U)

— (VB)(Z,W,R(X,Y)U) (2.2.14)

ile tantmlanir. Eger M nin her noktasinda

R-VB=0 (2.2.15)
ise M ye 2-semiparalel altmanifold ad: verilir [4].

2.3 Hemen Hemen Degme Metrik manifoldlar

Tanmm 2.3.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. @,(1,1)-

tipinde bir tensor alanmi, &, bir vektor alam1 ve T, M iizerinde bir diferensiyellenebilir

13



1-form olmak iizere, VX € x(M) i¢in (¢,&,m) igliisii;
nE) =1, (2.3.1)
¢*(X) = —X +n(X)E, (2.3.2)

kosullarin1 sagliyor ise bu iicliye M de hemen hemen degme yapr ve (M,¢,E,1)

dortliisiine de hemen hemen degme manifold denir [48].

Burada
lineer
¢:x(M) = x(M)
:1 ve Orten
n:x(M) dif.bili; C*(M,R)
E:M — x(M)
dir.

Tanm 2.3.2. M, (2n+ 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde

her noktada,

NA(dn)" #0 (2.3.3)

sartin1 saglayan bir 1 diferensiyel 1-formu varsa 1 ya M nin degme yapisi, (M, 1) ikilisine
de degme manifold denir. AyricanA (dn)” # 0 bagintist M manifoldu iizerinde bir hacim
elementine karsilik gelir. Burada (dm)", dn nin kendisi ile n-defa dis carpimini gosterir,

yani

(dn)" =dnAdnA...\dn
n—;lzfa

dir. m, 1-form oldugundan dm, 2-form ve N A (dn)" ifadesi (2n + 1)-form olur. Bu se-
bepten dolay1 degme manifoldlar (2n + 1)-boyutlu manifoldlardir[8].

Tanim 2.3.3. M hemen hemen degme manifoldu iizerinde X # & igin,

nE) =1 ve dn(€Xx)=0

olacak bigimde bir tek & € (M) vektor alani var ise; & ye 1-degme yapisinin karakteris-

tik vektor alam denir [8].

14



Ornek 2.3.1. M, 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her x,y,z noktasi
civarinda n = cos zdx+sinzdy diferensiyel 1-formu i¢cin Tanim 2.3.3 deki sartlar1 saglayan
bir tek & € y (M) vektor alan

+sinz—

dy

€= coszy

dir. Buradan
dn = sinzdx N dz+coszdz A dy
olup bir X € x(M) i¢in;

dn(X,&) = (sinzdx Ndz+coszdz N dy)(X,&)
= sinz[dx(X)dz(§) — dx(§)dz(X)] + cosz[dz(X)dy(§) — dz(§)dy(X)]

9 )z (x)]

dx(cosz— 3

= sinz[dx(X)dz(cosz— +sinz

e ay) +sinz—

ox

d 0 0 d
+ cosz[dz(X)dy(cosza + smza) dz(cosza— + smza—y)dy( )]

— sinzcos zdx(

)dz(X)
)

= —sin’zdx(X)d (aa)+smzcoszdx( )dz(ai)

9
ox

d
)+ coszsinzdz(X)dy (a—

—sinzzdx(;y) 2(X) + cos? zdz(X)dy(=

d

d
ox
d
+ coszsinzdz(a)dy(X) — cos? zdz(a)dy(X)

= —sinzcos zdx(=- J )dz(X )+coszsinza’z(X)dy(%)

ox

= —sinzcoszdz(X) 4 coszsinzdz(X)

denklemi yardimiyla

dn(X7g) =0
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bulunur. Ayrica

. o . d
N(§) = (coszdx + sinzdy)(cos 5 + smza)

— cos® zdx(%) + coszsinzdx(%) +sinzcos zdy(%) + sin® zdy(

—cos’z+sin’z

>

=1
dir. Dolayisiyla &,m degme yapisinin karakteristik vektor alani olur [32].

Teorem 2.3.1. (M,,&, ) dortliisii hemen hemen degme manifold olmak iizere X, & €
X(M), X #Eve@:y(M) lineer x (M) doniigiimii icin,

¢(8) =0,
no¢ =0,
rank® = 2n

esitlikleri saglanir [48].

Tamm 2.3.4. (M>"*! ¢,&,n) bir hemen hemen degme yapisi ile verilsin. M2"+! {izerinde

bir g Riemann metrigi
nXx) =g(X.,g) (2.3.4)
8(@X,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.3.5)

kosullarini sagliyorsa g metrigine M>"*! iizerinde hemen hemen degme metrik,
(9,€,Mm,¢) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢,&,1,g) yapisi ile M>"+!

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir [48].

Teorem 2.3.2. (2n—+ 1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde VX ,Y € x(M)

icin,
g(eX,9Y) =g(X,Y)—n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [48].
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Sonug 2.3.1. (2n+ 1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis olsun. VX,Y €
X (M) igin,

8(eX,Y) = —g(X,9Y) (2.3.6)
dir. Yani @, g ye gore anti-simetrik tensor alanidir [48].

Teorem 2.3.3. (2n+ 1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis olsun. M

lizerinde bir 1, degme yapisi verildiginde, VX ,Y € x(M) igin,

©:x(M) lineer x(M)
g(X,9Y) =dn(X,Y)

olacak sekilde (9,&,1,g) hemen hemen degme metrik yapist vardir [48].

Onerme 2.3.1. (M>"*! @.E.1,g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V, M
iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu olsun. ¥X,Y, € (M) igin;

(i) (Vx®)(¥,2) = ¢(¥, (Vx0)2)

(i) (Vx®)(Y,Z) + (VxP)(9Y,9Z) =N (Z)(Vxn)9Y —n(Y)(Vxn)oZ

(iii) (Vxn)Y = g(¥,Vx€) = (VxP)(§,0Y)

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X)

(v) 3dd(X,Y,Z) = X,G)?.Z(VXCI))(Y’Z)
esitlikleri gecerlidir. Burada @ (Vx®), X,Y,Z vektor alanlart iizerinde alinan devirli

Ly

toplami gostermektedir [11].

Tanm 2.3.5. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M" iizerinde (1, 1)-tipli

bir tensor alant F olsun. VX, Y € x (M) igin,
Nr(X,Y) = F?[X,Y]+|[FX,FY] - F[FX,Y] - F[X,FY] (2.3.7)

seklinde tanimli N tensor alanina F tensor alanina gére Nijenhuis torsiyon tensorii

denir [48].
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J, M" iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. (2.3.7) denklemi yardimiyla

M" {izerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii
Ny(X,Y)=J2[X, Y]+ [JX,JY] = J[JX,Y] - J[X,JY]
=—[X,Y]+ [JX,JY]|-J[JX,Y]| - J[X,JY]
seklindedir [48].

Tamm 2.3.6. (M?",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0 ise J

doniistimiine integrallenebilirdir denir [48].

Tamm 2.3.7. Eger M?" x R iizerindeki Bir J hemen hemen kompleks yapisi integral-

lenebilir ise (¢,&,m) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [48].

Onerme 2.3.2. M>"*! jizerinde (@,E,M) hemen hemen degme yapisiuin normal olmast

icin gerek ve yeter kosul
Np+2dn®&=0

esitliginin saglanmasidir. ~ Burada Ny, ¢ tensor alamina gore Nijenhuis torsiyon

tensoriidiir [48].
Tamm 2.3.8. (M>"+!,¢,& 1, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. VX ,Y €
x(M) igin,

B(X,Y) = g(X, ) (238)

bi¢ciminde tanimh & doniisiimiine (¢, &, M, g) hemen hemen degme metrik yapisinin temel

2-formu denir [8].

Tamm 2.3.9. (M1, 0,1, ¢), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O za-

man, verilen bu yap1
d® =0 (® kapalidir), dn =0 (n kapalidir)

sartlarmni sagliyorsa M>**! manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir [34].
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Teorem 2.3.4. (M?>"1, @, &, 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. M*"+!
manifoldunun bir kosimplektik manifold olmast icin gerek ve yeter kosul V® ve VN ko-

varyant tiirevlerinin sifira egit olmasidir [34].
2.4 f-Manifoldlar

Bu kisimda, f-manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ik olarak, Gold-
berg ve Yano CR-manifoldlar yardimiyla hemen hemen degme metrik yapilar1 kullanarak,

metrik catili manifoldlart agagidaki 6nermeye dayanarak tanimlamiglardir [24].

Onerme 2.4.1. Her CR-manifold bir f-yaprya sahiptir. Baska bir degisle, f>+ f =0

olacak sekilde bir (1,1)-tipli f-tensér alant mevcuttur[24].

Tanmm 2.4.1. M bir reel (2n + s)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M
manifoldunun tanjant demeti tizerinde bir (1, 1)-tipli null olmayan diferensiyellenebilir @

tensor alan1 mevcutsa M-manifoldu bir f-yapi liretir ve
¢ +9=0, ranko =2n

esitlikleri saglanir. Bir f-yap1 hemen hemen kompleks (s = 0) ve hemen hemen degme
(s = 1) yapilarmin bir genellestirilmesidir. Ayrica, M nin yonlendirilebilir oldugunu

sOyleyebiliriz. P ve Q operatorlerini
P=—¢* 0=¢’+I
seklinde tanimlayalim. Burada / birim operatordiir. O halde,
boy(D) = 2n, boy(D')=s
olacak sekilde iki dagilim vardir. Bu dagilimlar
OP=Pp=¢, 90 =09 =0, ¢°P=P, ¢°Q0=0

esitliklerini saglar. Boylece bir hemen hemen kompleks dagilimi (J = Q| > = 1)

vardir ve @ tensor alam1 D {izerinde bir null operatdr gibi rol oynar. Ayrica,

TM=D®D" DND'={0}
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dir.

Tanmm 2.4.2. M, (2n+ s)-boyutlu bir manifold ve ¢ de M iizerinde bir f-yap1 olsun. M

iizerinde s tane vektor alan1 {&;} s tane 1’ 1-formlari olmak iizere
N
¢’ =-1+Y n'eg 2.4.1)
i=1

olacak sekilde (1,1)-tipinde bir ¢ tensor alan1 varsa M ye ¢atili manifold denir ve kisaca
f-manifold olarak adlandirilir. Bu manifoldun gat1 yapisi ise (M, ,&;,n’) ile sembolize

edilir. (2.4.1) denkleminden

95 =0, o9 =0, N'(E;) =5/ (24.2)
elde edilir. Ayrica f-yapmin varligi U(n) x O(s) yapisina indirgenebilen 7M uzayinin
yapi1 grubuna denktir. Bu grup U (n) X I tipine indirgenebilir[21].

Tanim 2.4.3. M iizerindeki f-yapiya g Riemann metrigi eklenirse,

n'(X) =g(X,&), (2.4.3)

g(X,0Y)+g(9X,Y) =0, (2.4.4)

g(0X,0Y) = g(X,Y)— Y. n'(X)n'(Y) (2.4.5)
i=1

denklemleri elde edilir. Bdylece (2.4.3), (2.4.4) ve (2.4.5) denklemleri ile verilen
(M, 9,51, ¢) yapisina metrik f-yapi denir [21].
(M, 0,&;,m") catili yapisinin torsiyon tensdrii olan N 6zdes olarak sifir ise normal

f-yapi olarak adlandirilir. Yani,

N
N=Ne+2) dn'®§& =0
i=1

dir. Burada N@, ¢ tensor alaninin Nijenhuis tensor alanidir. M iizerinde VX,Y vektor
alanlart i¢in ®(X,Y) = g(X,@Y) olacak sekilde ®, 2-formunu goz Oniine alalim. V, bir
metrik f-manifoldun Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere;
28((Vx9)Y,Z) =3dP(X,9Y,9Z) — 3dP(X,Y,Z)
+8(Ng(Y,Z),0X) + N} (Y.Z)n/ (X)

+2d0/ (9Y, X )/ (Z) — 2dn/ (9Z,X)n/(Y)
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esitligi gecerlidir. Burada sz (X,Y) tensor alan1 Vj € {1,...,s} icin,
N} (X,Y) = (Loxn)Y — (Loyn/)X = 2d0/ (X, Y) — 2d0 (9Y, X)

olarak tanimldir.
Bundan sonra islemlerin kolayhgi adma fj =n' +m2+4...4+n°, E=&' +E24 . +E&
ve Sl] = 8! + 87 + ... + & olarak almacakdir.

2.5 Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlar

Tamm 2.5.1. (M,0,&;,m’,g), (2n+ s)-boyutlu bir metrik f-manifold olsun. Her o reel

say1s1 i¢in,
dn' =0, d® =20f AP (2.5.1)

sartlarin1 saglayan M manifolduna bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold

denir[41].

Onerme 2.5.1. (M,9,E;,M',g), (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-

manifold olsun. Bu durumda, VX ,Y,Z vektor alanlart icin Levi-Civita konneksiyonu,

28((Vx9)Y,Z) = 208 (Zsl(g(@X,Y)ﬁi —Tli(Y)(PX)aZ>
i=1

+g(N(Y,Z),9X) (2.5.2)

denklemi ile verilir. Burada X = &; alinirsa Ve, = 0 elde edilir. Bu sonug Vglf;j e D+
olmasim gerektirir. Ayrica [€;,&;] = 0 oldugundan V;;l.ij = V;ﬂ.ﬁi dir. Bunun yanisira, D
distribiisyonu integrallenebilir oldugundan VX € D igin, Lginj =0, ,;]eDve[X,§] €
D dr.

AiX =—Vx&; ve h; = %(Lgﬂ,(p) esitlikleri ile tanimlanan (1,1)-tipli tensor alanlarini
g6zoniline alalim. Burada L, Lie anlaminda tiirev operatoriidiir. Buna gore asagidaki

Oonermeyi verebiliriz.
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Onerme 2.5.2. A; ve h; (1,1)-tipli simetrik operatorleri olmak iizere,

Ai(;) =0 ve hi(E;)) =0 (2.5.3)
Ajo@+ @oA; = —20n, hjo®+ @oh; =0 (2.5.4)
Iz(A;)) = —20m, Iz(h;) =0 ve Iz(oh;)) =0 (2.5.5)
V& = —a@>X — ohiX (2.5.6)

denklemleri saglanir. Burada i, j € {1,...,s} dir [41] .

Lemma 2.5.1. (M,9,&;,1',g), (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-
manifoldunun Kaehler liflere sahip olmasi icin gerek ve yeter sart
(Vx@)Y = Zl 8(QAX Y )& +n'(Y)QAX]
=
veya
(Vx@)Y = Zl (o (g(9X, V)& —n'(Y)QX) +g(hiX V)& —n'(Y)hiX]  (2.5.7)
i—

dir[14].

Onerme 2.5.3. (M,9,&;,',g), (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-
manifold olsun. D distribiisyonun integral manifoldlari ortalama egrilik vektor alan

H= —OLE olan hemen hemen Kaehler manifoldlaridir[41].

Ispat. M,D distriblisyonun bir integral manifoldu olsun. D distribiisyonu hemen hemen
kompleks bir dagilim oldugundan M iizerine indirgenmis bir ¢ Hermityen metrigi vardir.
O halde, VX,Y € y(M) i¢in, M iizerine indirgenmis bir Q 2-formu Q(X,Y) = (X, JY) =
g(X,9Y) = Q(X,Y) olacak sekilde tanimlanabilir. Ayrica, dQ =0 esitligi saglanir.
Boylece M bir hemen hemen Kaehler manifoldudur.

A; operatorleri &; vektor alanlar1 yoniindeki Weingarten operatorleri oldugundan (2.5.5)
ve (2.5.6) denklemleri yardimiyla

N

B(X,Y)=Y g(AX,Y)§ i —og(X,Y)E + g(ohX,Y)E] (2.5.8)
~ ~

~
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elde edilir. Burada B, M nin ikinci temel formudur. {e1,...,em}, M integral manifoldunun
tanjant uzayinda e;,,, = Qe;, [l = 1,...,n olacak sekilde bir lokal ortonormal ¢at1 alan1 ol-
sun. (2.5.8) denkleminde X =Y = ¢, secilir ve p = 1,...,2n lizerinden toplam alinirsa

istenen sonug elde edilir. ]

Onerme 2.54. (M,,&;,m',g) (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-
manifold ve D distribiisyonun bir integral manifoldu M olsun. Bu taktirde,

(i) o = 0 durumunda M manifoldu total jeodeziktir ancak ve ancak h; = 0 dir.

(ii) o # O durumunda M manifoldu total umbiliktir ancak ve ancak h; = 0 dir,

sartlari gecerlidir[41].
Ispat. (2.5.8) denkleminden ispat elde edilir. ]

Onerme 2.5.5. M bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda,

R(X,Y)& = 2Z{n Y)’X —nf(X)9’Y}
—ocZ{n )QhY —n*(Y)ohX }

+ (Vyoh)X — (Vxoh,)Y (2.5.9)
esitligi saglanir[41].
ispat. (2.1.1) ve (2.5.6) denklemi kullanilarak (2.5.9) denklemi elde edilir. O
(2.5.6) ve (2.5.9) denklemleri kullanilarak asagidaki dnerme elde edilir.

Onerme 2.5.6. (M,¢,&;,m',g) (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-
manifold olsun. Bu durumda VX € T'(TM) icin

R(X, )& = 2 8{0297X + 0phy X}

+ aphi X — h,’th + (P(nghi)X (2.5.10)
R(E;,X)E — QR(E;, 0X)&; = 2(—0’ QX + hih;X) (2.5.11)
S(X,&) = —2no? Z N (X) — (divoh)X (2.5.12)
k=1
S(&,Ej) = —2n0* — Iz(hjh;) (2.5.13)
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denklemleri gecerlidir[41].

Teorem 2.5.1. M, (2n+ s)-boyutlu bir C manifoldu, bir M3" Kaehler manifoldu ile bir

M;, degismeli Lie grubunun bir lokal ¢arpimidir[41].
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3. HEMEN HEMEN o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLARIN
ALTMANIFOLDLARI

Bu boliim iki alt kisimdan olugsmaktadir. Birinci alt kistmda hemen hemen «-
kosimplektik f-manifoldlarin bir alt siift olan invaryant altmanifoldlar1 incelenmistir.
Bu tiir altmanifoldlar icin egrilik 6zellikleri ve bu 6zellikler kullanilarak bazi sonuclar
elde edilmistir. Ikinci alt kistmda ise hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-
invaryant altmanifoldlarinin baz1 6zellikleri verilmistir. Ayrica distribiisyonlarin integral-

lenebilirligi incelenmis olup bazi sonuclar elde edilmistir.
3.1 Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlarin Invaryant Altmanifoldlar
Bu kisimda invaryant altmanifold yapis1 kullanilarak egrilik tensorii ve ikinci temel

form yardimiyla bazi sonuclar elde edilmistir.

Tamm 3.1.1. M, (2n+ s)-boyutlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifold ve M de M
nin bir altmanifoldu olsun. Eger Vi € {1,...,s} icin M de her &; yap1 vektor alan1 M ye

teget ise M nin M altmanifolduna invaryantir denir. Vp € M i¢in,
o(T,M) C T,M
dir.

Onerme 3.1.1. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olmak iizere
(VxQ)Y = (VxQ)Y (3.1.1)

ve

B(X,9Y) =0B(X,Y) = B(¢X.Y) (3.1.2)

esitlikleri gecerlidir. Burada B, M nin ikinci temel formudur.
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Ispat. (2.2.1) denklemi g6z6niine alinirsa

(Vx@)Y = VxQY —@Vx¥
=Vx@Y +B(X,9Y)—@VxY —9B(X,Y)

= (Vx0)Y +B(X,0Y) — 0B(X,Y)

elde edilir. Son denklemin teget ve normal kisimlar1 birbirlerine esitlenirse B(X,@Y) =
@B(X,Y) denklemi elde edilir. Benzer sekilde B nin simetrikligi kullanilarak B(@X,Y) =
@B(X,Y) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur. O

B nin simetrikligini ve (3.1.2) denklemini kullanarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmanifoldu

M olsun. VXY € I'(TM) olmak iizere,
B(¢X,9Y) = —B(X,Y) (3.1.3)
dir.

Tamm 3.1.2. M hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.

VX,Y € I'(TM) i¢in B(X,Y) = 0 ise M altmanifolduna total jeodeziktir denir.

Onerme 3.1.2. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-
foldu M olsun. Bu durumda,
Vx&;=Vx&; (3.1.4)

ve

B(X,&,)=0 (3.1.5)

drr.

Ispat. VX € I'(TM) igin (3.1.1) denklemi kullamlirsa

(ex(P)&j = (Vx0)§; = (nggj = Vx&;
= Vx&, = Vx&;
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elde edilir. (2.2.1) denkleminde (3.1.4) denklemi kullanilirsa

VxEj =Vx&;+B(X,E))

=B (X s <t., j) =0
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. ]

Onerme 3.1.3. Integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip bir hemen hemen oi-
kosimplektik f-manifoldun invaryant altmanifoldu da Kaehler liflere sahip bir hemen

hemen a.-kosimplektik f-manifolddur.

Ispat. (2.2.1) denkleminden

(Vx@)Y = Vx@Y — @(VxY)
= VxoY +B(X,0Y) —@(VxY) - ¢B(X,Y)

elde edilir. Yukaridaki denklemde teget ve normal bilesenler karsilagtirilip ve ayrica
(2.5.7) denklemi dikkate alinirsa
N
(Vx@)Y =} [0 (8(@X, V)& —n'(Y)@X) +g(hiX,¥)& —n'(Y)hiX]
i=1

bulunur. Buradan ispat tamamlanir. ]

Teorem 3.1.1. Hemen hemen o.-kosimplektik f-manifoldun her invaryant altmanifoldu

minimaldir.

Ispat. M hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun bir minimal altmanifoldu M ve
boyM = 2m+ s(m < n) olsun. (2.2.3) denklemi kullanilirsa

m N

g(B(ei,e;),N) + Zig(B((Pei,(Pei),N) + Zig(B(E;i,@i)yN) =0
1 i= =

gE

(2m+s)iz(Ay) =

elde edilir. Yukaridaki denklemde gerekli islemler yapilirsa iz(Ay) = 0 bulunur. Buradan

da M nin ortalama egriligi H = 0 olup M minimal altmanifolddur. [
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Onerme 3.1.4. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-
foldu M olsun. VX,Y € T'(TM) igin,

R(X,Y)& =R(X,Y)E; (3.1.6)
dir.

Ispat. VX,Y € I'(TM) icin (2.2.4) denleminde Gauss esitligi kullanilirsa

R(X,Y)& =R(X,Y)& —Apye)X +Apx g)Y + (VxB)(Y,&) — (VyB)(X,&))
= R(X,Y)&,’ — B(Y, ini) —I—B(X, Vyéi)
= R(X,Y)E +0@*B(Y,X) — 0p’B(X,Y) + @B(Y, ;X ) — @B(X, h;Y)
=R(X,Y)&;
bulunur. Buradan (3.1.6) denklemi elde edilir. [l

Sonug 3.1.2. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmanifoldu
M olsun. Bu durumda VX.,Y e (M) ve i € {1,...,s} i¢in, R(X,Y)E; egrilik tensorii M ye

tegettir.

Onerme 3.1.5. M hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda

R(E;,X)E = R(E;,X)E;, (3.1.7)
R(X,&)& = R(X,E))&:, (3.1.8)
R(&, ))& = R(&, ))& =0, (3.1.9)
R(E;,X)Y =R(E;,X)Y (3.1.10)

drr.

Onerme 3.1.6. M hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda
O(ANX) = AgnX = —ANOX (3.1.11)

dir.
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Ispat. VX,Y € I'(TM) olmak iizere (2.2.3) ve (3.1.2) denklemlerinden

g(o(ANX),Y) = —g(ANX,0Y)

(B(X,9Y),N)
—g(B(9X,Y),N)
(

—g(ANG@X,Y)

—&

elde edilir. Buradan
O(ANX) = —ANOX

olur. Ayrica
8(9(AnX),Y) = —g(B(X,¢Y),N)
= —g((pB(X,Y),N)

ve

g(A(PNX>Y) :g(B(XvY)a(pN) — _g((PB(X7Y>7N)

denklemleri birlestirilirse

O(ANX) = AgnX
denklemi elde edilir. Buradan ispat tamamlanir. [

Onerme 3.1.7. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olmak iizere VX € T'(TM) icin,
2(R(X,0X)9X, X) = g(R(X,X)9X,X) — 2g(B(X,X),B(X,X)) (3.1.12)
esitligi gecerlidir.

Ispat. Gauss denkleminde Z =Y = @X ve W = X almirsa (3.1.12) denklemi elde edilir.
[

Onerme 3.1.8. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-
foldu M ve M sabit ¢ kesitsel egriligine sahip olsun. Bu durumda M manifoldunun total

Jeodezik olmasi icin gerek ve yeter sart sabit Q kesitsel egriligine sahip olmasidir.
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ispat. M, M nin total jeodezik altmanifoldu olsun. (3.1.12) denkleminden M ve M ayni
kesitsel egrilige sahip olur. Tersine VX € I'(TM) i¢in M ve M manifoldlar1 {X,@X } ile be-
lirlenen @ kesitsel egriligine sahip olsun. Bu durumda (3.1.12) denkleminden B(X,X) =0

olur. Buradan B = 0 olur. Bdylece ispat tamamlanir. ]

Onerme 3.1.9. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmani-
foldu M ve o. = 0 olsun. B nin paralel olmasi icin gerek ve yeter sart M nin total jeodezik

olmasidrr.

Ispat. (2.2.10) denkleminde Z = &; alinip (3.1.5) denklemi ve (2.5.6) denklemi kul-
lanilirsa

(VxB)(Y,&) = —aB(Y,X) + hioB(Y,X)

elde edilir. Dolayisiyla VX,Y € I'(TM) i¢in B paralel ise B(Y,X) = 0 olur. Tersine eger
B = 0 olursa bu durumda VB = 0 olur. Bdylece B nin paralel oldugu sonucuna varilir.

Buradan ispat tamamlanir. [

Teorem 3.1.2. M, a-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmanifoldu M olsun.

Eger M, semiparalel alt manifold ise bu durumda

(i) o= 0 durumunda M total jeodezik ve M bir hemen hemen Kaehler manifoldu M %”

ile degismeli ]\25 Lie grubunun bir lokal agikar ¢carpinudir.
(ii) o # 0 durumunda M altmanifoldu total jeodeziktir.

Ispat. M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir invaryant altmanifoldu M

olsun. VX,Y,Z, U € I'(TM) igin,
(R(X,Y)B)(Z,U) =R-(X,Y)B(Z,U) — B(R(X,Y)Z,U) — B(Z,R(X,Y)U) (3.1.13)

denklemi gecerlidir. M invaryant altmanifoldu semiparalel olsun. Bu durumda VX,Y €

[(TM) icin R(X,Y)B = 0 esitligi yazilir. (3.1.13) denkleminden,

R+(X,Y)B(Z,U)—B(R(X,Y)Z,U)—B(Z,R(X,Y)U) =0 (3.1.14)
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elde edilir. (3.1.14) denkleminde X = &; ve U =& alinirsa
R™(&,Y)B(Z,E;) — B(R(§;,Y)Z,&j) — B(Z,R(§,Y)E;) =0 (3.1.15)
bulunur. (3.1.5) denklemi (3.1.15) denkleminde yerine yazilarak
B(Z,R(&:,Y)§)) =0 (3.1.16)

denklemi elde edilir. Son denklemden a’>B(Z,Y ) = 0 bulunur. Buradan o = 0 veya B =0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O]

3.2 Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlarin Yari-invaryant

Altmanifoldlar:

Bu boliimde hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant alt-
manifoldlar1 tanimlanip Ornek verilmistir. ~ Ayrica hemen hemen o-kosimplektik
f-manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlart icin bazi sonuglar elde edilip dist-

riblisyonlarin integrallenebilirligi incelenmistir.

Tamm 3.2.1. M, (2n+ s)-boyutlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifold ve M de M
nin bir altmanifoldu olsun. Eger M de diferensiyellenebilir distribiisyonlarin bir (D, D)
ortogonal cifti i¢in asagidaki sartlar varsa M ye M nin yari-invaryant altmanifoldu
denir[6].

(i) TM =D& D+ Sp{&y,....E ),

(ii) D distriblisyonu, @ ye gore invaryanttir, yani Vx € M i¢in @D, = Dy dir.

(iii) D' distribiisyonu ¢ ye gore anti-invaryanttir, yani Vx € M icin oD} C T,M*
dir.

Bir M yari-invaryant altmanifoldda Vx € M igin eger D;- = 0 ise M ye invaryant
altmanifold, D, = 0 ise M ye anti-invaryant altmanifold denir. Eger yari-invaryant alt-
manifoldu ne invaryant ne de anti-invaryant ise M ye has yari-invaryant altmanifold

denir.
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M bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold ve M de M nin bir altmanifoldu ol-
sun. TM nin D ve D" distribiisyonlarinin projeksiyonlarini sirasiyla P ve Q ile gosteririz.

Bu durumda VX € I'(TM) , VN € T(TM™) igin,

X =PX+0X+ Y n'(X)g (3.2.1)
i=1
N = CN + DN (3.2.2)
ve
hiX =tX + fiX (3.2.3)

yazabiliriz. Burada CN ve DN sirasiyla @N nin teget ve normal bilesenleridir. #;X ve f;X
de sirasiyla 4;X in teget ve normal bilesenlerini gostermektedir.
Simdi hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant altmanifoldlar

icin bir drnek verelim.

Ornek 3.2.1. R?"*S nin standart koordinatlarini (x1, ..., Xy, Y1, ..., Y, 21, -, 2s) V€

M = {(X1, s X, Y15y Yy 2y ooy 25) | 205 oy 25 £ 0, nEN,n > 1}

tarafindan tanimlanan (2n + s)-boyutlu M C R¥'*$ manifoldunu alalim. M nin bir global

bazi olarak

P 0 0
X: = Yl Y = — L= =
1 e axiv l ayi, aj aZj, l

vektor alanlarmni alalim. Bu vektor alanlarinin Lie braketleri Vi,k € {1,...,n} ve j €

{1,...,s} i¢in
6500 = e[, = X6 X = D6l = [ 1] =0
seklindedir. Eger
T]j:de, g= j

s
—2(z1+...+z5) dx +dyl Zdzi’
=1

~.
iy
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olarak alinirsa, M iizerinde (9,&:,m',g) hemen hemen degme metrik f-yapisinin
saglandi1 goriiliir. Buradan da (1\2 ,0,&:,M',g) bir hemen hemen o-kosimplektik f-
manifold oldugu goriiliir. Ustelik, 1)/ = dz j ise an’/ = d?*z j = 0 dir. Poinkare metriginden
dn/ = 0 oldugu bulunur. Simdi d = 20t A ® kosulunu saglayalim. ®; = g(5, (paiyi) =
e (@t disindaki tiim ®;; ler sifirdir, bu nedenle

1 n

olur. ® nin dP dis tiirevi,

n

d® = —¢~ EHT) Y d Ady; A (dzg + ... +dzy)
i=1
4D = @+t DB A (] 4 1)
dd=NNP = 2(%)1‘]/\(13
elde edilir. O halde ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensoriiniin sifir olmamasi nedeniyle, mani-

fold hemen hemen (3} )-kosimplektik f-manifolddur.

Simdi de M nin altmanifoldunun D ve D+ distriblisyonlar1
D — Sp{X17Y17X27Y27 aXm7Ym}

veE

D+ = Sp{Xm+17-~~>Xm+p}(m <n)

olarak tammlansin. TM = D ® D+ @ Sp{&,,....E}, boyM = 2m+ p+ s oldugu aciktir.

TM=+ vektor alani

TM™ = {Yoi 1y oo Yot py Yor pt 1 ooy Yooy Xont pt 15 o0y X }

olarak aliirsa @D = D ve @D+ C TM~ elde edilir. Sonug olarak, M bir hemen hemen
(%)—kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olur.

Simdi VX,Y € I'(TM) i¢in,
u(X,Y) = VxQPY — Agoyr X (3.2.4)

denklemini kullanarak asagidaki lemmay1 ispatlayalim.
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Lemma 3.2.1. M, integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip hemen hemen «-
kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda VX,Y €
[(TM) igin,

P(u(X,Y)) = @PVxY — Zom JOPX 4+1'(Y)Pt;X] (3.2.5)
i=1

O(u(X.¥)) = OCB(X.¥) — Y ni(Y) 01X (3.2.6)

=

B(X,QPY)+ Vx0QY = ¢QVxY +DB(X,Y)

—_

—Zom )9OX —n'(¥) £iX] (3.2.7)
0 (X, Y))G = i[ocg«pPX YVt g (X, V)]
i=1
- Zs: n' (Y’ (1X)&; (3.2.8)

1

i,j

denklemleri gecerlidir.

ispat. VX,Y € I'(TM) igin (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri (2.5.7) denkleminde

yazilirsa
(Fxo)? = Y [og(0PX, V)& — i (Y)9PX — 1 (¥)00X)
i=1
+ g(hiX,Y)& —n'(Y)hiX]
- Z[a(g(me,nai—nf(Y)@Px—nf<Y><pr>+g<hl-x,Y>ai

1

— N(Y)PLX —'(Y)0rX —n'( Z —NY)X (329

~

elde edilir. Diger taraftan (2.2.1) ve (2.2.2) denklemleri kullanilirsa

(%X(p)Y = %X(pY — (p%XY
= VxQPY + Vx0QY — ¢(VxY +B(X,Y))
= VxQPY +B(X,9PY) — AgorX + V¥ 9QY

— @PVxY —@QVxY —CB(X,Y) —DB(X,Y)
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(Vx@)Y = PVxQPY +QVx@PY + Y n/(VxPY )& + B(X,0PY)
i=1

S
— PAgoy X — QAgor X + V¥ 9QY — Y ' (AporX)Ei
i=1

— QPVxY —@QVxY —CB(X,Y)—DB(X,Y) (3.2.10)

bulunur. (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri esitlenip D, Dt & ve TM L in vektodr alanlart

dikkate alinip (3.2.4) denklemi kullanilarak ispat tamamlanir. [

Lemma 3.2.2. M, integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip hemen hemen «-
kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda VX,Y €
[(TM) ve N € T(TM*") igin,

OP(ANX) +P(VxCN) = P(ApyX) (3.2.11)
Q((CVxN) +ApyX —VxCN) = 0 (3.2.12)
N(ApyX —VxCN) = og(X,CN)+g(hX,N)&  (3.2.13)

B(X, CN)+(pQ(ANX)+V DN = DV N (3.2.14)
denklemleri gecerlidir.

Ispat. VX,Y € T(TM) ve N € TM* igin (2.5.7) denkleminde Y = N alinirsa

N

(Vx@)N = Y [a(g(9X,N)& — ' (N)@X) + g(hiX ,N)E; +0'(N)h;X]
i=1

olur. Buradan (2.2.1), (2.2.2), (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri kullanilarak

S

VxQN — @VxN = Y [ag(@X,N)E; + g(hiX ,N)E]
i=1

s
i=1

S S
= PVXCN+QVxCN + Y 1 (VxCN)&;+ B(X,CN) — PApyX — QApnX — ) (ApnX)&;
i=1 i=1

+ V¥ DN + @PANX + @QANX — CVyxN — DVgN

— Y [ (X, CNYE + g(hiX, )&
i=1
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elde edilir. Bu son denklem D, D &; ve TM" vektor alanlaria gore diizenlenirse ispat

tamamlanmus olur. ]

Lemma 3.2.3. M, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda

Vx& =oX —oX —CfiX, B(X,E)=—-DfiX VX € (D) (3.2.15)
Vx& =oX —onX —CfiX, B(X,E)=—DfX VX e (D}) (3.2.16)
Ve =0, B(&,E;)=0 (3.2.17)

denklemleri gecerlidir.
Ispat. VX € ['(TM) igin (2.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri kullanilarak
Vx&i = Vx&i+B(X,&) = —09’X — ohiX
S
=oX —a) n'(X)& —ohX
=1
1 y |
=oX —a) n'(X)&—enX —ofiX
i=1
S
=oX —a ) n'(X)&—oenX —CfiX —DfiX (3.2.18)
i=1
elde edilir. (3.2.18) denkleminde gerekli sadelestirmeler yapilirsa ispat tamamlanir. [

Lemma 3.2.4. 1\71, integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip hemen hemen o-
kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda VX,Y €
(D) igin,

AgxY = AgyX (3.2.19)

drr.
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Ispat. VX,Y € T'(D') ve Z € T(TM) igin (2.2.1) ve (2.2.3) denklemleri kullanilarak

8(AgxY,Z) = g(B(Y,Z),0X)

= ¢(V2Y,0X)

= (VY. X)

= —2(V20Y — (VZ0)Y.X)

= —g(V0Y,X)
2(9Y,VzX)
8(9Y,B(Z,X))

g(A(pr,Z)

olur. Buradan (3.2.19) elde edilir.

]

Lemma 3.2.5. M, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda i € {1,...,s} olmak iizere VU € T(D) ve V € T'(D™) icin,

Ve U €L(D),
Ve,V eT(DY),

U,&] € T(D),

V.8 e (D)
denklemleri gecerlidir.
Ispat. YU € T'(D) ve V € I'(D") igin,
8(VeU,§j) =8&ig(U,§;) —g(U,Ve&j) =0
ve

g(véiU’V) = &ig(Uav) —g(U,VgiV)

= g(9°U,V¢,V)
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g(VeU,V) = —g(oU,@VeV)
= —g(oU, Ve, 9V)
= 8(Ve,0U,0V)
=0 (3.2.25)

olur. Boylece (3.2.24) ve (3.2.25) denklemlerinden (3.2.20) elde edilir. Benzer sekilde
(3.2.21) denklemi de elde edilir. Diger taraftan (3.2.15) ve (3.2.16) denklemlerini kulla-

narak

g([U,E],8)) = g(Vu&i—V:,U,Ej) =0 (3.2.26)

veE

8([U,&],V) = g(Vu&i,V) —g(VeU,V) =0 (3.2.27)

bulunur. (3.2.26) ve (3.2.27) denklemlerinden (3.2.22) denklemi elde edilir. Benzer
sekilde (3.2.23) denklemi de elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. ]

Lemma 3.2.6. M, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmani-

foldu M olsun. VXY € T'(TM) igin,

g(X,1Y) = g(tX.Y), (3.2.28)
QLX +1;0X +CfX =0, (3.2.29)
DfX+ fioX =0 (3.2.30)

denklemleri gecerlidir.
Ispat. 7; nin simetrikligi kullanilarak ve VX,Y € I'(TM) igin,

gX,hY)=g(hiX,Y)
gX Y + fiY) = g(t:X,Y) +g(fiX,Y)

gX,tY)+g(X, fiY) =g(t:iX,Y) +g(fiX,Y)

38



elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.2.28) denklemi elde edilir. (2.5.4), (3.2.2)

ve (3.2.3) denklemleri kullanilirsa
ot X +1;,0X +CfiX +DfiX+ fioX =0 (3.2.31)

denklemi elde edilir. (3.2.31) denkleminin teet ve normal bilesenleri kargsilastirilirsa

(3.2.30) ve (3.2.31) denklemleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O
Simdi yukaridaki lemmayi kullanarak asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 3.2.1. M, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda D distribiisyonu integrallenemez.

Ispat. VX,Y € I'(D) icin (3.2.15) ve (3.2.29) denklemleri kullamilirsa

g([X,Y],&) = g(VxY,&) —8(VyX,&)
= —g(¥,Vx&) +g(X,Vy&)
=—gY,aX —ot;X —CfiX)+g(X,0Y —ot;Y —CfiY)
=8(Y,01X) +g(Y,CfiX) — g(X, 1Y) — g(X,CfiY)
=g(Y,pot;X +CfiX)—g(X,0t,Y +Cf;Y)
= —g(¥,1;9X) + g(X, 1;0Y)
= —g(tY,0X) +g(tiX,9Y)
= —g(¥,1;9X) — g(pt:X,Y)
= —g(Y,4,0X + ¢t;X)

=g(Y,CfiX) #0
elde edilir. Buradan D distriblisyonun integrallenemedigi acik bir sekilde goriiliir. ]
Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.1. M, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda D @ D distribiisyonu integrallenemez.
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Teorem 3.2.2. M, integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip hemen hemen o
kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D &

Sp{&i,...,Es} distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart
B(X,0Y) =B(¢X,Y) (3.2.32)
dir.
Ispat. VX,Y € D& Sp{&;,...,&} icin, (3.2.7) denklemi kullanilirsa
B(X,pPY) = 9OVxY +DB(X,Y) (3.2.33)
elde edilir. (3.2.33) denkleminde X ile Y vektor alanlarinin yerleri degistirilirse
B(Y,oPX) = 9QVyX + DB(Y,X) (3.2.34)
bulunur. (3.2.33) ve (3.2.34) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
B(X,oPY)—B(Y,pPX) = @Q[X,Y]| =0
sonucu elde edilir. Buradan ispat tamamlanir. O]

Teorem 3.2.3. 1\2, integral altmanifoldlart Kaehler liflere sahip hemen hemen O
kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D dis-

tribiisyonu integrallenebilirdir.

Ispat. VX,Y € T'(D') igin (3.2.4) denklemi kullanilirsa
U(X,)Y)=—AgorX (3.2.35)
elde edilir. (3.2.5) denklemine @ uygulanir (3.2.35) denklemi yerine yazilirsa
—@P(AporX) = ¢*PVxY = —PVxY + Z N (PVxY)E; (3.2.36)
i=1

bulunur. Buradan

PVxY = (pP(A(prX) (3.2.37)
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elde edilir. (3.2.36) denkleminde X ile Y nin yerleri degistirilerek
PVyX = @P(AgoxY) (3.2.38)
bulunur. (3.2.37) ve (3.2.38) denklemleri taraf tarafa cikarilirsa
QP(AgyX —AgxY) = P[X Y] (3.2.39)

olur. (3.2.19) denklemi (3.2.39) denkleminde kullanilirsa P([X,Y]) = 0 elde edilir. Bu-

radan da [X,Y] € T(D") oldugu sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. U

Tanm 3.2.2. Bir M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldun M yari-invaryant alt-
manifoldunun ikinci temel formu B olsun. Eger VX € D ve Y € D+ igin B(X,Y) = 0 ise

M ye kanisik total jeodezik altmanifold denir[6].

Teorem 3.2.4. M, hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmani-
foldu M olsun. M hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldun karisik total altmani-

foldunun M olmas icin gerek ve yeter sart
AyX € (D) (VX € T(D), V e (TM)™*) (3.2.40)

ve

AyX € T(D)* (VX e T(D)*, V e T(TM)™*) (3.2.41)
dir.
Ispat. VX € '(D),V € T(TM*) ve Y € T'(D*) olsun. (2.2.3) denklemi kullanilirsa

g(B(X,Y),V) = g(AvX.Y)
= 0&AyX €T(D).
Diger taraftan AyX € I'(D) olsun. Bu durumda
g(AvX,V) = g(B(X,Y),V)
= 0&B(X,Y)=0

elde edilir. Boylece (3.2.40) ispatlanmis olur. Benzer sekilde (3.2.41) denklemi de

gosterilebilir. O]
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4. HEMEN HEMEN 0-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLAR UZERINDE
CEYREK-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON

Bu boliimde, hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlar iizerinde ¢eyrek-simetrik
metrik konneksiyon tamimlanmaktadir. Ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore bir
hemen hemen a-kosimplektik f-manifoldunun egrilik tensorii ve Ricci tensorii ile skaler
egriligi elde edilmigtir. Ayrica ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore genellestirilmis
rekiirent ve @-rekiirent hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarinin var olmadigi

gosterilmisgtir.

4.1 Hemen Hemen o-Kosimplektik f-Manifoldlar Uzerinde Ceyrek-Simetrik
Metrik Konneksiyon

Tamm 4.1.1. M bir Riemann manifold olsun. Eger M nin V lineer konneksiyonuna ait
T(X,Y)=VyxY —VyX —[X,Y] (4.1.1)
biciminde tanimli torsiyon tensorii V X, Y € x(M) igin,
TX,Y)=nY)eX —A(X)eY; A =ni+...+10; (4.1.2)

sartin1 sagliyor ise V ya ceyrek-simetrik konneksiyon adi verilir. Burada 7j diferensiyel-
lenebilir bir 1-form ve ¢ (1, 1)-tipinde bir tensor alanidir[22].
Eger M Riemann manifoldu iizerinde g Riemann metrigine gore VX,Y,Z € x(M)
i¢in,
(Vxg)(¥,2) =0 (4.1.3)

sart1 saglaniyor ise V konneksiyonuna ceyrek-simetrik metrik konneksiyon denir[46].

M, (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldu olsun. V ve v
sirast ile M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu ve ceyrek-simetrik metrik konneksiyonu

gostermek iizere, V ile V arasindaki bagmti1 VX, Y € x(M) igin,

VxY =VxY +D(X,Y) (4.1.4)
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denklemi yardimi ile verilir[46].

Burada D, (1, 1)-tipindeki tensor alam M iizerindeki V ceyrek-simetrik metrik kon-

neksiyona gore VX,Y € x(M) igin,
D(X,)Y)= %[T(X,Y)+T’(X,Y)+T’(Y,X)] (4.1.5)
bi¢iminde taniml olup, (1,1)-tipindeki T’ tensr alani ise
g(T'(X,Y),Z2)=g(T(Z,X),Y) (4.1.6)
denklemi yardimi ile verilir[46].

Tamm 4.1.2. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir U tanjant

vektor alanini, A # 0 1-formu yardimi ile
8(X,U) = A(X)
biciminde tanimlayalim. VX,Y,Z, W € (M) i¢in M nin egrilik tensorii R,
0> ((VxR)(Y,Z)W) =A(X)R(Y,Z)W (4.1.7)
sartin1 sagliyorsa M ye @-rekiirent ad1 verilir.

Onerme 4.1.1. (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-manifold M iizerinde

V Levi-Civita konneksiyonu ile V ceyrek-simetrik metrik konneksiyon arasindaki baginti,
VxY = VyY —q(X)Y (4.1.8)
bicimindedir[45].

Ispat. (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldu iizerinde v
ceyrek-simetrik metrik konneksiyona ait (4.1.2) denklemi ile verilen torsiyon tensorii

(4.1.6) denklemi ile kullanildiginda

g(T'(X.Y),Z) = s(N(X)9Z —N(Z)9X,Y)

=N(X)g(9Z,Y) —N(Z)g(9X,Y)
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yazilabilir. Buradan da VX,Y € (M) i¢in,
T'(X,Y) = g(X, Y )& —AX)gY (4.1.9)

elde edilir. (4.1.2), (4.1.9) denklemleri (4.1.5) denkleminde yerine yazildiginda ve @

tensor alaninin anti-simetrik 6zelligi kullanildiginda

D(X.,Y) = L[R()eX —A(X)9Y +g(oV, X)E

—(X)0Y + g(¢X,Y)E—7(Y)pX]
=-NX)eY

\S]

elde edilir. Buradan da son denklem (4.1.4) denkleminde yerine yazildiginda VX,Y €
x(M) igin,

VxY = VxY —f{(X)oY
olur. ]

(4.1.8) denkleminde Y = &; alindifinda bir hemen hemen o-kosimplektik f-

manifold iizerinde

vxéj = Vx&; —N(X)9E;
olur. Buradan da
VxE; = Vx&; (4.1.10)
elde edilir.

Onerme 4.1.2. (2n+ s)-boyutlu bir M hemen hemen o-kosimplektik f-manifold iizerinde
V Levi-Civita konneksiyonuna gire egrilik tensérii R ve V ceyrek-simetrik metrik konnek-

siyona gore egrilik tensorii R olmak iizere, R ve R arasindaki baginti

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+1n(X)(Vy9)Z—n(Y)(Vx0)Z (4.1.11)

seklindedir.
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Ispat. V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gére egrilik tensérii R olmak iizere,

VX,Y,Z € x(M) igin,
R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vx yZ (4.1.12)

dir. (4.1.12) denkleminde (4.1.8) denklemini kullanip (4.1.12) denkleminin sag tarafini

ayr1 ayri hesaplarsak,

VxVyZ =Vx(VyZ—1i(Y)¢Z)
=Vx(VyZ) - Vx(i(Y)9Z)

=Vx(VyZ) -A(X)VyZ - Vx(A(Y)9Z) +R(XN(Y)¢°Z  (4.1.13)
olur. (4.1.13) denkleminde (2.5.6) denklemi kullanilirsa

Vx(M(Y)9Z) =0 (Y)Vx@Z+ (Vxi(Y))oZ

ﬁ( VX(PZ+ VX Z g.;la

(8(Vx&i,Y) +2(VxY,&i))9Z)

M“

=N(Y)Vx9Z+(, 1

(anla (pZ+Zg &zaVXY)(PZ

i=

M“ﬂ

NY)VxoZ+

I
—

i

=7 )thpZ+Zg (—0Q°X — Oh;X,Y)QZ +7(VxY)9Z
i=1

=7y )chp2+2 (—0@°X,Y)OZ + g(—ohiX Y )9Z) +7(VxY)9Z

N

=N(Y)VxQZ+ 0s.g(9X,0Y)9Z — Y g(oh;X,Y)0Z+7(VxY)Z
i=1

(4.1.14)
elde edilir. (4.1.14) denklemi (4.1.13) denkleminde yazilirsa,
VxVyZ = Vx(VyZ) —={(X)VyZ —1(Y)Vx9Z — 0ts.g(0X, @Y )9Z
+ ) &(OhX,Y)Z —(VxY)9Z +A(X)A(Y)9°Z (4.1.15)

i=1
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bulunur. Benzer sekilde (4.1.15) denkleminde X ile Y nin yerleri degistirilirse

VyVxZ =Vy(VxZ) = (Y)oVxZ —N(X)Vy@Z — 0s.g(QY, 0X )@Z
+ Y 2(QhY, X)9Z - (VyX)QZ +A(Y)A(X)9°Z (4.1.16)
i=1

olur. Son olarak,
v[X,Y]Z =VixyZ-0([X,Y])¢Z (4.1.17)

bulunur. (4.1.15), (4.1.16) ve (4.1.17) denklemleri (4.1.12) denkleminde yerine yazilip
gerekli sadelestirmeler yapilirsa (4.1.11) denklemi elde edilir. [

Sonuc¢ 4.1.1. M, integral altmanifoldlar1 Kaehler liflere sahip ¢eyrek-simetrik metrik kon-

neksiyonlu hemen hemen a-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda,

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+an(X)[g(9Y.Z)E N (Z)pY] — oM (¥)[g(9X.Z)E — T (Z)¢X]

1(g(hiY7 2)& - (2)hY) —A(Y) ii(g(hiX,Z)ﬁi ~N'(Z)hiX)

-

+1(X)

~

(4.1.18)

dir.

Onerme 4.1.3. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold M iizerinde
V Levi-Civita konneksiyonuna gire egrilik tensorii R ve V ceyrek-simetrik metrik konnek-

siyona gire egrilik tensorii R olmak iizere, VX, Y € x(M) ve i, j € {1,...,s} icin,

R(X,Y)& =R(X,Y)&+a[(Y)oX —A(X)oY] +A(Y )X —A(X)hY  (4.1.19)
R(X.&)Y =R(X,§)Y — (VxQ)Y (4.1.20)

R(&,X)E; =R(&:,X)E; —apX —h;X (4.1.21)
dir.

Ispat. VX,Y € (M) igin (4.1.11) denkleminde Z = &; alindiginda ve (2.5.6) denklemi
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yardimiyla

R(X,Y)§ = R (Vro)&i —(Y)(Vx9)&;

(X, Y)&i +1(X)
(X, Y)E +1(X)(—@Vy&) +1(Y)(9VxE:)
= RX,Y)&+A(X)[-0(—0p?Y — ohY )] + [ (Y)[0(—0p’X — @hiX)]
(X, Y)& +A(X)(0@Y +@* 1Y) + (Y ) (—o@ X — *1iX)
(X, V)& +N(X)(—aeY —hY)+7n(Y)(aeX +hX)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.1.19) denklemi elde edilir. Benzer sekilde

(4.1.11) denkleminde Y = &; ve Z =Y alinirsa,

R(X,&)Y =R(X,&)Y +0(X)(Ve,0)Y — (&) (Vx9)Y

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.1.20) denklemi elde edilir. Benzer sekilde
(4.1.11) denklemi kullamlir ve X =&;, ¥ = X, Z = &; almnirsa,

elde edilir. n

Sonug 4.1.2. M, integral altmanifoldlar1 Kaehler liflere sahip ¢eyrek-simetrik metrik kon-

neksiyonlu hemen hemen a-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda,

R(X,E)Y =R(X Z{(x (X, Y)& —1'(Y)oX)
+g(hiX,Y)& —n'(Y)hX} (4.1.22)

denklemi gecerlidir.
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Onerme 4.1.4. (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-manifold M iizerinde
V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore Ricci egrilik tensorii ve skaler egriligi

sirastyla S ve 7 olmak iizere
S(v,2) =S¥, Z)+ Y e((Vy9)Z,&) =0 (Y)(divg)Z (4.1.23)
i=1

ve
(4.1.24)

~i
I
~

drr.

Ispat. (4.1.11) denkleminin her iki tarafi W € (M) ile carpima alindiginda

R(X,Y,Z,W) =R(X.,Y,Z,W)+0(X)g((Vy9)Z,W)
—NY)e((Vx9)Z,W) (4.1.25)

yazilabilir. {E\,...,E,, QE},...,0E,,&1,...,E}, M nin ortonormal bazi olsun. Bu durumda
VX,Y € (M) igin,

2n+s
Z g EZ7Y Z E)

2n+s
Z{g (Ei.Y)Z,E;) +0(E)g((Vy@)Z,E;) —T1(Y)g((VEP)Z,Ei) }

elde edilir. Buradan da

2n-+s
g(Vy9)Z,&)—7(Y) Y. ¢((VEP)Z E;) (4.1.26)
=1

(VyQ)Z,&) —7(Y)(dive)Z (4.1.27)

S(Y,2)

S(Y,Z) =

i

dir. (4.1.27) denkleminde de Y ve Z vektor alanlarina gore kontraksiyon alinir ve (2.5.5)
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denklemi kullanilirsa

2n+s 2n+s 2n+s s 2n+s

ZEE,,E ZSENE + Z{Zé’ (Ve Q))& Zn jAVOE]
Ints s 2n+s
=r+ Z {Zg (VE; (PEP Z n(E dW(p
2n+s s
=r+ Y {) s(Ve,0E; &)}
j=1 i=1
2n+s s

—r— Zl {;g(ij,VE.f‘ii)}
J=1 1=

olur. Gerekli islemler yapilirsa

|
I
~

bulunur. Buradan ispat tamamlanr. ]
Boylece, yukaridaki onermeden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.1.3. M, integral altmanifoldlar1 Kaehler liflere sahip bir hemen hemen o-
kosimplektik f-manifold olsun. Eger M ceyrek-simetrik metrik konneksiyona sahipse

bu durumda, VY, Z € ¢ (TM) igin
N
S(Y,z)=5(Y,Z)+as.g(¢Y,2)+ Y g(hi¥,Z) (4.1.28)
i=1
ve

(4.1.29)

~|
I
~

dir.

Ispat. (4.1.26) denkleminde (2.5.7) denklemi yazilirsa

N

S(v,2)=S(¥,2)+ ) i (o(g(9Y,2)8; =/ (2)9Y) +g(h;Y,2)&; =0/ (Z)h;Y ), &)

I
—_
~.
I
—_

—7(Y) ) & ZS: (0U(g(PEy, 2)&; — (2)QEy) + g(h;Ey, 2)&; =W/ (Z)h;Ey), Ey)
2n+v s

=S(1.2) +osg(oV.2) + 1. Y80 2088:8) +70) L Y wi2)s(hsE E)

i=1j=1 i=1 j=
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bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa (4.1.28) elde edilir. (4.1.28) denkleminde Y
ve Z vektor alanlar lizerinden kontraksiyon uygulanirsa (4.1.29) denklemi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. [

Onerme 4.1.5. M, (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun.
M iizerinde V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gire VX.Y,Z,W € x(M) icin;

(i) I_Q(X,Y,Z,W) —H_?(X,Y,W,Z) =0
(ii) F(X,Y,Z,W) —i—F(Y,X,Z,W) =0
dir.

Ispat. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold M iizerinde V Levi-
Civita konneksiyonuna gore egrilik tensérii R ve V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona

gore egrilik tensorii R olmak iizere, VX,Y,Z,W € y(M) igin,
R(X.Y,Z,W) =R(X.Y,Z,W)+0(X)g((Vy9)Z,W) —T(Y)g((Vx9)Z,W) (4.1.30)
dir. Ayrica (4.1.30) denkleminde W ile Z vektor alanlarinin yerleri degistirildiginde
R(X,Y,W,Z) =R(X,Y,W,Z) +A(X)g((Vy@)W,Z) —0(Y)g((Vx9)W,Z) (4.1.31)
elde edilir. (4.1.30) ile (4.1.31) denklemleri taraf tarafa toplandiginda

R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z) =R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z)
+NX){(&(Vye)Z,W) + (s(Vyo)W,Z)}
N (&(Vx9)Z,W) +g((Vx)W,Z)}  (4.1.32)

bulunur. Buradan (2.5.2) denklemi kullanilirsa
28((Vy@)Z, W) +2g((Vy @)W, Z) = 2aig( Z (9Y,2)8, -’ (2)9(Y)), W)

+8(N(Z,W),0Y) +20g( Z (¢Y,W)E; —n! (W)Y, Z) + g(N(W,Z),¢Y)
j:
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S(@¥. 2 (W) — 20 Y, 5oV, W)N/(Z) + 5(N(Z. W), )
j=1 j=1

£20Y. glo¥.W/(2) ~ 20(o¥. 21 (W) + (N (W,Z). 9Y)
=1

=g(N(Z,W),(PY)+g(N(W,Z),(PY)

=20

N

=g(N(Z,W)+N(W,Z),¢Y) =0 (4.1.33)

elde edilir. Diger taraftan

28((Vx)Z.W) +2((Vx0)W, 2) = 205( Y. (s(0X. Z); — 1/ (2)0(Y)), W) + 8 (N (Z. W), ¢X)
=1
+20g(Y 8(0X, W)E; — 1/ (W)@X.Z) + g(N(W.Z),0X)
L
_o (4.1.34)

olur. (4.1.33) ve (4.1.34) denklemleri (4.1.32) denkleminde yazilirsa
R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z) =R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z)
bulunur. V Levi-Civita konneksiyonuna gore R egrilik tensoriiniin 6zellikleri kullanilirsa
R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z) =0

elde edilir. Benzer sekilde (4.1.30) denkleminde ¥ = X olarak alindiginda
R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,Z,W)+0(Y)g((Vx9)Z,W) =1 (X)g((Vy9)Z,W) (4.1.35)

yazilir. (4.1.30) ve (4.1.35) denklemleri taraf tarafa toplandiginda

R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,ZW)=R(X,Y,ZW)+R(Y,X,Z,W) =0

olur. Buradan da V Levi-Civita konneksiyonuna gore R egrilik tensoriiniin 6zellikleri

kullanilirsa
I_Q(X,Y,Z,W) +I_€(Y,X,Z,W) =0

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir. [
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Teorem 4.1.1. M, V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gére bir o-kosimplektik f-

manifold olsun. Bu durumda

(i) o= 0 durumunda D dagilimimn integral altmanifoldu total jeodezik ve M>"5, M%”

Kaehler manifoldu ile bir M5 degismeli Lie grubunun bir lokal ¢arpumidir.

(ii) o # 0 durumunda D dagilvmimin integral altmanifoldu total umbiliktir ve r =

—20%ns(2n— 1) dur.

Ispat. M, V ceyrek-simetrik metrik konneksiyonuna gére lokal simetrik oldugundan

(2.1.5) denklemi yardimiyla VX, Y, Z,W € x(M) igin,
(VxR)(Y,Z)W =0 (4.1.36)
yazilabilir. (4.1.36) denklemi U € (M) ile ¢arpildiginda
(VxR)(Y,Z,W,U) =0
olur. Buradan da Y ve U vektor alanlaria gore kontraksiyon alindiginda
(VxS)(Z,W)=0 (4.1.37)

elde edilir. Diger taraftan ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore (2.1.4) denklemi

kullanildiginda (4.1.37) denklemi
VxS(Z,W)—S(VxZ,W)—S(Z,VxW)=0 (4.1.38)
sekline doniigiir. (4.1.38) denkleminde W = ; olarak alindiginda

VxS(Z,&)—S(VxZ.&)—S(Z,Vx&) =0
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olup (4.1.8) ve (4.1.23) denklemleri kullanildiginda

<l
[\)
S
8,
M“
=3

K(2)) — (~2n02 Y. 1 (Vx2)) — 5(Z, —0gX)
k=1

~
I
_

:—2na2iv Z) +2na ZS: (VxZ)—S(Z,0X — ocZn
k=1 k=1 k=1

= —-2no ii’n ‘ZxZZ ii ,Z ‘ngk %-ZHOF 2:1] ‘szg
k=1 k=1 k=1

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilir (4.1.10) ve (4.1.26) denklemleri kullanilirsa
s
—2n0 Y g(Z,—09*X) —aS(Z,X) + Z Z —2ne’nf(Z)n' (X))
k=1

=210 " ¢(Z.97X) — aS(Z2.X) — 200> ¥ sn*(Z)n'(X)
=1 id=1

= —2na’ ¥ g(¢Z,9X) — a(S(Z,X) + ousg(9Z, X)) — 2nat’
k=1 i,k=1

), nf(2)m'(x)
= —2n0’s.g(9Z, X ) — aS(Z,X) — o’s.g(9Z, X ) — 2na® i n“(Z)n(x)
k=1
=0 (4.1.39)

bulunur. (4.1.39) denkleminde X ve Z vektor alanlar tizerinde kontraksiyon alindiginda

—4n?sa® — ar —20°ns

= o —4n’so® —

r—2a2ns] =0 (4.1.40)
olur. (4.1.40) denkleminden
a=0 veya r=—20ns(2n—1)

elde edilir. Onerme (2.5.4) den teoremin ispat1 tamamlanmus olur. ]

Teorem 4.1.2. V ¢eyrek-simetrik metrik konneksiyona gore genellestirilmis bir rekiirent

a-kosimplektik f-manifold yoktur.
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Ispat. M,V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gére genellestirilmis bir rekiirent oi-
kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda (2.1.7) denklemi yardimiyla VX,Y,Z, W €
X (M) igin,
(VxR)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W +B(X)[g(Z, W)Y —g(Y,W)Z)] (4.1.41)
yazilabilir. (4.1.41) denkleminde ¥ = &;, W = &; olarak alindiginda
(VxR)(&,2)8; = A(X)R(&:,2)8; +B(X)[8(Z,&;)8 — 8(€:,§;)Z)]
=AX)R(E,2)E;+BX) M (2)&; — 8]
olur. i = jicin (2.5.9) ve (4.1.21) denklemleri kullanilirsa
(VxR)(&i,2)& = A(X)R(&:, 2)&i + B(X)[n'(2)& — Z]
=AX)[R(E:,2)E — a9Z] +B(X)'(2)& — Z]
= A(X)[-0?¢°Z — a9Z] + B(X)n'(2)&; — Z] (4.1.42)
yazilabilir. Diger taraftan (2.1.4) denklemi kullanilirsa
(VxR)(&:,2)8 = VxR (&1, 2)& — R(Vx&;, 2)&i
—R(&i,VxZ)& —R(&i,Z)VxE; (4.1.43)

elde edilir. (4.1.43) denkleminin sag tarafi acilirsa, (2.5.9) ve (4.1.21) denklemleri yerine

yazilirsa

Vx(R(&i, Z)& — 09Z)
Vyx(—02¢*Z — 0pZ)

VxR(&;,Z)&;

Vx(—0?¢*Z) — Vx(09Z)

=~V (¢*Z) —aVxQZ (4.1.44)
olur. (4.1.8) denklemi (4.1.44) denkleminde yazilirsa

VxR(&1,2)& = —o*[Vx@°Z —{(X) 9 Z] — a[Vx9Z — 7| (X)9*Z]
— BVxZ -0 Y N (VaZ)E+ o g(Z.0X)E+ 0 (Z)g2X
k=1

— o (X)QZ — aVx 9Z + o (X)) 9> Z (4.1.45)
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elde edilir. Ayrica (4.1.10) ve (4.1.19) denklemleri goz Oniine alindiginda

R(Vx&:,2)& = R(Vx&i, 2)&;
= R(—0¢’X,Z)§;
= —aR(¢’X,Z)E;
= —a[R(9°X,Z)E; — ofi (¢*X)9Z + 0y (Z)9’X]

= —a[R(¢*X,Z)&; — 01| (Z) 9X]

—afo? Z n*(2)9*X — ol (Z)9X]
k=1

= o’ (2)9°X + 0?A(Z)9X (4.1.46)
sonucu elde edilir. Benzer sekilde (4.1.8) ve (4.1.21) denklemleri kullanilirsa

R(&i,VxZ)&i = R(§;, VxZ)&; — apVxZ
=R(&, VxZ—M(X)9Z)&; — op(VxZ —1(X)9Z)
= R(&, VxZ)& —(X)R (&1, 9Z)& — a@Vx Z + o) (X)9°Z
= —0’Q*VxZ —T{(X) (0’ ¢°Z) — apVxZ + o (X)9*Z
= — 2@’ VxZ — 0’1 (X)9Z — apVxZ + ofy (X ) ¢*Z (4.1.47)

olur. Son olarak (4.1.10) ve (4.1.22) denklemleri kullanilirsa

R(&:,Z)Vx& = R(&,Z)Vx&;
= —R(Z,&;)Vx&;
= —[R(Z,&)Vx& — o{g(9Z, Vx&)E — 71 (Vx&)9Z}]
= —R(Z,&)Vx&i + 0g(0Z, Vx&i)& — afi (V&) 9Z
= —R(Z.&)(—a9’X) +ag(Z, —ag’X )& —7i(—0e’X )pZ
= OR(Z,8)0°X — ?¢(Z, 9X)E

ZZ{TI P’X)9°Z — g(0*X, Z)Ek}] — o’g(Z, 0X)E

= &’g(¢°X, 2)E — a’g(Z,X)E (4.1.48)
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bulunur. (4.1.45), (4.1.46), (4.1.47) ve (4.1.48) denklemleri (4.1.43) denkleminde yerleri-

ne yazilirsa,

(VxR)(&i, 2)& = o?VxZ —a? Y n*(VxZ)& +a’g(Z,¢°X)E
k=1
+0R(Z)0°X — o*A(X)QZ — aVx9Z + o (X)9°Z
— N (Z)9*X — 0T (Z) X + 0 ¢*Vx Z + o* T (X ) 9Z
+0QVxZ — o (X)9°Z — o’g (¢°X, Z)E + o’ g (Z, 0X)E
elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilir ve (2.4.1) denklemi kullanilirsa
(VxR) (&, 2)8 = —0Vx9Z — 0N (Z)9X + apVxZ +a’g(Z,9X)E
= —0(VxQ)Z — *R(Z)9X +a’g(Z, ¢X)E
= —ala(g(eX, Z)E ~7(2)9X)] — o*1(Z)pX +0*¢(Z,9X)E
= —0g(@X, Z)E+ 0’ (Z)9X — 0’N(Z)9X +07g(Z,9X)E

=0 (4.1.49)
olur. (4.1.49) denklemi (4.1.42) denkleminde yerine yazilirsa
A(X)[~0’¢’Z — agZ] +B(X)N'(2)& ~ 2] = 0 (4.1.50)
elde edilir. (4.1.50) denkleminde Z = @Z alinirsa

A(X)[—0*9’Z — 09’Z] + B(X) (—9Z) =0
— —aPA(X)Z +0A(X)§?Z+B(X)9Z =0

= [—0?A(X) +B(X)]9Z — aA(X)9*Z =0 (4.1.51)
bulunur. (4.1.51) denkleminde Z vektor alan iizerinden kontraksiyon uygulanirsa
[—0A(X) +B(X)]g(PE:, Ei) — 0A(X)g(9*Ei, Ei) = 0A(X)g(QE;, 9E;) = 0

elde edilir. Buradan

0s.AX) =0 = aA(X) =0 (4.1.52)
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dir. (4.1.51) denkleminde Z = @Z alinip kontraksiyon uygulanirsa

[—o?A(X) +B(X))g(9°Ei Ei) — 0A(X)g(9°E;, Ei) = —s[—0*A(X) +B(X)] =

bulunur. Buradan

a?A(X) = B(X) (4.1.53)

elde edilir. (4.1.52) ve (4.1.53) denklemlerinden B(X) = O sonucu elde edilir. Ancak
tanim geregi § # 0 oldugundan bu sonug varsayimla celisir. Boylece ¢eyrek-simetrik
metrik konneksiyona gore genellestirilmis rekiirent o--kosimplektik f-manifold olmadigi

sonucuna ulagilir. O

Teorem 4.1.3. M,V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore o-kosimplektik f-manifold

olsun. Eger o # 0 ise @-rekiirent a-kosimplektik f-manifold yoktur.

Ispat. M,V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore @-rekiirent o-kosimplektik f-

manifold olsun. Dolayisiyla (4.1.7) denklemi yardimiyla VX, Y, Z W € % (M) i¢in,
©0*(VxR)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W (4.1.54)

yazilabilir. Buradan da M hemen hemen degme metrik manifold oldugundan (4.1.54)
denkleminde (2.4.1) esitligi kullanildiginda
—(VxR)(Y,Z)W + Z (VxR(Y,Z)W)& = A(X)R(Y,Z))W (4.1.55)
k=1

elde edilir. (4.1.55) denkleminde Y = W = §; olarak alinirsa
—(VxR)(&:,2)&i + Z (VxR)(&i,2)&)& = A(X)R(&i,2)&; (4.1.56)
bulunur. (4.1.49) denklemi kullanilarak
A(X)R(E;,2)E =0 (4.1.57)
elde edilir. (4.1.21) ve (2.5.9) denklemleri kullanilirsa

AX)[R(E:,2)8; — 0pZ]
= A(X)[—0?@*Z — apZ] =0 (4.1.58)
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yazilir. (4.1.58) denkleminde Z vektor alani {izerinden kontraksiyon alinirsa
osA(X) =0 (4.1.59)

bulunur. (4.1.59) denklemi bize VX € x(M) i¢in A(X) = 0 oldugunu gosterir. Ancak
tanim geregi A # 0 oldugundan bu durum varsayimla ¢elisir. Boylece ¢eyrek-simetrik
metrik konneksiyona gore @-rekiirent o-kosimplektik f-manifold olmadig1 sonucuna

ulaglir. [

Sonuc¢ 4.1.4. v ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore lokal simetrik hemen hemen
o-kosimplektik f-manifold olsun. Iz(h;h;) # (2n+ s)a? sarti saglaniyor ise @-rekiirent

hemen hemen a-kosimplektik f-manifold yoktur.

Ispat. M,V ceyrek-simetrik metrik konneksiyona gore ¢-rekiirent bir hemen hemen o-

kosimplektik f-manifold olsun. (4.1.7) denklemi kullanilarak
0> ((VxR)(Y,Z)W) = A(X)R(Y,Z)W (4.1.60)

yazilabilir. M, bir hemen hemen degme metrik manifold oldugundan (4.1.60) denkle-
minde (2.4.1) denklemi kullanilirsa

—(VxR)(Y,Z)W + ZS: N'((VxR)(Y,Z)W)E; = A(X)R(Y,Z)W (4.1.61)
i=1
elde edilir. M lokal simetri oldugundan VR = 0 dir. Buradan
AX)R(Y,Z)W =0
(4.1.61) denkleminde Y = &;, W = &; alinirsa
AX)R(&;,2)E;=0 (4.1.62)

olur. (4.1.21) denklemi (4.1.62) denkleminde yerine yazilirsa

AX)(R(&,2)E; —aQZ —hjZ) =0 (4.1.63)
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elde edilir. (4.1.63) denklemi ard arda iki kere @ ile carpilirsa

AX)(OR(&i, 2)&; — 0’ Z — oh;Z) = 0
AX)(QR(E;, 9Z)E; — a9’ Z — oh,;0Z) =0
0

A(X)(QR(Ei, 9Z)Ej + 0QZ — h;Z) = (4.1.64)

bulunur. (4.1.63) denkleminden (4.1.64) denklemi ¢ikarilirsa
AX)(R(Ei,Z2)E; — @R(E;, 92)E; —2000Z) =0 (4.1.65)
elde edilir. (4.1.65) denkleminde (2.5.11) denklemi kullanilirsa
A(X)(=202Q*Z + 2hjhiZ — 200Z) = 0 (4.1.66)

olup (4.1.66) denkleminde Z vektor alanina gore kontraksiyon alinirsa
2n+s
AX) Y (207g(QE;, E;) + 2g(hjhiE;, E;) — 20(QE;, E;)) = 0
k=1

sonucu elde edilir. Son denklem diizenlenirse
AX)[2(2n+ s)o® +2iz(hjh)] = 0 (4.1.67)

elde edilir. (4.1.67) denkleminde A(X) = 0 veya 2(2n+s)0® + 2iz(hh;) = 0 dir. Tanim
geregi A # 0 oldugundan bu durum varsayimla celigir. Boylece iz(hjh;) # (2n+ s)a?
olmas1 durumunda @-rekiirent hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olmadigi sonu-

cuna varilir. N
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5. YARI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONNEKSIYONLU HEMEN
HEMEN o-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLAR

Bu bolimde yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen «-
kosimplektik f-manifoldlarin tanimi yapilarak bazi sonuglar elde edildi. Ayrica yari-
simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin

Riemann egrilik tensorii ve Ricci egrilik tensorii icelenmis ve bazi sonuclar elde edilmigtir.
5.1 Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyon

Tanmm 5.1.1. M, (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-manifold olsun.
Hemen hemen o-kosimplektik f-manifold iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V olmak

tizere, M iizerinde V* konneksiyonu

V* X (M) x 3 (M) — % (M)

(X,Y) = Vi¥ =VxY + Y n'(Y)X (5.1.1)
i=1

seklinde tanimlanir.

Teorem 5.1.1. M, (2n + s)-boyutlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun.
VX,Y € x(M) igin,
S .
VY =VxY+) n'(Y)X
i=1

olarak tamimlanan V* konneksiyonu M iizerinde lineerdir.

Ispat. VX,Y,Z € (M) ve f € C(M,R) igin (5.1.1) denklemi kullanilarak,

N
VivZ=VxwZ+ Y N(Z)(X+Y)
=1

1=
N

=VxZ+ Y W(2)X+VyZ+ )Y n'(Z)Y
i=1

i=1 i

=VyZ+VyZ
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elde edilir.

Vi(Y+2)=Vx(Y+Z)+ Y W'Y +Z)X
i=1

= VxY + Y (V)X + VxZ+ Y ni(2)X
i=1 i=1

=VyY +VyZ
bulunur. Ayrica,

N
VixY =VixY + Y n'(Y)fX
i=1

— (V¥ + Y ()X)

i=1

= f(VxY)

dir. Son olarak

V() = XY + F(Vx¥ + Y i(r)X)

i=1

= X[fY + f(VxY)
bulunur. Buradan V*, M iizerinde bir lineer konneksiyondur. ]

Teorem 5.1.2. M, (2n + s)-boyutlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun.
(5.1.1) ile tanmimlanan lineer konneksiyon V*, M iizerinde yari-simetrik metrik olmayan

konneksiyondur.

Ispat. V* lineer konneksiyonun torsiyon tensor alan1 7% olsun. VX,Y € x(M) igin,

T*(X,Y) = VLY — VX — [X,Y]
— Yy Y HOX — (VrX + Y (X)) — (X, Y]
i=1 i=1

" (0 (V)X —i(X)Y)
=1

=T(X,Y)+

1
N

=Y MM)X -n'(X)Y) (5.12)

i=1
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elde edilir. Burada 7', M iizerinde V Levi-Civita konneksiyonun torsiyon tensor alanidir.
Bu durumda lineer konneksiyon V*, M {izerinde yari-simetrik bir konneksiyondur. Simdi
V* lineer konneksiyonun M iizerinde tanimli g Riemann metrik tensoriiyle bagdasabilir
olmadig1 gosterilecektir. Metrikle bagdasabilir olmayan konneksiyon i¢in kisaca metrik

olmayan konneksiyon ifadesi kullanilacaktir. VX,Y € (M) i¢in

= X[g(Y,2)]— g(Vx¥ + Y M (¥)X.Z) — g(¥,VxZ+ Y {(Z)X)
=1 =1

1 1

M'(V)g(X,Z)+ 1 (Z)g(Y.X)) (5.1.3)

1

elde edilir. Bu durumda lineer konneksiyon V*, M {iizerinde bir metrik olmayan konnek-
siyondur. O halde (5.1.2) ve (5.1.3) denklemlerinden V* lineer konneksiyonu M tizerinde

yari-simetrik metrik olmayan konneksiyondur. U

Sonug 5.1.1. M, (2n+s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen o-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durmda VX,Y € y (M) igin,
ViEi = —0p’X — ohiX + X (5.1.4)
ve
(Vx)Y = (Vx)Y —a(X)n(Y) (5.1.5)
dir.

Ispat. (5.1.1) denkleminde Y = &; alimir ve (2.5.6) denklemi kullanilirsa

V& = Vx&i+n(&)X

= —0’X — Ol X +X
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bulunur. Diger taraftan (2.5.6) ve (5.1.1) denklemleri kullanilirsa

(Vin)Y =X('(Y)) —n'(VxY)
= Xg(Y,&) —n'(VxY)
= ¢(VxY,&) +2(Y,Vx&) —'(VxY) —A(Y)N'(X)
=n'(VxY) +g(¥,Vx&) —n'(Vx¥) =AY )n'(X)
= (Y, Vx&) —A(Y)n'(X)

elde edilir. Boylece,

) (Vin = ¥ #(8.Vxk) ~ L 000

1

(Vx)Y = (Vx)Y =A(X)n(Y)
bulunur. Buradan ispat tamamlanir. [

Teorem 5.1.3. M, (2n+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu Kaehler

liflere sahip bir hemen hemen o.-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda VXY €
x(M) igin,

(Vx@)Y = Zl (og(@X,Y)Ei + g(hiX,Y)& — (a4 1) (M (Y)0X) —'(Y)iX)  (5.1.6)

dir.
ispat. (5.1.1) denklemi kullanilirsa
(Vx9)Y = Vx@Y — oVxY
= Vx@Y +1(9Y)X — (VxY +1(Y)X)
= @VxY + (Vx@)Y —oVxY —7(Y)0X

= (VxQ)Y —7(Y)pX (5.1.7)

elde edilir. (2.5.7) denklemi (5.1.7) denkleminde yazilirsa (5.1.6) denklemi elde edilir.
O]

63



Teorem 5.1.4. M, (2n+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen a-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda VX ,Y,Z € (M) icin,
RY(X,Y)Z=R(X,Y)Z+((Vx1)Z2)Y +0(Z)A(Y)X — ((VyT)Z) X —A(Z)N(X)Y (5.1.8)
dir. Burada R, Levi-Civita V konneksiyonun egrilik tensoriidiir.
Ispat. V* konneksiyonunun egrilik tensoriiniin denklemi yazilirsa
R*(X,Y,Z) = V;}V;‘,Z-V;}V}}Z—VE}HZ (5.1.9)

elde edilir. Simdi (5.1.9) denkleminin terimlerini tek tek bulalim. (5.1.1) denklemi kul-

lanilirsa

ViViZ =Vi(VyZ+R(2)Y)
= Vx(VyZ)+Vx(M(Z)Y)
= Vx(VyZ) +0(Vy2)X + Vx(M(2)Y) +0(A(2)Y )X

=VxVyZ+(VyZ2)X +7(VxZ)Y + Y 8(Z,Vx&)Y
i=1

+N(Z)VxY +7(Z)R(Y)X (5.1.10)

dir. Benzer sekilde (5.1.10) denkleminde X ile Y nin yerleri degistirilirse

VyVXZ = VyVxZ+1(Vx2)Y +7(VyZ)X

+)(Z,Vy&)X +R(Z)VyX +R(Z)N(X)Y (5.1.11)
i=1
bulunur. Son olarak
V’{XﬂZ = V[XX]Z—FT_](Z) [X,Y] (5.1.12)

elde edilir. (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.12) denklemlerinden gerekli sadelestirmeler yapilirsa

R*(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ i 8(Z,VxE)Y +R(Z)[(Y)X
i=1

~ Y e(Vy&,Z)X —R(Z)A(X)Y (5.1.13)

i=1
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bulunur. (5.1.13) denkleminde (2.5.6) denklemi kullanilirsa

R (X,Y)Z = R(X,Y)Z + 0.5g(9Z, 9X)Y + ¥ g(0Z, hiX)Y +T(Z)R(Y)X
i=1

—0.sg(9Z, Y )X — ¥ g(9Z, Y )X —R(Z)A(X)Y (5.1.14)

i=1
elde edilir.
VX T] Z g Y Vx &z

esitligi goz Oniine alinip (5.1.13) denkleminde yazilirsa (5.1.8) denklemi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. ]

Simdi (0,2)-tipli tensor alam1 4 ile gosterilsin. (5.1.1) denklemi kullanilarak 4

tensor alant
AX,Y) = (Vxn)Y = (Vxn)Y —a(X)n(Y) (5.1.15)
seklinde yazilirsa (5.1.8) denklemi
R*(X,Y)Z=R(X,Y)Z+A(X,2)Y —A(Y,Z)X (5.1.16)
olarak elde edilir.

Sonug 5.1.2. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen o-kosimplektik f-manifold ve A4, (0,2)-tipli tensor alant olsun. Bu durumda

VX,Y € x(M) igin,

A&, Y)=-n(Y), (5.1.17)
A(X, &) = -1 (X), (5.1.18)
A(&i,§j) = —dij, (5.1.19)
A(X,Y)=A(Y,X), (5.1.20)
A(eX,9Y) = A(X,Y) +n(X)n(Y) (5.1.21)

dir.
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Ispat. (5.1.15) denkleminde X = &; alinirsa

A(E,Y) =(VeM)Y —A(ENT(Y)
— Ve i(Y) (Ve Y) —1i(Y)

bulunur. Buradan (5.1.17) denklemi elde edilir. Benzer sekilde (5.1.18), (5.1.19),
(5.1.20) ve (5.1.21) denklemleri de elde edilir. [l

Sonug 5.1.3. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen o-kosimplektik f-manifold ve A4, (0,2)-tipli tensér alamt olsun. Bu durumda

VX,Y,Z € x(M) igin,

R*(X,Y)& = R(X,Y)& —(X)Y +1(Y)X (5.1.22)
R*(X,£)Z=R(X,&)Z+ A(X,Z2)& +1(2)X (5.1.23)
R*(X,§))& = R(X,§))& —N(X)§; +X (5.1.24)
R(§;,X)& = R(C;, X)& +N(X)§; — X (5.1.25)
RY(C),&k)&i=Cj—C k# (5.1.26)

dir.

ispat. (5.1.16) denkleminde (5.1.17) ve (5.1.18) denklemleri kullanilirsa yukaridaki
ifadeler kolayca elde edilir. ]

Teorem 5.1.5. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen a-kosimplektik f-manifold ve A, (0,2)-tipli tensor alam olsun. Bu durumda

VX,Y,Z,W € x(M) igin,
R (XY, Z,W)=R(X,Y,Z,W)+ A(X,Z)g(Y, W) — A(Y,Z)g(X,W)  (5.1.27)

drr.
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Ispat. (5.1.16) denkleminin her iki tarafi W vektor alani ile carpilirsa (5.1.27) denklemi
elde edilir. ]

Teorem 5.1.6. M, (2n+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen a-kosimplektik f-manifold ve A, (0,2)-tipli tensor alam olsun. Bu durumda
VX, Y, Z,W € x(M) igin,

R (X, YW.Z)=R(X,Y,W,2)+ A(X,W)g(Y,Z)— A(Y,W)g(X,Z) (5.1.28)
dir.

ispat. (5.1.27) denkleminde Z ile W vektor alanlarinin yerleri degistirilirse (5.1.28) denk-

lemi elde edilir. OJ

Teorem 5.1.7. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen a-kosimplektik f-manifold ve A, (0,2)-tipli tensor alanm olsun. Bu durumda

VX,Y,Z,W € x(M) icin,

R*(X,Y,Z,W)+R* (X, Y W,Z) =A(X,Z2)g(Y,W)—A4(Y,Z)g(X,W)

+A(X,W)g(Y,Z)—A(Y,W)g(X,Z) (5.1.29)
dur.

ispat. (5.1.27) ve (5.1.28) denklemleri taraf tarafa toplanip Riemann egrilik tensor
ozelligi kullanilirsa (5.1.29) denklemi elde edilir. [l

Teorem 5.1.8. M, (2n+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen a-kosimplektik f-manifold ve A, (0,2)-tipli tensor alam olsun. Bu durumda
VX, Y, Z,W € (M) icin,

R*(X,Y,Z,W)—R*(Z,W,X.,Y) = A(X,Z)g(Y,W) — A(Y,Z)g(X,W)

—A(Z,X)g(W,Y) + AW, X)g(Z,Y) (5.1.30)

drr.
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Ispat. (5.1.27) denklemi kullanilirsa
R (Z,W.X,)Y)=R(ZW,X.Y)+A(Z,X)g(W,Y)— A(W,X)g(Z,Y) (5.1.31)

elde edilir. (5.1.27) ve (5.1.31) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilip Riemann egrilik tensor
ozelligi kullanilirsa (5.1.30) denklemi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
Teorem 5.1.9. M, (2n -+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen
hemen a-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda ¥X,Y € x(M) ve i,j € {1,...,s}
icin,

R*(£;,X,8.Y) = R(E;, X&) +A(XM/(Y) —g(X.Y) (5.1.32)
dir.
Ispat. (5.1.25) denklemi Y vektdr alam ile carpilirsa

g(R*(€;,X)&:.Y) = g(R(§;,X)&:,Y) +A(X)n/(¥) — g(X,Y)

R*(&,X,&,Y) =R(§;,X,&,Y) +A(X)M/(Y) — g(X,Y)

bulunur. Buradan ispat tamamlanir. U

Tanmm 5.1.2. (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen
hemen o-kosimplektik f-manifold (M,¢,&;,n',g) ve M nin ortonormal bir bazi
{E1,....,Em,E1,...,Es} olsun. Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu M mani-

foldunun Ricci egrilik tensorii

2n s
S*(X,Y) = kZ g(R*(Ex,X,Y,Ey)) + Zl g(R*(§,,X,Y,E))) (5.1.33)
=1 r=

olarak tanmimlanir.

Teorem 5.1.10. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir
hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda ¥X,Y € x(M) igin,

S*(X,Y)=S(X,Y)— (2n+s)A(X,Y)

2n K

+ Y A(E,Y)g(X,Er) — Y. A(Y)n'(X) (5.1.34)
k=1 r=1

dir.
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ispat. (5.1.33) denkleminde (5.1.27) kullanilir ve gerekli diizeltmeler yapilirsa

2n K
S'(X,Y) =Y R'(E,X,Y,E)+ ) R*(&.X,Y.E)
k_ —

= Z (Ex,X,Y,E;) + A(E,Y)g(X,Ey) — A(X,Y ) g(Ex, Ey))

+ ZI[R@’XJ’ &)+ A, Y)e(X, &) — AX,Y)8(Er,Er)]

2n
=S(X,Y)+ Y [A(E, Y)g(X, Ex) — A(X,Y )g(Ex, Ex)]
k=1

+) [AE,Y)8(X, &) — AX,Y)g (&, 5]

r=1

2n s
=S(X,Y)+ ) A(EY)g(X,Ex) —2n.A(X,Y) + Z X)—s.4(X,Y)
k=1 r=1
2n s
=S(X,Y) = (2n+5)AX,Y) + Y A(E,Y)g(X, Er) — } A" (X)
k=1 r=1
elde edilir. Buradan ispat tamamlanir. ]

Sonug 5.1.4. M, (2n+ s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen a-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda VX ,Y € x(M) igin,

S*(X,E;) = S(X,&;) + (2n+s—DR(X), (5.1.35)
S*(9X,&j) = S(9X,&;) = —(divoh;)eX, (5.1.36)
S*(&i,&j) = S(&i,&) + (2n+s—1) (5.1.37)

dir.

ispat. (5.1.34) denkleminde Y =& j alinir ve (5.1.17) denklemi kullanilirsa

2n s

S*(X,E,j)ZS(Xaﬁj)—@nH)ﬂ(X,ij)Jr; (Ei,&5)8( Z,

— S(0.E)) + (2n+s—1)A(X)

elde edilir. Benzer sekilde (5.1.36) ve (5.1.37) denklemleri de kolayca elde edilebilir. [
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Teorem 5.1.11. M, (2n + s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir
hemen hemen o-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda ¥X,Y € (M) igin,

on
S*(X,Y)—S*(¥,X) = Z (Ex,Y)g(X,Ex) — A(E, X )g(Y, Ey)]

—HX)N (Y)] (5.1.38)

ﬁM" I

drr.

Ispat. (5.1.34) denkleminde X ile ¥ vektor alanlarinin yerleri degistirilirse

2n s

S*(Y,X) =S(Y,X) — (2n+5)AY,X)+ Y A(Ex.X)g(Y,E) — Z ) (5.1.39)
k=1 r=

bulunur. (5.1.34) denklemi ile (5.1.39) denklemi taraf tarafa ¢ikarilirsa. O

Sonug 5.1.5. M, (2n+s)-boyutlu yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen o-kosimplektik f-manifold olsun. Bu durumda VX € (M) i¢in,
§*(X, &) = 5" (&, X) (5.1.40)
dir.

ispat. (5.1.38) denkleminde Y = &; alinir ve (5.1.17) denklemi kullanilirsa (5.1.40) denk-

lemi elde edilir. L]
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6. YARI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONNEKSIYONLU HEMEN
HEMEN 0-KOSIMPLEKTIK f-MANIFOLDLARIN YARI-INVARYANT
ALTMANIFOLDLARI

Son olarak bu boliim iki alt kisimdan olusmaktadir. ik kistmda yari-simetrik metrik
olmayan konneksiyonlu hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldlarin yari-invaryant alt-
manifoldar1 tanimlanarak bazi sonuclar elde edildi. Ikinci kisimda da distribiisyonlarin

integrallenebilirligi incelenip bazi sonuclar elde edilmistir.

6.1 Yari-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyonlu Hemen Hemen

o-Kosimplektik f-Manifoldlarin Yarl-invaryant Altmanifoldlar

(2n + s)-boyutlu M hemen hemen o-kosimplektik f-manifoldunun bir altmanifoldu
M olsun. M de indirgenmis bir g metrigi ile V Levi-Civita konneksiyonunu alalim. Bu

durumda Gauss ve Weingarten formiilleri; VX,Y € I'(TM) ve N € [(TM*') igin,
VxY = VxY +B(X,Y) 6.1.1)

VxN = —ANX + V¥N (6.1.2)

olarak tanimlanir. Burada V+ normal kisim, B ikinci temel form, Ay sekil operatoriidiir.

Ikinci temel form ile sekil operatorii arasinda
g(B(X,Y),N) =g(AnX,Y) (6.1.3)

esitligi vardir.
Simdi bir yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonu tanimlayip dogrulugunu

gosterelim. VX,Y € I'(TM) i¢in

Vi¥ =VxY + Y ni(Y)x (6.1.4)
i=1

dir. Burada V Riemann konneksiyonu oldugundan, %g = (0 dir. O halde

(Vxg)(Y,Z) = Xg(Y,Z) — g(VxY.Z) — g(Y,VxZ) =0
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olur. Buradan
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g((Y,VxZ)

= (V¥ — Y N(N)X.2) + g(r.ViZ— Y (2)%)
i=1 i=1

M:ﬂ

=g(VxY,Z) +g(VxZ,Y) -

i=1 i=1

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Xg(V.2) — g(ViY,Z) —g(V.ViZ) = i X.2) - Y 0(2)s(x.v
i=1 i=1

olup buradan

(Vx8)(Y,2) = Z{g X, Y)M'(2)+8(X,Zm'(¥)}

N(V)e(X.2)~ Y W(2)s(X.¥

(6.1.5)

elde edilir. O halde V* metrik konneksiyon degildir. Diger taraftan V Levi-Civita kon-

neksiyonu simetrik oldugundan 7'(X,Y) = 0 dir. Bu durumda
T(X,Y)=VxY —VyX —[X,¥] =0

oldugundan
[X,Y] = VxY — VyX

olur. Buradan da

[X,Y]=V5yY — in"(y)x — VX + ini(X)Y

i=1 i=1

ViY - ViX —[X, ]:): Y)X — Zn

XZT[

bulunur. 7*(X,Y) # 0 oldugundan V* yar1-51metr1k konneksiyondur.

T"(X,Y) =

|Mh

Teorem 6.1.1. M, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli M hemen hemen

o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda VX,Y €

[(TM) igin,
(VX9)Y = (Vx@)Y Zn
dir.
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ispat. (2.4.2) ve (6.1.4) denklemleri kullanilarak

(Vx9)Y =VxoY —oVxY

=VxoY + Y ' (Y)X —o(VxY + ¥ n'(¥)X)
i=1 i=1
=VxQY —oVxY —¢ Y n/(Y)X
=1

=(VxQ)Y Z n'y
elde edilir. ]

Eger M Kaehler liflere sahip (21 + s)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik f-
manifold ise (2.5.7) ve (6.1.6) denklemleri kullanilarak
N
(VX@)Y =} [0 (8(@X,Y)& —n'(Y)@X) + g(hiX ¥ )& —n' (¥ )hiX]

i=1

- Y n'(¥)ex (6.1.7)

i=1

elde edilir.

Sonug 6.1.1. M, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile taniml M hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda VX, Y €
['(TM) igin,

Viki = —a@’X — ohX + X (6.1.8)

(Vi)Y = (VxR)Y —A(X)A(Y) (6.1.9)

denklemleri gecerlidir.

M ve M iizerindeki metrik g olsun. M iizerinde yari-simetrik metrik olmayan kon-

neksiyon V* ve M iizerine indirgenmis konneksiyon V olsun. Bu durumda M yari-
invaryant altmanifoldu tizerinde (0,2)-tipinden tensor alan1 m olmak iizere,

(ViY) = Vx¥ +m(X,Y) (6.1.10)
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olarak tanimlansin. (6.1.1) ve 6.1.4 denklemleri kullanilirsa

%XY+m(X,Y) :VXY+B(X,Y)+ZS:T]i(Y)X (6.1.11)
i=1
olur. (6.1.11) denkleminin teget ve normal kisimlar1 ayr1 ayr1 hesaplanirsa,
%XY:VXY+ini(Y)X (6.1.12)
i=1
ve

m(X,Y) =B(X,Y) (6.1.13)

olur. (6.1.2) ve (6.1.12) denklemleri kullanilirsa

0] S .
VxN = VxN+) n'(N)X
i=1

1

= —ANX—i—ini(N)X
i=1
= (Av+ L)X

elde edilir. Bu durumda yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile bir hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu i¢cin Gauss ve Weingarten

formiilleri VX,Y € T'(TM) ve N € T(TM™) igin,
ViY = VxY +B(X,Y) (6.1.14)
ve

s o
VEN = (—Ay+ Y 0(N)X + VN
i=1

= —ANX +ViyX (6.1.15)

dir. Burada B; M nin ikinci temel formu, Ax; N nin sekil operatoriidiir.

Teorem 6.1.2. Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu iizerine indirgenmis konnek-

siyon da yari-simetrik metrik olmayan konneksiyondur.
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Lemma 6.1.1. Integral altmanifoldlar: Kaehler liflere sahip yari-simetrik konneksiyonlu
bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold M nin yari-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda VX ,Y € I'(TM) igin,

P(u(X,Y)) = 9PVxY — i[(ow DN (Y)QPX +0'(Y)PtiX]  (6.1.16)
i=1

O(u(X,Y)) = QCB(X,Y) — Y. n'(Y)QrX (6.1.17)
i=1
B(X,QPY)+ %Lx(pQY = (pQ%XY +DB(X,Y)

—Z [(o+ 1M (Y)9QX — 1/ (Y) fiX] (6.1.18)

3 . .
- Y )’ (1X)E (6.1.19)
denklemleri gecerlidir.

ispat. VX,Y € I'(TM) igin (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri (6.1.7) denkleminde
yazilirsa

N

(V)Y = Y [o(8(@PX,Y)& —n'(Y)oPX —0'(Y)9OX) +g(hiX, Y )&;
i=1

—N'(Y)PtX —'(Y)01X —'(Y Z =/ (V) fiX

j:

—'(Y)9PX —1'(Y)pQX] (6.1.20)
bulunur. Diger taraftan (3.2.1), (6.1.14) ve (6.1.15) denklemleri kullanilirsa
(Vx@)Y = VxoY —oVxY
= VXQPY +V9QY — ¢(VxY +B(X,Y))
= VxQPY + B(X,QPY) — Agor X + V*x0QY

_ @PVyxY — 9OVxY — CB(X,Y) — DB(X,Y)
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(Vx@)Y = PVxQPY + QVx@PY + Y 1 (Vx@PY )&; + B(X,PY)
i=1

o S .
— PAgoy X — QAgor X + V> x0QY — Y ' (AporX)E
i=1

_ @PVyxY — QVxY — CB(X,Y) — DB(X,Y) 6.121)

elde edilir. (6.1.20) ve (6.1.21) denklemleri esitlenip D, D+, &; ve TM~ in vektor

alanlar1 dikkate alinip (3.2.4) denklemi kullanilarak ispat tamamlanir. [

Lemma 6.1.2. Integral altmanifoldlar: Kaehler liflere sahip yari-simetrik konneksiyonlu
bir hemen hemen Q-kosimplektik f-manifold M nin yari-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda VX ,Y € T(TM) igin,

OP(ANX) +P(VXCN) — P(ApyX,) (6.1.22)
O((CV-N) +ApyX — VXxCN) = 0, (6.1.23)
N(ApyX —VXCN) = ag(X,CN)+g(hX,N)E&,  (6.124)

B(X,CN)+@Q(AyX)+V+ xDN = DVIyN (6.1.25)
denklemleri gecerlidir.

Ispat. VX,Y € T(TM) ve N € TM~ igin (6.1.7) denkleminde Y = N alinirsa

N

(VN =Y [o(g(9X ,N)E — ' (N)9X) + g (X ,N)&; +1' (N)hiX] (6.1.26)
i=1

elde edilir. (6.1.26) denkleminde (3.2.1), (3.2.2), (6.1.14) ve (6.1.15) denklemleri kul-

lanilirsa

N

(V)N = VxoN — @VxN =Y [0ig(9X ,N)&; + g(hiX ,N)E;]
i=1

o o o S
VxCN +B(X,CN) — ApyX + V= xDN + @AnX — VN = Y [og(9X ,N)&; + g(h:X ,N)E/]
i=1

o o s e s
= PVXCN +QVxCN + Y ' (VxCN)&;+ B(X,CN) — PApyX — QApnX — ) (ApnX)&;
i=1 i=1

+ VDN + @PANX + @QANX — CV+-xN — DV+xN

zs" [og(X,CN)E; + g(hiX ,N)E,] (6.1.27)
i=1
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olur. (6.1.27) denkleminde D, D+, €; ve TM~ vektor alanlarina gore diizenlenirse ispat

tamamlanir. ]

Lemma 6.1.3. M, Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldun yari-invaryant altmanifoldu olsun. ¥X € I'(D) veya X €
(D) igin,

Vil = (a4 D)X — X — Cf.X, B(X,&) = —DfX (6.1.28)
Vel =0, B(E.E) =0 (6.1.29)
denklemleri gecerlidir.
Ispat. VX € ['(TM) icin (3.2.2), (3.2.3), (6.1.8) ve (6.1.14) denklemleri kullanilarak
Vi&i = Vxi+ B(X,5) = —0@?X — ohiX +X

=oX —a ) N(X)&—ehX+X
i=1

=X —o ) N'(X)& — orX — 9fiX +X
i=1

— X —a Y N (X)&—etX —CFX —DfX+X  (6.1.30)
i=1

elde edilir. (6.1.30) denkleminden (6.1.28) ve (6.1.29) denklemleri bulunur. Boylece ispat

tamamlanir. ]

Lemma 6.1.4. Integral altmanifoldlar: Kaehler liflere sahip yari-simetrik konneksiyonlu
bir hemen hemen Q-kosimplektik f-manifold M nn yari-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda VX ,Y € T'(D*) igin,
dir.

Ispat. VX,Y € T(D') ve VZ € T(TM) igin, (6.1.3), (6.1.7) ve (6.1.14) denklemleri kul-
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lanilarak

8(ApxY,Z) = g(B(Y,Z),9X)
=g(V2Y,0X)
—8(eVzY,X)
—8(Vz0Y —(V29)Y,X)
—8(VzoY,X) —g((VZz9)Y,X)
)

—g(Vz0Y,X

= 8(9Y,VZX)
= g(¢Y,B(Z,X))
= 8(AgrX,Z)
bulunur. Buradan ispat tamamlanir. [

Lemma 6.1.5. M, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli M hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda i €

{1,...,s} olmak iizere YU € T(D) ve V € T'(D") icin,
VU € (D) (6.1.32)
%@.v er(ph) (6.1.33)
dir.
Ispat. VX,Y,Z c T(TM),U € T(D) ve V € T'(D") igin,
(Vxe)(¥,2) = Z Z)+g(X,Zn'(Y)}
=Xg(Y,Z) —g(VyY,Z) — g(Y,ViZ) (6.1.34)

dir. k¢ € {1,...,s} olmak iizere (6.1.34) denkleminde Y =U € D, X =&, ve Z =&,

alinirsa,

N

(Ve8)(U,&0) = — ) {8(G, UM (&) +g(Ek.Eom'(U)}

i=1
= ‘tokg(Uaéf) —g(VEkU,Z) _g(U7V§k§€)
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elde edilip,
§(VeU,&) =0
bulunur. Ayrica (6.1.34) denkleminde X =&, Y=Ue€DZ=V ¢ D' alinirsa,
gVEkU,V) = —g(U,VEkV)
= g(¢’U, V¢, V)
= —g(QU,9V; 9V)
= —g(oU, Vg V)
=8(Ve,oU,0V)
=0.

elde edilir ve g(Ve U,V) = 0, bulunur. Buradan (6.1.32) denklemi elde edilir. Benzer
sekilde (6.1.33) denklemi de elde edilebilir. L]

Lemma 6.1.6. M, Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir hemen hemen
o-kosimplektik f-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda VX €

['(D) ve X € T(D%) icin,

g(X,1,Y)=g(t:X,Y), (6.1.35)
or:X +1,9X +CfiX =0, (6.1.36)
DfX + f,0X =0 (6.1.37)

denklemleri gecerlidir.
Ispat. VX,Y € I'(TM) igin, h; nin simetrikligi kullanilarak
8(X,hY) =g(hiX,Y)
gX,nY + fiY) = g(t:X,Y) +g(fiX,Y)
gX,nY) +e(X, fiY) = g(tiX,Y) + ¢(fiX,Y)

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa (6.1.35) denklemi elde edilir. (2.5.4), (3.2.2) ve
(3.2.3) denklemleri kullanilirsa

OLX 4+ ;0X +CfiX +DfiX + f:0X =0 (6.1.38)
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denklemi elde edilir. (6.1.37) denkleminin teget ve normal bilesenleri karsilastirilirsa

(6.1.36) ve (6.1.37) denklemleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [l
6.2 Distribiisyonlarin Integrallenebilirligi

Teorem 6.2.1. M, yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir hemen hemen
o-kosimplektik f-manifold M nin yari-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda D dis-

tribiisyonu integrallenemez.

Ispat. VX,Y € I'(D) icin (6.1.28) ve (6.1.36) denklemleri kullamlarak

$((X.¥].&) = g(Vx¥.&) — 5(V¥X.E)
= —g(Y, %Xé) +g(X,%Y§i)
=—gY,aX —ot;X —CfiX)+g(X,0Y — ;Y —CfiY)
=g(Y,0rX) +g(Y,CfiX) — g(X, 1Y) — g(X,CfiY)
=g(Y, 91X +CfiX) — g(X,01Y + CfiY)
= —g(¥,:9X) + (X, 1;0Y)
= —g(t:Y,0X) +g(tiX, 9Y)
= —g(¥,1;9X) — g(pt:X,Y)
= —g(Y,4,0X + ¢t;X)

— g(¥,CfX) #0
elde edilir. Buradan da D distribiisyonun integrallenemedigi acik bir sekilde goriiliir. [

Teorem 6.2.2. Integral altmanifoldlar: Kaehler liflere sahip yari-simetrik konneksiyon ile
tamimli bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold M nn yari-invaryant altmanifoldu
M olsun. Bu durumda D & Sp{&,...,Es} distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin
gerek ve yeter sart

B(X,Y) = B(gX,Y) (6.2.1)

dir.
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Ispat. VX,Y € D@ Sp{&,...,E} igin, (6.1.18) denkleminden
B(X,pPY) = 9QVxY +DB(X,Y) 6.2.2)
elde edilir. (6.2.2) denkleminde X ile Y nin yerleri degistirilirse
B(Y,0PX) = QVyX + DB(Y,X) (6.2.3)
bulunur. (6.2.2) ve (6.2.3) denklemleri taraf tarafa cikarilirsa
B(X,pPY)—B(Y,pPX) = @Q[X,Y]| =0
sonucu elde edilir. [

Teorem 6.2.3. Integral altmanifoldlar: Kaehler liflere sahip yari-simetrik konneksiyon ile
tamimli bir hemen hemen o-kosimplektik f-manifold M nin yari-invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda D= distribiisyonu integrallenebilirdir.
Ispat. VX,Y € I'(D') igin (3.2.4) denklemi kullanilirsa

UX,Y)=—AgorX (6.2.4)
elde edilir. (6.1.16) denklemine @ uygulanir (6.2.4) denkleminde yerine yazilirsa

—P(AporX) = (pZP%XY — _PVyY + i n' (P%XY)Q,- (6.2.5)

i=1
bulunur. Buradan

PVxY = 0P(AgorX) (6.2.6)
elde edilir. (6.2.5) denkleminde X ile Y nin yerleri degistirilerek

PVyX = @P(AgoxY) 6.2.7)
yazilir. (6.2.6) ve(6.2.7) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

OP(AgyX —ApxY) = P[X,Y] (6.2.8)

bulunur. (6.1.31) denklemi (6.2.8) denkleminde yazilirsa P([X,Y]) = O elde edilir. Bu-

radan da [X,Y] € T'(D") oldugu sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.
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