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Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır. Birin-
ci bölümde, konunun tarihsel gelişimi ve bu tezde ele alınan problemlerin tanıtımı
yapılmaktadır. İkinci bölümde diğer bölümlere faydalı olacak temel tanım ve kavram-
lar ele alınmaktadır.

Üçüncü bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların bir alt sınıfı olan
invaryant altmanifoldlar çalışılmaktadır. Bu tür altmanifoldlar için eğrilik özellikleri ve
bu özellikler kullanılarak bazı sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca bu bölümde hemen hemen
α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant altmanifoldlarının bazı özellikleri ile dist-
ribüsyonların integrallenebilirliği incelenip bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Dördüncü bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar üzerinde çeyrek-
simetrik metrik konneksiyon tanımlanmaktadır. Çeyrek-simetrik metrik konneksiyona
göre bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun eğrilik tensörü ve Ricci tensörü
ile skaler eğriliği elde edilmiştir. Ayrıca bu konneksiyona göre genelleştirilmiş rekürent,
ϕ− rekürent hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlarının var olmadığı gösterilmiştir.

Beşinci bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar üzerinde yarı-
simetrik metrik olmayan konneksiyon tanımlanmaktadır. Ayrıca bu konneksiyona göre
hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların Riemann eğrilik tensörü ve Ricci eğrilik
tensörü incelenip bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Altıncı bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar üzerinde yarı-
simetrik metrik olmayan konneksiyona göre yarı-invaryant alt manifoldları tanımlanıp
bazı sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca distribüsyonların integrallenebilirliği ile ilgili de
bazı sonuçlar elde edilmiştir

ANAHTAR KELİMELER: Hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar, Çeyrek
simetrik metrik konneksiyon, İnvaryant alt manifold, Yarı-invaryant alt manifold, Yarı-
simetrik metrik olmayan konneksiyon.
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This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the motivation of the prob-
lems and their background are presented. In the second chapter, we give some notions
and definitions which will be used in the others chapters.

In the third chapter, we define the invariant submanifold of almost α−cosymplectic
f−manifolds. We have investigate the curvature properties and have given some results
for invariant submanifolds of almost α−cosymplectic f−manifolds. We also present
some theorems for semi-invariant submanifolds of almost α−cosymplectic f−manifolds
and investigate the integrability of the distributions.

In the fourth chapter, we define almost α−cosymplectic f−manifolds endowed with
a quarter-symmetric metric connection. We have calculated the curvature, the Ricci
tensor and the scaler curvature with respect to a quarter-symmetric metric connection.
Moreover, we show that there is not generalized recurrent, ϕ−recurrent α−cosymplectic
f−manifolds.

In the fifth chapter, we introduce almost α−cosymplectic f−manifolds endowed
with a semi-symmetric non-metric connection. We also investigate the Riemann curvature
tensor field, the ricci tensor field and give some theorems for almost α−cosymplectic
f−manifolds.

In the sixth chapter, we define semi-invariant submanifold of almost
α−cosymplectic f−manifolds endowed with a semi-symmetric non-metric con-
nection and obtain some results. Moreover, we obtain the integrability of distributions
and their results.

KEYWORDS: Almost α− cosymplectic f− manifolds, quarter symmetric met-
ric connection, invariant submanifold, semi-invariant submanifold, semi-symmetric non-
metric connection.
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lerini esirgemeden beni yönlendiren danışman hocalarım sayın Prof. Dr. Ali İhsan
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iii
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1. GİRİŞ

Değme geometri bundan iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin ge-

ometrik optikler üzerindeki çalışmalarından doğmuştur. Sophus Lie, Elie Carton ve Dar-

box gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çalışmalar yapmıştır. Değme geometrinin

köklerine, 1872 de Lie’nin değme transformasyonu diferensiyel denklem sistemlerinin

çalışılmasında geometrik bir araç olarak ifade edilmesiyle tanımlanır. Değme geometrinin

uygulamalarına optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da rastlanmaktadır. Mani-

foldlar teorisinde hemen hemen değme manifoldlar çok önemli bir yere sahiptir. (2n+1)-

boyutlu bir C∞ sınıfından diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant demetlerinin grup

yapısı U(n)× 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen değme manifold denir. İlk

olarak, 1959 yılında Gray tek boyutlu manifoldlar üzerinde yaptığı çalışmada U(n)× 1

yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme yapılarını tanımlamıştır. Buna

göre, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme yapısı

ϕ
2X =−X +η(X)ξ, η(ξ) = 1

denklemlerini sağlayan (1,1)-tipli bir tensör alanı ϕ, bir vektör alanı ξ ve bir 1-form olan

η ile oluşturulan (ϕ,ξ,η)-üçlüsü ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yılında Sasaki (ϕ,ξ,η)

hemen hemen değme yapısı üzerinde

g(ϕX ,ϕY ) = g(X ,Y )−η(X)η(Y )

η(X) = g(X ,ξ)

denklemleriyle verilen uygun bir g metriği tanımlayarak hemen hemen değme metrik

yapıyı tam olarak ifade etmiştir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen değme

manifoldlar için normallik şartının J kompleks yapısının J2 = −I integrallenebilmesi

olduğunu ispatlamışlardır.

1963 de Yano, hemen hemen kompleks ve hemen hemen değme yapıların bir genellemesi

olan f -yapıyı tanımladı[24]. 1969 da Goldberg ve Yano, kosimplektik manifoldu

tanımlamışlardır[25]. Bu tanımlamayı takip eden yıllarda özellikle Olszak kosimplek-

tik manifoldlar üzerinde bir çok çalışmaya imza atmıştır([34],[35], [36]). 1972 yılında
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Kenmotsu hemen hemen değme metrik manifoldlar üzerinde yeni bir karakterizasyon ve

sınıflama ortaya koymuştur. Bu sınıflama Kenmotsu manifold olarak adlandırılmıştır[31].

1981 yılında Vanhecke hemen hemen değme yapılarını ele aldığı çalışmasında hemen

hemen Kenmotsu manifoldlarını genişleterek hemen hemen f -Kenmotsu manifoldları

tanımlamıştır[26].

2005 yılında Kim ve Pak hemen hemen α-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik

yapılarını birleştirerek hemen hemen değme metrik manifoldların geniş bir alt sınıfı olan

hemen hemen α-kosimplektik manifold kavramını tanımlamışlardır[30]. (M,ϕ,ξ,η,g),

(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik yapısı

dη = 0, dΦ = 2αη∧Φ

şartlarını sağlar. Burada α, keyfi bir reel sayı ve Φ, temel 2-formdur. Özel olarak α = 0

durumunda hemen hemen kosimplektik veya α 6= 0 durumunda ise hemen hemen α-

Kenmotsu manifoldları elde edilir. Normallik şartı altında ise α-kosimplektik manifold

ya kosimplektik ya da α-Kenmotsu manifoldudur.

2014 yılında Öztürk ve arkadaşları yukarıda sözü edilen yapıları genelleştirerek

çatılı manifoldların yeni bir sınıfı olan hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldları

tanımlayarak bu manifoldlar üzerinde bazı tensör alanlarını çalışmışlardır[41].

(M,ϕ,ξi,η
i,g), (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold yapısı

dη
i = 0, dΦ = 2αη̄∧Φ

şartlarını sağlar. Burada α, keyfi bir reel sayı Φ, temel 2-form η̄ = ∑
s
i=1 ηi dır. Özel

olarak, bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold,

(i) α = 0 ise hemen hemen C-manifold,

(ii) α = 1 ise hemen hemen genelleştirilmiş Kenmotsu manifold,

(iii) α = 0, s = 1 ise hemen hemen kosimplektik manifold,

(iv) α = 1, s = 1 ise hemen hemen Kenmotsu manifold,

(v) α 6= 0, s = 1 ise hemen hemen α-Kenmotsu manifold

olur[48].
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İnvaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar 1976 da Yano ve Kon tarafından tanımlandı ve

Sasakian manifoldun bir invaryant altmanifoldunun yine Sasakian yapıya sahip olduğu

görüldü([33], [47]). Yarı-paralel immersiyon tanımı ilk kez 1985 de Deprez tarafından

verildi[18]. Deprez çalışmasında Öklid uzayında yarı-paralel hiperyüzeyleri sınıflandırdı.

Daha sonra Arslan et al. tarafından[4] 2-yarı-paralel immersiyonlar tanıtıldı. Yano ve

Kon bir altmanifoldun ikinci temel formu paralel, 2-paralel veya yarı-paralel olduğunda

bu altmanifoldun tamamen jeodezik olduğunu gösterdiler([33], [48]). 1978 yılında Be-

jancu bir hemen hemen Hermityen manifoldun invaryant ve anti-invaryant altmanifold-

larını da içeren CR-altmanifoldlarını tanımladı[5]. Bu kavram Bejancu ve Papaghuic

tarafından hemen hemen değme manifoldlara genişletildi ve yarı-invaryant altmanifold

olarak adlandırılan yeni bir altmanifold sınıfı tanımlandı[7]. Daha sonra farklı tipteki alt-

manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları pek çok yazar tarafından çalışıldı. 2004 de

Kim et al. tarafından nearly trans-Sasakian manifoldların Yarı-invaryant altmanifoldları

incelenip bu altmanifoldlar üzerinde tanımlanan distribüsyonların integrallenebilirliği ile

ilgili bazı sonuçlar elde edildi[29].

İlk kez 1975 yılında Golab tarafından tanımlanan çeyrek-simetrik metrik konneksiyon

tanımlandı[22]. 2007 de Özgür tarafından genelleştirilmiş rekürent Kenmotsu manifold-

ları çalışıldı[39]. 2008 de Sular et al. tarafından çeyrek-simetrik metrik konneksiyona

göre Kenmotsu manifoldlar çalışıldı[45].

Bir Riemann manifold üzerinde yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon tanımı Agashe

ve Chafle tarafından verilmiştir([1],[2]). Sonraki çalışmalarda De, Kamilya, Sengaptu

ve Binh tarafından üzerinde yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon tanımlı Riemann

manifoldların farklı özellikleri elde edilmiştir([16], [42], [43]).

Bu tez çalışması hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların geometrisi üzerine

inşaa edilmiştir. Altı bölümden oluşan bu tezin ilk bölümü konu hakkında genel bir fikir

verme ve konunun tarihi gelişimi ile ilgili bilgi vermek üzere giriş bölümüne ayrılmıştır.

İkinci bölümde konu ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Tezin orjinal bölümleri üçüncü bölümden itibaren başlamaktadır. Üçüncü bölümde
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iki alt kısımdan ibarettir. Birinci alt kısımda, hemen hemen α-kosimplektik f -

manifoldların bir alt sınıfı olan invaryant altmanifoldları incelenmiştir. Bu tür altmani-

foldlar için eğrilik özellikleri ve bu özellikler kullanılarak bazı sonuçlar elde edilmiştir.

İkinci alt kısımda, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant alt-

manifoldlarının bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca distribüsyonların integrallenebilirliği

incelenmiş olup bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Dördüncü bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar üzerinde çeyrek-

simetrik metrik konneksiyon tanımlanmaktadır. Çeyrek-simetrik metrik konneksiyona

göre bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun eğrilik tensörü ve Ricci tensörü

ile skaler eğriliği elde edilmiştir. Ayrıca çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre

genelleştirilmiş rekürent ve ϕ-rekürent hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlarının

var olmadığı gösterilmiştir.

Beşinci bölümde, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldların tanımı yapılarak bazı sonuçlar elde edildi. Ayrıca yarı-

simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların

Riemann eğrilik tensörü ve Ricci eğrilik tensörü icelenmiş ve bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Son bölümde ise, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant altmanifoldarı ele alındı. Bu bölüm iki alt

kısımdan oluşmuştur. Birinci alt kısımda yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu

hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant altmanifoldarı tanımlanarak

bazı sonuçlar elde edildi . İkinci alt kısımda ise, distribüsyonların integrallenebilirliği in-

celenip bazı sonuçlar elde edilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldları

Tanım 2.1.1. M bir C∞ manifold olsun. M üzerindeki C∞ vektör alanlarının uzayı χ(M)

ve M den R ye C∞ fonksiyonlarının uzayı C∞(M,R) olmak üzere

g : χ(M)×χ(M)→C∞(M,R)

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik, 2-lineer Riemann metriği g ile birlikte M ye bir

Riemann manifoldu adı verilir [20].

Tanım 2.1.2. M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M üzerindeki C∞ vektör

alanlarının uzayı χ(M) olmak üzere

∇ : χ(M)×χ(M)→ χ(M)

(X ,Y )→ ∇(X ,Y ) = ∇XY

dönüşümü ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) ve ∀ f ,g ∈C∞(M,R) için,

(i) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇X Z,

(ii) ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,

(iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y

özelliklerini sağlıyor ise ∇ ya M üzerinde bir Afin Konneksiyon adı verilir [12].

Tanım 2.1.3. M bir manifold ve M üzerindeki konneksiyon ∇ olsun. Bu durumda

T : χ(M)×χ(M) → χ(M)

(X ,Y ) → T (X ,Y ) = ∇XY −∇Y X− [X ,Y ]

olarak tanımlanan vektör değerli tensöre M üzerinde tanımlı ∇ konneksiyonunun torsiyon

tensörü denir [12].

Tanım 2.1.4. M bir manifold ve M üzerindeki ∇ konneksiyonunun torsiyon tensörü T

olsun. Eğer T = 0 ise ∇ konneksiyonuna simetriktir veya sıfır torsiyonludur denir [12].
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Tanım 2.1.5. M bir C∞ manifold ve ∇ da Mn üzerinde bir afin konneksiyon olsun.

∀X ,Y,Z ∈ χ(M) olmak üzere, ∇ dönüşümü

(i) ∇XY −∇Y X = [X ,Y ] (Sıfır torsiyon özelliği),

(ii) Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇X Z) (Metrikle bağdaşabilme özelliği)

şartlarını sağlıyorsa, ∇ ya M üzerinde Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita kon-

neksiyonu adı verilir [48].

Tanım 2.1.6. (Mn,g) bir Riemann manifoldu, ∇ da M üzerinde Levi-Civita konneksiyonu

olsun.

R : χ(M)×χ(M)×χ(M)→ χ(M)

R(X ,Y,Z) = ∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z (2.1.1)

ile tanımlanan R fonksiyonu M üzerinde bir (1,3)-tensör alanıdır ve Mn nin Riemann

eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Ayrıca R(X ,Y,Z,W ) = g(R(X ,Y )Z,W ) tensörüne M

nin Riemann-Christoffel eğrilik tensörü adı verilir.

∀X ,Y,Z,V,W ∈ χ(M) için Riemann eğrilik tensörü R;

(i) R(X ,Y )Z =−R(Y,X)Z,

(ii) g(R(X ,Y )V,W ) =−g(R(X ,Y )W,V ),

(iii) R(X ,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(iv) g(R(X ,Y )V,W ) = g(R(V,W )X ,Y ),

(v) g(X ,R(Y,Z)W ) = R(Y,Z,W,X)

özelliklerine sahiptir [37].

Önerme 2.1.1. (Mn,g) bir Riemann manifold, ∇ da Mn üzerinde bir Levi-Civita konnek-

siyonu ve E, (1,1)-tipli bir tensör alanı olsun. Bu durumda,

(∇X E)Y = ∇X EY −E(∇XY )

dir [37].

Önerme 2.1.2. (Mn,g) bir Riemann manifold olsun. F simetrik bir tensör alanı olmak

üzere, ∀X ,Y,Z vektör alanları için,

g((∇X F)Y,Z) = g(Y,(∇X F)Z)
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eşitliği geçerlidir [37].

Önerme 2.1.3. (Mn,g) bir Riemann manifold olsun. G ters simetrik bir tensör alanı

olmak üzere, ∀X ,Y,Z vektör alanları için,

g((∇X G)Y,Z) =−g(Y,(∇X G)Z)

dir [37].

Tanım 2.1.7. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve {e1, ...,en} lokal ortonormal vektör alan-

ları χ(M) nin bir bazı olsun. ∀X ,Y ∈ χ(M) olmak üzere

S : χ(M)×χ(M)→C∞(M,R)

(X ,Y )→ S(X ,Y ) =
n

∑
i=1

g(R(ei,X)Y,ei) (2.1.2)

şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki S tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü adı

verilir. Ayrıca Q Ricci operatörü

g(QX ,Y ) = S(X ,Y )

biçiminde tanımlanır [19].

Tanım 2.1.8. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve {e1, ...,en} lokal ortonormal vektör alan-

ları χ(M) nin bir bazı olmak üzere,

r =
n

∑
i=1

S(ei,ei) (2.1.3)

değerine Mn nin skaler eğriliği denir [48].

Tanım 2.1.9. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve k ≥ 1 için (0,k)-tipinde bir tensör alanı

T olsun. T nin kovaryant türevi ∇T olmak üzere ∀X ,X1, ...,Xk ∈ χ(M) için,

(∇T )(X1,X2, ...,Xk;X) = (∇X T )(X1,X2, ...,Xk)

= ∇X(T (X1,X2, ...,Xk))−
k

∑
i=1

T (X1, ...,∇X Xi, ...,Xk) (2.1.4)

biçiminde tanımlanır[19].
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Tanım 2.1.10. M, n-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda M nin her noktasına r-

boyutlu bir lineer altuzay karşılık getiren ve

D :M −→∪TpM

p−→ Dp ⊂ TpM

şeklinde tanımlanan D dönüşümüne M üzerinde distribüsyon (dağılım) denir. Eğer her

p ∈M noktası için Dp de r-tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı var ise

D distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir denir. Eğer ∀p ∈ M için Dp = TpM ise D ye

integrallenebilirdir denir [27].

Tanım 2.1.11. Mn, diferensiyellenebilir bir manifold ve Mn üzerinde (r,s)-tipinde

simetrik bir tensör A olsun. Bu durumda, 1≤ a < b≤ s reel sayıları ve keyfi bir r değeri

için;

Cab : χ
r
s(M)→ χ

r
s−2(M)

(CabA)i1...ir
j1... js−2

= ∑
p,q

gpqAi1,...,ir
j1... p

a.bilesen
... q

b.bilesen
... js−2

biçiminde tanımlanan Cab operatörüne a. ve b. bileşenlere göre A tensörünün metrik

kontraksiyonu adı verilir. Böylece kontraksiyon operatörü, (r,s)-tipindeki bir tensörü

(r−1,s−1)- tipindeki bir tensöre dönüştürür [37].

Tanım 2.1.12. (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin R eğrilik tensörü

∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

(∇X R)(Y,Z)W = 0 (2.1.5)

koşulunu sağlıyorsa M ye lokal simetriktir denir [9].

Tanım 2.1.13. (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde bir U tanjant vektör

alanını, A 6= 0 1-formu yardımı ile

g(X ,U) = A(X)

8



biçiminde tanımlayalım. Mn nin R eğrilik tensörü ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

(∇X R)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W (2.1.6)

eşitliğini sağlıyorsa M ye rekürenttir denir [9].

Tanım 2.1.14. (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde U ve V tanjant vektör

alanlarını, A ve β 6= 0 , 1-formları yardımı ile

g(X ,U) = A(X), g(X ,V ) = β(X)

biçiminde tanımlayalım. M nin R eğrilik tensörü ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

(∇X R)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W +β(X)[g(Z,W )Y −g(Y,W )Z] (2.1.7)

eşitliğini sağlıyorsa M ye genelleştirilmiş rekürenttir denir [15].

Tanım 2.1.15. Mn bir C∞ manifold ve Mn üzerindeki bir vektör alanı X olmak üzere, X

ile gerilmiş lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup ϕt olsun. Bu durumda, K bir tensör

alanı olmak üzere P ∈Mn için,

(LX K)P = lim
t→0

1
t
[KP− (ϕtK)P] (2.1.8)

şeklinde tanımlanan LX K dönüşümüne X yönünde K nın Lie türevi denir ve LX K ile

gösterilir[48].

Önerme 2.1.4. Mn bir C∞ manifold ve Mn üzerindeki bir X vektör alanı yönündeki Lie

türevi için,

(i) LX(Y ⊗Z) = (LXY )⊗Z +Y ⊗ (LX Z), (Y , Z herhangi tensör alanları)

(ii) LX f = X( f ), ( f , K cismi üzerinde bir fonksiyon )

(iii) LXV = [X ,V ], V ∈ χ(Mn),

özellikleri geçerlidir [48].

Tanım 2.1.16. (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektör alanı için, LX g = 0

ise X vektör alanına bir Kiling vektör alanı denir [48].
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2.2 Riemann Manifoldlarının Altmanifoldları

Tanım 2.2.1. M,n-boyutlu bir manifold ve M̃, (n+d)-boyutlu manifold olsun.

f : M→ M̃, C∞ dönüşümü için, boy( f∗(TpM)) = q ise f nin p ∈M noktasındaki rankı q

olup, rank( f ) = q ile gösterilir. Eğer boy(M) = rank( f ) ise f ye immersiyon (daldırma)

denir. Bu durumda M ye de M̃ nin immersed altmanifoldu denir.

f immersiyonu 1−1 ise f ye imbedding (gömme), M ye de M̃ nin gömülen altmani-

foldu ya da sadece altmanifoldu denir [10].

Tanım 2.2.2. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. f : M→ M̃ immersiyon olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(TpM) için,

g(X ,Y ) = g̃( f∗X , f∗Y )

ise f ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) adı verilir [10].

Tanım 2.2.3. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. ∇ ve ∇̃ sırası ile M ve M̃ nin Levi-Civita konneksiyonları

olsun. Böylece X ve Y, M üzerinde vektör alanları olmak üzere,

B : χ(M)×χ(M)→ χ
⊥(M)

∇̃XY = ∇XY +B(X ,Y ) (2.2.1)

yazılır. (2.2.1) denklemine Gauss eşitliği denir. Burada ∇XY ve B(X ,Y ), sırasıyla ∇̃XY

nin teğet ve normal bileşenleridir. Burada B ye M nin ikinci temel formu adı verilir [10].

Tanım 2.2.4. B = 0 ise M ye total jeodezik altmanifoldu denir [10].

Tanım 2.2.5. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. M ye normal birim vektör alanı N ve−ANX , ∇⊥X N sırasıyla

∇̃X N nin teğet ve normal bileşenleri olmak üzere,

A : χ
⊥(M)×χ(M)→ χ(M)
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∇̃X N =−ANX +∇
⊥
X N (2.2.2)

yazılır. (2.2.2) denklemine Weingarten denklemi denir. Burada AN ye şekil operatörü,

∇⊥ konneksiyonuna da M nin T⊥M normal demetindeki normal konneksiyon adı verilir

[10].

Aşağıdaki lemma ikinci temel form ve şekil operatörü arasındaki ilişkiyi vermekte-

dir.

Lemma 2.2.1. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ χ(M) ve N ∈ χ⊥(M) için

g(ANX ,Y ) = g(B(X ,Y ),N) (2.2.3)

dir [10].

Tanım 2.2.6. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. M nin eğrilik tensörü R ve M̃ nin eğrilik tensörü R̃ olmak

üzere Gauss ve Weingarten formüllerini kullanarak ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için,

R̃(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z−AB(Y,Z)X +AB(X ,Z)Y +(∇X B)(Y,Z)− (∇Y B)(X ,Z) (2.2.4)

elde edilir. Eğer W vektör alanı M ye teğet alınırsa,

g(R̃(X ,Y )Z,W ) = g(R(X ,Y )Z,W )+g(B(Y,W ),B(X ,Z))−g(B(X ,W ),B(Y,Z)) (2.2.5)

olur. Burada (2.2.5) ile tanımlanan denkleme Gauss denklemi adı verilir. Gauss denk-

leminin teğet ve normal bileşenleri sırasıyla,

(R̃(X ,Y )Z)T = R(X ,Y )Z +AB(X ,Z)Y −AB(Y,Z)X (2.2.6)

ve

(R̃(X ,Y )Z)⊥ = (∇X B)(Y,Z)− (∇Y B)(X ,Z) (2.2.7)

biçiminde olup (2.2.7) denklemine Codazzi denklemi denir [48].
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Tanım 2.2.7. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın alt manifoldu olsun. M üzerindeki bir x ∈ M için TxM nin lokal ortonormal

çatısı {e1, ...,en} olsun. Bu durumda

H =
1
n

izB =
1
n

n

∑
i=1

B(ei,ei) (2.2.8)

biçiminde tanımlı H vektör alanına M nin ortalama eğrilik vektör alanı denir [10]. Eğer

H = 0 ise M ye minimal altmanifold denir [10].

Tanım 2.2.8. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+ d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. ∀X ,Y ∈ χ(M) olmak üzere

B(X ,Y ) = g(X ,Y )H (2.2.9)

eşitliği sağlanıyorsa M ye total umbilik altmanifold adı verilir [10].

Tanım 2.2.9. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere M,

M̃ nın altmanifoldu olsun. B ikinci temel formu ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için B nin X yönündeki

kovaryant türevi ∇̂B,

(∇̂X B)(Y,Z) = ∇
⊥
X (B(Y,Z))−B(∇XY,Z)−B(Y,∇X Z) (2.2.10)

şeklinde tanımlıdır. ∇̂B (0,3)-tipli bir tensör alanıdır ve M altmanifoldunun üçüncü temel

formu olarak adlandırılır. Ayrıca, ∇̂ ya Van der Waerden-Bortolotti konneksiyonu adı

verilir. Eğer ∇̂B = 0 ise Mn altmanifoldu paralel ikinci temel formludur denir.

Tanım 2.2.10. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için R̂.B;

(R̂(X ,Y ).B)(Z,W ) = R⊥(X ,Y )B(Z,W )−B(R(X ,Y )Z,W )

−B(Z,R(X ,Y )W ) (2.2.11)

ile tanımlanır[18]. Eğer M nin her noktasında

R̂.B = 0

ise M ye M̃ nın semiparalel altmanifoldu adı verilir.
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Tanım 2.2.11. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun B ikinci temel formunun ∇̂2B kovaryant

türevi ∇̂2, ∀X , Y, Z,W ∈ χ(M) için,

(∇̂2B)(Z,W,X ,Y ) =(∇̂X ∇̂Y B)(Z,W )

= ∇
⊥
X ((∇̂Y B)(Z,W ))− (∇̂Y B)(∇X Z,W )

− (∇̂X B)(Z,∇YW )− (∇̂∇XY B)(Z,W ) (2.2.12)

şeklinde tanımlıdır. Eğer

∇̂
2B = 0 (2.2.13)

ise M ye paralel üçüncü temel formlu veya 2-paraleldir denir [10].

Tanım 2.2.12. M ve M̃ sırasıyla n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere

M, M̃ nın altmanifoldu olsun. ∀X ,Y,Z,W,U ∈ χ(M) için R̂ · ∇̂B;

(R̂(X ,Y ) · ∇̂B)(Z,W,U) = R⊥(X ,Y )(∇̂B(Z,W,U))

− (∇̂B)(R(X ,Y )Z,W,U)

− (∇̂B)(Z,R(X ,Y )W,U)

− (∇̂B)(Z,W,R(X ,Y )U) (2.2.14)

ile tanımlanır. Eğer M nin her noktasında

R̂ · ∇̂B = 0 (2.2.15)

ise M ye 2-semiparalel altmanifold adı verilir [4].

2.3 Hemen Hemen Değme Metrik manifoldlar

Tanım 2.3.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ϕ,(1,1)-

tipinde bir tensör alanı, ξ, bir vektör alanı ve η, M üzerinde bir diferensiyellenebilir
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1-form olmak üzere, ∀X ∈ χ(M) için (ϕ,ξ,η) üçlüsü;

η(ξ) = 1, (2.3.1)

ϕ
2(X) =−X +η(X)ξ, (2.3.2)

koşullarını sağlıyor ise bu üçlüye M de hemen hemen değme yapı ve (M,ϕ,ξ,η)

dörtlüsüne de hemen hemen değme manifold denir [48].

Burada

ϕ : χ(M)
lineer−→

1:1 ve örten
χ(M)

η : χ(M) dif.bilir−−−−→ C∞(M,R)

ξ : M → χ(M)

dır.

Tanım 2.3.2. M, (2n+ 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde

her noktada,

η∧ (dη)n 6= 0 (2.3.3)

şartını sağlayan bir η diferensiyel 1-formu varsa η ya M nin değme yapısı, (M,η) ikilisine

de değme manifold denir. Ayrıca η∧(dη)n 6= 0 bağıntısı M manifoldu üzerinde bir hacim

elementine karşılık gelir. Burada (dη)n, dη nın kendisi ile n-defa dış çarpımını gösterir,

yani

(dη)n = dη∧dη∧ ...∧dη︸ ︷︷ ︸
n-defa

dır. η, 1-form olduğundan dη, 2-form ve η∧ (dη)n ifadesi (2n+ 1)-form olur. Bu se-

bepten dolayı değme manifoldlar (2n+1)-boyutlu manifoldlardır[8].

Tanım 2.3.3. M hemen hemen değme manifoldu üzerinde X 6= ξ için,

η(ξ) = 1 ve dη(ξ,X) = 0

olacak biçimde bir tek ξ ∈ χ(M) vektör alanı var ise; ξ ye η-değme yapısının karakteris-

tik vektör alanı denir [8].
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Örnek 2.3.1. M, 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her x,y,z noktası

civarında η= coszdx+sinzdy diferensiyel 1-formu için Tanım 2.3.3 deki şartları sağlayan

bir tek ξ ∈ χ(M) vektör alanı

ξ = cosz
∂

∂x
+ sinz

∂

∂y

dır. Buradan

dη = sinzdx∧dz+ coszdz∧dy

olup bir X ∈ χ(M) için;

dη(X ,ξ) = (sinzdx∧dz+ coszdz∧dy)(X ,ξ)

= sinz[dx(X)dz(ξ)−dx(ξ)dz(X)]+ cosz[dz(X)dy(ξ)−dz(ξ)dy(X)]

= sinz[dx(X)dz(cosz
∂

∂x
+ sinz

∂

∂y
)−dx(cosz

∂

∂x
+ sinz

∂

∂y
)dz(X)]

+ cosz[dz(X)dy(cosz
∂

∂x
+ sinz

∂

∂y
)−dz(cosz

∂

∂x
+ sinz

∂

∂y
)dy(X)]

=−sin2 zdx(X)dz(
∂

∂x
)+ sinzcoszdx(X)dz(

∂

∂y
)− sinzcoszdx(

∂

∂x
)dz(X)

− sin2 zdx(
∂

∂y
)dz(X)+ cos2 zdz(X)dy(

∂

∂x
)+ coszsinzdz(X)dy(

∂

∂y
)

+ coszsinzdz(
∂

∂x
)dy(X)− cos2 zdz(

∂

∂y
)dy(X)

=−sinzcoszdx(
∂

∂x
)dz(X)+ coszsinzdz(X)dy(

∂

∂y
)

=−sinzcoszdz(X)+ coszsinzdz(X)

denklemi yardımıyla

dη(X ,ξ) = 0
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bulunur. Ayrıca

η(ξ) = (coszdx+ sinzdy)(cosz
∂

∂x
+ sinz

∂

∂y
)

= cos2 zdx(
∂

∂x
)+ coszsinzdx(

∂

∂y
)+ sinzcoszdy(

∂

∂x
)+ sin2 zdy(

∂

∂y
)

=cos2 z+ sin2 z

= 1

dır. Dolayısıyla ξ,η değme yapısının karakteristik vektör alanı olur [32].

Teorem 2.3.1. (M,ϕ,ξ,η) dörtlüsü hemen hemen değme manifold olmak üzere X , ξ ∈

χ(M), X 6= ξ ve ϕ : χ(M) lineer−−−→ χ(M) dönüşümü için,

ϕ(ξ) = 0,

ηoϕ = 0,

rankϕ = 2n

eşitlikleri sağlanır [48].

Tanım 2.3.4. (M2n+1,ϕ,ξ,η) bir hemen hemen değme yapısı ile verilsin. M2n+1 üzerinde

bir g Riemann metriği

η(X) = g(X ,ξ) (2.3.4)

g(ϕX ,ϕY ) = g(X ,Y )−η(X)η(Y ) (2.3.5)

koşullarını sağlıyorsa g metriğine M2n+1 üzerinde hemen hemen değme metrik,

(ϕ,ξ,η,g) yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve (ϕ,ξ,η,g) yapısı ile M2n+1

ye de hemen hemen değme metrik manifold denir [48].

Teorem 2.3.2. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen değme manifoldu üzerinde ∀X ,Y ∈ χ(M)

için,

g(ϕX ,ϕY ) = g(X ,Y )−η(X)η(Y )

olacak şekilde bir g Riemann metriği daima vardır [48].
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Sonuç 2.3.1. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen değme manifoldu verilmiş olsun. ∀X ,Y ∈

χ(M) için,

g(ϕX ,Y ) =−g(X ,ϕY ) (2.3.6)

dır. Yani ϕ, g ye göre anti-simetrik tensör alanıdır [48].

Teorem 2.3.3. (2n+ 1)-boyutlu M hemen hemen değme manifoldu verilmiş olsun. M

üzerinde bir η, değme yapısı verildiğinde, ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

ϕ : χ(M) lineer−−−→ χ(M)

g(X ,ϕY ) = dη(X ,Y )

olacak şekilde (ϕ,ξ,η,g) hemen hemen değme metrik yapısı vardır [48].

Önerme 2.3.1. (M2n+1,ϕ,ξ,η,g) bir hemen hemen değme metrik manifold ve ∇, M

üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu olsun. ∀X ,Y,∈ χ(M) için;

(i) (∇X Φ)(Y,Z) = g(Y,(∇X ϕ)Z)

(ii) (∇X Φ)(Y,Z)+(∇X Φ)(ϕY,ϕZ) = η(Z)(∇X η)ϕY −η(Y )(∇X η)ϕZ

(iii)(∇X η)Y = g(Y,∇X ξ) = (∇X Φ)(ξ,ϕY )

(iv) 2dη(X ,Y ) = (∇X η)Y − (∇Y η)X)

(v) 3dΦ(X ,Y,Z) = ⊕
X ,Y,Z

(∇X Φ)(Y,Z)

eşitlikleri geçerlidir. Burada ⊕
X ,Y,Z

(∇X Φ), X ,Y,Z vektör alanları üzerinde alınan devirli

toplamı göstermektedir [11].

Tanım 2.3.5. Mn bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, Mn üzerinde (1,1)-tipli

bir tensör alanı F olsun. ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

NF(X ,Y ) = F2[X ,Y ]+ [FX ,FY ]−F [FX ,Y ]−F [X ,FY ] (2.3.7)

şeklinde tanımlı NF tensör alanına F tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir [48].
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J, Mn üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olsun. (2.3.7) denklemi yardımıyla

Mn üzerinde J tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

NJ(X ,Y ) = J2[X ,Y ]+ [JX ,JY ]− J[JX ,Y ]− J[X ,JY ]

=−[X ,Y ]+ [JX ,JY ]− J[JX ,Y ]− J[X ,JY ]

şeklindedir [48].

Tanım 2.3.6. (M2n,J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, NJ = 0 ise J

dönüşümüne integrallenebilirdir denir [48].

Tanım 2.3.7. Eğer M2n× R üzerindeki Bir J hemen hemen kompleks yapısı integral-

lenebilir ise (ϕ,ξ,η) hemen hemen değme yapısına normaldir denir [48].

Önerme 2.3.2. M2n+1 üzerinde (ϕ,ξ,η) hemen hemen değme yapısının normal olması

için gerek ve yeter koşul

Nϕ +2dη⊗ξ = 0

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada Nϕ, ϕ tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon

tensörüdür [48].

Tanım 2.3.8. (M2n+1,ϕ,ξ,η,g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. ∀X ,Y ∈

χ(M) için,

Φ(X ,Y ) = g(X ,ϕY ) (2.3.8)

biçiminde tanımlı Φ dönüşümüne (ϕ,ξ,η,g) hemen hemen değme metrik yapısının temel

2-formu denir [8].

Tanım 2.3.9. (M2n+1,ϕ,ξ,η,g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O za-

man, verilen bu yapı

dΦ = 0 (Φ kapalıdır), dη = 0 (η kapalıdır)

şartlarını sağlıyorsa M2n+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir [34].
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Teorem 2.3.4. (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. M2n+1

manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul ∇Φ ve ∇η ko-

varyant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır [34].

2.4 f -Manifoldlar

Bu kısımda, f -manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. İlk olarak, Gold-

berg ve Yano CR-manifoldlar yardımıyla hemen hemen değme metrik yapıları kullanarak,

metrik çatılı manifoldları aşağıdaki önermeye dayanarak tanımlamışlardır [24].

Önerme 2.4.1. Her CR-manifold bir f -yapıya sahiptir. Başka bir değişle, f 3 + f = 0

olacak şekilde bir (1,1)-tipli f -tensör alanı mevcuttur[24].

Tanım 2.4.1. M bir reel (2n+ s)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer M

manifoldunun tanjant demeti üzerinde bir (1,1)-tipli null olmayan diferensiyellenebilir ϕ

tensör alanı mevcutsa M-manifoldu bir f -yapı üretir ve

ϕ
3 +ϕ = 0, rankϕ = 2n

eşitlikleri sağlanır. Bir f -yapı hemen hemen kompleks (s = 0) ve hemen hemen değme

(s = 1) yapılarının bir genelleştirilmesidir. Ayrıca, M nin yönlendirilebilir olduğunu

söyleyebiliriz. P ve Q operatörlerini

P =−ϕ
2, Q = ϕ

2 + I

şeklinde tanımlayalım. Burada I birim operatördür. O halde,

boy(D) = 2n, boy(D⊥) = s

olacak şekilde iki dağılım vardır. Bu dağılımlar

ϕP = Pϕ = ϕ, ϕQ = Qϕ = 0, ϕ
2P = P, ϕ

2Q = 0

eşitliklerini sağlar. Böylece bir hemen hemen kompleks dağılımı (J = ϕ|D,J2 = −I)

vardır ve ϕ tensör alanı D⊥ üzerinde bir null operatör gibi rol oynar. Ayrıca,

T M = D⊕D⊥, D∩D⊥ = {0}

19



dır.

Tanım 2.4.2. M, (2n+ s)-boyutlu bir manifold ve ϕ de M üzerinde bir f -yapı olsun. M

üzerinde s tane vektör alanı {ξi} s tane ηi 1-formları olmak üzere

ϕ
2 =−I +

s

∑
i=1

η
i⊗ξi (2.4.1)

olacak şekilde (1,1)-tipinde bir ϕ tensör alanı varsa M ye çatılı manifold denir ve kısaca

f -manifold olarak adlandırılır. Bu manifoldun çatı yapısı ise (M,ϕ,ξi,η
i) ile sembolize

edilir. (2.4.1) denkleminden

ϕξi = 0, η
ioϕ = 0, η

i(ξ j) = δ
j
i (2.4.2)

elde edilir. Ayrıca f -yapının varlığı U(n)×O(s) yapısına indirgenebilen T M uzayının

yapı grubuna denktir. Bu grup U(n)× Is tipine indirgenebilir[21].

Tanım 2.4.3. M üzerindeki f -yapıya g Riemann metriği eklenirse,

η
i(X) = g(X ,ξi), (2.4.3)

g(X ,ϕY )+g(ϕX ,Y ) = 0, (2.4.4)

g(ϕX ,ϕY ) = g(X ,Y )−
s

∑
i=1

η
i(X)ηi(Y ) (2.4.5)

denklemleri elde edilir. Böylece (2.4.3), (2.4.4) ve (2.4.5) denklemleri ile verilen

(M,ϕ,ξi,η
i,g) yapısına metrik f -yapı denir [21].

(M,ϕ,ξi,η
i) çatılı yapısının torsiyon tensörü olan N özdeş olarak sıfır ise normal

f -yapı olarak adlandırılır. Yani,

N = Nϕ +2
s

∑
i=1

dη
i⊗ξi = 0

dır. Burada Nϕ, ϕ tensör alanının Nijenhuis tensör alanıdır. M üzerinde ∀X ,Y vektör

alanları için Φ(X ,Y ) = g(X ,ϕY ) olacak şekilde Φ, 2-formunu göz önüne alalım. ∇, bir

metrik f -manifoldun Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere;

2g((∇X ϕ)Y,Z) = 3dΦ(X ,ϕY,ϕZ)−3dΦ(X ,Y,Z)

+g(Nϕ(Y,Z),ϕX)+N2
j (Y,Z)η

j(X)

+2dη
j(ϕY,X)η j(Z)−2dη

j(ϕZ,X)η j(Y )
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eşitliği geçerlidir. Burada N2
j (X ,Y ) tensör alanı ∀ j ∈ {1, ...,s} için,

N2
j (X ,Y ) = (LϕX η

j)Y − (LϕY η
j)X = 2dη

j(ϕX ,Y )−2dη
j(ϕY,X)

olarak tanımlıdır.

Bundan sonra işlemlerin kolaylığı adına η̄ = η1+η2+ ...+ηs, ξ̄ = ξ1+ξ2+ ...+ξs

ve δ̄
j
i = δ1

i +δ2
i + ...+δs

i olarak alınacaktır.

2.5 Hemen Hemen α-Kosimplektik f -Manifoldlar

Tanım 2.5.1. (M,ϕ,ξi,η
i,g), (2n+ s)-boyutlu bir metrik f -manifold olsun. Her α reel

sayısı için,

dη
i = 0, dΦ = 2αη̄∧Φ (2.5.1)

şartlarını sağlayan M manifolduna bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold

denir[41].

Önerme 2.5.1. (M,ϕ,ξi,η
i,g), (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold olsun. Bu durumda, ∀X ,Y,Z vektör alanları için Levi-Civita konneksiyonu,

2g((∇X ϕ)Y,Z) = 2αg

(
s

∑
i=1

(g(ϕX ,Y )ξi−η
i(Y )ϕX),Z

)
+g(N(Y,Z),ϕX) (2.5.2)

denklemi ile verilir. Burada X = ξi alınırsa ∇ξiϕ = 0 elde edilir. Bu sonuç ∇ξiξ j ∈ D⊥

olmasını gerektirir. Ayrıca [ξi,ξ j] = 0 olduğundan ∇ξiξ j = ∇ξ jξi dır. Bunun yanısıra, D

distribüsyonu integrallenebilir olduğundan ∀X ∈D için, Lξiη
j = 0, [ξi,ξ j]∈D ve [X ,ξi]∈

D dır.

AiX = −∇X ξi ve hi =
1
2(Lξiϕ) eşitlikleri ile tanımlanan (1,1)-tipli tensör alanlarını

gözönüne alalım. Burada L, Lie anlamında türev operatörüdür. Buna göre aşağıdaki

önermeyi verebiliriz.
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Önerme 2.5.2. Ai ve hi (1,1)-tipli simetrik operatörleri olmak üzere,

Ai(ξ j) = 0 ve hi(ξ j) = 0 (2.5.3)

Aioϕ+ϕoAi =−2αn, hioϕ+ϕohi = 0 (2.5.4)

İz(Ai) =−2αn, İz(hi) = 0 ve İz(ϕhi) = 0 (2.5.5)

∇X ξi =−αϕ
2X−ϕhiX (2.5.6)

denklemleri sağlanır. Burada i, j ∈ {1, ...,s} dır [41] .

Lemma 2.5.1. (M,ϕ,ξi,η
i,g), (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifoldunun Kaehler liflere sahip olması için gerek ve yeter şart

(∇X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[
−g(ϕAiX ,Y )ξi +η

i(Y )ϕAiX
]

veya

(∇X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[
α
(
g(ϕX ,Y )ξi−η

i(Y )ϕX
)
+g(hiX ,Y )ξi−η

i(Y )hiX
]

(2.5.7)

dır[14].

Önerme 2.5.3. (M,ϕ,ξi,η
i,g), (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold olsun. D distribüsyonun integral manifoldları ortalama eğrilik vektör alanı

H =−αξ̄ olan hemen hemen Kaehler manifoldlarıdır[41].

İspat. M̃, D distribüsyonun bir integral manifoldu olsun. D distribüsyonu hemen hemen

kompleks bir dağılım olduğundan M̃ üzerine indirgenmiş bir g̃ Hermityen metriği vardır.

O halde, ∀X ,Y ∈ χ(M̃) için, M̃ üzerine indirgenmiş bir Ω̃ 2-formu Ω̃(X ,Y ) = g̃(X ,JY ) =

g(X ,ϕY ) = Ω(X ,Y ) olacak şekilde tanımlanabilir. Ayrıca, dΩ̃ = 0 eşitliği sağlanır.

Böylece M̃ bir hemen hemen Kaehler manifoldudur.

Ai operatörleri ξi vektör alanları yönündeki Weingarten operatörleri olduğundan (2.5.5)

ve (2.5.6) denklemleri yardımıyla

B(X ,Y ) =
s

∑
i=1

g(AiX ,Y )ξi =
s

∑
i=1

[−αg(X ,Y )ξi +g(ϕhiX ,Y )ξi] (2.5.8)
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elde edilir. Burada B, M̃ nin ikinci temel formudur. {e1, ...,e2n}, M̃ integral manifoldunun

tanjant uzayında el+n = ϕel, l = 1, ...,n olacak şekilde bir lokal ortonormal çatı alanı ol-

sun. (2.5.8) denkleminde X = Y = ep seçilir ve p = 1, ...,2n üzerinden toplam alınırsa

istenen sonuç elde edilir.

Önerme 2.5.4. (M,ϕ,ξi,η
i,g) (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold ve D distribüsyonun bir integral manifoldu M̃ olsun. Bu taktirde,

(i) α = 0 durumunda M̃ manifoldu total jeodeziktir ancak ve ancak hi = 0 dır.

(ii) α 6= 0 durumunda M̃ manifoldu total umbiliktir ancak ve ancak hi = 0 dır,

şartları geçerlidir[41].

İspat. (2.5.8) denkleminden ispat elde edilir.

Önerme 2.5.5. M bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda,

R(X ,Y )ξi = α
2

s

∑
k=1
{ηk(Y )ϕ2X−η

k(X)ϕ2Y}

−α

s

∑
k=1
{ηk(X)ϕhkY −η

k(Y )ϕhkX}

+(∇Y ϕhi)X− (∇X ϕhi)Y (2.5.9)

eşitliği sağlanır[41].

İspat. (2.1.1) ve (2.5.6) denklemi kullanılarak (2.5.9) denklemi elde edilir.

(2.5.6) ve (2.5.9) denklemleri kullanılarak aşağıdaki önerme elde edilir.

Önerme 2.5.6. (M,ϕ,ξi,η
i,g) (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold olsun. Bu durumda ∀X ∈ Γ(T M) için

R(X ,ξ j)ξi =
s

∑
k=1

δ
k
j{α2

ϕ
2X +αϕhkX}

+αϕhiX−hih jX +ϕ(∇ξ jhi)X (2.5.10)

R(ξ j,X)ξi−ϕR(ξ j,ϕX)ξi = 2(−α
2
ϕ

2X +hih jX) (2.5.11)

S(X ,ξi) =−2nα
2

s

∑
k=1

η
k(X)− (divϕhi)X (2.5.12)

S(ξi,ξ j) =−2nα
2− İz(h jhi) (2.5.13)
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denklemleri geçerlidir[41].

Teorem 2.5.1. M, (2n+ s)-boyutlu bir C manifoldu, bir M2n
1 Kaehler manifoldu ile bir

Ms
2 değişmeli Lie grubunun bir lokal çarpımıdır[41].
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3. HEMEN HEMEN α-KOSİMPLEKTİK f -MANİFOLDLARIN

ALTMANİFOLDLARI

Bu bölüm iki alt kısımdan oluşmaktadır. Birinci alt kısımda hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldların bir alt sınıfı olan invaryant altmanifoldları incelenmiştir.

Bu tür altmanifoldlar için eğrilik özellikleri ve bu özellikler kullanılarak bazı sonuçlar

elde edilmiştir. İkinci alt kısımda ise hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-

invaryant altmanifoldlarının bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca distribüsyonların integral-

lenebilirliği incelenmiş olup bazı sonuçlar elde edilmiştir.

3.1 Hemen Hemen α-Kosimplektik f -Manifoldların İnvaryant Altmanifoldları

Bu kısımda invaryant altmanifold yapısı kullanılarak eğrilik tensörü ve ikinci temel

form yardımıyla bazı sonuçlar elde edilmiştir.

Tanım 3.1.1. M̃, (2n+ s)-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold ve M de M̃

nın bir altmanifoldu olsun. Eğer ∀i ∈ {1, ...,s} için M de her ξi yapı vektör alanı M ye

teğet ise M̃ nın M altmanifolduna invaryantır denir. ∀p ∈M için,

ϕ(TpM)⊂ TpM

dır.

Önerme 3.1.1. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olmak üzere

(∇̃X ϕ)Y = (∇X ϕ)Y (3.1.1)

ve

B(X ,ϕY ) = ϕB(X ,Y ) = B(ϕX ,Y ) (3.1.2)

eşitlikleri geçerlidir. Burada B, M nin ikinci temel formudur.
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İspat. (2.2.1) denklemi gözönüne alınırsa

(∇̃X ϕ)Y = ∇̃X ϕY −ϕ∇̃XY

= ∇X ϕY +B(X ,ϕY )−ϕ∇XY −ϕB(X ,Y )

= (∇X ϕ)Y +B(X ,ϕY )−ϕB(X ,Y )

elde edilir. Son denklemin teğet ve normal kısımları birbirlerine eşitlenirse B(X ,ϕY ) =

ϕB(X ,Y ) denklemi elde edilir. Benzer şekilde B nin simetrikliği kullanılarak B(ϕX ,Y ) =

ϕB(X ,Y ) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

B nin simetrikliğini ve (3.1.2) denklemini kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.1. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmanifoldu

M olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) olmak üzere,

B(ϕX ,ϕY ) =−B(X ,Y ) (3.1.3)

dır.

Tanım 3.1.2. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.

∀X ,Y ∈ Γ(T M) için B(X ,Y ) = 0 ise M altmanifolduna total jeodeziktir denir.

Önerme 3.1.2. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda,

∇̃X ξ j = ∇X ξ j (3.1.4)

ve

B(X ,ξ j) = 0 (3.1.5)

dır.

İspat. ∀X ∈ Γ(T M) için (3.1.1) denklemi kullanılırsa

(∇̃X ϕ)ξ j = (∇X ϕ)ξ j ⇒ ϕ∇̃X ξ j = ϕ∇X ξ j

⇒ ∇̃X ξ j = ∇X ξ j
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elde edilir. (2.2.1) denkleminde (3.1.4) denklemi kullanılırsa

∇̃X ξ j = ∇X ξ j +B(X ,ξ j)

⇒ B(X ,ξ j) = 0

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.3. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip bir hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldun invaryant altmanifoldu da Kaehler liflere sahip bir hemen

hemen α-kosimplektik f -manifolddur.

İspat. (2.2.1) denkleminden

(∇̃X ϕ)Y = ∇̃X ϕY −ϕ(∇̃XY )

= ∇X ϕY +B(X ,ϕY )−ϕ(∇XY )−ϕB(X ,Y )

elde edilir. Yukarıdaki denklemde teğet ve normal bileşenler karşılaştırılıp ve ayrıca

(2.5.7) denklemi dikkate alınırsa

(∇X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[
α
(
g(ϕX ,Y )ξi−η

i(Y )ϕX
)
+g(hiX ,Y )ξi−η

i(Y )hiX
]

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.1. Hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun her invaryant altmanifoldu

minimaldir.

İspat. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir minimal altmanifoldu M ve

boyM = 2m+ s(m < n) olsun. (2.2.3) denklemi kullanılırsa

(2m+ s)İz(AN) =
m

∑
i=1

g(B(ei,ei),N)+
m

∑
i=1

g(B(ϕei,ϕei),N)+
s

∑
i=1

g(B(ξi,ξi),N) = 0

elde edilir. Yukarıdaki denklemde gerekli işlemler yapılırsa İz(AN) = 0 bulunur. Buradan

da M nin ortalama eğriliği H = 0 olup M minimal altmanifolddur.
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Önerme 3.1.4. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

R̃(X ,Y )ξi = R(X ,Y )ξi (3.1.6)

dır.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için (2.2.4) denleminde Gauss eşitliği kullanılırsa

R̃(X ,Y )ξi = R(X ,Y )ξi−AB(Y,ξi)X +AB(X ,ξi)Y +(∇X B)(Y,ξi)− (∇Y B)(X ,ξi)

= R(X ,Y )ξi−B(Y,∇X ξi)+B(X ,∇Y ξi)

= R(X ,Y )ξi +αϕ
2B(Y,X)−αϕ

2B(X ,Y )+ϕB(Y,hiX)−ϕB(X ,hiY )

= R(X ,Y )ξi

bulunur. Buradan (3.1.6) denklemi elde edilir.

Sonuç 3.1.2. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmanifoldu

M olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ Γ(M) ve i ∈ {1, ...,s} için, R̃(X ,Y )ξi eğrilik tensörü M ye

teğettir.

Önerme 3.1.5. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda

R̃(ξ j,X)ξi = R(ξ j,X)ξi, (3.1.7)

R̃(X ,ξ j)ξi = R(X ,ξ j)ξi, (3.1.8)

R̃(ξk,ξ j)ξi = R(ξk,ξ j)ξi = 0, (3.1.9)

R̃(ξ j,X)Y = R(ξ j,X)Y (3.1.10)

dır.

Önerme 3.1.6. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda

ϕ(ANX) = AϕNX =−ANϕX (3.1.11)

dır.
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İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) olmak üzere (2.2.3) ve (3.1.2) denklemlerinden

g(ϕ(ANX),Y ) =−g(ANX ,ϕY )

=−g(B(X ,ϕY ),N)

=−g(B(ϕX ,Y ),N)

=−g(ANϕX ,Y )

elde edilir. Buradan

ϕ(ANX) =−ANϕX

olur. Ayrıca

g(ϕ(ANX),Y ) =−g(B(X ,ϕY ),N)

=−g(ϕB(X ,Y ),N)

ve

g(AϕNX ,Y ) = g(B(X ,Y ),ϕN) =−g(ϕB(X ,Y ),N)

denklemleri birleştirilirse

ϕ(ANX) = AϕNX

denklemi elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.7. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M olmak üzere ∀X ∈ Γ(T M) için,

g(R(X ,ϕX)ϕX ,X) = g(R̃(X ,ϕX)ϕX ,X)−2g(B(X ,X),B(X ,X)) (3.1.12)

eşitliği geçerlidir.

İspat. Gauss denkleminde Z = Y = ϕX ve W = X alınırsa (3.1.12) denklemi elde edilir.

Önerme 3.1.8. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M ve M̃ sabit ϕ kesitsel eğriliğine sahip olsun. Bu durumda M manifoldunun total

jeodezik olması için gerek ve yeter şart sabit ϕ kesitsel eğriliğine sahip olmasıdır.
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İspat. M, M̃ nın total jeodezik altmanifoldu olsun. (3.1.12) denkleminden M ve M̃ aynı

kesitsel eğriliğe sahip olur. Tersine ∀X ∈Γ(T M) için M ve M̃ manifoldları {X ,ϕX} ile be-

lirlenen ϕ kesitsel eğriliğine sahip olsun. Bu durumda (3.1.12) denkleminden B(X ,X) = 0

olur. Buradan B = 0 olur. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.9. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmani-

foldu M ve α = 0 olsun. B nin paralel olması için gerek ve yeter şart M nin total jeodezik

olmasıdır.

İspat. (2.2.10) denkleminde Z = ξ j alınıp (3.1.5) denklemi ve (2.5.6) denklemi kul-

lanılırsa

(∇X B)(Y,ξi) =−αB(Y,X)+hiϕB(Y,X)

elde edilir. Dolayısıyla ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için B paralel ise B(Y,X) = 0 olur. Tersine eğer

B = 0 olursa bu durumda ∇B = 0 olur. Böylece B nin paralel olduğu sonucuna varılır.

Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.2. M̃, α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmanifoldu M olsun.

Eğer M, semiparalel alt manifold ise bu durumda

(i) α = 0 durumunda M total jeodezik ve M̃ bir hemen hemen Kaehler manifoldu M̃2n
1

ile değişmeli M̃s
2 Lie grubunun bir lokal aşikar çarpımıdır.

(ii) α 6= 0 durumunda M altmanifoldu total jeodeziktir.

İspat. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir invaryant altmanifoldu M

olsun. ∀X ,Y,Z,U ∈ Γ(T M) için,

(R̂(X ,Y )B)(Z,U) = R⊥(X ,Y )B(Z,U)−B(R(X ,Y )Z,U)−B(Z,R(X ,Y )U) (3.1.13)

denklemi geçerlidir. M invaryant altmanifoldu semiparalel olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈

Γ(T M) için R̂(X ,Y )B = 0 eşitliği yazılır. (3.1.13) denkleminden,

R⊥(X ,Y )B(Z,U)−B(R(X ,Y )Z,U)−B(Z,R(X ,Y )U) = 0 (3.1.14)
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elde edilir. (3.1.14) denkleminde X = ξi ve U = ξ j alınırsa

R⊥(ξi,Y )B(Z,ξ j)−B(R(ξi,Y )Z,ξ j)−B(Z,R(ξi,Y )ξ j) = 0 (3.1.15)

bulunur. (3.1.5) denklemi (3.1.15) denkleminde yerine yazılarak

B(Z,R(ξi,Y )ξ j) = 0 (3.1.16)

denklemi elde edilir. Son denklemden α2B(Z,Y ) = 0 bulunur. Buradan α = 0 veya B = 0

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

3.2 Hemen Hemen α-Kosimplektik f -Manifoldların Yarı-İnvaryant

Altmanifoldları

Bu bölümde hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant alt-

manifoldları tanımlanıp örnek verilmiştir. Ayrıca hemen hemen α-kosimplektik

f -manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları için bazı sonuçlar elde edilip dist-

ribüsyonların integrallenebilirliği incelenmiştir.

Tanım 3.2.1. M̃, (2n+ s)-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold ve M de M̃

nın bir altmanifoldu olsun. Eğer M de diferensiyellenebilir distribüsyonların bir (D,D⊥)

ortogonal çifti için aşağıdaki şartlar varsa M ye M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu

denir[6].

(i) T M = D⊕D⊥⊕Sp{ξ1, ...,ξs},

(ii) D distribüsyonu, ϕ ye göre invaryanttır, yani ∀x ∈M için ϕDx = DX dır.

(iii) D⊥ distribüsyonu ϕ ye göre anti-invaryanttır, yani ∀x ∈ M için ϕD⊥x ⊂ TxM⊥

dır.

Bir M yarı-invaryant altmanifoldda ∀x ∈ M için eğer D⊥x = 0 ise M ye invaryant

altmanifold, Dx = 0 ise M ye anti-invaryant altmanifold denir. Eğer yarı-invaryant alt-

manifoldu ne invaryant ne de anti-invaryant ise M ye has yarı-invaryant altmanifold

denir.
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M̃ bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold ve M de M̃ nin bir altmanifoldu ol-

sun. T M nin D ve D⊥ distribüsyonlarının projeksiyonlarını sırasıyla P ve Q ile gösteririz.

Bu durumda ∀X ∈ Γ(T M) , ∀N ∈ Γ(T M⊥) için,

X = PX +QX +
s

∑
i=1

η
i(X)ξi (3.2.1)

ϕN =CN +DN (3.2.2)

ve

hiX = tiX + fiX (3.2.3)

yazabiliriz. Burada CN ve DN sırasıyla ϕN nin teğet ve normal bileşenleridir. tiX ve fiX

de sırasıyla hiX in teğet ve normal bileşenlerini göstermektedir.

Şimdi hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant altmanifoldları

için bir örnek verelim.

Örnek 3.2.1. R2n+s nin standart koordinatlarını (x1, ...,xn,y1, ...,yn,z1, ...,zs) ve

M̃ = {(x1, ...,xn,y1, ...,yn,z1, ...,zs)|z1, ...,zs 6= 0, n ∈ N,n≥ 1}

tarafından tanımlanan (2n+ s)-boyutlu M̃ ⊂ R2n+s manifoldunu alalım. M̃ nin bir global

bazı olarak

Xi = e∑
n
i=1 zi

∂

∂xi
, Yi =

∂

∂yi
, ξ j =

∂

∂z j
, i = 1, ...,n, j = 1, ...,s.

vektör alanlarını alalım. Bu vektör alanlarının Lie braketleri ∀i,k ∈ {1, ...,n} ve j ∈

{1, ...,s} için

[ξ j,Xi] = e∑
n
i=1 zi

∂

∂xi
, [ξ j,Yi] = [Xk,Xi] = [Xi,Yk] = [Yi,Yk] = 0

şeklindedir. Eğer

η
j = dz j, g =

n

∑
i=1

[e−2(z1+...+zs)dx2
i +dy2

i ]+
s

∑
j=1

dz2
j ,

ϕ(ξ j) = 0, ϕ(
∂

∂xi
) = e−(z1+...+zs)

∂

∂yi
, ϕ(

∂

∂yi
) =−e(z1+...+zs)

∂

∂xi
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olarak alınırsa, M̃ üzerinde (ϕ,ξi,η
i,g) hemen hemen değme metrik f -yapısının

sağlandığı görülür. Buradan da (M̃,ϕ,ξi,η
i,g) bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold olduğu görülür. Üstelik, η j = dz j ise dη j = d2z j = 0 dır. Poinkare metriğinden

dη j = 0 olduğu bulunur. Şimdi dΦ = 2αη̄∧Φ koşulunu sağlayalım. Φii = g( ∂

∂xi
,ϕ ∂

∂yi
) =

−e−(z1+...+zs) dışındaki tüm Φi j ler sıfırdır, bu nedenle

Φ =− 1
e(z1+...+zs)

n

∑
i=1

dxi∧dyi

olur. Φ nin dΦ dış türevi,

dΦ =−e−(z1+...+zs)
n

∑
i=1

dxi∧dyi∧ (dz1 + ...+dzs)

dΦ = e−(z1+...+zs)e(z1+...+zs)Φ∧ (η1 + ...+η
s)

dΦ = η̄∧Φ = 2(
1
2
)η̄∧Φ

elde edilir. O halde ϕ nin Nijenhuis torsiyon tensörünün sıfır olmaması nedeniyle, mani-

fold hemen hemen (1
2)-kosimplektik f -manifolddur.

Şimdi de M̃ nın altmanifoldunun D ve D⊥ distribüsyonları

D = Sp{X1,Y1,X2,Y2, ...,Xm,Ym}

ve

D⊥ = Sp{Xm+1, ...,Xm+p}(m < n)

olarak tanımlansın. T M = D⊕D⊥⊕ Sp{ξ1, ...,ξs}, boyM = 2m+ p+ s olduğu açıktır.

T M⊥ vektör alanı

T M⊥ = {Ym+1, ...,Ym+p,Ym+p+1, ...,Yn,Xm+p+1, ...,Xn}

olarak alınırsa ϕD = D ve ϕD⊥ ⊂ T M⊥ elde edilir. Sonuç olarak, M bir hemen hemen

(1
2)-kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmanifoldu olur.

Şimdi ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

u(X ,Y ) = ∇X ϕPY −AϕQY X (3.2.4)

denklemini kullanarak aşağıdaki lemmayı ispatlayalım.
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Lemma 3.2.1. M̃, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈

Γ(T M) için,

P(u(X ,Y )) = ϕP∇XY −
s

∑
i=1

[αη
i(Y )ϕPX +η

i(Y )PtiX ] (3.2.5)

Q(u(X ,Y )) = QCB(X ,Y )−
s

∑
i=1

η
i(Y )QtiX (3.2.6)

B(X ,ϕPY )+∇
⊥
X ϕQY = ϕQ∇XY +DB(X ,Y )

−
s

∑
i=1

[αη
i(Y )ϕQX−η

i(Y ) fiX ] (3.2.7)

η
i(u(X ,Y ))ξi =

s

∑
i=1

[αg(ϕPX ,Y )ξi +g(hiX ,Y )ξi]

−
s

∑
i, j=1

η
i(Y )η j(tiX)ξi (3.2.8)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri (2.5.7) denkleminde

yazılırsa

(∇̃X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[α(g(ϕPX ,Y )ξi−η
i(Y )ϕPX−η

i(Y )ϕQX)

+ g(hiX ,Y )ξi−η
i(Y )hiX ]

=
s

∑
i=1

[α(g(ϕPX ,Y )ξi−η
i(Y )ϕPX−η

i(Y )ϕQX)+g(hiX ,Y )ξi

− η
i(Y )PtiX−η

i(Y )QtiX−η
i(Y )

s

∑
j=1

η
j(tiX)ξ j−η

i(Y ) fiX (3.2.9)

elde edilir. Diğer taraftan (2.2.1) ve (2.2.2) denklemleri kullanılırsa

(∇̃X ϕ)Y = ∇̃X ϕY −ϕ∇̃XY

= ∇̃X ϕPY + ∇̃X ϕQY −ϕ(∇XY +B(X ,Y ))

= ∇X ϕPY +B(X ,ϕPY )−AϕQY X +∇
⊥
X ϕQY

−ϕP∇XY −ϕQ∇XY −CB(X ,Y )−DB(X ,Y )
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(∇̃X ϕ)Y = P∇X ϕPY +Q∇X ϕPY +
s

∑
i=1

η
i(∇X ϕPY )ξi +B(X ,ϕPY )

−PAϕQY X−QAϕQY X +∇
⊥
X ϕQY −

s

∑
i=1

η
i(AϕQY X)ξi

−ϕP∇XY −ϕQ∇XY −CB(X ,Y )−DB(X ,Y ) (3.2.10)

bulunur. (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri eşitlenip D, D⊥, ξi ve T M⊥’ in vektör alanları

dikkate alınıp (3.2.4) denklemi kullanılarak ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.2. M̃, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈

Γ(T M) ve N ∈ Γ(T M⊥) için,

ϕP(ANX)+P(∇XCN) = P(ADNX) (3.2.11)

Q((C∇
⊥
X N)+ADNX−∇XCN) = 0 (3.2.12)

η(ADNX−∇XCN) = αg(X ,CN)+g(hiX ,N)ξi (3.2.13)

B(X ,CN)+ϕQ(ANX)+∇
⊥
X DN = D∇

⊥
X N (3.2.14)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) ve N ∈ T M⊥ için (2.5.7) denkleminde Y = N alınırsa

(∇̃X ϕ)N =
s

∑
i=1

[α(g(ϕX ,N)ξi−η
i(N)ϕX)+g(hiX ,N)ξi +η

i(N)hiX ]

olur. Buradan (2.2.1), (2.2.2), (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri kullanılarak

∇̃X ϕN−ϕ∇̃X N =
s

∑
i=1

[αg(ϕX ,N)ξi +g(hiX ,N)ξi]

∇XCN +B(X ,CN)−ADNX +∇
⊥
X DN +ϕANX−ϕ∇

⊥
X N =

s

∑
i=1

[αg(ϕX ,N)ξi +g(hiX ,N)ξi]

= P∇XCN +Q∇XCN +
s

∑
i=1

η
i(∇XCN)ξi +B(X ,CN)−PADNX−QADNX−

s

∑
i=1

(ADNX)ξi

+∇
⊥
X DN +ϕPANX +ϕQANX−C∇

⊥
X N−D∇

⊥
X N

=−
s

∑
i=1

[αg(X ,CN)ξi +g(hiX ,N)ξi]
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elde edilir. Bu son denklem D,D⊥,ξi ve T M⊥ vektör alanlarına göre düzenlenirse ispat

tamamlanmış olur.

Lemma 3.2.3. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda

∇X ξi = αX−ϕtiX−C fiX , B(X ,ξi) =−D fiX ∀X ∈ Γ(D) (3.2.15)

∇X ξi = αX−ϕtiX−C fiX , B(X ,ξi) =−D fiX ∀X ∈ Γ(D⊥) (3.2.16)

∇ξiξ j = 0, B(ξi,ξ j) = 0 (3.2.17)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ∈ Γ(T M) için (2.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri kullanılarak

∇̃X ξi = ∇X ξi +B(X ,ξi) =−αϕ
2X−ϕhiX

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕhiX

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕtiX−ϕ fiX

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕtiX−C fiX−D fiX (3.2.18)

elde edilir. (3.2.18) denkleminde gerekli sadeleştirmeler yapılırsa ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.4. M̃, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈

Γ(D⊥) için,

AϕXY = AϕY X (3.2.19)

dır.
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İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D⊥) ve Z ∈ Γ(T M) için (2.2.1) ve (2.2.3) denklemleri kullanılarak

g(AϕXY,Z) = g(B(Y,Z),ϕX)

= g(∇̃ZY,ϕX)

=−g(ϕ∇̃ZY,X)

=−g(∇̃ZϕY − (∇̃Zϕ)Y,X)

=−g(∇̃ZϕY,X)

= g(ϕY, ∇̃ZX)

= g(ϕY,B(Z,X))

= g(AϕY X ,Z)

olur. Buradan (3.2.19) elde edilir.

Lemma 3.2.5. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda i ∈ {1, ...,s} olmak üzere ∀U ∈ Γ(D) ve V ∈ Γ(D⊥) için,

∇ξiU ∈ Γ(D), (3.2.20)

∇ξiV ∈ Γ(D⊥), (3.2.21)

[U,ξi] ∈ Γ(D), (3.2.22)

[V,ξi] ∈ Γ(D⊥) (3.2.23)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀U ∈ Γ(D) ve V ∈ Γ(D⊥) için,

g(∇ξiU,ξ j) = ξig(U,ξ j)−g(U,∇ξiξ j) = 0 (3.2.24)

ve

g(∇ξiU,V ) = ξig(U,V )−g(U,∇ξiV )

= g(ϕ2U,∇ξiV )
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g(∇ξiU,V ) =−g(ϕU,ϕ∇ξiV )

=−g(ϕU,∇ξiϕV )

= g(∇ξiϕU,ϕV )

= 0 (3.2.25)

olur. Böylece (3.2.24) ve (3.2.25) denklemlerinden (3.2.20) elde edilir. Benzer şekilde

(3.2.21) denklemi de elde edilir. Diğer taraftan (3.2.15) ve (3.2.16) denklemlerini kulla-

narak

g([U,ξi],ξ j) = g(∇U ξi−∇ξiU,ξ j) = 0 (3.2.26)

ve

g([U,ξi],V ) = g(∇U ξi,V )−g(∇ξiU,V ) = 0 (3.2.27)

bulunur. (3.2.26) ve (3.2.27) denklemlerinden (3.2.22) denklemi elde edilir. Benzer

şekilde (3.2.23) denklemi de elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.6. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

g(X , tiY ) = g(tiX ,Y ), (3.2.28)

ϕtiX + tiϕX +C fiX = 0, (3.2.29)

D fiX + fiϕX = 0 (3.2.30)

denklemleri geçerlidir.

İspat. hi nin simetrikliği kullanılarak ve ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

g(X ,hiY ) = g(hiX ,Y )

g(X , tiY + fiY ) = g(tiX ,Y )+g( fiX ,Y )

g(X , tiY )+g(X , fiY ) = g(tiX ,Y )+g( fiX ,Y )
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elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa (3.2.28) denklemi elde edilir. (2.5.4), (3.2.2)

ve (3.2.3) denklemleri kullanılırsa

ϕtiX + tiϕX +C fiX +D fiX + fiϕX = 0 (3.2.31)

denklemi elde edilir. (3.2.31) denkleminin teğet ve normal bileşenleri karşılaştırılırsa

(3.2.30) ve (3.2.31) denklemleri elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi yukarıdaki lemmayı kullanarak aşağıdaki teoremi ispatlayalım.

Teorem 3.2.1. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda D distribüsyonu integrallenemez.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D) için (3.2.15) ve (3.2.29) denklemleri kullanılırsa

g([X ,Y ],ξi) = g(∇XY,ξi)−g(∇Y X ,ξi)

=−g(Y,∇X ξi)+g(X ,∇Y ξi)

=−g(Y,αX−ϕtiX−C fiX)+g(X ,αY −ϕtiY −C fiY )

= g(Y,ϕtiX)+g(Y,C fiX)−g(X ,ϕtiY )−g(X ,C fiY )

= g(Y,ϕtiX +C fiX)−g(X ,ϕtiY +C fiY )

=−g(Y, tiϕX)+g(X , tiϕY )

=−g(tiY,ϕX)+g(tiX ,ϕY )

=−g(Y, tiϕX)−g(ϕtiX ,Y )

=−g(Y, tiϕX +ϕtiX)

= g(Y,C fiX) 6= 0

elde edilir. Buradan D distribüsyonun integrallenemediği açık bir şekilde görülür.

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.2.1. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda D⊕D⊥ distribüsyonu integrallenemez.
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Teorem 3.2.2. M̃, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D⊕

Sp{ξ1, ...,ξs} distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

B(X ,ϕY ) = B(ϕX ,Y ) (3.2.32)

dır.

İspat. ∀X ,Y ∈ D⊕Sp{ξ1, ...,ξs} için, (3.2.7) denklemi kullanılırsa

B(X ,ϕPY ) = ϕQ∇XY +DB(X ,Y ) (3.2.33)

elde edilir. (3.2.33) denkleminde X ile Y vektör alanlarının yerleri değiştirilirse

B(Y,ϕPX) = ϕQ∇Y X +DB(Y,X) (3.2.34)

bulunur. (3.2.33) ve (3.2.34) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa

B(X ,ϕPY )−B(Y,ϕPX) = ϕQ[X ,Y ] = 0

sonucu elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.3. M̃, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D⊥ dis-

tribüsyonu integrallenebilirdir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D⊥) için (3.2.4) denklemi kullanılırsa

U(X ,Y ) =−AϕQY X (3.2.35)

elde edilir. (3.2.5) denklemine ϕ uygulanır (3.2.35) denklemi yerine yazılırsa

−ϕP(AϕQY X) = ϕ
2P∇XY =−P∇XY +

s

∑
i=1

η
i(P∇XY )ξi (3.2.36)

bulunur. Buradan

P∇XY = ϕP(AϕQY X) (3.2.37)
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elde edilir. (3.2.36) denkleminde X ile Y nin yerleri değiştirilerek

P∇Y X = ϕP(AϕQXY ) (3.2.38)

bulunur. (3.2.37) ve (3.2.38) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa

ϕP(AϕY X−AϕXY ) = P[X ,Y ] (3.2.39)

olur. (3.2.19) denklemi (3.2.39) denkleminde kullanılırsa P([X ,Y ]) = 0 elde edilir. Bu-

radan da [X ,Y ] ∈ Γ(D⊥) olduğu sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 3.2.2. Bir M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun M yarı-invaryant alt-

manifoldunun ikinci temel formu B olsun. Eğer ∀X ∈ D ve Y ∈ D⊥ için B(X ,Y ) = 0 ise

M ye karışık total jeodezik altmanifold denir[6].

Teorem 3.2.4. M̃, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmani-

foldu M olsun. M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldun karışık total altmani-

foldunun M olması için gerek ve yeter şart

AV X ∈ Γ(D) (∀X ∈ Γ(D), V ∈ Γ(T M)⊥) (3.2.40)

ve

AV X ∈ Γ(D)⊥ (∀X ∈ Γ(D)⊥, V ∈ Γ(T M)⊥) (3.2.41)

dır.

İspat. ∀X ∈ Γ(D),V ∈ Γ(T M⊥) ve Y ∈ Γ(D⊥) olsun. (2.2.3) denklemi kullanılırsa

g(B(X ,Y ),V ) = g(AV X ,Y )

= 0⇔ AV X ∈ Γ(D).

Diğer taraftan AV X ∈ Γ(D) olsun. Bu durumda

g(AV X ,V ) = g(B(X ,Y ),V )

= 0⇔ B(X ,Y ) = 0

elde edilir. Böylece (3.2.40) ispatlanmış olur. Benzer şekilde (3.2.41) denklemi de

gösterilebilir.
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4. HEMEN HEMEN α-KOSİMPLEKTİK f -MANİFOLDLAR ÜZERİNDE

ÇEYREK-SİMETRİK METRİK KONNEKSİYON

Bu bölümde, hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlar üzerinde çeyrek-simetrik

metrik konneksiyon tanımlanmaktadır. Çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre bir

hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun eğrilik tensörü ve Ricci tensörü ile skaler

eğriliği elde edilmiştir. Ayrıca çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre genelleştirilmiş

rekürent ve ϕ-rekürent hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldlarının var olmadığı

gösterilmiştir.

4.1 Hemen Hemen α-Kosimplektik f -Manifoldlar Üzerinde Çeyrek-Simetrik

Metrik Konneksiyon

Tanım 4.1.1. M bir Riemann manifold olsun. Eğer M nin ∇ lineer konneksiyonuna ait

T (X ,Y ) = ∇XY −∇Y X− [X ,Y ] (4.1.1)

biçiminde tanımlı torsiyon tensörü ∀ X ,Y ∈ χ(M) için,

T (X ,Y ) = η̄(Y )ϕX− η̄(X)ϕY ; η̄ = η1 + ...+ηs (4.1.2)

şartını sağlıyor ise ∇ ya çeyrek-simetrik konneksiyon adı verilir. Burada η̄ diferensiyel-

lenebilir bir 1-form ve ϕ (1,1)-tipinde bir tensör alanıdır[22].

Eğer M Riemann manifoldu üzerinde g Riemann metriğine göre ∀X ,Y,Z ∈ χ(M)

için,

(∇X g)(Y,Z) = 0 (4.1.3)

şartı sağlanıyor ise ∇ konneksiyonuna çeyrek-simetrik metrik konneksiyon denir[46].

M,(2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldu olsun. ∇ ve ∇

sırası ile M üzerinde Levi-Civita konneksiyonu ve çeyrek-simetrik metrik konneksiyonu

göstermek üzere, ∇ ile ∇ arasındaki bağıntı ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

∇XY = ∇XY +D(X ,Y ) (4.1.4)
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denklemi yardımı ile verilir[46].

Burada D,(1,1)-tipindeki tensör alanı M üzerindeki ∇ çeyrek-simetrik metrik kon-

neksiyona göre ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

D(X ,Y ) =
1
2
[T (X ,Y )+T ′(X ,Y )+T ′(Y,X)] (4.1.5)

biçiminde tanımlı olup, (1,1)-tipindeki T ′ tensör alanı ise

g(T ′(X ,Y ),Z) = g(T (Z,X),Y ) (4.1.6)

denklemi yardımı ile verilir[46].

Tanım 4.1.2. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde bir U tanjant

vektör alanını, A 6= 0 1-formu yardımı ile

g(X ,U) = A(X)

biçiminde tanımlayalım. ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için M nin eğrilik tensörü R,

ϕ
2((∇X R)(Y,Z)W ) = A(X)R(Y,Z)W (4.1.7)

şartını sağlıyorsa M ye ϕ-rekürent adı verilir.

Önerme 4.1.1. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M üzerinde

∇ Levi-Civita konneksiyonu ile ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyon arasındaki bağıntı,

∇XY = ∇XY − η̄(X)ϕY (4.1.8)

biçimindedir[45].

İspat. (2n + s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldu üzerinde ∇

çeyrek-simetrik metrik konneksiyona ait (4.1.2) denklemi ile verilen torsiyon tensörü

(4.1.6) denklemi ile kullanıldığında

g(T ′(X ,Y ),Z) = g(η̄(X)ϕZ− η̄(Z)ϕX ,Y )

= η̄(X)g(ϕZ,Y )− η̄(Z)g(ϕX ,Y )
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yazılabilir. Buradan da ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

T ′(X ,Y ) = g(X ,ϕY )ξ̄− η̄(X)ϕY (4.1.9)

elde edilir. (4.1.2), (4.1.9) denklemleri (4.1.5) denkleminde yerine yazıldığında ve ϕ

tensör alanının anti-simetrik özelliği kullanıldığında

D(X ,Y ) =
1
2
[η̄(Y )ϕX− η̄(X)ϕY +g(ϕY,X)ξ̄

− η̄(X)ϕY +g(ϕX ,Y )ξ̄− η̄(Y )ϕX ]

=−η̄(X)ϕY

elde edilir. Buradan da son denklem (4.1.4) denkleminde yerine yazıldığında ∀X ,Y ∈

χ(M) için,

∇XY = ∇XY − η̄(X)ϕY

olur.

(4.1.8) denkleminde Y = ξ j alındığında bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold üzerinde

∇X ξ j = ∇X ξ j− η̄(X)ϕξ j

olur. Buradan da

∇X ξ j = ∇X ξ j (4.1.10)

elde edilir.

Önerme 4.1.2. (2n+s)-boyutlu bir M hemen hemen α-kosimplektik f -manifold üzerinde

∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre eğrilik tensörü R ve ∇ çeyrek-simetrik metrik konnek-

siyona göre eğrilik tensörü R olmak üzere, R ve R arasındaki bağıntı

R(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z + η̄(X)(∇Y ϕ)Z− η̄(Y )(∇X ϕ)Z (4.1.11)

şeklindedir.
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İspat. ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre eğrilik tensörü R olmak üzere,

∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

R(X ,Y )Z = ∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z (4.1.12)

dır. (4.1.12) denkleminde (4.1.8) denklemini kullanıp (4.1.12) denkleminin sağ tarafını

ayrı ayrı hesaplarsak,

∇X ∇Y Z = ∇X(∇Y Z− η̄(Y )ϕZ)

= ∇X(∇Y Z)−∇X(η̄(Y )ϕZ)

= ∇X(∇Y Z)− η̄(X)ϕ∇Y Z−∇X(η̄(Y )ϕZ)+ η̄(X)η̄(Y )ϕ2Z (4.1.13)

olur. (4.1.13) denkleminde (2.5.6) denklemi kullanılırsa

∇X(η̄(Y )ϕZ) = η̄(Y )∇X ϕZ +(∇X η̄(Y ))ϕZ

= η̄(Y )∇X ϕZ +(∇X(
s

∑
i=1

g(ξi,Y )))ϕZ

= η̄(Y )∇X ϕZ +(
s

∑
i=1

(g(∇X ξi,Y )+g(∇XY,ξi))ϕZ)

= η̄(Y )∇X ϕZ +
s

∑
i=1

g(∇X ξi,Y )ϕZ +
s

∑
i=1

g(ξi,∇XY )ϕZ

= η̄(Y )∇X ϕZ +
s

∑
i=1

g(−αϕ
2X−ϕhiX ,Y )ϕZ + η̄(∇XY )ϕZ

= η̄(Y )∇X ϕZ +
s

∑
i=1

(g(−αϕ
2X ,Y )ϕZ +g(−ϕhiX ,Y )ϕZ)+ η̄(∇XY )ϕZ

= η̄(Y )∇X ϕZ +αs.g(ϕX ,ϕY )ϕZ−
s

∑
i=1

g(ϕhiX ,Y )ϕZ + η̄(∇XY )ϕZ

(4.1.14)

elde edilir. (4.1.14) denklemi (4.1.13) denkleminde yazılırsa,

∇X ∇Y Z = ∇X(∇Y Z)− η̄(X)ϕ∇Y Z− η̄(Y )∇X ϕZ−αs.g(ϕX ,ϕY )ϕZ

+
s

∑
i=1

g(ϕhiX ,Y )ϕZ− η̄(∇XY )ϕZ + η̄(X)η̄(Y )ϕ2Z (4.1.15)
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bulunur. Benzer şekilde (4.1.15) denkleminde X ile Y nin yerleri değiştirilirse

∇Y ∇X Z = ∇Y (∇X Z)− η̄(Y )ϕ∇X Z− η̄(X)∇Y ϕZ−αs.g(ϕY,ϕX)ϕZ

+
s

∑
i=1

g(ϕhiY,X)ϕZ− η̄(∇Y X)ϕZ + η̄(Y )η̄(X)ϕ2Z (4.1.16)

olur. Son olarak,

∇[X ,Y ]Z = ∇[X ,Y ]Z− η̄([X ,Y ])ϕZ (4.1.17)

bulunur. (4.1.15), (4.1.16) ve (4.1.17) denklemleri (4.1.12) denkleminde yerine yazılıp

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa (4.1.11) denklemi elde edilir.

Sonuç 4.1.1. M, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip çeyrek-simetrik metrik kon-

neksiyonlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda,

R(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +αη̄(X)[g(ϕY,Z)ξ̄− η̄(Z)ϕY ]−αη̄(Y )[g(ϕX ,Z)ξ̄− η̄(Z)ϕX ]

+ η̄(X)
s

∑
i=1

(g(hiY,Z)ξi−η
i(Z)hiY )− η̄(Y )

s

∑
i=1

(g(hiX ,Z)ξi−η
i(Z)hiX)

(4.1.18)

dır.

Önerme 4.1.3. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M üzerinde

∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre eğrilik tensörü R ve ∇ çeyrek-simetrik metrik konnek-

siyona göre eğrilik tensörü R olmak üzere, ∀X ,Y ∈ χ(M) ve i, j ∈ {1, ...,s} için,

R(X ,Y )ξi = R(X ,Y )ξi +α[η̄(Y )ϕX− η̄(X)ϕY ]+ η̄(Y )hiX− η̄(X)hiY (4.1.19)

R(X ,ξi)Y = R(X ,ξi)Y − (∇X ϕ)Y (4.1.20)

R(ξi,X)ξ j = R(ξi,X)ξ j−αϕX−h jX (4.1.21)

dır.

İspat. ∀X ,Y ∈ χ(M) için (4.1.11) denkleminde Z = ξi alındığında ve (2.5.6) denklemi
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yardımıyla

R(X ,Y )ξi = R(X ,Y )ξi + η̄(X)(∇Y ϕ)ξi− η̄(Y )(∇X ϕ)ξi

= R(X ,Y )ξi + η̄(X)(−ϕ∇Y ξi)+ η̄(Y )(ϕ∇X ξi)

= R(X ,Y )ξi + η̄(X)[−ϕ(−αϕ
2Y −ϕhiY )]+ η̄(Y )[ϕ(−αϕ

2X−ϕhiX)]

= R(X ,Y )ξi + η̄(X)(αϕ
3Y +ϕ

2hiY )+ η̄(Y )(−αϕ
3X−ϕ

2hiX)

= R(X ,Y )ξi + η̄(X)(−αϕY −hiY )+ η̄(Y )(αϕX +hiX)

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa (4.1.19) denklemi elde edilir. Benzer şekilde

(4.1.11) denkleminde Y = ξi ve Z = Y alınırsa,

R(X ,ξi)Y = R(X ,ξi)Y + η̄(X)(∇ξiϕ)Y − η̄(ξi)(∇X ϕ)Y

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa (4.1.20) denklemi elde edilir. Benzer şekilde

(4.1.11) denklemi kullanılır ve X = ξi, Y = X , Z = ξ j alınırsa,

R(ξi,X)ξ j = R(ξi,X)ξ j + η̄(ξi)(∇X ϕ)ξ j− η̄(X)(∇ξiϕ)ξ j

= R(ξi,X)ξ j−ϕ∇X ξ j

= R(ξi,X)ξ j−ϕ(−αϕ
2X−ϕh jX)

= R(ξi,X)ξ j +αϕ
3X +ϕ

2h jX

= R(ξi,X)ξ j−αϕX−h jX

elde edilir.

Sonuç 4.1.2. M, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip çeyrek-simetrik metrik kon-

neksiyonlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda,

R(X ,ξi)Y = R(X ,ξi)Y −
s

∑
i=1
{α
(
g(ϕX ,Y )ξi−η

i(Y )ϕX
)

+g(hiX ,Y )ξi−η
i(Y )hiX} (4.1.22)

denklemi geçerlidir.
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Önerme 4.1.4. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M üzerinde

∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre Ricci eğrilik tensörü ve skaler eğriliği

sırasıyla S ve r olmak üzere

S(Y,Z) = S(Y,Z)+
s

∑
i=1

g((∇Y ϕ)Z,ξi)− η̄(Y )(divϕ)Z (4.1.23)

ve

r̄ = r (4.1.24)

dır.

İspat. (4.1.11) denkleminin her iki tarafı W ∈ χ(M) ile çarpıma alındığında

R(X ,Y,Z,W ) = R(X ,Y,Z,W )+η(X)g((∇Y ϕ)Z,W )

−η(Y )g((∇X ϕ)Z,W ) (4.1.25)

yazılabilir. {E1, ...,En,ϕE1, ...,ϕEn,ξ1, ...,ξs}, M nin ortonormal bazı olsun. Bu durumda

∀X ,Y ∈ χ(M) için,

S(Y,Z) =
2n+s

∑
i=1

g(R(Ei,Y )Z,Ei)

=
2n+s

∑
i=1
{g(R(Ei,Y )Z,Ei)+ η̄(Ei)g((∇Y ϕ)Z,Ei)− η̄(Y )g((∇Eiϕ)Z,Ei)}

elde edilir. Buradan da

S(Y,Z) = S(Y,Z)+
s

∑
i=1

g((∇Y ϕ)Z,ξi)− η̄(Y )
2n+s

∑
i=1

g((∇Eiϕ)Z,Ei) (4.1.26)

S(Y,Z) = S(Y,Z)+
s

∑
i=1

g((∇Y ϕ)Z,ξi)− η̄(Y )(divϕ)Z (4.1.27)

dır. (4.1.27) denkleminde de Y ve Z vektör alanlarına göre kontraksiyon alınır ve (2.5.5)
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denklemi kullanılırsa

r =
2n+s

∑
j=1

S(E j,E j) =
2n+s

∑
j=1

S(E j,E j)+
2n+s

∑
j=1
{

s

∑
i=1

g((∇E jϕ)E j,ξi)}−
2n+s

∑
j=1

η̄(E j)divϕE j

= r+
2n+s

∑
j=1
{

s

∑
i=1

g(∇E jϕE j,ξi)}−
2n+s

∑
j=1

η̄(E j)(divϕ)E j

= r+
2n+s

∑
j=1
{

s

∑
i=1

g(∇E jϕE j,ξi)}

= r−
2n+s

∑
j=1
{

s

∑
i=1

g(ϕE j,∇E jξi)}

olur. Gerekli işlemler yapılırsa

r = r

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Böylece, yukarıdaki önermeden aşağıdaki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.1.3. M, integral altmanifoldları Kaehler liflere sahip bir hemen hemen α-

kosimplektik f -manifold olsun. Eğer M çeyrek-simetrik metrik konneksiyona sahipse

bu durumda, ∀Y, Z ∈ χ(T M) için

S(Y,Z) = S(Y,Z)+αs.g(ϕY,Z)+
s

∑
i=1

g(hiY,Z) (4.1.28)

ve

r = r (4.1.29)

dır.

İspat. (4.1.26) denkleminde (2.5.7) denklemi yazılırsa

S(Y,Z) = S(Y,Z)+
s

∑
i=1

g(
s

∑
j=1

(α(g(ϕY,Z)ξ j−η
j(Z)ϕY )+g(h jY,Z)ξ j−η

j(Z)h jY ),ξi)

− η̄(Y )
2n+s

∑
γ=1

g(
s

∑
j=1

(α(g(ϕEγ,Z)ξ j−η
j(Z)ϕEγ)+g(h jEγ,Z)ξ j−η

j(Z)h jEγ),Eγ)

= S(Y,Z)+αsg(ϕY,Z)+
s

∑
i=1

s

∑
j=1

g(h jY,Z)g(ξ j,ξi)+ η̄(Y )
2n+s

∑
i=1

s

∑
j=1

η
j(Z)g(h jEi,Ei)
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bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa (4.1.28) elde edilir. (4.1.28) denkleminde Y

ve Z vektör alanları üzerinden kontraksiyon uygulanırsa (4.1.29) denklemi elde edilir.

Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 4.1.5. M, (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun.

M üzerinde ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için;

(i) R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z) = 0

(ii) R(X ,Y,Z,W )+R(Y,X ,Z,W ) = 0

dır.

İspat. (2n+s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M üzerinde ∇ Levi-

Civita konneksiyonuna göre eğrilik tensörü R ve ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona

göre eğrilik tensörü R olmak üzere, ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

R(X ,Y,Z,W ) = R(X ,Y,Z,W )+ η̄(X)g((∇Y ϕ)Z,W )− η̄(Y )g((∇X ϕ)Z,W ) (4.1.30)

dır. Ayrıca (4.1.30) denkleminde W ile Z vektör alanlarının yerleri değiştirildiğinde

R(X ,Y,W,Z) = R(X ,Y,W,Z)+ η̄(X)g((∇Y ϕ)W,Z)− η̄(Y )g((∇X ϕ)W,Z) (4.1.31)

elde edilir. (4.1.30) ile (4.1.31) denklemleri taraf tarafa toplandığında

R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z) = R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z)

+ η̄(X){(g(∇Y ϕ)Z,W )+(g(∇Y ϕ)W,Z)}

− η̄(Y ){(g(∇X ϕ)Z,W )+g((∇X ϕ)W,Z)} (4.1.32)

bulunur. Buradan (2.5.2) denklemi kullanılırsa

2g((∇Y ϕ)Z,W )+2g((∇Y ϕ)W,Z) = 2αg(
s

∑
j=1

(g(ϕY,Z)ξ j−η
j(Z)ϕ(Y )),W )

+g(N(Z,W ),ϕY )+2αg(
s

∑
j=1

g(ϕY,W )ξ j−η
j(W )ϕY,Z)+g(N(W,Z),ϕY )
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= 2α

s

∑
j=1

g(ϕY,Z)η j(W )−2α

s

∑
j=1

g(ϕY,W )η j(Z)+g(N(Z,W ),ϕY )

+2α

s

∑
j=1

g(ϕY,W )η j(Z)−2αg(ϕY,Z)η j(W )+g(N(W,Z),ϕY )

= g(N(Z,W ),ϕY )+g(N(W,Z),ϕY )

= g(N(Z,W )+N(W,Z),ϕY ) = 0 (4.1.33)

elde edilir. Diğer taraftan

2g((∇X ϕ)Z,W )+2g((∇X ϕ)W,Z) = 2αg(
s

∑
j=1

(g(ϕX ,Z)ξ j−η
j(Z)ϕ(Y )),W )+g(N(Z,W ),ϕX)

+2αg(
s

∑
j=

g(ϕX ,W )ξ j−η
j(W )ϕX ,Z)+g(N(W,Z),ϕX)

= 0 (4.1.34)

olur. (4.1.33) ve (4.1.34) denklemleri (4.1.32) denkleminde yazılırsa

R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z) = R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z)

bulunur. ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre R eğrilik tensörünün özellikleri kullanılırsa

R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Y,W,Z) = 0

elde edilir. Benzer şekilde (4.1.30) denkleminde Y = X olarak alındığında

R(Y,X ,Z,W ) = R(Y,X ,Z,W )+ η̄(Y )g((∇X ϕ)Z,W )− η̄(X)g((∇Y ϕ)Z,W ) (4.1.35)

yazılır. (4.1.30) ve (4.1.35) denklemleri taraf tarafa toplandığında

R(X ,Y,Z,W )+R(Y,X ,Z,W ) = R(X ,Y,Z,W )+R(Y,X ,Z,W ) = 0

olur. Buradan da ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre R eğrilik tensörünün özellikleri

kullanılırsa

R(X ,Y,Z,W )+R(Y,X ,Z,W ) = 0

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.1.1. M, ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre bir α-kosimplektik f -

manifold olsun. Bu durumda

(i) α = 0 durumunda D dağılımının integral altmanifoldu total jeodezik ve M2n+s, M2n
1

Kaehler manifoldu ile bir Ms
2 değişmeli Lie grubunun bir lokal çarpımıdır.

(ii) α 6= 0 durumunda D dağılımının integral altmanifoldu total umbiliktir ve r =

−2α2ns(2n−1) dır.

İspat. M, ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyonuna göre lokal simetrik olduğundan

(2.1.5) denklemi yardımıyla ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

(∇X R)(Y,Z)W = 0 (4.1.36)

yazılabilir. (4.1.36) denklemi U ∈ χ(M) ile çarpıldığında

(∇X R)(Y,Z,W,U) = 0

olur. Buradan da Y ve U vektör alanlarına göre kontraksiyon alındığında

(∇X S)(Z,W ) = 0 (4.1.37)

elde edilir. Diğer taraftan çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre (2.1.4) denklemi

kullanıldığında (4.1.37) denklemi

∇X S(Z,W )−S(∇X Z,W )−S(Z,∇XW ) = 0 (4.1.38)

şekline dönüşür. (4.1.38) denkleminde W = ξi olarak alındığında

∇X S(Z,ξi)−S(∇X Z,ξi)−S(Z,∇X ξi) = 0
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olup (4.1.8) ve (4.1.23) denklemleri kullanıldığında

∇X(−2nα
2

s

∑
k=1

η
k(Z))− (−2nα

2
s

∑
k=1

η
k(∇X Z))−S(Z,−αϕ

2X)

=−2nα
2

s

∑
k=1

∇X η
k(Z)+2nα

2
s

∑
k=1

η
k(∇X Z)−S(Z,αX−α

s

∑
k=1

η
i(X)ξi)

=−2nα
2

s

∑
k=1

η
k(∇X Z)−2nα

2
s

∑
k=1

g(Z,∇X ξk))+2nα
2

s

∑
k=1

η
k(∇X Z)

−αS(Z,X)+α

s

∑
i=1

η
i(X)S(Z,ξi)

= 0

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılır (4.1.10) ve (4.1.26) denklemleri kullanılırsa

−2nα
2

s

∑
k=1

g(Z,−αϕ
2X)−αS(Z,X)+α

s

∑
i=1

s

∑
k=1

(−2nα
2
η

k(Z)ηi(X))

= 2nα
3

s

∑
k=1

g(Z,ϕ2X)−αS(Z,X)−2nα
3

∑
i,k=1

sη
k(Z)ηi(X)

=−2nα
3

s

∑
k=1

g(ϕZ,ϕX)−α(S(Z,X)+αsg(ϕZ,X))−2nα
3

s

∑
i,k=1

η
k(Z)ηi(X)

=−2nα
3s.g(ϕZ,ϕX)−αS(Z,X)−α

2s.g(ϕZ,X)−2nα
3

s

∑
i,k=1

η
k(Z)ηi(X)

= 0 (4.1.39)

bulunur. (4.1.39) denkleminde X ve Z vektör alanları üzerinde kontraksiyon alındığında

−4n2sα
3−αr−2α

3ns

= α[−4n2sα
2− r−2α

2ns] = 0 (4.1.40)

olur. (4.1.40) denkleminden

α = 0 veya r =−2α
2ns(2n−1)

elde edilir. Önerme (2.5.4) den teoremin ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 4.1.2. ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre genelleştirilmiş bir rekürent

α-kosimplektik f -manifold yoktur.
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İspat. M,∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre genelleştirilmiş bir rekürent α-

kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda (2.1.7) denklemi yardımıyla ∀X ,Y,Z,W ∈

χ(M) için,

(∇X R)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W +β(X)[g(Z,W )Y −g(Y,W )Z)] (4.1.41)

yazılabilir. (4.1.41) denkleminde Y = ξi,W = ξ j olarak alındığında

(∇X R)(ξi,Z)ξ j = A(X)R(ξi,Z)ξ j +β(X)[g(Z,ξ j)ξi−g(ξi,ξ j)Z)]

= A(X)R(ξi,Z)ξ j +β(X)[η j(Z)ξi−δi jZ]

olur. i = j için (2.5.9) ve (4.1.21) denklemleri kullanılırsa

(∇X R)(ξi,Z)ξi = A(X)R(ξi,Z)ξi +β(X)[ηi(Z)ξi−Z]

= A(X)[R(ξi,Z)ξi−αϕZ]+β(X)[ηi(Z)ξi−Z]

= A(X)[−α
2
ϕ

2Z−αϕZ]+β(X)[ηi(Z)ξi−Z] (4.1.42)

yazılabilir. Diğer taraftan (2.1.4) denklemi kullanılırsa

(∇X R)(ξi,Z)ξi = ∇X R(ξi,Z)ξi−R(∇X ξi,Z)ξi

−R(ξi,∇X Z)ξi−R(ξi,Z)∇X ξi (4.1.43)

elde edilir. (4.1.43) denkleminin sağ tarafı açılırsa, (2.5.9) ve (4.1.21) denklemleri yerine

yazılırsa

∇X R(ξi,Z)ξi = ∇X(R(ξi,Z)ξi−αϕZ)

= ∇X(−α
2
ϕ

2Z−αϕZ)

= ∇X(−α
2
ϕ

2Z)−∇X(αϕZ)

=−α
2
∇X(ϕ

2Z)−α∇X ϕZ (4.1.44)

olur. (4.1.8) denklemi (4.1.44) denkleminde yazılırsa

∇X R(ξi,Z)ξi =−α
2[∇X ϕ

2Z− η̄(X)ϕ3Z]−α[∇X ϕZ− η̄(X)ϕ2Z]

= α
2
∇X Z−α

2
s

∑
k=1

η
k(∇X Z)ξk +α

3g(Z,ϕ2X)ξ̄+α
3
η̄(Z)ϕ2X

−α
2
η̄(X)ϕZ−α∇X ϕZ +αη̄(X)ϕ2Z (4.1.45)
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elde edilir. Ayrıca (4.1.10) ve (4.1.19) denklemleri göz önüne alındığında

R(∇X ξi,Z)ξi = R(∇X ξi,Z)ξi

= R(−αϕ
2X ,Z)ξi

=−αR(ϕ2X ,Z)ξi

=−α[R(ϕ2X ,Z)ξi−αη̄(ϕ2X)ϕZ +αη̄(Z)ϕ3X ]

=−α[R(ϕ2X ,Z)ξi−αη̄(Z)ϕX ]

=−α[α2
s

∑
k=1

η
k(Z)ϕ4X−αη̄(Z)ϕX ]

= α
3
η̄(Z)ϕ2X +α

2
η̄(Z)ϕX (4.1.46)

sonucu elde edilir. Benzer şekilde (4.1.8) ve (4.1.21) denklemleri kullanılırsa

R(ξi,∇X Z)ξi = R(ξi,∇X Z)ξi−αϕ∇X Z

= R(ξi,∇X Z− η̄(X)ϕZ)ξi−αϕ(∇X Z− η̄(X)ϕZ)

= R(ξi,∇X Z)ξi− η̄(X)R(ξi,ϕZ)ξi−αϕ∇X Z +αη̄(X)ϕ2Z

=−α
2
ϕ

2
∇X Z− η̄(X)(−α

2
ϕ

3Z)−αϕ∇X Z +αη̄(X)ϕ2Z

=−α
2
ϕ

2
∇X Z−α

2
η̄(X)ϕZ−αϕ∇X Z +αη̄(X)ϕ2Z (4.1.47)

olur. Son olarak (4.1.10) ve (4.1.22) denklemleri kullanılırsa

R(ξi,Z)∇X ξi = R(ξi,Z)∇X ξi

=−R(Z,ξi)∇X ξi

=−[R(Z,ξi)∇X ξi−α{g(ϕZ,∇X ξi)ξ̄− η̄(∇X ξi)ϕZ}]

=−R(Z,ξi)∇X ξi +αg(ϕZ,∇X ξi)ξ̄−αη̄(∇X ξi)ϕZ

=−R(Z,ξi)(−αϕ
2X)+αg(ϕZ,−αϕ

2X)ξ̄− η̄(−αϕ
2X)ϕZ

= αR(Z,ξi)ϕ
2X−α

2g(Z,ϕX)ξ̄

= α[α2
s

∑
k=1
{ηk(ϕ2X)ϕ2Z−g(ϕ4X ,Z)ξk}]−α

2g(Z,ϕX)ξ̄

= α
3g(ϕ2X ,Z)ξ̄−α

2g(Z,ϕX)ξ̄ (4.1.48)
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bulunur. (4.1.45), (4.1.46), (4.1.47) ve (4.1.48) denklemleri (4.1.43) denkleminde yerleri-

ne yazılırsa,

(∇X R)(ξi,Z)ξi = α
2
∇X Z−α

2
s

∑
k=1

η
k(∇X Z)ξk +α

3g(Z,ϕ2X)ξ̄

+α
3
η̄(Z)ϕ2X−α

2
η̄(X)ϕZ−α∇X ϕZ +αη̄(X)ϕ2Z

−α
3
η̄(Z)ϕ2X−α

2
η̄(Z)ϕX +α

2
ϕ

2
∇X Z +α

2
η̄(X)ϕZ

+αϕ∇X Z−αη̄(X)ϕ2Z−α
3g(ϕ2X ,Z)ξ̄+α

2g(Z,ϕX)ξ̄

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılır ve (2.4.1) denklemi kullanılırsa

(∇X R)(ξi,Z)ξi =−α∇X ϕZ−α
2
η̄(Z)ϕX +αϕ∇X Z +α

2g(Z,ϕX)ξ̄

=−α(∇X ϕ)Z−α
2
η̄(Z)ϕX +α

2g(Z,ϕX)ξ̄

=−α[α(g(ϕX ,Z)ξ̄− η̄(Z)ϕX)]−α
2
η̄(Z)ϕX +α

2g(Z,ϕX)ξ̄

=−α
2g(ϕX ,Z)ξ̄+α

2
η̄(Z)ϕX−α

2
η(Z)ϕX +α

2g(Z,ϕX)ξ̄

= 0 (4.1.49)

olur. (4.1.49) denklemi (4.1.42) denkleminde yerine yazılırsa

A(X)[−α
2
ϕ

2Z−αϕZ]+β(X)[ηi(Z)ξi−Z] = 0 (4.1.50)

elde edilir. (4.1.50) denkleminde Z = ϕZ alınırsa

A(X)[−α
2
ϕ

3Z−αϕ
2Z]+β(X)(−ϕZ) = 0

=−α
2A(X)ϕZ +αA(X)ϕ2Z +β(X)ϕZ = 0

= [−α
2A(X)+β(X)]ϕZ−αA(X)ϕ2Z = 0 (4.1.51)

bulunur. (4.1.51) denkleminde Z vektör alanı üzerinden kontraksiyon uygulanırsa

[−α2A(X)+β(X)]g(ϕEi,Ei)−αA(X)g(ϕ2Ei,Ei) = αA(X)g(ϕEi,ϕEi) = 0

elde edilir. Buradan

αs.A(X) = 0⇒ αA(X) = 0 (4.1.52)
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dır. (4.1.51) denkleminde Z = ϕZ alınıp kontraksiyon uygulanırsa

[−α
2A(X)+β(X)]g(ϕ2Ei,Ei)−αA(X)g(ϕ3Ei,Ei) =−s[−α

2A(X)+β(X)] = 0

bulunur. Buradan

α
2A(X) = β(X) (4.1.53)

elde edilir. (4.1.52) ve (4.1.53) denklemlerinden β(X) = 0 sonucu elde edilir. Ancak

tanım gereği β 6= 0 olduğundan bu sonuç varsayımla çelişir. Böylece çeyrek-simetrik

metrik konneksiyona göre genelleştirilmiş rekürent α-kosimplektik f -manifold olmadığı

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.1.3. M,∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre α-kosimplektik f -manifold

olsun. Eğer α 6= 0 ise ϕ-rekürent α-kosimplektik f -manifold yoktur.

İspat. M,∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre ϕ-rekürent α-kosimplektik f -

manifold olsun. Dolayısıyla (4.1.7) denklemi yardımıyla ∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

ϕ
2(∇X R)(Y,Z)W = A(X)R(Y,Z)W (4.1.54)

yazılabilir. Buradan da M hemen hemen değme metrik manifold olduğundan (4.1.54)

denkleminde (2.4.1) eşitliği kullanıldığında

−(∇X R)(Y,Z)W +
s

∑
k=1

(ηk(∇X R(Y,Z)W )ξk = A(X)R(Y,Z))W (4.1.55)

elde edilir. (4.1.55) denkleminde Y =W = ξi olarak alınırsa

−(∇X R)(ξi,Z)ξi +
s

∑
k=1

(ηk(∇X R)(ξi,Z)ξi)ξk = A(X)R(ξi,Z)ξi (4.1.56)

bulunur. (4.1.49) denklemi kullanılarak

A(X)R(ξi,Z)ξi = 0 (4.1.57)

elde edilir. (4.1.21) ve (2.5.9) denklemleri kullanılırsa

A(X)[R(ξi,Z)ξi−αϕZ]

= A(X)[−α
2
ϕ

2Z−αϕZ] = 0 (4.1.58)
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yazılır. (4.1.58) denkleminde Z vektör alanı üzerinden kontraksiyon alınırsa

α
2sA(X) = 0 (4.1.59)

bulunur. (4.1.59) denklemi bize ∀X ∈ χ(M) için A(X) = 0 olduğunu gösterir. Ancak

tanım gereği A 6= 0 olduğundan bu durum varsayımla çelişir. Böylece çeyrek-simetrik

metrik konneksiyona göre ϕ-rekürent α-kosimplektik f -manifold olmadığı sonucuna

ulaşılır.

Sonuç 4.1.4. ∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre lokal simetrik hemen hemen

α-kosimplektik f -manifold olsun. İz(hih j) 6= (2n+ s)α2 şartı sağlanıyor ise ϕ-rekürent

hemen hemen α-kosimplektik f -manifold yoktur.

İspat. M,∇ çeyrek-simetrik metrik konneksiyona göre ϕ-rekürent bir hemen hemen α-

kosimplektik f -manifold olsun. (4.1.7) denklemi kullanılarak

ϕ
2((∇X R)(Y,Z)W ) = A(X)R(Y,Z)W (4.1.60)

yazılabilir. M, bir hemen hemen değme metrik manifold olduğundan (4.1.60) denkle-

minde (2.4.1) denklemi kullanılırsa

−(∇X R)(Y,Z)W +
s

∑
i=1

η
i((∇X R)(Y,Z)W )ξi = A(X)R(Y,Z)W (4.1.61)

elde edilir. M lokal simetri olduğundan ∇R = 0 dır. Buradan

A(X)R(Y,Z)W = 0

(4.1.61) denkleminde Y = ξi,W = ξ j alınırsa

A(X)R(ξi,Z)ξ j = 0 (4.1.62)

olur. (4.1.21) denklemi (4.1.62) denkleminde yerine yazılırsa

A(X)(R(ξi,Z)ξ j−αϕZ−h jZ) = 0 (4.1.63)
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elde edilir. (4.1.63) denklemi ard arda iki kere ϕ ile çarpılırsa

A(X)(ϕR(ξi,Z)ξ j−αϕ
2Z−ϕh jZ) = 0

A(X)(ϕR(ξi,ϕZ)ξ j−αϕ
3Z−ϕh jϕZ) = 0

A(X)(ϕR(ξi,ϕZ)ξ j +αϕZ−h jZ) = 0 (4.1.64)

bulunur. (4.1.63) denkleminden (4.1.64) denklemi çıkarılırsa

A(X)(R(ξi,Z)ξ j−ϕR(ξi,ϕZ)ξ j−2αϕZ) = 0 (4.1.65)

elde edilir. (4.1.65) denkleminde (2.5.11) denklemi kullanılırsa

A(X)(−2α
2
ϕ

2Z +2h jhiZ−2αϕZ) = 0 (4.1.66)

olup (4.1.66) denkleminde Z vektör alanına göre kontraksiyon alınırsa

A(X)
2n+s

∑
k=1

(2α
2g(ϕEi,ϕEi)+2g(h jhiEi,Ei)−2αg(ϕEi,Ei)) = 0

sonucu elde edilir. Son denklem düzenlenirse

A(X)[2(2n+ s)α2 +2İz(h jhi)] = 0 (4.1.67)

elde edilir. (4.1.67) denkleminde A(X) = 0 veya 2(2n+ s)α2 +2İz(h jhi) = 0 dır. Tanım

gereği A 6= 0 olduğundan bu durum varsayımla çelişir. Böylece İz(h jhi) 6= (2n+ s)α2

olması durumunda ϕ-rekürent hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olmadığı sonu-

cuna varılır.
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5. YARI-SİMETRİK METRİK OLMAYAN KONNEKSİYONLU HEMEN

HEMEN α-KOSİMPLEKTİK f -MANİFOLDLAR

Bu bölümde yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-

kosimplektik f -manifoldların tanımı yapılarak bazı sonuçlar elde edildi. Ayrıca yarı-

simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların

Riemann eğrilik tensörü ve Ricci eğrilik tensörü icelenmiş ve bazı sonuçlar elde edilmiştir.

5.1 Yarı-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyon

Tanım 5.1.1. M, (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun.

Hemen hemen α-kosimplektik f -manifold üzerinde Levi-Civita konneksiyonu ∇ olmak

üzere, M üzerinde ∇∗ konneksiyonu

∇
∗ :χ(M)×χ(M)→ χ(M)

(X ,Y )→ ∇
∗
XY = ∇XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X (5.1.1)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 5.1.1. M, (2n + s)-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun.

∀X ,Y ∈ χ(M) için,

∇
∗
XY = ∇XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X

olarak tanımlanan ∇∗ konneksiyonu M üzerinde lineerdir.

İspat. ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) ve f ∈C(M,R) için (5.1.1) denklemi kullanılarak,

∇
∗
X+Y Z = ∇X+Y Z +

s

∑
i=1

η
i(Z)(X +Y )

= ∇X Z +
s

∑
i=1

η
i(Z)X +∇Y Z +

s

∑
i=1

η
i(Z)Y

= ∇
∗
X Z +∇

∗
Y Z
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elde edilir.

∇
∗
X(Y +Z) = ∇X(Y +Z)+

s

∑
i=1

η
i(Y +Z)X

= ∇XY +
s

∑
i=1

η
i(Y )X +∇X Z +

s

∑
i=1

η
i(Z)X

= ∇
∗
XY +∇

∗
X Z

bulunur. Ayrıca,

∇
∗
f XY = ∇ f XY +

s

∑
i=1

η
i(Y ) f X

= f (∇XY +
s

∑
i=1

η
i(Y )X)

= f (∇∗XY )

dır. Son olarak

∇
∗
X( fY ) = X [ f ]Y + f (∇XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X)

= X [ f ]Y + f (∇∗XY )

bulunur. Buradan ∇∗, M üzerinde bir lineer konneksiyondur.

Teorem 5.1.2. M, (2n + s)-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun.

(5.1.1) ile tanımlanan lineer konneksiyon ∇∗, M üzerinde yarı-simetrik metrik olmayan

konneksiyondur.

İspat. ∇∗ lineer konneksiyonun torsiyon tensör alanı T ∗ olsun. ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

T ∗(X ,Y ) = ∇
∗
XY −∇

∗
Y X− [X ,Y ]

= ∇XY +
s

∑
i=1

η
i(Y )X− (∇Y X +

s

∑
i=1

η
i(X)Y )− [X ,Y ]

= T (X ,Y )+
s

∑
i=1

(ηi(Y )X−η
i(X)Y )

=
s

∑
i=1

(ηi(Y )X−η
i(X)Y ) (5.1.2)
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elde edilir. Burada T , M üzerinde ∇ Levi-Civita konneksiyonun torsiyon tensör alanıdır.

Bu durumda lineer konneksiyon ∇∗, M üzerinde yarı-simetrik bir konneksiyondur. Şimdi

∇∗ lineer konneksiyonun M üzerinde tanımlı g Riemann metrik tensörüyle bağdaşabilir

olmadığı gösterilecektir. Metrikle bağdaşabilir olmayan konneksiyon için kısaca metrik

olmayan konneksiyon ifadesi kullanılacaktır. ∀X ,Y ∈ χ(M) için

(∇∗X g)(Y,Z) = X [g(Y,Z)]−g(∇∗XY,Z)−g(Y,∇∗X Z)

= X [g(Y,Z)]−g(∇XY +
s

∑
i=1

η
i(Y )X ,Z)−g(Y,∇X Z +

s

∑
i=1

η
i(Z)X)

=
s

∑
i=1

(ηi(Y )g(X ,Z)+η
i(Z)g(Y,X)) (5.1.3)

elde edilir. Bu durumda lineer konneksiyon ∇∗, M üzerinde bir metrik olmayan konnek-

siyondur. O halde (5.1.2) ve (5.1.3) denklemlerinden ∇∗ lineer konneksiyonu M üzerinde

yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyondur.

Sonuç 5.1.1. M, (2n+s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durmda ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

∇
∗
X ξi =−αϕ

2X−ϕhiX +X (5.1.4)

ve

(∇∗X η̄)Y = (∇X η̄)Y − η̄(X)η̄(Y ) (5.1.5)

dır.

İspat. (5.1.1) denkleminde Y = ξi alınır ve (2.5.6) denklemi kullanılırsa

∇
∗
X ξi = ∇X ξi + η̄(ξi)X

=−αϕ
2X−ϕhiX +X
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bulunur. Diğer taraftan (2.5.6) ve (5.1.1) denklemleri kullanılırsa

(∇∗X η
i)Y = X(ηi(Y ))−η

i(∇∗XY )

= Xg(Y,ξi)−η
i(∇∗XY )

= g(∇XY,ξi)+g(Y,∇X ξi)−η
i(∇XY )− η̄(Y )ηi(X)

= η
i(∇XY )+g(Y,∇X ξi)−η

i(∇XY )− η̄(Y )ηi(X)

= g(Y,∇X ξi)− η̄(Y )ηi(X)

elde edilir. Böylece,

s

∑
i=1

(∇∗X η
i)Y =

s

∑
i=1

g(Y,∇X ξi)−
s

∑
i=1

η
i(X)η̄(Y )

(∇∗X η̄)Y = (∇X η̄)Y − η̄(X)η̄(Y )

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.3. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu Kaehler

liflere sahip bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈

χ(M) için,

(∇∗X ϕ)Y =
s

∑
i=1

(
αg(ϕX ,Y )ξi +g(hiX ,Y )ξi− (α+1)(ηi(Y )ϕX)−η

i(Y )hiX
)

(5.1.6)

dır.

İspat. (5.1.1) denklemi kullanılırsa

(∇∗X ϕ)Y = ∇
∗
X ϕY −ϕ∇

∗
XY

= ∇X ϕY + η̄(ϕY )X−ϕ(∇XY + η̄(Y )X)

= ϕ∇XY +(∇X ϕ)Y −ϕ∇XY − η̄(Y )ϕX

= (∇X ϕ)Y − η̄(Y )ϕX (5.1.7)

elde edilir. (2.5.7) denklemi (5.1.7) denkleminde yazılırsa (5.1.6) denklemi elde edilir.
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Teorem 5.1.4. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y )Z =R(X ,Y )Z+((∇X η̄)Z)Y + η̄(Z)η̄(Y )X−((∇Y η̄)Z)X− η̄(Z)η̄(X)Y (5.1.8)

dır. Burada R, Levi-Civita ∇ konneksiyonun eğrilik tensörüdür.

İspat. ∇∗ konneksiyonunun eğrilik tensörünün denklemi yazılırsa

R∗(X ,Y,Z) = ∇
∗
X ∇
∗
Y Z−∇

∗
Y ∇
∗
X Z−∇

∗
[X ,Y ]Z (5.1.9)

elde edilir. Şimdi (5.1.9) denkleminin terimlerini tek tek bulalım. (5.1.1) denklemi kul-

lanılırsa

∇
∗
X ∇
∗
Y Z = ∇

∗
X(∇Y Z + η̄(Z)Y )

= ∇
∗
X(∇Y Z)+∇

∗
X(η̄(Z)Y )

= ∇X(∇Y Z)+ η̄(∇Y Z)X +∇X(η̄(Z)Y )+ η̄(η̄(Z)Y )X

= ∇X ∇Y Z + η̄(∇Y Z)X + η̄(∇X Z)Y +
s

∑
i=1

g(Z,∇X ξi)Y

+ η̄(Z)∇XY + η̄(Z)η̄(Y )X (5.1.10)

dır. Benzer şekilde (5.1.10) denkleminde X ile Y nin yerleri değiştirilirse

∇
∗
Y ∇
∗
X Z = ∇Y ∇X Z + η̄(∇X Z)Y + η̄(∇Y Z)X

+
s

∑
i=1

(Z,∇Y ξi)X + η̄(Z)∇Y X + η̄(Z)η̄(X)Y (5.1.11)

bulunur. Son olarak

∇
∗
[X ,Y ]Z = ∇[X ,Y ]Z + η̄(Z)[X ,Y ] (5.1.12)

elde edilir. (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.12) denklemlerinden gerekli sadeleştirmeler yapılırsa

R∗(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +
s

∑
i=1

g(Z,∇X ξi)Y + η̄(Z)η̄(Y )X

−
s

∑
i=1

g(∇Y ξi,Z)X− η̄(Z)η̄(X)Y (5.1.13)
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bulunur. (5.1.13) denkleminde (2.5.6) denklemi kullanılırsa

R∗(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +α.sg(ϕZ,ϕX)Y +
s

∑
i=1

g(ϕZ,hiX)Y + η̄(Z)η̄(Y )X

−α.sg(ϕZ,ϕY )X−
s

∑
i=1

g(ϕZ,hiY )X− η̄(Z)η̄(X)Y (5.1.14)

elde edilir.

(∇X η̄)Y =
s

∑
i=1

g(Y,∇X ξi)

eşitliği göz önüne alınıp (5.1.13) denkleminde yazılırsa (5.1.8) denklemi elde edilir.

Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi (0,2)-tipli tensör alanı A ile gösterilsin. (5.1.1) denklemi kullanılarak A

tensör alanı

A(X ,Y ) = (∇∗X η̄)Y = (∇X η̄)Y − η̄(X)η̄(Y ) (5.1.15)

şeklinde yazılırsa (5.1.8) denklemi

R∗(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +A(X ,Z)Y −A(Y,Z)X (5.1.16)

olarak elde edilir.

Sonuç 5.1.2. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y ∈ χ(M) için,

A(ξi,Y ) =−η̄(Y ), (5.1.17)

A(X ,ξi) =−η̄(X), (5.1.18)

A(ξi,ξ j) =−δi j, (5.1.19)

A(X ,Y ) = A(Y,X), (5.1.20)

A(ϕX ,ϕY ) = A(X ,Y )+ η̄(X)η̄(Y ) (5.1.21)

dır.
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İspat. (5.1.15) denkleminde X = ξi alınırsa

A(ξi,Y ) =(∇ξiη̄)Y − η̄(ξi)η̄(Y )

= ∇ξiη̄(Y )− η̄(∇ξiY )− η̄(Y )

=
k

∑
j=1

∇ξig(Y,ξ j)− η̄(∇ξiY )− η̄(Y )

= η̄(∇ξiY )+
k

∑
j=1

g(Y,∇ξiξ j)− η̄(∇ξiY )− η̄(Y )

=−η̄(Y )

bulunur. Buradan (5.1.17) denklemi elde edilir. Benzer şekilde (5.1.18), (5.1.19),

(5.1.20) ve (5.1.21) denklemleri de elde edilir.

Sonuç 5.1.3. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y )ξi = R(X ,Y )ξi− η̄(X)Y + η̄(Y )X (5.1.22)

R∗(X ,ξi)Z = R(X ,ξi)Z +A(X ,Z)ξi + η̄(Z)X (5.1.23)

R∗(X ,ξ j)ξi = R(X ,ξ j)ξi− η̄(X)ξ j +X (5.1.24)

R∗(ξ j,X)ξi = R(ξ j,X)ξi + η̄(X)ξ j−X (5.1.25)

R∗(ξ j,ξk)ξi = ξ j−ξk; k 6= j (5.1.26)

dır.

İspat. (5.1.16) denkleminde (5.1.17) ve (5.1.18) denklemleri kullanılırsa yukarıdaki

ifadeler kolayca elde edilir.

Teorem 5.1.5. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y,Z,W ) = R(X ,Y,Z,W )+A(X ,Z)g(Y,W )−A(Y,Z)g(X ,W ) (5.1.27)

dır.

66



İspat. (5.1.16) denkleminin her iki tarafı W vektör alanı ile çarpılırsa (5.1.27) denklemi

elde edilir.

Teorem 5.1.6. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y,W,Z) = R(X ,Y,W,Z)+A(X ,W )g(Y,Z)−A(Y,W )g(X ,Z) (5.1.28)

dır.

İspat. (5.1.27) denkleminde Z ile W vektör alanlarının yerleri değiştirilirse (5.1.28) denk-

lemi elde edilir.

Teorem 5.1.7. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y,Z,W )+R∗(X ,Y,W,Z) = A(X ,Z)g(Y,W )−A(Y,Z)g(X ,W )

+A(X ,W )g(Y,Z)−A(Y,W )g(X ,Z) (5.1.29)

dır.

İspat. (5.1.27) ve (5.1.28) denklemleri taraf tarafa toplanıp Riemann eğrilik tensör

özelliği kullanılırsa (5.1.29) denklemi elde edilir.

Teorem 5.1.8. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold ve A , (0,2)-tipli tensör alanı olsun. Bu durumda

∀X ,Y,Z,W ∈ χ(M) için,

R∗(X ,Y,Z,W )−R∗(Z,W,X ,Y ) = A(X ,Z)g(Y,W )−A(Y,Z)g(X ,W )

−A(Z,X)g(W,Y )+A(W,X)g(Z,Y ) (5.1.30)

dır.
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İspat. (5.1.27) denklemi kullanılırsa

R∗(Z,W,X ,Y ) = R(Z,W,X ,Y )+A(Z,X)g(W,Y )−A(W,X)g(Z,Y ) (5.1.31)

elde edilir. (5.1.27) ve (5.1.31) denklemleri taraf tarafa çıkarılıp Riemann eğrilik tensör

özelliği kullanılırsa (5.1.30) denklemi elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.9. M, (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ χ(M) ve i, j ∈ {1, ...,s}

için,

R∗(ξ j,X ,ξi,Y ) = R(ξ j,X ,ξi,Y )+ η̄(X)η j(Y )−g(X ,Y ) (5.1.32)

dır.

İspat. (5.1.25) denklemi Y vektör alanı ile çarpılırsa

g(R∗(ξ j,X)ξi,Y ) = g(R(ξ j,X)ξi,Y )+ η̄(X)η j(Y )−g(X ,Y )

R∗(ξ j,X ,ξi,Y ) = R(ξ j,X ,ξi,Y )+ η̄(X)η j(Y )−g(X ,Y )

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Tanım 5.1.2. (2n+ s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold (M,ϕ,ξi,η
i,g) ve M nin ortonormal bir bazı

{E1, ...,E2n,ξ1, ...,ξs} olsun. Yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu M mani-

foldunun Ricci eğrilik tensörü

S∗(X ,Y ) =
2n

∑
k=1

g(R∗(Ek,X ,Y,Ek))+
s

∑
r=1

g(R∗(ξr,X ,Y,ξr)) (5.1.33)

olarak tanımlanır.

Teorem 5.1.10. M,(2n + s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir

hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

S∗(X ,Y ) = S(X ,Y )− (2n+ s)A(X ,Y )

+
2n

∑
k=1

A(Ek,Y )g(X ,Ek)−
s

∑
r=1

η̄(Y )ηr(X) (5.1.34)

dır.
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İspat. (5.1.33) denkleminde (5.1.27) kullanılır ve gerekli düzeltmeler yapılırsa

S∗(X ,Y ) =
2n

∑
k=1

R∗(Ek,X ,Y,Ek)+
s

∑
r=1

R∗(ξr,X ,Y,ξr)

=
2n

∑
k=1

[R(Ek,X ,Y,Ek)+A(Ek,Y )g(X ,Ek)−A(X ,Y )g(Ek,Ek)]

+
s

∑
r=1

[R(ξr,X ,Y,ξr)+A(ξr,Y )g(X ,ξr)−A(X ,Y )g(ξr,ξr)]

= S(X ,Y )+
2n

∑
k=1

[A(Ek,Y )g(X ,Ek)−A(X ,Y )g(Ek,Ek)]

+
s

∑
r=1

[A(ξr,Y )g(X ,ξr)−A(X ,Y )g(ξr,ξr)]

= S(X ,Y )+
2n

∑
k=1

A(Ek,Y )g(X ,Ek)−2n.A(X ,Y )+
s

∑
r=1

η̄(Y )ηr(X)− s.A(X ,Y )

= S(X ,Y )− (2n+ s)A(X ,Y )+
2n

∑
k=1

A(Ek,Y )g(X ,Ek)−
s

∑
r=1

η̄(Y )ηr(X)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

Sonuç 5.1.4. M, (2n+s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

S∗(X ,ξ j) = S(X ,ξ j)+(2n+ s−1)η̄(X), (5.1.35)

S∗(ϕX ,ξ j) = S(ϕX ,ξ j) =−(divϕhi)ϕX , (5.1.36)

S∗(ξi,ξ j) = S(ξi,ξ j)+(2n+ s−1) (5.1.37)

dır.

İspat. (5.1.34) denkleminde Y = ξ j alınır ve (5.1.17) denklemi kullanılırsa

S∗(X ,ξ j) = S(X ,ξ j)− (2n+ s)A(X ,ξ j)+
2n

∑
i=1

A(Ei,ξ j)g(X ,Ei)−
s

∑
r=1

η̄(ξ j)η
r(X)

= S(X ,ξ j)+(2n+ s−1)η̄(X)

elde edilir. Benzer şekilde (5.1.36) ve (5.1.37) denklemleri de kolayca elde edilebilir.
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Teorem 5.1.11. M, (2n + s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir

hemen hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ,Y ∈ χ(M) için,

S∗(X ,Y )−S∗(Y,X) =
2n

∑
k=1

[A(Ek,Y )g(X ,Ek)−A(Ek,X)g(Y,Ek)]

−
s

∑
r=1

[η̄(Y )ηr(X)− η̄(X)ηr(Y )] (5.1.38)

dır.

İspat. (5.1.34) denkleminde X ile Y vektör alanlarının yerleri değiştirilirse

S∗(Y,X) = S(Y,X)− (2n+ s)A(Y,X)+
2n

∑
k=1

A(Ek,X)g(Y,Ek)−
s

∑
r=1

η̄(X)ηr(Y ) (5.1.39)

bulunur. (5.1.34) denklemi ile (5.1.39) denklemi taraf tarafa çıkarılırsa.

Sonuç 5.1.5. M, (2n+s)-boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonlu bir hemen

hemen α-kosimplektik f -manifold olsun. Bu durumda ∀X ∈ χ(M) için,

S∗(X ,ξi) = S∗(ξi,X) (5.1.40)

dır.

İspat. (5.1.38) denkleminde Y = ξi alınır ve (5.1.17) denklemi kullanılırsa (5.1.40) denk-

lemi elde edilir.
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6. YARI-SİMETRİK METRİK OLMAYAN KONNEKSİYONLU HEMEN

HEMEN α-KOSİMPLEKTİK f -MANİFOLDLARIN YARI-İNVARYANT

ALTMANİFOLDLARI

Son olarak bu bölüm iki alt kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda yarı-simetrik metrik

olmayan konneksiyonlu hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldların yarı-invaryant alt-

manifoldarı tanımlanarak bazı sonuçlar elde edildi. İkinci kısımda da distribüsyonların

integrallenebilirliği incelenip bazı sonuçlar elde edilmiştir.

6.1 Yarı-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyonlu Hemen Hemen

α-Kosimplektik f -Manifoldların Yarı-İnvaryant Altmanifoldları

(2n+ s)-boyutlu M̃ hemen hemen α-kosimplektik f -manifoldunun bir altmanifoldu

M olsun. M̃ de indirgenmiş bir g metriği ile ∇̃ Levi-Civita konneksiyonunu alalım. Bu

durumda Gauss ve Weingarten formülleri; ∀X ,Y ∈ Γ(T M) ve N ∈ Γ(T M⊥) için,

∇̃XY = ∇XY +B(X ,Y ) (6.1.1)

∇̃X N =−ANX +∇
⊥
X N (6.1.2)

olarak tanımlanır. Burada ∇⊥ normal kısım, B ikinci temel form, AN şekil operatörüdür.

İkinci temel form ile şekil operatörü arasında

g(B(X ,Y ),N) = g(ANX ,Y ) (6.1.3)

eşitliği vardır.

Şimdi bir yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyonu tanımlayıp doğruluğunu

gösterelim. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇
∗
XY = ∇̃XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X (6.1.4)

dır. Burada ∇̃ Riemann konneksiyonu olduğundan, ∇̃g = 0 dır. O halde

(∇̃X g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(∇̃XY,Z)−g(Y, ∇̃X Z) = 0
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olur. Buradan

Xg(Y,Z) = g(∇̃XY,Z)+g((Y, ∇̃X Z)

= g(∇∗XY −
s

∑
i=1

η
i(Y )X ,Z)+g(Y,∇∗X Z−

s

∑
i=1

η
i(Z)X)

= g(∇∗XY,Z)+g(∇∗X Z,Y )−
s

∑
i=1

η
i(Y )g(X ,Z)−

s

∑
i=1

η
i(Z)g(X ,Y )

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa

Xg(Y,Z)−g(∇∗XY,Z)−g(Y,∇∗X Z) =−
s

∑
i=1

η
i(Y )g(X ,Z)−

s

∑
i=1

η
i(Z)g(X ,Y )

olup buradan

(∇∗X g)(Y,Z) =−
s

∑
i=1
{g(X ,Y )ηi(Z)+g(X ,Z)ηi(Y )} (6.1.5)

elde edilir. O halde ∇∗ metrik konneksiyon değildir. Diğer taraftan ∇̃ Levi-Civita kon-

neksiyonu simetrik olduğundan T̃ (X ,Y ) = 0 dır. Bu durumda

T̃ (X ,Y ) = ∇̃XY − ∇̃Y X− [X ,Y ] = 0

olduğundan

[X ,Y ] = ∇̃XY − ∇̃Y X

olur. Buradan da

[X ,Y ] = ∇
∗
XY −

s

∑
i=1

η
i(Y )X−∇

∗
Y X +

s

∑
i=1

η
i(X)Y

∇
∗
XY −∇

∗
Y X− [X ,Y ] =

s

∑
i=1

η
i(Y )X−

s

∑
i=1

η
i(X)Y

T ∗(X ,Y ) =
s

∑
i=1

η
i(Y )X−

s

∑
i=1

η
i(X)Y

bulunur. T ∗(X ,Y ) 6= 0 olduğundan ∇∗ yarı-simetrik konneksiyondur.

Teorem 6.1.1. M, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı M̃ hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda ∀X , Y ∈

Γ(T M) için,

(∇∗X ϕ)Y = (∇̃X ϕ)Y −
s

∑
i=1

η
i(Y )ϕX (6.1.6)

dır.
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İspat. (2.4.2) ve (6.1.4) denklemleri kullanılarak

(∇∗X ϕ)Y =∇
∗
X ϕY −ϕ∇

∗
XY

=∇̃X ϕY +
s

∑
i=1

η
i(ϕY )X−ϕ(∇̃XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X)

=∇̃X ϕY −ϕ∇̃XY −ϕ

s

∑
i=1

η
i(Y )X

=(∇̃X ϕ)Y −
s

∑
i=1

η
i(Y )ϕX

elde edilir.

Eğer M̃ Kaehler liflere sahip (2n+ s)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik f -

manifold ise (2.5.7) ve (6.1.6) denklemleri kullanılarak

(∇∗X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[
α
(
g(ϕX ,Y )ξi−η

i(Y )ϕX
)
+g(hiX ,Y )ξi−η

i(Y )hiX
]

−
s

∑
i=1

η
i(Y )ϕX (6.1.7)

elde edilir.

Sonuç 6.1.1. M, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı M̃ hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda ∀X , Y ∈

Γ(T M) için,

∇
∗
X ξi =−αϕ

2X−ϕhiX +X (6.1.8)

ve

(∇∗X η̄)Y = (∇̃X η̄)Y − η̄(X)η̄(Y ) (6.1.9)

denklemleri geçerlidir.

M̃ ve M üzerindeki metrik g olsun. M̃ üzerinde yarı-simetrik metrik olmayan kon-

neksiyon ∇∗ ve M üzerine indirgenmiş konneksiyon
◦
∇ olsun. Bu durumda M yarı-

invaryant altmanifoldu üzerinde (0,2)-tipinden tensör alanı m olmak üzere,

(∇∗XY ) =
◦
∇XY +m(X ,Y ) (6.1.10)
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olarak tanımlansın. (6.1.1) ve 6.1.4 denklemleri kullanılırsa

◦
∇XY +m(X ,Y ) = ∇XY +B(X ,Y )+

s

∑
i=1

η
i(Y )X (6.1.11)

olur. (6.1.11) denkleminin teğet ve normal kısımları ayrı ayrı hesaplanırsa,

◦
∇XY = ∇XY +

s

∑
i=1

η
i(Y )X (6.1.12)

ve

m(X ,Y ) = B(X ,Y ) (6.1.13)

olur. (6.1.2) ve (6.1.12) denklemleri kullanılırsa

◦
∇X N = ∇X N +

s

∑
i=1

η
i(N)X

= −ANX +
s

∑
i=1

η
i(N)X

= (−AN +
s

∑
i=1

η
i(N))X

elde edilir. Bu durumda yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile bir hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu için Gauss ve Weingarten

formülleri ∀X ,Y ∈ Γ(T M) ve N ∈ Γ(T M⊥) için,

∇
∗
XY =

◦
∇XY +B(X ,Y ) (6.1.14)

ve

∇
∗
X N = (−AN +

s

∑
i=1

η
i(N))X +

◦
∇
⊥

X N

=−ANX +
◦
∇
⊥

NX (6.1.15)

dır. Burada B; M nin ikinci temel formu, AN ; N nin şekil operatörüdür.

Teorem 6.1.2. Yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı bir hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu üzerine indirgenmiş konnek-

siyon da yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyondur.
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Lemma 6.1.1. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip yarı-simetrik konneksiyonlu

bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

P(u(X ,Y )) = ϕP
◦
∇XY −

s

∑
i=1

[(α+1)ηi(Y )ϕPX +η
i(Y )PtiX ] (6.1.16)

Q(u(X ,Y )) = QCB(X ,Y )−
s

∑
i=1

η
i(Y )QtiX (6.1.17)

B(X ,ϕPY )+
◦
∇
⊥

X ϕQY = ϕQ
◦
∇XY +DB(X ,Y )

−
s

∑
i=1

[(α+1)ηi(Y )ϕQX−η
i(Y ) fiX ] (6.1.18)

η
i(u(X ,Y ))ξi =

s

∑
i=1

[αg(ϕPX ,Y )ξi +g(hiX ,Y )ξi]

−
s

∑
i, j=1

η
i(Y )η j(tiX)ξi (6.1.19)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemleri (6.1.7) denkleminde

yazılırsa

(∇∗X ϕ)Y =
s

∑
i=1

[α(g(ϕPX ,Y )ξi−η
i(Y )ϕPX−η

i(Y )ϕQX)+g(hiX ,Y )ξi

−η
i(Y )PtiX−η

i(Y )QtiX−η
i(Y )

s

∑
j=1

η
j(tiX)ξ j−η

j(Y ) fiX

−η
i(Y )ϕPX−η

i(Y )ϕQX ] (6.1.20)

bulunur. Diğer taraftan (3.2.1), (6.1.14) ve (6.1.15) denklemleri kullanılırsa

(∇∗X ϕ)Y = ∇
∗
X ϕY −ϕ∇

∗
XY

= ∇
∗
X ϕPY +∇

∗
X ϕQY −ϕ(

◦
∇XY +B(X ,Y ))

=
◦
∇X ϕPY +B(X ,ϕPY )−AϕQY X +

◦
∇
⊥

X ϕQY

−ϕP
◦
∇XY −ϕQ

◦
∇XY −CB(X ,Y )−DB(X ,Y )
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(∇∗X ϕ)Y = P
◦
∇X ϕPY +Q

◦
∇X ϕPY +

s

∑
i=1

η
i(
◦
∇X ϕPY )ξi +B(X ,ϕPY )

−PAϕQY X−QAϕQY X +
◦
∇
⊥

X ϕQY −
s

∑
i=1

η
i(AϕQY X)ξi

−ϕP
◦
∇XY −ϕQ

◦
∇XY −CB(X ,Y )−DB(X ,Y ) (6.1.21)

elde edilir. (6.1.20) ve (6.1.21) denklemleri eşitlenip D, D⊥, ξi ve T M⊥ in vektör

alanları dikkate alınıp (3.2.4) denklemi kullanılarak ispat tamamlanır.

Lemma 6.1.2. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip yarı-simetrik konneksiyonlu

bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için,

ϕP(ANX)+P(
◦
∇XCN) = P(ADNX ,) (6.1.22)

Q((C
◦
∇
⊥N)+ADNX−

◦
∇XCN) = 0, (6.1.23)

η(ADNX−
◦
∇XCN) = αg(X ,CN)+g(hiX ,N)ξi, (6.1.24)

B(X ,CN)+ϕQ(ANX)+
◦
∇
⊥

X DN = D
◦
∇
⊥

X N (6.1.25)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) ve N ∈ T M⊥ için (6.1.7) denkleminde Y = N alınırsa

(∇∗X ϕ)N =
s

∑
i=1

[α(g(ϕX ,N)ξi−η
i(N)ϕX)+g(hiX ,N)ξi +η

i(N)hiX ] (6.1.26)

elde edilir. (6.1.26) denkleminde (3.2.1), (3.2.2), (6.1.14) ve (6.1.15) denklemleri kul-

lanılırsa

(∇∗X ϕ)N = ∇
∗
X ϕN−ϕ∇

∗
X N =

s

∑
i=1

[αg(ϕX ,N)ξi +g(hiX ,N)ξi]

◦
∇XCN +B(X ,CN)−ADNX +

◦
∇
⊥

X DN +ϕANX−ϕ

◦
∇
⊥N =

s

∑
i=1

[αg(ϕX ,N)ξi +g(hiX ,N)ξi]

= P
◦
∇XCN +Q

◦
∇XCN +

s

∑
i=1

η
i(
◦
∇XCN)ξi +B(X ,CN)−PADNX−QADNX−

s

∑
i=1

(ADNX)ξi

+
◦
∇
⊥DN +ϕPANX +ϕQANX−C

◦
∇
⊥

X N−D
◦
∇
⊥

X N

=−
s

∑
i=1

[αg(X ,CN)ξi +g(hiX ,N)ξi] (6.1.27)
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olur. (6.1.27) denkleminde D, D⊥, ξi ve T M⊥ vektör alanlarına göre düzenlenirse ispat

tamamlanır.

Lemma 6.1.3. M, Yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı bir hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldun yarı-invaryant altmanifoldu olsun. ∀X ∈ Γ(D) veya X ∈

Γ(D⊥) için,

◦
∇X ξi = (α+1)X−ϕtiX−C fiX , B(X ,ξi) =−D fiX (6.1.28)
◦
∇ξiξ j = 0, B(ξi,ξ j) = 0 (6.1.29)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ∈ Γ(T M) için (3.2.2), (3.2.3), (6.1.8) ve (6.1.14) denklemleri kullanılarak

∇
∗
X ξi =

◦
∇X ξi +B(X ,ξi) =−αϕ

2X−ϕhiX +X

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕhiX +X

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕtiX−ϕ fiX +X

= αX−α

s

∑
i=1

η
i(X)ξi−ϕtiX−C fiX−D fiX +X (6.1.30)

elde edilir. (6.1.30) denkleminden (6.1.28) ve (6.1.29) denklemleri bulunur. Böylece ispat

tamamlanır.

Lemma 6.1.4. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip yarı-simetrik konneksiyonlu

bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda ∀X ,Y ∈ Γ(D⊥) için,

AϕXY = AϕY X (6.1.31)

dır.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D⊥) ve ∀Z ∈ Γ(T M) için, (6.1.3), (6.1.7) ve (6.1.14) denklemleri kul-
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lanılarak

g(AϕXY,Z) = g(B(Y,Z),ϕX)

= g(∇∗ZY,ϕX)

=−g(ϕ∇
∗
ZY,X)

=−g(∇∗ZϕY − (∇∗Zϕ)Y,X)

=−g(∇∗ZϕY,X)−g((∇∗Zϕ)Y,X)

=−g(∇∗ZϕY,X)

= g(ϕY,∇∗ZX)

= g(ϕY,B(Z,X))

= g(AϕY X ,Z)

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Lemma 6.1.5. M, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı M̃ hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun bir yarı-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda i ∈

{1, ...,s} olmak üzere ∀U ∈ Γ(D) ve V ∈ Γ(D⊥) için,
◦
∇ξk

U ∈ Γ(D) (6.1.32)
◦
∇ξiV ∈ Γ(D⊥) (6.1.33)

dır.

İspat. ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M),U ∈ Γ(D) ve V ∈ Γ(D⊥) için,

(∇∗X g)(Y,Z) =−
s

∑
i=1
{g(X ,Y )ηi(Z)+g(X ,Z)ηi(Y )}

= Xg(Y,Z)−g(∇∗XY,Z)−g(Y,∇∗X Z) (6.1.34)

dır. k, ` ∈ {1, ...,s} olmak üzere (6.1.34) denkleminde Y = U ∈ D, X = ξk ve Z = ξ`

alınırsa,

(∇∗
ξk

g)(U,ξ`) =−
s

∑
i=1
{g(ξk,U)ηi(ξ`)+g(ξk,ξ`)η

i(U)}

= ξkg(U,ξ`)−g(∇∗
ξk

U,Z)−g(U,∇∗
ξk

ξ`)
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elde edilip,

g(
◦
∇ξk

U,ξ`) = 0

bulunur. Ayrıca (6.1.34) denkleminde X = ξk Y =U ∈ D Z =V ∈ D⊥ alınırsa,

g∇
∗
ξk

U,V ) =−g(U,∇∗
ξk

V )

= g(ϕ2U,∇∗
ξk

V )

=−g(ϕU,ϕ∇
∗
ξi

ϕV )

=−g(ϕU,∇∗
ξk

ϕV )

= g(∇∗
ξi

ϕU,ϕV )

= 0.

elde edilir ve g(
◦
∇ξk

U,V ) = 0, bulunur. Buradan (6.1.32) denklemi elde edilir. Benzer

şekilde (6.1.33) denklemi de elde edilebilir.

Lemma 6.1.6. M, Yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı bir hemen hemen

α-kosimplektik f -manifoldunun yarı-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda ∀X ∈

Γ(D) ve X ∈ Γ(D⊥) için,

g(X , tiY ) = g(tiX ,Y ), (6.1.35)

ϕtiX + tiϕX +C fiX = 0, (6.1.36)

D fiX + fiϕX = 0 (6.1.37)

denklemleri geçerlidir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için, hi nin simetrikliği kullanılarak

g(X ,hiY ) = g(hiX ,Y )

g(X , tiY + fiY ) = g(tiX ,Y )+g( fiX ,Y )

g(X , tiY )+g(X , fiY ) = g(tiX ,Y )+g( fiX ,Y )

bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa (6.1.35) denklemi elde edilir. (2.5.4), (3.2.2) ve

(3.2.3) denklemleri kullanılırsa

ϕtiX + tiϕX +C fiX +D fiX + fiϕX = 0 (6.1.38)
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denklemi elde edilir. (6.1.37) denkleminin teğet ve normal bileşenleri karşılaştırılırsa

(6.1.36) ve (6.1.37) denklemleri elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

6.2 Distribüsyonların İntegrallenebilirliği

Teorem 6.2.1. M, yarı-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanımlı bir hemen hemen

α-kosimplektik f -manifold M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda D dis-

tribüsyonu integrallenemez.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D) için (6.1.28) ve (6.1.36) denklemleri kullanılarak

g([X ,Y ],ξi) = g(
◦
∇XY,ξi)−g(

◦
∇Y X ,ξi)

=−g(Y,
◦
∇X ξi)+g(X ,

◦
∇Y ξi)

=−g(Y,αX−ϕtiX−C fiX)+g(X ,αY −ϕtiY −C fiY )

= g(Y,ϕtiX)+g(Y,C fiX)−g(X ,ϕtiY )−g(X ,C fiY )

= g(Y,ϕtiX +C fiX)−g(X ,ϕtiY +C fiY )

=−g(Y, tiϕX)+g(X , tiϕY )

=−g(tiY,ϕX)+g(tiX ,ϕY )

=−g(Y, tiϕX)−g(ϕtiX ,Y )

=−g(Y, tiϕX +ϕtiX)

= g(Y,C fiX) 6= 0

elde edilir. Buradan da D distribüsyonun integrallenemediği açık bir şekilde görülür.

Teorem 6.2.2. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip yarı-simetrik konneksiyon ile

tanımlı bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M̃ nın yarı-invaryant altmanifoldu

M olsun. Bu durumda D⊕ Sp{ξ1, ...,ξs} distribüsyonunun integrallenebilir olması için

gerek ve yeter şart

B(X ,ϕY ) = B(ϕX ,Y ) (6.2.1)

dır.
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İspat. ∀X ,Y ∈ D⊕Sp{ξ1, ...,ξs} için, (6.1.18) denkleminden

B(X ,ϕPY ) = ϕQ
◦
∇XY +DB(X ,Y ) (6.2.2)

elde edilir. (6.2.2) denkleminde X ile Y nin yerleri değiştirilirse

B(Y,ϕPX) = ϕQ
◦
∇Y X +DB(Y,X) (6.2.3)

bulunur. (6.2.2) ve (6.2.3) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa

B(X ,ϕPY )−B(Y,ϕPX) = ϕQ[X ,Y ] = 0

sonucu elde edilir.

Teorem 6.2.3. İntegral altmanifoldları Kaehler liflere sahip yarı-simetrik konneksiyon ile

tanımlı bir hemen hemen α-kosimplektik f -manifold M̃ nin yarı-invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda D⊥ distribüsyonu integrallenebilirdir.

İspat. ∀X ,Y ∈ Γ(D⊥) için (3.2.4) denklemi kullanılırsa

U(X ,Y ) =−AϕQY X (6.2.4)

elde edilir. (6.1.16) denklemine ϕ uygulanır (6.2.4) denkleminde yerine yazılırsa

−ϕP(AϕQY X) = ϕ
2P
◦
∇XY =−P

◦
∇XY +

s

∑
i=1

η
i(P
◦
∇XY )ξi (6.2.5)

bulunur. Buradan

P
◦
∇XY = ϕP(AϕQY X) (6.2.6)

elde edilir. (6.2.5) denkleminde X ile Y nin yerleri değiştirilerek

P
◦
∇Y X = ϕP(AϕQXY ) (6.2.7)

yazılır. (6.2.6) ve(6.2.7) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa

ϕP(AϕY X−AϕXY ) = P[X ,Y ] (6.2.8)

bulunur. (6.1.31) denklemi (6.2.8) denkleminde yazılırsa P([X ,Y ]) = 0 elde edilir. Bu-

radan da [X ,Y ] ∈ Γ(D⊥) olduğu sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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