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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Bazi Cebirsel Yapilara Esnek (Soft) Yaklagim”
baglikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima
bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem
metin icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden
olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Giilay OGUZ
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Klasik mantigin ¢oziimleyemedigi belirsizlik problemlerinin matematiksel
olarak modellenmesi i¢in gelistirilen en 6nemli teorilerden biri soft kiime teorisidir.
Reel diinyadaki olay ve olgularin icerdigi tam ve kesin olmayan kavramlara yeni
bir yaklagim sunan bu teori uzun bir ge¢mige sahip olmamasina ragmen bir ¢ok
alanda genis bir calisma potensiyeline ulagmistir. Ozellikle matematikteki bircok
cebirsel, topolojik ve kategorik yapilara uygulanabilirligi acisindan dikkatleri ceken
bu teori, biiyiik bir matematik¢i kitlesi tarafindan ¢alisilmaktadir.

Etki, grupoid, grup-grupoid ve gaprazlanmig modiil gibi yapilara bir soft
yaklagim sunarak yeni bir kategori denkliginin elde edilmesini amaglayan bu
tez calismasi besg bolimden olusmaktadir. Ik béliimde, tezdeki bilgi akiginm
stirekliligini korumak adina bazi temel tanimlar ve teoremler ifade edilmistir.

Ikinci boliimde ise bir grubun bir kiime fizerine etkisi kavramimdan haraketle
bir soft grubun bir soft kiime iizerine etkisi tanimlanmig ve temel ozellikleri
incelenmigtir. Ayrica, soft etki ile yeni bir kavram olarak tanimlanan soft simetrik
grup arasindaki iligkiyi aciklayan 6nemli sonuclar elde edilmigtir.

Uciincit boliimde, grupoid teori ile soft kiime teorisine ortak bir zemin
kazandiran soft grupoid ve soft grup-grupoid kavramlar1 tanitilarak bunlara ait
bazi1 ozellikler aragtirilmistir. Sirasiyla, SGd ve SGpGd ile gosterilen soft
grupoidlerin kategorisi ile soft grup-grupoidlerin kategorisi insa edilmistir.

Dordiincii boliimde, onemli bir cebirsel yap1 olan caprazlanmis modiile bir
soft yaklagim sunularak soft caprazlanmig modil kavrami tanimlanmistir. Soft
caprazlanmig modiillerin ve onlar arasindaki homomorfizmlerin S CM od kategorisi
olugturulmustur. Ayrica, soft grup-grupoidlerin kategorisi ile soft ¢aprazlanmig
modiillerin kategorisinin denkligi de bu boliimde gosterilmistir.



Son boliimde ise elde edilen sonuclar genel cergevede degerlendirilerek konunun
sonraki caligmalar icin literatiire kazanimlari ile ilgili oneriler sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Soft kiime, soft grup, etki, caprazlanmis modiil,
kategori, grupoid, grup-grupoid, soft kategori,
soft grupoid, soft grup-grupoid, soft etki, soft

caprazlanmis modiil.
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Soft set theory is one of the most important theories developed for
mathematical modeling of uncertainty problems which classical logic can not
solve. This theory, which presents a new approach to the incomplete and uncertain
concepts involved in events and phenomena in the real world, has reached a wide
range of working possibilities in many areas, although it has not had a long
history. In particular, this theory, which draws attention due to its applicability
to many algebraic, topological and categorical structures in mathematics, is being
studied by a great numbers of mathematicians.

This thesis, which aims to obtain a new category equivalence by
presenting a soft approach to constructions such as action, groupoid, group-
groupoid and crossed module, consists of five chapters. In the first chapter, some
basic definitions and theorems are expressed in order to preserve the continuity
of the flow of information in the thesis.

In the second chapter, the soft action of a soft group on a soft set is defined
by using the concept of action of a group on a set and the basic properties are
examined. In addition, significant results are obtained that explain the relationship
between the soft action and the soft symmetric group which is defined as a new
concept.

In the third chapter, the concepts of soft groupoid and soft group-groupoid,
which they give a common ground to groupoid theory and soft set theory, are
introduced and some properties of them are investigated. The category of soft
group-groupoids and the category of soft groupoids are constructed, which denoted
by SGd and SGpGd , respectively.
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In the fourth chapter, the concept of soft crossed module is defined by presenting
a soft approach to a crossed module which is an important algebraic structure.
The category of soft crossed module is established with soft crossed module
morphism, indicated by SCMod. Also, it has been shown that the category of
soft group-groupoids and the category of soft crossed modules are equivalent.

In the last chapter, the results obtained are evaluated in the general framework
and suggestions about the contribution to the literature for the subsequent studies
are discussed.

KEYWORDS: Soft set, soft group, action, crossed module, category,
groupoid, group-groupoid, soft category, soft groupoid, soft

group-groupoid, soft action, soft crossed module.
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GIRIS

Italyan filozof ve matematikci Galileo’ye ait oldugu bilinen “Evrenin dili
matematiktir” soziine binaen evrenin bir parcasi olan yagadigimiz diinyada mevcut
matematiksel modellemeler ile ¢oziilebilen bircok problem ile kargilagilmasi olasidir.
Ancak, basta fizik, kimya, tip, mithendislik ve diger bircok alandaki bazi kompleks
problemler icin matematik biliminin temelinde var olan tam ve kesin bilgiye
dayanarak c¢oziime ulagsmak her zaman miumkiin degildir. Bu noktada,
matematikciler dahil olmak tizere bircok bilim insani klasik mantigin sinirlarim
zorlayarak tam ve kesin olmayan bilgiyi modelleme arayisi icerisine girmislerdir.
Bu arayislar cok ge¢gmeden sonug vererek birkag teori gelistirilmistir. Bu teorilerden
biri de 1999 yilinda tinlii Rus matematik¢i Molodtsov tarafindan ortaya atilan soft
(esnek) kiime teorisidir [1].

Soft (Esnek) kiime teorisi klasik teorilerde karsilagilan baz zorluklarin
iistesinden gelinmesinde yeni bir kapi aralayarak belirsizligi modelleyen bir
matematiksel yaklagim olarak ortaya atilmigtir [1]. Bu teori kisa zamanda
matematik bagta olmak tizere miihendislik, ekonomi, sosyal ve saghk bilimleri
gibi farkli disiplinlerde genig bir ¢aligma alani yaratmgtir [2 — 15]. Ozellikle,
matematikteki tam ve kesinlik kavramina yeni bir boyut kazandiran bu teori
matematikgiler tarafindan cebirsel, topolojik ve kategorik agidan ¢aligilmigtir [3 —
5,7—15].

Topoloji ve cebir matematigin en onemli dallarindan ikisidir. Bu nedenle,
bircok matematik¢i soft kiime teorisinin topolojik ve cebirsel unsurlari ile
yakindan ilgilenmislerdir. Maji ve arkaglar1 soft kiime teorisi tizerinde cebirsel
olarak bazi 6nemli notasyonlar tamimlamiglardir [3]. Aktag ve Cagman soft grup
tanmimini vererek onun ile ilgili baz1 6zellikleri incelemiglerdir [5]. Bu teori ile ilgili
ilk topolojik galigmalar1 ise Shabir ve Naz sunmustur [8]. Onlar soft topolojik
uzay tammini vererek bu uzay iizerinde ayirma aksiyomlarmi galigmiglardir [8].
Sonrasinda, Cagman ile arkadaglari, Aygiinoglu ile Aygiin ve Min soft topolojik
uzay ve bazi cebirsel yapilar ftlizerinde caligarak bazi temel sonuclar elde
etmiglerdir [9 — 11].

Bu calismalara ek olarak, matematiksel yapilarin bir simiflandirmasi olarak
tanimlanan kategori teoriye bir soft yaklagim ile bazi yeni kavramlar ortaya
gikmigtir. Bu kavramlarin baginda Sardar ve Gupta’ nin soft kiime teorisi ile
kategori teoriyi ortak tabanda birlestirerek tanimladigi soft kategori kavrami
gelir. Onlar soft kategori teorisinin temellerini kurarak baz kategorik kavramlar
softlagtirmiglardir [12]. Ayrica, fuzzy kategori ile soft kategoriyi kargilagtirarak
aralarindaki iligkiyi agiklamiglardir [12]. Oguz, Gursoy ve Icen de Sardar ve Gupta’
nin ¢aligmasinin bir adim otesinde soft kategoriye topolojik yapi ekleyerek yeni bir
kavram olan soft topolojik kategoriyi tammlamiglardir [40]. Bu kavram
orneklendirerek onunla ilgili bazi onemli karakterizasyonlar1 sunmuslardir.
Topolojik kategorinin bazi kavramlarimi soft kiime teorisine uygulayarak soft



topolojik alt kategori ve soft topolojik funktor gibi yeni tanimlar1 vermislerdir
[40]. Buradan hareketle, objeleri soft topolojik kategoriler ve morfizmleri soft
topolojik funktorlar olan yeni bir kategori inga etmiglerdir [40].

Soft kiime teorisinin yanisira buradaki diger énemli bir kavram da gruptan
daha genel bir yapiya sahip olan grupoid kavramidir. Bu kavram ilk olarak Brandt
tarafindan “Uber eine Verallgemeinerungdes Gruppenbegriffes” baglikli ¢caligmada
soz edilmigtir [24]. 1945 yilinda Eilenberg ve MacLane kategori kavramim
tanimladiktan sonra grupoid kavrami her morfizmi bir izomorfizm olan bir kategori
olarak yeniden tammmlanmigtir [25, 28, 29]. Sonrasinda, yapisal grupoidlerden biri
olan grup-grupoid kavrami da Brown ve Spencer tarafindan grupoidlerin
kategorisinde bir grup nesne olarak verilmistir [31]. Higgins, Hardy, Danesh-
Naruie ve Brown tarafindan yapilan bircok calisma ile grupoid kavrami kategori
teorinin bir parcasi olmaktan ¢ikip bagh bagina bir teori olarak literatiirde yerini
almigtir [28—30]. Giintimiizde ise grupoid teori ile ilgili galigmalarin siir1 homotopi
teori, ergodik teori, lif demeti teorisi ve diferansiyel geometri gibi matematigin
birgok alanina genisletilmistir [34 — 36,43, 45, 50].

Bilimsel olarak kullanilan bazi kavramlar sadece bir alana 6zgii olmayip
zaman i¢inde disiplinlerarasi bir boyut kazanirlar. Bu kavramlardan biri de grup
teoride oldukca onemli bir yere sahip olan etki kavramidir. Grup etkilerinin
bagta cebir olmak tizere topoloji, geometri, sayilar teorisi ve analiz gibi bircok
matematik dalinda ¢ok sayida 6rnegi ve uygulamasi bulunur [16 — 22]. Gruplar
tizerinde etki kavrami kullanilarak yeni bir cebirsel yap1 olan ¢aprazlanmig modiil
kavrami Whitehead tarafindan tanimlanmigtir [26]. Bu kavram cebirsel topolojiye
farkli bir boyut kazandirarak bazi topolojik problemlerin cebirsel yapilar ile ¢oziime
kavugturulmasina olanak tanmimugtir [26 — 27]. 1976 yilinda Brown ve Spencer
tarafindan ¢apraz modiillerin kategorisi ile grup-grupoidlerin kategorisinin denk
oldugu ispatlanmgtir [31]. Boylece, bu denklik grup-grupoidler tizerinde yapilan
calismalarin daha basit bir cebirsel yapi olan ¢aprazlanmig modiillere indirgenerek
sonuclandirilmasinda biiytik kolayliklar saglamistir. Ayrica, bu denkligin yiiksek
boyutlu grupoidlerin kategorisi i¢in de gegerli oldugu Brown ve Spencer tarafindan
gosterilmigtir [32].

Bu tezin olusum gemasinda biitiinliigii saglamak amaciyla ilk olarak
literatiirde var olan bazi temel kavramlar ve onermeler verilmistir. Sonrasinda,
ilk 6zglin boliim olarak Boliim 2 de gruplar iizerindeki etki kavrami soft kiime
teorisindeki yaklagim ile soft gruplara tasimmarak yeni bir kavram olan soft etki
tanitilmigtir. Devaminda, orneklendirilerek bazi1 oOzelliklerinin incelendigi bu
kavramin farkli tipleri sunulmustur. Ayrica, etki ile ilgili olan sabitleyici,
merkezlestirici ve normallegtirici gibi baz1 kavramlar soft yaklagim altinda
yeniden tanimlanmistir. Soft simetrik grup taniminin da verildigi bu bolim
klasik Cayley teoremindeki benzer bir iligkinin soft simetrik grup ile soft etki
arasinda da var oldugunun gosterildigi onemli bir sonug ile sonlandirilmigtir.

Sonraki boliimde, [12] referansinda soft kategorinin tanimlanma gekline benzer
olarak soft grupoid tanimi verilmistir. Bu kavram orneklendirilerek soft kategori
ile olan iligkisi detayli bir gekilde incelenmistir. Soft grupoid homomorfizmi



tamimlanarak SGd ile gosterilen soft grupoidlerin kategorisi inga edilmistir. Ayrica,
soft alt grupoid ve normal soft alt grupoid tamimlar1 verilerek onlarla ilgili baz
karakterizasyonlar sunulmustur. Burada, soft grupoid tanimina ve bunun ile ilgili
yapilan iglemlere benzer bir yaklagim ile soft grup-grupoid kavrami da genis bir
perspektifte caligilmigtir.

Son 6zglin boliimde ise Boliim 2 de tanitilan soft etki kavrami kullanilarak soft
gruplar lizerinde tanimlanan soft ¢aprazlanmig modiil kavrami sunulmustur. Soft
caprazlanmig modil ve homomorfizminin tanimlanmasi ile gosterimi SCMod
olan soft caprazlanmig modiillerin kategorisi tamitilmistir. Belirlenen bazi 6zel
kogullar ile her soft ¢aprazlanmigs modiilden bir soft grup-grupoid ve her soft
grup-grupoidden bir soft ¢caprazlanmig modiil elde edilmistir. Boylece, elde edilen
bu sonuglar yardimi ile bu tezde asil ulagilmak istenen nokta olan soft caprazlanmig
modiiller ile soft grup-grupoidlerin kategori denkligi ispatlanmigtir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Grup ve Etki

Matematik biliminde oldukca onemli bir konuma sahip olan grup teorisi genel
anlamda bir simetri ¢aligmasi olup fizik, kimya ve mithendislik gibi bilim dallarinda
da ¢aligilan disiplinlerarasi bir konudur. Burada bu teorinin detaylarini aragtirmak

yerine genel tanimlar: ile birlikte baz1 temel ozellikleri sunulacaktir.

Tanim 1.1.1. Bostan farkls bir G kimesi tizerinde bir tkili iglem
*:GxG— G, (v,y) —>x*y

seklinde tanamly bir dontsimdir. Uzerinde bir x ikili islemi tansmlanan bir G

kiimesine bir matematiksel yapt denir ve (G, ) ile gdsterilir [18].

Tanim 1.1.2. Asaqidaki sartlar saglayan (G, *) matematiksel yapisina bir gruptur
denir [17]:
i. Her x,y,2z € G igin v x (y x z) = (x *xy) x z (Birlesme ozelligi),
tt. Her v € G igin v xe = e x x = x olacak sekilde bir tek e € G vardwr (Birim
eleman),

1 -1

14i. Her v € G icin x xx~! = 27 xa = e olacak sekilde bir tek = € G vardiwr

(Ters eleman).

Dahasi, her =,y € G igin xxy = y*x sart1 saglaniyorsa (G, ) ikilisine degismeli
(abelyan) grup denir. Kisalik olmasi agisindan (G, x) grubu G ile ve x x y iglemi
zy ile gosterilecektir. G’ nin eleman sayisina G’ nin mertebesi denir ve |G| ile

gosterilir. Eger G’ nin eleman sayist sonlu ise G’ ye sonlu grup denir.

Uyar1 1.1.1. Sadece 1. ve . sartlarma saglayan (G, *) ikilisi bir monoid olarak

adlandirilar.



Ornek 1.1.1. G = {e} asikar gruptur [18].

Ornek 1.1.2. G=7Z, Q, R veya C olmak tzere (G, +) bir grup yapisina sahiptir

[18].

Ornek 1.1.3. G=Q, R veya C olmak tizere G dekin X n tipindeki tim karesel
matrislerin kimesi G ile gosterilsin. Bu durumda G deki tim tersi alinabilir

matrislerin

GL,(G) = {A € G" : detA # 0}

kiimesi matris ¢arpimana gore bir gruptur. Bu grup G uzerinde genel lineer

grup olarak adlandirilr [18].

Tanim 1.1.3. Bostan farkl bir X kimesi izerinde bire-bir ve orten fonksiyonlarin
kiimesi Sym(X) ile gosterilsin. Sym(X) kiimesinin her elemanina bir permitasyon
denir. Sym(X) kimesi permitasyonlarin bileske islemine gore X dzerinde bir
grup olup bu gruba simetrik grup veya permitasyonlarin grubu denir [17].

Ozel olarak, X = {1,2,...,n} ise Sym(X) = S, ile gésterilir.

Bir G grubunun yapisi alt gruplar ve homomorfizmler araciligiyla baska gruplara

tagmabilir. Burada biz alt grup ve homomorfizm tanimlarin verecegiz.

Tanim 1.1.4. G grubunun bostan farkl bir alt kiimesi H olsun. Eger asagidaki
sartlar saglanwyorsa H’ ya G grubunun bir alt grubu denir ve H < G ile
gosterilir [17].

t. Yo,y € H i¢in xy € H.

2. G grubunun birim elemani e olmak tzere e € H.

141, Vo € H ig¢in 27! € H.

Agiktir ki H alt grubu G grubu iizerindeki ikili igleme gore bir gruptur. Bu

tanima denk olarak agagidaki onermeyi verebiliriz.



Onerme 1.1.1. G bir grup ve G’ nin bostan farkl bir alt kimesi H olsun. Bu
durumda,

H<G+ Va,y€ Hicinzy '€ H
[18].
Ornek 1.1.4. Herhangi bir G grubu i¢in H = G ve H = {e} agikar alt gruplarder
[16].
Ornek 1.1.5. Z, Q ve R kiimeleri (C,+)” man birer alt grubudur [18].

Ornek 1.1.6. SL,(R) = {A € R" : detA = 1} 6zel lineer grubu GL,(R) genel

lineer grubunun bir alt grubudur [18].

Tanim 1.1.5. H < G ve x € G olsun. G’ de x’ e gore belirlenen H’ nin sag
koset:

Hr={hx:he H}

kimesidir. G’ de H’ man sag kosetlerinin kiimesi H\G ile gosterilir [20)].

Benzer olarak;, H’ min sol kosetlerinin kiumesi de
xH ={zh:h e H}

seklinde tanimbidir. G° de H’ man sol kosetlerinin kimesi G/H ile gdsterilir.

Ozel olarak, x € H ise Hr = xH = H oldugu aciktr.

Unlii matematikei Joseph-Louis Lagrange tarafindan 1771 yilinda ispatsiz
olarak verilen ve Cauchy’ nin 1812’ de simetrik grubun alt gruplarina iligkin bir
kanit sunmasina ragmen, genel seklinin Camille Jordan tarafindan elde edilmesi

100 yili bulan Lagrange Teoreminin ifadesi agsagidaki gibidir.

Teorem 1.1.1. (Lagrange) G sonlu bir grup olmak tizere H < G ise |H| sayist

|G| yi béler [20].

Bu teoremin tersi dogru degildir.



Tanim 1.1.6. Bir G grubu i¢in H < G olsun. x € G i¢in H min G’ deki
normalizeri

Neg(H)={re€ G:2H = Hx}
kumesi ve merkezlestiricisi ise
Co(H)={x € G:xh=hx,Yhe H}
seklinde tanymbidur [17].

Tanim 1.1.7. G bir grup ve H < G olsun. Eger her g € G i¢in Hg = gH 1ise

H’ ya G’ nin bir normal alt grubu denir ve H < G ile gosterilir [17].

Ozel olarak, G grubu degismeli ise her alt grubu normaldir. Dahasi, G grubunun
agikar normal alt gruplar olarak adlandirillan H = G ve H = {e} seklinde en az

iki normal alt grubu vardir.

Ornek 1.1.7. Bir G grubunun merkezi
Z(G)={x€G:29=gx, Vg€ G}

alt grubudur. Z(G) alt grubunun G’ nin bir normal alt grubu oldugu kolayca

ispatlanabilir [20].
Onerme 1.1.2. G bir grup olmak tzere her g € G icin

H<G<<=g'Hgc H

[20].

Tanim 1.1.8. G ve H gruplar arasinda bir ¢ : G — H donisimi her x,y € G
icin p(zy) = o(z)p(y) sartin saghyorsa bu doniisime bir grup homomorfizmi
denir. Bire-bir ve orten olan ¢ grup homomorfizmine bir 1zzomorfizm, G ve H

gruplarina da izomorfik gruplar denir ve G = H ile gosterilir [18].



Ornek 1.1.8. G = Q, R veya C olmak tizere G* = G — {0} i¢in
det : GL,(G) — G*, A+—> det(A)
déondisimi bir grup homomorfizmidir [18].

Ornek 1.1.9. S, simetrik grup ve n € N olmak uzere

f@) = 1)

sign : S, — QF, f+—— sign(f) = H i—

1<i<j<n

dondigtima bir grup homomorfizmidir [18].

Grup teoride 6nemli bir kavram olan etki ile grup homomorfizmi arasinda bir
iliski vardir. Bu iligkiyi ifade eden Cayley teoremini vermeden once etki kavramini

tanimlayacagiz.

Tanim 1.1.9. G bir grup ve M bostan farkly bir kime olmak tizere M tzerinde

bir (sol) G-etkist asagqidaki sartlar saglayan bir
GxM—M, (g,r) —> g x

dontigtimidiir dyleki G grubu M kimesi tzerine (soldan) etkir denir:
t. Herx € M i¢ine-z=x ,

ti. Her x € M ve g,h € G i¢in g- (h-z) = (gh) - .
Bu durumda, M bir G-kiéime olarak adlandirilir. [17].
Ornek 1.1.10. G = Q, R veya C olmak 1izere
GL,(G) xG" — G", (A,z) — Ax
dontigimi ile GL,(G) genel lineer grubu G™ tizerine soldan etkir [17].

Uyar1 1.1.2. Tanwm 1.1.9° da ozel olarak, M kimesi bir grup olmak tzere 1. ve
tt. sartlarina ek olarak asagidaki 1t. sarty da saglamyor ise G grubu M grubu
tzerine soldan etkir denir.

2. Her z,y € M ve g € G igin g - (xy) = (g-x)(g - y).

Bu etki ile birlikte M’ ye bir G—grup denir [{6].
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Ornek 1.1.11. G grubunun kendi tzerinde ‘g farkly dogal etkisi var olup bu
etkiler asagqidaki gibidir [20] :
i. Sol dondigim etkisi: G x G — G, (g, x) — gx.

1. Ters eleman ile sag doniisim etkisi: G x G — G, (g, 1) — xg~ L.

1i1. Konjuge etkisi: G x G — G, (g, x) — gxg™'.

Boylece, bu etkiler ile her G grubu bir G—gruptur.

Tanim 1.1.10. G ve M iki grup ve 0 : G x M — M, (g,x) — 0(g,x) bir etki

doniisumi olsun. Bu durumda, G x M Jizerinde tanymlanan
o:(GXxM)x (GxM) — GxM

((g,2), (hyy)) +— (gh,z(0(g,y)))

islemine gore elde edilen (G x M, o) yapisina G ve M gruplarinin yari-direkt
carpyma denir ve G X M ile gosterilir. Ayrica, bu sekilde tanimlanan G x M

yapusy bir gruptur [19].
Tanim 1.1.11. X bir G- kume olsun. G’ nin etkisi altinda x” in yoringest
O(x)={g-v:9€G}

kiimesidir [20].
Agikea soylenebilir ki O(x) C X olup tim yoringelerin kimesi X’ in bir

par¢alamgidr [20].

Tanim 1.1.12. x € X olmak tzere x” in G-etkisi altindaki sabitleyicisi
Stab(x) ={9g € G:g-x=x}

kiimesidir [20].

Onerme 1.1.3. X bir G-kiime olsun. Bu durumda, x € X i¢in

|O(2)| = |G/ Stab(x)|
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dir. Eger G sonlu bir grup ise
O0(x)| = [G]/[Stab(x)]
dir [20)].

Modern anlamda grup kavramim ilk tanimlayan inlii matematikci Arthur
Cayley olup kendi adi ile anilan agagidaki teoremi cebir alaninda oldukg¢a onemli

yer tutar.

Teorem 1.1.2. (Cayley) Her grup permiitasyonlarin bir grubuna izomorftur

[18].

1.2 Kategori ve Grupoid

1945 yilinda Samuel Eilenberg ve Saunders MacLane tarafindan ortaya atilan
kategori kavrami giiniimiizde kendi bagina bir teori olarak matematik diinyasindaki
yerini almigtir. Bu teori cebirsel topoloji basta olmak iizere homotopi teori, demet
teorisi ve diferansiyel geometride genis bir ¢caligma alani yaratarak bazi problemler

icin daha elverigli ve basit olan ¢oziim yollarini inga etmeyi amaglamaktadir.

Tamim 1.2.1. Nesnelerin kiimesi Ob(C) ve morfizmlerinin kiimesi Mor(C) olmak

tizere dort yapr donusiumi ile birlikte asagidaki sartlar: saglayan
C = (Mor(C),0b(C), s, t,i,m)

yapisina bir kategori denir. Her x,y,z € Ob(C) ¢ifti i¢in x’ den y’ ye tim
morfizmlerin sinifs Mor(x,y) olmak izere f € Mor(z,y) ve g € Mor(y, z) i¢in
i. kaynak doniigimii s : Mor(C) — Ob(C) , f+— s(f) ==,

1. hedef doniisimiit : Mor(C) — Ob(C) , f+—t(f) =y,

14t nesne dondisimi i : Ob(C) — Mor(C) , x — I,

. kismi bilegke islemim : Mor(y, z) x Mor(xz,y) — Mor(z, 2), (g, f) — go f
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seklinde tanimlvdir oylek:

o f e Mor(z,y), g € Mor(y,z) ve h € Mor(z,w) i¢in (hog)o f =ho(go f)
dir.

e f € Mor(z,y), g € Mor(z,x) i¢gin fol, = f ve I, o g = g olacak sekilde birim

morfizm olarak adlandirilan bir I, € Mor(x,x) morfizmi vardur [41].

Ornek 1.2.1. Bir monoid tek nesneli bir kategoridir. M bir monoid olmak tzere
Ob(M) = {*} ve Mor(M) = M, kismzi bileske islemi monoidin islemi ve birim
morfizm olarak da M’ nin birim elemans alinirsa tek nesneli bir kategori olusur

[44].

Bu anlamda, kategori monoidden daha genel bir kavram olup bir kategori ¢cok
nesneli bir monoid olarak diigtiniilebilir.

Asagida bazi iyi bilinen kategori 6rnekleri sunulmustur.

Ornek 1.2.2. Nesneleri tim kimeler, morfizmleri bu kumeler arasindaki
fonksiyonlar ve kismi islem fonksiyonlarin bileske islemi olarak distiinilirse birim
morfizmi 6zdeslik fonksiyonu olan bir kategori olusur. Bu kategori kiimelerin kategorisi

olarak adlandirilir ve SET ile gdsterilir [{1].

Ornek 1.2.3. Nesnelerin swnafy topologik uzaylar, morfizmleri ise topolojik uzaylar
arasindaki stirekli fonksiyonlar ve kismi islem stirekli fonksiyonlarin bileskesi olarak
alinarsa birim morfizmi birim fonksiyon olan bir kategori elde edilir. Bu kategoriye

topolojik uzaylarn kategorisi denir ve TOP ile gosterilir [41].

Ornek 1.2.4. Nesneleri gruplar, morfizmleri gruplar arasindaki homomorfizmler
ve kismi islem grup homomorfizmlerinin bileskest alinarak olusturulan kategoriye
gruplarin kategorisi denir ve Gp ile gosterilir [41] .

Benzer olarak, nesneleri halkalar ve morfizmleri halka homomorfizmleri alinarak

halkalarn kategorisi elde edilir ve Ring ile gosterilir [42].
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Tanim 1.2.2. C ve D birer kategori olmak tuzere asaqidaki sartlar saglaniyorsa
D kategorisine C’ nin bir alt kategorisi denir [41].

i. Ob(D) C Ob(C).

4. Mor(D) C Mor(C).

1it. D deki kismi bileske islemi ile C7 deki kismi bileske iglems ortisir.

tv. Her bir x € Ob(D) i¢in D’ deki I, birim morfizmi, C’ deki birim morfizm ile

ortusur.

Ornek 1.2.5. Degismeli halkalarin kategorisi, halkalarin kategorisinin bir alt

kategorisidir [42].

Tanim 1.2.3. D kategorisi C” nin bir alt kategorisi olsun.
i. Eger Ob(D) = Ob(C) ise D’ ye genig alt kategori denir [42].

1. Eger Mor(D) = Mor(C) ise D’ ye dolu alt kategori denir [42].

Ornek 1.2.6. Degismeli gruplarin kategorisi, Gp kategorisinin bir dolu alt

kategorisidir [41].

Tanim 1.2.4. C ve D birer kategori olmak tizere C’ min her bir x nesnesini D’
nin bir F(x) nesnesine, C’ nin her bir f : x — y morfizmini ise D’ nin bir
F(f) : F(zr) — F(y) morfizmine donistiren ve asagidaki sartlary saglayan
F :C — D dondisimine C’ den D’ ye bir funktor denir [{4].

i. Her g : y — z morfizmi i¢in F(go f) = F(g) o F(f).

1. Her x € Ob(C) i¢in F(I,) = Ip() dir.
Tanim 1.2.5. Bir F': C — D funktoru verilsin. Eger her x,y € Ob(C) i¢in

Mor(z,y) — Mor(F(z),F(y))

[ F(f)

dontigtimi orten ise F ye doludur denir [42].
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Uyar:1 1.2.1. F : C — D ve G : D — & birer funktor olmak tizere bunlarin
bileskesi olan GF : C — &€ dontusumiu de C' nin her bir f : o — yveg:y — 2

morfizmi igin
GF(gof) = G(F(gof)) = G(F(g)oF(f)) = G(F(9))eG(F(f)) = GF(9)oGF(f)
ve her x € Ob(C) icin

GF(L,) = G(F(L)) = G(Irw) = lore) = larw

oldugundan yine bir funktordur. Ustelik, I : C — C birim dontisimi de bir
funktor olup birim funktor olarak adlandirilir. Boylece, nesneleri kategoriler ve

morfizmleri funktorlardan olusan bir kategori elde edilir ve Cat ile gosterilir [42].

Ornek 1.2.7. Bir topolojik uzayr tizerinde tanimlandigr kumeye gotiiren
U:TOP — SET doniisimi bir funktordur. Bu gibi nesneler uizerindeki yapiy:
unutan funktorlara unutkan funktor denir. U : Gp — SET dontsumi de

unutkan funktora bir ornek tegkil eder [42].

Tanim 1.2.6. Bir C kategorisinde f : x — y morfizmi i¢in gof = I, ve fog = I,
olacak sekilde bir g : y — x morfizmi varsa f morfizmine bir tzomorfizm, x
ile y nesnelerine ise izomorfiktir denir ve x = y seklinde gosterilir. Bu durumda,
g morfizmi de bir izomorfizm olup g’ ye f’ nin tersi denir ve f=1 ile gosterilir

[42]

Agikar olarak, SET’ de birebir ve oOrten bir fonksiyon, Gp’ de bir grup

izomorfizmi, TOP’ da bir homeomorfizm birer izomorfizm 6rnegi olarak verilebilir.

Tanim 1.2.7. C ve D kategorileri i¢in F,G : C — D birer funktor olsun. C
nin her x € Ob(C) nesnesini D’ nin bir n, : F(x) — G(z) morfizmine karsilik

getiren bir doniigim n : Ob(C) — Mor(D) olmak tzere eger C’ nin her bir
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f oz —y morfizmi i¢in

F(a) F(y)
Gl2) —g— G W)

diyagrama degismeli ise n bir dogal doniistim olarak adlandiribir ven : FF — G
ile gosterilir [42].

Tanim 1.2.8. F,G : C — D ki funktor olsun. n : F — G bir dogal donisim
olmak tizere eger her bir x € Ob(C) nesnesi i¢in n, : F(x) — G(x) morfizmi, D
de bir izomorfizm ise n” ya bir dogal izomorfizm, F ile G’ ye de dogal olarak

denktir denir ve gosterim olarak F ~ G seklinde yazlir [12].

Teorem 1.2.1. F,G : C — D birer funktor olsun. Bu durumda,
F~G<=not=1Ig ve Eon=1Ip
olacak sekilde n: F — G ve £ : G — F' dogal déntigiimleri mevcuttur [29).

Tamim 1.2.9. Bir F': C — D funktoru i¢in G o F = Ic ve F o G = Ip olacak
sekilde bir G : D — C funktoru var ise bu iki kategoriye dogal olarak denktir

denir ve C ~ D seklinde gosterilir [42].

Tamim 1.2.10. Bir C kategorisinde a € Ob(C) olmak izere eger her x € Ob(C)
iein bir tek a — x morfizmi varsa bu a nesnesine bir baslangi¢c nesnest, eger
her x € Ob(C) ig¢in bir tek x — a morfizmi varsa bu a nesnesine bir bitis
nesnest denir. Ayrica, a nesnesi hem baslangic hem de bitis nesnesi ise a’ ya

bir ssfir nesne denir [/1].

Ornek 1.2.8. SET kategorisinde bos kiume baslangic nesnesi ve tek elemanl
kiime bitis nesnesidir. Gp kategorisinde ise tek elemanly grup hem baslangic hem

de bitis nesnesi olup bir sifir nesnedir [{1].
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Onerme 1.2.1. C kategorisinde herhangi iki bitis (veya baglangi¢) nesnesi
izomorfiktir [41].

Giintimiizde bagh basina bir teori olarak oldukca genig bir galigma alanina
ulagan grupoid kavramn ilk olarak 1926 yilinda iinlii matematik¢i Brandt tarafindan
“Uber eine Verallgemeinerungdes Gruppenbegriffes” baglhkli caligmasinda literatiire
kazandirilmigtir. 1945 yilinda Eilenberg ve MacLane tarafindan kategori kavrami
tanimlandiktan sonra her morfizmi bir izomorfizm olan bir kategori olarak yeniden
tanimlanan grupoid kavramina ilgi biiytik 6lgiide artmigtir. Son zamanlarda ise
ergodik teori, fonksiyonel analiz, homotopi teori, cebirsel geometri, diferansiyel
geometri ve diferansiyel topoloji gibi c¢ok cesitli matematik alanlarinda

kullanilmaktadar.

Tamim 1.2.11. Bir G kategorisinde her bir f € Mor(G) igin s(f) = t(f71),
t(f)=s(fY), frof =1Iyyp ve fof™' =Ly sartlarim saglayan f~' € G varsa

G’ ye bir grupoid denir ve G = (Ob(G), Mor(G)) ile gdsterilir.

Tanmimdan da aciktir ki bir grupoid her morfizmi bir izomorfizm olan 6zel
bir kategoridir. Ancak, her kategori bir grupoid yapisina sahip olmak zorunda

degildir.
Ornek 1.2.9. Bir grup tek nesneli bir grupoid olarak disiniilebilir [33].

Ornek 1.2.10. Nesneleri tim kiimeler, morfizmleri ise bire-bir ve orten fonkiyonlar

segilerek olusturulan kategori bir grupoiddir [42].

Ornek 1.2.11. Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri ise homeomorfizmler

alinarak olusturulan kategori bir grupoiddir [42].

Ornek 1.2.12. X herhangi bir kiime ve G bir grup olsun. x,y,z € X ve g,h € G

icin (x,g,y) tclisti x’ den y’ ye bir morfizm olmak tizere kismi bileske islems

(y,h,z) o (2,9,y) = (2, hg, 2)

15



v (z,9.9)  (y,h,z ,hg,2)

) (@
Yy—=2=0T—>2

seklinde tanimlanirsa, (X, X X G x X)) yapisi bir grupoid olur.
Burada bir (x, g,y) morfizmi i¢in yapr déniigimleri

e s(x,9,y) ==z,

e t(z,9,y) =y,

o [, = (x,e,1),

o (z,9.9)7" = (y.97",2)

seklinde tanymly olup bu grupoide agikar grupoid denir [42].

Ornek 1.2.13. X bir kiime, G bir grup ve G x X — X, (g,x) —> g -z bir etki
dontigtimi olsun. (g, x) tkilisi baglangict z, bitisi g - © olan bir morfizm ve kismi

bileske islemi ise y = g - x olmak tzere

(h,y)o(g,z) = (hg, x)

seklinde tanvmlanirsa, (X, G x X) yapise bir grupoid olur. Burada (g, x) morfizmi
wein yapr donustimler:
e s(g,r) ==,
°i(g,x) =gz,
o [, = (e,x),
o (g,2) ' =(97" g 7)
seklinde tanimludar.
Bu sekilde olusturulan grupoide etki grupoidi denir. Bu durumda, her

G—Fkimeden bu yolla bir grupoid elde edilir [33].

Onerme 1.2.2. Bir G grupoidinde x € Ob(G) i¢in x’ den x” e tiim morfizmlerin

sinafi
G(x) ={f:f € Mor(z,x)}
seklinde tanimlansin. Bu durumda, grupoiddeki morfizmlerin bileske islemiyle

birlikte G(z) bir gruptur. Bu gruba x noktasindaki nesne grubu denir [33].
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Uyar1 1.2.2. Bir G grupoidinde her x,y € Ob(G) i¢in bir tek f : x — y
morfizmi varsa G grupoidine 1-gegismelidir denir. Eger Vx,y € Ob(G) i¢in
Mor(x,y) # 0 ise G grupoidine gegigmelidir denir. Aksi taktirde, Vx,y € Ob(C)

icin Mor(x,y) = 0 ise G grupoidine tamamen gecigmesizdir denir [37].

Tanim 1.2.12. G ve H iki grupoid olsun. Eger G ve H’ nin kategorileri tizerinde

F : G — H dontsumi bir funktor ise F'’ ye bir grupotd homomorfizmsi denir

[37].

Baz1 kaynaklarda bir F grupoid homomorfizmi, nesne kiimeleri arasinda
Fy : Ob(G) — Ob(H) doniistimii ve morfizm kiimeleri arasinda Fy : Mor(G) —
Mor(H) doniigimii alinarak F' = (Fy, Fy) ¢ifti ile gosterilir. Bu notasyon tezin
ilerleyen kisimlarinda uygunluk acisindan bazen kullanilacaktir.

Buradan, objeleri tiim grupoidler ve morfizmleri ise grupoidler arasindaki
funktorlar olan yeni bir kategori elde edilir. Bu kategori grupoidlerin kategorisi

olarak adlandirilir ve Gd ile gosterilir .

Onerme 1.2.3. G ve H iki grupoid ve F : G —s H bir grupoid homomorfizmi
olsun. Bu durumda, her f € Mor(G) i¢in asaqidaki ifadeler dogrudur [42].

i F(f7) = F7H(f).

w. L) 2 FL(f ).

Tanim 1.2.13. G ve H iki grupoid olmak tizere bunlarin ¢arpima ile nesnelerinin

sinife Ob(G) x Ob(H) ve morfizmlerinin sinyfs Mor(G) x Mor(H) olan bir G x H

grupoidi elde edilir. Bu grupoide ¢arpym grupoidi denir [42].

Tanim 1.2.14. H, G grupoidinin bir alt kategorisi olsun. Eger f € Mor(H) igin
f~t e Mor(H) ise H grupoidine G’ nin bir alt grupoidi denir [37].

Ozel olarak, Ob(H) = Ob(G) ise H grupoidi G’ nin genis alt grupoidi olarak
adlandvrilur [37].
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Tamm 1.2.15. G grupoidinin bir genis alt grupoidi N olsun. EgerVz,y € Ob(G)
ve [ € mor(z,y) i¢in

foN(x)=N(y)o f
sarty saglamyorsa N’ ye G grupoidinin bir normal alt grupoidi denir [37].
Ornek 1.2.14. G bir grupoid olmak iizere Ob(N') = Ob(G) ve Yz € Ob(G) i¢in

Mor(N) = {I,} seklinde tanimlanan N bir grupoid olup G’ nin bir normal alt
grupoididir [42].

Tamim 1.2.16. Bir G grupoidinin normal alt grupoidi N olsun. G/N yapist

asagidaki islemlere gore bir grupoiddir.
Ob(G/N) = Ob(G)
ve her x,y € G/N igin
Mor(z,y) ={foN(z): f € Morg(z,y)}
olmak tizere f € Morg(x,y) ve g € Morg(y, z) ise N normal oldugundan

(goN()) o (foN(x) = (go f)oN(z)

olup
Mor(G/N) = U Mor(z,y)

z,y€0b(G)

dir. Bu sekilde tanimlanan G /N grupoidi bir boliim grupoidi olarak adlandiriler

[42].

1.3 Grup-Grupoidler ve Caprazlanmis Modiiller

Brown ve Spencer tarafindan grupoid ve grup kavramlar: kullanilarak insa edilen
grup-grupoidler, grupoidlerin kategorisinde bir grup nesne olarak tanimlanmistir.

Brown ve Spencer ayrica 2-boyutlu cebirsel yapilar olarak diigtintilen
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caprazlanmig modiller ile grup-grupoidler arasindaki iligkiyi inceleyerek bu
yapilarin kategorilerinin denk oldugunu ispatlamiglardir. Boylece, baz kategorik
problemlerin cebirsel bir yapiya tagiarak c¢oziime kavusturulmasi saglanmistir.

Bu kisimda bu kategorilerin denkligi verilecektir.

1.3.1 Grup-Grupoidler

Tanim 1.3.1. G bir grupoid olmak iizere Ob(G), nesnelerin sinifs ve Mor(G),
morfizmlerin sinife birer grup yapisina sahip olsun. {x} tek morfizmli bir grupoid
ve grup yapisine olusturan

i. m: Mor(G) x Mor(G) — Mor(G), (z,y) — zy (grup islemi),

1. u: Mor(G) — Mor(G), x — x~ ! (ters eleman doniisimii),

3. e : {x} — Mor(G) (birim eleman donisimai)

morfizmleri birer funktor ise G’ ye bir grup-grupoid denir. Burada a,b € G i¢in

grup carpima ab ve grupoiddeki ¢arpim bo a ile géosterilecektir [31].

O halde, z,y, 2,y € Mor(G) i¢in y o x ve 3’ o 2’ birlegimleri tammh olmak
tizere m’ nin bir funktor oldugu gerceginden yola ¢ikarak yer degistirme kural

(interchange law) olarak bilinen

(yoz)(y ox') = (yy') o (x2')
esitligi elde edilir.
Ornek 1.3.1. G bir grup olmak tzere G = G X G bir grup-grupoid yapisina
sahiptir. Burada (x,y), (y, z) € Mor(G) i¢in kismi bileske (y, z) o (x,y) = (z, 2),

herhangi bir (x,y) morfizminin tersi (y,x) ve x € G noktasindaki birim morfizm

ise (x,x) seklinde tanvmbdur [31].

Tanim 1.3.2. G ve H grupoidleri arasinda f : G — H bir grupotd homomorfizmi
olmak tizere eger f : G — H grup yapilarini da koruyorsa f’ ye bir grup-grupoid

homomorfizmi denir [39).
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Bagka bir deyisle, grup-grupoidlerin bir homomorfizmi, grup yapisini koruyan
grupoidlerin bir homomorfizmidir. Boylece nesneleri grup-grupoidler ve morfizmleri
bunlar arasindaki homomorfizmler olan bir kategori insa edilir. Gosterimi GpGd

olan bu kategori grup-grupotidlerin kategorisi olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.3. G bir grup-grupoid ve H, G’ nin bir alt grupoidi olsun. Eger
Ob(H) < Ob(G) ve Mor(H) < Mor(G) ise H' ya G’ nin bir alt grup-grupoidi
denir [39].

Tanim 1.3.4. G bir grup-grupoid ve H, G’ nin bir alt grupoidi olsun. Eger
Ob(H) < Ob(G) ve Mor(H) <4 Mor(G) ise H' ya G’ nin bir normal alt

grup-grupoidi denir [39].

Ornek 1.3.2. X bir grup ve Y de X "in bir normal alt grubu olsun. Bu durumda,
Ornek 1.3.1 daki gibi N =Y xY , G = X x X olarak secildiginde agiktir ki N,

G’ nin bir normal alt grup-grupoididir [39].

1.3.2 Caprazlanmis Modiiller

Tanim 1.3.5. G ve M iki grup ve 6 : M — G sinar dondisimii olarak adlandirilan

bir grup homomorfizmi olsun. G nin M tzerindeki sol-etkisi

0:GxM — M

(gam) = 0(g,m) =g-m

seklinde tanimlansin. Eder asaqidaki sartlar saglanyorsa (M, G, 0,0) dortli yapisina
(bir grup tzerinde) ¢caprazlanmag modil denir [25 — 26].
1. VYm € M,Yg € G i¢in §(g-m) = gd(m)g~'.

1. Ym,my € M igin 6(m) - my = mmym~ L.

Caprazlanmig modiil i¢in gerekli olan sartlar agsagidaki gibi degigmeli diyagramlar

cinsinden de ifade edilebilir: 1y, g sirasiyla M ve G tizerindeki konjuge etkileri

20



olmak tizere

LY,

M x M M
ox1ar 15}
Gx M—1° M
1@><5 4
GxG o G

diyagramlar1 degismelidir.

Ornek 1.3.3. Her G grubundan, grubun kendi tzerine konjuge etkisi wve
Ig + G — G, g — g grup homomorfizmi ile (G,G,Ig,V¢c) c¢aprazlanmasg
modili elde edilir [46].

Ornek 1.3.4. G bir grup ve NG olsun. G grubunun N normal alt grubu tizerine
konjuge etkist

0:GxN — N

(g,n) — 6(g,n)=gng™!
ve
0:N = G

n +— dn)=n
seklinde tanimlanan grup homomorfizmi ile (N, G,6,0) yapisy bir ¢aprazlanmas

modildiir [46].

Ornek 1.3.5. M bir abelyan grup ve G herhangi bir grup olsun. Bu durumda,

herhangi bir 6 : M — G grup homomorfizmi ve

0:GxM — M

(g;m) = 6O(g,m)=m

asikar etkisi ile birlikte (M, G, 6, 0) dortlisii bir ¢aprazlanmas modil olur [46].
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Tanim 1.3.6. (M, G,0,0) ve (M',G',,0") iki ¢caprazlanmus modil i¢in

fi: M — M', fo: G — G birer grup homomorfizmi olmak tizere

i.[20 =0'f1

1. Vg € G ve Vm € M ic¢in fi(g-m) = fa(g) - fi(m)

sartlarime saglayan (f1, f2) ¢iftine caprazlanmas modil homomorfizmai denir.

Ayrica, degismeli diyagramlar araciligiyla

GxM—2 M 0 G
faxf1 f1 f2
G' x M’ M’ €4
o' 5

seklinde gosterilip < fi, fo >: (M,G,6,0) — (M',G',0',0") olarak yazilir [46].

Buradan, nesneleri caprazlanmis modiiller ve morfizmleri ise caprazlanmis
modiil homomorfizmleri olan bir kategori elde edilir. Bu kategoriye ¢caprazlanmas

modillerin kategorisi denir ve CMod ile gosterilir.

Onerme 1.3.1. Kaynak dontisimi s olan bir G grup-grupoidi icin M = Kers

ve G = Ob(G) olsun. Bu durumda, t hedef donisimi olmak tizere

kisitlamast ve

0:GxM — M

(gvm) = 0(gam):IQmI;1

seklinde tanimlanan etki ile (M, G, 6,0) yapist bir ¢aprazlanmas modildir [31].
Ispat. M = Kers ve G = Ob(G) birer grup olup ¢ hedef déniigiimii bir grup
homomorfizmi oldugundan 6 = t|y; kisitlamasi da bir grup homomorfizmidir.

Ayrica,
0:GxM — M

(gvm) = H(g,m)zlgmlg_l
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dontigiimiiniin bir etki oldugu acik olup

i. 6(g,m) = 0(IymlIg") = 6(1)0(m)o(I; ) = 6(1y)0(m)6(Iy-1) = gd(m)g™

g

ii. 0(m)my = Ig(m)mllg(iﬂ) = It(m)mlltz}ﬂ) = Igmllt_(:n) = Igm1[;1 = mmym~!
sartlar saglandigindan (M, G, 0, 0) dortliisii bir ¢aprazlanmig modiildiir. O

Bu yolla bir grup-grupoidden bir ¢aprazlanmig modiil elde edilmis olur. Benzer

olarak, bir ¢caprazlanmig modiilden de bir grup-grupoid agagidaki gibi elde edilebilir:

Onerme 1.3.2. (M, G,6,0) bir caprazlanmas modil olsun. Nesnelerin kimesi G,
morfizmlerin kimesi G X M yar-direkt ¢arpima olmak tzere G = (G,G x M)

yapist bir grup-grupoiddir [31].

ispat. M ve G birer grup oldugundan Tanim 1.1.10 den G x M yari-direkt
carpimi da bir gruptur. G grupoidi i¢in yapi doniisiimleri ise su sekilde tanimlidir:
e Kaynak donigimiis: Gx M — G, (g,m) — g

e Hedef doniisimiit: G x M — G, (g,m) — d6(m)g

o Kismi carpim islema

(GxM)x(Gx M) - Gx M

((gv m)? (gla ml)) = (97 mlm)

(g;m) (6(m)g,m1)
g wﬂmﬂn)g
(g,m1m)

e Birim morfizm déniisimi I): G — G x M, g+— (g9,enm)
e Ters eleman déniisimi f~1: G x M — G x M, (g,m) — (6(m)g, m™1)

(g:m)

/\
(9,en) C g
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Buradan agikar olarak bu yap1 dontigiimlerinin birer grup homomorfizmi oldugu
goriiliir. Boylece; G = (G,G x M) cifti ¢aprazlanmig modiilden elde edilen bir

grup-grupoid yapisina sahiptir. O

Teorem 1.3.1. Grup-grupoidlerin kategorisi GpGd ile ¢aprazlanmas modiillerin

kategorisi CMod denk kategorilerdir [31].

Ispat. P = (M,G,0,0) ve PP=(M',G',¢,0") iki ¢aprazlanmig modiil i¢in
fi: M — M, f, : G — G’ olmak lizere < f1, fo > caprazlanmig modiil
morfizmi olsun. Bu durumda, nesneler iizerinde n(P) = (G, G x M) ve morfizmler

uzerinde

n:CMod — GpGd
(f1, fo) = n(fi, f2) = (fo, fo X f1)

seklinde tanimlanan 7 déniigiimii bir funktordur.
GX M=———=(
faxf1 fa

G'x M =——=G'

Diger yandan, G ve G’ grupoidleri arasinda g = (go,01) : G — G’ bir

grup-grupoid homomorfizmi olsun. Buradan, nesneler iizerinde

£(G) = (Kers,Ob(G), | kers)

ve morfizmler Uizerinde

¢:GpGd — CMod

(90, 91) — &(90,91) = (91| Kers: 90)
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seklinde tanimh ¢ bir funktordur.
Kers — ke Ob(9)

gl‘Kers go

Kers

Ob(g")

t‘Kers
Yukarida tanimlanan 7 ve £ funktorlar: i¢in kategorik denkligi agagidaki gibi
gosterecegiz:

g =1(90,91) : G — G’ grup-grupoid homomorfizmi olmak tizere

GpGd —="— GpGd
GpGd
icin S : Igpaa — né dogal dontisimii
Sg
lapca(G) ————=18(9)

Iig) né(g)

lepaa(G") ——5—=n€(9)

seklinde tanimli olup buradan n§ ~ Igycq elde edilir.

Ayrica, < f1, fo >: P — P’ ¢aprazlanmig modiil homomorfizmi olmak {izere

XMod —2L— CMod

IcMod

icin T : Ioproqa — €n dogal doniigiimii ise

Tp

Ienod(P) En(P)
I(f17f2) En(f1,f2)
Ty

[CMod(P,) - fU(P,)
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seklinde tanimli olup &1 ~ Icpr0q bulunur.
Boylece, né ~ Igpaa ve £ =~ Icnoq olup Tanim 1.2.9 den agikca soylenebilir ki
grup-grupoidlerin GpGd kategorisi ile ¢aprazlanmig modiillerin C'Mod kategorisi

denktir. ]

1.4 Soft (Esnek) Kiime Teorisi

Bu boltimde, 1999 yilinda iinlii Rus matematik¢i Molodtsov tarafindan belirsizlige
bir matematiksel yaklagim olarak ortaya atilan soft kiime teorisinin temelleri
sunularak soft gruplar ve soft kategoriler ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremler
verilmisgtir. Bu teori ile ilgili yapilan diger ¢alismalar igin [2 — 15] referanslarina

bakilabilir.

1.4.1 Soft Kiimeler

X bir evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. X’ in kuvvet kiimesi
P(X) ve A C FE olmak iizere Molodtsov tarafindan bir soft kiimenin tanimi

agagidaki gibi verilmigtir.

Tanim 1.4.1. Herhangi bir F : A — P(X) dondsumii ile birlikte (F, A) ¢iftine

X dzerinde bir soft kime denir [1].

Bu tanmimdan yola ¢ikarak sdylenebilir ki X iizerinde bir soft kiime X evrensel
kiimesinin alt kiimelerinin bir parametrelendirilmis ailesidir. a € A i¢in F(a)
ailesi (F,A) soft kiimesinin a—yaklasimls eclemanlarinin  kiimesi olarak
diigtiniilebilir. Burada kolaylik olmasi agisindan bazen X iizerinde bir (F, A) soft

kiimesi (X, F, A) ile gosterilecektir.

Ornek 1.4.1. X evrenseli evlerin kiimesi olmak tizere E parametrelerin kimesi

E = {pahali, giizel, ahsap, ucuz, bah¢eli, modern, yeni, eski} seklinde tanvmlansin.
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Bu durumda, tamimlanacak bir soft kime; pahali evleri, guzel evleri,ahsap
evleri,... vb seklinde evleri belirtecektir.

X evrensel kiimesinde {hy, ho, hs, hy, hs, he} gibi alty evin oldugu kabul edilsin.
A = {e1, ea,e3,€4,e5} kiimesi igin
e1 parametresi ‘pahali’,
e parametresi ‘guzel’,
e3 parametresi ‘ahsap’,
es parametresi ‘ucuz’,

es parametresi ‘bahgeli” olmak vzere

Fler) = {ha, ha},
Fles) = {h, hs},
Fles) = {hs, ha, hs},
Fles) = {1, hs, hs},

Fes) = {m}

olarak tanimlansin. Burada

Il
—
>
[\]
>
Ny
—
=3
S
>
S
S
o
S
o~
S
3
\.S.

gostermek  dzere (F,A) soft kimesi X evrenselinin alt kiimelerinin
parametrelendirilmis bir {F(e;), i = 1,2,3,4,5} ailesidir. Boylece, (F, A) soft
kiimesi yaklasimlarin bir koleksiyonu olarak

(F, A) = {pahaly evler = {hy, hy}, giizel evler = {hy, hs}, ahsap evler = {hg, hy, hs},
ucuz evler = {hy, hg,5 }, bahceli evler = {hy}}

seklinde yazilabilir [1].
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Tanim 1.4.2. X evrenseli tzerinde (F, A) ve (H, B) iki soft kiime olsun. Eger
asagudaki sartlar saglanwyorsa (H, B)’ ye (F, A)’ nin bir soft alt kimesi denir
ve (H, B)C(F, A) ile gosterilir [3].

i) BCA.

1) Her o € B i¢in H(«a) ve F(«) dzdes yaklasimlardor.

Tanim 1.4.3. X evrenseli uizerinde (F, A) ve (H, B) birer soft kiime olmak tizere
eger (F, A), (H,B)’ nin bir soft alt kiimesi ve (H, B) de (F, A)’ nan bir soft alt

kiimesi ise (F, A) ve (H, B) soft denktir denir [3].

Ornek 1.4.2. X evrensel kiimesi ve E parametrelerin kimesi Ornek 1.4.1 de
verildigi gibi alinmak tzere B = {ej,e3,es} C EveA = {ej,eq,e3,e5} C E
olsun. B C A oldugu a¢iktir. Ayrica,

X = {hq, ha, hg, hy, hs, he} evrenseli tiizerinde (F, A) ve (H, B) soft kiimeleri
H(e1) = {h2, ha}, H(es) = {hs ha, hs}, H(es) = {hi},

F(er) = {ho, ha}, Fle2) = {h1, hs}, Fles) = {hs, ha, hs}, Fles) = {1},

seklinde tamimlansin. Bu durumda, (H,B)C(F,A) oldugu asikardir [3].

Tanim 1.4.4. Parametrelerin bir kimesi E = {ey, eq, €3, ...,€,} olsun. Vi i¢in
le; = ei- degil olmak iizere E’'nin degili kimesi |E = {|ei, |ea, |es, ..., |en}

seklinde tansmbdir [3].
Bu tanimdan, agagidaki sonuglara kolaylikla ulagilir [3].

Onerme 1.4.1. i. 1(14) = A.
. |(AU B) = (JAU|B).
tii. [(ANB) = (]AN]B).

Ornek 1.4.3. Ornek 1.4.1 gozonine alinsin. Bu durumda, |E = {pahal degil,

guzel degil, ahsap degil, ucuz degil, bahgeli degil} seklindedir [3].
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Tamm 1.4.5. Bir (F, A) soft kimesinin tiimleyeni (F, A)° = (F°, 1A) ¢iftidir

oyleki Vo € 1A igin

Fe: 1A — P(X)
a — Fla)=X—-F(]a)

seklinde tansmbdur [3].

F¢, F" nin soft timleyen fonksiyonu olarak adlandirilarak asagidaki esitlikler
acikga yazilir [3].
o (F)=F
o ((F,A))" = (F,A4)
Ornek 1.4.4. Ornek 1.4.1 de verilen (F, A) soft kiimesi gozéniine alinmak tizere
bunun timleyeni (F, A)¢ = {pahalr olmayan evler = {hy, h3, hs, h¢}, giizel olmayan
evler = {hg, ha, hs, he}, ahsap olmayan evler = {hq, ha, he} , ucuz olmayan evler

= {ha, hy, he}, bahcgeli olmayan evler = {hg, hs, hy, hs, he} seklinde tanvmle bir
soft kiime olarak elde edilir [3].

Tanim 1.4.6. X dzerinde (F, A) bir soft kiime olmak idizere ejer Yo € A ig¢in
F(a) = 0 ise (F, A) ¢ifti bir bog (mull) soft kiime olarak adlandvrilir ve ® ile

gosterilir [3].
Ornek 1.4.5. X evrenseli tahtadan insa edilen evlerin bir kumes:
X ={h1, ha, hg, hy, hs}
ve A parametrelerin kimesi
A = {tugla, toprak, celik, tas}

olarak verilsin. Bu durumda, (F,A) soft kimesi "evlerin insasini” tanimlamak
uzere

F (tugla) tugladan insa edilen evleri,
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F (toprak) topraktan insa edilen evleri,

F(¢elik) c¢elikten inga edilen evleri,

F(tas) tastan inga edilen evleri

belirtir. Yaklagimlarin kolleksiyonu olarak da (F, A) soft kiimesi (F, A) = {tugladan
insa edilen evler = (), topraktan insa edilen evler = (), celikten insa edilen evler =
0, tastan insa edilen evler = 0} seklinde yazilir. Buradan ag¢iktir ki (F, A) bir bos

(null) soft kimedir [3].

Tanim 1.4.7. X dzerinde (F, A) bir soft kiime olmak zere ejer Yo € A ig¢in
F(a) = X ise (F, A) ¢ifti bir mutlak (absolute) soft kiime olarak adlandvrilir

ve A ile gosterilir [3].
Acikca goriiliir ki A°=0 ve &° = A.

Ornek 1.4.6. Evrensel kiime olarak X = {h1, ha, h3, hy, hs} tahtadan insa edilen

evleri gostermek uzere parametrelerin kumesi
B = {tugla degil, toprak degil, celik degil, tas degil}

olsun. Buradan, (H, B) soft kiimesi ”evlerin ingasini” yani

H (tugla degil) tugladan insa edilmeyen evleri ,

H (toprak degil) topraktan inga edilmeyen evleri,

H (¢elik degil) celikten inga edilmeyen evleri,

H (tas degil) tastan inga edilmeyen evleri

tanimlar ve yaklagimlarin koleksiyonu olarak da (H, B) = {tugladan insa edilmeyen
evler = {hy, ho, hs, hy, hs}, topraktan insa edilmeyen evler = {hy, ho, h3, hy, hs},
celikten inga edilmeyen evler = {hy, ha, h3, hy, hs}, tastan insa edilmeyen evler =
{h1, ha, h3, hy, hs} seklinde gosterilir. Béylece, (H, B)’ nin bir mutlak (absolute)

soft kime oldugu agiktir [3].

Tanim 1.4.8. X x X dzerinde tanwmb bir (F, A) soft kiimesine X dzerinde bir

soft baginte denir [47].
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Tanim 1.4.9. (F, A) soft kiimesi X dzerinde bir soft baginty ve her a € A igin
F(a) # 0 olsun. Her o € A igin F(«), X dzerinde bir denklik bagintisy ise

(F, A)’ya X dzerinde bir soft denklik bagintisy denir [47].

Ornek 1.4.7. X evrenseli {h1, ha, h3, hy, hs, he} gibi alty evin oldugu bir kiime ve
E parametrelerin kumesi

e1 parametresi ‘pahali’,

ey parametresi ‘ahsap’,

e3 parametresi ‘bahceli’,

es parametresi ‘kerpic’,

es parametrest ‘ucuz’

olmak tizere E = {ey, €3, €3, €4, €5} seklinde tanvmlansin. Bu durumda, tanimlanacak
bir soft kume; pahali evleri, ahsap evleri, bahceli evleri,... vb seklinde evlerin bir

kategorizasyonunu belirleyecektir. A = {eq, e, e3,e4} kiimesi i¢in

F(e1) = {hy, hs},

F(es) = {h1, hs3, he},
F(e3) = {h1, h3, hy, hs},
F(e4) = {h1, ho, hs}

olarak tanimlansin. Burada

F

{h1, h3} pahaly evleri,

€1

=

ey) = {hi, hs, he} ahsap evleri,

=

e3) = {hi, hs, hy, hs} bahceli evleri,

(e1)
(e2)
(es)
(e4)

T

{h1, ha, h3} kerpic evleri

€4
gosterir. Baylece, A’da verilen parametrelere gore evleri kategorize eden (F, A)

soft kiimesinin X evrenseli tizerinde bir soft denklik bagintisy oldugu agiktir. Buna

gore, her bir denklik bagintist icin denklik sinaiflar
[F(el)] = {{h17 h3}7 {h27 h47 h57 hﬁ}}
[F(e2)] = {{h1, hs, he}, {2, ha, hs }}
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[F'(e3)] = {{h1, h3, ha, hs}, {ha, he}}
[F(eq)] = {{h1, ha, ha}, {ha, hs, he}}

seklindedir [47].

Tanim 1.4.10. X dzerinde (F, A) ve (H, B) birer soft kiime olmak tizere bunlarn

birlesima bir (K, C) soft kiimesidir dyleki C = AU B ve Ya € C ig¢in

F(a), aecA-B
K(a) =14 H(a), acB—-A

Fla)UH(a), a€ ANB

seklinde tanmimb olup (F, A)U(H, B) = (K, C) olarak yazlr [3].

Tanim 1.4.11. X evrenseli tizerindeki (F, A) and (H, B) soft kiimelerinin kesigims
bir (K,C) soft kiimesidir éyleki C = AN B veVa € C i¢in K(a) = F(a)NH(a)

olarak tanimh olup (F, A)N(H, B) = (K, C) seklinde gdsterilir [3].
Asgagidaki 6nermeler ispatlart agik oldugundan dogrudan sunulmustur [3].

Onerme 1.4.2. i. (F, A)U(F, A) = (F, A)

ii. (F, A)N(F,A) = (F, A)

iii. ® bos soft kiime olmak iizere (F, A)U® = (F, A).
iv. (F, A)R® = &

v. A mutlak soft kiime olmak dizere (F, A)\UA = A.
vi. (F, A)NA = (F, A)

Onerme 1.4.3. i. (F, A)U(H, B))® = (F, A)U(H, B)*
ii. (F, A)N(H, B))° = (F, A)*N(H, B)°

Onerme 1.4.4. i. (F, A)U((H, B)U(K, C)) = ((F, A)U((H, B))J(K, C)
ii. (F, A)N((H, BYA(K,C)) = ((F, AN((H, B))\(K, C)
iii. (F, A)U((H, B)A\(K, C)) = ((F, A)U(H, B)N((F, A)J(K, C))

iv. (F, A)N((H, B)U(K,C)) = ((F, A)N(H, B))U((F, A)N(K,C))
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1.4.2 Soft Gruplar

Soft kiime teorisinin tanmtilmasindan sonra Aktas and Cagman tarafindan soft
grup kavrami tamimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu boliimde soft gruplar
ile ilgili temel karakterizasyonlar verilecektir.

G bir grup and A bogtan farkli bir kiime olsun.

Tanim 1.4.12. (F, A) ¢ifti G zerinde bir soft kiime olsun. Eger Ya € A ig¢in

F(a) <G ise (F,A)’ ya G tzerinde bir soft grup denir [5].

Genel anlamda ise (F,A) soft grubu G grubunun alt gruplarinin bir
parametrelendirilmis ailesi olarak tanimlanabilir. Ayrica, G' grubu tizerindeki bir

(F, A) soft grubu bazen (G, F, A) gosterimi ile temsil edilecektir.

Ornek 1.4.8. G = A = S5 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} ve kiime-degerli
bir fonksiyon olarak
F(z)={y € G: 2Ry <=y =2",n € N}

alinsin. Buradan, F(e) = {e}, F(12) = {e,(12)}, F(13) = {e, (13)}, F(23) =
{e,(23)}, F(123) = F(132) = {e, (123),(132)} olarak elde edilir ki bu kiimelerin
herbirinin G = S3’ in birer alt grubu oldugu kolayca gdsterilebilir. Béylece, (F, A)
¢ifti bir soft grup olup G' nin alt gruplarinin parametrelendirilmis { F(a) : « € A}
ailesidir [5].

Onerme 1.4.5. G iizerinde (F,A) ve (H,A) iki soft grubunun kesisimi olan
(F, A)N\(H, A) da G iizerinde bir soft gruptur [5].

Onerme 1.4.6. (F,A) ve (H,B) ¢ifti G tzerinde birer soft grup olsun. Eger
AN B = 0 ise bunlarn birlesimi olan (F, A)J(H, B) de G iizerinde bir soft
gruptur [5].

Tanim 1.4.13. (F, A) ¢ifti G dzerinde bir soft grup olsun. Bu durumda,

i. G’ nin birim elemani e olmak tzere Yoo € A igin F(a) = {e} ise (F,A)” ya G
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uzerinde bir birim soft grup denir [5].

ii. Va € A igin F(a) = G ise (F, A)’ ya G tizerinde bir mutlak soft grup denir
[5]

Onerme 1.4.7. i. (F,A) ¢ifti G dzerinde bir soft grup ve f : G — K bir
homomorfizm olsun. Yo € A i¢in F(a) = Kerf ise (f(F),A) ¢ifti K dzerinde
birim soft gruptur [5].

ii. G dzerinde (F,A) bir mutlak soft grup ve f : G — K bir homomorfizm

olmak tzere (f(F'),A) da K dzerinde bir mutlak soft gruptur [5].

Tanim 1.4.14. (F, A) ve (H, B) ikilileri G tzerinde birer soft grup olsun. Eger
i. BC A wve
ii. Va € B igin H(a) < F(a)
sartlary saglanwyorsa (H, B)’ ye (F, A) soft grubunun bir soft alt grubu denir
ve (H, B)<(F, A) ile gosterilir [5].
Ornek 1.4.9. G = A= S; ve B = A; olsun.

F(z)={y€ S;: 2Ry <y =12",n € N}
ve

H(z)={y€ As: 2Ry <=y =<z >}

seklinde tanvmlanirsa bu durumda As C Sz ve Ya € Aj i¢in H(a) < F(a)
oldugundan (H, B)<(F,A)’ dur [5].

Tamm 1.4.15. G dzerinde (F, A) bir soft grup ve (H, B)<(F, A) olsun. Eger her
a € B i¢in H(a) grubu F(a)” mn bir normal alt grubu yani H(a) < F(«)
ise (H, B)” ye (F,A)” mun bir normal soft alt grubu denir ve (H, B)<(F, A)

seklinde yazilir [5].

Onerme 1.4.8. G iizerinde (F, A) ve (H, B) iki soft grup ve (F, A)<(H, B) olsun.
Bu durumda, f: G — K bir homomorfizm ise (f(F), A) ve (f(H), B) ikilisi K

tuzerinde birer soft grup olup (f(F), A)<(f(H),B) dir [5].
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Tanim 1.4.16. (F, A) ve (H, B) swraswyla G ve K tizerinde birer soft grup olmak
tzere f: G — K ve g: A — B fonksiyonlar: verilsin. Eger

i. f orten bir homomorfizm,

ii. g orten fonksiyon ve

iii. Ya € A i¢in f(F(a)) = H(g(a))

sartlary saglanmyorsa (f, g) ¢iftine bir soft homomorfizm denir. Ayrica, (F, A)
ile (H, B) soft homomorfik olarak adlandirilir ve (F,A) ~ (H,B) seklinde

gosterilir [5].

Bu tanimda, f bir izomorfizm, g bire-bir ve érten bir fonksiyon olarak alinirsa
(f,g) ciftine bir soft izomorfizm denir ve (F, A) ile (H, B) soft izomorfik

olarak adlandirlarak (F, A) ~ (H, B) seklinde yazilir [5].

Tanim 1.4.17. (F, A) ve (H, B) siraswyla G ve K dzerinde birer soft grup olsun.
(F,A) ve (H,B) soft gruplarimn ¢arpvmi ¥(a, f) € A X B igin

Uler, f) = F(a) x H()
olmak tizere (F, A) x (H,B) = (U, A x B) seklinde tanimlidur [5].

Onerme 1.4.9. (F, A) ve (H, B) siraswyla G ve K iizerinde birer soft grup olmak

uzere bunlarn ¢arpima olan (F, A) x (H, B) de G x K dzerinde bir soft gruptur
[5]

ispat. Tanim 1.4.12 ve Tamim 1.4.17 den ispata kolaylikla ulasgilir. U

1.4.3 Soft Kategori

Belirsizligi modelleyen bir matematiksel arag olarak ortaya atilan soft kiime teorisi
basta oyun teorisi, olasilik ve 6l¢tim teorisi olmak iizere bircok dalda genis bir
calisma alani yaratmigtir. Matematikcilerin biiyiik ilgisini ¢ceken bu teori cebirsel,

topolojik ve geometrik olarak incelenmistir. Dahasi, kategorik olarak da bu teori
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ile ilgili ¢ahigmalar yapilmigtir [12 — 13,15, 40]. Ozellikle, Sardar ve Gupta soft
kategori kavramini tanimlayarak soft kategori teorinin temellerini inga etmislerdir

[12]. Burada, soft kategori ve onun bazi temel ozellikleri sunulacaktir.

Tanim 1.4.18. Bir C kategorisinin tim alt kategorilerinin kiimesi P(C) olsun.
Parametrelerin kiimesi A olmak tzere Va € A i¢in F(«), C’ nin bir alt kategorisi
olacak sekilde tanimlanan

F:A— P
dontigtimi ile birlikte (F, A) ¢iftine bir soft kategori denir [12].

Diger bir ifadeyle, C iizerinde bir soft kategori C kategorisinin alt kategorilerinin

parametrelendirilmis bir ailesi olarak da tanimlanabilir.

Ornek 1.4.10. U dzerinde (F, A) bir soft kiime olsun. U kiimesi Ob(C) = U ve
her x,y € Ob(C) i¢in Mor(x,z) = I, diger durumlarda Mor(z,y) = () seklinde
tanimlanan bir C kategorisi olarak gézonine alinsin. (F, A) ¢ifti U tizerinde bir
soft kiime oldugundan her a € A i¢in F(a) C U. Buradan, agiktir ki birim
morfizmler ile F(a) kategorisi C’ nin bir alt kategorisidir. Béylece, (F, A) ¢ifti C

tzerinde bir soft kategoridir [41].

Bu durumda, her soft kiime U evrenseli iizerinde bir soft kategori olarak

diigtiniilebilir.

Ornek 1.4.11. C gruplarn Gp kategorist olmak tzere parametrelerin kiumesi
olarak A = {normal, sonlu, abelyan} kiimesini diginelim. Buna gére, her a € A
icin F(a) normal, sonlu ve abelyan alt gruplary gosterir. Grup homomorfizmleri
ile bu alt gruplarin her biri kategori yapisina sahip olup C’ nin birer alt kategorisidir.

Bdylece, (F, A) ¢ifti C dzerinde bir soft kategoridir [12].

Tanim 1.4.19. C dzerinde (F, A) ve (H, B) birer soft kategori olsun. Eger asagidaki

sartlar saglamyorsa (H, B)” ye (F, A)’ mun bir soft alt kategorisi denir [12].
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i. BCA.

ii. Her a € B i¢in H(«), F(a)” nan bir alt kategorisidir.

Ornek 1.4.12. (F, A) soft kategorisi Ornek 1.4.11 deki gibi alinsin. Ayna kategori
uzerinde (H, B) soft kategorisi de B = {abelyan} ve H(abelyan) = tim sonlu
abelyan gruplar seklinde tanimlansin. Bu durumda, (H,B)’ nin (F,A)’ nan bir

soft alt kategorisi oldugu agiktur [12].

Onerme 1.4.10. (H, B) ¢ifti (F, A)’ man ve (K, C) ¢ifti de (H, B)’ nin birer soft

alt kategorisi ise (K, C) ¢ifti de (F, A)” mn bir soft alt kategorisidir [12].
ispat. Soft alt kategori tamimindan ispat kolaylikla elde edilir. O

Tanim 1.4.20. C duzerinde (F, A) ve (H, B) iki soft kategori olsun . Eger (F, A)
soft kategorisi (H,B)’ nin ve (H,B) soft kategorisi (F,A)’ nan birer soft alt

kategorisi ise (F, A) ve (H, B) soft denktir denir [12].

Tanim 1.4.21. C dzerinde (F, A)’ nan bir soft alt kategorisi (H, B) olsun. Bu
durumda,

i. Va € B igin H(«) kategorisi F'(«)’ man bir tam alt kategorisi ise (H, B)’ ye
(F, A)’ man bir tam soft alt kategorisi denir [12].

ii. VYa € B i¢in H(a) kategorisi F'(«)” man bir genis alt kategorisi ise (H, B)’ ye

(F, A)” mn bir genig soft alt kategorisi denir [12].

Ornek 1.4.13. Ornek 1.4.12 de verilen (H, B) soft alt kategorisi (F, A)’ nan, bir

tam soft alt kategorisidir [12].

Tanim 1.4.22. (F, A) ve (H, B) swraswyla C ve D dzerinde birer soft kategori
olsun. g : A — B bir donisim ve K : C — D bir funktor olmak tzere

i. R tam bir funktor ve g orten bir donisim,

ii. Va € A i¢in R(F(a)) = H(g(a))

sartlar saglamyor ise (R, g) cifti bir soft funktor olarak adlandvrilir [12].
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Bu durumda, nesneleri soft kategoriler ve morfizmleri ise bu soft kategoriler
arasindaki soft funktorlar olan yeni bir kategori elde edilir. Bu kategori soft

kategorilerin kategorist olarak adlandirilir ve SCat ile gosterilir.

Ornek 1.4.14. C izerinde (F, A)’ nan bir soft alt kategorisi olarak (H, B) verilsin.
i : B — A dahil etme donisimi ve T : C — C birim funktor olarak alinirsa

yukaridaki tanemdan (Z,1) ¢ifti (H, B)’ den (F, A)’ ya bir soft funktordur [12].

Tamim 1.4.23. C dzerinde ki soft kategori (F, A) ve (H, B) olsun. C’ nin dual
kategorisi olarak C° wverilsin. Bu durumda, her a € A i¢in FP(a) = (F(«a))
olmak tzere (F,A)? = (F°P A)" ya (F,A)” min dual soft kategorisi denir.

Agikca (F, A)°P da C dzerinde bir soft kategoridir [12].

Kategori teoride dual kategori igin var olan sonucun soft versiyonu da gecerli

olup agagidaki gibidir [12].
Onerme 1.4.11. ((F, A)?)? = (F, A)*

Burada, kategori teoride var olan basglangig, bitig ve sifir nesne kavramlar: soft

kategoriye taginarak yeniden tanimlanmigtir.

Tanim 1.4.24. C dzerinde (F, A) bir soft kategori olsun. Eger her a € A i¢in bir
kategori olarak F () baglangic nesnesine sahip ise (F, A) baslangi¢c nesnelerine

sahip bir soft kategori olarak adlandvrilir [12].

Burada su uyarida bulunmamizda fayda var. C kategorisinin baglangi¢ nesnesine
sahip olmasi demek (F, A)’ nin da basglangig nesnelerine sahip bir soft kategori

olmasi anlamina gelmez.

Tanim 1.4.25. C dzerinde (F, A) bir soft kategori olsun. Eger her a € A i¢in bir
kategori olarak F(«) bitis nesnesine sahip ise (F, A) bitis nesnelerine sahip

bir soft kategori olarak adlandvrilur [12].
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Yine belirtmek gerekir ki C kategorisinin bitig nesnesine sahip olmasinin (F, A)’

nin da bitig nesnelerine sahip bir soft kategori olmasini gerektirmez.

Onerme 1.4.12. C iizerinde (F, A) baslangi¢ (bitis) nesnelerine sahip bir soft
kategori ise (F,A)? da C dzerinde bitis (baslangic) nesnelerine sahip bir soft

kategoridir [12].

Ispat. Tamm 1.4.24 (Tamm 1.4.25) den (F, A) baglangic (bitis) nesnelerine sahip
bir soft kategori ise her o« € A igin F'(«) kategorisi baglangig (bitig) nesnesine
sahiptir. Kategori teoriden bilindigi gibi bir kategorinin her baglangig (bitis)
nesnesi onun dual kategorisinde bitig (baslangic) nesnesidir. Bundan dolayi, C
tizerinde F'(«)” kategorisi bitig (baslangic) nesnesine sahip olur ki bu da ispati

tamamlar. O

Tanim 1.4.26. C dzerinde bir soft kategori (F, A) olmak tzere eger her a € A
icin bir kategori olarak F(a) sifir nesnesine sahip ise (F, A)’ ya sifir nesnelerine

sahip bir soft kategori denir [12].

Onerme 1.4.13. C tzerinde bir (F, A) soft kategorisindeki herhangi iki baslangig

(bitis) nesnesi izomorfiktir [15].

Ispat. C tzerindeki bir (F, A) soft kategorisinin iki baglangig (bitig) nesnesine
sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda, o € A i¢in bir kategori olarak F'(«) iki
baslangi¢ (bitis ) nesnesine sahiptir. Kategori teoride bir kategorinin herhangi iki

baglangic (bitig) nesnesi izomorfik oldugundan istenilen elde edilir. O
Bu 6nermeden dogrudan asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 1.4.1. Bir soft kategoride ayni tipteki nesneler izomorfiktir [15].

Tanim 1.4.27. C dzerinde (F, A) bir soft kategori olmak tzere her a € A igin

F(«) kategorisi gegismeli ise (F, A)” ya gegigmelidir denir [15].
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Uyar1 1.4.1. Kategori teoriden bilinir ki bir C kategorisi sifir nesneye sahiptir
gerek ve yeter sart bu kategori gecismelidir. Asagida bu durumun soft karsihig

verilmastir.

Sonug 1.4.2. C dzerinde (F, A) bir baslangi¢ ve bir bitis nesnesine sahip soft
kategori olsun. Bu durumda, (F, A) bir sifir nesneye sahiptir gerek ve yeter sart

(F, A) gecismelidir [15].
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2. SOFT GRUPLARIN ETKILERI

Bu boliimde soft etki kavrami tanimlanarak orneklendirilmigtir. Bu kavram ile
ilgili baz1 karekterizasyonlar sunularak énemli sonuclar elde edilmistir. Soft simetrik
grup tanimi verilerek soft etki ile soft simetrik grup arasindaki iligki incelenmistir.
Ayrica, iki soft grubun yari-direkt ¢arpimi tanimlanmig ve bu ¢arpimin yine bir

soft grup oldugu gosterilmistir.

2.1 Soft Etki

Tanim 2.1.1. G = (G, F, A) bir soft grup ve X = (X, F', A) bir soft kiime olsun.
Bu durumda, X dzerinde G nin bir (sol) soft G-etkisi bir
I, : F(a) x F'(a) — F'(a)

ikili islemadir oyleki her a € A igin
i. Vo e F'(a) igin 11, (e, x) = z,
ii. Vo e F'(a) veVg,h € F(a) i¢gin I1,(g, 114 (h, x)) = I1,(gh, )
sartlary saglanyr. Burada, her o € A i¢in 11, bir (sol) G—etki doniisimi olup G
soft grubunun X soft kimesi izerine (soldan) soft etkisi denir ve X soft kimesi
bir G-soft kiime olarak adlandirilir.,

Ozel olarak, (X, F', A) soft kiimesi bir soft grup olarak alinwrsa ve her a € A
wein I, donusimai ¢. ve . sartlarina ek olarak
iii. Va,y € F'(«) ve Vg € F(a) i¢in I, (g, xy) = u(g, )4 (g, y)
sartine da saglyorsa G soft grubu X soft grubu tzerine (soldan) soft etkir denir.

Bu etki ile birlikte X bir G-soft grup adini alur.

Ornek 2.1.1. S = {1,2,3} dzerinde permiitasyonlarin grubu Ss olmak tzere

A =G =S85 abmsin. G = (G, F, A) soft grubu

F(e) = {e},
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F(12) = {e, (12)},
F(13) = {e, (13)},
F(23) = {e, (23)},
F(123) = F(132) = {e, (123), (132)},

seklinde ve X = {1,2,3} olmak tizere X = (X, F, A) soft kiimesi de

F'(e) = {1},

F'(12) = {1, 2},

F'(13) = {1,3},

F'(23) = {2,3},

F'(123) = F'(132) = {1,2,3},
seklinde tanimlansin. Bu durumda, her o € A igin
I, : Fla) x F'(a) — F'(a)

(g,2) = Ila(g,7) = o(2)

dontigtimi bir (sol) grup etkisidir. A¢iktir ki e € G birim eleman olmak tizere

I, (e,z) = x olup her g,h € F(«a) i¢in I1,(g, 114 (h,x)) = U, (gh,x) dir. Boylece,

X = (X, F, A) soft kiimesi bir G—soft kiimedir.

Uyar1 2.1.1. Yukarida verilen tanimda her o € A igin sol grup etki dontisimai olan
[T, nin yoni degistirilirse 11, bir sag grup etkisine dontisur oyleki X tzerinde G

nin bir sag soft (grup) etkisi elde edilir.

Kolaylikla goriilecegi tizere sag soft (grup) etkileri sol soft (grup) etkilerinden
cok farkh degildir. Onlar arasindaki tek fark etkinin yoniidiir. Bundan dolay1, sol
soft (grup) etkileri igin verilen 6rneklerin duali sag soft (grup) etkilerine 6rnek

tegkil eder. Sag soft (grup) etkilerine bir érnek agagidaki gibi verilebilir.
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Ornek 2.1.2. H bir G soft grubunun soft alt grubu olsun. H nin bir (sag) soft
koset kiimesi

X={Hg: g€ F(a)}

olmak tizere her g, € F(a) igin

I, : Fla) X Fla) — F'(«)

(Ho.g) = Ta(Hg.g1) = H(ge)

dontigtimi bir grup etkisidir. Gergekten de her g1, g2 € F(a) i¢in
i) la(Hg,e) = H(ge) = Hy
ii) Ha(Ila(Hg,g1),92) = Ha(H(991), 92)

= H((991)92)

= H(g(g192))

= Hg(g192)

=1la(Hg, g192)

sartlary saglanar.

Boylece, G soft grubu H’ nin sag soft kosetlerinin kiimesi iizerine sagdan etkir.
Benzer olarak, GG soft grubunun H’ nin sol soft kosetlerinin kiimesi tizerine soldan
etki ettigi de gosterilebilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedigi miiddetge soft etki denildiginde sol soft etki

oldugu anlagilmalidir.

Onerme 2.1.1. G = (G, F,A) bir soft grup ve X = (X, F', A) bir soft kime
olmak tizere X bir G—soft kime ve Va € A i¢in F'(a) = X olsun. Her x,y €
F'(«) igin

x~y <= 3g € F(a)vardir >y =1,(g, )

olarak tamimlanan ~ bagqintist X tzerinde bir soft denklik bagintist olusturur.
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Ispat. Her a € A ve 2,y € F'(a) igin

F' A — P(X xX)

a — F'la)={(r,y) e X x X :z~y}

seklinde tanimlansin. Kolaylikla gosterilebilir ki her o € A igin F”(«), X iizerinde
bir denklik bagintisidir. Boylece, Tanim 1.4.9’dan (F”, A)'min X iizerinde bir soft

denklik bagintist oldugu agiktir. 0

Sonug 2.1.1. Yukarida tansmlanan ~ bagintisina gore x’ in yorungess
Orba(v) = {y € F'(a) 1 v ~ y} = {Ila(g,2) : g € F(a)}
seklinde tanymly bir G-soft kiimedir. Ayrica, (Orbg, X) ¢ifti X zerinde
Orbg : X — P(X)
dontistuma ile bir soft kimedir.

Onerme 2.1.2. X dzerinde yukaridaki gibi ~ ile tanimlanan (F", A) soft denklik

bagintise i¢in x € F'(a) olmak tzere x € Orbg(x)” dir.

Ispat. Acik olarak 2 = Il (e, z) € Orbg(z)’ dir. Yani, her eleman kendi yoriingesinin

icinde yer alir. O
Yukarida verilen iki onermeden su sonuca ulagabiliriz:

Onerme 2.1.3. X bir G—soft kiime olmak tizere ayrik yoringeleri X soft kiimesinin

bir parcalanisine olusturur.

ispat. Agagidaki iki sartin saglandigini gostermek ispat i¢in yeterlidir.
i. X’ in her elemani herhangi bir yoriingededir.

ii. Orbg(z) NOrbg(x')# 0 ise Orbg(x) = Orbg(z') saglanir.
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Ik sart Onerme 2.1.2 den aciktir. Ikinci sart icin ise y € Orbg(z) N Orbg (')
olsun. Bu durumda, y = I1,(g,z) = I, (h,2’) olacak sekilde g,h € F(a) vardir.

Boylece,
v =1a(e,z) = Ma(gg™" @) = (g™, a(g, %)) = Ta(g ™", Ta(h, 7)) = Ma(g ™' A, 2')
olup x € Orbg(2') = {l,(¢1,2") : ¢1 € F(a)} bulunur. O halde, g; = e alindiginda
Orba(z) ={Il(¢',x) : g" € F(a)} € {Il(g’,912) : g', 01 € Fa)}
C {IL(g.,2) : g’ € F(a)} = Orbg(a)

elde edilir. Benzer yol kullanilarak Orbg(z’) € Orbg(z) de bulunur ki ispati

tamamlayan Orbg(x) = Orbg(2') sonucuna ulagihr. O

Onerme 2.1.4. G = (G, F,A) soft grubu X = (X, F', A) soft kiimesi tizerine
etki etsin. Eger v € F'(a), g € F(a) i¢iny = I,(g, ) ise v = T,(g,y) dir.

Ayrica, © # ' ise I, (g, ) # a(g,2") diir.

Ispat. y = I1,(g, x) olmak {izere

Ma(g7 " y) = Ma(g 7" Halg, 2)) = Ha(g g, 2) = a(e,z) =z

elde edilir.
Diger yandan, « # ' ise 1, (g, x) = I1,(g, 2") oldugunu varsayalim. Bu esitlige

g1 ile islem uygulanirsa
HC'l(gila Ha<g7 .’,U)) = Ha<g71, Ha<g7 .’L‘/)>

(97 'g,7) = Uu(g g, 2)

I, (e,z) = (e, ')

bulunur ki bu da x # z’ varsayim ile gelisir. Dolayisiyla, z # 2’ ise I1,(g, x) #

I1,(g, ') olur. O
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Simdi de soft etkiye birkag temel 6rnek verelim.

Ornek 2.1.3. Her G soft grubu kendi uzerine asaqidaki gibi etki eder. X = G

alinmak tzere her a € A i¢in
II,: Fla) x F(a) — F(a)
(g.h) = Ila(g.h) =h

bir etki dontisimiidir. Bu etki G’ nin kendi tzerindeki agikar (trivial) soft

etkist olarak adlandirilor.

Ornek 2.1.4. Her G soft grubu asagida tanymlanan ¢arpim araciligiyla kendi

tzerine etki eder. Her o € A icin
I, : F(a) x Fla) — F(a)
(g:h) = (g h) = gh
dontistimainin bir etki oldugu kolaylikla goruliir.

Ornek 2.1.5. Her G soft grubu asagida verilen konguge islemiyle kendi tizerinde

bir soft etkiye sahiptir. Vo € A i¢in
II,: Fla) x Fa) — F(a)
(9.h) = Tla(g,h) = ghg™
dontustumauniin bir etki oldugu agiktur.

Uyar1 2.1.2. G soft grubu degismeli(abelyan) ise, G’ nin konjuge islemiyle kendi

tzerindeki soft etkisi asikar soft etkiye dontsur.
Bu orneklere ek olarak iki 6zel 6érnek agagidaki gibidir.
Ornek 2.1.6. Y = (Y, F", A) herhangi bir soft kiime olmak tizere G = (G, F, A)
soft grubunun X = (X, F', A) zerindeki soft etkisi
I, : F(a) x F'(a) — F'(a)
(g,2) = (g, 2)
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olsun. f : X — Y bire-bir bir donisim ve F" = f(F') olmak tizere her a € A
1¢in
IL, : Fla) x f(F'(a)) — f(F'(@))
(9, f(x)) = (g, f(x)) = f(Ila(g, 7))

seklinde tanwvmlanan doniisim de bir etkidir. Bu soft etki ile (Y, F", A) bir G—soft

kiimedir denir.

Ornek 2.1.7. A= G = S, i¢in G = (G, F, A) bir soft grup ve X = (X, F', A) bir
soft kiime olmak tizere {Py, Py, ..., P,} kimesinin polinomlar: f(Py, Ps, ..., P,)

ile gosterilsin. Bu durumda,
I, : Fla) x F'(a) — F'(a)
(O',f(Pl,PQ,...,Pn)) — Ha(aaf<P17P27---7Pn)):f<P0(1)7P0(2)7---7P0(n))

seklinde tanimlanan donisum i¢in

i) Jzeigin Ha<e7f<P17P27---7Pn)):f(Pe(1)7Pe(2)7---7Pe(n)) :f(PhPQ,...,Pn)

ii) Her o,0' €S, i¢in

Ha(d, Ha(dl, f(Pl, PQ, ey Pn))) = Ha(O', f(Pa(1)7 PO—(Q), ey Pa(n)))
= [(Poor))s Poor@)s - - - Po(or(n))

= Ha(O'O'/, f(P17P27 BRI Pn)))
sartlar saglandigindan bu donisim bir etki olup X bir G—soft kimedir denar.

Genel olarak, bir teoride var olan baz1 kavramlar uygun doniigiimlerle bagka
bir teoriye tasinarak yeniden tanimlanabilir. Buradaki asil amag ise grup teoride

var olan bazi etki tiplerini soft yaklagim ile yeniden incelemektir.

Tanim 2.1.2. Bir (G, F, A) soft grubunun (X, F', A) soft kiimesi tzerindeki bir
soft etkisinde her a € A ve x,y € F'(«) i¢in bir g € F(a) var olup I1,(g,z) = x

ise bu soft etkiye gecigmelidir (transitive) denir.
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Tanim 2.1.3. Bir (G, F, A) soft grubunun (X, F', A) soft kimesi tizerindeki bir
soft etkisinde her o € A wve birbirinden farkl her g,h € F(«) i¢in bir x € F'(«)
var olup 1, (g, ) # I, (h, z) ise bu soft etkiye efektiftir denir.

Bu tanima denk olarak, F(«)’ man farkl elemanlar F'(«) dzerinde farkl

sekilde etki ediyorsa bu soft etkiye efektiftir denir.

Tanim 2.1.4. Bir (G, F, A) soft grubu (X, F', A) soft kiimesi tizerinde bir soft
etkiye sahip olmak tizere eger her o € A ve g,h € F(a) i¢in I1,(g, ) = l,(h, z)
olacak sekilde bir v € F'(«) var oyleki g = h ise bu soft etkiye serbesttir denir.

Baska bir ifadeyle, bir x € F'(«) i¢in 1,(g, x) = x olacak sekilde bir g € F(«)

var ise bu g elemana birimdir.
Onerme 2.1.5. Her serbest soft etki efektiftir.
ispat. Tanim 2.1.3 ve Tanim 2.1.4 den ispat aciktir. U

Tanim 2.1.5. Bir (G, F, A) soft grubunun (X, F', A) soft kiimesi tuzerindeki soft
etkist hem gecismeli hem de serbest ise regtilerdir denir. Yani, her a« € A ve
xr,y € F'(a) igin bir tek g € F(«) vardwr dyleki 11,(g,x) = y ise bu soft etki

regtler olarak adlandirilr.

Sonug 2.1.2. Herhangi bir G soft grubunun carpim araciligiyla kendi tzerindeki

soft etkisi hem regiiler hem de efektiftir.

2.1.1 Soft Etkilerde Sabitleyici, Merkezlestirici ve Normallestirici

Bu boliimde, soft etki ile ilgili sabitleyici, merkezlestirici ve normallegtirici gibi
kavramlar tanimlanarak bunlar arasindaki iligski incelenmistir. Ayrica bu ¢alismanin
odaginda yer alan bir kavram olan soft simetrik grup tanitilarak bu kavramin soft

etki ile olan iligkisini aciklayan énemli bir sonug verilmistir.
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Tanim 2.1.6. X = (X, F', A) bir G—soft kiime olsun. Her o € A ve x € F'(«)
1¢in
Stabg(z) = {g € F(a) : Il4(g,2) =z}

kiimesine x’ in sabitleyicist denir.

Genel olarak, herhangi bir YCX soft alt kumesinin sabitleyicisi de
FizgY ={g€ F(a): l,(¢g,z) =2, z € F'(a)NY}
seklinde tanimlvdar.

Onerme 2.1.6. Yukardaki tanmsmda verilen Stabg(x) ve FixgY kiimeleri G

tizerinde birer soft gruptur.
ispat. Her x € X i¢in

StCLbG X — P(G)

r +— Stabg(z)

seklinde tamiml olup Stabg(z)’ in G’ nin bir alt grubu oldugu kolayca gosterilebilir.

Boylece, (G, Stabg, X) yapist bir soft gruptur. Benzer olarak, her x € Y i¢in

r +— Firg(z)

olarak tanimlanir 6yleki Fiizg(z)’ in G’ nin bir alt grubu oldugu aciktir. Buradan,

(Fizg,Y) cifti G tizerinde bir soft grup olarak elde edilir. O

Uyar: 2.1.3. Klasik teoriden farkly olarak Stabg(x) ve FixgY soft gruplart G

soft grubunun birer soft alt grubu degildir.
Onerme 2.1.7. Yukarida tanimlanan Stabe(x) ve FizgY igin
F’L{L‘G'Y = ﬂxepl(a)mystabg(l‘)
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Ispat. ¢ € FizgY almsm. Tammdan, her © € F'(a) NY icin I.(g,2) =
olup g € Stabg(xz) bulunur. Buradan, g € Myepr(a)nyStabe(x) olur. Boylece,
FizgY C Ngpeprauy Stabg(x) elde edilir.

Tersine, g € Nyepr(a)ny Stabg(x) almsin. Bu durumda, her x € F'(a) NY icin
g € Stabg(z) olup Il,(g,z) = x bulunur. Béylece, g € FizgY elde edilir ki bu

da ispat1 tamamlar. O

Tanim 2.1.7. G = (G, F, A) soft grubu kendi izerine konjuge etki etsin. Her

a € A wve h € F(a) i¢in h’ nin yéoringelerinin
CG<h’> = {g € F(Oé) : Ha<g7 h’) = Ha(h'7 g)}

kumesi h’ min merkezlestiricist olarak adlandirilr.

Dahasi, F(«) daki tim elemanlarin merkezlestiricilerinin kesigimsi
Z(G) ={g € F(a) : (g, h) =Ta(h,g),Vh € F(a)}
seklinde taniml olup Z(G)’ ye G soft grubunun merkezi denir.
Onerme 2.1.8. (Cq, G, G) yapsy bir soft gruptur.
Ispat. Her h € F(a) icin
Ce:G — P(G)
h —  Cg(h).

seklinde tanmiml olup Cg(h)’ nin G’ nin bir alt grubu oldugu aciktir. Dolayisiyla,

(Cq, G) ¢ifti G tizerinde bir soft gruptur. O

Tanim 2.1.8. G = (G, F, A) soft grubu kendi tizerine konjuge etki etsin ve H

kiimesi G’ nin bir soft alt kiimesi olsun. Her oo € A i¢in izotropi soft alt grubu
No(H) ={g € F(a): (g, h) = h, h € F(o) N H}

seklinde taniml olup G’ de H’ nin normallestiricisi olarak adlandirilor.
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Ac¢ikca yazilabilir ki H soft alt kumesi G’ nin bir soft alt grubu ise H ayns
zamanda Ng(H)’ nin da bir soft alt grubudur. Dahasi, H soft alt kiimesi G’ nin

bir normal soft alt grubu ise, Ng(H) kiimesi G’ nin en genis soft alt grubudur.
Onemli bir kavram olan soft simetrik grubun tanimi asagidaki gibi verilir:

Tanim 2.1.9. X bir kime ve A parametrelerin kiimesi olsun. X kimesinin
permiitasyonlarinin grubu Sym(X) olmak tzere bu grubun tim alt gruplarinin

kiimesi P(Sym(X)) ile gésterilsin. Bu durumda, o € A igin
F:A— P(Sym(X))

dontigtimi ile F(«) kimesi Sym(X) in bir alt grubu ise (Sym/(X), F, A) yapisina

bir soft simetrik grup denir.

Grup teoride, simetrik grup ile etki arasindaki iliski Cayley teoremi ile verilmistir.
Soft simetrik grup ile soft etki arasinda da benzer bir iligkinin varhig1 agagidaki

gibidir.

Teorem 2.1.1. G = (G, F, A) soft grubu X = (X, F', A) soft kiimesine etki etsin.

Bu durumda, G’ den Sym(X)’ e bir soft homomorfizm vardur.

Ispat. Kabul edilsin ki G = (G, F, A) soft grubu X = (X, F’, A) iizerinde bir

soft etki olsun. Buradan, her a € A

I, : Fla) x F'(a) — F'(«)

(g,2) = (g z)=o0(z)
dontigiimii bir etkidir. Ayrica, her g € F(«) igin

o,: F'(a) — F'(a)

r = oy(zr) =1,(g,2)
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doniisiimii de F’(«) min bir permiitasyonudur. Dahasi, her o € A igin
Fla) — Sym(F'())
g — o
doniigiimii bir homomorfizmdir. Boylece, G — Sym/(X) bir soft grup homomorfizmi
elde edilir. 0
Teorem 2.1.2. Sonlu bir grup uzerinde tanwmly her soft grup bir soft simetrik
grup i¢ine gomaulebilir.
Ispat. G sonlu bir grup olmak iizere G = (G, F, A) soft grubu kendi tizerine her
a € Aigin
II,: Fla) x F(a) — F(a)
(9:h) = la(g,h) = gh
carpimi ile etkisin. Ayrica , her g € F(«) igin
ly: Fla) — F(a)
h —  L,(h)=gh
doniisiimii F'(«) nin bir permiitasyonudur. Dahasi, her a € A igin
Fla) — Sym(F(a))
g — A
seklinde tanimlanan doniigiim bir homomorfizmdir. Bu homomorfizm bire-bir ve

F(a) kiimesi Sym/(F(«))’ mn bir alt grubu oldugundan bir dahil etme déniigiimiidiir.

Boylece, G soft grubu Sym/(G) soft simetrik grubun i¢inde yatar. O

Bu teoremlerden sonra, bir soft grubun bir soft kiime iizerindeki etkisini ifade

etmenin farkli bir yolu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.3. G = (G, F, A) soft grubunun X = (X, F’, A) soft kiimesi tlizerindeki
soft etkisi G — Sym/(X) soft homomorfizmi ile aymidar.
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2.1.2 Soft Gruplarin Yari-Direkt Carpimi

Tanim 2.1.10. G = (G, F, A) ve (H, F', A) iki soft grup olsun. G ve H gruplarinin
yari-direkt carpima olan G X H grubundan indirgenen islem ve G’ nin H tzerine
etkisinden indirgenen kisitlanmas etkiler ile Yo € A igin F"(«a) = F(a) x F'(B)

birer grup olmak tzere bu iki soft grubun yari-direkt carpima
(G,F,A)x (H,F'JA)=(Gx H,F" A)

seklinde tanimlidir.

Onerme 2.1.9. [ki soft grubun yari-direkt ¢arpima yine bir soft gruptur.

Ispat. (G, F,A) ve (H, F', A) iki soft grup ve bunlarin yari-direkt ¢arpimi
(G,F,A)x (H,F'JA)=(Gx H,F" A)

olmak iizere

F":A — P(Gx H)

a = F'(a)=fla)x F'(a)

seklinde tanmimlidir. Grup teoriden bilindigi tizere G ve H grubunun yari-direkt
carpimi olan G X H da yine bir gruptur. Dahasi, Vo € A i¢in F'(«) ve F'(«) birer
grup olup G x H grubunun iglemi ve indirgenen etki doniigiimii ile F'(«) x F'(av)
da bir grup yapisina sahiptir. Bu grup F(«) x F'(«) ile gosterilen yari-direkt
carpim grubu olup Ya € A igin F(a) X F'(a) < G x H oldugu agiktir. Boylece,

(G x H,F" A) yapist bir soft gruptur. O
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3. SOFT GRUPOIDLER VE SOFT

GRUP-GRUPOIDLER

3.1 Soft Grupoidler

Her morfizmi bir izomorfizm olan 6zel bir kategori olarak tammlanan grupoid
kavrami ilk olarak Brandt tarafindan 1926 yilinda ortaya atilmigtir [24]. Zaman
icinde, kategori teoride onemli bir kavram olmanin Otesine gecen grupoid,
matematigin her alaninda kullanilan disiplinlerarasi bir kavram haline gelmistir.
Bu boliimde ise groupoid kavramina bir soft yaklagim sunularak yeni bir kategori
olan soft groupoidlerin kategorisi inga edilmistir. Soft grupoid ile soft kategori
arasindaki iligki incelenerek soft alt grupoid ve normal soft alt grupoid tanimlari

sunulmugtur.

Tanim 3.1.1. A parametrelerin kiimesi ve G bir grupoid olmak tizere bu grupoidin

tim alt grupoidlerinin ailesi P(G) ile gdsterilsin. Her o € A i¢in
F:A— P(G)

dontigimi ile F(«) kiimest G nin bir alt grupoidi ise (F, A) ¢ifti G tizerinde bir

soft grupotid olarak adlandirilur.

Ozel olarak, her a@ € A icin bir grupoid olarak F(a) gecismeli ise G soft
grupoidine gec¢igmelidir denir. G gecgismeli bir grupoid ise tizerinde tanimh
her soft grupoid de gegismelidir. Aksi taktirde, her @ € A igin F(a) grupoidi
tamamen gecismesiz ise G soft grupoidine tamamen gec¢ismesizdir denir. G
grupoidi tamamen gegigmesiz ise lizerinde tanimli bir soft grupoidin de tamamen
gecismesiz oldugu aciktir.

Genel anlamda, bir (F, A) soft grupoidi G grupoidinin alt grupoidlerinin bir

paremetrelendirilmisg ailesi olarak kabul edilebilir. Bu ¢aligmada kullanigl olmasi
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bakimmdan G grupoidi iizerindeki bir (F, A) soft grupoidi (G, F, A) yapisi ile

gosterilecektir.

Ornek 3.1.1. Her soft kiimeden bir soft groupoid elde edilebilir. Acik olarak,
U dzerinde bir soft kime olarak (F,A) ele alinsin. Nesneler kiimesi olarak U

evrenselini diginiirsek her x,y € U = Ob(G) i¢in

I, , z=y

0, x#y

Mor(z,y) =

olarak tamwmlandiginda U kiimesi bir grupoid yapisina sahip olur. (F, A) bir soft
kiime oldugundan o € A i¢in F(a) C U dur. Bu durumda, agikter ki her bir F(«)
birim morfizmler ile goz onune alinirsa G = U grupoidinin birer alt grupoidi

olarak elde edilir. Boylece, (G, F, A) yapisy bir soft grupoiddir.

Ornek 3.1.2. Her soft grup bir soft grupoiddir. Burada (G, F,A) soft grubunu
gozonine alalim. Bu durumda, her o € A i¢in F(a) < G dir. Grupoid teoriden
bilindigi tuzere her grup tek mesneli bir groupoid oldugundan G grubu da bir
grupoiddir. Ayrica, kolaylikla soylenebilir ki her bir F'(«) alt grubu da birer grupoid
olup G grupoidinin birer alt grupoididir. Buradan, (G, F,A) soft grupoid yapis
elde edilir.

Ornek 3.1.3. G nesneleri tim gruplar ve morfizmleri grup izomorfizmleri olan

bir grupoid olsun. Parametre kiimesi olarak
A = {abelyan, sonlu, devirli, normal}

secilsin. Bu durumda, F' : A — P(G) déonisimi ile F(«) suraswyla abelyan,
sonlu, devirli, normal gruplary gésterir. Bu gruplarin her biri Ob(G)’ nin birer alt
grubudur. Ayni zamanda, her grup tek nesneli bir grupoid oldugundan bu gruplar
birer grupoid olup G’ nin birer alt grupoididir. Béylece, (G, F, A) yapisi bir soft

grupoid olur.
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Ornek 3.1.4. (G, F, A) bir soft grup ve (X, F’, A) bir soft kiime olsun. Bu durumda,

F:A — P(G)

a — Fla)
ve

F':A — P(X)

dontistimlers verilmis olup X x G x X astkar grupoidi tzerinde

F' A — P(XxGxX)

a = F'(a)=F'(a) X Fla) x F'(a)

seklinde tanvmlansin. Burada, her o € A igin F'(a) x F(a) x F'(a) C X xGx X
olup X x G x X agikar grupoidinden indirgenen yapi dontsimleri ile F'(a) X
F(a) x F'(«) da bir grupoid yapisina sahiptir. Yani, her bir F'(«) x F'(a) X F'(«)
grupoidi X X G x X 7 in bir alt grupoididir. O halde, (X x G x X, F", A) tcliist bir

soft grupoid olup agikar (trivial) soft grupoid olarak adlandirilur.,
Soft etki grupoidi de asagidaki gibi verilebilir.
Ornek 3.1.5. (G, F, A) bir soft grup ve (X, F', A) bir soft kiime olmak tizere

F:A — P(G)

a — Fla)

ve
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donusumlerini kullanarak

F':A — PG xX)

a = F'(a)=F(a)x F'(a)

dontistimaunt tamimlayalim.

G grubunun X kumesi uzerindeki etkisi asaqidaki gibi verilsin.

Gx X — X

(9,2) — g-x

Bu etki kullanilarak, (g, z) ¢ifti baslangic noktasy x ve bitis noktasy g - x olan bir
morfizmi gostermek tzere (h,y) o (g,x) = (hg,x) kismi bileske islemi ile G x X
bir grupoid yapisina sahiptir. Her o € A igin F(a) X F'(a) C G x X oldugundan
G x X grupoidinden indirgenen yapu doniigimleri ile F"(«) bir grupoiddir. Her
bir F"(«) grupoidi G x X " in birer alt grupoidi olup (G x X, F" | A) bir soft grupoid

olarak elde edilir ki buna soft etki grupoidi deriz.
Uyar1 3.1.1. Bu yolla, her G-soft kimeden bir soft grupoid elde edilebilir.

Bilindigi gibi, grupoid ile kategori arasinda bir iligki var olup her grupoid 6zel
bir kategori oldugu halde her kategori bir grupoid olmayabilir. Soft kategori ile

soft grupoid arasinda da benzer bir iligkinin var oldugu asagida gosterilmistir.
Onerme 3.1.1. Her soft grupoid bir soft kategoridir.

Ispat. (G, F, A) bir soft grupoid olsun. Bu durumda, her o € A icin F(«) kiimesi
G grupoidinin bir alt grupoididir. Her grupoid bir kategori oldugundan, her bir
F(«) ashnda G kategorisinin birer alt kategorisidir. Buradan, (G, F, A) bir soft

kategoridir. O

Bu durumun tersi dogru degildir. Ciinkii, her kategori bir grupoid olmadigindan

her soft kategori de bir soft grupoid olmayabilir.
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Tanim 3.1.2. (G, F, A) ve (H, F', B) iki soft grupoid olmak tzere g : A — B
orten bir dontisuim ve 8 : G — H bir funktor olsun. Eger asaqidaki sartlar
saglanmyorsa (R, g) ¢iftine bir soft grupoid homomorfizmsi denir.

i. R funktoru doludur.

ii. Va € A i¢in R(F(a)) = F'(g(a)).

Bu tamimdan yola g¢ikarak, nesneleri soft grupoidler ve morfizmleri bunlar
arasindaki soft grupoid homomorfizmleri olan yeni bir kategori elde edilir. Bu
kategori soft grupoidlerin kategorisi olarak adlandirilir ve SGd seklinde

gosterilir.

Ornek 3.1.6. (f,9) cifti (G,F,A) ve (H,F',B) soft gruplari arasinda Tanim
1.4.167 de verildiji gibi bir soft grup homomorfizmi olsun. Ornek 3.1.2° den bilindigi
gibi her soft grup aslinda bir soft grupoiddir. Bundan dolay, (G, F, A) ve (H, F', B)
soft gruplar birer soft grupoid olup (f,g) soft homomorfizmi de bir soft grupoid

homomorfizmidir.

Onerme 3.1.2. (R, g) ¢ifti (G, F,A) soft grupoidi ve (H,F', B) soft kategorisi

arasinda bir soft funktor olsun. Bu durumda, (H, F’, B) bir soft grupoiddir.

ispat. (R, g) ciftinin verildigi gibi bir soft funktor oldugu kabul edilsin. Buradan,
K funktoru dolu oldugundan & morfizmler iizerinde 6rten olup (H, F”, B) soft

kategorisi bir soft grupoid yapisina sahip olur. 0

Onerme 3.1.3. (G,F, A) ve (H,F',B) soft grupoidleri arasmda (R, g) bir soft
grupoid homomorfizmi olsun. Bu durumda, her a € A ve ¢ € Mor(F(«)) igin

i Rle™) =[R(p)]!
ii. () =R (™)

sartlary saglanar.

Ispat. (8, g) bir soft grupoid homomorfizmi olsun. O halde, £ bir funktor ve

o8



her a € A igin F () bir grupoiddir. Grupoid teoriden, her ¢ € Mor(F(«)) igin

R(p ) o Rp) = Rle ™' 0 ¢) = RIae) = Laa(e)

ve
R(p) o R(p™") = Rlpop™) = R(Is)) = Lap)

vazilabilir. Bu ise £(p!) = [R(¢)] ™" oldugunu ispatlar.
Tkinci sart da asagidaki sekilde gosterilebilir.

Her ¢ € 87! (p) igin
Ry 87 p) — AT
o= T

dontigiimii goz ontine alinsin. Buradan, aciktir ki &y, bire-bir bir doniistim olup

bir izomorfizmdir. Boylece, 871(¢) = 871 (p 1) saglanmig olur. O

Tanim 3.1.3. (G, F, A) ve (H, F', B) birer soft grupoid olsun. Bunlarn ¢arpima,
her (a, B) € A x B i¢in F"(«, B) = F(a) x F'(B) olmak tzere

(G, F,A) x (H,F',B) = (G xH,F", Ax B)
seklinde tanimivdar.
Onerme 3.1.4. Herhangi ki soft grupoidin ¢arpima yine bir soft grupoiddir.
Ispat. (G, F,A) ve (H, F', B) soft grupoidleri ele alinsin. O halde,

F:A — P(G)
a — Fla)
F':B — P(H)

B = F(B)
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doniigiimleri mevcut olup her o« € A i¢in F(«) kiimesi G grupoidinin bir alt
grupoidi ve her 8 € B igin de F(f3) kiimesi H grupoidinin bir alt grupoididir.
Grupoid teoriden, kolaylikla sdylenebilir ki her (a, ) € A x B igin F(«) x F'(B)
de G x H carpim grupoidinin bir alt grupoididir. Ayrica, F' ve F’ doniigiimleri

kullanilarak

F":AxB — P(GxH)

(a,8) — F'(a,8)=F(a)x F'(B)

seklinde tanimlanan F” déntigiimii ile birlikte (G x H, F”, A x B) yapisi bir soft

grupoid olup soft carpim grupoidi olarak adlandirilir. O

3.1.1 Soft Alt Grupoidler

Bu béliimde soft alt grupoidler ve onlarin bazi ozellikleri ¢alisilacaktir.

Tanim 3.1.4. (G, F, A) ve (H, ', B) ki soft grupoid olsun. Eger B C A ve her
a € B igin F'(«) grupoidi F'(«)” man bir alt grupoidi ise (H, F', B) ye (G, F, A)’

min bir soft alt grupoidi denir.

Ornek 3.1.7. (G, F, A) soft grupoidi i¢in I nesne donisimii olmak izere her
a € A igin

H={l,:2€ObF(a))}
grupoidi ele alinsin. Buradan, kolayca gdsterilebilir ki (H,F, A) soft grupoidi

(G, F, A)’” mun bir soft alt grupoididir.

Tanim 3.1.5. (G, F, A) soft grupoidinin bir soft alt grupoidi (H, F', B) olsun. Bu
durumda, her o € B i¢in

i. F'(a) grupoidi F(«)’ man bir dolu alt grupoidi ise (H, F', B)’ ye (G, F, A) mn
bir dolu soft alt grupoidi denir.

ii. F'(a) grupoidi F(«)’ min bir genis alt grupoidi ise (H,F', B)’ ye (G, F, A)
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min bir genis soft alt grupoidi denir.
iii. F'(«) grupoidi F(a))” nan bir normal alt grupoidi ise (H, F', B)’ ye (G, F, A)

nin bir normal soft alt grupoidi denir.

Ornek 3.1.8. Ornek 3.1.7" de verilen (H, F,A) soft alt grupoidi (G, F,A) nin

hem genis hem de normal soft alt grupoididir.

Tanim 3.1.6. Tamamen gegismesiz bir (H, F', B) soft grupoidi, (G, F, A)’ nin
bir soft alt grupoidi olsun. Bu durumda, G/H bolim grupoidinden indirgenen

yapr donustumleri ve
F":B — P(G/H)
a — F'(a)=F(a)/F'(a)

seklinde tanvmlanan déniisim ile birlikte her o € B i¢in F(«)/F'(a) yapisu bir

boliim grupoidi ise (G/H, F", B) yapisi soft bélim grupoidi olarak adlanduriler.

3.2 Soft Grup-Grupoidler

Yapili grupoidlerden biri olan grup-grupoidlere soft yaklagimin sunuldugu bu
boltimde, soft grup ve soft grupoid kavramlari kullanilarak soft grup-grupoid
kavrami tanmimlanmistir. Soft grup-grupoid homomorfizmi aracihigiyla soft

grup-grupoidlerin kategorisi kurulmustur.

Tanim 3.2.1. G bir grup-grupoid ve P(G) de G nin tim alt grup-grupoidlerinin
kiimesi olsun. A parametrelerin bir kiimesi olmak dzere F' : A — P(G)
dontigiminde her o € A igin F(a) kiimesi G’ nin bir alt grup-grupoidi ise
(F, A) ciftine G dzerinde bir soft grup-grupoid denir. Kisaca; (G, F, A) yapisu ile

gosterilir.

Genel anlamda, G grup-grupoidi tizerindeki bir soft grup-grupoid aslinda G
grup-grupoidinin alt grup-grupoidlerinin parametrelendirilmis bir ailesi olarak

tamimlanabilir.
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Uyar:1 3.2.1. Her grup-grupoid bir grupoid yapisina sahip oldugundan her soft

grup-grupotid de bir soft grupoid yapisina sahiptir.

Ornek 3.2.1. (F, A) bir G abelyan grubu tzerinde soft grup olsun. Bu durumda,
her o € A igin F(a), G’ nin bir alt grubudur. G abelyan oldugundan her bir
F(a) da abelyandir. Grupoid teoride her abelyan grup bir grup-grupoid olarak
duginildiginden G ve her bir F(«) da grup-grupoid yapisina sahiptir [49]. Ustelik,
her o € A igin F(«), G grup-grupoidinin bir alt grup-grupoididir. Béylece, G

abelyan grubu tzerindeki (F, A) soft grubu bir soft grup-grupoiddir.

Ornek 3.2.2. Ornek 5.1.4 de sunulan (X x G x X, F" A) soft grupoidi goz
ontune alinsin. Bu soft grupoid yapisinda X bir grup ve G bir abelyan grup olarak

segildiginde (X x G x X, F", A) yapise bir soft grup-grupoid olarak elde edilir.

Tanim 3.2.2. (G, F, A) ve (H, F’, B) iki soft grup-grupoid olmak izere bunlarin

soft grupoid yapilar, tizerinde
(ﬁag) : (ngaA) — (HaF/aB)

doniistimai bir soft grupoid homomorfizmi olsun. Eger (R, g) dénisimi soft grup
yapularime da koruyorsa (yani bir soft homomorfizm ise) bu (R, g) ¢iftine bir soft

grup-grupoid homomorfizma denir.

Boylece, nesneleri soft grup-grupoidler ve morfizmleri bunlar arasindaki soft
grup-grupoid homomorfizmleri alinarak yeni bir kategori elde edilir. Bu kategoriye
soft grup-grupoidlerin kategorisi denir ve gosterim olarak SGpGd seklinde

yazilir.

Ornek 3.2.3. G ve H birer abelyan grup olmak izere (G,F,A) ve (H,F', B)
soft gruplar arasinda (f,g) ¢ifti Tanwm 1.4.167 da verildigi gibi bir soft grup
homomorfizmi olsun. Ornek 3.2.1° den bilindigi gibi bir abelyan grup tzerinde

tanemly bir soft grup aslinda bir soft grup-grupoiddir. Bundan dolay, (G, F, A) ve
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(H, F', B) soft gruplar birer soft grup-grupoid olup (f,g) soft homomorfizmi de

bir soft grup-grupoid homomorfizmidir.

Tanim 3.2.3. (G, F, A) bir soft grup-grupoid ve (H, F', B) yapisi da (G, F, A)
nin bir soft alt grupoidi olsun. Eger her a € B i¢in Ob(F'(a)) < Ob(F(«))
ve Mor(F'(«a)) < Mor(F(a)) alt grup olma sartlary saglanmyorsa (H, F', B)’ ye

(G, F,A)” man bir soft alt grup-grupoidi denir.

Tanim 3.2.4. (G, F, A) soft grup-grupoidinin bir soft alt grupoidi (H,F’, B)
olsun. Eger her o € B i¢in Ob(F'(«)) < Ob(F () ve Mor(F'(a))) < Mor(F(«))

ise (H,F',B)’ ye (G, F,A)’ mun bir mormal soft alt grup-grupoidi denir.
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4. SOFT CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmig modiil kavrami Whitehead tarafindan tanimlanan énemli bir cebirsel

yapidir [26]. Bu yapr ile ilgili birgok ¢aligma mevcut olup en dikkat ¢ekeni Brown

ve Spencer tarafindan verilen ¢apraz modiiller ile grup-grupoidlerin kategori denkligidir

[31]. Bu denklik topolojik anlamda ¢6ziimii agik olmayan bazi problemlerin cebirsel
yapilar ile ¢oziimiinde kolayliklar saglamistir. Bu boliimde ise ¢caprazlanmig modiil
yapisi soft yaklagim altinda incelenerek soft caprazlanmig modiil tanimi verilmigtir.
Soft gaprazlanmig modiillerin kategorisi tanimlanarak bu tezin odaginda yer alan
soft grup-grupoidler ile soft caprazlanmis modiillerin kategorik olarak denk oldugu

gosterilmistir.

4.1 Soft Caprazlanmis Modiillerin Kategorisi

Tanim 4.1.1. H = (H,F',A) ve G = (G, F,A) birer soft grup olmak tzere
bunlar arasinda § = (0, go) : H — G doniisimii bir soft homomorfizm olsun. G

nin H tzerine m: G X H — H (sol) soft G—etkisi her a € A igin

I, : Fla) x F'(a) — F'(«)

<g7h') = Ha<g7h’>:gh’

seklinde gosterilsin. Eger her a € A i¢in asagqidaki sartlar saglanyorsa (H, G, 6, A)
dortlisune bir soft caprazlanmaas moddl denir.
i. Vh € F'(a) ve Vg € F(go(a)) igin do(g - h) = gdo(h)g™ ",

ii. Vh, hl € F/<Oé) ZQZ’H, (50(}1,) . hl = hhlhil.

Uyari1 4.1.1. Yukaridaki tanimda verilen soft ¢caprazlanmas modil yapisy her o €
A igin F(a) = G ve F'(«) = H alindiginda klasik anlamda bilinen ¢aprazlanmas

modile dontsur.
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Ornek 4.1.1. H bir abelyan grup olmak tizere (H,F', A) ve (G, F, A) birer soft
grup olsun. Bu durumda, 6 : (H,F'; A) — (G, F, A) bir soft homomorfizm ve

her a € A igin

I, : Fla) x F'(a) — F'(«)

(g.h) = Ila(g.h)=h
asikar etkisi ile birlikte (H, G, 0, A) yapise bir soft ¢aprazlanms modildir.

Ornek 4.1.2. (G, F, A) soft grubu kendi tizerine konjuge etki ile etki etsin. I =
(I, 14) : G — G soft homomorfizmiile (G, G, 1, A) dértlisi bir soft ¢caprazlanmag

modil yapisina sahiptir.

Tanim 4.1.2. (H,G,6,A) ve (H',G',0', B) iki soft ¢aprazlanmus modil olmak
uzere

[ = (flvgl) : (HaKvA) — (H/7KlvB>

ve

= (f2,9): (G, F,A) — (G', F', B)

birer soft homomorfizm olsun. Eger her a € A ‘i¢in

i fod=0f

ii. Vg € F(a) ve Vh € K(«) olmak dizere fi(g-h) = fa(g) ' fi(h)

i, (f2 x fi)(F(a), K(a)) = (F" x K')(ga2(), g1())

sartlar saglamyorsa (f, [*) ¢iftine bir soft ¢caprazlanmas modiil homomorfizmi

denir ve < f, f*>: (H,G,0,A) — (H',G', ¢, B) ile gosterilir.

Boylece, nesneleri soft ¢aprazlanmig modiiller ve morfizmleri bunlar arasindaki
soft gaprazlanmig modiil homomorfizmleri olan yeni bir kategori insa edilir. Bu
kategoriye soft caprazlanmas modiillerin kategorist denir ve SCMod ile

gosterilir.
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4.2 Soft Caprazlanmig Modiiller ile Soft Grup-Grupoidlerin

Kategori Denkligi

Brown ve Spencer tarafindan 1976 yilinda caprazlanmig modiillerin kategorisi
ile grup-grupoidlerin kategorisinin denk oldugu ispatlanmigtir. Burada ise soft
caprazlanmig modiiller ile soft grup-grupoidler arasindaki kategorik iligki

incelenmistir.

Onerme 4.2.1. Her soft caprazlanmas modilden bir soft grup-grupoid yapist elde

edilebilir.

ispat. (H,G, 6, A) bir soft caprazlanmig modiil olsun. Bu durumda, H ve G birer
grup olup (H, F', A) ve (G, F, A) birer soft gruptur. Onerme 1.3.2’ den, nesnelerin
kiimesi G ve morfizmlerin kiimesi G ve H gruplarinin yari-direkt carpimi G x H
almarak N/ = (G,G x H) grup-grupoidi elde edilir. Ayrica, Onerme 2.1.9’den
(H,F', A) ve (G, F,A) soft gruplariin yar1 direkt ¢arpiminda her o € A igin
F(a) x F'(a) yapist G X H grubunun bir alt grubudur. Bu durumda, N’ den

indirgenen yap1 dontisiimleri ve
F'":A — P(N)

a — F'(a)=(F(a),F(a) x F'(a))

seklinde tanimlanan doniisiim ile her a € A i¢in N, = (F(a), F(a) X F'(a))
birer grup-grupoid yapisina sahip olup N = (G, G x H)’ nin bir alt grup-grupoidi

oldugu agiktir. Boylece, (N, F”, A) yapis1 bir soft grup-grupoiddir. O

Sonug 4.2.1. Her soft caprazlanmas modilden yukaridaki yolla bir soft grup-grupoid
elde edilir. Benzer olarak, her soft grup-grupoidden de asagidaki sekilde bir soft

caprazlanmis modul elde edilebilir.

Onerme 4.2.2. Her soft grup-grupoidden bir soft caprazlanmas modil elde edilebilir.
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Ispat. (G, F,A) bir soft grup-grupoid olsun. Bu durumda, her a € A igin
F: A — P(G) olmak iizere F'(«), G nin bir alt grup-grupoididir. G bir grup-grupoid

oldugundan Ob(G) bir grup yapisina sahip olup
F': A — P(ObG))

a =  F'(a)=0b(F(a))

seklinde tanmmlanan F’ déntigiimiinde her v € A igin Ob(F(«)) < Ob(G) dir.
Boylece, (Ob(G), F', A) yapisi bir soft gruptur.

Diger yandan, G ve F'(a) birer grup-grupoid oldugundan
s: Mor(G) — Ob(G) ve sq: Mor(F(a)) — Ob(F(«))

kaynak dontigiimleri olmak tizere Kers ve Kers, birer gruptur. Buradan, Kers

grubunun tiim alt gruplarmm kiimesi P(Kers) olmak iizere
F":A — P(Kers)

a +—  F'(a)= Kers,

seklinde tammlanan déniigiimde her a € A igin Kers, < Kersolup (Kers, F", A)
yapisi bir soft gruptur.
go : A —> A Orten bir doéniigiim olmak tizere ¢ : Mor(G) — Ob(G) hedef

dontigimii igin
(t|kcers) = 60 : Kers — Ob(G)

dontistimii bir grup homomorfizmidir. Ayrica,

A H P(Kers)
go do
A —— P(0b(9)
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diyagrami degisimli oldugundan doF” = F’gq olup
§ = (00, 90) : (Kers, F", A) — (Ob(G),F', A)

dontistimii bir soft grup homomorfizmidir.
Ayrica, her a € A igin agiktir ki
To : Ob(F(a)) x Kers, — Kers,
(z,k) = mu(v,k)=2 k= LkI'

doniisiimii bir etkidir 6yleki (Ob(G), F', A) soft grubu (Kers, ", A) soft grubu

tizerinde bir soft etkiye sahiptir. Diger yandan, her o € A ve t(k) = x igin
50(1’ . k) = 50<[:vk[;1> = 50<[x)50<k)50<[;1) = 50<[m)50(k>50<[:r—1) = 1’50<l€)l’71
ve
50(]{Z> . ]{Zl = [50(143)]{;1[(%%]@ == [t(k)kllti(]i) == [m]ﬁ[;l - kklkil

olur ki boylece (Kers,Ob(G),d, A) dortliisii bir soft ¢aprazlanmig modiil yapist

olarak elde edilir. O

Bu tez yukaridaki iki onermeden yararlanilarak yeni bir kategori denkliginin

ispatlandig1 agagidaki onemli teorem ile tamamlanmigtir.

Teorem 4.2.1. Soft grup-grupoidlerin kategorisi SGpGd ile soft caprazlanmag

modillerin kategorisi SC'Mod denktir.

Ispat. HG = (H,G,5,A) ve H'G' = (H',G', ¥, B) iki soft caprazlanms modiil
ve

f=01,9):H—H ve f*=(fo,0):G— G

olacak gekilde < f, f* > soft caprazlanmig modiil homomorfizmi olsun. Buna gore;

Onerme 4.2.1” den elde edilen sonuclardan nesneler iizerinde n(HG) = (N, F', A)
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ve morfizmler {izerinde 8 = (f3, fo X f1) bir funktor olmak {izere
n:SCMod — SGpGd
(£ f) = (Rg)
seklinde tanimli olup 7 bir funktordur.
Diger yandan, G = (G, F,A) ve H = (H, F’, B) birer grup-grupoid olmak
tizere R = (R, &) funktoru igin
(R, 9): (G, F,A) — (H,F, B)

bir soft grup-grupoid homomorfizmi olsun. Bu durumda, Onerme 4.2.2’ den nesneler
tizerinde £(G) = (Kers,Ob(G), 6, A) ve morfizmler iizerinde f = (Ri|kergs, 9) Ve
f* = (Ro, g) olmak iizere
£:SGpGd — SCMod
(Rg) = (£

seklinde tanimh ¢ bir funktordur.

¢ ve n birer funktor oldugundan bunlarin bilegkesi olan &n ve né da birer
funktor olup Iscared ve Isapaa birim funktorlardir.

Tanim 1.2.9” den SCMod ~ SGpGd denkligini gostermek icin €n ~ Iscnrod
ve n& >~ Isgpaa oldugunu gostermek yeterlidir.

Tk olarak, SC'Mod i¢in &n, Iscneq - SCMod — SC M od birer funktor olmak
uzere

Sye EN(HG) — Isonmod( HG)

dontigiimii tanimlansin. Bu durumda, her bir f = (f1,91) : HG — H'G’ soft

caprazlanmis modiil homomorfizmi i¢in

&n(f) P
En(HG) ! En(H'G)
‘I)HG CI)H’G’
I(f) el
[SCMOd<HG) [SCMOd<H G)
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diyagrami degismeli oldugundan ® : &n — Igeoneg bir dogal dontisiim olup
&n ~ Iscnroq bulunur.
Diger taraftan, SGpGd i¢in n¢, Isgpaa : SGpGd — SGpGd birer funktor
olmak iizere
Vg :n§(G) — Iscmod(9)
doniigiimii tammmlansin. Burada, her bir £ = (R,9) : (G, F, A) — (H, F’, B) soft

grup-grupoid homomorfizmi ic¢in

né(K)

né(G) n&(H)

Ug Uy

1(K)
Iscpaa(G) ———— Isapca(H)
diyagrami degismeli oldugundan ¥ : n{ — Iggpgq bir dogal dontisim olup
T]f >~ [SGde elde edilir.
Sonug olarak, £n ~ Iscared Ve M€ ~ Isapaa olup buradan acik¢a soylenebilir ki
soft grup-grupoidlerin kategorisi ile soft ¢aprazlanmig modiillerin kategorisi denk

kategorilerdir. m
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar

Kategori teoride onemli bir yer tutan kategori denklikleri bazi topolojik
problemlerin cebirsel problemlere dontistiiriilerek ¢oziime ulastirilmasinda oldukga
kolayliklar saglamaktadir. Bu denklikler icinde en bilineni grup-grupoidler ile
caprazlanmig modiillerin kategori denkligi olup bunlarin topolojik versiyonu igin
de denkligin var oldugu gosterilmistir [31, 48]. Dahasi, yiiksek boyutlu kategorilerde
de bu denkligin saglandig: ispatlanmigtir [32]. Ancak, literatiirde soft kiime teorisi
ile ilgili kategorik anlamda bazi incelemeler yapilmasina ragmen buradaki bazi
topolojik yapilar ile cebirsel yapilar arasinda gegis saglayacak herhangi bir ¢aligma
mevcut degildir. Literatiirdeki bu boslugu gidermeyi amaclayan bu tez caligmasinda
soft grup-grupoidlerin kategorisi ve soft caprazlanmig modiillerin kategorisi olarak
adlandirilan iki yeni kategori tanimlanarak bunlar icin bir kategori denkligi elde
edilmisgtir. Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar sirasiyla su sekilde ifade

edilebilir:

i. Bir soft grubun hem bir soft kiime hem de bir soft grup iizerindeki etkisi
tanimlanmig ve 6zel ornekler verilerek bu soft etki kavrami giiclendirilmistir.
Grup teorinin temel yapilarindan biri olan simetrik grup kavrami soft kiime
teorisine tagmarak soft simetrik grup ile soft etki arasindaki iligkinin bilinen
Cayley teoremindekine benzer oldugu gosterilmistir. Bu anlamda sunulan farkl

cebirsel bakig agist ile soft kiime teorisine yeni bir boyut kazandirilmigtir.

ii. Bir grupoidin tiim alt grupoidlerinin bir parametrelendirilmis ailesi olarak
tanimlanan soft grupoid kavrami orneklendirilerek baz ozellikleri ayrintili olarak
incelenmistir. Tanimlanan soft grupoid homomorfizmi araciligiyla soft grupoidlerin

kategorisi insa edilmistir. Ayrica, bir yapisal grupoid olan grup-grupoid kavrami
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kullanilarak soft grup-grupoid tanimi verilmistir. Devaminda, Soft grup-grupoid
ile soft grupoid arasindaki iliski aciklanarak soft grup-grupoidlerin kategorisi
kurulmustur. Boylece, kategori teoride onemli bir yeri olan grupoid yapisina bir
soft yaklasim sunularak soft grupoid teori olarak adlandirilan yeni bir teorinin

ortaya ¢ikmasina zemin hazirlanmigtir.

iili. Soft etki ve soft grup yapilarn kullanilarak bir soft grup tizerinde soft
caprazlanmig modiil yapist sunulmustur. Kategorisi tanimlanan bu yapinin soft
grup-grupoidler ile olan iligkisinin detaylar1 ile ¢aligilmasinin bir sonucu olarak
yeni bir kategori denkligi elde edilmigtir. Bu denklik soft topolojik yapilar ve soft

cebirsel yapilar arasindaki koprii ingaasinin baslangic noktasi olarak goriilebilir.

5.2 Oneriler

Bu tez ¢galigmasinda tanimlanan soft grupoidlere benzer sekilde Brown ve Spencer
tarafindan verilen katli grupoidlere soft yaklagim sunularak soft kath grupoidler
tanmimlanabilir. Soft kathi grupoidler ile soft ¢aprazlanmig modiillerin kategorik
denkligi gosterilebilir.

Soft gruplar iizerinde tanimlanan soft caprazlanmig modil yapisina benzer
olarak soft halkalar tizerinde de yeni bir yapi tanimlanarak bu yapinin soft halka-
grupoidleri ile arasindaki kategorik iligki incelenebilir.

Soft caprazlanmig modiil icin soft alt ¢aprazlanmig modiil ve normal soft alt
¢aprazlanmig modiil kavramlar1 tanimlanarak bu kavramlarin kategorileri insa
edilebilir. Ayrica, baz1 6zel kosullar altinda soft alt caprazlanmig modiiller ile soft
alt grup-grupoidlerin ve normal soft alt caprazlanmig modiiller ile normal soft

altgrup-grupoidlerin kategorik anlamda denklikleri arasgtirilabilir.
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