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ONUR SOZU
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Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Ana Bilim Dali

130-+vii sayfa
2019

Danigman : Prof.Dr. Yilmaz YILMAZ

“Kiime Degerli Fonksiyon Uzaylar1 Uzerindeki Operatorler ve Baz
Uygulamalar1” isimli bu tez caligmasinin ilk bolimiinde interval analizi ile ilgili
literatiir Ozeti verilmistir. Ayrica bu caligmanin uygulama alanlarindan
bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tamm ve
teoremler verilmigtir. Ayrica 1 < p < oo olmak tizere LP(R) fonksiyon uzaylar ve
bu uzaylarin bazi onemli 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra ise sinyal iglemenin
baz1 temel kavramlar: sunulmustur.

Uciincii boliimde kiime-degerli déntigiimlerin dlciilebilirligi, siirekliligi ve
Aumann integralinden bahsedilmigtir.

Dordiincii boliimde quasilineer uzay, quasilineer operator ve quasilineer ig
carpim uzaylar1 tanitilmig ve bu uzaylarla ilgili temel sonuglar verilmistir.

Besinci boltimde ilk olarak interval sinyal kavrami tamitilmig ve kompleks
interval tanimi verilmistir. Daha sonra kompleks intervallerin olugturdugu uzayin
quasilineer uzay yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica bu uzayin baz
karakteristik oOzellikleri incelenmistir. Son olarak da interval sinyal kavrami ile
ilgili bir uygulama verilmistir.

Altincr bolimde reel sayilar kiimesinden kompleks sayilarin tiim kompakt-
konveks alt kiimelerinin ailesine tanimli ve normlarimin p-inci kuvveti
integrallenebilen kiime-degerli doniigimlerin uzay: olan 1 < p < oo olmak tizere
LP(R, Q(C)) uzaylar1 tamtilmigtir. Ayrica Aumann integral yardimiyla L*(R, Q(C))
uzay1 iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmig ve bu uzaymn bir Hilbert quasilineer
uzay oldugu gosterilmistir. Daha sonra L*(R,Q(C)) uzay1 tizerindeki oteleme,
genisletme ve degistirme operatorleri verilmistir.



Yedinci ve son boliimde 6ncelikle L!(R, 2(C)) uzay iizerinde Fourier doniigiimii
tammlanmig ve daha sonra bu tamm L?(R,Q(C)) uzaymna genisletilmistir. Son
olarak bir interval sinyalin Fourier dontigiimiine iligkin bir uygulamaya yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kiime Degerli  Fonksiyonlar, Aumann
Integral,  Interval  Sinyaller,  Kompleks
Intervallerin =~ Uzay1, Quasilineer ~ Uzaylar,
Quasilineer Operatérler, Quasilineer I¢ Carpim
Uzaylar1, Oteleme, Degistirme ve Genisletme

Operatorleri, Kiime-Degerli Fourier Déniigtimii.
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In the first chapter of this study entitled “The Operators on the Set Valued
Function Spaces and Some Applications ” a summary of the literature related
to the interval analysis is given. Further, the application areas of this study are
presented.

In the second chapter, some fundametal definitions and theorems used in
the next chapter are given. Morever, the spaces LP(R),1 < p < oo and some
important properties of these spaces ara analyzed. Next, the basic concept of the
signal processing are presented.

In the third chapter, the measurability, continuity and Aumann integral of
the set-valued functions are mentioned.

In the fourth chapter, quasilinear spaces, quasilinear operators and quasilinear
inner product spaces are introduced. Also, some basic results related to these
spaces are given.

In the fifth chapter, first the notion of interval signal is introduced and the
definition of a complex interval is given. Then, it is shown that the space of the
complex intervals has the quasilinear space structure. Further, the characteristical
properties of this space are examined. Last, an application with respect to the
notion of interval signal is given.

In the sixth chapter, the spaces LP(R,(C)),1 < p < oo that are defined from
the set of real numbers to the space of all compact-convex subsets of complex
numbers for which the pth power of their norm is integrable are investigated.
Further, an inner-product on L*(R, (C)) is defined by the aid of Aumann integral
and it is shown that L?(R, Q(C)) is a Hilbert quasilinear space. Next, translation,
modulation and dilation operators on the space L*(R,2(C)) are given.
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In the seventh and last chapter, primarily Fourier transform on the space
LY(R,Q(C)) is described. After the notion of the Fourier transform is expanded
to the space L*(R,2(C)). Finally, an application regarding the Fourier transform
of an interval signal is given.

KEYWORDS: Set Valued Functions, Aumann Integral, Interval Signals, The
Spaces of Complex Intervals, Quasilinear Spaces, Quasilinear
Operators, Quasilinear Inner Product Spaces, Translation,
Modulation and Dilation Operators, Set-Valued Fourier

Transform.
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1. GIRIS

Interval analizi ilk olarak bir denklemin ¢oziimlerinin tam olarak bilinmedigi
durumlarda bu ¢éziimlerin bazi tahminlere dayanarak bir aralik ile temsil edebilme
fikri ile ortaya ¢ikmistir. Bu yol, bir denklemin ¢oztimlerini tam olarak bilemesek
bile tam ¢o6ziimiiniin kabul edilebilir bir hata ile belirli bir aralikta olduguna
dair bir baglanti kurulabilmesini saglamigtir. Bundan bagka 1962 yilinda Ramon
Moore interval analizini, matematiksel bir probleme niimerik bir yaklagim
kullanmilmasindan kaynaklanan kesme hatalari, yuvarlama hatalar1 veya girig
hatalarim otomatik olarak kontrol etmesi igin bir arag olarak kullanmigtir, [9].
Global optimizasyon problemlerini ¢ozmeye ve baz1 c¢ozlimlerin varhigini
aragtirmaya imkan veren fonksiyonlarin deger araliklarini inceleme, interval
analizin en 6nemli uygulamalarindan biridir. Reel sayilarm {x € R : a < z < b}
seklindeki bir alt kiimesine interval denir ve [a, b] seklinde gosterilir.

Interval analizin geligimi icin bilinen énemli makalelerden biri Japon bilim
adami Teruo Sunaga’ya aittir, [5]. Sunaga bu galigmasinda intervallerle ilgili
temel aritmetik iglemleri tanitmig ve bu iglemlerin sistematigini kurmustur. Bu
calismadan sonra 1962 yilinda R. E. Moore doktora tezinde bazi dijital
hesaplamalarda meydana gelen hata analizini intervaller araciligiyla yapmistir,
[9]. Daha sonra Moore tarafindan 1966 yilinda interval analizin sistematigi bir
kitap haline getirilmistir, [10]. Interval analizin gelisimine en bilyiik katkiy
saglayan bu kitap, giiniimiizde de interval analizi ile ilgilenenlerin en temel bagvuru
kaynaklarindan biri olmusgtur. Bundan bagka interval analizi ile ilgili onemli
galigmalardan biri U. Kulisch tarafindan yapildi, [6]. Bu makale iizerine yazilan
kitap [7], 1983 yilinda Ingilizce’ye cevrildi, [8].

Son yillarda interval-degerli fonksiyonlar ve uygulamalar:1 iizerine olan ilgi

oldukga artmaktadir. Bunun en biiyiik sebebi, interval analizinin kimya ve ingaat



mithendisligi, ekonomi, kontrol devre dizayni, global optimizasyon, robotik, ekoloji
ve sinyal igleme gibi uygulama alanlarinda etkili bir ara¢ olmasindan kaynaklanir.
Biz bu caligmada interval analizin sinyal igleme alanindaki bazi uygulamalarindan
bahsedecegiz. Bir sinyal, herhangi bir fiziksel degere ait degiskenlik olarak
tanimlanabilir. Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse bir sinyal; zaman,
konum, sicaklik, basmg, ses gibi bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonudur. Ozel
olarak, R reel sayilar kiimesinden C kompleks sayilar kiimesine tanimli olan bir
fonksiyona strekli-zaman sinyali ve Z tam sayilar kiimesinden C kompleks sayilar
kiimesine tanimli olan bir fonksiyona da ayrik-zaman sinyali denir. Mithendislik
alaninda ise bir stirekli-zaman sinyaline analog sinyal, ayrik-zaman sinyaline ise
dijital sinyal denir. Karsilagtigimiz ¢cogu sinyal dogal olarak iiretilir. Fakat yapay
olarak veya bilgisayar araciligiyla iiretilen sinyaller de mevcuttur. Ashinda dogal
olarak tretilen sinyaller birer analog sinyal ve yapay olarak iiretilen sinyaller ise
birer dijital sinyaldir. Ornegin hava basincinin uzayda bir konumda zamanin bir
fonksiyonu olarak temsil edilen ses sinyali bir analog sinyal iken beyindeki
milyarlarca sinir hiicresinin rastgele uyarilmasiyla olusan elektiksel aktiviteyi
temsil eden Elektroensephologram (EEG) sinyali bir dijital sinyaldir. Sinyal igleme
ile ilgili daha ayrintili bilgiler Boliim-2 de verilecektir.

Sinyal iglemede, bir siire¢te olusan hata ya da beklenen degisimle ilgili 6zellikler
hakkindaki gitvenilir bilgilere ulagmak oldukca zordur. Ornegin otomatik kontrol
alaninda Kalman filtrelemesinde oldugu gibi kontrol altinda tutulan ¢ogu tahmini
siirecler, kontrol uzmanlari i¢in dahi ¢oziilmesi oldukc¢a zor olan parametreler
kiimesini igeren karmagik algoritmalarin ortaya ¢ikmasma sebep olabilir, [27].
Brito, boylesi durumlarla basa ¢ikabilmek i¢in kesin bir deger ile ugrasmak yerine
bir interval ile ugragsmay1 uygun gérmiistiir, [14]. Benzer sekilde Denoeux, interval-
degerli data vasitasiyla kullandigi istatistiksel araclarin daha geligmis olanim

tasarlamigtir, [15].



Ancak interval temelli olan bu yeni sinyal igleme alaninda elde edilen bir
gozlem sonucundaki her bir degigkenligin temsili i¢in gerekli olan araclar hentiz
geligtirilememistir. Iste bu tez calismasi basta miihendislik olmak tizere daha
diger bircok uygulama alanina bu anlamda katki saglamak amaciyla yeni bir
matematiksel yontem olarak interval-degerli sinyal isleme fikrini ortaya ¢ikarmigtir.
Bu konuyla ilgili ayrintili bilgiler Bolum-5 te verilecektir.

Interval-degerli sinyallerin uzaymda gerekli analizleri yapmak oldukca zordur
ve bu teori heniiz ilerletilememigtir. Bunun temel sebebi interval-degerli sinyallerin
uzaymin bir vektor uzayr yapisina sahip olmamasidir. Ancak bununla birlikte
interval-degerli sinyallerin uzayi, lineer uzaylarin bir genellestirmesi olan quastilineer
uzay yapisina sahiptir. Quasilineer uzay kavrami 1986 yilinda S. M. Aseev
tarafindan ortaya atilmigtir, [30]. Bu caligma, kiime diferansiyel denklemlerin
¢oziim kiimelerinin analizi ve denklemlerin modellenmesi i¢in de énemli bir adim
olmugtur.

Sinyal isleme deyince ilk akla gelen araclardan biri hic¢ siiphesiz Fourier
doniigimiidiir. Bu doniigiim telekomunikasyondan kristalografiye, konusmanin
tanimlanmasindan astronomiye, meteorolojiden astrofizige kadar sayisiz uygulama
alanina sahiptir. Bitiin sinyal igleme endiistrisi varligini Fourier dontigiimiine
bor¢ludur. Bunun nedeni bir sinyalin yogunlugunu onu olusturan dalgalara
baglamasidir. Yaptigimiz seylerin cogu ses veya 1gik dalgalarini icerdiginden Fourier
dontigimiiniin uygulamalar: evrenseldir. Bir fonksiyonun Fourier déniigiimiiniin
hesaplanmasi, 1960’1 yillarda kullanilmaya basglanan bilgisayarlara verilen ilk
gorevlerden birisi olmasi bakimindan olduk¢a onemlidir. Biz de bu caligmada
interval-degerli sinyal iglemenin temel yap1 taglarindan olan kume-degerli Fourier
dontsumini tanmimlayacagiz.

Yedi boliimden olugan tezin ikinci bolimiinde caligmalarimiza temel tegkil

edecek topoloji, cebir, reel analiz ve fonksiyonel analize iligkin temel tanim ve



teoremlere yer verilecektir. Yine bu bolimde L?*(R) Hilbert uzay1 ve bu uzay
iizerindeki basta Fourier dontistimii olmak tizere bazi onemli lineer operatorlerden
bahsedilecektir. Ayrica bu béliimde klasik sinyal islemenin bazi temel kavramlar:
tamtilacaktir. Ucilinei boliimde ise altiner ve yedinei boliimlerde kullamlacak olan
kiime-degerli doniigiimlerin stirekliligi, olgtilebilirligi ve Aumann integralinden
bahsedilecektir. Dordiincii boliimde ise Aseev’in ortaya attigl quasilineer uzay ve
quasilineer operator kavramlarina yer verilecektir. Ayrica bu boliimde quasilineer
analizin geligimi i¢in 6nemli caligmalardan olan quasilineer i¢ ¢arpim uzaylari
verilecektir. Beginci boliimde interval sinyaller tanitilacak ve bu sinyallerin
olusturdugu uzay incelenecektir. Altinci boliimde ise L?(R) Hilbert uzayina paralel
olarak digiiniilen ve tizerinde kiime-degerli Fourier doniigtimiiniin tanimlanacag
L*(R, Q(C)) uzay1 incelenmis ve bu uzaylar iizerindeki bazi 6nemli operatorlerden
bahsedilmistir. Bu uzay1 ayni1 zamanda interval sinyalleri icinde barindiran 6nemli
bir kiime olarak da sembolize ediyoruz. Son olarak yedinci boliimde ise kiime-degerli
fonksiyonlar i¢in Fourier doniigiimii tanimlanmig ve bir interval sinyalin Fourier

doniigtimiine iligkin bir uygulamaya yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Topoloji, Cebir ve Fonksiyonel Analize ili§kin Bilinen

Baz1 Kavramlar

Bu boliimde tezde ihtiya¢ duyulan topoloji, lineer cebir, fonksiyonel analiz ve
reel analizin baz temel tanim ve teoremlerine yer verilecektir. Ayrica bu kisimda

sinyal igleme alanindaki bazi kavramlar tanitilacaktir.

2.1.1 Kismi Sirali Kumeler

Tanim 2.1.1. [2] Bos olmayan bir X kimesi izerinde asagidaki sartlar saglayan
“X” bagintisina bir kismi swralama bagintisy, (X, <X) kiimesine de bir kisma

siraly kume veya poset denir:
Ve € X icin x 2 x,
Ve, y, ze X iginx Xy, y32z2=>1x= 2,
Ve, ye X wgcinx 2y, yr=2x=4y.
Tanim 2.1.2. [2] (X, <) kismi siraly kimesinde x,y € X igin,
ryyaday

onermesini saglayan x ve y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.
Her iki elemany karsilastirilabilir olan bir kismi sirale kimeye de tam sirals

kime veya zincir denir.

Tanim 2.1.3. [2/ (X, =X) bir kismi swraly kiime ve M C X olsun.

e Birm € M icinn < m olacak sekilde m den farkly birn € M bulunamaiyorsa

m elemamina M kiimesinin bir minimal elemana,



e Birue M icinu 2 v olacak sekilde u dan farkly bir v € M bulunamiyorsa

u elemanina M kumesinin bir maksimal elemana,

e Her m € M i¢in a = m olacak sekilde bir a € M wvarsa a elemanina M

kiimesinin en kigtk elemant veya minimumu,

e Her m € M i¢in m = b olacak sekilde bir b € M wvarsa b elemanina M

kiimesinin en buytuk elemant veya maksimumu denir.

Ornek 2.1.1. Bir X kiimesinin kuvvet kiimesi olan P(X) ailesi, A, B € P(X)
1¢IN,

A<B& ACB
bagintise ile bir kismi siraly kiimedir, fakat bir zincir degildir. Ayrica P(X) in tek

maksimal elemanis X kumesidir.

Lemma 2.1.1. /2] (Zorn Lemmast) M # O bir kismi suraly kiime olmak tizere
M deki her C zincirinin bir st sinira sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda

M Ekiimesi en az bir maksimal elemana sahiptir.

2.1.2 Topolojik Uzaylar

Tamim 2.1.4. [16] X bos olmayan bir kime ve 7, X in altkimelerinin bir ailesi

olsun. Eger T ailesi,
(i) 0.Xer,
(i) A, As..., A, €T igin .ﬂAi e,

(iii) I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere her bir a € I i¢in A, € T oldugunda

UA, €T
acl

sartlarine saghyorsa T ailesine X kimesi tizerinde bir topoloji (topolojik yapt)

ve (X, 1) ikilisine topolojik uzay denir.

6



Tanim 2.1.5. [23] (X, 1) bir topolojik uzay, A C X wve I herhangi bir indis

kiimesi olsun. Eger X in alt kimelerinin bir A = {A; :i € I} ailesi i¢in

AC UA;

i€l
ise A ailesine A kiimesi i¢in bir orti denir. A min saylabilir olmasy durumunda
A ya saplabilir orti, A nin sonlu olmast durumunda A ya sonlu érti, A C T
olmast durumunda A ya agik orti denir. Eger bir J C I igin A C igJAi ise

{A; 1 € J} ailesine A ortisinin bir alt ortisi denir.

Tanim 2.1.6. /23] (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A nin her a¢ik

ortistntin sonlu bir alt ortisi varsa A ya kompakt kiime denir.

2.1.3 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1.7. [21] X bos olmayan bir kime olmak dizere, d : X x X — R

fonksiyonu verilsin. d fonksiyonu Vx,y,z € X i¢in
d(z,y)=0x=y
d(z,y) = d(y,z)

d(z,y) <d(z,2) +d(zy)

sartlarna saghyorsa d ye X dzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise bir metrik

uzay denir.

Ornek 2.1.2. R reel sayilar kiimesi alisimus d (x,y) = |z — y| fonksiyonuyla bir
metrik uzaydir. Bu metrige R nin aligilmes metrigi (mutlak deger metrigi)

denir. Ayrica R? dizerinde x = (x1,13) , y = (y1,y2) € R? olmak 1izere

d(w,y) =\ (@1 — 1) + (22 — 1)

fonksiyonu bir metrik tanimlar. Bu metrije de R? nin Euclid metrigi denir.



Ornek 2.1.3. w tim kompleks terimle dizilerin lineer uzayr olmak tzere

Zm:{xew:sup|a:n|<oo}

kiimesi uzerinde
d(z,y) = sup|zn — Ya|

fonksiyonu metrik tanwmlar. Dolayisiyla (U, d) bir metrik uzaydor.

Tamm 2.1.8. /2] (X, d) bir metrik uzay ve zo € X olsun. § > 0 olmak tzere
Bs(zg) ={z € X : d(x,x0) < 0}

kiimesine xo merkezli 6 yaricapl ag¢ik yuvar,

Bs(xg) ={z € X : d(z,x9) < 6}
kiimesine xq merkezli 6 yaricapl kapaly yuvar ve

Ss(zo) = {x € X : d(x,z9) = 0}
kiimesine de xo merkezli & yaricaph yuvar ylizeyi denir.

Tanim 2.1.9. [21] (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger A nin her
noktasiny iceren bir acik yuvar A nin bir alt kumesi ise A ya acgik ktime denir.

X e gore timleyeni acik olan kimeye de kapaly kiime denir.

Tamim 2.1.10. [21] (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun.

o A kiimesinin kapsadige tim agik kimelerin birlesimine A kiimesinin ¢t

denir ve A veya int(A) ile gésterilir.

o A kiimesini iceren tim kapali kiimelerin ara kesitine A kiimesinin kapanaist

denir ve A veya cl(A) ile gésterilir.

Tamim 2.1.11. /2] (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Ejer A = X ise A

kiimesine X de yogundur denir.



Q rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur.

Tanim 2.1.12. [2] Eger bir metrik uzay saylabilir ve yogun bir alt kimeye sahip

1se o metrik uzaya ayrilabilirdir denir.
R reel sayilar kiimesi alisilmig metrige gore ayrilabilirdir.

Tamm 2.1.13. /21] (X,d) bir metrik uzay, xo € X ve A C X olsun. Eger
her € > 0 sayust igin (Bs(zo)\{zo}) N A # 0 ise xy elemamna A kiimesinin bir

yigilma noktast denir. A nin yigima noktalarinan kimesi A" ile gosterilir.

Tanim 2.1.14. /2] (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger her x,y € A i¢in
d(z,y) < K olacak sekilde bir K > 0 sayist mevcut ise A kiimesine swmarlider

denir.

Tamm 2.1.15. /2] (X, d) bir metrik uzay, (x,) ise X de bir dizi ve x € X olsun.
Eger her ¢ > 0 saysina karsilik n > N. olacak sekildeki her n dogal sayisi i¢in
d(zp,x) < € olacak sekilde € a baglh bir N. dogal sayist mevcut ise (x,,) dizisi x

noktasina yakinsaktir denir ve x,, — x veya lim x,, = x seklinde gosterilir.
n—oo

Teorem 2.1.1. [2] (X,d) bir metrik uzay, A C X vex € X olsun.

(i) = € A olmasi i¢in gerek ve yeter sart x,, — x olacak sekilde A kiimesinde bir

(x,) dizisinin var olmasudr.

(ii) A nun kapale olmasi icin gerek ve yeter sart A kiimesinde A nin her noktasina

yakinsayan bir dizinin mevcut olmasidar.

Tamim 2.1.16. [2] (X,d) bir metrik uzay ve (x,,) ise X de bir dizi olsun. Ye > 0
1¢IM,

m,n > N, iken d (zp,,x,) < ¢
olacak sekilde € na bagh bir N. saypsi varsa (z,) dizisine bir Cauchy dizisi
denir. Eger X deki her (x,) Cauchy dizisi X de yakinsaksa (X, d) uzayina tam

metrik uzay denir.



Ornek 2.1.4. p > 1 olmak tzere

ly={z=(z,) CC: ) _ |z, < oo}

n=1

ktimest
d(x,y) = (Z |Zn — yn|p)1/p
n=1
metrigi ile bir metrik uzaydir ve bu metrige gore tamdar.

Tanim 2.1.17. /23] (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesindeki
her dizinin yakinsak bir alt dizisi var ise A kimesine dizisel kompakt kiime
denir. Eger A min her saylabilir a¢ik ortisinidn sonlu bir alt ortisid varsa A

kumesine sayilabilir kompakt kime denir.

Metrik uzaylarda kompaktlik, sayilabilir kompakthik ve dizisel kompaktlik

kavramlar: birbirine denktir.

Teorem 2.1.2. [17] (Heine-Borel Teoremi) A C R" kiimesinin kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kapal ve sinirly olmasidr.

Tamim 2.1.18. [2] X = (X,dy) ve Y = (Y, dy) birer metrik uzay, T : X —'Y bir
dondigim ve g € X olsun. Eger her e > 0 i¢in dy(z, x¢) < 6 iken do(Tx, Txo) < €
olacak sekilde bir 0 > 0 sayist varsa T ye xo noktasinda strekli donigtum denir.

Eger T', X in her noktasinda surekli ise T' ye X tzerinde streklidir denir.

Tamm 2.1.19. [16] X ve Y metrik uzaylar ve f : X — Y bir dénisim olsun.
Eger f stirekli, tersi var ve tersi de stirekli bir donistim ise f ye homeomorfizm
(topologik es yapr doniigimi) denir. Bu durumda X ve Y uzaylarina homeomorf

uzaylar denir.

Teorem 2.1.3. [2] X ve Y birer metrik uzay ve T : X — Y strekli bir doniigim

olsun. X in kompakt bir A alt kiimesinin T altindaki gorintisi de kompakttor.

Teorem 2.1.4. [2] Bir X metrik uzayinin kompakt bir A alt kiimesini, R nin i¢ine
dontistiren surekli bir T dontisimi, A nin baz noktalarinda bir maksimuma ve

bir minimuma sahiptir.

10



2.1.4 Lineer Uzaylar

Tamim 2.1.20. [2]/ X bostan farkl bir kime ve K reel veya kompleks bir cisim

wo»

olsun. X tzerinde “+” toplama ve skalerle ¢carpma diye adlandirilan islemler:

siraswyla

+: X xX =X, (z,y) >z+y

T KxX =X, () s> a-z
olarak tamimlayalim. Eger Vx,y,z € X wve Vo, € K icin asaqidaki sartlar
saglanirsa X e K cismi dzerinde bir lineer uzay (vektér uzayr) denir:

(x+y)+z=a+y+2),

T4y =y+a,
x4 0 = x olacak sekilde X in birim elemana denen bir 0 € X vardar,
Vo € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde x in tersi denen bir —x € X vardr,
a-(r+y)=a-z+a-y,
(a+p8) z=a-x+ -,

a-(f-x)=(ap) -z,

K = R olmasi durumunda X e reel lineer uzay, K = C olmasi durumunda X

e kompleks lineer uzay denir.

Ornek 2.1.5. p > 1 olmak ‘zere £, kiumesi dizilerin koordinatsal toplamu ve bir

dizinin bir skalerle ¢arpima islemlerine gore bir lineer uzaydar.

Tanim 2.1.21. [2] X, K cismi tzerinde toplama ve skalerle ¢arpma islemleriyle
bir lineer uzay olsun. Y C X alt kumesi de ayne islemlerle K cismi tzerinde bir

lineer uzay yapisina sahipse Y uzayina X in bir alt vektor uzayr denir.

11



Teorem 2.1.5. [2] X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. Y C X alt kiimesi

verilsin.
Y bir alt vektor uzaydir <= Vy1,y2 € Y,Va, e Kigin - y1 + B -y2 € Y dir.
Tamm 2.1.22. /2] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun.
[z,yl ={ z+ (1 —=Ny:Xel0,1]}
kiimesine x ile y noktalarin birlestiren dogru parcast (segment) denir.

Tanim 2.1.23. [2] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay ve A C X olsun. Eger

Va,y € A igin [x,y] C A oluyorsa A ya konveks kiime denir.
Ornek 2.1.6. R vektor uzayinda
la,b] ={z:a <z <babeR}
kiimesi konveks bir kimedir.
Ornek 2.1.7. R? nin birim yuvary olan
{(z,y) € R?: 22+ 42 < 1}

kiimesi R? nin konveks bir alt kiimesidir.

2.1.5 Normlu Uzaylar

Tamm 2.1.24. [20] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olmak tzere ||-|| : X — R
fonksiyonuna asagqidaki sartlarin saglanmasi durumunda X tzerinde bir norm,

(X, |IF|) ikilisine ise bir normlu uzay denir: Vz, y € X ve Vo € K igin
|z]| =02 =4,
loc- z]| = laf - [|l=][

[z +yll < llzll + llyll-
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Teorem 2.1.6. [20] (X, ||-||) bir normlu uzay olsun.
d: XxX =R, d(z,y) =z -y
olarak tamimlanan d fonksiyonu X tzerinde bir metrik tanimlar.

Bu teoremde tanimlanan d metrigine normun iirettigi metrik ya da norm
metrigi denir.

Her normlu uzay, norm metrigiyle bir metrik uzaydir.

Tamim 2.1.25. [2] (X, ||.|) bir normlu uzay, (z,) ise X de bir dizi ve x € X
olmak tizere lim ||z, — x| = 0 ise (x,,) dizisi x noktasina yakwinsakter ve x,, — x
n—oo

veya lim x, = x seklinde gosterilir.
n—oo

Tamim 2.1.26. [2] (X, |.||) bir normlu uzay ve (x,) ise X de bir dizi olsun.
Ve > 0 i¢in,

m,n > N iken ||z, —z,| <¢
olacak sekilde € a bagh bir N, sayist varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.27. [2] Eger X normlu uzayr norm metrigine gére tam ise X e

Banach uzayr denir.

Ornek 2.1.8. p > 1 olmak dzere £, lineer uzay:

Izl = O al”)
n=1

normu tle bir normlu uzaydir ve bu uzay

d(w,y) = o =yl = Q_ lzn = yal")"?

n=1

norm metrigine gore tam oldugundan bir Banach uzayidar.

Tanim 2.1.28. (X, ||.||) bir normlu uzay ve (xy), X de bir dizi olsun. Bu (xy)
dizisiyle, n = 1,2, ... olmak tzere,
S, =21+ T2+ ... +x,

13



kismi toplamlarindan olusan (S,) dizisi esleyebilinir. Eger (S,) dizisi yakinsak

ise yani n — oo i¢in ||.S, — s|| — 0 ise g xy serisine yakwinsaktir denir ve bu s

k=1
oo o0
degerine serinin toplamuy denir. g lxk|| serisinin yakinsak olmasi halinde E Tp
k=1 k=1

serisine mutlak yakinsaktir denir.

Teorem 2.1.7. [19] X normlu uzaywmn tam olmasi igin gerek ve yeter sart X

deki mutlak yakinsak her serinin yakinsak olmasidar.

Lemma 2.1.2. [3] X, K cismi tzerinde bir normlu uzay ve A € K olmak tizere

M = )A dur.

Tanim 2.1.29. [18] (X, ||.||) bir normlu uzay ve A, X in bostan farkly bir alt
kiimesi olsun. Eger her x € A i¢in ||z| < K olacak sekilde bir K > 0 sayist

mevcut ise A ya swnarl kiime denir.

Teorem 2.1.8. [18]/ Normlu bir X uzayinin sonlu boyutlu her Y alt uzayr X de

kapalidar.
Teorem 2.1.9. [19] Bir metrik uzayin kompakt her alt kimesi kapaly ve sinarlidur.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Asagidaki teorem, bu teoremin

tersinin mevcut olmasi icin gerekli gsartlar1 verir.

Teorem 2.1.10. [19/ Sonlu boyutlu normlu bir X uzayinda herhangi bir A alt

kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kapaly ve sinarly olmasidar.
Lemma 2.1.3. [23] Bir metrik uzayda sirl bir kiimenin kapanise da sinarlidar.

Teorem 2.1.11. [18] Normlu uzaylarda kompakt kiimelerin toplama ve bir kompakt

kumenin bir kompleks skalerle carpims kompakt kimedir.
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2.1.6 ig Carpim Uzaylari

Tamim 2.1.30. [20] K reel veya kompleks bir cisim olmak tzere X, K cismi
tzerinde bir lineer uzay olsun. (.,.) : X x X — K fonksiyonuna asagidaki sartlar
saglamasiy durumunda bir i¢ ¢arpvm fonksiyonu ve (X, (.,.)) ikilisine de bir

i¢ carpwtm uzayr denir: Vr,y,z € X ve A € K i¢in

(x,2) > 0ve (z,x) =0 =40,

(x,y) = (y,7),
A-2,y) = Aw,y),
(x+y,2) = (x,2) + (y, 2).
Ornek 2.1.9. z = (21, T2, .y n) € C" ve y = (Y1,Y2, .., Yn) € C™ olmak iizere

=1

esitligi C™ tizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlar ve bu i¢ ¢carpima Hermait i¢ ¢carpima

denir. Boylece C™ bir i¢c carpim uzayidar.

Onerme 2.1.1. [21] X, K cismi dzerinde bir i¢ ¢arpim uzay, olmak tzere

x,y,z € X ve a, f € K i¢in asagqidaki esitlikler dogrudur:

(i) (2,0) = (0,y) =0,

(i) (w0 y+p-2)=a(zy) +5(r.2),

(iii) Her xz € X i¢in (x,y) = (x, z) ise y = z dir.

Teorem 2.1.12. [2] (X, (.,.)) bir i¢ ¢carpvm uzay: olsun.
X =R, ] = (2, 2)

olarak tanvmlanan ||.|| fonksiyonu X dzerinde bir norm tanimlar.
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Bu teoremde adi gegen ||.|| normuna i¢ ¢arpimin tirettigi norm ya da ig

carpim normu denir. Bir i¢ ¢carpim normu paralelkenar ozelligini saglar.

Tanim 2.1.31. [2] Eger bir H i¢ ¢arpvm uzayr i¢ ¢carpum normuna gore bir

Banach uzayr ise H ya Hilbert uzay denir.
Ornek 2.1.10. C" uzayr, Hermat ic carpymaina gore bir Hilbert uzayidur.

Teorem 2.1.13. [20] (Cauchy-Shwarz Egitsizligi) Bir X i¢ carpim uzayinda
her z,y € X i¢in

[z, < [yl

esitsizlig saglanar.

Teorem 2.1.14. [20] (ﬁggen Esgitisizligi) Bir X i¢ ¢arpim uzayinda her
r,y € X 1¢in
4+ yll < ] + [yl

esitsizligi saglanar.
Teorem 2.1.15. [20] (Paralelkenar Ozelligi) Bir X i¢ carpim uzayinda her
x,y € X i¢in
4+ yl* + llz =yl = 2(/ll* + lI*)
esitligi saglanar.
Teorem 2.1.16. [2] (Polarizasyon Esitligi) X bir i¢ ¢carpvm uzayr olsun.
o X in kompleks vektor uzayr olmasy durumunda her x,y € X i¢in
(z,y) = i(lll‘ +yll* = lle = yl® +ille +iy)” = llo - iy[))
esitsizlig saglanar.
e X in reel vektor uzayr olmasy durumunda her x,y € X i¢in
(a9 = 7l + ol ~ 1z — ol
esitligi saglanar.
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Onerme 2.1.2. [2] Bir X i¢ ¢arpim uzayinda x, — T ve y, — Yy ise

(T, Yn) = {(x,y) dir.

2.1.7 Smmirlh Lineer Operatorler

Tanim 2.1.32. [2] Bir T lineer operatori asagidaki sartlart saglayan bir

donustimdiir:

(i) T nin D(T) tamm kiimesi bir vektor uzayidir ve R(T') gortintii kiimesi D(T)

vektor uzayi ile ayni cisim iizerindeki bir vektor uzayinin icindedir.
(ii) Her z,y € D(T) ve « skaleri i¢in
T(x+y)=Tz+ Ty,
T(ax) =aTx
dir.
Ornek 2.1.11. X vektor uzay uzerinde
Ix: X—>X , IL(x)==x

seklinde tanimly ozdeslik operatori lineerdir.

Tanim 2.1.33. /2] X, K cismi dizerinde bir lineer uzay olsun.
f: X =K
dontisumi lineer ise f ye bir lineer fonksiyonel denir.

Tamm 2.1.34. [2] X ve Y normlu uzaylar ve T : X — 'Y lineer operator olsun.
EgerVx € X i¢in
17 (@)lly < kil x

olacak sekilde bir k € RT sayst varsa T ye swnarl lineer operator denir.
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Tanim 2.1.35. [2] X ve Y birer normlu uzay olsunlar. T : X —'Y sinarl lineer

ST

degerine T sinarly lineer operatorinin normu denir. Yani

IT|| = sup {M}

w0 | |7l x

operatori verilsin.

dir.
Onerme 2.1.3. 2] T\ =sup{||T (z)||y : [|z||x = 1} dir.

Teorem 2.1.17. [2] X ve Y birer normlu uzay ve T : X — Y bir lineer operator

olsun. Bu durumda,
(i) T streklidir. < T swrldar.
(ii) T bir noktada stirekliyse her noktada streklidir.

Teorem 2.1.18. [2/ (Swnarle Lineer Operatorin Geniglemesi) Vi ve V;
birer Banach uzaylar, W ise Vi in yogun bir alt uzayr ve T : W — V5 swnarh
lineer bir operator olsun. Bu durumda her v € W icin Tv = Tv olacak sekilde bir

tek T : Vi — Va sumurl lineer operatori varder ve ||T|| = HTH dar.

Tanim 2.1.36. [2] H; ve Hy Hilbert uzaylar ve T : Hy — Hy sinrly lineer
operator olsun. T nin T ile gosterilen Hilbert-adjoint operatori, her x € Hy ve
hery € Hy i¢cin

(Tw,y) = (&, T"y)
olacak sekildeki T™ : Hy — H; operatorudiir.

Teorem 2.1.19. [2] Hilbert uzaylar: arasinda tanembe bir T swarle lineer

operatoriniun Hilbert-adjoint operatori tek tirlu mevcuttur ve
1] = |77
olup T operatori de sinirl lineerdir.
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Tanim 2.1.37. [2] H bir Hilbert uzay ve T': H — H sinarl lineer bir operatér

olsun. Eger
o 1" =T ise T ye self-adjoint (Hermityen),
o T birebir, orten ve T* =T~ ise T ye tiniter,

o T'T™ =T*T iseT" ye normal operator

ady verilir.

2.1.8 Olgiilebilir Fonksiyonlar

Tamm 2.1.38. [22] X bir kime ve A ise X in alt kimelerinin bir ailesi olsun.
Asagqidaki sartlarin saglanmast durumunda A ailesine X kiimesi tizerinde o-cebiri

denir:

(i) 0 e A,

(ii) Ae Aise X\A € A,

(iii) n=1,2,... i¢cin A, € A ise nLZJlAn e A
dar.

Ayrica (X, A) ikilisine olgtlebilir uwzay ve A man herbir elemanina

olgulebilir kume denir.

Ornek 2.1.12. [22] Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi olan P(X) kuvvet

kumesi, X uzerinde bir o-cebiridir.

Tamim 2.1.39. [22] (X, A) dlgilebilir uzay olmak tzere A dzerinde tanvml
genisletilmis reel degerli bir p fonksiyonuna asagrdaks sartlar: saglamasy durumunda

bir ol¢t fonksiyonu veya kisaca ol¢t denir:

(1) w(®) =0,
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(ii) Her A € Aigin p(A) > 0,

dir. Ayrica (X, A, 1) tglisine 6l¢ti uzaye denir.

Eger her A € A i¢in u(A) < oo ise pu ye bir sonlu 6l¢ti denir. X kiimesi,
herbiri sonlu olgiye sahip saylabilir saypdaki kiumelerin  birlesimi  olarak
yazilabiliyorsa p él¢isine o-sonludur denir. Ayrica u(A) = 0 sartine saglayan
her A € A kimesinin herhangi bir Ay C A alt kiimesi A min bir eleman ise A

ya tamdar (veya p-tamdar) denir.

Ornek 2.1.13. [22] X # 0 olmak tizere A=P(X) olsun. Her E € A igin
u(E) = 0 bigiminde tanimlanan u fonksiyonu bir él¢idir. Ayni zamanda da

o-sonlu bir ol¢tudir.

Tamm 2.1.40. [22] Bir X kiimesi i¢in P(X) tzerinde tanimli, genigletilmis reel
degerli bir p* fonksiyonuna asagidaki sartlary saglamasy durumunda X tuzerinde

bir dis olgt denir:
(i) (@) =0,
(ii) Her E € P(X) i¢in u*(E) > 0,
(iii) AC B C X i¢in p*(A) < u*(B),
(iv) n=1.2,... i¢in E, € P(X) ise j U B,) < iu(En)
dar.
Ornek 2.1.14. [22] (I,), R nin sinarl ve agik alt arabiklarman bir dizisi ve

ma={(l):Ac UL}
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olsun. Herbir k = 1,2, ... i¢in ((I}), Iy araliginin uzunlugu gostermek tizere P(R)
tzerinde
X (A) = inf{> () : (Ir) € Ta}
k=1
biciminde tanimlanan N* bir dis ol¢idur. Bu ol¢liye Lebesque dis olgiisu denir.
Tim Lebesque olcilebilir alt kumelerin ailesi Lebesque dis ol¢ustine gore tamdar.

Ayrica Lebesque 6l¢iist o-sonludur.

Tanim 2.1.41. [1] (X, A, ) bir 6l¢i uzayr ve A € A olsun. Eger u(A) > 0
ve Ay C A olacak sekildeki olgiilebilir her Ay kiimesi i¢in ya pw(A;) = 0 ya da
w(Ay) = p(A) oluyorsa A ya atom denir. Eger A ailesi herhangi bir atom

icermaiyorsa (i ol¢usine nonatomik denir.
Ornek 2.1.15. Lebesque olcuisti nonatomaktir.

Tanim 2.1.42. [22] (X, A) dlgiilebilir uzay ve f: X — R bir fonksiyon olsun.

Eger her a € R i¢in
7 (,00)) = {z € X : f(z) > a}

kimesi A nin bir elemans ise [ fonksiyonuna A olgtlebilir fonksiyon (kisaca

dlgiilebilir fonksiyon) denir.
Ornek 2.1.16. [22] Bir E kiimesi i¢in

1 , zekFE;

xe(z) =
0 , z¢F
seklinde tanimlanan x g fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Eger E dlculebilir kiime ise xg olgulebilir fonksiyondur.

Tanim 2.1.43. [22] Gérinti kimesi sonlu sayda elemandan olusan fonksiyona
basit fonksiyon denir. X dzerinde tanimil, reel degerli ve A dlgilebilir basit
fonksiyonlarin kiimesi S = S(X,.A) ile gdosterilir. S deki negatif olmayan

fonksiyonlarin kiimesi ST ile gosterilir.
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Tanim 2.1.44. [22] (X, A, u) bir 6l¢i uzay olsun. k = 1,2, ....n i¢in ap negatif

olmayan reel sayr ve herbir Ay ayrik olgilebilir bir kime olmak vizere

Y= ZakXAk
k=1

standart gosterimine sahip ol¢ulebilir, basit ve negatif olmayan bir ¢ fonksiyonunun

i olgistine gore integrali,

/@dﬂ = arp(Ay)

X k=1

genisletilmis reel sayisidor.

Tanmim 2.1.45. [22] (X, A, ) bir l¢ii uzayr ve f fonksiyonu X dzerinde taniml,

ol¢iilebilir ve pozitif bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun p olgisiine gore integrali,
/fduzsup{/sodu:soé f,pe ST}
X X

genisletilmis reel sayisidor.

Tamim 2.1.46. [22] [ fonksiyonu bir X kimesinden genisletilmis reel sayilar

kiimesine tanimly bir fonksiyon olsun.

[T (x) = max{f(z),0}
f~(z) = max{—f(x),0}

biciminde tanimlanan f+ ve f~ fonksiyonlarina siraswla f fonksiyonunun pozitif
ve negatif parcast denir. Dikkat edilirse bu fonksiyonlar mnegatif olmayan

fonksiyonlardar.
Simdi bu tanimlar 1g181nda Lebesque integralinin tanimini verecegiz.

Tamm 2.1.47. [22] B(R"), R™ nin Borel alt kimelerinin olusturdugu o-cebiri ve

p Lebesque ¢iist olmak tizere (R™, B(R™), ) 6l¢ti uzayin diigiinelim. f fonksiyonu
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R™ dizerinde tanvmly ve Borel dlgilebilir fonksiyon olsun. Eger [ fTdu ve [ f~dp
R™ Rn

integrallerinin her ikisi de sonlu ise f ye Lebesque integrallenebilirdir denir

iéﬂﬂzgfwﬂ+4fﬂu

olup Lebesque integrali adini alur ve [ f(x)dx ile gosterilir.

ve bu integral

Teorem 2.1.20. (Monoton Yakinsaklik Teoremi) [22] (X, A, ) bir olgi
uzays, {fn}2, de pozitif ve integrallenebilen fonksiyonlarin monoton artan bir

dizisi olsun. Eger {f,}5°, dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise

i [ fud = [ fdo
n—o0
X X

dir.
Teorem 2.1.21. (Lebesque Yakinsaklik Teoremsi) [22] (X, A, u) bir 6l¢ti uzays,
g pozitif ve integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f1, fa, ... fonksiyonlar da X tzerinde
tanimily, olgilebilir ve genisletilmis reel degerli fonksiyonlar olsun. Eger hemen
hemen her x i¢in lim f,(z) = f(x) ve her n € N igin |f,(x)] < g(z) ise bu

n—oo

durumda f wve f, fonksiyonlar: da integrallenebilirdir ve
lim /fndu: /fd,u
n—oo
X X
dir.
Teorem 2.1.22. [22/(X, A, ) bir dl¢i uzayr ve f : X — R fonksiyonu X

tzerinde integrallenebilir olsun. Bu taktirde hemen hemen her x i¢in |f(z)| < oo

dur.

2.2 L*(R) Hilbert Uzay1 ve Bu Uzay Uzerindeki Bazi Onemli

Operatorler

Bu boélimde fonksiyonel analizin en onemli konularmdan olan LP(R),

1 < p < oo fonksiyon uzayimi tanitacagiz. LP(R) uzaylar: arasinda en 6nemli olan
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L*(R) dir. Bu uzay, LP(R) uzaylar1 arasinda Hilbert uzay olan tek uzaydir. L*(R)
uzayini onemli kilan bir bagka husus ise uygulamada sikc¢a kullanilan Fourier
dontisimii gibi daha birgok operatoriin tanimlanmasina imkan vermesidir. Ayrica
bu boliimde L?*(R) uzay1 iizerinde tanimlanan bazi 6nemli lineer operatorlerden

de bahsedecegiz.

2.2.1 LP(R) (1 <p < o0) Uzaylar1 ve Baz Siirekli Fonksiyonlarin

Olusturdugu Vektor Uzaylari
Integrallenebilir fonksiyon tanimiyla basglayalim.

Tanim 2.2.1. [37] f : R — C élgilebilir bir fonksiyon olmak izere eger

/f(:z)dx

Lebesque integrali mevcut ise f ye integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.2.2. [37] R dzerinde tanwml, kompleks degerli, ol¢ilebilir ve mutlak
degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen tim fonksiyonlarin uzayr LP(R) ile
gosterilir:

IP(R) :{f:R—>(C|/\f(x)\pda:<oo}.

Ornek 2.2.1. Sinyal isleme alaminda onemli yer tutan

1, t=0;

sinc(t) =
sint o
==, diger
seklinde tanamh sinc fonksiyonu L*(R) uzaywna ait bir fonksiyon ornegidir.

LP(R) kiimesi, hemen hemen her x € R i¢in
(f +9)(x) = f(z) + g()
toplama iglemi ve A € C olmak tizere

(Af)(z) = Af(x)
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skalerle ¢arpma iglemlerine gore bir vektor uzayidir, [37].

Her bir p € [1, 00) i¢in

1l = ( / (@) dz)

R
esitligi LP(R) tizerinde bir norm tanimlar ve LP(R) uzay1 bu normla bir Banach
uzayidir, [37].

L?(R) vektor uzayi

(f.9) = / f@g@dz , f.g€ I*(R)

R

ile tamiml i¢ carpim ile bir i¢ carpim uzayidir. Bu i¢ ¢carpimdan gelen norm
2
11, = ([ 17() do)'
R

olup L*(R) bu norma gore Banach uzay1 oldugundan L?*(R) bir Hilbert uzayidir,
37].
Simdi baz1 o6zel siirekli fonksiyonlarin tanmimlarimi ve bu fonksiyonlarin

olugturdugu vektor uzaylarini verecegiz.

Tanim 2.2.3. [37] f : R — C fonksiyonu verilsin.

» [ fonksiyonunun destegi (support),

suppf ={z € R: f(x) # 0}
kumesidir.

» Eger suppf sunarl bir kiime ise yani bir [a, b] intervali tarafindan kapsaniyorsa

f fonksiyonuna kompakt destege sahip denir.
» Tim sirekli ve kompakt destege sahip fonksiyonlarin uzay: C.(R) ile gdsterilir:

C.(R)={f:R— C: f sirekli ve kompakt destege sahip}.
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» Tim sirekli ve x — £oo iken sifira yaklasan fonksiyonlarin uzayr Cy(R) ile

gosterilir:

Co(R) ={f:R — C: f siirekli ve f(z) - 0, x — £oo}.

C.(R) ve Cy(R) uzaylari, fonksiyonlarin bilinen toplama ve skalerle carpma
igslemlerine gore birer vektor uzayidir. Ayrica, dikkat edilirse kompakt destege
sahip bir fonksiyon sonlu bir interval disinda sifira esit olan fonksiyondur. Buradan

da anlagilir ki C.(R) C Cy(R) dir.

Ornek 2.2.2.
x , ¢ €[0,1);
flx)=9 2—z , zell,2;
0 , diger

fonksiyonu i¢in suppf = [0,2] oldugundan f kompakt destege sahiptir. Ayrica f

strekli oldugundan f € C.(R) dir. Bundan baska

1, zel-1,1];

g(x) =
ﬁ , diger
seklindeki g fonksiyonu kompakt destege sahip olmadigindan g ¢ C.(R) dir. Fakat

g stirekli ve v — oo iken g(x) — 0 oldugundan g € Cy(R) dir.

Teorem 2.2.1. [37] f € Cy(R) olmak tizere

11l = max ()

S

egitligi Co(R) tzerinde bir norm tanimlar ve Co(R) bu normla bir Banach uzayidar.

C.(R) vektor uzayr Cy(R) nin bir alt uzayidir. C.(R), Co(R) nin normuyla bir
normlu uzaydir. Fakat bir Banach uzay: degildir [37].

Simdi C.(R) ile LP(R) uzaylar1 arasindaki iligkiyi ifade eden asagidaki teoremi
verelim.
Teorem 2.2.2. [37] Her bir p € [1,00) i¢in C.(R) vektor uzayr LP(R) de yogun

bir alt uzaydar.
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2.2.2 L%*(R) Uzay1 Uzerindeki Lineer Operatorler

Bu kissmda L?(R) Hilbert uzay1 iizerinde tanimlanan oteleme, degistirme ve
genigletme operatorlerini verecegiz. Sinyal igleme alaninda 6énemli bir yer tutan bu
operatorler genellikle radyo, lazer, optik ve bilgisayar aglarindaki elektromanyetik
sinyallere uygulamrlar. Ornegin Gteleme operatorii bir siirekli zaman sinyalinin
ayni dogrultuda yer degistirmesini saglar, degistirme operatorii diigiik frekansli bir
sinyalin bir haberlesme kanali iizerinden etkin bir gekilde iletilebilmesi i¢in verilen
sinyali daha yiiksek frekansli bir sinyale doniigtiiriir ve genigletme operatorii ise

goriinti iglemede gelen sinyalin daha net algilanmasina yardimei olur.

Tamm 2.2.4. [37] a ve b birer reel sayi ve ¢ > 0 olmak tizere

e a ile oteleme operatori (translation operator) T, : L*(R) —L*(R), her
x € R i¢cin

(Tof) (@) = f(z—a)

ile tanimlanar.

e b ile degistirme operatori (modulation operator) E, : L*(R) —L?*(R), her
x € R i¢in

(Epf)(x) = ™ f(2)
ile tanamlanar.
e c ile genigletme operatori (dilation operator) D, : L*(R) —L*(R), herz € R
1¢in

1
(Def)(x) = %f( )

T
c
ile tantmlanar.

Ornek 2.2.3.



ile verilen ¢ fonksiyonu L*(R) de olup bu fonksiyon i¢in 1 ile oteleme, —1/3 ile

degistirme ve 1/4 ile genigletme operatirleri siraswyla

Tl‘P(x) = ei(%l)Qa

22 riz—z?

E_i3p(x) = €73

ve

Dijp(z) = 2¢~ 107"
seklindedir.
Simdi bu operatorlerin bazi énemli 6zelliklerini verecegiz.

Lemma 2.2.1. [37] Oteleme, degistirme ve genisletme operatérleri swnurly ve

lineer operatorlerdir. Ayrica bu operatorler iiniter olup asagidaki esitlikler vardur:
(i) T,' =T = (To)",

(ii) Byt =B = (By)",

(ifi) Dy = Dyje = (D.)"

ispat. Ispat1 T, Steleme operadtiiri icin verecegiz. Diger operatérler icin de ispat

benzer sekilde yapilabilir. Ik olarak f,g € L*(R), a, § € C ve her z € R icin,

Tu(aof + Bg)(x) = (af + Bg)(z — a)
= af(z —a)+ Bg(z — a)
= aT,f(z) + fTag(x)
dir. Boylece
To(af + Bg) = aTuf + f1ag

oldugundan T, lineerdir. Ayrica, her f € L*(R) i¢in z = z — a olmak iizere

[1Ts@r an = [ 156 =P de = [ 17G) as

R
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olup
[Taflly = 1£1l5

dir. Bu ise T, nin sinirli olmasi demektir. Simdi 7}, nin iiniter oldugunu ispatlayacagiz.

f,9 € L*(R) i¢in z = x — a olmak iizere
(Tut.a) = [ fo—a)g@lde =[£G+ s = (£ T0g)
R R

yazilabilir. Tanim 2.1.36 den
olur. Ayrica

ve

T, =T,1,=1
oldugundan T, tiniterdir. Sonug olarak

T, =T o= (T.)
olup ispat tamamlanir. Il
Lemma 2.2.2. [37] Her a,b € R ve ¢ > 0 i¢in,

(TuEpf)(x) = ™ f(z — a) = e ™ (BT, f)(2),

TDS)@) = 212~ %) = (DT (o)
(DeBuf)(@) = <=6 (2) = (B Duf (@)
dir.

Lemma 2.2.3. [37] f € L*(R) olsun. Bu durumda
\Tof — fll, =0, a—0

dar.
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2.2.3 Fourier Dontliguimu

Fourier doniigimii sinyal iglemenin en o6nemli konularindan biridir. Bu
doniigiim, bir sinyali zaman alanindan (time domain), frekans alanina (frequency
domain) gevirmeye yarar. Bu sayede zaman alaninda bagarilmasi zor olan isler,
frekans alanma cevrilerek bagarilabilinir. Ornegin, bir sinyali parazitlerden
armdirmak igin yapilan sinyal silizgeclemede (filtering) kullamilan konvolusyon
islemini ele alalim. Zaman alaninda yapilan bu iglemin hesapsal yiiki oldukca
fazladir. Ancak frekans uzayina gecildiginde konvolusyon iglemi, carpma iglemine
doniiseceginden (Sinyal iglemede zaman ve frekans alanlaridaki bu iligkiye duallik
denir.) hesapsal yiik hafifleyecek ve boylece frekans uzayinda siizgegleme iglemi
daha giivenilir hale gelecektir. Burada bahsi gecen iki énemli unsur, zaman alan
ve frekans alam ile neyin kastedildigidir. Kisaca ifade etmek gerekirse zaman
alanindaki bir sinyal, verilen bir ¢ zamani i¢in ¢ ye bagl bir fonksiyondur. Periyodik
ve sonlu deger alabilen her fonksiyon, degisik frekanslarda titregen siniis ve cosiniis
fonksiyonlarinin toplami seklinde yazilabilir. Bir sinyal bu sekilde yazildiginda
zamana bagl olmayan bir fonksiyon elde edilir. Bu durumda frekans alanindaki
bir sinyal, bir gercek bir de sanal kisimdan olugmakta ve bu degerler birer frekans
olarak temsil edilmektedir. Iste frekans alanma gecmek icin Fourier doniisiimii
kullanmilmaktadir.

Bu tez calismasinda agirlikli olarak siirekli zaman sinyalleri ele alindigindan

siirekli zaman Fourier doniigiimiinden bahsedecegiz.

Tanim 2.2.5. [37] Fourier donigimai, her bir f € LY(R) fonksiyonuna
fw) = /f(x)e_%iwxda: ,weR (2.2.1)
R

ile verilen f : R — C fonksiyonunu karsilik getirir. f nin Fourier dontusumi

(Ff)(w) = f(w)
ile tanimlanar.
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& Fourier dontigiimii iyi tamimhdir: f € L'(R) oldugundan
/ | f(z)e ™| do = / |f(z)|dz < o0
R R

olur. Mutlak integrallenebilirlik, integrallenebilirligi gerektirdiginden

[ f(x)e ?™™*dyx integrali mevcuttur.
R

& Fourier dontistimii lineer bir dontistimdiir.

Ornek 2.2.4. [37] to herhangi bir pozitif tek tam sayu olmak dizere

) = 940y
fla)=q V0
0o diger

seklinde tanimly fonksiyona box (kutu) fonksiyonu denir. Bu fonksiyonunun Fourier

donustumai
t0/2
f : 1 .
f(w) = /f(x)e—Qmwmdx — / ﬁe_%”wmdl'
R *t0/2
1 627riwt0/2 _ e—27riwt0/2 to
TR ey ndmon)
seklindedir.

Tanim 2.2.5 de goriildiigii gibi Fourier doniigiimii L!(R) iizerinde tanimlanmus,
fakat goriintii uzaymdan bahsedilmemistir. Asagidaki lemma Fourier dontigiimiiniin

goruntl uzayl hakkinda bilgi verir.

~

Lemma 2.2.4. [37] (Riemann-Lebesque Lemmasi) f € L'(R) ise f

fonksiyonu stirekli ve w — oo iken f(w) — 0 dur, yani f € Co(R) dir.
Sonug 2.2.1. [37] F Fourier doniisimi L'(R) den Co(R) ye giden sinirl lineer
bir operatordir ve f € L'(R) igin
IFflle < 1L
dir.
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Su ana kadar Fourier doniisiimii L*(R) uzay1 iizerinde tamimlanmigti. Simdi ise
Fourier déniigiimiiniin L*(R) den L?*(R) ye giden bir fonksiyona genisletilebilecegini

gorecegiz. Bunun i¢in bir lemma ile baghyoruz.

Lemma 2.2.5. [37] (C.(R) tzerindeki Fourier Déniisimii) Her f € C.(R)

/

R

1¢in,

L2
f)[ aw = [1#@) iz
R
dur.
Bu lemmanin bir sonucu olarak sunu soyleyebiliriz. C.(R) uzaymi L?*(R) nin
normuyla donatirsak Fourier transformu, C.(R) den L*(R) ye bir izometridir.

C.(R) uzaymmm L*(R) de yogun oldugu gozoniine alimirsa agagidaki onemli

teorem verilebilir:

Teorem 2.2.3. [37] Fourier dondisimi L*(R) den L*(R) ye bir tiniter doniisiime

genigletilebilir. Bu genisleme operatori asagidaki ozellikleri saglar:
(i) Her f € La(R) igin,
|7], = s, (2:2.2)
dir.
(ii) Her f,g € La(R) igin,
(1.3)={f.9) (2:23)
dir.

Ispat. Oncelikle Lemma 2.2.5 den her f € C,.(R) i¢in

IF Flly = 11 £1l

yazilabilir. Teorem 2.1.18 den ve C,(R) nin L?(R) de yogun olmasi gergeginden
F Fourier doniigiimii L?(R) den L?(R) ye genisletilebilir. Yine Teorem 2.1.18 den
(2.2.2) egitliginin her f € Ly(R) i¢in saglandigini gorebiliriz. Ayrica (2.2.2) esitligi

ve Teorem 2.1.16 kullanilarak (2.2.3) esitligi elde edilir. O
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Yukaridaki teoremde (2.2.2) esitligine Plancherel esitligi, (2.2.3) esitligine ise

Parseval esitligi denir.

2.3 Sinyal Islemenin Temelleri

Sinyal, fiziksel diinyada bir sistemde yasanan zamandaki veya uzaydaki bir
degisimi gosterir. Daha acik olarak dogadaki bir olay hakkinda bilgi tasiyan,
bir veya birden fazla degisken iceren fonksiyona sinyal denir. Boylece sinyal,
bir fonksiyona benzetilmig ve bu sayede iizerinde iglem yapilabilmistir. Sinyal
1sleme ise verilen bir sinyale bilgisayar veya ozel olarak tiretilmig birtakim yapilar

sayesinde o sinyali istenilen hale getirme iglemidir. Sinyaller ikiye ayrilir:

e Ayrik-zaman sinyali (discrete-time signal)

e Siirekli-zaman sinyali (continuous-time signal)

Miihendislik alaninda bir ayrik zaman sinyaline dijital sinyal, siirekli zaman

sinyaline ise analog sinyal denir.

Tanim 2.3.1. [13/ R nin bir alt kimesinden C ye tanimb bir fonksiyona sinyal
denir. Eger bu alt kume Z olursa bu sinyale ayrik-zaman sinyali, R olursa bu

sinyale stirekli-zaman sinyali denir. Bir ayrik zamanl x sinyali,

xr = (flfk)kez = (---,$—2,$—1>$0,$1,9€27 )

seklinde iki-tarafle bir dizi olarak yazilir. Bir v = (xx)rez ayrik zaman sinyalinin

her bir uyesi olan xj ya bir “ornek "denir.

Tanimdan da anlasilacagi gibi ayrik-zaman sinyalini bir dizi olarak, stirekli-
zaman sinyalini ise bir fonksiyon olarak diigstinebiliriz. Aralarindaki fark, ayrik-
zaman sinyali zamanin belirli anlarinda tanimli iken siirekli-zaman sinyalinin

zamanin her aninda tanimh olmasidir. Dogada sikca karsilagilan ve uygulamada

33



en cok yer tutan sinyaller siirekli-zaman sinyalleridir. Bundan dolay1 bu tez
caligmasi siirekli-zaman sinyalleri temel alinarak olusturulmustur. Ancak agiklayic

olmasi bakimindan bir ayrik-zamanli sinyal ornegi verelim:

Ornek 2.3.1. [15] ny herhangi bir tek pozitif tam sayi olmak tizere

wy, =
0 , diger
ya da bir baska deyisle
1 1
= (0, ——, oty | = |, ey —,0, ...
w ( ) 7\/’/1_07 ' V/no | 7\/n—07 ) )

seklinde taniml w = (wy)nez dizisine box (kutu) dizisi denir ve bu dizi bir
ayrik-zaman sinyalidir. Burada cerceve i¢ine alinan terim wq terimine karsilik

gelir ve dizinin merkezleyeni adine alor.

Simdi de sinyal igleme alaninda en ¢ok karsilagilan bir siirekli-zaman sinyali

ornegi verelim.

Ornek 2.3.2. [13] (Box fonksiyonu) Herhangi bir to pozitif reel sayist igin

Vi [t < to;

0 , diger

w(t) =

ile verilen box (kutu) fonksiyonu bir sirekli zaman sinyalidir.

Simdi bir sinyalin iglenmesini saglayan yapilardan bahsedecegiz. Istenilen
ozelliklere sahip sinyalleri iireten bu yapilara sistem denir. Matematiksel olarak
ifade etmek gerekirse bir sistem, ya iki dizi uzay1 arasinda ya da iki fonksiyon

uzay1 arasinda tanimli bir operatordiir.

Tanim 2.3.2. [18] Bir x input (girdi) dizisini, bir y output (¢iktr) dizisine
donastiren

y="T(v)
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seklinde tanimly T operatérine ayrik-zaman sistemi (discrete-time sistem)
denir. Benzer gekilde bir x input (girdi) fonksiyonunu, bir y output (¢ikt)
fonksiyonuna déniistiren T operatirine strekli-zaman sistemi (continuous-

time sistem) denir.

Sistemlerin bazi tipleri vardir:

Lineer Sistemler

Memoryless Sistemler

Casual Sistemler

Shift-Invariant Sistemler

BIBO-Stable Sistemler

Uygulamada en ¢ok karsilagilan sistemler lineer sistemler ve shift-invariant
sistemlerdir. Bu iki 0zelligi de ayn1 anda barindiran sistemlere lineer shift-invariant

sistem (kisaca LSI sistem) denir. Simdi LSI sistemin tanmimin yapacagiz.

Tanim 2.3.3. [13] Her x inputu ve her k € R i¢in

/

y=T(z) ikeny =T(z)

oluyorsa T surekli-zaman sistemine shift-invariant sistem denir, burada
z'(t) = z(t — k) ve y (t) = y(t — k) dur. Lineer olan bir shift-invariant operatire

LSI-sistem denir.
Ornek 2.3.3. [15] Bir ty € R i¢in
y(t)=x(t—ty) ,teR

seklinde tanamly operatore ty ile gecikme (shift-by-to) operatéri denir. Bu operator

bir LSI-sistemdir.
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Sinyal igleme alaninda kullanlan en yaygin yontemlerden biri filtreleme (filtering,
sinyal siizme) iglemidir. Filtreler, bir sinyali parazitlerden (istenmeyen sinyaller)
arindirma veya belirli frekanslari birbirinden ayirma gibi islemlerde kullanilir.
Ornegin, bir dinleme cihazinda algilanan sesi giiriiltiiden ayirt etmek icin filtrelere
ihtiyac vardir. Burada ses bir sinyal iken giiriiltii bir parazittir. Bunlardan basgka
filtreleme iglemi, bir sinyali bicimlerdirmede ve gelen sinyali ihtiyaca gore

zayiflatmada veya giiclendirmede kullanilir.
Tamim 2.3.4. [13] Her t € R ig¢in

1 , t=0;

0 , t#0

ile verilen Dirac Delta fonksiyonunun bir LSI-sistem altindaki gorintiisine sistemin

impulse cevabu denir. Bir sistemin impulse cevabina ise filtre (filter) denir.

Tanim 2.3.5. [13] h ve x fonksiyonlarinan konvolusyonu,

(H2)(t) = (h = 2)(t) = / 2PVt — 7)dr / o(t — 7)h(r)dr

R R

olarak tanimlansr. Burada H ya h ile konvolusyon operatori denir.

Tanim 2.3.6. [13] Verilen bir sinyalin filter ile konvolusyonuna filtreleme

(filtering) denir.

Filtreme islemi bir sinyali parazitlerinden arindirmak i¢in kullanilir.
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3. KUME-DEGERLI DONUSUMLER VE

BAZI OZELLIKLERI

Bu bolimde, tezin diger bolimlerinde kullanacagimiz kiime-degerli
dontigiimlerin  baz1 6nemli o6zelliklerini sunacagiz. Bu amag¢ dogrultusunda
kiime-degerli doniigiimlerin stirekliligini, ol¢iilebilirligini ve integrallenebilirliligini
alt boltiimler halinde verecegiz. Ayrica bu boliimde kiime-degerli doniigiimlerin

integraline biiyiik katk: saglayan Aumann integralini tanitacagiz.

3.1 Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1. [1] X ve Y topolojik uzaylar olsun. Eger her bir x € X elemanina
F(x) CY olacak sekilde bir F'(z) kimesi karsilik geliyorsa F' fonksiyonuna X den
Y ye bir kiime-degerli donidsim (set-valued mapping) denir ve F' : X ~ Y

seklinde gosterilir.

Baz1 kaynaklarda kiime-degerli bir dontistim multi-fonksiyon ya da multivalued
fonksiyon olarak da adlandirilir ve X den Y ye giden bir kiime-degerli dontigiim
F:X — 2¥ veya FF: X =2 Y seklinde de gosterilebilir. Literatiirde en cok
tanimda verilen gekliyle karsilagtigimiz icin tamimda gegen notasyonlar:

kullanacagiz.

Ornek 3.1.1. f : R — Rt U {0}, f(x) = 2? fonksiyonunu disiinelim. Bu
fonksiyon klasik tek degerli (single valued) bir fonksiyondur. Bir y € RT U {0}

elemanimin ters gorintisi,

) ={-vy. vy}

kiimesidir. Dikkat edilirse her bir y € RY U {0} elemana f~'(y) kimesi karsilik

geldiginden =1 ters fonksiyonu kiime-degerli bir fonksiyondur.
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Tanim 3.1.2. [1] X ve Y metrik uzaylar ve F : X ~ Y kiime-degerli dontigim

olsun.

¢ F nin tanvm kimesi

Dom(F) ={zx € X : F(z) # 0};

¢ F nin deger kimesi

Rang(F)= U F(x);

xe€DomF

¢ F nin grafigi
Graph(F) = {(x,t) : x € DomF,t € F(z)}

seklinde tanimlanar.

Tanim 3.1.3. [39]/ X ve Y topolojik uzaylar ve F' : X ~ Y kiime-degerli doniigiim

olsun.

(i) Eger her bir x € X i¢in F(x) kiimesi Y nin kapale (agik, kompakt) bir alt
kiimesi ise F' ye kapaly degerli (agik degerli, kompakt degerli) denir.
Ayrica Y bir topolojik vektor uzayr olmak tzere her bir x € X igin F(x)

kiimest Y nin konveks bir alt kumesi ise F' ye konveks degerli denir.

(ii) Eger F nin grafigi olan Graph(F) kiimesi X X Y nin ¢arpuim topolojisine
gore kapalv (agik, kompakt) bir kiime ise F ye kapalr kiime-degerli (agik
kiime-degerli, kompakt kiime-degerli) dontisim denir. Eger X veY
topolojik vektor uzaylar olmak tizere Graph(F) kiimesi X X Y nin konveks

bir alt kiimesi ise F' ye konveks kime-degerli dontisiim denir.

Tanim 3.1.4. [39] X ve Y topolojik uzaylar ve F' : X ~ Y kiime-degerli doniigiim

olsun. F' nin kapanais,

cA(F): X ~Y | c(F)(x)=c(F(x))
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ve F' nin ic¢1,

int(F): X ~Y | int(F)(z) =int(F(z))
ktime-degerli dontsumudiir.

Ornek 3.1.2. Ornek 3.1.1 deki f fonksiyonu icin F = f~' olsun. Yani
F:RTU{0} ~ R, F(x)={—Vx,z} kime-degerli donisimiini disinelim.

Bu déndisim igin cl(F),int(F) : RT U {0} ~ R olup

c(F)(x) ={=Vx,Vr}

ve

int(F)(x) =10
dir.

Tanmim 3.1.5. [38] F : X ~ Y kiime-degerli donisimi icin bir A C X alt

kumesinin F altindaki goriuntisu

kimesidir.

Onerme 3.1.1. [38] X ve Y topolojik uzaylar, F : X ~» Y kiime-degerli doniistim

ve A, B C X olsun. Bu durumda

(i) F(A)UF(B) = F(AU B);

(ii) F(ANB) C F(A)N F(B);

(iii) Eger A C B ise F(A) C F(B) dir.

Tanmim 3.1.6. [38] X wve Y topolojik uzaylar, Fi,Fy : X ~ Y kiime-degerli

donustimler olsun.
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o Fy ve Fy nin birlesims,

o I ve Fy nin kesisimi,

o Y lineer uzay olmak uzere Fy ile Fy nin toplam: ve farks,
(Fy £ Fy)(z) = Fi(z) £ Fy(x)
olarak tamimlanar, burada
Fi(z) £ Fy(x) ={atb:a€ Fi(x),be€ F(z)}

dar.

3.2 Kime-Degerli Doniisiimlerin Siirekliligi
Bu kisimda X ve Y Hausdorff topolojik uzaylar olarak alinacaktir.

Tanim 3.2.1. [1] F : X ~ Y kiime-degerli donisim ve xo € Dom(F') olsun.

Eger F(xo) CV olacak sekildeki her V- CY agik alt kiimesi ve her x € U igin
Flz)cV

olacak sekilde xoy wn bir U komsulugu var ise F' ye xg noktasinda ust-yar:
sureklidir denir. Eger F', X in her noktasinda tst-yar, surekli ise F' ye X

tizerinde ust-yary streklidir denir.

Tanim 3.2.2. [1] F : X ~ Y kime-degerli donisim ve zo € Dom(F) olsun.

Eger F(xo) NV # (0 olacak sekildeki her V C'Y agik alt kiimesi ve her € U igin

Fx)NV #£10
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olacak sekilde xq in bir U komsulugu var ise F' ye xg noktasinda alt-yar: stiireklidir
denir. Eger F', X n her noktasinda alt-yar:, sirekli ise F' ye X tzerinde alt-yar:

sureklidir denir.

Tanim 3.2.3. [1] Bir x € Dom(F) noktasinda hem alt-yari hem de iist-yar:

surekli olan bir F' kiime-degerli dontisumine x noktasinda streklidir denir.

Ornek 3.2.1.

2,3] , z#0
esitligi ile verilen F : R ~ R kiime-degerli donusimi x = 0 noktasinda ust-yar
surekli tken alt-yary surekli degildir. F' nin x = 0 da st-yary surekli oldugunu
gosterebilmek i¢in oncelikle
FO)cV
olacak sekilde herhangi bir V. C R alalim. Bu durumda [1,4] C 'V yazlabilir.

x = 0 noktasinan herhangi bir U komsulugu verilsin. x € U ise ya F(z) = [1,4]

ya da F(z) = [2,3] dir. O halde her z € U igin
F(z)Cc 1,4 cV

olur. Bu ise F' nin x = 0 noktasinda tst-yar sirekli olmasy demektir. Simdi
3 < r < 4 olmak uzere bir r € F(0) = [1,4] sayst ve yeteri kadar kigik € > 0
5a181 1¢IN,

V=r—er+e)
olsun. Dikkat edilirse F(0) NV # 0 dur. Ayrica x = 0 noktasimn herhangi bir
U komsulugundaki x ler i¢in ya F(x) = [1,4] ya da F(z) = [2,3] idi. Eger bu

komsulukta x # 0 ise F(x) = [2,3] oldugundan
Flz)ynV =1

olur. Dolayiswyla F', x = 0 noktasinda alt-yar: sirekli degildir. Boylece F' fonksiyonu

x = 0 noktasinda strekli olamaz.
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3.3 Kiume-Degerli Donustimlerin élgﬁlebilirligi

Tanmim 3.3.1. [1] (X, A) dlgilebilir uzay, Y ayridabilir tam metrik uzay ve
kume-degerli F' : X ~ 'Y doniusumu kapaly degerli olsun. Eger her U C'Y ac¢ik
alt ktiimesi i¢cin

FYU)={re X :F(x)nU # 0}

kiimesi A ya ait ise F' ye ol¢tlebilirdir denir.

Tanim 3.3.2. [1] (X, A) olgilebilir uzay, Y ayrilabilir tam metrik uzay ve

F: X ~'Y kime-degerli dontisum olsun. Her x € X i¢in

f(x) € F(x)

sartint saglayan olculebilir f + X —'Y fonksiyonuna F' nin ol¢tlebilir selektori

denir.

Agagidaki teorem ol¢iilebilir kiime-degerli bir dontistimiin Olctlebilir bir selektore

sahip olmasi i¢in gerekli sartlar ifade eder:

Teorem 3.3.1. [39] (X, A) dlgilebilir uzay, Y ayridabilir tam metrik uzay ve
F . X ~Y kime-degerli dontisimi olculebilir olsun. Eger F' kapaly degerli ise F'

nin olcilebilir bir selektoriu vardar.

Teorem 3.3.2. [1] (Karakterizasyon Teoremsi) (X, A, u) tam o-sonlu 6l¢i
uzayr, Y ayrilabilir tam metrik uzay ve kume-degerli F' : X ~'Y donusimi kapal

degerli olsun. Asagidaki énermeler birbirine denktir:
(i) F dlgilebilirdir.
(ii) Her C CY kapal alt kiimesi i¢in F~Y(C) € A dur.

(iii) Her B CY Borel alt kimesi i¢in F~'(B) € A dir.
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(iv) F nin dlgilebilir selektorlerinin bir (f,)2, dizisi vardur dyle ki her x € X
$cin

[e.e]

Fa)= U fu(x)

n

dir.

Tanim 3.3.3. [1] (X, A, p) tam o-sonlu 6l¢ii uzayr, Y tam ayrilabilir metrik uzay

ve kiime-degerli F' : X ~Y doniustimi kapalr degerli olsun. Eger her x € X i¢in

Fz)= U fu(x)

n=1

olacak sekilde F' nin él¢ilebilir selektorlerinden olusan bir (f,)0, dizisi var ise

(fn)oo, selektorler ailesine F' de noktasal yogundur denir.

Onerme 3.3.1. [1] X bir metrik uzay ve (X, A, n) tam o-sonlu 6l¢i uzayr olsun
ve A, X in tim a¢ik alt kiimelerini icersin. Ayrica' Y tam ayrilabilir metrik uzay
ve kume-degerli F' : X ~» Y donusimi kapalr degerli olsun. Eger F' ust-yar:

strekli (ya da alt-yary siirekli) ise F 6l¢tilebilirdir.

Teorem 3.3.3. [1] (X, A) dl¢iilebilir uzay ve Y Banach uzayr olmak izere

i) Eger Fi : X ~ Y we Fy : X ~ Y dlgiilebilir ise Fy + Fy fonksiyonu da

olculebilirdir.

ii) Eger F : X ~Y dlgiilebilir ve vy € R ise vF' fonksiyonu da élgilebilirdir.

3.4 Kiume-Degerli Donustimlerin Aumann integrali

Kiime-degerli bir dontisiimiin integrali ilk olarak Robert J. Aumann tarafindan
1965 yilinda tammlanmigtir [26]. Aumann’ a gére bu tanim goyle verilmigtir:
I =1[0,1) ve F : I ~ R" kiime-degerli déniigiim olsun. Ayrica £, F nin [

tizerinde integrallenebilir tiim f selektorlerinin kiimesi olmak iizere F' kiime-degerli
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doniigimiiniin integrali

/F(t)dt _ {/f(t)dt fer)

1

seklinde tanimlanir. Bu boliimde [1, 39, 40, 41] kaynaklar1 referans alinarak bir X
tam o-sonlu 6l¢ii uzaymdan, bir Y ayrilabilir Banach uzayimin tiim kapali-sinirh
alt kiimelerinin ailesi olan 2(Y") ye tanimh kiime-degerli bir doniigiimiin integrali

ve bu integralin temel 6zellikleri verilecektir.

Notasyon 3.4.1. (X, A, n) tam o-sonlu 6l¢t uzayr ve'Y ayrilabilir Banach uzayr
olarak alinacaktir. Ayrica' Y nin tim kapali-sinarl alt kiimelerinin ailesi Q(Y') ve
Y nin tim kapali-sinarl ve konveks alt kiimelerinin ailesi Qo (Y') ile gdsterilecektir.
Bu kiime aileleri daha sonraki bolimde ayrintily olarak incelenecektir. Her bir
x € X elemanina Y nin kapali-sinarly bir alt kimesini karsilik getiren bir F

kiime-degerli fonksiyonunu F : X — Q(Y') ile gostereceqiz.
Tanim 3.4.1. [1]1 <p < oo igin

LY, ) = {f: X = Y | f dleilebilir ve / IFIP du < oo}
X

olarak tanvmlanwr. Dikkat edilirse X = R, Y = C wve pu Lebesque olgisi ise

LP(X;Y, 1) uzaye bilinen LP(R) Banach uzayidor.

Tamm 3.4.2. [40] Olgiilebilir bir F : X ~» Y kiime-dejerli dondistimiiniin
f € LP(X;Y, u) olacak sekildeki tim f selektorlerinin kiimesi SP(F) ile gdsterilir,

yani;
SF) = {f: X >V /Hfuw < 00 ve f(z) € F(z),Va € X}.
X
olarak tanimlanar.
Tanim 3.4.3. [1] F : X — Q(Y') dondisimi ve hemen hemen her x € X igin

F(z) C f(z)B
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olacak sekilde negatif olmayan bir f € LY(X;Y, u) fonksiyonu varsa F ye integrably

swnarly denir; burada B, X n birim yuvaridar.

Tanim 3.4.4. [1] F : X — Q(Y) kiime-degerli donisiminin integrali

/qu _ {/fd,u . f e SY(F) (3.4.1)

X
olarak tamimlanar. Eger {[fdp = f € SY(F)} kimesi bostan farkl ise F ye
T

Aumann anlaminda integrallenebilir fonksiyon denir.
(4)
Lebesque integralinden ayrilmasi agisindan F nin Aumann integrali [ Fdu
b's
seklinde gosterilecektir.
B(R), R nin Borel alt kiimelerinin olugturdugu o-cebiri ve p Lebesque O¢lisii
olmak iizere (R, B(R), ) 6l¢ii iizaymin tam o-sonlu 6l¢ii uzayir ve C nin klasik
normuyla ayrilabilir bir Banach uzay1 oldugu goz 6niine alinirsa F' : R —Q(C)

doniigimiiniin integrali de (3.4.1) esitligiyle verilir. Boylece bu doniigiimiin integrali
C nin bir alt kiimesi olur.
Onerme 3.4.1. [39] G : X — Q(Y) Aumann integrallenebilir fonksiyon ve

hemen hemen her x € X i¢in G(x) C F(z) olsun. Bu durumda F fonksiyonu

da Aumann integrallenebilirdir ve

(4) (4)
/ G(z)dx C / F(z)dx

dir.

Onerme 3.4.2. [39] Ejer F,F\,Fy, : X — Q(Y) Aumann integrallenebilir

fonksiyonlar ise Fy + Fy ve AF' fonksiyonlart da Aumann integrallenebilirdir ve

(A) (4) (4)

/(F1 + By)(x)de = /Fl(ac)dac + /Fg(a:)dx,

) (4) ) (4) )
/()\F)(x)dx = )\/F(x)dx

dir.
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Onerme 3.4.3. [39] Eger F : R —Q(X) Aumann integrallenebilir fonksiyon ve

F nin integrali kompakt ise

(4) (4)
[r@a| < [ 1@
R 0 R

dir.

Teorem 3.4.1. [1] (X, A, u) tam o-sonlu 6l¢i uzay ve F : X —Q(R™) déndisimii
ol¢iilebilir olsun. Eger u nonatomik ve F integrably swmirly ise F' nin Aumann

integrali kompakttor.

Teorem 3.4.2. [}] (Castaing Temsil Teoremi) F : [a,b] — Qc(R) kime-
degerli donisiminin F de noktasal yogun olan bir (f;)32, integrallenebilir

selektorlerinin ailesi mevcut ise

(A)

/F(x)dx - {7fi(x)dx i=1,2,..)

[a,b]

dir.
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4. QUASILINEER UZAYLAR VE

QUASILINEER OPERATORLER

Quasilineer uzay kavrami 1986 yilinda S. M. Aseev tarafindan ortaya atilmigtr,
[30]. Aseev’ in bu ¢aligmasi, bir¢ok doga problemlerini kurgulamada temel tegkil
eden ve lineer uzay yapisina sahip olmayan kiime-degerli fonksiyonlarin uzayinin
analizini yapmak igin etkili bir ara¢ olmustur. Aseev, quasilineer uzay tanimini
yaparken bir kismi siralama bagintis1 kullanmig ve bu sayede fonksiyonel analizdeki
bir¢ok tanim ve teoremlerin quasilineer kargiliklarini verebilmistir. Bir quasilineer
uzaym en belirgin Ozelligi her elemanin tersinin mevcut olmayigidir. Eger bir
quasilineer uzayda her elemanin tersi mevcut ise bu uzaydaki kismi siralama
bagintisi esgitlikle verilir ve boylece bahsi gecen bu uzay bir lineer uzay olur. Yani
quasilineer uzaylar, lineer uzaylarin bir genellestirilmesidir. Dolayisiyla herhangi
bir lineer uzay bir quasilineer uzay ornegi tegkil eder. Aseev’ in bu yaklagimi
klasik fonksiyonel analize daha genig bir bakig acist kazandirmigtir. Aseev diginda
Markow da [31] ve [32] numarall ¢aligmalarinda quasilineer uzay adin verdigi
bir uzay cesidiyle ¢alismistir. Fakat Aseev’ in quasilineer uzay kavramim ortaya
atarken kullanmig oldugu kismi siralama bagintisinin sagladigi avantajlardan dolay1
bu caligmay1 Aseev’ in tanimini kullanarak olusturduk.

Lineer uzay tegkil etmeyen ve uygulamada sik¢a rastlanan en 6nemli kiime
aileleri ©2 (R") ve ¢ (R™) dir. Bu kiime aileleri tizerindeki quasilineer yapiy1 daha
iyi analiz etmek amaciyla oncelikle bu ailelerin bazi temel ozelliklerini verecegiz.
Daha sonra sirasiyla quasilineer uzaylar, normlu quasilineer uzaylar, i¢ carpim

quasilineer uzaylar1 ve quasilineer operatorleri tanitacagiz.
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4.1 R" nin Kompakt ve Kompakt-Konveks Alt Kiimelerinin

Aileleri

R™ nin tiim bogtan farkli kompakt alt kiimelerinin ailesini Q2 (R™), R™ nin tiim

bostan farklh kompakt-konveks alt kiimelerinin ailesini ise Q¢ (R™) ile gbsterecegiz.

Tanmim 4.1.1. /4] A ve B kiimeleri R" nin bostan farkl herhangi iki alt kimesi
olsun. A € R alalim. Bu kimeler arasinda Minkowski toplam: ve skalerle carpma
wslemlert siraswyla

A+B={a+b:ac A, be B}

AN A={da:a€ A}
sekilde tanimlanar.

Onerme 4.1.1. [4] Q(R") ve Q¢ (R") kiime aileleleri yukarida tanimlanan

iglemlere gore kapalidir. Ayrica asagidaki ézellikler saglanwr: VA, B, C € Q¢ (R™)

ve
VA, 1€ R igin,
A+0 =0+ A= A olacak sekilde 0 = {0} birim eleman vardar.
A+(B+C)=(A+B)+C
A+B=B+A
A+B=A+C=B=C
1-A=A

A (A4+B)=X-A+)X-B
A+p)-ACA-Atpu-A

olur.
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Uyar1 4.1.1. Genel olarak Q¢ (R™) nin bir A elemany i¢in A+ (=1) - A # 0
esitsizligi dogrudur. Ornegin; n = 1 i¢in A = [=2,1] € Q¢ (R)olsun. O halde

(—=1)- A =[-1,2] olur. Buradan,
elde edilir. Gorildigi gibi A+ (—1)- A =[-3,3] # 0 dur.

Yukaridaki érnekten anlagilacagy tizere Q¢ (R™) nin bir elemanimin —1 katinin
kendisiyle toplami birim eleman ¢ = {0} 1 vermek zorunda degildir. Bu ise
Qc (R™) ve Q (R™) kiime ailelerinin lineer uzay yapisina sahip olamayacaklarini
gosterir. Iste bundan dolay1 bu kiimeler ailesi, lineer uzay kavraminin kapsaml

genellegtirmesi olan quasilineer uzay yapisina uymaktadirlar, [24].

Uyar: 4.1.2. [24] Genel olarak Q¢ (R") de
A+p) - A=X-A+p-A
sarte saglanmaz. Ornedin; n =1 igin A = [—1,1] olsun.
(14 (-1)- -1 =0-[-1,1] = {0)

tken

L =11+ (<) - 21,1 = [=1,1) + [-1,1] = [-2,2]
olur ki {0} C [—2,2] oldugundan
I+ (-1)-[-,1]c1-[-L,1)+(-1)-[-1,1]

dir.

4.2 Quasilineer Uzaylar

Tamim 4.2.1. [30] X bostan farkl bir kime olmak tzere X dzerinde

Vr,y,z,v € X ve Va,B € R i¢cin asaqidaki sartlary saglayan bir “X7 kismi
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siralama bagintisi, bir “4+7 cebirsel toplama islemi ve bir “7 reel skalerle carpma

islemi tanimbiysa X kiimesine quasilineer uzay denir ve (X, =) seklinde gosterilir:

rt+y=y+zx
v+ y+2)=(x+y) +2;

x4 0 = x olacak sekilde bir 0 € X vardur.

(a+p) z=a-x+p x
cxy,z3v=>c+2=y+v
ry=a-r30-y

Burada 60, X in “+7 islemine gore birim elemanadar.

Uyar1 4.2.1. Dikkat edilirse quasilineer uzay kavram: sadece reel sayilar cismi
tizerinde tamimlanmastir. Ancak ¢alismalarimazin ilerleyen bélumleri, quasilineer
uzay tanvmunan genel bir K (R veya C) cismi tizerinde verilmesi gereksinimini
ortaya ¢ikarmastir. Bu yaklasiman interval-degerli data analizi ve sinyal islemedeki

uygulamalar a¢isindan daha uygun oldugunu gormekteyiz. Simdi bu tanwma verelim.
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Tanim 4.2.2. X bostan farklh bir kime olmak tizere X tzerinde Vx,y,z,v € X

ve Vo, B € K igin asagidaki sartlary saglayan bir “<X” kismi siralama bagintis,

bir “+7 cebirsel toplama islemi ve bir

won»

reel skalerle carpma islemi tanimlysa

X kiimesine K cismi dizerinde bir quasilineer uzay denir ve (X, X) seklinde

gosterilir:
xRz (4.2.1)
3y, yz=>r<z (4.2.2)
ry, yr=>c=y (4.2.3)
r+y=y+t+uw (4.2.4)
v+ y+2)=(x+y) +2 (4.2.5)
x + 0 = x olacak sekilde bir 0 € X vardar. (4.2.6)
a-(f-x)=(a-0) x (4.2.7)
a-(z+y)=a-z+a-y (4.2.8)
l-z=x (4.2.9)
0-2 =0 (4.2.10)
(a+pB) z=a-x+6 x (4.2.11)
xRy, zv=>x+z=y+v (4.2.12)
ry=a-r3a-y (4.2.13)
K ya X quasilineer uzayinin skaler cismi denir. Eger K = R ise X e reel

quasilineer uzay, K = C ise X e kompleks quasilineer uzay denair.

Ornek 4.2.1. [30] Her lineer uzay

Ty r=y

kismi siralama bagintist ile bir quasilineer uzaydar.
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Ornek 4.2.2. [30] E herhangi bir normlu lineer uzay olmak tzere E nin bostan
farkly tim kapali-sinarly altkimelerinin ailesini Q(E), E nin tim bostan farkl
kapali-sinarly ve konveks alt kiimelerinin ailesini Qo (E) ile gosterelim. Bu Q(E)

ve Qc(E) kiimeleri “C7 kismi siralama bagintise,

A+B={a+b:a€ Abe B}
cebirsel toplama islemi ve
M A={)la:a€ A}

skalerle ¢arpma islemleriyle birlikte birer quasilineer uzaydir. Burada eger E sonlu

boyutlu ise cebirsel toplama islemi
A+B={a+b:ac Abe B}
seklinde tanwmdir, yani kapanisa ihtiyac yoktur.

Ornek 4.2.3. a,b € R olmak tzere reel saylarn {x € R :a < x < b} seklindeki
bir alt kiimesine interval denir ve |a, b] seklinde gosterilir. R deki tiim intervallerin
kiimesi, R nin tum bostan farkl kapali-sinirly ve konveks alt kumelerinin ailesi
olan Qc(R) kimesidir. Ancak tez ¢alismasiy boyunca intervallerin uzayiny Iy ile

gosterecegiz. Iz kiimesi “C7 icerme bagintist,
[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
toplama islemi ve

Da,Mb] , A>0;
A-a, b =

\b,Xa] , A<0

skalerle ¢arpma islemi ile bir quasilineer uzaydar.
Lemma 4.2.1. [30] Bir X quasilineer uzayinda 0 elemani minimaldir. Yani,
r=<0=x=40

olur.
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Tamm 4.2.3. [30] Bir X quasilineer uzayinda ' +x = 6 olacak sekilde bir ' € X

var ise ' elemanina x in terst denir.
Eger ters eleman mevcutsa tektir.

Lemma 4.2.2. [30] Bir X quasilineer uzayinda her elemanin tersi mevcut ise X
deki kismi siralama bagintisy esitlik ile belirlenir ve dagilma ozelliklert saglanar.

Boylece X bir lineer uzay olur.

Ispat. z <y olsun. ¢/ </ oldugunu biliyoruz. (4.2.12) sartindan z+y' < y+1/
diyebiliriz. Kabul geregi her elemanin tersi mevcut oldugundan x + 3’ < 6 elde
ederiz. § minimal eleman oldugundan x+vy" = 6 olur. Ters eleman tek oldugundan
x = y dir. Boylece X deki kismi siralama bagintisi egitlik bagintisi halini alir. Bu
durumda (4.2.11) sart1 dagilma 6zelligi sartina dontigiir ve (4.2.12) ile (4.2.13)

sartlar1 otomatik olarak saglanir. Dolayisiyla X bir lineer uzay olur. O

Sonug 4.2.1. Her reel lineer uzay bir quasilineer uzaydir. Ancak bunun karsity

her zaman dogru degildir.

Sonug 4.2.2. Bir reel lineer uzayda (4.2.1)-(4.2.13) sartlarni saglayacak sekilde

bir kismi siralama bagintisy sadece esitlik ile elde edilir.
Ilerleyen konularda —z = (—1) - z esitligini kabul edecegiz.

Tanim 4.2.4. [36] Bir X quasilineer uzayinda x € X elemaninin tersi mevcut
1se x e reguler, mevcut degilse singiler eleman denir. X in tim reguler ve

singuler elemanlarinin kimeler siraswyla X, ve X, ile gosterilir.
Onerme 4.2.1. [36] Bir X quasilineer uzayinda her regiler eleman minimaldir.

Tanim 4.2.5. [36] X bir quasilineer uzay olsun. Y C X wverilsin. Eger Y kimesi
de X deki ayni islemler ve ayni kismi siralama bagintisiyla bir quasilineer uzay

teskil ediyorsa Y ye X in bir alt quasilineer uzays (kisaca alt uzay) denir.
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Ornek 4.2.4. E bir reel normlu lineer uzay olmak iizere Qo (E), Q(E) nin bir

alt uzayudar.

Teorem 4.2.1. [36] X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun. Y nin alt uzay
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x,y € Y ve hera, e Ricina-x+p-y€Y

olmasidar.
Bu teoremin ispati, klasik lineer cebirdeki karsiliginin ispatina oldukga benzerdir.

Lemma 4.2.3. [36] X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun. Y kimesindeki

her bir x elemanimin x' € Y olacak sekilde tersi mevcut ise Lemma 4.2.2 den'Y

ktimesi tuzerindeki kismi siralama bagintist “=" bagintisina donisiur. Bu nedenle

Y dizerindeki dagilma sartlary saglanir ve Y, X in lineer alt uzayr olur.

Tanmim 4.2.6. [36] X bir quasilineer uzay olsun. Eger bir x € X ig¢in

1se x elemanina stmetrik eleman denir. X in tim simetrik elemanlarinin

kumesi X4 ile gosterilir.

Teorem 4.2.2. [36] X,, Xy ve X U {0} kimeleri X quasilineer uzayimin alt

uzaylaridor.

X, Xave X;U{{0}} uzaylarina sirasiyla X in regiiler, simetrik ve singiiler

alt uzaylar: denir.

Uyar1 4.2.2. X,, X in lineer bir alt uzayr iken X, U {0} lineer olmayan alt

uzaydar.

Ornek 4.2.5. X = Iy olmak uzere,
V={{0}} U{la,b] :a <b, a,beR}
kumesi X n singuler alt uwzayidur. Ote yandan
W ={{a}:a e R}
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kumesi ise X in regiler alt uzayidir. Daha genel olarak herhangi bir E normlu
lineer uzayr i¢in a € E olmak iizere, her bir tek nokta kimesi {a} seklinde
yazilir. E nin tek nokta kimelerinden olusan bu aile hem Q(E) hem de Q¢ (FE)
atlelerinin regiler alt uzayr olup bu uzay E ye izometrik izomorfiktir. E nin
tek nokta kimelerinin ailesi E nin bir kopyasi olarak gorilebilir. Sozgelimi g
intervallerinin uzayinan regiiler alt uzayr R dir. Ayrica g nin regiler alt uzayimdaki

her bir elemana bir dejenere interval denir.

Simdi quasilineer uzaylarin 6nemli bir gesiti olan konsolide quasilineer uzay:
tanimini verecegiz. Bu uzaylarin en avantajli ozelligi, iizerinde bir i¢ ¢arpim
tanimlanabilmesine imkan vermesidir. Konsolide quasilineer uzay tanimini

vermeden once gerekli olan bazi tanmimlar1 verelim.

Tanim 4.2.7. [25] (X, <) bir quasilineer uzay, M C X wve x € M olsun.
‘X7 kwsmi siralama bagintisina gore x elemanindan once gelen M kimesindek:
tum reguler elemanlarin kumesine x elemanimn M deki zemini, x elemanindan
once gelen X kumesindeki tum reguler elemanlarn kiimesine x elemaninin X

deki zemini denir ve swaswyla FY ve F ile gosterilir. Buna gire
FM—{yec M, :y=uz}

ve
FY={yeX, :y=ua}

dir. Daha sade olarak bir x elemaninin X deki zemini F', ile gosterecegiz.

Uyari1 4.2.3. Lineer uzaylarda bir elemanin zemini sadece kendisinden olusan tek
nokta kumesidir. Bu nedenle zemin kavrama, lineer olmayan quasilineer uzaylarda

daha anlamlidur.

Tamm 4.2.8. [25] X bir quasilineer uzay ve M C X olsun. M kimesinin zemini,

M Eiimesindeki tim elemanlarin M deki zeminlerinin birlesiminden olusan kiimedir
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ve Fr ile gosterilir. Yansi,

Fu = u FM

rxeM z
dir.
M kiimesinin X deki zemini, M kimesindeki tum elemanlarin X deki

zeminlerinin birlesiminden olusan kiimedir ve Fiy ile gosterilir. Yani,

dir.
Bir X quasilineer uzayinin zemini ise X deki tim elemanlarin zeminlerinin

birlesiminden olusan kimedir ve Fx ile gosterilir. Yani,

dir.

Sonug 4.2.3. [25] Bir X quasilineer uzayimin zemini olan Fx kimesi X in bir

alt uzayidar.

Uyar: 4.2.4. [25] Bir X quasilineer uzayinda bir x € X elemaninn zemini olan

F', kiimesi alt uzay olmayabilir.

Tanim 4.2.9. [3/] Bir X quasilineer uzayinda her y € X i¢in sup F',, mevcut ve

y=supF, =sup{r e X, 2 <y}

77577 77577
oluyorsa X wuzayina konsolide (consolidate) quasilineer uzay aksi halde

konsolide olmayan (non-consolidate) quasilineer uzay denir. Burada

sup gosterimi ile kastedilen, supremumun “X7 bagintisina gore alinmasidar.
77j ”

Ornek 4.2.6. [34] E normlu lineer uzay olmak tizere Q (E) ve Q¢ (E) quasilineer

uzaylary konsolide quasilineer uzaylardir.
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Ayrica y = [-2,3] € (Iz)s U{{0}} elemans i¢in

sup {@ € (L), U{{01)), 2 S} = {0} £

dir. Bundan baska z = [1,3] € (Ig)s U {{0}} elemans i¢in x C z olacak sekilde
(Ir)s U {{0}} kimesinin hicbir elemans yoktur. O halde (Ig)s U {{0}} wuzawy,

konsolide olmayan quasilineer uzaydar.

Tanim 4.2.10. [34] X bir quasilineer uzay olsun. Eger X, bir Y konsolide
quasilineer uzayimn bir alt uzay ve Y, X i ihtiva eden en dar quasilineer uzay

1se Y ye X in konsolidasyonu denir ve bu uzay X ile gosterilir.

Bir bagka deyisle X in konsolidasyonu, X iiceren en dar konsolide quasilineer
uzaydir.

Bu tanimdan anliyoruz ki eger X =Y ise Y iizerindeki quasilineer uzay olma
iglemleri ve kismi siralama bagintisi, X tizerindeki iglemler ve siralama bagintisiyla
aymidir. Ayrica Z, X i alt uzay kabul eden bagka bir konsolide quasilineer uzay
ise Y, Z nin bir alt uzayidir.

Eger X konsolide quasilineer uzay ise X = X dir.

Ornek 4.2.7. X = (Ig), U {{0}} quasilineer uzaymin konsolide olmayan bir
quasilineer wuzay oldugunu biliyoruz. X in konsolidasyonunun Ig oldugunu
gosterecegiz: Simdi kabul edelim ki Z, X 1 alt uzay kabul eden ve g den farkh
bir konsolide quasilineer uzay olsun. Keyfi bir x € Ig alalim. x € Z oldugunu
gostermeliyiz. © € X ise durum asikardir. Cinki, kabule gore X, Z nin bir alt
uzayr idi. v ¢ X ise ¥ € (Ig), olmak zorundadir. O halde a € R olmak tizere
x = {a} seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki {a} ¢ Z olsun. Bu durumda her
e > 0igin [a—e,a+¢] € X ve dolaypswyla [a — e,a + ¢] € Z dir. Z konsolide

quasilineer uzay oldugundan her € > 0 i¢in
[a—c,at+el=sup{lyeZ,:yCla—e,a+el}
”g”
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dir. Bu bize her e > 0 i¢in u. C [a — &,a + €| olacak sekilde bir u. € Z, oldugunu
soyler. Buradan {a} € Z, oldugu sonucuna ulasiriz. Qinki aksi halde [a—e,a+€]

kiimesi bir kapali kiime olamaz ki bu da [a—e, a+¢| € X olmasu ile ¢eligir. Boylece

{a} & Z kabulii yanhstir. O halde
(Ig)s U {{0}} = Ie
dir.

—

Daha genel olarak Q¢ (R"), U {{0}} = Qc(R") dir.

4.3 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 4.3.1. [30] X bir quasilineer uzay olsun. Bir ||.||y : X — R fonksiyonu

her x,y € X i¢in

r#60=|zl][y >0 (4.3.1)
e +yllx < llzllx +llvllx (4.3.2)
loc- 2|l = [l - 2]l (4.3.3)
=2y = llzlx <lylx (4.3.4)

here > 0 dgin x R y+x. ve ||z <e
olacak sekilde en az bir x. € X var ise v =<y olur. (4.3.5)

sartlarny saghyorsa ||.||  fonksiyonuna X dzerinde bir norm, (X, ||.||y) ikilisine

de normlu quastlineer uzay denir.

Tanim 4.3.2. [30] X bir normlu quasilineer uzay olmak tzere her x,y € X ig¢in
hx (x,y)=inf{r>0:2<y+aj], y<z+a |aly <r} (4.3.6)

fonksiyonu X izerinde bir metrik tanmimlar. Bu metrige Hausdorff metrik ya

da norm metrigt denir. Burada a; ile kastedilen X quasilineer uzayimin r > 0
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saysina karsilik gelen ve ||af|| < v sartine saglayan elemans olmasidur. Eger bir
normlu quasilineer uzay, norm metrigine gore tam ise tam normlu quasilineer

uzay adiny alr.

Bir X normlu uzayinda herhangi z,y € X elemanlar1 icin
ry+(x—y) vey<z+(y—2) (4.3.7)

bagintilar1 dogru oldugundan, hy (z,y) degeri her zaman tamimhidir. Tamimdan
dolay1, V z,y € X i¢in hx (z,y) < ||z — y||y esitsizligi dogrudur. Ayrica her ne
kadar hyxy Hausdorff metrigi norm yardimiyla elde edilmis olsa da

hx (z,y) = ||z — y||x olmayabilir.

Ornek 4.3.1. [30] X bir reel tam normlu lineer uzay (bir reel Banach uzay)
olsun. Bu durumda X bir tam normlu quasilineer uzaydir. X @ quasilineer uzay
yaprsina kavusturan kismi siralama bagintisy esitlik bagintisidur. Diger taraftan,
eger X bir tam normlu quasilineer uzay ise ve ¥V x € X i¢cin bir ¥’ € X ters
elemant mevcut ise bu durumda X bir reel Banach uzayr olur ve kismi siralama

bagintisy esitlik bagintisina dontsir. Ayrica
hx (z,y) = [z — yllx
esitligi saglanar.
Ornek 4.3.2. [30] Ornek 4.2.2 de verilen Q(E) ve Qc(E) quasilineer uzaylart
I4llo = sup ol (433)

normu ile birer normlu quasilineer uzaylardir. E nin 0 merkezli ve r yaricapl

kapaly yuvary S.(0) olmak tizere bu uzaylar tzerindeki Hausdorff metrik
ho(A,B) =inf{r >0: AC B+ S,(0),BC A+ S,(0)}

seklindedir.
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Onerme 4.3.1. [4] 2 (R™) ve Q¢ (R™) wzaylars Hausdorff metrige gére tam ve

ayrilabilir metrik uzaylardor.

Ornek 4.3.3. [11] g intervallerin uzay: Gzerindeki norm (4.3.8) esitligiyle verilir.

x = [a,b] ve y = [c,d] intervalleri i¢in bu uzay tzerindeki Hausdorff metrik
h(J:?y) = ma’X{|a - C| ) |b - d’}
seklinde tanimiy h fonksiyonuyla kolayca belirlenebilir.

Lemma 4.3.1. [30] X bir normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve
reel saylarla ¢carpma islemleri Hausdorff metrige gore streklidirler. Ayrica X

tzerindeki norm fonksiyonu Hausdorff metrige gore streklidir.

Lemma 4.3.2. [30] Bir X normlu quasilineer uzay i¢in hx Hausdorff metrigi

asagqidaki ozelliklert saglar:

Va € R i¢in hx (a-z,a-y) = |a| - hx (z,7) (4.3.9)
hx (x+vy,z+v) < hx (x,z) + hx (y,v) (4.3.10)
l|z|lx = hx (x,0). (4.3.11)

Lemma 4.3.3. [30] X bir normlu quasilineer uzay olsun.

a) x, — xg, Yo — Yo ve ¥n € N i¢in x,, < y, olsun. Bu durumda zo = yo
olur.

b) x, — xg ve z, = xo olsun. Eger ¥n € N i¢in x,, <X y, =< 2, ise y, — To
olur.

c) Ty + Yn — x9 ve Yy, — 0 olsun. Bu durumda x, — o olur.

Tanim 4.3.3. [30] X bir normlu quasilineer uzay olsun. Eger

7l x < ||Bxllx = = < Bx (4.3.12)
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olacak sekilde X e ait bir Bx # 0 elemant var ise X normlu quasilineer uzayina

bir Q—wuzayr denir. Bu durumda t > 0 iken
|z||x < t||Bxl|lyx esitsizligi v <t- Bx bagntisine gerektirir.
X bir Q—uzay ise

BX : [0,—|—OO) — X

t— By (t)=t- By
bi¢iminde tanimlanan By doéniigiimii su sartlar1 saglar, [30]:
o 2 Bx (el ).
t <s= Bx(t) X Bx(s),
Bx (t) =t By,
Bx (t+s) = Bx (t) + Bx (s) .
Ornek 4.3.4. [30] E bir reel normlu lineer uzay ise Q(E) bir Q—uzayidor.

Uyar1 4.3.1. Normlu lineer uzay olan bir quasilineer uzay bir Q—uzayr degildir.

Clinki bir X normlu lineer uzayr i¢in
2]l < [lyll olmasiz =y

olmasim gerektirmez. Burada X normlu lineer uzayni quasilineer uzay yapisina

kavusturan kismi siralama bagintisinin “=" bagintise oldugunu hatirlayiniz.

Ornek 4.3.5. [30] S bir kompakt topolojik uzay, X ise bir tam Q—uzayr olsun.
C(S,X)={f:5— X|f sirekli}

fonksiyonlar kiimesini disunelim. Bu kime

fi S fa e Vs € Sigin fi(s) X fa(s)
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siralama bagintis,
(fr 4 f2) (s) = fi(s) + fa (s)
toplama islemi ve

(- f)(s) = a-f(s)

skalerle ¢arpma islemine gore bir quasilineer uzaydir. Bu uzay tzerindeki norm

||f||c = Iileag 1f (s)]l x

olup C (S, X)) bir Q—uzaydur.

4.4 Quasilineer ig Carpim Uzaylari

Quasilineer uzay teorisinin geligimi i¢in en 6nemli katkilardan biri [25]
numarali kaynakta quasilineer i¢ ¢carpim uzay1 ve Hilbert quasilineer uzay tanimi
yapilarak saglanmigtir. Bu kaynakta sadece reel quasilineer uzaylar i¢in quasilineer
i¢ carpim uzay1 tanimi verilmistir. Caligmalarin ilerleyen boliimlerinde kompleks
quasilineer uzaylar i¢in de bir i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlanmasi gereksinimi
ortaya ¢ikmigtir. Boylece bu boliime genel bir K cismi tizerindeki bir quasilineer

uzay icin i¢ carpim tanimini vererek baghyoruz.

Tanim 4.4.1. X, K cismzi tizerinde bir quasilineer uzay olmak tuzere X uzay bir
X konsolidasyonuna sahip olsun. Her x,y,z € X ve a € K i¢in asagqrdaki sartlar
saglayan bir { | ) : X x X — Q(K) fonksiyonuna i¢ ¢arpim fonksiyonu, X e

bu i¢ carpim ile birlikte quastlineer i¢ ¢arpym uzayr denir:

z,y € X, ise (z,y) € (QUK)), =K, (4.4.1)
(x+y,2) C(z,2) + (y,2), (4.4.2)
(az,y) = a(z,y), (4.4.3)

(z,y) = (y, ), (4.4.4)
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x € X, i¢in (x,z) >0ve (x,z) =01 =20, (4.4.5)

el = sup { I @ b)llg s a € FXbe FX)., (146)
x 2y veu=<vise (xr,u) C (y,v), (4.4.7)
Ve > 0 igin bir . € X vardwr oyle ki (4.4.8)

r2y+az. ve (xo,x.) C S (0) ise x 2y dir.
Burada S. (0) kimesi Q(K) da 0 merkezli ve € yaricapl bir kiireyi gostermektedir.

Uyari 4.4.1. Eger X bir lineer uzay ise (4.4.1)-(4.4.8) sartlar: bilinen i¢ ¢arpim
uzayr sartlarina dontistr. Boylece bir quasilineer i¢ carpim uzayimn, lineer ic
carpim uzaylarimin bir genellestirmesi oldugu soylenilebilir. Ayrica bir X
quasilineer i¢ ¢arpim uzaywmn regiuler alt uzayr olan X,., aym i¢c ¢arpim ile bir

(lineer) i¢ carpim uzayuder.

Tamim 4.4.2. [25] X quasilineer uzay: tzerinde x € X igin

2]l = /{2, 2)llg
esitligi norm tanimlar ve bu norma t¢ ¢arpvm normu denir.

Tanim 4.4.3. [25] Bir X quasilineer i¢ ¢arpym uzayr, i¢ ¢arpim normundan
tiretilen norm metrigi (Hausdorff metrigi) ne géore tam ise X e Hilbert

quastlineer uzay denir.

Ornek 4.4.1. [35] X bir lineer Hilbert uzay olsun. QX) quasilineer uzay,

A, B € Q(X) igin

(A,B)g = {(a,b)y :a € A bE B}

seklinde tanymly i¢ ¢carpim ile bir Hilbert quasilineer uzaydur. Eger X = C ise Q(C)

tzerindeki i¢  carpwm  tanvmanda  kapamisa  ihtiya¢  yoktur.  Chinki

63



{{a,b)¢ : a € A, b € B} kiimesi C nin kapals bir alt kimesidir. Yani Q(C) dzerindek:
¢ carpim

(A,B)y ={(a,b)c:a € Abec B}
seklinde verilir.
Lemma 4.4.1. [35](Shwarz Esitsizligi) X quasilineer i¢ ¢arpim uzayr olmak tizere
her x,y € X i¢in
Iz, )llo < llzllx llyll x
dar.

Onerme 4.4.1. [35] X bir quasilineer i¢ ¢arpim uzayr olmak tzere x, — x ve

Yn —> Y is€ (Tp, Yn) — (x,y) dir.

4.5 Quasilineer Operatorler

Tamim 4.5.1. [30] (X,S) wve (Y,=x) birer quasilineer uzay olsun.
T : X =Y donisimine asaqdaki sartlary saglamasy durumunda quastlineer

operator denir:

T(ax) =aT(x), Va€eR, (4.5.2)
ry S =T (1) T (22). (4.5.3)

X ve Y birer lineer uzay ise quasilineer operator tanimi klasik lineer operator

tanimiyla gakigir ve (4.5.3) sart1 kendiliginden saglanir.

Ornek 4.5.1.

Tx = x.]0,2]

ile verilen T : R —Q¢(R) dondsimi quasilineer bir operatordiir.
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Uyar: 4.5.1. Ornek 4.5.1 de verilen T donusumunin goriunti kumes: olan
R(T) ={z.[0,2] : x € R}

kimesi Qc(R) nin bir alt uzayr degildir. Gergekten [0,2] € R(T) i¢in
[0,2] —[0,2] = [-2,2] ¢ R(T) dir. Buradan su sonug¢ ¢ikariabilir: Quasilineer
operatorler quasilineer yapuyr korumayabilir. Quasilineer uzaylar arasinda tanimla
olan ve quasilineer yapupn koruyan operatérlere duyulan gereksinimden dolays

asagidakt tanime verecegiz.

Tanim 4.5.2. (X, <) ve (Y, =) bir K cismi dzerinde quasilineer uzaylar olsun.
T : X — Y donusimine asagidaki sartlar: saglamast durumunda lineer operator

denir:

T(xy + x2) =T (1) + T(22),
T(azx) =aT(z), YaeK,
vy Sxe = T(v1) < T(22).

Tanmimdan da anlagilacagi gibi quasilineer uzaylar arasinda tanimli her lineer

operator, bir quasilineer operatordiir. Ancak tersi dogru degildir.

Tamim 4.5.3. [30] X ve Y birer normlu quasilineer uzay olsun. T : X — Y

quasilineer dontsumu verilsin. Eger Vx € X icin
1T (@)lly <k-llzlx
olacak sekilde Ak > 0 reel sayist varsa T ye sinarly quasilineer operator denir.

Lemma 4.5.1. [30] X ve Y birer normlu quasilineer uzay olsun. T : X — Y

quasilineer operatori verilsin.
T swrhdir < T, 0 € X noktasinda streklidir.

Ayrica T nin 0 daki stirekliligi, T nin X tzerinde dizgiin sirekliligini gerektirir.

65



Simdi siirh quasilineer operatorlerin uzayimi tantyalim, [30]:
(X, ) ve (Y, %) birer normlu quasilineer uzay olmak tizere X den Y ye tanimh
tiim smirh quasilineer operatorlerin ailesi A (X,Y") ile gosterilir. A (X,Y") sinirh

quasilineer operatorler ailesi,

T <XTyVeeXiginT (z) < Ty (x)
seklinde tanimh kismi siralama bagintisi ve
+:AXY)xA(X)Y) = A(X,Y)
(T +Ty) (2) =T (x) + Tz ()
S RXAX)Y) = A(X)Y)
(- T)(x) =aT ()
iglemleri ile bir quasilineer uzaydir. Ayrica A (X,Y)

||THA: sup ”T(~T)||Y

llzll =1

normuyla bir normlu quasilineer uzaydir, [30].

Teorem 4.5.1. [30] X bir normlu quasilineer uzay, Y ise tam normlu quasilineer

uzay olsun. Bu durumda A (X,Y) bir tam normlu quasilineeer uzaydar.

X bir normlu quasilineer uzay olsun. X®, A(X,Q(R)) olarak ve X& ise

A(X,Qc(R)) olarak tanimlanir.

Tanim 4.5.4. [30] X den Qc(R) ye tanwmls bir quasilineer operatire quasilineer

fonksiyonel denir.

Teorem 4.5.2. X ve Xy birer tam quasilineer uzay, Y ise Xy in yogun bir alt
uzayr ve T 'Y — Xy dontisumi quasilineer uzaylar arasinda tanimiy sinirly lineer
bir operator olsun. Bu durumda her x € Y i¢in Tx = Tx olacak sekilde bir tek

T : X1 — X, sunarh lineer operatori vardu ve ||T|| = HTH dar.
Bu teoremin ispati klasik fonksiyonel analizdeki ispatina benzer sekilde yapilir.
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5. INTERVAL SINYALLER VE KOMPLEKS

INTERVALLERIN QUASILINEER UZAYI

5.1 Interval Sinyaller

Sinyal islemede dogadan gelen veya yapay olarak tiretilen bir sinyalin, zamanin
belli bir anindaki bilegeni bazi durumlarda tam olarak bilinemeyebilinir. Bu
sekildeki sinyallerin bir sisteme uygulandiginda beklenen degigimlerin ozellikleri
hakkindaki bilgiyi elde etmek oldukca zordur. Iste boylesi durumlarda gelen
sinyalin islenebilmesi i¢cin bu boliimde tanmitacagimiz “interval sinyal” kavrami,
sistemin cevabini belli bir araligin i¢ine alarak en giivenilir bilgiyi elde etmemize
imkan verir. Interval sinyaller icin gerekli analizlerin yapildig ve bu sinyallerin bir
sisteme uygulandiginda elde edilen verilerin incelendigi bu alani interval-degerl
sinyal isleme olarak adlandiriyoruz. Sinyal igleme alaninda intervalleri kullanma
fikri daha once datalar arasindaki baz iligkileri belirlemek amaciyla kullanilmigtir
[28, 29]. Ancak interval-degerli sinyal islemenin temelleri, ilk olarak bu tez
caligmasiyla atilmigtir.

Bildigimiz gibi klasik bir sinyal, R nin bir alt kiimesinden C ye giden bir
fonksiyon olarak tanmimlanir. Bu acidan bakildiginda bir interval-degerli sinyalin
tanimlanabilmesi i¢in sadece intervallerin uzayi olan Iy yetersiz kalmaktadir. Iste
bu ihtiyag bize, intervallerin uzayim da kapsayan ve i¢cinde kompleks intervallerin
de bulundugu bir uzayr tamimlamamiz gerektigini gostermistir. Herbir elemani
bir kompleks interval olan bu uzaya kompleks intervallerin uzay: diyoruz ve I¢
ile gosteriyoruz. Bu sayede bir interval sinyali, R nin bir alt kiimesiden I¢ ye
giden bir fonksiyon olarak tanimlhiyoruz. Eger bu alt kiime Z olursa bu sinyale
ayrik-zamanly interval sinyal, R olursa bu sinyale strekli-zamanly interval sinyal

diyecegiz.
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Interval sinyallerin analizinin yapilabilmesi icin matematiksel temellere
dayandirilmas: gerekir. Caligmalarimiz sonucunda I kompleks intervalerin
uzayinin bir lineer uzay yapisina sahip olmadigini gordiik. Bu boliimde I¢ nin, bir
onceki boltimde tanitilan ve lineer uzaylarin bir genellestirmesi olan quasilineer
uzay yapisina sahip oldugunu gosterecegiz. Quasilineer fonksiyonel analizin en
onemli parcasi olan Hilbert quasilineer uzay kavramu [35], interval sinyallerin
incelenmesi icin en etkili ara¢ olmustur. Bu kisimda quasilineer i¢ carpim
tanimindan yararlanarak [¢ tizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlayacagiz ve bu uzayin
bir Hilbert quasilineer uzay oldugunu gosterecegiz. Ayrica [33] numarah ¢alisma,

bu boliimde yapilan ¢aligmalar sonucu olugturulmustur.

5.2 ¢ Quasilineer Uzay1

[&, :c_,n} ve [%, x_s] birer interval olmak iizere, bir kompleks interval
v = [z, T7] +1i |25, 75 (5.2.1)

seklinde tanimlanir, burada ¢ = v/—1 kompleks birimdir. Daha acik olarak bir

kompleks interval
v={a+ib:a€ [z,T] b€ [2,,T,]} CC

alt kiimesidir. [ﬂ, x_r} ve [&, IE_S] intervallerine ise sirasiyla, z kompleks intervalinin

reel ve sanal kisumlar, denir. Ornegin,
r=[-3,2]+i[l,5]

bir kompleks intervaldir. Bu intervalin reel kismu [—3,2] ve sanal kismi [1, 5]
dir. Tammmdan da anlagilacagi gibi her interval, sanal kismi [&, x_s] = {0} olan
bir kompleks intervaldir. Boylece I intervallerin uzayi, I kompleks intervallerin
uzaymin bir alt kiimesidir. Ayrica (5.2.1) seklindeki bir # kompleks intervali igin

Ty = T, =1 Ve ¥, = T = s olabilir. Bu durumda x = [r,r] 4 ¢ [s, s| intervaline
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dejenere kompleks interval denir ve x = {r} + i{s} seklinde yazilir. O halde C,

e nin bir alt kiimesidir.
Teorem 5.2.1. Ic kompleks intervallerin kimesi,
v+y = ([e, 7] +i [2e 7)) + [y O] +1 [9,75)) (5.2.2)
= [2e+ 40 T+ ] +i [+ 40, T + T
={a+ib:a€ [z, +y. T +T), b€ [z, +ys, Ts + 75 }
ile tanimly cebirsel toplama islemi, A € C igin
Aex=X [z, 7] +i (N [2,,T)) (5.2.3)
={Xa+iXb:a€ [2,,7;], be 2,7}
ile taniml skalerle carpma islemi ve
r2y e [,%] €y ] ve (20T C [y 7]
seklindeki kismi swralama bagintisy ile C cismi tizerinde bir quasilineer uzaydir.

ispat. Oncelikle “C 7 icerme bagintisinin [ quasilineer uzayi tizerinde bir kismi

siralama bagintisi oldugu gozontine alinirsa her x,y, z € I¢ icin
=z,
ryveyzxriser =y

ve

r=yvey=ziser <z
ozellikleri saglanir. Ayrica
vty = [z, %) +i (2. 75]) + ([Yr, Ur) 4 [ys,T5))
= [z + 4 T+ Tr) i [20+ 40, T + T
= [t + 2. T + 7] +i [ys + 2,75 + T
= ([yr, W] + 1 [y, T5)) + ([0, 7] + i [25,75])

:y—|—1-
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ve

(@+y)+2={(z. 7] +i (2, 7)) + (9. Tr) +i [y, B+ ([2. 7] +i 2 7])
= (lze+u T+ 7] +i [z 4y T+ T + ([0 7] +i [207])
=z Yyt 2 T+ T+ 5| i1+ Y + 26T + 05 + 75
= ([zn.70] +i [z T)) + {([yn Tr) +i [y T)) + ([20, 5]+ [26, 7))}

=+ (y+2)

dir. [0, 0] dejenere intervali [g quasilineer uzaymin “+4 ”iglemine gore birim elemani

olmak tizere,

v+ 0 = ([2, 7] +i [2,75]) + (0, 0] + [0, 0])
= ([z 7] +10,0]) +i([z,, 7] + [0,0])
= [z 7] +i [z, 7]
=z
olup 6 = [0,0] + ¢[0,0] € I¢ dejenere kompleks intervali I¢ nin birim elemanidir.
Ote yandan \, u € C icin
A (p-z) = (M) -,

A(z4+y) = -z+ Xy,

ve

0-2 =1[0,0] +4[0,0] = 0

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica (A + ) - [z, %] C N [z, ] + p - [2,, 7] ve

A+ ) - [, 7] A [0, 7] + p- [, 7] oldugundan

A +p) -z =N+ p) - [0, 7] +0 (A + p) - [25,75])

ANzH+pu-x
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elde edilir. Simdi z < y ve u < v oldugunu kabul edelim. Bagintinin tanimindan
[2.77] € (90 %], [26T] € [y %) ve [un @] C [vn, 0], [us, @] C [vs, 75
dir. g bir quasilineer uzay oldugundan [ﬁ, x_r} + [%, u_r] C [&, E} + UT,U_T] ve

(26, T5) + [us, W) C [Ys, Us| + [s, 75| yazlabilir. Béylece
rtu=y+v
olur. Eger < y ise
{Aa+iXb:a€ [z,7,], be [2,T]} C{Ac+iXd:c€ [y, 7], d € [ys 5] }

oldugundan

Az = Ay

sonucuna ulagilir. (4.2.1)-(4.2.13) sartlar1 saglandigindan I¢ kompleks intervallerin

kiimesi C cismi tizerinde bir quasilineer uzaydir. O]

Ic quasilineer uzaymin regiiler ve singiiler alt uzaylar1 sirasiyla
(Ig), = {{a + b} : a,b € R}}

ve
(Ie), = ({0} U {2y, 7] +i [25, 7] 20 < T ve 2, < T}
dir. Ayrica (I¢), = C oldugundan I¢ nin regiiler alt uzayr C kompleks sayilar
kiimesi olarak goriilebilir.
Dikkat edilirse Ic C Q(C) dir. Gergekten z = [, %] + i [2,,T5] € Ig ise

1 = v/—1 kompleks birim olmak tizere
r={a+ib:ac [ﬁ,x_r] b e [ﬁ,x_s}}

seklinde yazlabilir. Teorem 2.1.11 den {a+ib: a € [ﬁ, :E_r] b e [&, ,CE_S:|} kiimesi
C nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan z € Q(C) olup I¢ C Q(C) dir. Ancak
I # Q(C) dir; sozgelimi A = {a + b : a®* + b* < 1} kiimesi Q(C) nin bir elemamn

iken bu kiime I¢ uzayimin bir elemani degildir.
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Ayrica I¢ nin (5.2.2) ve (5.2.3) de verilen iglemlerle ©(C) nin bir alt uzay:
oldugu ve Ig nin de I¢ nin bir alt uzay1 oldugu Teorem 4.2.1 yardimiyla kolayca

gosterilebilir.

Uyari 5.2.1. I kompleks intervallerin kiimesi, Q(C) nin bir alt uzay: oldugundan
bu tez ¢alismasy gorinti kimesi QU(C) olan fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar
uzerindeki bazi uygulamalar tzerine olusturulmustur. Bu sayede sadece interval
degerli fonksiyonlarla ugrasmak yerine daha genis bir perspektiften bakmamiz
saglayan kompakt kiime degerli fonksiyonlarla calisilmistir. Bu yontem interval
degerli fonksiyonlar icin elde edilecek sonuclarin daha da geneline ulasabilmemize

imkan vermastir.

Simdi Iz quasilineer uzaymin konsolide bir quasilineer uzay oldugunu
gosterecegiz. Bu sayede ¢ tizerinde bir i¢ carpim tanimlayacagiz ve daha sonra

bu i¢ carpimdan gelen normu belirleyecegiz.
Lemma 5.2.1. ¢ quasilineer uzay: konsolide bir uzaydar.

ispat. Her z = [&, I_r} +1 [&, ZE_S} € I¢ igin

F,={y={a}+i{b} € (Ie), : {a} C [2,, 7] , {b} C [z, T5]}

olmak tizere x = sgpF » oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle F, kiimesinin iistten
sinirlt  oldugu agllztlr. Zira x, F, kiimesi i¢in bir st smirdir. Simdi bir
z= [ﬁ, ZT] +1 [ﬁ , z_s} € I¢ elemanimin F', kiimesi icin bir bagka iist sinir oldugunu
kabul edelim. x < z oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Kabul edelim ki
x £ z olsun. Bu durumda ya [z,,7,;] € [2.%] va da [2,,7] € [z 7] di.
Eger [&, x_r} ¢ [ﬁ, z_T} ise bir a € [ﬁ, x_T] eleman1 vardir 6yle ki a ¢ [ﬁ, z_,.] dir.
Ayrica [%, x_s} € I ve Iy konsolide oldugundan {b} C [E? :E_S] olacak sekilde bir

b € [ay, 7, elemam vardir. Simdi y = {a} + i{b} € (I¢), elemanm goz éniine

alahm. y € F, oldugu agiktir. Ancak a ¢ [z, %] oldugundan {a} ¢ [z,,%] olup
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y £ z dir. Bu ise z nin F', kiimesi i¢in bir iist smur olmas: ile geligir. Ayrica
[&, x_s} ¢ [ﬁ, z_s} olmasi durumunda da ispat benzer gekilde yapilir. O halde

x X z dir. z € [¢ keyfi oldugundan

z=sup{y € (I¢), :y 2 x}
7?577
olup I¢ konsolide uzaydir. ]

Notasyon 5.2.1. Bdélum boyunca pratiklik acisindan x = [ﬁ, x_r] + 1 [%, a:_s},
Yy = [&7E} +1 [%,@} ve z = [ﬁ,z_r] +1 [ﬁ,z_s} elemanlar: i¢in [&,x_,,] = A,
[z %] = B, [y %] = C, [93%] = D, [z7] = B ve [2,%] = F olarak

alacagiz.

Teorem 5.2.2. z,y € ¢ i¢in

(@, y) = ([20, 7] +i (2,75, [y, Tr) + 1 [Ys: T5) ) (5.2.4)

= (20, %] [y W) + (26, %) (s, Ts) + ([ 75 [0, 0] — [0, 70] [, T5))

esitligi Ic uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlar ve e bu i¢c ¢arpim ile quasilineer ic

carpim uzayidar.

ispat. Oncelikle (5.2.4) esitliginin iyi tanimli oldugunu gosterelim. Iki intervalin
toplamia, farka ve carpimi islemleri kapali oldugundan
o0, 7] [ye, ) + (20 T] [y, 6] € Tve [z, T [y, B) = [, 7] 9, 5] € T dliv
Boylece (z,y) € I¢ dir. Ayrica Ig, ©Q(C) nin bir alt uzayr oldugundan
(z,y) € Q(C) olup (5.2.4) ile verilen egitlik iyi tammhdir. Simdi (4.4.1)-(4.4.8)
ile verilen i¢ ¢arpim aksiyomlarinin saglandigini gosterelim: a, b, c,d € R olmak

tizere Ic nin « = {a} +i{b} ve y = {c} + i{d} regiiler elemanlar i¢in

(z,y) = ({a} +i{b}, {c} +i{d})
= {a}{c} + {oH{d} +i({b}{c} — {a}{d})
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dir. Ix uzerindeki i¢ garpimin ilk sartindan
{a}{c}, {0H{d}, {b}{c},{a}{d} € Iz = R yazabiliriz.z O halde
(x,y) € Q(C), = C dir.
Her z,y, z € I¢ i¢in
(x+y,2)=((A+1iB)+ (C+iD),E+iF)
=(A+C+i(B+D),E+iF)
=(A+C)E+ (B+D)F +i[(B+ D)E—(A+C)F]
dir. Ayrica A, B,C, D, E, F € Iy ve Ig bir quasilineer i¢ ¢carpim uzay1 oldugundan
(x+y,2)=(A+C)E+ (B+D)F+i[(B+ D)E - (A+ C)F)|
CAE+CE+BF+ DF+i(BE+ DE — AF — CF)
= [(AE + BF) +i(BE — AF)|+ [(CE + DF) +i(DE — CF)]
= (z,2) + (y,2)

olur.

Her x,y € I¢c ve a € C i¢in
(ax,y) = ((A+1iB),C +1iD)
= (aA)C + (aB)D +i[(aB)C — (aA)D]
= a(AC) + a(BD) + i[a(BC) — a(AD)]
= a[AC + BD + i(BC — AD)]
= a(z,y)
(x,y) = (A+1iB,C +iD)
= AC + BD +i(CB — AD)

— CA+ DB —i(DA— CB)

= (y,r)
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dir.

Her z = {a} + i{b} € (I¢), i¢in

(2, 2) = ({a} +i{b}, {a} +i{0})
= {a}{a} + {0}{b} +i({b}{a} — {a}{0})

= {a® + v}
oldugundan (z,x) > 0 dir. Ayrica her z € I¢ igin
(r,2) =0 2=0

oldugu kolayca goriilebilir.

Ic konsolide quasilineer uzay oldugundan ]ITC = I¢ olup

[z, )| = sup{[t] - ¢ € (x,y)}
=sup{|t| : t € AC + BD +i(BC — AD)}
= sup{|tits + toly + i(tats — t1ty)| 1 t1 € Aty € B,t3 € C,ty € D}
= sup{|(t; +ito)(t3 — ity)| : t1 € At € B,t3 € C,ty € D}
=sup{|[({t:} + i{t2}, {ts} +i{ta})]| : t1 € A, ta € B, t3 € C,ty € D}

=sup{|[(a.b)[| : a = {1} +i{ta} € 5, b= {ts} +i{ta} € F,7}

elde edilir.
Simdi Ig nin & = [2,, %, | +i [z, 5| = A+iB,y = [y, Ur| +i [ys. Us| = C+iD,
U= [ﬂa u_r] +1 [%, u_s} = FE+iF vev = [&, v_r] +1 [E’ v_s] = G+1H elemanlar1 i¢in

x Sy ve u S v oldugunu kabul edelim. Kismi siralama bagintisinin tanimindan

ve
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yazilir. I iizerindeki i¢ ¢carpimin yedinci aksiyomundan AE C CG, BF C DH,

BE C DG ve AF C CH dir. Boylece
(r,u) = (A+1iB,E+iF)
= AE + BF +i(BE — AF)
CCG+ DH +i(DG - CH)
= (y,v)

olur.
S:(6), C nin 0 merkezli ve ¢ yarigapl kapali yuvari olmak {izere her € > 0 i¢in

r Sy+ . and (25, 2°) C S, (0) olacak sekilde bir

ryr R}

v = [25,7] +i [25,7E] A+ iB el
eleman1 mevcut olsun. x < y oldugunu gosterecegiz. (z¢, z¢) C S, (6) oldugundan
(2,29 = (A +iB, A+ iB)| = |AA+ BB +i(BA— AB)| < -

yazilir. | A||> < e ve || B||* < e oldugundan
|2°]l = lA+iB|| < |AI* + | B|I* < 2¢

elde edilir. Boylece normun son sartindan x < y oldugu sonucuna ulagilir. O]

Uyar: 5.2.2. ¢ dzerinde (5.2.4) esitligiyle tanamlanan i¢ ¢arpim, Ic nin regiler

alt uzayr olan C uzerindek: bilinen i¢ ¢arpim ile cakisir.

I[¢ tizerindeki i¢ carpimdan gelen norm
2| = |[(z, 2)]|"* = (sup{la +ib| : a € A, b€ B)"/? (5.2.5)

seklindedir. Burada A= [ﬂ, ZL‘_T} [ﬁ, ZL‘_T} + [&, x_s} [ﬁ, :TS} ve
B = 25,7 [20, 7] = [0, 7] [, 73] dir.

Simdi I¢c nin (5.2.5) esitligiyle verilen klasik normuna gére Banach uzayi
oldugunu gosterecegiz. Boylece I nin Hilbert quasilineer uzay oldugunu gostermis

olacagiz.
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Lemma 5.2.2. Herxz = [z,7], y = [g, y} € g ve a € K igin
h(az, ay) = |al h(z,y) (5.2.6)
dar.
ispat. Oncelikle
z=<y+a?, y=<z+a and HaEE)H <eg i=1,2 (5.2.7)

sartin1 saglayan (a(f),age)> ikililerinin kiimesini ve bunlarin normlar1 olan

(o

: ”aé‘g) H) ikililerinin kiimesini diigiinelim. Bu durumda

inf {oma {[of” ] o }}
= h(z,y)

:inf{gZO;xjy_FagE),ij_i_ags) ve ‘

(€)

€)
a,

a

aPH§a¢:1J}
yazilabilir. §imdi (5.2.7) de quasilineer uzay olma aksiyomlari olan (4.2.8) ve
(4.2.13) kullanarak elde edilen

ar S oy + oza(f), ay <X ar + ozaga) (5.2.8)

(e) ()

onermesindeki «ay”’ ve aay’ elemanlarimdan olusan (aags),aaés)) ikililerinin

kiimesini diiglinelim. Ayrica a # 0 olmak tizere

ar < ay+ abl?, ay < ax + &bés) (5.2.9)
)},

(5.2.9) da quasilineer uzay olma aksiyomlarmdan (4.2.8) ve (4.2.13) kullanarak

by

)

sartini saglayan bg‘f) ve bgé‘) elemanlarinin normlarindan olugan { (Hbf)

kiimesini disiinelim.

b(E) b(e)
TRyt —— y St =
o o
©) ©
elde ederiz. Buna gore b; ,bz ikilisi, <a§6), a;€)> ikililerinin olusturdugu kiimenin

bir elemanidir. Bu durumda bir (a&?, age)) € {(a&e), ag:))} eleman1 vardir oyle
3

0
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a )l « a

&) 5®) (©) ©)
ki (bl b > = <a§?, aé?) dir. Buradan blT = a&? ve - = aé? olup b = aag‘?

ve by’ = ozag? dir. Boylece

{ (bﬁe), b§€)> } - { <aa§€), ocage)) } (5.2.10)

yazabiliriz.

(5.2.8) ve (5.2.9) dan

{(aa&s),aag@)} C {(bgs),b§€)>} (5.2.11)

oldugu agiktir. Boylece (5.2.10) ve (5.2.11) den (5.2.8) ve (5.2.9) sartlarini saglayan
elemanlarin olugturdugu { (aags), aags)) } ve { (bge), bg€)> } kiimelerinin aymni

kiimeler oldugunu soyleriz.

Ayrica
(Haag‘g) ,)ozags) ) = (|a| Haf) | Haéa) ) = |a| ( af) ) aéd )
oldugundan
max{|a\ ‘ a?l, |al Hagg) } = |a| max{‘ |, [[af? }
ve
inf {\04\ max{Hage) a¥ }} = || inf {max{) al?|, ’aés) }}
e>0 e>0
dir. O halde

h (az,ay) = inf {5 >0:ar = ay+ b7, ay = az + b5 and HbEE)H <eg i= 1,2}
= inf {5 >0:ar < ay+ aad?, ay < az + aal and Haags)H <e i= 1,2}

:|a|inf{520:xjy+a§6),ij+a§6) and ||a®

gs,@':1,2}

= |a|h(z,y)
olur. ]

Teorem 5.2.3. I Hilbert quasilineer uzaydar.
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Ispat. I¢ nin (5.2.4) de verilen i¢ carpimin tirettigi norm olan (5.2.5) deki normun

tirettigi Hausdorff metrige gore tam oldugunu gosterecegiz.

x(”):[ﬂﬁ}Jﬂ[ () ()

olmak tizere (x(”)), I de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda Lemma 5.2.2 ve

Lemma 4.3.2-i7) den her € > 0 i¢in bir ng € N vardir dyle ki n, m > ng igin

o< ( F 2 ). (22 P )
] e ) s s 7 2 )
) ([P, [, )

dir. Boylece

h <[x£”),a:7(»n) , [:cfnm),x,(nm) ) <e
ve

h <[£, z{M , [xgm),q:gm) ) <e€

dir. Bu ise ( (n )) ve (q:s ) dizilerinin Iz de birer Cauchy dizisi olmasi demektir.

Iz tam metrik uzay oldugundan

™ = [a, @], n — oo

T

ve

a:g")—> [l_),ﬂ, n — 0o

dir. Simdi bu limit noktalarini kullanarak

x = [a,a] + i [b,b]
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elemanim tanimlayalim. Yine Lemma 5.2.2 ve Lemma 4.3.2-ii) den

B2, 2) = h ([x(")m +i [xgm,@} Ja,a+i[b0])

< ([ ) ) 0 (s o272
< ([a0 2] ) + 0 ([0 20]. [03])

h =0 a =0 i
— 0

olur. Boylece [ﬂ, 2| + i [&, M| - la,al + 1 [Q,l_)} olup (x(n)) dizisi x

noktasina yakinsaktur. (:U(")) dizisi keyfi bir Cauchy dizisi oldugundan I¢ tamdir.
]

5.3 Interval Sinyallere ili§kin Bir Uygulama

Sinyal iglemede bazen bir sinyalin frekans ve zaman bilegenleri tam olarak
bilinemeyebilir. Fakat bu veriler icin bir alt ve bir de {ist smir belirlenebilinir. Iste
boylesi durumlarin olugturdugu bir model, bir interval sinyal ile temsil edilebilir.
Ayrica boylesi belirsizlik durumlarinda sinyal iglemenin yapilabilmesi i¢in bilinen
matematiksel analiz araclardan daha fazlasina ihtiyag duyulmaktadir. Bu noktada
interval sinyal kavrami ve kompleks intervallerin uzay1 gelen sinyalin iglenebilmesi
i¢in etkili araglar olmustur.

Simdi reel kismi tam olarak belirlenen ve sanal kismi tam olarak belirli olmayan
fakat belirlenen bir alt ve bir iist sinir sayesinde sanal kisminin bir intervalle temsil

edildigi

0 , nel;
T, =
n+i[—1,sin 5], diger

seklinde verilen sinusoidal bir (x,) sinyalini géz 6ntine alalm. Bu sinyal agik

haliyle

r=(z,) =(.,0,0,0,i—1,0

—

3
,1+i[—1,sin g], 2 +4[—1,sin 7], 3+4[—1,sin g]...)
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seklindeki ayrik-zamanh interval sinyaldir. Dikkat edilirse intervallerin kullanimi
giktilarda smirli bir belirsizlik saglar. Simdi kabul edelim ki bu z c¢iktist bir
sistemin impuls cevabi olsun. Yani, x bir filtre olsun ve x ¢iktisini iireten LSI-sistemi
belirleyelim. Aradigimiz LSI-sistem, ayrik-zamanli bir interval sinyali yine
ayrik-zamanli interval sinyale dontigtiiren bir 7' lineer doniigimiidiir.

1 ,n=0

Op = ner
0 , diger

ile verilen ve impuls olarak adlandirilan

6= (6,) = (...,0,[1],0,..)

Kronecker delta dizi igin

T ==x
olacak sekildeki T" dontigiimii
o -

-0 0 0 0
-0 i[—1,0] 0 0

T = -0 0 1 +i[—1,sin §] 0
-0 0 0 2 +i[—1,sin7]
-0 0 0 0

seklinde sonsuz kompleks interval matris formundadir. Gergekten bu matrisin

impuls ile matris carpimi
. . LT . : . . 3w
T()=(...0,0,i[—1,0],1 +i[—1,sin 5], 2 +i[—1,sin7],3 +i[—1,sin 7]) =z

dir. Ayrica boylesi sistemleri quasilineer sistemler olarak adlandiriyoruz.
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6. L*(R,Q(C)) HILBERT QUASILINEER
UZAYI VE BU UZAY UZERINDEKI BAZI

ONEMLI OPERATORLER

Bu kisimda oncelikle 1 < p < oo olmak iizere LP(R,Q(C)) uzaymu
tanmimlayacagiz. Bu uzayim bir Banach quasilineer uzay1 oldugunu gosterecegiz.
Ayrica p = 2 igin L*(R,Q(C)) uzay1 iizerinde Aumann integralini kullanarak
bir i¢ ¢carpim tanimlayacagiz ve bu uzayin bir Hilbert quasilineer uzay oldugunu
gosterecegiz. Bu sayede L?(R, Q(C)) uzay iizerindeki 6nemli operatorlerden olan
oteleme, degistirme ve genigletme operatorlerini ve bir sonraki bolimde de
kiime-degerli Fourier déniigiimiinii tanimlayacagiz. Ayrica [34] numarah ¢alisma,

bu boliimde yapilan ¢aligmalarin bir sonucu olarak olusturulmustur.

6.1 L’(R,Q(C)) (1 <p < oo) Uzaylar1 Uzerindeki Quasilineer

Yap1

Tamim 6.1.1. 1 < p < oo olmak tzere LP(R,Q(C)), R dzerinde tanvml
Q(C) degerli, dl¢iilebilir ve

J1F@)da

Lebesque integrali mevcut olan F' kiime-degerli fonksiyonlarin kimesidir. Yani,
LP(R,Q(C)) ={F : R =Q(C) | F olgiilebilir ve / | F(2)]|g dx < oo}
R
dar.
Teorem 6.1.1. 1 <p < oo i¢in LP(R, Q(C)) kimesi,

(F1 + F2)(z) = Fi(z) + Fa(x),

82



1slemlert ve
Fy < F, & Fi(x) C Fy(z), hemen hemen her x € R i¢in

kismi siralama bagintisiyla C cismi tizerinde bir quasilineer uzaydar.

Ispat. Oncelikle 1 < p < oo icin F,G, H € LP(R,Q(C)) olmak iizere, “C” icerme
bagintisinin Q(C) quasilineer uzay {izerinde bir kismi siralama bagmtisi oldugu

gbz oniine alinirsa

F <@,
F<Gve(G@<Fise F=G

ve

F<<GveG<Hise F < H

ozellikleri saglandigindan “< 7 bagmntist LP(R, Q(C)) kiimesi fizerinde bir kismi

siralama bagintisidir. Ayrica
F+G=G+F,

F+(G+H)=(F+G)+H,

0, sifir sabit fonksiyonu olmak iizere

Fi6=F
a, 8 € Cigin
a(fF) = (ab)F,
a(F + G) = aF + oG,
1F=F
ve
0F =46
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esitliklerinin saglandig: kolaylikla goriilebilir. Ote yandan hemen hemen her z € R

ve «, f € C i¢in
((a+ B)F)(z) = (a+ p)F(z) C aF(z) + fF(x) = (aF + SF)(x)

oldugundan

(a+ B)F 2 aF + SF

dir. F} X Fy ve G; = G5 olsun. Bu durumda hemen hemen her x € R icin
Fi(z) C Fy(x) ve Gi(z) € Gy(z) olup Fi(x) + Gi(x) C Fy(z) + Go(z) dir. O
halde

Fi+ G, 2 F+ Gy

dir. Ayrica F' =< G ise hemen hemen her x € R i¢in F(z) C G(x) olacagindan
a € C igin de aF(z) € aG(z) olur. Boylece hemen hemen her z € R igin

(aF)(z) C (aG)(x) olacagindan
aF <X BG
dir. Boylece LP(R,2(C)), 1 < p < oo kiimesi bir quasilineer uzaydir. O

Simdi LP(R,Q(C)), 1 < p < oo quasilineer uzaymin regiler elemanlarini

belirlemeye ¢aligalim.

Fe(Il’R,QQC), o F-F=0&F@)—Fx)={0},VzeR
< Fr) e QC),=C,VzeR
dir. Boylece agagidaki sonuglar1 verebiliriz.
Sonug 6.1.1. 1 < p < 00 i¢in
(L7 (R, Q(C)))r = LP(R,Q(C),) = L*(R,C) = L*(R)

dir. Yani LP(R,Q(C)) wuzayimin regiler alt uzay, LP(R) wuzayina izometrik

izomorfiktir.

84



Sonug 6.1.2. Eger F € LP((R,Q(C))), ise bu durumda F nin bir tek selektiori

vardwr ve o selektor de kendisidir.

Onceki boliimlerde de bahsedildigi gibi quasilineer uzaylar arasinda konsolide
quasilineer uzaylar baz o6zelliklere sahiptir. Bu o6zelliklerden belki de en 6nemlisi
konsolide bir quasilineer uzayin, iizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlanabilmesine imkan
vermesidir. L*(R,(C)) uzay1 iizerinde bir i¢ ¢arpim tammlayabilmek igin bu

uzayin konsolide bir uzay olmasi veya konsolidasyonunun mevcut olmasi gerekir.
Lemma 6.1.1. 1 < p < oo i¢in LP(R,Q(C)), konsolide bir quasilineer uzaydar.
Ispat. Her F € LP(R,Q(C)) igin
F= sgp{G € LP((R,Q(C))), : G =X F}
oldugunu gosterecegiz. Yan;
Fp={G:R—=Q(C), : G(r) C F(zr) hemen hemen her z € R i¢in}

olmak iizere F = sgpFF oldugunu gostermek istiyoruz. F'r kiimesinin tistten
sinirli oldugu agzlktl_r. Zira F, Fp kiimesi icin bir st smnirdir. Simdi bir
H e L’(R,Q(C)) elemanmin Fg kiimesi i¢in bir bagka iist sinir oldugunu kabul
edelim. F' <X H oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Simdi kabul edelim ki
F £ H olsun. Bu durumda bir zp € R vardir 6yle ki F(zo) € H(z) dir. O
halde zy € F'(xg) iken zy ¢ H(xo) olacak sekilde bir zo € C vardir. Buradan
{20} C F(xo) iken {z0} € H(xo) oldugunu soyleriz. Simdi G : R —Q(C),,
G(z) = {20} fonksiyonunu tammlayahm. G € Fg oldugu aciktir. Ancak
{20} € H(zp) oldugundan G £ H dir. Bu durum H nmin Fp kiimesi i¢in bir st

sinir olmasit ile geligir. O halde F' < H dir. H keyfi oldugundan ispat tamamlanmig

olur. L]

Simdi 1 < p < oo olmak tizere LP(R,Q(C)) quasilineer uzay: iizerinde bir
norm tanimlayacagiz. Tanimlayacagimiz bu normun, norm sartlarim sagladigin

gostermek icin kullanacagimiz agagidaki lemma ve 6nermeleri verecegiz.
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Lemma 6.1.2. 1 <p < oo i¢in F,G € LP(R,Q(C)) olsun. Eger h € SP(F + G)

ise bu durumda bir f € SP(F) ve bir g € SP(G) elemanlar vardiwr dyle ki
h=f+g

dir.

Ispat. 1< p < coicin F,G € LP(R,Q(C)) ise

SP(F+G)={h:R—=C: /|h(az)]dw < oo ve Yz € Rigin h(x) € (F+ G)(z)}

olur. h € SP(F + G) ise her x € R igin h(z) € F(x) + G(z) dir. Bu durumda z e

bagl bir a, € F(z) ve bir b, € G(z) elemanlar vardir dyle ki
h(z) = a; + b,

dir. Her bir z € R igin bir a, € F(z) ve bir b, € G(z) elemanlarmin mevcut
olmasindan dolay1 f : R — C, f(z) = a, ve g : R — C, g(x) = b, fonksiyonlar
iyi tammhidir. Boylece her z € R i¢in f(z) € F(z) ve g(z) € G(x) oldugundan
h(z) = f(z) + g(x) olup

h=f+g
seklinde yazilabilir. Ayrica Q(C) tizerindeki normun tanmmmindan her z € R igin

[f(@)] < [[F(2)llg ve [9(x)] < [|G(2)]| dir. Buradan da

Jis@ras < [1p@)sds
[la@r s < [ 16615 ds

yazariz. F,G € LP(R,Q(C)) oldugundan [ |f(z)["dz < oo ve [|g(z)]’dx < oo
R R

olup f € SP(F) ve g € SP(G) dir. O

Onerme 6.1.1. 1 < p < o0, F € LP(R,Q(C)) ise F nin tiim olgiilebilir selektorleri

LP(R) ye aittir. Béylece 1 < p < oo i¢in SP(F) C LP(R) dir.
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Ispat. f, bir F € LP(R, Q(C)) kiime-degerli déniisiimiiniin 6lciilebilir bir selektérii
olsun. Bu durumda her z € R icin f(z) € F(z) olup |f(x)| < ||F(x)], dir.

Fe LP(R,QC)),1<p<oove
/ @) de < / |F(@)|l, da
R R

oldugu goz 6ntine ahmirsa [ | f(x)|” dz < oo oldugunu soyleriz. Ayrica f 6lgiilebilir
R

oldugundan f € LP(R) sonucuna ulagilir. Bu ise 1 < p < oo igin SP(F) C LP(R)

olmasi demektir. OJ

Lemma 6.1.3. A, C kompleks sayilar kiumesinin simrl bir alt kimesi ise

|A| = {]a| : a € A} olmak tizere
sup |A| = sup |A|
dar.
ispat. A, C kompleks sayilar kiimesinin sinirhi bir alt kiimesi olsun. Smirh bir

kiimenin kapamgi da sinirh olacagindan {|a| : @ € A} ve {|a| : a € A} kiimelerinin

supremumlar:t mevcuttur. Simdi
a =sup{la| :a € A}
ve
B={lal:a € A}

diyelim. {|a| : a € A} C {]a| : a € A} oldugundan o < 3 dir. Simdi kabul edelim
ki B> a olsun. Bir ty > 0 ve bir ¢ € A vardir dyle ki @ < ty < 3 ve || = t, dur.
¢ € A oldugundan a, — ¢ olacak sekilde A kiimesinde bir (a,)>, dizisi vardir.

a, — c ise mutlak deger fonksiyonunun siirekliliginden |a,| — |¢| = to dir. Ayrica
to < sup|a,| < sup{la|:a € A} = «
neN

yazilabilir. Bu ise a < t3 olmasi ile celigsir. O halde § < «a dir. Bu ise

sup |A| = sup ‘Z‘ oldugunu ispatlar. O]
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Teorem 6.1.2. 1 < p < oo olmak tzere
1/p

1l o = {/ |[f(2)[" d - f € SP(F)} (6.1.1)

Q

esitligi LP(R, Q(C)) dzerinde norm tanimlar ve boylece LP(R,Q(C)) bir normlu

quasilineer uzaydur.

ispat. Ik olarak (6.1.1) esitliginin iyi tanimh oldugunu gosterecegiz. Bunun igin

{[1f(@)[Pdz : f € SP(F)} kitmesinin Q(C) nin bir eleman: oldugunu gostermeliyiz.
R
Onerme 6.1.1 den [ |f(z)dz < oo oldugundan {[|f(z)[Pdx : f € SP(F)}
R R

kiimesi C nin siurl bir alt kiimesidir. Lemma 2.1.3 den { [ | f(z)[" dx : f € SP(F)}
R

kiimesi de sinirlidir. Ayrica kapanig isleminden dolayr bu kiime kapalidir. Boylece

{[1f(x)]Pdx: f € SP(F)} kitmesi C nin kapal ve smirh bir alt kiimesi olup Q(C)
R
nin bir elemanidir. Simdi (6.1.1) esitliginin (4.3.1)-(4.3.5) sartlari sagladigini

gosterelim.

e F % 0 olsun. Bu durumda en az bir z € R igin F(z) # {0} dwr. F(x) # {0}
oldugundan ve Teorem 3.3.1 den F' nin Olgiilebilir bir f selektorti vardir
Syle ki f # 0 dir. Onerme 6.1.1 den f € LP(R) dir. || f||, = ([ | f(2)|" d)"/?
esitliginin LP(R) {izerinde bir norm oldugu hatirlanilirsa f # (]? iken || f]|, # 0

olup [ |f(x)|"dz # 0 dir. Boylece Q(C) tizerindeki normun ilk sartindan
R

1/p

1Bl = | 1f@Pde: g e spE)Y| - 20

Q

elde edilir.

o [ € LP(R,Q(C)) ve A € C olsun. Onerme 6.1.1 den her f € SP(F) icin

f € LP(R) olup

(/ AF(@)I d)' 7 = ] ( / |f(@)[P da)M?

R
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dir. LP(R) tizerindeki normun ikinci sartindan

1/p

APl = |{ [ M@ d: £ € 50(F))

Q
1/p

— |l / @) de: f e S(F))

Q

dir. Lemma 2.1.2 den

1/p 1/p
l W [l an: g esemn| = | [ 1@ s e sy
R Q R Q
olur. Q(C) tizerindeki normun ikinci gsartindan
1/p 1/p
[ 1@ e g e sy =N [ 1r@Pdes £ e sy
R Q R Q

dir. O halde
IAF Lo = A Fl

elde edilir.

1/p

F+GlL

{/ h(z)[ dz < h € SP(F + G)}

Q
olup Lemma 6.1.2 den

1/p

|IF+ G”L;D =

{ / @)+ g@) da: | € SP(F), g € S/(G)}

Q
dir. f € SP(F),g € SP(G) ve F,G € LP(R,Q(C)) oldugundan Onerme 6.1.1

den f,g € LP(R) dir. LP(R) {izerindeki normun ii¢iincii sartindan

(/ |f(z) + g(z)|P dx)/P < (/ |f(x)[? dz)"/? + (/ lg(2)|P dx)? (6.1.2)

R
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yazilir. Ayrica (C) {izerindeki normun tanimimdan ve (6.1.2) esitsizliginden

1 / @ de) - f € S} + {( / g(0) de)tlo : g € S7(G))

{ / @) + @) da: | € SP(F),g € S/(G))}

Q
p

< |l / (@) de) Ve + / g(@)P de)io - f € SP(F),g € S7(C)}

Q
p

Q

elde edilir. 1 < p < oo olmak tizere sinirh bir A alt kiimesi i¢in
sup{la|*’” : a € A} = (sup{|a| : a € A})"/?

oldugu hatirlanilirsa Q(C) tizerindeki normun ti¢iincii sartindan

<

p

([ 1@ anye: g e s+ ([ lo@P dayn: g € $7(6))

Q

—~

+

)p

Q

([ 1@y g e srr))

([ lg@P sy g e r(6))

Q
1/p

_|_

1/p

)P

— (| / F@de: f € S7(F))

{ / 9(@) dz - g € SP(G))

Q Q

dir. Bu son esitsizligin sol tarafi [|[F' + G||” ve sag tarafi ise (||F|| + ||G||)?

dir. Boylece
I1F+ Gl < [IF]l+ Gl

dir.
e F' < G olsun. Bu durumda hemen hemen her x € R igin F(x) C G(x) dir.

Ayrica 1 < p < oo olmak tizere SP(F') C SP(G) oldugu agikga goriilebilir.

Bu ise

{ / @ de: f e SP(F))C{ / 9(@)Pdz: f € S/(G))
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olmasini gerektirir. Q(C) {izerindeki normun dordiincii sartindan

(Juwra:sesmy| < | [lora: e s

Q Q

ve boylece

1] e < NGl

olur.
Son olarak “Ve > 0 i¢in IF. € LP(R, Q(C)) vardir 6yle ki
FXG+F.ve |F;, <c¢€

olmasinin

F<d

olmasimi gerektirdigini ” gosterelim. Hipotezden hemen hemen her z € R
icin
F(z) € G(z) + Fe(x) and || Fo|" < &
oldugunu soyleriz. Simdi kabul edelim ki ' £ G olsun. Bu durumda bir
z € Rigin F(z) € G(z) dir. O halde bir a € F(z) eleman vardir 6yle ki
a ¢ G(z) dir. G(z) € Q(C) oldugundan G(z), C nin kapal bir alt kiimesidir.
Boylece
h(a,G(z)) = i f)|a—b| #0

n
beG(z

dir. §imdi [|F.(x)||, = K diyelim. Hipotezden
e = [h(a, G(z)) = K]

sayist i¢in de bir F. € LP(R,Q(C)) vardir 6yle ki F(z) C G(z) + F.(x) ve

| Fe||7, < eP dir. Ayrica a € F(z) oldugundan a € G(x)+ F.(z) dir. O halde

bir b € G(x) ve bir a. € F.(x) vardir 6yle ki a = b+ a. dir. Boylece
0=la—(b+a)| > la =0 —fac|| = |h(a, G(z)) — K| = ¢

91



olur ki bu bir geligkidir. Sonug olarak
FXG

oldugu gosterilmis olur.

6.2 L*(R,Q(C)) Hilbert Quasilineer Uzay1

Simdi Tamim 4.4.1 i kullanarak L?*(R, Q(C)) quasilineer uzay: iizerinde bir ig

carpim tanimlayacagiz.

Teorem 6.2.1. F,G € L*(R,Q(C)) i¢in

(4)

(F,G) :/<F(:p),G(x)>de (6.2.1)

esitligi L*(R, Q(C)) dizerinde i¢ carpim tanamlar ve boylece L*(R, Q(C)) quasilineer

i¢ ¢arpvm uzayder. Ayrica Aumann integrali tanvma kullanilarak (6.2.1) egitligi

(A)
(F,G) = / (F(x),G(2))qdr = { / (f(2),g(x))ode - f € S*(F),g € S*(G))

(6.2.2)

olarak verilir.
ispat. Oncelikle (6.2.1) esitliginin iyi tanimh oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in
Upc: R =Q(C), Upa(x) = (F(x),G(x))q (6.2.3)

seklinde tanimh Up ¢ fonksiyonunun Aumann anlaminda integrallenebilir oldugunu
ve bu fonksiyonun Aumann integralinin €(C) nin bir elemani oldugunu gosterecegiz.
Ur ¢ fonksiyonu kapali degerli oldugundan Teorem 3.3.1 e gore Up ¢ nin 6lgtlebilir
bir selektére sahip oldugunu soyleyebiliriz. Boylece bu fonksiyon Aumann

anlaminda integrallenebilirdir. §imdi Up ¢ fonksiyonunun Aumann integralinin
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Q(C) ye ait oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in ilk olarak Ug¢ nin integrably
siirh bir fonksiyon oldugunu gosterecegiz. Integrably siirh bir fonksiyon tanimina
gore B = {a € C : |a|] < 1} olmak tizere eger hemen hemen her x € R igin
Urc(z) C f(x)B olacak gekilde integrallenebilir bir f : R — R fonksiyonu
bulabilirsek Ur ¢ nin integrably smirh bir fonksiyon oldugunu gostermis olacagiz.

Q(C) tizerindeki normun tanimindan

1Ura(2)llg = I{F(2), G(x))oll = sup{l{as, ba)c| - ax € F(x), b € G(2)}

yazilabilir. Her bir € R i¢in Up () kompakt bir kiime oldugundan x e bagh

bir a2 € F(z) ve bir b € G(z) elemanlar1 vardir 6yle ki

1Ura(x)]lo = I{F(x), G(@))gll = [{a2, 12|

dir. Simdi her bir x € R sayisma a® € F(z) ve 1Y € G(z) elemanlarinin kargihk

gelmesi miinasebetiyle

) TxT

fR=R, f(z)=|(a b0><c‘

fonksiyonunu tanimlayalim.

/f dx</|f |dx—/\<ax, m>C\dx—/||UFG ||de—/|| ol dz

(6.2.4)
olup Lemma 4.4.1 ve Holder esitsizliginden
/ I(F(@), Glaall do < [ (IF @) |G @) o) < ( / 1P @)l do) / IG @) o)
R
(6.2.5)
olur. F,G € L*R,Q(C)) oldugundan (6.2.4) ve (6.2.5) esitsizlikleri f nin
integrallenebilir olmasim gerektirir. Ayrica her bir € R i¢in f(z) = [(a2, b2)¢|

oldugundan

”UFG' ”Q - |<CL$, x>(c| - |<aa:> $>(C| HBHQ - ||f( )BHQ
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olur. B, Q(C) yi Q-uzay1 yapan eleman oldugundan her =z € R igin
Urc(z) C f(z)B olur. O halde Up integrably simirh bir fonksiyon olup Teorem
3.4.1 den Upg nin Aumann integrali kompakttir. Boylece (6.2.1) esitligi iyi
tammmhdir. §imdi (6.2.2) esitliginin saglandigini gosterecegiz. Ur ¢ kiime-degerli

doniigiimiine Aumann integralini uygularsak

(A) (A)
(F,G) = / (F(x), G(x)), dx = / Upe(x)dz = { / W)z h e SUna))

olur. Oncelikle U r nin selektorlerini aragtiriyoruz. A : R — C fonksiyonu Up g

nin bir selektorii olsun. Bu durumda her x € R igin
W) € Upg(z) = (F(x), G(x))q
dir. Q(C) tizerindeki i¢ ¢arpimin tanimindan
(F(2), G(z))q = {(z,w)¢ : 2 € F(x),w € G(x)}

dir. Bu durumda

h(z) = (25, wy) ¢
olacak sekilde z e bagh bir 22 € F(zx) ve bir w? € G(z) vardir. Simdi f : R — C,
flx) = 22veg: R - C, g(xr) = w? fonksiyonlarmi tanimlayalim. h bir

fonksiyon oldugundan f ve g iyi tammhdir. f € S?(F) ve g € S*(G) oldugundan

f,g9 € L*(R) dir. Ayrica her x € R igin

yazilabilir.

/ o = | [ e g@neds < [ 1@ gl ds = [ |75 do

R R

ve Cauchy-Shwarz esitsizliginden

/ 7)ot do < ( / [F(@)F du)( / lg(x)|* dz)'/? < oo

R
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olur. Bu ise h € S(Up) olmasi demektir. Sonug olarak F' ile G nin i¢ ¢arpimi
(4)
(F.G) = [ (F(2),G(x))qdx = {/ (f(x),9(x))cdz: f € S*(F),g € S*(G)}
R R

olarak hesaplanir. Simdi (6.2.1) esitliginin Tamm 4.4.1 de verilen ig¢ carpim

aksiyomlarinin sagladigini gosterelim:
& Ejer F,G € L*(R,Q(C)) ise (F,G) € Q(C), = C dir:

Eger F,G € L*(R,Q(C)) ise Sonug 6.1.1 den

(F,.6) = [ (Fla), ), do = / (F(z),G(2))e dz = / F(2)Ga)de

(4)
R R R

olur. Ayrica L*(R) tizerindeki

(F.G) = / F(2)Gla)da

R
esitliginin kompleks-degerli oldugunu hatirlarsak (F,G) € Q(C), = C oldugunu

soyleriz.
& (F+G H)=(F H)+ (G H):

Q(C) tizerindeki i¢ carpimin ikinci sartindan ve Onerme 3.4.1 den

(F+ G, H) = / (F(z) + G(x), H(x)),, d

(4) (4)
c [(P@) Hahade+ [ (G Haado = (F.H) + (G, H)

elde edilir.

& (A\F,G) = \(F,G) :
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Q(C) tizerindeki i¢ ¢carpimim {iglincii sartindan ve Onerme 3.4.2 den

(4) (A)
OF.6) = [(AF)a),Glaads = [ A(F(@),Glo)gda

(4)

2 [ (F@). G@)gde = A(F.G)

R

olur.
& (F,G)=(G,F):

Q(C) tizerindeki i¢ carpimim dordiincii sartindan

(4) (4)
(F,G) = / / o de = (G, F)
R R

dir.
& F e (LA(R,QC))), i¢in (F,F) >0 dir ve (F,F) ={0} & F =0 dir:

Eger F € (L*(R,Q(C))), ise Sonug 6.1.1 den F' € L*(R) dir. Ayrica Sonug

6.1.2 den

(F,F) = / (F(z), F(2))q d = { / (F(2), F(2))e dz}

—{ [ PP} = { [ IF@)f do)

olur. L*(R) iizerindeki i¢ carpumn pozitif tanimlihgmdan [ |F(z)[* dz > 0 olup
R

(F,F) >0 dur.

Simdi kabul edelim ki (F, F') = {0} olsun. Bu durumda

(A)
/<F<> d:c—{/ cdr i f.g € SH(F)} = {0)
R
olur. Bu ise f f(x = [|f(z)]?dz = 0 olmasmi gerektirir. f € S?(F)
R

1/2
ise f € L*(R) oldugunu Sonug 6.1.1 den biliyoruz. ||f]l, = (f|f(x)\2dx)
R
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egitliginin L?(R) {izerinde norm oldugu hatirlamilirsa f = 0 oldugu sonucuna
ulagilir. F' kiime-degerli dontisimiiniin herhangi bir f selektorii sifir oldugundan

F =0 duir.

& |[(F, Gl =sup{ll(f,9)lq: f € Fr.g€Fa}:

F € L*(R,Q(C)) igin Fr C S?(F) oldugundan ve supremumun tanimi geregince

sup{[[(f, 9)llq : [ € Fr,g € Fo} = sup{ /(f(rc),g<w)><c dz|: f € Fp,g € Fg}

— supf / (f(2).9(x))e dz| - | € S*(F).g € S¥(C)} = [{F.G)llg

(6.2.6)

olur.
& Eguer F1 j F2 ve Gl j G2 1se <F1,G1> g <F2,G2> dir:

Fi 2 F, ve Gi = G5 olsun. Kismi siralama bagintisinin tanimi geregince
hemen hemen her z € R igin Fi(z) C Fy(x) ve Gi(x) C Gy(x) dir. Q(C)

izerindeki i¢ carpimin yedinci ozelliginden

(Fi(x), Gi(2)) € (Fy(x), Ga(x))

yazilir. Onerme 3.4.1 den

(4)

(4)
(FL,Gy) = / )y dz C /(Fg(a:),GQ(:c)>dx:<F2,G2>

olur.

& Eger her ¢ > 0 i¢cin F' <X G + F. ve (F.,F.) C S.(0) olacak sekilde bir

F. € L*(R,Q(C)) mevcut ise F <X G dir:
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Kabul edelim ki F <X G

+ F. ve (F.,F.) C S.(0) olacak gekilde bir

F. € L*(R,Q(C)) mevcut olsun. Bu durumda

olur. Ayrica

(2, Fo)llg < 15:(0)llq = €

I(Fz Fo) |l = (F(), F(7))q dx

R

= sup{

= sup{

Q

- {/ <f€(:)3),ga(l’)>(cd$ : fe7g€ € S2<Fa)}

/ (o), fola)) da| - . € SH(F.))

R

Q

(6.2.7)

(6.2.8)

(6.2.9)

/\fg(x)\2dx : foe S2(F)Y = || F-|) (6.2.10)

dir. (6.2.7) ve (6.2.8) birlikte diigiiniiliirse ||F.||* < € elde edilir. L*(R, Q(C))

tizerindeki normun son gartindan F' < G sonucuna ulagilir.

Simdi (6.2.1) esitligiyle verilen ig ¢arpimin iirettigi normu arastiriyoruz.

Lemma 6.2.1. p = 2 i¢in (6.1.1) ile verilen norm bir i¢ ¢arpvm normudur.
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ispat .
(4)

/ (F(2), F(z))q d

R

I1EIIz2 = IF, F)llg =

= |t / cdi: f.g e S*(F)}
—sup{| [ (7(a) gl da s £.g € SP))
—sup{| [ (@), f(@))cds|: f € S(F))

—sup( [ /(o) da: 1 € SHF))
R
olup Lemma 6.1.3 den

Il = IIKF, F)llg = Sup{/ |[f(@)]* da : f € S*(F)}

— sup{ / f@)Pde: f € S2(F))

(1@l de: e s}

Q

dir. Boylece
1/2

171 = |[{ [ 1f@)Pde s £ € s}

Q
elde edilir. 0

Simdi L*(R, Q(C)) quasilineer i¢ ¢arpim uzay1 tizerindeki i¢ garpim normuna
denk olan esitligi bir lemma ile verecegiz. Bu lemma L*(R, Q(C)) uzay1 tizerindeki
normla ilgili iglem yaparken ve L*(R, 2(C)) nin Banach uzay1 oldugunu gosterirken

oldukca onemlidir.

Lemma 6.2.2. F € L*(R,Q(C)) i¢in

1l 2 =

{/If VPde: f e SF

(/ IF@)I dm) (6.2.11)
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dir.

ispat. Onerme 3.4.3 ve Q(C) tizerindeki i¢ ¢arpim normu kullanilirsa

112 = I(F, F)ll, = / odo (6:2.12)
§/|\< (2), Fl@))g \dx—/nF Wde  (6:213)
olur. Ayrica
171 = Bl = | [ 1@ b 1 € 52} (62.14)
4 .

dir. Boylece (6.2.12) ve (6.2.14) den

IFI = F Pl = |[{ [ 1@ dos f e 20} < [1P@IRde (6215)

Q

sonucuna ulagihir. Her z € R igin F'(x), C nin kompakt bir alt kiimesidir. Mutlak
deger fonksiyonu siirekli oldugundan Teorem 2.1.22 den |F'(z)| = {|t| : t € F(z)}
kiimesi de kompakttir. Teorem 2.1.4 e gore {|t| : t € F(z)} kiimesinin bir
maksimum eleman vardir. t§ € F(z) olmak tizere bu maksimum elemana |t
diyelim. Yani

max{|t| : t € F(z)} = |tg]

olsun. Simdi bu ¢ eleman yardimiyla
g:R—=>C, g(z)=1;

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon iyi tanimhdir. Ciinkii F' bir fonksiyon
oldugundan her bir z € R sayisina bir F'(z) € (C) elemam karsilhik gelir. Yine
her bir z € R sayisina karsiik |F(x)| = {|t| : t € F(z)} kiimesinin x e bagh bir
maksimum elemani vardir. Maksimum elemanin tek oldugu da diigtiniiliirse g iyi

tanimlidir.

100



Her x € R igin g(z) =t € F(x) ve

/||F Hde_/(sup{m te Fa daz—/\t””] dx_/\g 2 da

R
(6.2.16)
oldugundan g € S?(F) dir. Ayrica

/ 9(@)* de < sup{ / F@Pde: f € S(F))

R

olup Lemma 6.1.3 den

sup / @) de: f € S(F)} = sup{ / @) Pde: f € S2(F))

{ / f@)Pde: f € S2(F))

Q

dir. Boylece

(6.2.17)

NERE

olur. (6.2.16) ve (6.2.17) birlikte diigtiniiliirse

J1F@Ide <

yazilir. O halde (6.2.15) ve (6.2.18) den

/ VP do =

{ / f@)Pde: f € S2(F))

Q

(6.2.18)

{ / F@Pde: f € S2(F))

Q

{/ @) de: | e SHF)}

Q

olup

|F)le = {/|f e f e SAF

/||F )12 da) 2

elde edilir. O

Teorem 6.2.2. L*(R,Q(C)) quasilineer uzay (6.2.11) ile verilen norma gore

tamdur, yani; L*(R, Q(C)) wzayr bir Banach quasilineer uzaydar.
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Ispat. {F,}>,, L*R,Q(C)) deki fonksiyonlarm bir dizisi ve Y ||Fi|| < oo

k=1
oo

olsun. Teorem 2.1.7 e gore > Fj, serisinin yakinsak oldugunu gosterirsek ispat
k=1

tamamlanir. Bunun icin L*(R, Q(C)) de 6yle bir F fonksiyonu bulacagiz oyle ki

lim Agz( ZFk, =0

n—00
k=1

olsun. Burada hy2, L*(R,Q(C)) normlu quasilineer uzay: iizerindeki Hausdorff

metriktir. Simdi
= O I1F(@)llo)”
k=1

seklinde tanimlanan g : R — [0, oo] fonksiyonunu goz éniine alalim.

/ da:—/ ZHFk dx—/nli_)n;lo(kizl | Fi(z)||)*dz (6.2.19)

R

yazilabilir. G, = [(3 ||Fi(2)|lg)*dz olmak {izere Minkowski esitsizliginden
R k=1

< lim <Z< / | Fe@) | do)2)°

olup kabulden Y ||Fk|| < oo oldugundan {G,}52, dizisi yakinsaktir. Ayrica
k=1
{G,}°2 dizisi monoton artandir. O halde monoton yakinsaklik teoremi uygulanilabilir.

Boylece (6.2.19) esitligi

/ g(w)de < (3 | Fl)?

R

halini alir. Y ||Fkll < oo oldugundan [g(z)dz < oo olup ¢
k=1 R

integrallenebilen bir fonksiyondur. Teorem 2.1.22 e gore hemen hemen her x i¢in

g(z) sonludur. Hemen hemen her z i¢in g(z) = (> ||Fx(x)]])* < oo oldugundan
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hemen hemen her x € Rigin ) ||Fj(z)]| serisi yakimsaktir. (C) tam oldugundan
k=1

hemen hemen her z € R igin ) Fj(x) serisi yakimsaktir. §imdi
k=1

ZF k() ,g(x) < o0
F(z) =
{0} ,g(x) = oo
seklinde tammlanan F' : R — (C) fonksiyonunu goz ontine alahm. Teorem 3.3.3

e gore I’ kiime-degerli dontisiimii 6lgiilebilirdir. Ayrica

ZIIFk )* = g(x)

IF(2)llq =

Q

/ g(z)dz < o0

R
oldugundan [ ||F(z)|[;,dz < oo olup F € L*(R,Q(C)) dir. Ayrica hemen hemen
R

ve

her z € R i¢in

0 < lim hg( ZFk ,F(z)) < lim
n—o0

Y Fi(x) - F(x)

n—o0o P - 0
= ||lim Y Fi(z) = lim F(z)|| =} File) - Fa)| =0
=1 Q k=1 Q
dir. Boylece
lim_ h( ZFk JF(x) =0 (6.2.20)

dir. Ispat: tamamlamak icin ZFk fonksiyon serisinin F' fonksiyonuna yakinsak
k=1

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in lim hL2(EFk, F) = 0 oldugunu gosterecegiz.

L*(R,Q(C)) iizerindeki Hausdorff metrik tammindan her r > 0 igin
F' € L*(R,Q(C)), i = 1,2 vardir 6yle ki Y. F, < F+ F} FF <X > F, + F?
k=1

k=1
ve ||F?|| < r dir. Boylece hemen hemen her z € R igin

ve



dir. Ayrica (C) tizerindeki Hausdorff metrik tanimindan hemen hemen her z € R

icin

ho() Fi(x), F(z

=inf{r>0:Y Fu(z) C F(x)+ F!(x),F(z) + F2(x) C ) _Fi(x),||F,

z)|| <ri=1,2}

olup ||Fi(x)|| < ha(>] Fi(z), F(z)) +r (i = 1,2) dir. Ayrica her r > 0 i¢in
k=1

hi2(Y Fr, F) < ||Fl| = (/HFg(m)H;dx)W /hQ ZFk z))4r)2dx)t/?

oldugundan

hi2(D Fi, F) < ( / (ha ZFk ))2dx)'/?
k=1 k=1

bulunur. O halde

tim (hya(Y Fi F)? < lim / (hol(>"Fielx), Fla
— R k=1
dir. G, = (ha(>_ Fy(z), F(z)))? olmak tizere {G, }2, dizisi monoton artandir.
k=1
Ayrica (6.2.20) egitliginden lim G, = 0 < oo oldugundan monoton yakinsaklik
n—oo

teoremi uygulanabilir. Boylece

HHOO n—o0

lim (A2 ( ZFk, > < lim [ (ho()_Fi(z), F(z)))’dz

- / (Jim ho(3"Fu(o). (@)

R

O halde (6.2.20) esitliginden lim hLz(ZFk, F) = 0 olup ispat tamamlanir.

n—oo =1
Teorem 6.2.3. L*(R,Q(C)) quasilineer uzay: (6.2.1) ile verilen i¢ ¢arpima gore

bir Hilbert quasilineer uzaydar.
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Ispat. L*(R,Q(C)) nin (6.2.1) ile verilen i¢ garpim ile bir quasilineer i¢ ¢carpim
uzayl1 oldugunu biliyoruz. Lemma 6.2.1 gore

1/2

|F| = {/ f@)Pde: f € S2(F))

Q

esitligiyle verilen norm i¢ carpim normudur. Lemma 6.2.2 ve Teorem 6.2.2 den

L*(R,Q(C)) tamdir. Boylece L*(R, Q(C)) bir Hilbert quasilineer uzaydir. O

6.3 Cy(R,Q(C)) ve Cc(R,2(C)) Quasilineer Uzaylar:

Bu kisimda bir sonraki boliimde kiime-degerli Fourier doniigtimiiniin
ozelliklerini belirlemede yardimci olan bazi siirekli kiime-degerli fonksiyonlarin

uzaymdan bahsedecegiz.

Tanim 6.3.1. F': R — Q(C) kiime-degerli donisiminin destegi,

suppF = {x € R: F(x) # {0}}

olarak tamimlamir. Eger suppF kumest sinirly bir kume ise F' ye kompakt destege

sahip denir.

Tamim 6.3.2. F : R — Q(C) dondisimi verilsin.

o Tum kompakt destege sahip ve surekli olan F  fonksiyonlarinin kimesi

C.(R,Q(C)) olarak tanimlanar,

Ce(R,Q(C)) ={F : R — Q(C) | F siirekli ve kompakt destege sahip }.

e © — +o00 iken F(x) — {0} olacak sekildeki tim sirekli F' fonksiyonlarinin

kiimesi Co(R, Q(C)) olarak tanimlanar,

Co(R,QC)) ={F:R — Q(C) | F stirekli ve F(x) — {0}, z — £o0}.
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Lemma 6.3.1. Cy(R,Q(C)) kiimesi
(Fy + Fy)(z) = Fi(z) + Fa(x),

(aF) = aF(z)

1slemlert ve
Fy <X F, &V e Rigin Fi(z) C Fy(z)
kismi siralama bagintist ile quasilineer uzaydar.
Bu lemmanin ispat1 Teorem 5.2.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.
Lemma 6.3.2. Cy(R,Q(C)) quasilineer uzay:
]l = max | F(@)llq (6:3.1)

esitligiyle tansml norm ile bir normlu quasilineer uzaydar.

Ispat. (6.3.1) esitliginin (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) ile verilen norm sartlarmi
sagladig1 kolayca goriilebilir.

F) < F, olsun. Bu durumda her z € R i¢in Fy(z) C Fy(z) dir. Q(C) tizerindeki
normun dordiinci sartindan || Fi(z)|l, < ||Fa(z)|lg olur. O halde
max || £ (x) | < max || F(z)[|g olup

171l < 12l
dir.

Simdi kabul edelim ki her € > 0 i¢in F' <= G + F ve || F¢|| = max | F=(2)]| ¢
olacak sekilde bir F. € Cy(R, 2(C)) elemani mevcut olsun. Bu durumda her z € R
icin

F(z) € G(x) + F(x)
ve |[Fi(z)]l < € olur. Buradan (C) iizerindeki normun son sartindan her

r € Rigin F(z) C G(x) elde edilir. Cy(R, 2(C)) uzey: tizerindeki kismi siralama

bagintisinin tanimindan
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sonucuna ulagilir. O

Lemma 6.3.3. C.(R,Q(C)), Co(R,Q(C)) quasilineer uzayiman bir alt uzayidar.

Ispat. Bir F' € C,(R,Q(C)) alahm. Bu durumda suppF = {z € R : F(z) # {0}}
kiimesi siirhidir. O halde suppF C [a,b] olacak sekilde bir [a,b] araligl vardir.
A = [a,b] alalim. Herhangi bir € > 0 verilsin. Her z € R\ A i¢in F(z) = {0}
ve dolayisiyla ho(F(x),{0}) = 0 < € olur. Boylece F(z) — {0}, + — £o0 olup
F € Cy(R,Q(C)) dir.

Simdi C.(R,(C)) nin Cy(R,Q2(C)) quasilineer uzaymin alt uzayr oldugunu
gostermek igin Teorem 4.2.1 1 kullanacagiz. F,G € C.(R,Q(C)) ve a,f € C
olsun. supp(aF' + BG) kiimesinin siurh oldugunu gosterecegiz.

Herhangi bir
ye A={z eR:aF(z)+ pG(x) # {0}}

alalm. Bu durumda o F'(y)+8G(y) # {0} olur. O halde aF(y) ve BG(y) lerden en
az biri sifirdan farklidir. Kabul edelim ki aF'(y) # {0} olsun. O halde F'(y) # {0}
olupy € B={x € R: F(x) # {0}} olur. y keyfi oldugundan A C B dir. A C B
olacagindan

A = supp(aF + 8G) C B = suppF

olur. F' € C.(R,$(C)) oldugundan suppF C [a, b] olacak sekilde bir [a,b] vardir.
O halde supp(aF 4+ G) C [a, b] olup supp(aF + SG) kiimesi simirhdir. Dolayisiyla
aF + G € C.(R,Q(C)) dir. Ayrica aG(y) # {0} durumu ig¢in de ispat benzer
sekilde yapilir. Simdi kabul edelim ki hem aF'(y) # {0} hem de aG(y) # {0}
olsun. Bu durumda F'(y) # {0} ve G(y) # {0} olup

ye{reR: F(x) #{0}}n{z e R:G(z) # {0}}
olur. y keyfi oldugundan

{z €R:aF(z)+BG(z) £ {0}} C{z e R: F(z) £ {01} n{zx € R: G(z) # {0}}
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dir. Buradan
A={reR:aF(z)+ 0G(x) A{0}} CB={xeR: F(x) # {0}}

yazariz. A C B oldugundan

A = supp(aF + 8G) C B = suppF

olur. Yine F' € C.(R, 2(C)) oldugundan suppF’ sinirhi olup supp(aF'+G) kiimesi
de smirhdir. Boylece aF + G € C.(R, Q(C)) dir. O

Ce(R,2(C)) kiimesi Cy(R,2(C)) nin bir alt uzay1 oldugundan C.(R,Q(C))

quasilineer uzayi (6.3.1) esitligiyle verilen norm ile bir normlu quasilineer uzaydir.

6.4 C)teleme, Degistirme ve Genigletme Operatorleri

Bu bolimde L*(R,Q(C)) Hilbert quasilineer uzayi tizerindeki onemli
operatorlerden olan Oteleme, degistirme ve genisletme operatorlerini ve bu

operatorlere iligkin bazi sonuglar1 verecegiz.

Tanim 6.4.1. a € R ve F € L*(R,Q(C)) olsun. T, operatori

(ToF)(z) = F(x —a) = {(Tofo)(x) = fu(x —a) : f, € S?2(F),n=1,2,...}
(6.4.1)
ile tanwmlanar ve a ile oOteleme operatori (translation operator) olarak

adlandirilir. Burada T,, Lo(R) dzerindeki dteleme operatoridir.

Tanimdan da anlagilacagi gibi T, F, F' nin normunun karesi integrallenebilen
sayilabilir sayidaki tiim olgiilebilir selektorlerinin a ile 6telemelerinden olugan bir
kiime yardimiyla tanimlanir.

Teorem 3.3.2 ile verilen Karakterizasyon teoremini kullanarak

F(x - a) = ngl(Tafn)(x) = nglfn(x - a)
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olacak gekilde F' nin olgiilebilir selektorlerden olugan bir (f,) dizisinin mevcut
oldugunu soyleriz. Bu ise F' € L*(R,Q(C)) kiime-degerli doniigiimiiniin a € R ile
otelenmesi olan F'(x —a) nin (6.4.1) seklinde yazilabilmesini gerektirir. Boylece 7,

oteleme operatorii, klasik oteleme operatorii olan 7, nin bir genellestirilmesidir.

Notasyon 6.4.1. Bu bolimde yazilim kolayligi ag¢isindan (T, F)(z) seklinde
yazmak yerine T, F(x) olarak yazacagiz. Ayni yazlim sekli modulation ve dilation

operatorleri icin de s6z konusudur.

Lemma 6.4.1. 7, oteleme operatori quasilineer uzaylar arasinda tanwmly sinirh

lineer bir operatordir.

Ispat. 7, nmn lineer oldugunu gostermek i¢in Tanim 4.5.2 deki sartlarin saglandigini

gosterecegiz: F,G € L*(R,Q(C)) ve A € C olmak iizere her = € R igin
T.(F+G)(x)=(F+G)(x—a)=F(x—a)+Gx—a) =T, F(x) + T,G(x)

ve

To(AF)(z) = (AF)(x —a) = A\F(x — a) = AT, F(x)

dir. Buradan

To(F+ G) = ToF + T.G ve Ty(AF) = AT, F (6.4.2)

olur. Eger F' < G ise hemen hemen her = € R i¢in F'(z) C G(x) dir. Bu durumda

hemen hemen her x € R igin
T.F(z)=F(zx —a) C Gz —a) =T,G(x) (6.4.3)

dir. Bu ise T,F =< T,G olmasi demektir. O halde (6.4.2) ve (6.4.3) den 7, lineer
bir operator olur.

F € L*(R,Q(C)) olmak iizere z = x — a igin
/ ITaF (@) 3 do = / |F(z — a)|3 do = / IF()I1, d (6.4.4)
R R R
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olup
I TaF[| = || F]]

dir. Boylece 7, sinirhdir. m

Tamim 6.4.2. b € R ve F € L*(R,Q(C)) olsun. &, operatorii

(& F)(x) = ™ F(z) = {(Eypfn)(x) = e2miba f, (2) : f, € S2(F),n=1,2,...}

ile tanimlanir ve b ile degistirme operatori (modulation operator) olarak

adlandirilir. Burada Ey, Ly(R) dizerindeki degistirme operatéridiir.

Oteleme operatérii icin yapilan tartismalar degistirme operatérii icin de yapilirsa
&y, degistirme operatoriiniin, klasik degigtirme operatorii olan FEj, nin bir

genellestirilmesi oldugu gortiliir.

Tamim 6.4.3. c € R ve F € L*(R,Q(C)) olsun. D, operatorii

1 x 1
(D F)(z) = %F(E) ={D.fn(x) = 7

ile tanamlanar ve c ile genigletme operatori (dilation operator) olarak adlandurilur.

fn(%) foe S2F),n=1,2.}

Burada D., Ly(R) tzerindeki genisletme operatoridir.

Oteleme operatorii icin yapilan tartismalar genisletme operatorii icin de yapilirsa
D. genigletme operatoriiniin, klasik genigletme operatori olan D, nin bir

genellestirilmesi oldugu gortiliir.

Lemma 6.4.2. &, degistirme ve D, genisletme operatorleri quasilineer uzaylar

arasinda tanimily sinarl lineer operatorlerdir.

Bu lemmanin ispat1 Lemma 6.4.1 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Simdi 7,, &, ve D, operatorlerine iligkin bazi sonuglar1 verecegiz. Bunun igin

oncelikle gerekli olan tanmimlar: verelim:
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Tanim 6.4.4. X, ve Xy Hilbert quasilineer uzaylar ve T' : X1 — Xy swnarl lineer
operator olsun. T' nin T ile gosterilen adjoint operatoru, her x € X, vey € X,
$cin

(Tz,y) = (z,T"y)

sartiny saglayan T : Xo — X1 donustumidir.

Tanim 6.4.5. X, ve Xy Hilbert quasilineer uzaylar ve T' : X1 — Xy swnarl lineer

operator olsun. Eger
o T'="T"ise T ye self-adjoint,
o T birebir, orten ve T~ = T* ise T ye tiniter,
o I'T* =TT =1 ise T ye normal operator
denir.

Lemma 6.4.3. T, &, ve D, operatirleri, L*(R,Q(C)) den L*(R, Q(C)) ye tanimh

uniter dontstumlerdir. Ayrica,

dir.

ispat. Ispat1 sadece T, Gteleme operatorii icin verecegiz. & ve D, operatorleri
i¢in de ispat benzer sekildedir.
F e L*(R,Q(C)) igin (6.4.4) esitligi goz oniine almirsa T,F € L*(R,Q(C))

oldugu gortiliir. Simdi 7, nin tiniter oldugunu gosterecegiz.
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z = x — a olmak lzere

yazilabilir. 7 * adjoint operatoriin tanimindan
Ti =T

dir. Ayrica 7,7, = ToT-o = I ve T, T, = T_4To = I oldugu kolayca goriilebilir.
O halde 7, tniter olup

T =Tu=(T)

sonucuna ulagilir. O]

Klasik analizde o6teleme, degistirme ve genisletme operatorlerinin bilegkeleri
mithendislik alaninda olduk¢a onemlidir. Bu agidan L*(R,Q(C)) tizerinde
tanmimladigimiz 6teleme, degistirme ve genisgletme operatorlerinin birbirleriyle

bilegkelerini iceren asagidaki lemmay1 veriyoruz.
Lemma 6.4.4. Her a,b € R ve ¢ > 0 i¢cin

(i) (To&F)(z) = 2™V F(z — a) = e 2™(E T, F)(2),
(i) (TDeF)(x) = 2F(2 — &) = (DToyF) @),

(iii) (De&pF)(x) = J2e*™/F(2) = (& DeF) ()

dir.

Bu lemmanin ispat1 Lemma 2.2.2 nin klasik analizdeki ispatina benzer sekilde

yapilir.
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7. KUME-DEGERLI FOURIER DONUSUMU

Bu kisimda kiime-degerli dontisiimler i¢in Fourier dontigiimiinii tanimlayacagiz.
Bunu yaparken Fourier déniigiimiinii ilk olarak L!(R, 2(C)) iizerinde tanimlayagiz
ve daha sonra bu tanmm L*(R, Q(C)) Hilbert quasilineer uzayma genisletecegiz.
Bu sayede bir interval sinyalin Fourier doniigiimiinii tanimlayabilecegiz. Ayrica
bu kisimda bir interval sinyalin Fourier doniigimiine iligkin bir uygulamaya da

yer verecegiz.

7.1 L'(R,Q(C)) Uzay1 Uzerindeki Fourier Déniigiimii

Tamim 7.1.1. Her bir F € L'(R,Q(C)) fonksiyonunu, her w € R i¢in

(A4)
F(w) = /F(x)eQ”iwxdx = {/f(:v)e%iwxdx  feSYF)} (7.1.1)

R

ile verilen F': R — Q(C) fonksiyonuna donistiren donisime kime-degerli

Fourier doniigiimi denir. F € L'(R,Q(C)) fonksiyonunun Fourier doniisimi
(FF)(w) = F(w) ,weR
ile tanamlanar.

Dikkat edilirse ' € LY(R,Q(C)) fonksiyonunun Fourier doniigimii F' nin
integrallenebilir selektorlerinin bilinen Fourier dontigiimlerinin kiimesidir. Yani
F' nin Fourier doniistimii

~

Fw)={f(w): T(f)=f, f € S(F)}

seklinde de verilebilir. Burada 7, Tanim 2.2.5 de verilen ve klasik analizden

bildigimiz anlamdaki Fourier dontigiimdiir.

Uyar1 7.1.1. Eger F € (L'(R,Q(C))), ise F nin kiime-degerli Fourier donigimy

Tanwym 2.2.5 deki bilinen Fourier doniisimai ile ¢akisor.
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Notasyon 7.1.1. Bir F' € LY(R,Q(C)) fonksiyonunun Fourier diniisimi olan
fonksiyonu F ile bir f € LY(R) fonksiyonunun bilinen anlamdaki Fourier dondisimii

A ~

olan fonksiyonu f ile gosterecediz. Yani, F = F(F) ve f = T(f) dir.
Simdi (7.1.1) esitliginin iyi tanimh oldugunu gosterecegiz: Oncelikle
o(z) = F(z)e ™" w e R (7.1.2)

ile tanimh ¢ : R — Q(C) kiime-degerli doniigiimiinii géz 6niine alalim. Teorem
6.1.2 e gore ¢ fonksiyonu ol¢iilebilir bir selektore sahiptir. Béylece ¢ Aumann
anlaminda integrallenebilirdir ve ¢ nin Aumann integrali (7.1.1) esitligini verir.

Asagidaki lemma F € L'(R,Q(C)) fonksiyonunun Fourier diintigiimiiniin

siirekli bir fonksiyon oldugunu soyler.
Lemma 7.1.1. Ejer F € L'(R,Q(C)) ise F siireklidir.

Ispat. F € L'(R,Q(C)) ve w € R olsun. F' nm siirekli oldugunu gostermek icin
5 — 0 iken hq(F(w + ), F(w)) — 0 oldugunu gosterecegiz.

Her ¢ € R igin

ho(F(w +6), F(w)) < Hﬁ’(w +4) — F(w)”ﬂ
(A4) (A)
= /F(:L’)e_Qﬂi(er‘S)xdx — /F(:U)e‘Q”iw“d;p

R R Q
(4) (4)
dir. Eger B = / F(x)e 2miwtd)zgy — / F(z)e ™ dz dersek Q(C) tizerindeki
R R

normun tanimindan

A (4)
/F(x)e_zm(ww)xda: — /F(x)e_%imda: = sup{|a| : a € B}
R R

Q

olur. B, C nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan bir ay € B vardir 6yle ki
sup{|a| : a € B} =|ay|
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dir. Ayrica
(4)
/F(:L,)e—Qm'(w—l-é)wdx _ {/f(l,>6—27ri(w+§)zdx . f c SI(F)}
R R

ve
(4)

/F(:v)e_%i“’xdx = {/f(:v)e_%i“’xdx feSYF)}
R R
oldugunu hatirlarsak bir f; € S*(F) ve bir f, € S*(F) igin
ag = /fl (x)e—Zwi(w—i-é)wdx i /fQ(I)e_Qmwzdl’
R R

yazariz. Boylece

ho(F(w+6), F(w))

IA

|a0| _ /fl ($)6_27ri(w+6)$dl‘ _ /f2 (x)e—Qﬂiwxdl,
R

= | [ (o) = fafae e ey

olup

ho(F(w +6), F(w)) < / f1(x) — fol@)| |e ™% — 1] dx (7.1.3)

50) = [ 1) = o) e — 1|

fonksiyonlarimi diigtinelim. 6 — 0 iken fs5(x) — 0 oldugu agiktir. Ayrica her § > 0
i¢in
[fs(2)] < 2[f1(2) = fo()|

dir. Lebesque dominant yakinsaklik teoreminden

tin [ 13(0) = foli)l e < 1] o) = [odz =0

R

olur. Boylece (7.1.3) esitsizliginden § — 0 i¢in
ho(F(w +6), F(w)) = 0
sonucuna ulagilir. § € R keyfi oldugundan F siireklidir. ]
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Simdi kiime-degerli Fourier dontigiimiiniin bazi onemli Ozelliklerinden
bahsedecegiz. Bu ozelliklerden en onemlisi kiime-degerli Fourier donitigiimiiniin

LY (R, Q(C)) deki bir fonksiyonu Cy(R, 2(C)) deki bir fonksiyona dontistiirmesidir.

Lemma 7.1.2. (Kime-degerli fonksiyonlar ic¢in Riemann-Lebesque
Lemmasa)

F e L}(R,Q(C)) ise F € Co(R,Q(C)) dir.
(A)
Ispat. Ilk olarak her w € R i¢in F(w) = /F(a:)e_%iw“*’d:c € Q(C) oldugunu
R

gosterecegiz. Simdi (7.1.2) esitligiyle verilen ¢ fonksiyonunu diigtinelim. ¢ nin

tanimindan
o(x) = F(x)e ™" = {27 2™ . z. € F(z)} ,weR

yazilir. Her bir z € R i¢in ¢(x), C nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan z e

bagh bir 2! € F(x) elemam vardir dyle ki
lo(@)llg = sup{[zee™™| : 2z, € F(2)} = ||

dir. Ayrica her bir 2 € R i¢in [e”?™*| = 1 oldugundan |¢(z)|q = ||F(z)]|, dir.
Simdi
k:R—R, k(z)=|

fonksiyonunu diigtinelim.
[r@de= [ [2]ds = [le@lade = [ [F@)q ds
R R R R
olup F' € L' (R, Q(C)) oldugundan k € Li(R) dir. Ayrica
le(@)llo = |2 1=122] - I{e € T+ le] < 1}lg
dir. B={c € C: |¢] <1} olmak {izere her bir x € R igin

le(@)llg = |22] [1Bllq = k(=) Bl
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dir. (C) bir Q-uzay1 oldugundan her bir € R i¢in ¢(z) C k(x)B dir. Boylece

¢ integrably smirlidir. Teorem 3.4.1 den her w € R igin

(4) (4)
= /cp(x)dx = /F(x)e_%imdx € Q(C)
R R

oldugunu soyleriz. Simdi w — Zoo iken F (w) — 0 oldugunu gosterecegiz.

Kiime-degerli Fourier doniigimiin tanimindan
(4)

Plw) = / Flz)e2mwsdy — | / F@)e > dy - f e S'(F)}

R

oldugunu biliyoruz. (C) iizerindeki normun tanim kullanilirsa

HF ‘ = sup{ /f Ye 2T dy| o f € SY(F)}

yaziir. {[f(x)e ?™*dz : f € SYF)} kompakt bir kiime oldugundan bir
R

g € SY(F) elemam vardir oyle ki

— /g(x)e%riwxdx

R
dir. SY(F) € L'(R) oldugundan g € L'(R) dir. g nin Fourier doniigiimii § olmak

tizere HF H = |g(w)| yazilhr. w # 0 ve y = & — 5~ olsun. Bdylece

_ / 72mwxdx _ / ( )efQﬂiw(erﬁ)dy
2w
R

| 1 iy 1 o
— ¥ = Tiw d _ = wzwyd
e [oty+ gle ey == [gty+ 5y

R R
dir. Ayrica
. 1 . .
g(w) = §(g(w) + g(w))
— l —2miwy _ i —2miwy
= 2(/9(?1)6 dy /g(y + 2w)e dy)
R R
—1/< (4) — gly + ——))e 2
=5 [ ) —gly+ 5~ y
R



yazilabilir. Boylece Tz;l , g nin 6teleme operatori olmak iizere

1 1
/‘ )—g y+—)‘dy=§Hg—T2;g X

(7.1.4)

0, 2‘—& — 0 olacagindan w — 400 i¢gin

olur. Lemma 2.2.3 den Hg —Tz);lg —
w1

A

F(w) — 0 sonucuna ulagilir. O halde Lemma 7.1.1 e gore F siireklidir. Boylece

E € Co(R, Q(C)) oldugunu géstermis oluruz. O
Simdi bir sonraki teoremin ispatinda kullanacagimiz agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 7.1.3. F € L'(R,Q(C)) ve F' nin Aumann integrali kompakt kiime olsun.

Bu durumda
(A)

[r@is| < [1F@]q s

R
dur.

ispat. Kiime-degerli Fourier dontigtimiin tanimindan

(4)

/ gy — ([ flaye el s € SUF)

R

oldugunu biliyoruz. (C) iizerindeki normun tanimi kullanilirsa

7 :sup{ /f(:v)d:v L feSYF)}

yazilir. Hipoteze gore F' nin Aumann integrali kompakt kiime oldugundan

sup(| [ fa)da| 1 € S (P} = | [ gt

R
olacak gekilde bir g € S1(F) eleman1 mevcuttur. Ayrica g € S'(F) oldugundan
her z € R i¢in [g(z)| < ||F(2)|| dir. Boylece

(4)

/ / dm</|g |dm</||F )l d

R

elde edilir. n
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Teorem 7.1.1. F : L}(R, Q(C)) — Cy(R, Q(C)) kiime-degerli Fourier dontigimai

swnarl lineer bir operatordiir.

ispat. F nin lineer oldugunu gostermek i¢in Tanim 4.5.2 deki sartlar1 sagladigini

gosterecegiz. Onerme 3.4.2 den F, G € L'(R,Q(C)), A € C ve her w € R i¢in

) (4)
FE N = [(F 4 Q@i = () + Gl s
(Hj) (A) -
= /F(x)e—m’w”“’dx + /G(x)e—%riwa?dx = (F(F))(w) + (F(G))(w)
(A (A)
(FOAF))(w) = /()\F)(x)e_mmdg; — /)\F(.T)e_27riwxd$
(4)

A/F(x)ezmxda: = MNF(F))(w)

dir. F¥ < G olsun. Bu durumda hemen hemen her € R icin F(z) C G(x) dir.

e~2mwr ¢ Cicin e 2™ F(z) C e 2™*G(z) olup Onerme 3.4.1 den

(4) (4)
(F(F))(w) = /F(x)e_%iw”’dm C /G(m)e_%imdx = (F(G))(w)

olur. O halde F lineerdir. Ayrica
Pl = max | PP ()l = max | )|
|7, = max |FF ()l = max | )|
olup Lemma 7.1.3 den

| FF|,, = max ﬁ(w)H
weR

A)

= max /F(m)e_%iwmdx

weR

Q

—~

R Q

< / | F(2) g dz = [|F],
R

dir. Boylece F siirhdir. ]
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7.2 L*(R,Q(C)) Uzay1 Uzerindeki Fourier Déniigiimii

Caligmalarimiz boyunca L*(R,Q(C)) uzaymda oldugu halde L'(R,Q(C))
uzayinda olmayan bazi kiime-degerli fonksiyonlarla kargilagabildik. Bu durumda
her F € L*(R,Q(C)) kiime-degerli fonksiyonu i¢in F nin Fourier doniigiimiiniin
tanimmlanamayagimi soyleyebiliriz. Bu bolimde L?*(R,Q(C)) uzaymdaki her
fonksiyon icin Fourier dontigtimiinii tanimlayabilmek amaciyla gerekli alt yapiy1
hazirlayacagiz. Sonrasinda bir interval sinyalin Fourier doniigiimiine iligkin bir
uygulama verecegiz.

Ik olarak L'(R,Q(C)) N L*R,Q(C)) uzaymdaki fonksiyonlarm Fourier

dontigtimlerinin bazi ozelliklerini vererek basgliyoruz.

Tanmim 7.2.1. L}(R, Q(C))NLA(R, Q(C)) uzay: tizerindeki Fourier donisimaii (7.1.1)

esitligiyle verilir. Yani F € LY(R, Q(C))NL*(R, Q(C)) igin F nin Fourier doniisimii

~

F(w)={f(w): T(f)= [, f € S{F)}

seklindedir. F nmn iyi tamamly oldugu (7.1.2) esitligiyle verilen ¢ fonksiyonu

yardimayla kolayca gorulebilir.

Asagidaki teorem L!'(R, Q(C))NL*(R, Q(C)) uzayndaki fonksiyonlarin Fourier

déniigiimiiniin L*(R, 2(C)) uzaymda oldugunu séyler.

Teorem 7.2.1. (Kiume-Degerli Fonksiyonlar fgin Plancherel Teoremsi)

Eger F € LR, Q(C)) N L2(R,Q(C)) ise F € L*(R,Q(C)) dir.

Ispat. F fonksiyonunun R den Q(C) ye tanimh oldugu Lemma 7.1.2 in ispatindaki
gibi yapilir. Her w € R icin F(w) = {f(w) : T(f) = f, f € SYF)} kiimesi

kompakt oldugundan bir g € S*(F) vardir 6yle ki T(g) = g ve

F(w)HQ = sup{

fw)|: () = £, € S'F)} = |g(w)
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dir. Boylece

/HF<"“)H;dw=/|§(w)|2dw

R
olur. g € S(F) oldugundan g € L*(R) dir. Ayrica g fonksiyonu F' kiime-degerli

fonksiyonunun bir selektorii oldugundan her x € R igin g(z) € F(z) dir.
F(z) € Q(C) olup Q(C) iizerindeki normun tamimindan her x € R igin

lg(x)” < ||F(z)||3, dir. Buradan

Jisrar < [1r@

olup F € L*(R,Q(C)) oldugundan g € L*(R) dir. O halde g € L'(R) N L*(R)
sonucuna ulagilir. Teorem 2.2.3 ile verilen klasik Plancherel teoremine gore

g € L*(R) olur. Dolayisiyla [ |§(w)|* dw < oo olacagmmdan

[

dir. Boylece F € L2(R,Q(C)) dir. O

2
dw < 00
Q

Simdi bir sonraki teoremin ispatinda kullanacagimiz agagidaki énemli lemmay1

verelim.

Lemma 7.2.1. Eger F\, F;, € L*(R,Q(C)), 1 <p < oo ise

(P, F) < ([ (halF0), Fa)Pdo)
R
dir. Burada hpe, LP(R,Q(C)) dzerindeki Hausdorff metrik ve hq ise Q(C)

tzerindeki Hausdorff metriktir.

Ispat. L?(R,Q(C)) iizerindeki Hausdorff metrik tammndan her ¢ > 0 icin
F\ < K+ F' F, X Fy + F? ve |[F!||;, < r olacak sekilde F! € LP(R,Q(C)),
t = 1,2 elemanlar1 vardir. Bu durumda hemen hemen her z € R icin
Fi(z) C F(z) + Fl(z), Fy(z) C Fi(x) + F?(x) dir. Q(C) iizerindeki Hausdorff
metrikten hemen hemen her x € R ve ¢ = 1,2 icin

|F(@)|lg < ha(Fi(2), Fax)) + 7
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yazilir. Boylece her r» > 0 i¢in

(P F) < |[E2] = ([ |E @) o) < ([ (ha(Fy(o), Fa(o) + rda) 7

oldugundan

hpo(Fy, Fy) < / (ha(Fi(x), Fy(x))Pd)"/?
R
elde edilir. O
Teorem 7.2.2. L'(R, Q(C))NL* (R, 2(C)) kiimesi L*(R, Q(C)) uzaynda yogundur.

Ispat. Herhangibir F € L2(R, Q(C)) alahm. L' (R, Q(C))NL3(R, (C)) kiimesinde
bir {F,}>2, dizisi bulacagiz 6yle ki hp,(F,, F) — 0, n — oo olsun. Jimdi

n = 1,2, ... olmak iizere
F(z),lz] <n

Fule) = { {0} Je] > n

fonksiyonlarimi tanimlayalim. Her bir n = 1,2, ... i¢in

/ |F(2) o di = / 1)l Xt ()

< ([ 1F@IE ) [ |- @) o)

R

— V2 |[F|,. < o0

/ |Fu(@)|I% do < / | P dz < oo
R R

oldugundan {F,}>, c L'(R,Q(C)) N L*(R, Q(C)) dur.

ve

|z] < nicin

ve |z| > n igin

ho(Fu(x), F(z)) = ho({0}, F(x)) = [|F(2)llg
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Olup
F <

n—+00 n—00 l’)”a s |fL’| >n

dir. Ote yandan lim hg(F,(x), F(z)) = 0 < co oldugundan monoton yakimsaklik

n—oo

teoremi uygulanilabilir. Buna gore

lim h2,(F,, F) < lim [ (hq(F,(z), F(x))*dr = /(lim ho(F,(z), F(x))?)dx

n—r00 n—r00 n—00
R R

yazilir. Buradan lim hzz(F,, F') = 0 olup ispat tamamlanir. ]

n—oo
Teorem 7.2.3. F : LY(R,Q(C)) N L3(R,Q(C)) — L*(R,Q(C)) kiime-degerli

Fourier dontstimi sinarl lineer bir operatordiir.

Ispat. F nin lineer oldugunu Teorem 7.1.1 deki ispata benzer sekilde gosterebiliriz.
F nin smurh oldugunu gosterecegiz. ' € LY (R,Q(C)) N L*(R,Q(C)) igin
|FF| 2 < c||F||,2 olacak sekilde bir ¢ > 0 bulmaliyiz. L*(R,Q(C)) iizerindeki

normun tanimmindan
~ 2
1FFl = [ IER@)lde = [ [P, do
R R

yazabiliriz. T, L*(R) N L?(R) kiimesi {izerindeki bilinen Fourier dontigiimii olmak

tizere Q(C) tizerindeki normun tanimindan

||| = sup{|F(w)|: f = TF.f € 8}

yazariz. {f(w) : f = Tf,f € SY(F)} kiimesi C nin kompakt bir alt kiimesi

oldugundan bir g € S*(F) vardir éyle ki T(g) = ¢ ve
supd | f(w)| : T(f) = £, £ € S'(F)} = |g(w)|

dir. Ayrica Teorem 2.2.3 ile verilen klasik Plancherel teoremine gére ||g, = [|g]|,
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dir. O halde
7 2 1/2 N 2 1/2
IF Pl = ([ |[Fw)]| dw)’® = ([ lg(w)]* dw)
R R

— gl = 91l = ([ Iotuw)* du)'”

R

IN

(1) w1 € s2r))

Q

= [[F]l >
olup ¢ = 1 i¢in smrlilik sart1 saglanir. O]

Simdi LY(R, Q(C))NL*(R, 2(C)) nin L*(R, 2(C)) de yogun olmasim kullanarak
L*(R,Q(C)) uzayr iizerindeki kiime-degerli Fourier doniigiimiinii tammlayan

agagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 7.2.4. (L*(R,Q(C)) wzay: tzerindeki kiime-degerli Fourier
doniisimii)

Kiime-degerli Fourier dontsimi L*(R,Q(C)) den L*(R,Q(C)) ye tanaml bir
fonksiyona genisletilebilir ve FF = F seklinde tansmli olan F Fourier doniistimi

igin ||Fl = = || 7|

dar.
L2

Ispat. L2(R,€(C)) nin tam normlu quasilineer uzay oldugunu hatirlayahm.
Teorem 7.2.3 den F kiime-degerli Fourier dontigiimiiniin sinirh ve lineer oldugunu
biliyoruz. Ayrica L'(R, Q(C)) N L*(R, 2(C)) kiimesi L*(R, Q(C)) uzayinda yogun
oldugundan Teorem 4.5.2 ye gore F kiime-degerli Fourier dontisimui
LYR,Q(C)) N LA(R,Q(C)) uzaymdan L*(R,Q(C)) uzayma genisletilebilir ve

FF = F geklinde tamimli olan F Fourier déniigiimii igin || F||,. = HF H | dir. O
L

Tamm 7.2.2. {F,}2, dizisi, L'(R,Q(C)) N L*(R,Q(C)) uzayinda L*(R,Q(C))
uzayr tizerindeki Hausdorff metrige gore bir F € L*(R, Q(C)) fonksiyonuna yakinsak

olmak tzere {Fn}zozl Fourier donisimlerinin olusturdugu dizinin limit noktasina
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F kime-degerli donustiminin Fourter donusimiu denir. Ayrica bir
F e L3R, Q(C)) kiime-degerli doniigiimiiniin bu yolla elde edilen F € L2(R,Q(C))
kiime-degerli Fourier dontsumai tektir.

Simdi interval sinyalin Fourier dontigiminiin nasil

hesaplanacagina dair bir érnek verelim:

Ornek 7.2.1. ¢ herhangi bir pozitif tam sayr olmak tzere

[_1/\/57 1/\/%] ’ |t| < %to;
{0} . diger

F(t) =

ile belirlenen surekli-zamanly interval sinyali verilmis olsun. Bu interval sinyal, R

den Q(C) ye tanumly bir fonksiyon olup
t0/2

JIF@lade = [ 1RVl o= 2 < o0
R —to/2

oldugundan F € L'(R,Q(C)) dir. F sinyalinin Fourier donisimiini bulmak igin
f € SYF) olacak sekildeki tim f selektorlerinin Fourier dontistimiinii
hesaplamalyz. Ancak F' nin tim f integrallenebilir selektorlerinin bulunmast ve
bunlarn Fourier dontsiumlerinin hesaplanmasi olduk¢a zor oldugundan Teorem
3.4.2 ile verilen Castaing Temsil Teoremini kullanarak F' nin noktasal yogun olan
bir (fn)e2, integrallenebilir selektorlerini bulmak daha kolaydar.

Simdi n = 1,2, ... olmak tizere her bir u, € [—1/v/to,1/+/to] N Q igin

fa(z) =
0o diger
seklinde tamwmly f,, strekli-zaman sinyallerini (sabit fonksiyonlarini) ele alalim.
Burada her bir u,, [—1//to, 1/+/to] araligindan segilmis birer rasyonel sayidar.

fn nin tanwmandan her x € R ve n = 1,2, ... i¢in fu(x) € F(x) yazilabilir.

Ayrican = 1,2, ... i¢in

t0/2

/ fol@)] do = / wde = oty < o0
R

7t0/2
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oldugundan f, € S*(F) dir. Ayrica her x € R igin

{fu(z):n=12,..} = F(x)

oldugundan (f,,)22, integrallenebilir selektirlerinin ailesi F' de noktasal yogundur.
O halde Castaing Temsil Teoremi uygulanabilir. Buna gore F' interval sinyalinin

Fourier dontsiumai

F(uw) = { [ el *rendes f € 5'(P))

t0/2

={ / folz)e 2mivrdy n =1,2 ...}

—to/2
seklinde hesaplanabilir.

Tanwym 2.2.1 den her birn = 1,2, ... icin f, sinyallerinin Fourier dontsumi

t0/2
fn(w) = /fn<x)6—27riw:cdx — / Un.6_27riwxd.l’
R *t0/2
e2miwto /2 _ o—2miwto /2
= Up-
" 2miw
= Uy —————
Tw
sin(mtqw
= UntOM
Ttow

= Uy,.to.sinc(mtow)
olarak hesaplanir. Boylece F' interval sinyalinin Fourier donusumai

Fwoz{/}meW”m~fes%F»

= {uy.to.sinc(mtow) : u, € [—1/vt0, 1/v/tg] N Q}

kimesidir.
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