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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Operatér Splitting B-spline Kollokasyon
Yontemi ile Bazi Kismi Thirevli Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri” baglikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem
de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir,
bunu onurumla dogrularim.

Ihsan CELIKKAYA
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Bu doktora tez ¢aligmasi beg boliimden olugsmaktadir. Tezin girig boliimiinde,
kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilen gesitli fiziksel olaylar, tezde kullanilan
sonlu eleman ve operator splitting yontemlerinin kisa bir 6zetinin yani sira niimerik
¢oziimleri elde edilen Burgers’, modifiye edilmiy Burgers’ (mBE), diizenli uzun
dalga (RLW) ve coupled Burgers’ denklemlerinin yapisi verildi.

Ikinci boliimde, tezde kullamlacak olan sonlu eleman ve operator splitting
yontemleri ile ilgili temel tanim ve kavramlar verildi. Sonlu eleman yontemiyle
birlikte kullanilan kollokasyon yontemi, spline fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar
ve kiubik B-spline fonksiyonlar detayli olarak sunuldu. Ayrica splitting
yontemlerinin kisa bir literatiir taramasi, operator splitting yontemleri ve bunlarla
birlikte Lie-Trotter splitting semasi, Strang (Sa;) splitting semasi, Lie-Trotter ve
Strang splitting yontemlerinin lokal splitting hatasi ve Strang yontemi kullanilarak
ekstrapolasyon teknigi ile elde edilen Ext4 ve Ext6 yontemleri anlatildi.

Uciincii boliimde, lineer olmayan Burgers’, modifiye edilmis Burgers’ (mBE)
ve diizenli uzun dalga (RLW) denklemleri operatér splitting yoluyla biri lineer
digeri lineer olmayan iki alt denkleme split edildi. Daha sonra her bir denklem
i¢in elde edilen alt denklemlere kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi
ile birlikte Sa;, Ext4 ve Ext6 splitting yontemleri uygulandi. Burgers’ denklemi
icin lic, mBE denklemi icin bir ve RLW denklemi icin ii¢ test problemi goz
ontine alindi. Say, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan niimerik sonuclar tam
sonuglarla ve/veya literatiirde mevcut olan galigmalarin Lo, L., ve ||e;]| hata
normlariyla kargilagtirildi. Ayrica her denklem ic¢in sonlu eleman ve operator



splitting yontemi ile elde edilen semalarin kararlilik analizleri von Neumann
yontemi ile incelendi.

Dordiincii boliimde, lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemi her
biri lineer ve lineer olmayan iki alt denklemden olugmak iizere toplam dort alt
denkleme split edildi. Daha sonra elde edilen alt denklemlere kiibik B-spline
kollokasyon sonlu eleman yontemi ile beraber Sa;, Ext4d ve Ext6 yontemleri
uygulandi. Bu denklem icin ii¢ test problemi goz ontine alindi ve hesaplanan
niimerik sonuglar tam ¢oziimle ve literatiirdeki diger ¢alismalarin Ly ve L., hata
normlariyla karsilagtirildi. Yine bu béliimde elde edilen sonlu elaman semalarinin
kararlilik analizleri yapildi.

Son olarak beginci sonu¢ boliimiinde, tezin ti¢iincii ve dordincii boliimlerinde
sonlu eleman kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile birlikte Sa¢, Ext4 ve Ext6
yontemleri kullanilarak niimerik ¢oztimleri hesaplanan denklemler i¢in genel bir
degerlendirme yapildi.

ANAHTAR KELIMELER: Splitting  Yontemler, Operator — Splitting
Yontemleri, Strang (Sat) Splitting,
Ekstrapolasyon Yontemleri, Sonlu Eleman
Yontemi, Kiibik B-Spline  Fonksiyonlar,
Kollokasyon Yontemi, Burgers’ Denklemi,
Modifiye Edilmig Burgers’ Denklemi, RLW
Denklemi, Coupled Viskoz Burgers’ Denklemi.
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This thesis consists of five chapters. In the introduction chapter, the
structure of Burgers’, modified Burgers’, regularized long wave (RLW) and coupled
Burgers’ equations of which numerical solutions are obtained as well as various
physical phenomena expressed with partial differential equations, a brief summary
of the finite element and operator splitting methods used in the thesis are
presented.

In the second chapter, the fundamental definitions and concepts related to
finite element and operator splitting methods to be used in the thesis are given.
The collocation method used in conjunction with the finite elements method,
Spline functions, B-spline functions and cubic B-spline functions are presented
in detail. In addition, a short literature search of splitting methods, operator
splitting methods and Lie-Trotter splitting scheme, Strang (Sa;) splitting scheme,
local splitting error of Lie-Trotter and Strang splitting methods and Ext4 and
Ext6 methods obtained using Strang method via extrapolation technique are
explained.

In the third chapter, nonlinear Burgers’, modified Burgers’ (mBE) and
regularized long wave (RLW) equations are splitted via operator splitting into
two equations, one linear and the other nonlinear equation. Then Sa;, Ext4 ve
Ext6 splitting methods with cubic B-spline collocation finite element method are
applied to the sub equations obtained for each equation. Three test problems for
the Burgers ’equation , one for the modified Burgers’ equation and three for the
RLW equation are considered. The numerical results calculated with Sa;, Ext4
and Ext6 are compared with the exact results and / or the Lo, Lo, and ||e; || error

111



norms of the studies available in the literature. In addition, the stability analysis
of the schemes obtained by the finite element and operator splitting method for
each equation is examined by von Neumann method.

In the fourth chapter, nonlinear coupled viscous Burgers’ equation was splitted
into two sub-equations, each linear and non-linear, resulting in a total of four
sub-equations. Then Sa;, Ext4 and Ext6 methods with cubic B-spline collocation
finite element method are applied to the sub equations obtained. For the present
equation, three test problems are considered and the calculated numerical results
are compared with the exact solution and the error norms Ly and L., of the other
studies in the literature. Again, in this section, stability analyses of the resulting
finite element schemes are performed.

Finally, in the fifth and the last chapter of the thesis, a general evaluation
is made for the equations of which the numerical solutions are calculated using
the finite element cubic B-spline collocation method with Sa;, Ext4 and Ext6
methods in the third and fourth sections of the thesis.

KEYWORDS: Splitting Methods, Operator Splitting Methods, Strang (Sa;)
Splitting, Extrapolation Methods, Finite Elements Method,
Cubic B-Spline Functions, Collocation Method, Burgers’
Equation, Modified Burgers’ Equation, RLW Equation,
Coupled Viscous Burgers’ Equation.
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1. GIRIS

Ister biyolojik ister jeolojik olsun dogadaki hemen hemen her olay veya mekanik
olay cesitli fiziksel niceliklere bagl olarak cebirsel, diferansiyel veya integral
denklemler agisindan fiziksel kanunlar yardimiyla tanimlanabilir. Buna ek olarak,
matematiksel fizik ve miihendislik alanlarinda ortaya gikan birgok olay kismi
diferansiyel denklemlerle ifade edilebilir. Ornegin fizikte, 151 akig, dalgalarm
yayilimi, akigkanlar dinamigi, kuantum mekanigi, elektrik akimi, plazma fizigi,
sig su dalgalarimin yayilhimi ve daha bircok fiziksel olay kendi gecerlilik alani
igcinde kismi diferansiyel denklemlerle modellenmektedir. Ortaya cikan bu tip
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin kullanilan geleneksel ve son
zamanlarda geligtirilen yontemler ve bu yontemlerin uygulanmasi giderek onem
kazanmaktadir. Bu tiir diferansiyel denklemlerin tam coziimlerini elde etmek
oldukga 6nemlidir. Ancak bircok problem ic¢in tam ¢o6ztiimii elde etmek bazen zor
veya imkansiz olabilir. Boyle durumlarda diferansiyel denklemlerin tam ¢oztimleri
yerine c¢esitli niimerik yontemlerle kabul edilebilir bir dogrulukta elde edilen
yaklasik ¢oztimleri kullanilir. Bu niimerik yontemlerden sonlu fark, varyasyonel
ve sonlu eleman yontemleri literatiirde en sik kullanilan yontemler arasindadir
[1, 2]. Sonlu eleman yontemi, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢oziimlerini elde etmekte kullanilan yontemlerden biridir. Bu yontem, ozellikle
pratik uygulamalarda yaygin olarak goriilen karmagik geometriye sahip bolgeler
tizerinde tanimlanan siir kosullarimin kullanilmasiyla oldukga etkili sonuclar
vermektedir. Ayrica keyfi bolgelere uygulanabilme ve gelismis sonlu eleman
yazilimlarinin ortaya ¢ikmasiyla birlikte son yillarda sonlu eleman yontemi bircok
problemin ¢oziimiinde tercih edilen pratik bir yontem haline gelmistir [3].

Niimerik hesaplamalar icin etkili bir ¢oziim yonteminin gelistirilmesini

gerektiren yeni ve kompleks denklemlerle siklikla karsilagihir. Bu denklemlerin



¢ozimil icin ¢ogu durumda iyi bir yontem bulmak ve bu yontemi uygulamak zor
olabilir. Karmasgik problemlerle basa ¢ikmanin bir yolu “bol ve yonet” prensibidir.
Bu prensibe uygun olan yontemlerden biri olan operator splitting (pargalama)
fikri oldukc¢a basarili olmustur. Bu tiir bir yaklasimin altinda yatan temel fikir,
modelin her biri i¢in daha basit ve pratik algoritmalarin mevcut oldugu alt
denklemler kiimesine parcalanmasidir. Daha sonra her bir alt denkleme uygun
niimerik gema secilir ve bu semalar operator splitting yoluyla bir araya getirilir
[4].

Literatiirde bircok kismi diferansiyel denklemin niimerik ¢oztimleri igin
Lie-Trotter, Strang ve ekstrapolasyon teknikleri ile tiiretilen Ext4, Ext6 gibi
operator splitting yontemler kullamlmaktadir. Ornegin  Strang  splitting

yonteminde,

du(t)
dt

=C(u(t)), u(0)=wug, tel0,T]

lineer veya lineerlestirilmig problemi

du*(t) . X
O, vt re o]
du*(t
udt< ) = Bu**<t>7 U**<tn) = u*<tn+%)7 te [t”’t”+1]
“ D — a0, 0 le) =), 1€ [yt

formunda verilir. Burada, ¢, 1= t, + % ve t = t,,1 noktalarindaki yaklagik
¢Oztim u(t,y1) = u***(t,41) olup, bu sema (A — B — A) splitting semas: olarak

adlandirihr [5, 6].



Bu tezde u = u(z,t), ¢dziim bdlgesi tizerinde bilinmeyen bir fonksiyon, «, £,
1, v, € ve u de birer reel say1 olmak iizere,
Burgers denklemi :

Ut + Uy — VUge = 0,

Modifiye edilmig Burgers’ denklemi (mBE) :
U + Pty — Vg = 0,
Diizenli Uzun Dalga (RLW) denklemi:
Up — PUgzr + €U, + Uy, = 0,
Coupled viskoz Burgers’ denklemi :
Up — Ugy + NuU, + a(uv), =0, z € [a,b], t € [0,T7],

Uy — Vg + 00, + B(uv), =0, z € [a,b], t € ]0,T],

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin verilen farkhi baslangi¢ ve sinir
sartlariyla birlikte operator splitting ve kollokasyon sonlu eleman yontemi

kullanilarak niimerik ¢oziimleri elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Eleman Yontemleri

Sonlu eleman yontemlerinin modern geligimi 1940’ I1 yillarda Hrennikoff [7]
ve McHenry [8]" nin yapisal mithendislik alanindaki ¢galigmalarina kadar dayanir.
“Sonlu eleman” ifadesi 1960’ da Clough [9] tarafindan diizlem gerilme analizi igin
hem iiggensel hem de dortgensel elemanlar kullandigi ¢aligmasinda tanitilmistir.
19507 1i yillarda ytiksek hizh dijital bilgisayarlarin geligsimiyle o giinden giiniimiize
kadar karmagik miithendislik problemlerini ¢ozmek i¢in sonlu eleman yontemlerinde
muazzam ilerlemeler kaydedilmistir. Hala miihendisler, uygulamali matematikgiler
ve diger bilim adamlar1 yeni uygulamalar gelistirmeye devam etmektedir [10].
Sonlu eleman yontemi, karmagik bir problemin ¢éziimiinii bulmak yerine, bu
problemin analizini daha iyi yapabilmek icin problemin daha basit bir modelini
olugturma fikrine dayanir. Orijinal problemin yerine daha basit bir model
kullanildigindan bulunacak ¢oziim, analitik ¢oziimden ziyade yaklagik bir ¢oziim
olacaktir. Fiziksel bir problemin sonlu eleman formiilasyonu, diferansiyel denklem
¢oziimiinden ziyade, bir cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiiyle sonuglanir. Sonlu
eleman yontemleri, coziim bolgesi tzerindeki ayrik noktalarin yani sira
istenildiginde ara noktalardaki bilinmeyenlerin yaklagik degerini verir. Bu
yontemlerde problemin ¢oziim bolgesi; sonlu elemanlar olarak adlandirilan (ik:
veya daha fazla) daha kiigiikk geometrik sekillere ya da elemanlara boliiniir. Bu
geometrik sekillerin veya elemanlarin birbirleriyle baglant1 kurduklar1 noktalara
nodal noktalar ya da nodlar denir. Daha basit parcalara ayirma islemine
ayriklagtirma (diskritizasyon) denir. Sonlu eleman yontemlerinde, tiim bdlge
tizerindeki problemi bir tek operasyonla ¢ozmek yerine, her bir sonlu eleman igin

ayriklagtirilmig daha basit bolgeler iizerinde denklemler olugturulur ve tiim bolge



tizerindeki ¢oziime ulagmak igin bu denklemler bir araya getirilir [10, 11].

Sonlu eleman yontemlerinin 6ne gikan avantajlari [10]:

1. Diizensiz bir gekile sahip olan yapilar1 kolayca modelleyebilmesi,

2. Eleman denklemleri ayri ayr1 hesaplandigindan birkag farkli malzemeden

bir araya gelen yapilar1 modelleyebilmesi,
3. Bircok farklh tiirden sinir sartlariyla birlikte kullanilabilmesi,

4. Gerektiginde kullanilabilir hale getirmek igin elemanlarin boyutlarinin

degistirilebilmesi,

5. istenildiginde sonlu eleman modelinin kolay ve maliyetsiz bir sekilde

degistirilebilmesi,

6. Sonlu eleman modeli sonucunda elde edilen cebirsel denklemler sisteminin

bilgisayarlar yardimiyla ¢oziilebilmesi olarak sayilabilir.

Ayrica bir niimerik hesaplama yonteminin etkili olabilmesi icin asagidaki

ozellikleri saglamasi beklenir [1]:

1. Yontem, fiziksel ozellikleri saglamasinin yani sira matematiksel de olmalidir.

Yani, yakinsak ¢oziimler vermeli ve fiziksel problemler i¢in uygun olmalidir.

2. Coziim bolgesinin geometrik yapisindan ve malzeme tiirtinden bagimsiz

olmalidir.

3. Fiziksel problem i¢in matematiksel formiilasyon, ¢6ziim bolgesinin seklinden

ve siir sartlarinin 6zel formundan bagimsiz olmalidir.

4. Problemin tiim bolgesini kullanmadan farkli dereceden yaklagimlar yapacak

kadar esnek olmalidir.

5. Bilgisayar algoritma mantigina uygun sistematik bir yapiya sahip olmalidir.
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Yukarida verilen etkili bir hesaplama yonteminin biitiin o6zelliklerine sahip olan

sonlu eleman yoéntemlerinin uygulanmasi agagidaki alt1 adim igerir [1]:

1. Verilen bir bolgenin sonlu elemanlara ayriklagtirilmas: (Bu adim denklemin

sonlu eleman formiilasyonu tamamlanana kadar ertelenebilir):

a) Onceden belirlenen elemanlarin sonlu eleman agmin olusturulmasi.

b) Diigiim ve elemanlarin numaralandirilmast.

c) Problem igin gerekli olan geometrik ozelliklerin (koordinat ve kesit

alanlarmin) belirlenmesi.

2. Sonlu eleman agindaki her tipik eleman i¢in eleman denklemlerinin

olugturulmasi.

a) Verilen diferansiyel denklemin tipik bir eleman ftizerinde varyasyonel

formiiliiniin olusturulmasi.

b) Tipik bir “u” bagimh degigkenin

U= Z ui;
i=1
formunda oldugu kabul edilip Adim 2a’ da yerine yazilarak
(K {u} = {F°}
formunda eleman denklemlerinin olugturulmas.

c) v; yaklagim fonksiyonlarinin belirlenmesi ve eleman matrislerinin

hesaplanmasi.
3. Ana problemin sistemini elde etmek i¢in eleman denklemlerinin birlegtirilmesi:

a) Birincil degigkenler arasindaki siireklilik sartlarimin belirlenmesi.
b) Ikincil degiskenler arasindaki denge sartlarinin belirlenmesi.
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¢) Adim 3a ve 3b kullamlarak eleman denklemlerinin birlegtirilmesi.
4. Problemin smir sartlarmin uygulanmast:

a) Problemde verilen birincil degigkenlerin uygulanmasi.

b) Eger Adim 3b de yapilmadiysa problemde verilen ikincil degigskenlerin

uygulanmasi.

5. Bir araya getirilmis denklemlerin ¢oziilmesi.

6. Sonuglarin degerlendirilmesi:

a) Adim 5 de elde edilen birincil degigkenlerden hareketle ¢oziimlerin

degisiminin incelenmesi.

b) Sonuglarin grafik ve tablo geklinde sunulmasi.

2.2 Kollokasyon Yontemi

Bir  bolgesi iizerinde

A(u) = f (2.2.1)

seklinde operator denklemi verilmis olsun. Burada A lineer veya lineer olmayan bir
operator, u bagiml degisken ve f ise bagimsiz degigkenlerin bilinen bir
fonksiyonudur. v tam c¢oziimii yerine bir Uy yaklagtk ¢oziimi, ¢; yaklagim

fonksiyonlar1 ve ¢;’ ler belirlenecek parametreler olmak tizere

N

Un = Z%‘% + ¢o

Jj=1

seklinde verilsin. Uy yaklagik ¢oziimii (2.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa genellikle
f ye esit olmayan fy = A(Uy) fonksiyonu elde edilir. A(Uy)— f farkina yaklagimin

kalani (rezidiisi) denir ve



N

R=AWUy)—f=A0 cjpj+¢o) — [ #0

j=1

ile gosterilir [1, 12]. € iki boyutlu bir bolge, 1; genellikle ¢; yaklagim

fonksiyonlarindan farkl alinan agirlik fonksiyonlar: olmak iizere

/ Yi(z,y)R(x,y,¢cj)dedy =0 i=1,2,..,N (2.2.2)
Q
integral ifadesine agirlikli integral formu denir.

Kollokasyon yo6nteminde, €2 bolgesi lizerinde 6nceden segilmis x; = (7, ;)
(1=1,2,...,N) kollokasyon noktalarinda kalanm sifir olmasi beklenir. Bu

yontemde v); agirlik fonksiyonlar1 6(x — x;) olarak alnir ve

1, X=X;
/ d(x — x;)dzdy =
Q 0, X # X;

bi¢iminde tanimlanir. (2.2.2) denkleminde 1); agirlik fonksiyonlar1 yerine 6(x —x;)

yazilirsa

/ d(x —x;)R(x,c;)dzdy = 0 (2.2.3)
Q

elde edilir. (2.2.3) ifadesi kapali bir formda

R(xircj) =0, i, j=1,2,.,N (2.2.4)

bigiminde yazilabilir. (2.2.4) denkleminde N adet kollokasyon mnoktasi
bulundugundan, c¢; katsayilar: icin N— tane denklemden olugan N — bilinmeyenli
bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Iyi bir yaklagik ¢oziimiin bulunmasmda

kollokasyon noktalarimin se¢iminin rolii biytktiir [1].



2.3 Spline Fonksiyonlar

Birgok fiziksel olaymn matematiksel analizi ve incelenmesinde fonksiyonlar
temel araclardir. Yaklagim fonksiyonlari olarak kullanilan polinomlar, niimerik
analizin ve yaklagim teorisinin temel yap1 tagidir. Verilen bir probleme polinomlar
yardimiyla iyi bir yaklagim elde etmek i¢in ¢ok sayida nokta veya fonksiyonun
kullanilmas1 gerekir. Fakat yiliksek dereceden polinomlar biiyiik salinim davranist
gosterdiginden dolay1 arzu edilen yaklagimi vermezler. Ayrica, veri sayisi ya da
fonksiyon sayisi ¢ok oldugunda hesaplama sorunlar1 ortaya ¢ikar. Bu zorluklarin
istesinden gelmek i¢in parcali fonksiyonlarin bir sinifi olan “Spline” fonksiyonlar
tercih edilebilir. Belirli diizgiinliik (smoothness) kosullarini saglayan polinom
parcalarinin bir araya getirilmesiyle olugsan fonksiyonlara spline fonksiyonlar denir
(13, 14].

Polinom spline fonksiyonlarin bazi 6zellikleri agagida verilmistir [13, 14].

1. Polinom spline uzaylari, uygun bazlarla birlikte sonlu boyutlu lineer

uzaylardir.
2. Polinom spline’ lar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.

3. Dijital bilgisayarlarda kolayca depolanabilir, manipule edilebilir ve

hesaplanabilirler.
4. Polinom spline’ larin tiirevleri ve integralleri de yine polinom spline dir.

5. [a, b] kapal arahigindaki her siirekli fonksiyona polinom spline’ lar yardimiyla

iyi bir yaklagim yapilabilir.

6. Diigiik dereceden spline’ lar oldukca kullanighdir ve salimimlara neden

olmazlar.

1. dereceden spline icin basit bir 6rnek Sekil 2.17 de verilmistir. Spline teorisinde



(1}
=)
Y S

Ia s g b=1t;

Sekil 2.1: 1. dereceden spline fonksiyon

bu fonksiyonun karakter degistirdigi to, t1, ..., t, noktalarina diigiim noktalar1 adi
verilir. S(z) fonksiyonunun her bir parcasi S;(z) = a;x + b; bigiminde lineer

polinom oldugundan

So(x) z € [to, ]
S(z) = Slfx) ! 6 1,2 (2.3.1)
Snfl(l’) X € [tnfl, tn]

\

olarak yazilabilir. Bu tiirden bir S(z) fonksiyonuna “pargali lineer” dir denir. Eger
to, t1, ..., t, digim noktalar1 verilir ve aq,bo,aq,b,...,a,_1,b,_1 katsayilarinin
hepsi bilinirse, 6zel bir x noktasinda S(x) in hesaplanmas: ilk olarak z’ in
bulundugu araligin belirlenmesi ve bu araliga kargilik gelen lineer bir fonksiyonun
kullanilmas: ile miimkiin olur. Eger (2.3.1) ile tamimlanan S(z) fonksiyonu
stirekliyse birinci dereceden spline olarak tanimlanir [15].

Bir S(z) fonksiyonunun birinci dereceden spline olmasi i¢in agagidaki iig 6zelligi

saglamas1 gerekir [15].

a) S(z) fonksiyonu [a, b] araliginda tamml,
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b) S(z) fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli,

c)a =1t <t < .. < t, = b pargalanmig araliginin her bir [t;, ;4] alt

araliklarinda S(z) lineer polinom olmahidir.

Derecesi 1’ den biiylik olan spline fonksiyonlar daha karmagiktir. Q(x)
kuadratik pargali fonksiyon olmak tizere, Q(x)’ in ikinci dereceden spline fonksiyon

olabilmesi i¢in agagidaki sartlar1 saglamasi gerekir [15].

a) Q(x) fonksiyonu [a, b] arahigimda taniml,
b) Q(z) ve Q'(x) fonksiyonu [a, b] tizerinde stirekli,

c) a=1ty<t; <..<t,=">0arahgmm her bir [¢;,¢;,] alt araliklarinda Q(z) en

fazla ikinci dereceden polinom olmalidir.

Birinci ve ikinci dereceden spline fonksiyonlar bazi uygulamalar i¢in kullanigh
olsa da yiiksek mertebeden tiirevler bulunduran denklemlerin niimerik
¢oziimlerinde pek kullanigh degillerdir. Ciinkii belirli bir mertebeden sonra
bunlarin tiirevlerinde siireksizlik ortaya cikar ve diigiim noktalarinda aldiklar
degerler aniden bagka degerlere dontigebilir. Bu sebeple yiiksek mertebeden
tiurevler iceren denklemlerde en az denklemin mertebesi kadar tiirevlenebilecek
spline’ lar tercih edilir [15].

Bir S(z) fonksiyonunun k. dereceden spline olmasi i¢in agagidaki sartlari

saglamasi gerekir [15].

a) S(z) fonsksiyonu [a, b] araliginda tammli,
b) S,5,5",...,S% 1) fonksiyonlari [a,b] iizerinde siirekli,

c) a=ty <t <..<t,=>baraligmm her bir [t;, ;1] alt araliklarinda S(x) en

fazla k. dereceden polinom.
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i Tin tis2

Sekil 2.2: 0. dereceden B-spline fonksiyon
2.4 B-spline Fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar, niimerik analizde oldukca sik kullanilan spline
fonksiyonlarin 6zel bir turiidiir. B-spline’ lar biitiin spline’ larin kiimesi i¢in bir

baz olugturdugundan bu isimle anilmaktadir. 0. dereceden B-spline

1, t, <ax <t
B)(z) = "
0, diger yerlerde

olarak tammlamir. Sekil 2.2 de goriildiigii gibi BY(x)’ in siireksiz oldugu
goriilmektedir. BY(z) parcali sabit bir fonksiyon oldugundan, 0. dereceden bir

spline fonksiyondur. Ayrica her x ve 7 i¢in
BY(z) >0

ve

i Bl(z) =1 (2.4.1)

i=—00

oldugu goriiliir. (2.4.1) ifadesi sonsuz bir seri olmasma ragmen herhangi bir
yakinsaklik sorunu s6z konusu degildir. Ciinkii her x i¢in sadece serideki bir terim

0’ dan farklidir. Gergekten de belirli bir = degeri i¢in ¢, < = < t,,+1 olmak tizere

> Bla) = Biw) = 1

1=—00
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olacak sekilde bir m tamsayisi vardir. 0. dereceden B-spline fonksiyonlar
kullanilarak diger biitiin yiiksek dereceden B-spline’ lar, £ = 1,2,3,... ve 1 =
0,£1, 42, ... olmak ftizere
kN [ Tt k-1 Livky1 — T k-1
Bi(x) = ——— ) B (@) + | ———— ) Bij1 (2)
Livik — 1 Livkyr1 — tig1
ozyineleme formiiliinden kolayca elde edilebilirler [14, 15]. Ornegin B} (x) spline

fonksiyonu

B - () e+ (5 ) B

liv1 — it2 — tiy1
Sl < a <t
_ tiyo—x
tivo—tit1’

0, diger yerlerde

tiy1 < x <tjgo

seklinde hesaplanir.

2.4.1 Kiibik B-spline Fonksiyonlar

[a, b] arahgimin diizgiin bir pargalanmasi a = 2y < 11 < ... < xy_1 < 2y = b

olsun. x,, diigiim noktalarinda ¢,,(z) kiibik B-spline fonksiyonu, h = x,,.1 — z

ve m = —1,0,..., N + 1 olmak tizere,
(l‘—l‘m_2)3, [:L‘m—Zaxm—l]
h343h% (2 — Ty ) +3R(2 =20 1)? = 3(X = Tt ), [Tt s T
1
Pl x) = 78 R34+ 302 (X1 — 1) + 30 (X — )2 = 3(Trps — )2, [T, Ty (2.4.2)
(T2 —55)37 [Tt Tmi2]
\0, diger yerlerde

seklinde verilir [16]. ¢,,,(x) fonksiyonu ile 1. ve 2. mertebeden tiirevleri [2,,—2, Ty y2]
araligi diginda sifirdir. Boylece [z, T y1] elemani, Sekil 2.3’ de goriildiigii gibi
Om—1, Pms Pmi1 V€ Opmao gibi dort tane kiibik B-spline tarafindan ortiilmektedir.

[T, Tmy1] araligl hé = x — x,, doniigimiyle [0,1] araligina dontistiiriiliirse

13



¢m ¢m+1
N

m m+1

Sekil 2.3: Kiibik B-spline fonksiyonlar.

Om—15 Dms Pmr1 V€ Gpro fonksiyonlar: € tiiriinden,

¢m—1 == (1 - 5)37
Om =1+3(1 =€) +3(1—¢)°*-3(1-¢)°,
Gmi1 = 1+ 3€ + 387 — 38%,

¢m+2 = 53

seklinde elde edilir. Uy yaklagik ¢oziimii bir [x,,, Z,,41] eleman tizerinde,

m—+2

Un(z,t) = Y &6 (2.4.3)

j=m—1
olarak ifade edilir ve z,, diigiim noktalarimda Uy, U} ve Uy yaklagimlar: d,,

parametreleri cinsinden

Un (s t) = St + 46m + Sruss (2.4.4)
3

U]/V(:L’m,t) = E(5m+1 — Om-1)
3

UJ,\lf(xma t) = ﬁ(am—l - 25m + 5m+1)

seklinde elde edilir.
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2.5 Splitting Yontemler

Splitting yontemlerde genel olarak verilen denklem pargalara ayrilir ve [t,,, t,11]
zaman araliklar1 tizerinde her bir parca ana denklemden bagimsiz olarak ardigik
¢Oziiliir. Bu tiir yontemler genelde zaman parcalama (time splitting) ya da kesirli
adim (fractional step) yontemler ya da “operatior splitting” olarak da adlandirilir.
Eger ¢ok boyutlu bir problem bir boyutlu alt problemlere indirgenecek sekilde
parcalaniyorsa, boyutlu splitting (dimensional splitting) olarak adlandirilir [17].

Baslangic veya sinir sartlariyla verilen kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢ozuimlerini elde etmek igin geligtirilmis yontemlerden biri de operator splitting
yontemleridir. Genellikle karmasik fiziksel olaylari temsil eden zamana baglh bir
kismi diferansiyel denklem farkli fiziksel olaylara (konveksiyon, difiizyon, kimyasal
olaylarda reaksiyon veya difiizyon gibi) kargihk gelen bir veya daha fazla
operatoriin kombinasyonundan olusur. Son yillarda bilgisayarlarin hesaplama
gliciiniin hizli artmasiyla birlikte, kismi diferansiyel denklemlerle modellenen
olaylar ve kismi diferansiyel denklemlerin kendileri de daha karmasik bir hal
aldi. Bu tiir karmagik denklemler icin geleneksel niimerik yontemler kayda deger
bir zaman harcanmasina ragmen iyi sonuclar vermeyebilir. Operator splitting
yontemler bu tir karmagik ve ¢ok boyutlu problemlerin niimerik ¢oztimiinde iyi
bir yaklagim olabilir. Splitting yontemlerde verilen orijinal problem bir zaman
adimi tlizerinde iki veya daha fazla parcaya ayrilir. Bunun sonucunda daha basit
bir yapiya sahip olan alt problemler elde edilir. Boylece orijinal problemin ¢oziimii
alt problemlerin ¢oztimlerinden elde edilir. Ayrica alt problemleri ayr1 ayr1 ¢6zmek
hesaplama maliyeti bakimmdan tiim problemi ¢ézmekten daha avantajlidir [18,
19].

1950" 1i yillarda ardigik splitting olarak adlandirilan operator splitting
diigiincesi ilk olarak Bagrinovsky ve Godunov [20] tarafindan ¢ok boyutlu

hiperbolik sistemler i¢in onerilmisgtir. Bu alanda ¢aligan onemli isimlerden biri de
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H.F. Trotter’ dir. Trotter [21] Lie garpim formiiliinii Banach uzaymda matrisler
i¢in sinirsiz operatorlere genigletmistir. Douglas ve Rachford [22] ile Peaceman ve
Rachford [23] Alternating Direction Implicit (ADI) metot olarak adlandirilan bir
split yontemle, cok boyutlu problemlerin ¢oziimiinii bagaril bir sekilde ardigik bir
boyutlu problemlerin  ¢Oziimiine indirgediler. ADI  yoOnteminin, farkh
algoritmalarin kurulmasinda 6nemli bir etkisi olmustur. Daha sonra bu yontem
petrol rezervi simiilasyonlarida uygulanmigtir [4].

Operator splitting yontemi, denklemdeki konum yoniindeki diferansiyel
operatorleri, daha basit alt operatorlerin toplamina indirger. Boylece, farkl fiziksel
olaylar1 temsil eden ve orijinal denklemden bagimsiz olarak daha kolay ¢oziilebilen
alt problemler elde edilir. Splitting yontemler, literatiirde coupled olarak bilinen
denklemler ve ¢ok boyutlu kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilen bir ¢ok
uygulamada kullanilmigtir. Bu uygulamalara 6rnek olarak, Sun [24] hava kalite
modellenmesinde farkli islemleri bir araya getiren pseudo-non-time-splitting
yontemini sunarken Kim ve Cho [25] time splitting metodunu hesapsal etkinlik ve
dogrulugunu incelemek igin basit/kompleks kimyasal reaksiyon mekanizmalariyla
birlikte atmosferik tagima/kimyasal denklemlerini incelediler. Mcrae vd. [26]
atmosferik diflizyon denkleminin ¢oziimiine yonelik niimerik tekniklerin genis
caph bir galigmasim rapor ettiler. Otey ve Dwyer [27] bes niimerik ¢6ziim
prosediiriiniin etkinligini karakterize etmek icin ¢ogu yanma olaymin temel
ozelliklerini igeren bir model problem formiile ettiler. Caflisch vd. [28] rahatlama
terimine sahip hiperbolik sistemler igin yiliksek c¢oziinurlikli gok yakalayici
niimerik semalar geligtirdiler. Jin [29] siirekli asimtotik limitin ayrik benzerine
sahip ikinci mertebeden Runge-Kutta tipi bir split metodu tanimlayarak yiiksek
mertebeden dogrulukla problemin dogru fiziksel davramigini elde etti. LeVeque
ve Yee [30] bir parametreye bagh kaynak terime sahip model yayilim denklemi

lizerinde tipik niimerik yontemlerin davramiglarimi incelediler. Forest [31]
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caligmasinda Hamilton denklemlerinin integrasyonu icin dordiincii mertebeden
acik bir yontem sunmusgtur. Mclachlan ve Atela [32] Hamilton fonksiyonunu temsil
eden simplektik integratorlerin dogrulugunu degerlendirler. Mclachlan [33] bir
caligmasinda Lie-Poisson integratorlerinin olusturulabilecegi Lie-Poisson sistemler
icin genig bir smifi sunarken; diger bir calismasmda [34] ise 1 = X = A+ B
formunda verilen diferansiyel denklemleri goz ontine almig ve mertebe, komplekslik
ve tersine doniigtiiriilebilirlik igin cegitli simetrik bilesimleri incelemistir.
Leimkuhler vd. [35] uygun dinamik &zelliklere ve dinamigin en hizli parcalarma
karst oldukc¢a duyarsiz olan alternatifler i¢in yapilan son yaklagimlar tizerine bir
aragtirma yapmiglardir. Raedet [36] lineer parabolik fark denklemlerini ¢6zmek
i¢in acik ve sartsiz kararli algortimalarin yeni bir ailesini sunmustur. Sussman ve
Wisdom [37] yeni bir bilgisayarla birlikte yeni bir integrasyon teknigiyle yaklagik
100 milyon yillik bir stire i¢in biitiin gezegen sisteminin evrimini incelemiglerdir.
McLachlan ve Quispel [38] adi diferansiyel denklemlerin sayisal integrasyonu igin

splitting yontemleri iizerine bir arastirma yapmislardir.

2.5.1 Operator Splitting Yontemler

Bu kisimda, yan sartlarla verilen kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢oziimlerini elde etmek igin cesitli splitting yontemler ve bu yontemlerin
algoritmalar1 verildi. Ayrica bu yontemlerin yapisindan dolayr At = ¢, — t,
zaman adimina gore ortaya cikan lokal kesme hatalarinin mertebesi Taylor serisi
yardimiyla gosterildi.

Asagidaki gibi verilen bir Cauchy problemini

du(t)
dt

= C(ut)), u(0)=uo, tel0,T] (2.5.1)

goz ontine alalhm. (2.5.1)" de wu(z,t) fonksiyonunun konum yoniinde yar

ayriklagtirildigr (semi-discretization) kabul edilmigtir. Bu ¢aligmanin geri kalan
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kisminda, C' = A (u(t)) + B (u(t)) operatoriiniin iki lineer (veya lineer olmayan)

operatoriin toplami seklinde yazlabildigi durum tizerinde yogunlagildi. Yani (2.5.1)

du(t)

O - Aut) + Bu), w0 =w. tel07]  (252)

olarak yazilabilir. Burada uy € X baglangig kosulundan elde edilen vektor, wu(t)
¢oziim vektorii, C), 1;1, B operatorleri sonlu ya da sonsuz bir X Banach uzayinda
sinirli ya da simirsiz operatorlerdir. Operatorlerin sinirsiz olmast durumunda C
1;1, B ve A + B sonlu ya da sonsuz Banach uzayida Cj yari gruplar tretirler.
Giictiyenen [39] caligmasinda A ve B operatorlerinin sinirsiz operatorler olduklar:
durumda tutarlilik analizlerini incelemistir. Ayrica Pazy [40] Cy yar1 grup teorisini
detayh olarak ele aldi. Lie operator formulasyonu yardimiyla, genel olarak (2.5.2)

lineer bigimde
du(t)
dt

= Au(t) + Bu(t) (2.5.3)

olarak yazilabilir. Burada A ve B operatorleri agsagidaki gibi u(t) fonsksiyonuna

uygulanan
0

A=AGu(®) o) B=Bu(t) o

ou
Lie operatorleridir [41]. (2.5.3) denkleminin bicimsel (formal) ¢oziimit At = ¢, —

t, zaman adimi olmak tizere
U(tpsr) = eAATBy(t,) (2.5.4)

olarak yazilir. Bu ¢oztim 1tistel fonksiyonun Taylor seri acilimi kullanilarak

ultner) = 44 ut,) = Y 50 (Awlo) 4+ B () 51 )

seklinde ifade edilebilir. Bize bir yaklagik ¢oztim verecek olan splitting yontemlerle

At(A+B) ifadesini

ilgilendigimizden dolayr (2.5.4) ifadesini gbz o6niine alalm. e
analitik olarak hesaplanabilseydi, bu durumda (2.5.3) adi diferansiyel denklemi

¢oziliirdii ve bir splitting yaklasimina ihtiya¢ duyulmazdi. Ancak, uygulamada
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eAMATB) jfadesini dogrudan hesaplamak kolay degildir. Oysa ki, e ve eAtB

ifadelerinin her birini ayr1 ayr1 hesaplayan yontemler meveuttur. Ornegin (2.5.3)
ifadesi, A difiizyon B konveksiyon teriminin sonlu fark yaklagimina karsilik gelen
bir kismi diferansiyel denklemin method of lines (MOL) yaklagimi olarak ortaya

¢ikmig olsun. Bu durumda Lie-Trotter

eAt(A-i-B) ~ eAtAeAtB (255)

yaklasimi yazilabilir. Bu igleme, ¢oziimiin splitting teknigiyle yaklagik olarak
hesaplama yontemi denir [18].

A ve B birer matris olabilecegi gibi operator de olabilir. Ayrica A ve B
nin operator olmasi durumunda da aym diigtinceler gecerlidir. Dolayisiyla ortak
terminoloji operator splitting dir. A ve B matrislerinin degismeli (commute)
olduklar1 durumda, (2.5.5) yaklagimi tam ¢Oztimii verir. Yani, eger [A, B] =

AB — BA =0 ise, 0 zaman e®A+B) = AAALE olyr. Aksi takdirde, eAHATE) ~
eAtAeAE yaklagimi zaman adimina gore birinci mertebeden bir yaklagim olur.

(2.5.3) denklemini niimerik olarak ¢ozmek igin splitting yonteminin igleyisi

oncelikle denklemi,

du(t)
dt

— Auft) ve dfl(? — Bu(t) (2.5.6)

seklinde iki alt denkleme ayirip her bir denklemin ¢oziimlerini analitik ya da
niimerik olarak elde etmektir.

Splitting yontemler, aslinda geleneksel niimerik yontemlerin — hizini,
dogrulugunu ve karaliligim iyilestirmek icin geligtirilmigtir. Daha yiiksek
mertebeden yontemler (cy, co, ..., ¢x) ve (dy, da, ..., dy) reel sayilar ve n yaklagimin

mertebesi olmak tizere
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eAt(A—I—B) — eclAtAedlAtBechtAedgAtB.UeckAtAedkAtB + O(Atn+1) (257)
k
_ H eciAtAediAtB + O<Atn+1>
i=1

olarak yazlabilir. (2.5.7) ifadesinin sol tarafi At nin kuvvetlerine agilir ve At’
lerin katsayilar:t At" e kadar esitlenirse, bilinmeyen ¢; ve d; katsayilar: i¢in cebirsel
denklemler elde edilir. n = 1 (1. mertebeden integrator) igin A ve B nin katsayilari
icin

ci+ce+...teg=1 ve di+do+..+d,=1 (2.5.8)
olarak elde edilir. Boylece £k = 1 i¢in agikar ¢oziim ¢; = dy = 1 ya da ¢ = 0,
dy = ¢ = 1 olur. Yani

AUATE) — MAAE | O Af2)

eAt(AJrB) — eAtBeAtA + O<At2)

birinci mertebeden yaklagimlar1 elde edilir. n = 2 (2. mertebeden integrator)

oldugunda (2.5.8) ifadesine ek olarak AB nin katsayilarindan gelen
1
c(dy+do+ ...+ di) + co(dy + ds... +di) + ... + cpdy = 5

ifadesi elde edilir. Boylece n = 2, (k = 2) i¢in ¢; = ¢ = %, dy =1, dy = 0 olur.
Yani

pAHA+B) _ G%AeAtBG%A + O(At?’)

pAHA+B) _ G%BeAtAe%B + O(At?’)
bigiminde ikinci mertebeden yaklagimlar: elde edilir [42, 43].

Tanim 2.5.1 Bir YA, niimerik yonteminin adjointi W},, orijinal yontemin

ters zaman adim —At ile ters doniigsimi alinarak

*At = [\I'fAt]_l
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bigiminde tanimlanir [44].

Tanim 2.5.2 At zaman adimima bagh ¥ yontemi
U_atWar =1

sartim sagliyorsa simetriktir denir [34].
@K;] ve go[ABt] ¢oztimleri sirasiyla (2.5.6) ifadesindeki A ve B operatorlerini
bulunduran denklemlerin tam ya da niimerik ¢oziimleri ve 1, de (2.5.3)

denkleminin tam ¢oziimi olmak iizere, en basit splitting yontemleri

Lot = ¢ag 0 pai = XA veya Ly, = ol o pn = 4P (25.9)

bigiminde tanimlanir ve literatiirde Lie- Trotter splitting [21] yontemi olarak bilinir.

Taylor serisi yardimiyla, bir ug baslangic degeri icin

bailue) = (#5) 0 8Y) (o) + O(2)

seklinde (2.5.3) denkleminin ¢6ziimiine birinci mertebeden bir yaklagim oldugu
goriliir. Lie-Trotter splitting (2.5.9) her adimda B operatériiniin uygulanmasiyla
baglasin. Eger A ve B operatorlerinin sirast degistirilip yarim zaman adimi igin

bileskesi (ya da Lie-Trotter ve adjointinin yari1 adimda bilegkesi) alinirsa
- (G%AG%B> (G%BG%A) _ BLALALB ALA
veya
Sk, = (e%Be%A> (e%Ae%B> _ 5B AtA 5B
seklinde “A — B — A” ve “B — A — B” gemasina sahip simetrik Marchuk [45] ya

da daha ¢ok Strang splitting [46] olarak bilinen yontemler elde edilir. Yine Taylor

serisi kullanilarak

Yarluo) = (£ 0 ok 0 %)) (o) + O(AF)

2
Strang splitting yonteminin ikinci mertebeden bir yaklagim oldugu goriliir [5,

44, 47]. Daha yiiksek mertebeden splitting yontemler daha hassas hesaplamalar
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igin kullanilir. Fakat daha ¢ok hesaplama adimlarini1 kullanmayi gerektirir. Bu

yontemler genellikle kuantum dinamiginde e®HA+5)

operatoriine daha iyi bir
yaklagim igin kullanihirlar [48]. Simetrik “B — A — B” kalibina sahip daha yiiksek

mertebeden splitting yontemler

B A B A B
Ut = G © Lot © - © Pt © PouniPil b (2.5.10)

veya

\IIAt — eds+1AtBecsAtA“.edgAtBeclAtAedlAtB

bi¢iminde yazilabilir. Burada s yontemin adim sayisi, ¢y, co, ..., s Ve dy, da, ..., dsiq
sayilar: istenen yonteme gore belirlenen reel veya kompleks sayilaridir. (2.5.10)
ifadesinde d; = dsy; = 0 alinirsa “B — A — B” gemasindan farkli hesaplama
maliyetine sahip “A — B — A” splitting semasi elde edilir.

2. mertebeden yiiksek ve reel katsayili splitting yontemler negatif katsayilar
icermektedir. Bagka bir deyisle, bu yontemler zamanda geriye dogru adim atmay1
icermektedir . Bu durum, diferansiyel denklem bir yar1 grup iginde
tanimlandiginda problem olugturmaktadir [47]. Ciinkii genel olarak yar1 gruplar
(eAtA] eAtB) negatif zaman adimlar icin iyi tammh degildir. Mertebesi 2 den
biiyiik olan negatif katsayr icermeyen splitting yontemler, diigitk mertebeden
splitting yontemler kullanilarak ekstrapolasyon teknikleriyle elde edilebilirler.
Yiiksek mertebeden yontemlerde kargilagilan biiyiik ve/veya negatif katsayi
problemini Castella vd. [49] ¢aligmalarinda pozitif reel kisimh kompleks katsayilar
elde ederek agmiglardir. Hansen ve Ostermann [50] yari gruplarda yakinsaklik
mertebesi ikiden biiyiik olan splitting semalarinin olup olmadigi problemine ¢oziim
olarak kompleks katsayilara dayali 3-14. mertebeden splitting semalar: geligtirdiler.
Ayrica, Strang splitting ve paralel splitting yontemleri igin Sheng [51] caligmasinda
global bir hata analizi vermigtir. Operatorlerin sinirsiz oldugu durumda Jahnke

ve Lubich [52] Strang splitting yontemi igin hata sinirlar1 elde etmiglerdir.
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2.5.1.1 Lie-Trotter Splitting Semasi

Zamana gore birinci mertebeden olan Lie-Trotter splitting yontemi ilk splitting
yontemlerinden biridir. Bu yontem, (2.5.1) Cauchy probleminin ¢dziimiini, iki
alt problemin ardigik olarak ¢oziimiine indirgeyen en basit splitting yontemidir.
Lie-Trotter semasinda, A operatorii ile verilen ilk alt problem, problemle birlikte
verilen orijinal baglangi¢ sarti kullanilarak ¢oziiliir. Daha sonra, A operatorii ile
elde edilen ¢oztuimler, B operatorii ile verilen ikinci alt problemin ¢oziimi igin
baglangic sarti olarak kullanilir ve ana problemin ¢oziimii olarak verilir.

Lie-Trotter yonteminin algoritmasi ty = 0 ve ¢ty = 71" olmak iizere,

du (¢

udt( ) Aur(t), u*(tn) = uy, t € [tn tus]
d ok t

udt( ) Bu™(t), u™(ty) =u"(tni1), t € [tn,tns1]

bi¢gimiminde verilir. Burada, u® (2.5.1) ile verilen orijinal baslangi¢ sarti, At
zaman adimi, ¢, =t,+ At ven =0,1,..., N — 1 dir. Boylece istenilen ¢oziimler
U(tpy1) = u**(t,41) ile elde edilir. Bu sema (A — B) splitting semas1 olarak

_ oAtA ALB

adlandirilir. Lie-Trotter yonteminin adjointi olan L}, yontemi de

(B — A) semasim verir.

Daha once bahsettigimiz gibi (2.5.4)" de e2*A+5) ifadesinin yerine etBeAtA
ifadesini kullanmak splitting hatasi (splitting error) olarak adlandirilan bir hataya
neden olur. §imdi bu hatay1 Taylor serisi yardimiyla hesaplayalim.

Lie-Trotter Yonteminin Lokal Splitting Hatasi

(2.5.4) ifadesini goz oniine alalim, F,, lokal kesme hatasi olmak {izere,
u(tn+1) _ eAt(A-i—B)u(tn) ~ eAtBeAtAu(tn) + AtEn

olarak yazilabilir. Buradan FE,,

Lt Awars) _ aB aia
E, = 3 [eRHATE) _ oAIBAA] (1) (2.5.11)
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seklinde elde edilir. F,,, istel fonksiyonlarin Taylor seri agilimi kullanilarak agagidaki
gibi
1
eAMATE) — [ L AL(A + B) + §At2 [(A+ B)(A+ B)]+ O(A#?)

=T+ At(A+ B) + %AtQ [A* + AB + BA+ B?] + O(A#),

eAA =T+ AtA + %At?A2 + O(AP)
2P =T+ AtB + %AtQBQ + O(AF?)
ABeAA — [ L AtA+ AtB + %AtzAQ + At’BA + %AtQBQ + O(At?)
hesaplanir ve (2.5.11)" de yerine yazilirsa

[eAt(AJrB) . eAtBeAtA} u(tn)

%ﬁ (AB — BA)u(t,) + O(A)

[A, Bl u(t,) + O(A#?)

olarak elde edilir. Burada

[A,B] = AB — BA

iki operatoriin komiitatorii olarak tanimlanir ve koseli parantezler de literatiirde
“Lie bracket” olarak bilinir [53]. Boylece, A ve B operatorleri degismeli

olmadiklar1 siirece (2.5.4) yaklagimi birinci mertebeden bir yaklagimdir. Bagka bir

At(A+B) AtB ,AtA

ifadeyle, e ifadesinin Taylor seri acilimi, e2*”e2* ifadesinin seri agilimiyla
birinci mertebeye kadar uyusmaktadir. Operatorlerin  degismeli (commute)
olduklar1 durumda ise

PAtB AtA _ AHB+A) _ C

olur. Yani, herhangi bir splitting hatas1 olmaz.

2.5.1.2 Strang Splitting Semasi

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerini elde etmek icin kullanilan

splitting yontemlerinden biri de Strang splitting yontemidir. Strang splitting
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semasinda, A operatorii ile verilen ilk alt problem Lie-Trotter yonteminden farkl
olarak, problemle verilen orijinal baglangig sarti kullanilarak yarim zaman (At/2)
adimi i¢in ¢oziiliir. Daha sonra, A operatorii ile elde edilen ¢oztimler, B operatorii
ile verilen ikinci alt problemin ¢oztimii i¢in baglangi¢ sart1 olarak kullanilip tam
zaman (At) adim igin ¢oziiliir. Son olarak, B operatorii ile tam zaman adimi
icin elde edilen c¢oziimler, A operatorii ile verilen alt problemde baslangi¢ sart:
olarak kullanihir ve tekrar yarim zaman (At/2) adimi igin ¢oziilerek sonuglar
oSt AALB B%A)

alimir. Strang splitting (Sa; = yonteminin algoritmasi ¢ty = 0 ve

ty = T olmak tizere,

du(t) ‘ N
Oy =t efun]
du - <t> _ Au***(t), u***(tn+%) — u**(tn—l—l)v t e |:tn+%7tn+1i|

seklinde verilir. Burada, t,, 1 = ¢, + St ve istenilen ¢oziimler u(t,41) = u™* (ty41)
ile elde edilir. Bu sema (A — B — A) splitting semasi olarak adlandirihr. Strang

splitting yénteminin adjointi olan S}, = e= Per e B

yontemi benzer sekilde
uygulandiginda (B — A — B) semasin1 verir.

Simdi Strang splitting yonteminin zaman adimina gore ikinci mertebeden bir
yaklagim oldugunu Taylor seri acilimiyla gosterelim.

Strang Splitting Yonteminin Lokal Splitting Hatas:

(2.5.4) ifadesini goz 6niine alahm, F,, lokal kesme hatasi olmak tizere,
U(tpir) = eAATBy(t,) ~ e%AeAtBe%Au(tn) + AtE,
olarak yazilabilir. Buradan F,,,

B, = é AUATE) _ BHANB SA) iy (2.5.13)
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seklinde elde edilir. Ustel fonksiyonlarin Taylor seri acilimi kullanilirsa

2
eAATE) — T 1 At(A+ B) + ATt(A2 + AB+ BA+ B+

3
A%(A?’ 4+ A2B 4+ ABA+ AB? + BA> + BAB + B*A+ B%) + O(AtY)

At At At? A3

1 A
AP =T+ AtB + 5A75232 + TB3 +O0(AtY)
At

At At?
e2AeBBe A = T L ALH(A+ B) + 7(A2 + AB + BA + B*)+ (2.5.14)

At?
ﬂ(4A3 +3BA? + 6B?A + 6ABA + 6AB* + 3A’B + 4B?)

seklinde elde edilir. Bu ifadeler (2.5.13) de yerine yazilirsa

E, = Ait [@—f (-A’B+2ABA—4BAB+2B*A— BA*+2AB?) u(t,)+O(At")
- Ait [g—f (A(BA—AB)—(BA—AB)A—2(B(AB—BA)—(AB—BA)B)) u(t,)
+0(At4)}
= S (A [B. 4] 2B, (4. B]) ult,) + O(ar)

olarak elde edilir. Boylece, A ve B operatorleri degismeli olmadiklar: takdirde

Strang splitting yontemi ikinci mertebeden bir yéntemdir. (2.5.14) ifadesine de

A+B) SLAGALB 5 A

o . . . Aty . .. .
baktigimizda e ifadesinin seri yaklagimi e e2 “ ifadesinin seri

yaklagimiyla sadece At?’ ye kadar uyusmaktadir.

2.5.2 Ekstrapolasyon ile Elde Edilen Yontemler (Ext4, Ext6)

Mertebesi 2 den biiyiik olan splitting yontemlerde katsayilarin negatif olma
problemini agmak icin ekstrapolasyon teknikleri kullanmilabilir. Ekstrapolasyon
tekniklerinde, diigitk mertebeden basit bir yontem (temel yontem) farkl At zaman

adimlari i¢in uygulanir. Daha sonra elde edilen sonuclarin uygun bir kombinasyonu
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alinarak daha yiliksek mertebeden yontemlere ulagiliv [54]. Ekstrapolasyon
yontemleri, temel yontemin lokal kesme hatast At’ nin c¢ift kuvvetlerini iceren
bir asimptotik genislemeye sahip oldugu zaman baglangic deger problemleri igin
etkisi yiitksek semalar olusturmada giiclii bir ara¢ olmaktadir [55]. Simdi daha
yiiksek mertebeden bir yontemin nasil elde edildigini aciklayalim. Bunun igin
temel yontem olarak 2n. mertebeden simetrik simplektik R, a: semasmi goz
ontine alalim. W, bir niimerik yontem olmak tizere

Uy, = elAHA+B) AN HIN(AY)] (2.5.15)

olarak yazilabilir. Burada

N (At) = " (At)* Ny = No + (At)* Ny + (At)* Ny + ..
=0

dir. Ro, a: nin zaman simetrikliginden dolayr N (At) serisinde sadece ¢ift
kuvvetler bulunmaktadir. Eger zaman adimi At, k alt adima boliiniirse o zaman

temel yontem k kez uygulanir, yani

k
(RQn, At/k) = R2n, At/k © }%2117 At/k © ... O }%2117 At/k
seklinde tanimlanir. O halde (2.5.15) ifadesi kullanilarak

(\I]At/k)k _ Ja(@rm (8N (5))] (2.5.16)

yazilabilir [56]. Boylece daha basit bir temel yontem kullanilarak farklh & degerleri
icin cesitli yaklasimlar elde edilebilir.

Bu ¢aligmada daha yiiksek mertebeden yontemler elde etmek i¢in temel yontem
olarak Strang splitting (Sa;) yontemi kullamldi. Simdi 4. mertebeden bir yontem

elde edelim, bu amacla n = 1 alindiginda
Ry At = Sas

olacagi aciktir. Simdi n = 1 igin (2.5.16) ifadesinde k& = 1, 2 alinirsa

P e[At(A+B)+(At)3N(At)]
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2
(Rz, At/2) = Rz, At/2 © R2, At/2

t)2 ¢
(Barn)? = cli(aem(27v(32)]
elde edilir. Bu ifadeler seriye acilip diizenlenirse

Upy =1+ At(A+ B)+ (At)> N (At) + ...

Wpy =1+ At(A+ B) + (A1) Ny + (At)° Ny + (At) Ny + ... (2.5.17)
ve
At\? (At
2 (At)? (At)° (At)T
(Waiy)’ =T+ At (A+ B) == Nyt e No 2 No e (25.18)

olur. (2.5.17) ve (2.5.18) ifadeleri kullanilarak 4. mertebeden bir yontem elde
etmek i¢in Ny yok edilmelidir. Bunun i¢in (2.5.18) denklemi —4 ile ¢arpilip (2.5.17)

ile toplanirsa

—3(I + At (A+ B)) + O(A%) = —4 (Wpy0)” + U,

4 1
I+ At(A+B)+O0(A) = 3 (Tar2)” — 3 ¥ar
e ARALB

elde edilir. Bu yaklagim Sa; = e 4 Strang splitting yontemine

uygulanirsa pa; bir niimerik yontem olmak tizere

4 2 1
Ext4 = 3 (S%) — gSAt

_A A B A B oA L e 4
= 5Pt OPar OPar OPar O Pas Par ©Par ©Par
3 2 2 2 4 3 2 2

4

seklinde elde edilir. Simdi de 6. mertebeden bir yontem elde etmek igin (2.5.16)

ifadesinde n = 1 i¢in k£ = 1,2, 3 alinirsa

P e[At(A+B)+(At)3N(At)]



bulunur. Bu ifadeler yukaridakine benzer sekilde seriye acilirsa

Wpy =1+ At(A+ B) + (A1) Ny + (At)° Ny + (At) Ny + ... (2.5.19)
2 (At)? (At)° (At)T
(Waij)’ =T+ At (A+ B) 4 == Ny o No 2 Ni e (2:5.20)
At)? At)’ At
(Pays)’ = T+ At(A+ B) + %No i 81) N, + (723 Ny+.. (25.21)

olur. (2.5.19), (2.5.20) ve (2.5.21) ifadelerinden 6. mertebeden bir yontem elde
etmek i¢in Ny ve N nin yok edilmesi gerekir. Bunun i¢in (2.5.19) denklemi 5 ile,

(2.5.20) denklemi —128 ile ve (2.5.21) denklemi de 243 ile garpilip toplanirsa
5Ua; =5 (I + At (A+ B)) +5(At)> Ny + 5 (A)° Ny + 5 (At) Ny + ...
—128 (Wayp)” = =128 (I + At (A + B))—32 (At)® No—8 (At)° Ny—2 (At)" Ny—..
243 (Up3)° = 243 (I + At (A + B)) +27 (At)* Ng+3 (A)° Ny + = (At) Ny+...

bulinur. Buradan

81
40

16

1
(‘I’At/2) + Vs
15

I+ At(A+B)+O(At") = o

(Parss)” -

elde edilir. Temel yontem olarak Strang splitting yontemi alinirsa

Ext6 = % (SM)?’ _ 16 (Sm)2 v iSAt

81 (a A
= Pt 0Pl o so[m] 0 Pl 0 Pias 0 Pl Pl

16 1
— 1—5¢[A3 o so[ft] S so[fj o so[fj o so[ft] + 24¢[A3 oo so[fj

seklinde elde edilir. Bu yontemler —z Ve —= g1b1 negatif agirliklar icerdiklerinden
dolay1 ne tiir problemler icin kararl olup olmadiklar: tam olarak bilinmemektedir.
Bununla birlikte, Ext4 yonteminin sonlu zaman araliklarinda lineer parabolik
problemler i¢in boyutlu splitting (dimensional splitting) ile kararli oldugu Dia ve
Schatzman [57] tarafindan gosterilmistir [5].

Splitting yontemlerin baz1 avantajlar agagidaki gibi siralanabilir [58]:
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e Genelde uygulanmast kolay olan yontemlerdir.
e Genel olarak agik (ezplicit) yontemlerdir.

e Bilgisayarda depolanma gerekliligi bakimindan olduk¢a uygun yontemlerdir.
Algoritmalar1 ardigiktir ve orta asamadaki ¢oziimler ¢oziim vektorlerinde
depolanir. Bu 0zellik, &nceden yari-diskretizasyonu (semi-discretized)

yapilmig kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde oldukca onemlidir.

e Literatiirde bir¢ok farkli yapilara uyarlanmig ¢ok sayida ozel yontemler

bulunabilir.

e Tam coziimiin yapisal ozelliklerini korurlar. Boylece, ozellikle uzun zaman
araliklar1 gbéz ontine alindiginda, niimerik sgemalarda diger standart
integratorlere gore tstinlik saglarlar. Bu yapisal ozelliklere ornek olarak,
hacim korunumu, zaman simetrikligi ve simplektiklik olarak verilebilir. Bu
acidan splitting yontemler geometrik niimerik integratorlerin énemli bir

sinifin1 olustururlar.

Operator splitting yontemlerinin avantajlarinin yani sira yiiksek mertebeden
yontemler elde edilirken negatif katsayilarla kargilagilmasi durumu dezavantaji
olarak soylenebilir.

Operator splitting yontemleri literatiirde kismi diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimlerinde oldukga sik kullanilmaktadir. Jain ve Raja [59] Burger’s
denklemini bir ve iki boyutlu uzaylarda c¢ozmek icin splitting up teknigini
kullandilar ve Reynold sayilarinin ara degerleri i¢in bu teknigin tatmin edici
niimerik sonuglar verdigini buldular. Jain vd. [60] galigmalarinda Burger’s
denklemini ii¢ zaman adimlh split teknigini kullanarak ti¢ alt probleme split
edip niimerik ¢oztimlerini elde etmislerdir. Burger’s ve modifiye edilmis Burger’s
denklemleri, Saka ve Dag [61] tarafindan konuma ve zamana gore split edilip

kuintik B-spline kollokasyon yontemiyle coziilmiigtir. Bu ¢aligmalarin yani sira
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Bao vd. [62] Planck sabitinin kiigiik oldugu durumlarda yar: klasik rejimde lineer
Schrodinger denklemi igin time-splitting spectral yaklagimlarini incelediler. Shen
ve Wang [63] zamana bagh Gross-Pitaevskii denklemi igin Strang splitting
Laguerre-Hermite/Hermite kollokasyon metodlar1 igin giiglii bir hata analizi
yapmayl amagcladilar. Thalhammer [64] calismasinda spectral ve splitting
yontemlere dayanan yiiksek dogruluklu diskretizasyonlarin kararlilik ve hata
analizlerini sunmay1 amaclamigtir. Lubich [65] lineer olmayan Schriodinger
denklemleri icin Strang tipi split integratorlerinin hata analizini verdi. Cristov ve
Marinova [66] her bir kesirli zaman adiminda sistemin bir biitiin olarak kalmasi
icin vektor operatorlerinin split edilmesini ve yapay bir zamanin eklenmesini
one siirdiiler. Ayrica son zamanlarda, Holden vd. [67] u; = Au + uu, tipinde
denklemler i¢in operator splitting yaklasimina yeni bir analitik yaklagim sagladilar.
Holden vd. [68] bir bagka calismalarimda uw, = Au + B(u) tipinde, burada A
lineer ve B ise kuadratik operatordiir, denklemler i¢in yeni bir analitik yaklagim
sundular. Holden vd. [69] bir diger cahgmalarinda ise genellegtirilmig
KdV denklemi i¢in Godunov ve Strang splitting yontemlerini uygulayip her iki
yonteminde yakimsaklik 6zelliklerini aragtirdilar. Zhang vd. [70] ¢aligmalarinda
ikinci mertebeden operator splitting yontemini “good” Boussinesq denklemine
uygulayarak lineer olmayan kararlhilik ve yakinsaklik analizlerini uyguladilar. Lee
ve Lee [71] galigmalarinda lineer olmayan bir kaynak terimi igeren Allen—Cahn tipi
denklemler i¢in basit ve kararli ikinci mertebeden operator splitting yontemini
onerdiler. Jain ve Holla [72] bir boyutlu Burger ve iki boyutlu coupled Burger
denklemini split ederek ¢ozmek icin kiibik spline teknigine dayali yeni algoritmalar
sundular. Bhardwaj ve Shankar [73] ¢aligmalarinda kuintik spline teknigini ve
split yontemini kullanarak RLW denklemini ¢6zmek igin yeni bir fark yontemi
geligtirdiler. Dehghan ve Abbaszadeh [74] radyal baz fonksiyonlar kullanarak lokal

kollokasyon metoduyla konum splitting teknigini birlestirerek bu yontemin kabul
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edilebilir oldugunu bir takim oOrnekler iizerinde gosterdiler. Bahar ve
Gurarslan [75] cahigmalarinda Lie-Trotter ve Strang splitting yontemlerinin
adveksiyon-difiizyon denklemine etkilerini incelediler. Feng vd. [76] operator
splitting yoluyla iki ve ii¢ boyutlu parabolik denklemleri bir boyutlu parabolik
denklemler dizisine split ederek sonlu eleman yontemiyle ¢oziimislerdir. Kao vd.
[77] t¢lincti mertebeden tiirev igeren modifiye Buckley—Leverett denklemlerinin
niimerik ¢oztimleri i¢in hizhi ve agik bir operator splitting yontemi onermislerdir.
Seydaoglu ve Blanes [78] otonom olmayan ayrilabilir parabolik denklemler igin
yiiksek mertebeden kompleks katsayilar iceren splitting yontemlerini géz Oniine
aldilar. Bu ¢alismaya ek olarak, Seydaoglu vd. [41] periyodik, Dirichlet, Neumann
ve Robin smir sartlari ile verilen bir boyutlu Burgers’ denkleminin niimerik
¢oziimleri ic¢in yiiksek mertebeden splitting yontemlerini kullandilar.

Bu tezde ele alinan kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oztimleri elde
etmek igin Strang splitting (Sa;) yontemi, bu yontemin Richardson ekstrapolasyon
teknigi uygulanmasiyla elde edilen 4. mertebeden (Ext4) ve 6. mertebeden (Ext6)
yontemleri kullanildi. Tezde ele alinan ana denklemler biri lineer ve digeri lineer
olmayan iki alt probleme split edildi. Bu alt problemleri ardigik olarak ¢ozmek
i¢in her bir alt problem i¢in kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirevleri kullanilarak
kollokasyon yontemi ile niimerik gsemalar olugturuldu. Daha sonra, ana problemin
¢oziimiine ulagmak icin, Once lineer alt problemler orijinal basglangic sarti
kullanilarak ¢oziildii ve elde edilen ¢oziimler ardigik olarak sonraki problemlerin

¢Oozumi icin basglangic sart1 olarak kullanildi.
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3. BAZI LINEER OLMAYAN
DENKLEMLERIN OPERATOR SPLITTING
B-SPLINE KOLLOKASYON SONLU

ELEMAN COZUMLERI

3.1 Burgers’ Denkleminin Operator Splitting B-Spline

Kollokasyon Sonlu Eleman Coziimleri
Lineer olmayan Burgers denklemi,
Up + Uy = VUgy, a<x<b t>1 (3.1.1)

formunda olup burada w = wu(z,t) yeterince diferansiyellenebilen = konum, ¢
zaman degiskenlerine bagl bir fonksiyon ve v > 0 kinematik viskozite katsayisidir.
Burgers denklemi ilk olarak, iki temel denge ¢oziimii tiireten Bateman [79]
tarafindan akigkanlarin hareketini incelerken ortaya atilmigtir. Bu denklem
konveksiyon ve difiizyon arasindaki denge kapigmasini ifade eden en basit
matematiksel model olarak bilinir. Daha sonra (3.1.1) denklemi Burgers’ [80, 81]
tarafindan calisildi ve bu ¢alismadan sonra Burgers’ denklemi olarak anmildi. Bu
denklem miimkiin olan en basit yolla hem lineer olmamay1 hem de yayilmay1
birlikte igerir ve 1s1 denkleminin lineer olmayan bir tiiri olarak diigiiniilebilir.
Eger (3.1.1) denkleminde v = 0 almirsa, sok dalgalarini ifade eden ve fizikte
birgok énemli uygulamaya sahip viskoz olmayan Burgers denklemi elde edilir [82].
Burgers” denkleminin birgok aragtirmaci tarafindan ilgi gérmesinin nedenlerinden
bazilari, en basit formda wu, lineer olmayan adveksiyon terimini icermesi, fiziksel
dalga olaylarin1 modelleyen vu,, yayillma terimini bulundurmasi, v kinematik

viskozite katsayisinin kiiciik degerleri icin gsok dalga ozelligini sergilemesi ve

33



niimerik olarak ¢ozildiikten sonra Cole [83] tarafindan elde edilmig olan tam
¢oztimiiyle kargilagtirma yapilabilmesidir [84]. Burgers’ denklemi matematiksel
fizikte oldukca yaygin kullanima sahip olan onemli bir kismi diferansiyel
denklemdir. Bilim insanlarinin lineer olmayan bilime olan ilgisinin artmasi: bu
denklemi bilim insanlarimin goézdesi haline getirmektedir. Ciinkii bu denklem,
bircok gaz dinamigi, 1s1 iletimi, trafik akisi ve sok dalga modellerini oldukga iyi
bir gekilde tammlamaktadir [85]. Gegmis yillarda ve yakin zamanlarda Burgers’
denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek hem analitik ¢oztimiiyle hem de
niimerik ¢oziimleriyle karsilagtirma yapmak igin bircok matematiksel teknikler
ve yontemler geligtirildi. Birgok ¢aligmanin arasindan érnek olarak, Haq vd. [86]
gesitli radyal baz fonksiyonlarim kullanarak meshless method of lines (MMOL)
ile denklemi ¢ozdiiler. Dag vd. [87] kiibik B-spline bazlarla Rubin ve Graves
tarafindan sunulan bir lineerlestirme teknigi uygulayarak kollokasyon sonlu eleman
yontemini uyguladilar. Ali vd. [88] kiibik kollokasyon sonlu eleman yontemiyle ve
Kutluay vd. [89] iig test problemini ele alarak en kiigiik kareler kuadratik B-spline
sonlu eleman yoéntemiyle ¢oziimleri elde ettiler. Mittal ve Jain [90] SSP-RK43
veya SSP-RK54 gsema tekniklerini kullanarak modifiye edilmig kiibik B-spline
kollokasyon metoduyla denklemi ¢ézerken, Arora ve Singh [91] modifiye edilmig
kiibik B-spline diferansiyel kuadratiir (MCB-DQM) yéntemiyle ¢6ziim buldular.
Zhu ve Wang [92] kiibik B-spline kuazi-interpolasyon yontemini kullanarak ve
Dag vd. [93] hem zaman hem de konum agisindan split edilen Burgers’ denklemini
konum split i¢in kuadratik B-spline, zaman split icin ise kiibik B-spline kollokasyon
yontemini kullanarak ¢oziim yoluna gittiler. Bunlardan bagka, Dag ve Korkmaz
[94] zaman agisindan dordiincii mertebe Runge-Kutta yontemiyle kiibik B-spline
diferansiyel kuadratiir yontemini kullanirken, Ramadan vd. [95] sonlu elemanlar
lizerinde septik B-spline’ larin kollokasyonuna dayali bir yontemi uygulayarak

¢oztim aradilar. Jiwari [96] diizgin dagilmh Haar dalgaciklar ile kuazi

34



lineerlegtirme iglemleriyle ¢oztimler buldular. Ganaie ve Kukreja [97] kiibik hermit
kollokasyon (CHCM) yontemiyle ¢oztim ararken, Kutluay ve Esen [98] kuadratik
B-spline sonlu elemanlarla lumped Galerkin yontemini kullanarak Burgers’
denkleminin ¢oziimlerini elde ettiler. Kutluay vd. [99] matematiksel modellemede
siklikla ortaya c¢ikan bir boyutlu Burgers’ denkleminin sonlu fark ¢oziimlerini
standart agik yonteme dayal olarak sundular. Asai [100] zaman agisindan Taylor
seri agilmini kullanarak, lineer veya lineer olmayan cebirsel denklem sistemlerinin
¢oziimiine gerek duymadan bir boyutlu Burgers’ denkleminin ¢oziimiine adim
adim ilerlemiglerdir. Giilsu [101] baglangi¢ ve siir sartlar ile verilen Burgers’
denkleminin niimerik c¢oziimlerini elde etmek icin klasik acik sonlu fark Pade
yaklagimini uygulamgtir. Giilsu ve Ozis [102] ¢cahigmalarinda Burgers’ denklemine
klasik sonlu fark Taylor yaklagimini uygulayarak niimerik sonuclar elde etmislerdir.
Xu vd. [103] kiibik spline kuazi interpolant ve gok diigiimlii yiiksek mertebeden
acilima dayali yeni bir niimerik sema ile Burgers’ denklemine ¢6ziim onerdiler. Xie
vd. [104] Hopf-Cole doniigtimiinii ve yeniden iiretici gekirdek fonksiyonunu (RKF)
kullanarak Burgers’ denkleminin ¢oztimii i¢in niimerik bir yontem sundular.

Tezin bu boliimiinde, (3.1.1) ile verilen Burgers’ denklemi
u(a,t) = u(b,t) =0
Uge (@, t) = Uge(b,t) =0
simir gartlar ile ii¢ farkli baglangic sarti igin ele alindi ve uygulanmas: kolay
ve etkin bir teknik olan splitting teknigi sonlu eleman kollokasyon yontemiyle
birlegtirilerek denklemin niimerik ¢oztimleri elde edildi. Bunun i¢in (3.1.1)
denklemi zamana gore split edilip daha basit bir yapiya sahip olan, biri konveksiyon
terimini ve digeri ise difiizyon terimini iceren iki alt probleme doniistiiriildi. Daha

sonra her bir alt problem kiibik B-spline bazlar kullanilarak kollokasyon sonlu

eleman yontemiyle ¢oziildii. Burgers’ (3.1.1) denklemi zamana gore split edilirse
Uy — Vg = 0, (3.1.2)
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U + uuy =0 (3.1.3)

bigiminde iki denklem elde edilir. Simdi (3.1.2) ve (3.1.3) denklemlerine kiibik
B-spline kollokasyon yontemini uygulayalm. Bunun igin u yerine, |2, Zy11]
elemani iizerinde (2.4.3) ile verilen Uy yaklagimi kullanmilir ve =z, diigim
noktalarida (2.4.4) ile verilen Uy, Uy, ve Uy noktasal degerleri (3.1.2) ve (3.1.3)
denklemlerinde yerlerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa agagidaki gibi birinci

mertebeden adi diferansiyel denklem sistemleri

o o o 6

St + A6y + Oyt — h—Z (St — 20+ Omrt) = 0, (3.1.4)
o o o 3zm
5m71 —+ 45m —+ 5m+1 —+ T (5m+1 - 5m71) = O (315)

elde edilir. Burada “°” sembolii zamana gore birinci mertebeden tiirevi ifade
etmektedir ve

Zm = 5m71 + 45m + 5m+1

dir. (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinde §,, parametreleri yerine (471 + 7)) /2
Crank-Nicolson, d,, parametreleri yerine de (6™ — ™) /At zamana gore ileri

fark yaklagimlar1 yazilirsa sirasiyla
Oty + ko0t + k6t = kadl ) + kadl + k3o, m=0(1)N  (3.1.6)

k55;L,LJ:11 + kﬁéﬁfl + k75£:kll = k75;L,L71 + kﬁéﬁl + k55&+1, m = 0(1)N (317)

denklem sistemleri elde edilir. Burada

3vAt 6r AL 3vAL 6V AL
k1:1_77k2:4+77k3:1+77k4:4_ h2 y
m At 3zm At
h =1 22 14

2h 2h

dir. (3.1.6) ve (3.1.7) denklem sistemleri (/N + 1) tane denklem ve (N + 3) tane
de bilinmeyen zamana bagli parametrelerden meydana gelir. Bu sistemlere sinir
sartlari uygulayip ¢oziilebilir hale getirmek i¢in d_; ve dy.1 parametrelerinin

yok edilmesi gerekir. Bu amacla, (3.1.6) sistemi icin Uy(a,t) = Un(b,t) = 0,
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(3.1.7) sistemi icin ise Uy(a,t) = Uy (b,t) = 0 smir sartlarmin kullanilmasiyla
sirasiyla,

5_1 = —48y — 61, Sys1 = —A0y — On_1 (3.1.8)

ve

§_1 =200 — 81, Oni1 = 20 — On—s (3.1.9)

bagintilar1 elde edilir. (3.1.8) ve (3.1.9) bagmtilar1 sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.7)
denklem sistemlerinde kullamlirsa (N + 1) x (N + 1) boyutlu denklem sistemleri
bulunur. Daha sonra bu sistemler (2.5.12) ile verilen Strang splitting algoritmasina

uygun olarak diizenlenirse,

k15;—1<tn+%) + k25:1(tn+%) + klér*n-l-l(thr%) = k30,1 (tn) + K0y, (tn) + K30y, (t0),
b (t) = 05, £ € [ty

kson 1 (tni1) + k6O (tng1) + Kooy g (tns1) = kedi_ 1 (tn) + Kely, (tn) + K50y, 41 (En),

521 (tn) = (s 1)y € [t tusa] (3.1.10)

k16 Cngr) Fhodn ™ Cngr) FR100 7 Engr) = ks ™ (s %) + k05, +%) + k3o, ¢, +%),

5:;k* (tn—f—%) = 5:7: (tn-l-l)) le |:tn+% ) tn+1]

formunda gosterilen semalar elde edilir. Burada ¢, 1= tn + % ve bilinmeyen §
parametreleri 0 (t,41) = 0™ (£,,+1) ile hesaplanir.
Bu Strang algoritmasmim uygulanabilmesi igin oncelikle bir §° basglangig

vektoriine ihtiyac vardir. Bu basglangic vektorii, problemle birlikte verilen

u(z,0) = f(x)

baglangi¢ sart1 kullanilarak
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U(Tm, 0) = f(zm) = Un(Tm,0), m=0(1)N
U = Oy + 40, + Oy
uy = 6°, + 465 + 00

uy = 09 + 467 + 69

un = Oy_y + 40 + 03y

seklinde yine (N + 1) tane denklem ve (N + 3) tane bilinmeyen igeren bu sistemin
¢oziilmesiyle elde edilir. Bu sistemin ¢oziilebilmesi i¢in d_; ve dy,1 parametreleri

Ux(a,0) = Uy (b,0) = 0 siir sartlarmin uygulanmasiyla yok edilir. Boylece

58 Uo

1 4 1 &9 uy
1 4 1 8 Un 1

0 06 89, uy

(N +1) x (N+1) boyutlu ii¢lit bant matris sistemi elde edilir. Bu sistemin
gozilmesiyle 02, vektorii bulunur. Bu baglangig parametreleri yukarida (3.1.10) ile
verilen Strang splitting semasinda kullanilarak istenilen ¢t zamanindaki yaklasik
¢Oztimler iterasyonla bulunur. (3.1.10) sistemindeki lineer olmayan terim i¢in her

bir zaman adiminda

Om = O + (00T —67) /2 (3.1.11)

ile tanimlanan iterasyon formiilii 3-5 kez uygulanarak yaklagik ¢oziimler iyilestirildi.

3.1.1 Kararhilik Analizi

Bu kisumda, (3.1.6) ve (3.1.7) sistemlerinin kararlihg von-Neumann [105]

yontemiyle incelendi. Bu yontemde 67 = £"e®™ olarak alimir, burada i =
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v—1 ., 8 mod sayisi, ¢ biiylitme faktortii ve h konum adim uzunlugudur. ¢ =
£netPmh ifadesi yarim zaman adimi igin (3.1.6) denkleminde kullanilirsa, p4 (3.1.6)

sisteminin kararlilik durumunu temsil eden bir gosterim olmak tizere,

(ke ™ 4 kg + Ky ™) €712 = €7 (kye ™" + Ky + kze™™)

) (§"+1/2) 2ks cos Sh + ky
N _

&n 2k cos Bh + ks
3vAt 6Uv AL 3vAL 6V AL
]ﬁ:l—?,k2:4+7,]€3:1+7,]€424— h2

ifadesi elde edilir. kq, ko, k3 ve k4 degerleri yerine yazilirsa

(£ - At
4 g AL+ Ay

6vAL
12

Ay =2cosfh+4 | Ay = (1 — cos Bh)

§n+1/2
&'n

olur. Burada ‘ pA ( ) ‘ < 1 kogulunun saglanmasi i¢in paydanin paydan biiytiik
olmas1 gerekir yani

A +A> A — Ay = A, >0

§n+1/2
&'n

sartina ulagihir. A, = G’Iﬁt (1 — cos Bh) > 0 oldugundan ‘ pA < ) ‘ < 1 saglanir.
(3.1.7) sistemine von-Neumann yonteminin uygulanmasi igin Once sistemin
lineerlestirilmesi gerekir. Bunun i¢in lineer olmayan wu, teriminde, u yerine z,,
gibi bir lokal sabit alindi. Daha sonra, 67 = £"e®#™" ifadesi (3.1.7) sisteminde

kullanmilip gerekli iglemler yapilirsa, pp (3.1.7) sisteminin kararhlik durumunu

temsil eden bir gosterim olmak {tizere,

(&n—f—l) k7€_wh + kﬁ + k5€iﬁh
PB =

fn N k5€7i6h + kﬁ + k7€wh
3zm AL 3zm AL
ks =1— —— ke=4 k=1
5 2h, s G y T + 2h,

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

€n+1 _X—’iY
PB\ "en ) T X +iv
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X = k¢ + (ks + k7) cos Bh, Y = (k7 — ks) isin Sh

£n+1 X2 4Y2
()| -V

elde edilir. O halde Strang splitting yontemi ile elde edilen sema

olur. Boylece

n+1/2 n41 n+1/2

p(§)=ra ""PE Pa
m(Fg)| <

» <§n+1/2) ; <§n+1)’
& £

oldugundan sartsiz kararhdir.

P (&)] <

3.1.2 Model Problemler ve Niimerik Coziimleri

Burgers’ denkleminin ntimerik ¢oziimleri literatiirde oldukga sik karsilagilan
ic tane test problemi icin elde edildi. Uygulanan niimerik yontemin etkinligini
gostermek icin test problemlerinin tam ve niimerik ¢oziimleri arasindaki fark

asagidaki gibi verilen

. N2 . )
)(ut‘am _ U}Lumerzk) )’ Lo = max u;am o anumemk ve
J

tem Unumerzk: }

]
||6||1 Z tam’

hata normlar ile incelendi.

Problem 1: Ik problem olarak, Burgers’ denklemi asagidaki baslangic kosulu
u(z,0) =sinmz, 0<x<1

ve siir kosullariyla

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

ele alindi. Bu problemin tam ¢oziimii sonsuz bir seri toplam olarak D. Cole [83]

tarafindan

< ja;jsin(jrz) exp(—j2mvt
u(x,t) = 27w 2 s U ,) Pl _ ) (3.1.12)
ap + 25" aj cos(jmr) exp(—j2mivt)
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Tablo 3.1: Problem 1’ in At = 0.001, v = 1 degerleri ve farkli A adim uzunluklar
igin Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1 deki sonuclarinin karsilagtirilmasi.

h SAt Ext4 Ext6
Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103

0.1 2.134684 3.120196 2.129718 3.113333 2.116879 3.095841
0.05 0.537097 0.782520  0.532055 0.775620 0.518991 0.758004
0.025 0.134897 0.196568 0.129841 0.189660 0.116749 0.172014
0.0125  0.034241 0.049987  0.029187 0.043083 0.016230 0.025523
0.00625 0.009076 0.013366 0.004074 0.006479 0.001380 0.002327

lea ] el el
0.1 0.007253 0.007235 0.007189
0.05  0.001920 0.001901 0.001851
0.025  0.000495 0.000475 0.000424
0.0125  0.000127 0.000107 0.000055
0.00625 0.000034 0.000014 0.000006

seklinde verilmistir. Burada ay ve a; agagidaki gibi verilen
! -1
ap = / 67(27r1/) (1fcos(7r:v))dx’
0
L -1
a; = 2/ e~ (2m) (I=cos(m@) cog(jma)da, j=12, ..
0

Fourier katsayilaridir. Tablo 3.1" de Problem 1’in At = 0.001, v = 1 igin farkh A
adim uzunluklar: alinarak Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1’ deki Lg, L., ve
|le1]| hata normlarimin kargilagtirilmas: verildi. Tablodan goriildiigii gibi A konum
adim uzunlugu kiiciildiikge her ti¢ hata normunun da kiiciildiigii agiktir. Ayrica
yontemler kendi arasinda karsilagtirildiginda Ext4 yonteminin Sa; yontemine
gore, Ext6 yonteminin de Ext4 yontemine gore iyi sonuclar verdigi tablodan
anlagilmaktadir. Viskozitenin v = 0.1 degeri i¢in At = 0.001 ve farkli i degerlerine
karsilik li¢ yontemin hata normlar1 Tablo 3.2" de verildi. Tablodan h konum adim
uzunlugu kiiciildiikce her bir yontemin hata normlarinin da kayda deger olciide
kiigiildiigii goriilmektedir. Bunun yaninda beklendigi gibi ayni tabloda Ext4 ve
Ext6 yontemlerinin Sa; yontemine gore daha diisiik hata normlar: verdigi aciktir.

Tablo 3.3" de ise h = 0.0125, v = 1 i¢in farkli At adim uzunluklar1 alinarak
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Tablo 3.2: Problem 1’ in At = 0.001, v = 0.1 degerleri ve farkli h adim uzunluklar
icin Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1 deki sonuclarinin karsilagtirilmasi.

h SAt Ext4 Ext6
Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103

0.1 0.831953 1.721309 0.783795 1.620067 0.748832 1.544715
0.05 0.209573 0.442029 0.163712 0.331611 0.136602 0.253919
0.025 0.052625 0.111730 0.033702 0.063922  0.029598 0.046891
0.0125  0.003506 0.007491  0.003239 0.006872  0.009229 0.017607
0.00625 0.009076 0.013366 0.004074 0.006479  0.002121 0.004025

lea ] el el
0.1 0.000921 0.000886 0.000871
0.05  0.000262 0.000240 0.000233
0.025  0.000070 0.000059 0.000058
0.0125  0.000018 0.000018 0.000017
0.00625 0.000005 0.000004 0.000004

Tablo 3.3: Problem 1’ in A = 0.0125, v = 1 degerleri ve farkli At adim uzunluklar
igin Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1 deki sonuclarinin karsilagtirilmasi.

At Sat Ext4 Ext6
Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103

0.02 0.328066 0.565870  0.076813 0.138378  0.044802 0.067345
0.01 0.105318 0.174878 0.022570 0.039726 0.016821 0.026979
0.005 0.050848 0.078863 0.018128 0.030116 0.011847 0.019043
0.0025 0.037773 0.055991 0.012521 0.020775 0.009035 0.015476

lea ] el el
0.02  0.001104 0.000313 0.000165
0.0 0.000368 0.000095 0.000056
0.005  0.000185 0.000059 0.000049
0.0025 0.000140 0.000040 0.000037
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Tablo 3.4: Problem 1" in h = 0.0125, v = 0.1 degerleri ve farkli At adim

uzunluklar1 igin Sp;, Ext4d ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1" deki sonuglarinin
karsilagtirilmasi.
At Sat Ext4 Ext6

Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 103

0.02 0.107490 0.233567  0.015087 0.033529  0.013298 0.028403
0.01 0.035936 0.078896  0.013537 0.029123 0.011394 0.023341
0.005  0.018534 0.040352 0.013196 0.028122 0.010541 0.019365
0.0025 0.014429 0.030952 0.012944 0.027435 0.007382 0.010817

lea ] el el
0.02  0.000158 0.000021 0.000018
0.01  0.000051 0.000019 0.000017
0.005  0.000025 0.000018 0.000016
0.0025 0.000019 0.000018 0.000015

Tablo 3.5: Problem 1" in At = 0.001, v = 1 ve h = 0.0125 degerleri i¢in ¢ = 0.1
zamanindaki Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile elde edilen niimerik sonuglarinin
karsilagtirilmasi.

z SAs Ext4 Ext6 Tam

0.1 0.10953 0.10953 0.10954 0.10954
0.2 0.20977 0.20978 0.20979 0.20979
0.3 0.29187 0.29187 0.29189 0.29190
0.4 0.34788 0.34789 0.34791 0.34792
0.5 0.37153 0.37154 0.37155 0.37158
0.6 0.35900 0.35900 0.35902 0.35905
0.7 0.30986 0.30986 0.30988 0.30991
0.8 0.22778 0.22779 0.22780 0.22782
0.9 0.12067 0.12067 0.12068 0.12069
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Tablo 3.6: Problem 1’ in Sa; yontemi ile At = 0.001, v = 1 i¢in noktasal degerleri
ve farkli konum uzunluklari i¢in ¢ = 0.1’ deki hata normlarinin karsilagtirilmasi.

x h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625 Tam
0.1 0.10889 0.10938 0.10950 0.10953 0.10954 0.10954
0.2 0.20849 0.20947 0.20971 0.20977 0.20979 0.20979
0.3 0.28995 0.29141 0.29178 0.29187 0.29189 0.29190
0.4 0.34540 0.34729 0.34777 0.34788 0.34791 0.34792
0.5 0.36862 0.37084 0.37139 0.37153 0.37157 0.37158
0.6 0.35593 0.35826 0.35885 0.35900 0.35903 0.35905
0.7 0.30699 0.30917 0.30972 0.30986 0.30989 0.30991
0.8 0.22554 0.22724 0.22767 0.22778 0.22781 0.22782
0.9 0.11943 0.12037 0.12061 0.12067 0.12068 0.12069

Sat — Lo x 103 2.134684  0.537097  0.134897 0.034241 0.009076
Sat — Loo x 103 3.120196  0.782520 0.196568 0.049987 0.013366
Extd — L2 x 103 2.129718  0.532055  0.129841 0.029187 0.004074
Extd — Loo x 103 3.113333  0.775620  0.189660 0.043083 0.006479
Ext6 — L2 x 103 2.116879  0.518991  0.116749 0.016230 0.001380
Ext6 — Loo x 103 3.095841  0.758004  0.172014 0.025523 0.002327

At = 0.001

llell; (Sae) 0.007253  0.001920  0.000495  0.000127  0.000034
llell; (Extd) 0.007235  0.001901  0.000475  0.000107  0.000014
llell, (Ext6) 0.007189  0.001851  0.000424  0.000055  0.000006
At = 0.00001

llell, [87] 0.00734  0.00095  0.00014  0.00003 0.00001
llell; [89] 0.012165 0.006941  0.003651  0.001858  0.000928
llell, [92] 0.01025  0.00383  0.00082  0.00027 -

llell [99]-exp. 0.007571  0.002025 0.000555  0.000177  —

lle]|, [99]exact-exp.  0.007278  0.001885 0.000448  0.000077  —

Sat, Ext4d ve Ext6 yontemlerinin ¢t = 0.1’ deki Lo, L ve |le1] hata normlarinin
kargilagtirilmast verildi. Tablo 3.3” e baktigimizda At kiiciilditkce Sas, Ext4 ve
Ext6 yontemleri ile elde edilen hata normlarimin kiigiildiigii, ayrica Ext4 ve Ext6
yontemleriyle hesaplanan hata normlarinin Sp; yonteminden daha iyi oldugu
goriilmektedir. Tablo 3.4’ de h = 0.0125, v = 0.1 ve farkli At degerleri igin
Sas, Extd ve Ext6 yontemleri ile bulunan hata normlari verildi. Bu tabloya da
bakildiginda At zaman adim wuzunlugu kiigildiikkce hatalarin diigtiigii ve
Ext4” iin Sa;” den ve Ext6’ nin da Ext4’ den daha iyi hata normlar verdigi
goriilmektedir. Ayrica Tablo 3.5 de At = 0.001, h = 0.0125 ve v = 1 degerleri
igin t = 0.1 de Sas, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan bazi noktasal degerler
verildi. Tablodan noktasal degerlerin birbiriyle ve tam ¢6ziim ile uyumlu oldugu
ve Ext6 yontemiyle elde edilen niimerik sonuglarin tam ¢oztime daha yakin oldugu
goriilmektedir. Tablo 3.6" da Problem 1’ in At = 0.001, v = 1 degerleri ve

farkli konum uzunluklari i¢in ¢ = 0.1 zamanindaki niimerik ¢oziimiiniin tam
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Tablo 3.7: Problem 1’ in Sp; yontemi ile At = 0.001, h = 0.0125, v = 1, 0.1 ve
0.01 degerleri icin farkli ¢ zamanlarindaki sonuglarin karsilagtirilmasi.

T t v=1 v=1 v=20.1 v=01 v=001 2»=0.01
Numerik Tam Numerik Tam Numerik Tam

0.25 0.4 0.01357 0.01357 0.30890 0.30889 0.34192  0.34191

0.6 0.00189 0.00189 0.24075 0.24074 0.26896 0.26896

0.8 0.00026  0.00026 0.19569 0.19568 0.22148 0.22148

1.0 0.00004 0.00004 0.16258 0.16256 0.18819  0.18819

3.0 0.00000 0.00000 0.02720 0.02720 0.07511 0.07511

0.5 04 0.01923 0.01924 0.56965 0.56963 0.66071  0.66071
0.6 0.00267  0.00267 0.44723  0.44721 0.52942  0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35925 0.35924 0.43914  0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29192  0.29192 0.37442 0.37442
3.0 0.00000  0.00000 0.04019  0.04020 0.15018  0.15018

0.75 0.4 0.01362 0.01363 0.62538  0.62544 0.91027  0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48715 048721 0.76725 0.76724
0.8 0.00026  0.00026 0.37385 0.37392 0.64740  0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28741  0.28747 0.55605  0.55605
3.0 0.00000  0.00000 0.02976  0.02977 0.22483  0.22481

Tablo 3.8: Problem 1’ in A = 0.0125, v = 1 ve t = 0.1 i¢in numerik ¢oziimiiniin
farkli caligmalarla karsilagtirilmasi.

x Tam  Sat Ref. [87] Ref. [89] Ref. [91]  Ref. [92] Ref. [100]

At=10"2 At=10"° At=10"° At=10"5 At=10"° A¢t=10"*

0.1 0.10954 0.10953 0.10952 0.10978 0.109526 0.10951 0.10955
0.2 0.20979 0.20977 0.20975 0.21019 0.209766 0.20974 0.20981
0.3 0.29190 0.29187 0.29184 0.29238 0.291855 0.29182 0.29193
0.4 0.34792 0.34788 0.34785 0.34845 0.347869 0.34783 0.34796
0.5 0.37158 0.37153 0.37149 0.37212 0.371512 0.37147 0.37163
0.6 0.35905 0.35900 0.35896 0.35960 0.358975 0.35894 0.35910
0.7 0.30991 0.30986 0.30983 0.31044 0.309839 0.30981 0.30995
0.8 0.22782 0.22778 0.22776 0.22827 0.227766 0.22775 0.22786
0.9 0.12069 0.12067 0.12065 0.12097 0.120659 0.12065 0.12071
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Tablo 3.9: Problem 1’ in v = 1, At = 0.001 ve h = 0.0125 degerleri igin
sonuclariin diger caligmalarla karsilagtirilmasi.

x  t Tam  Sa Ref[101]  Ref[102-DE Ref.[102]-HC Ref.[102]-RHC
At=10"2 At=10"° At=107° At =107° At =107°

0.25 0.1 0.25364 0.25361 0.252875 0.263624 0.252942 0.264126
0.15 0.15660 0.15657 0.155447 0.161000 0.156059 0.165683
0.20 0.09644 0.09642 0.094289 0.098311 0.095889 0.101617
0.25 0.05922 0.05920 0.055674 0.060052 0.056174 0.059113

0.5 0.1 0.37158 0.37153 0.373085 0.372799 0.376474 0.393354
0.15 0.22682 0.22678 0.228940 0.227657 0.235875 0.251788
0.20 0.13847 0.13844 0.142127 0.138972 0.153645 0.163931
0.25 0.08454 0.08451 0.091944 0.084942 0.112810 0.120967

0.75 0.1 0.27258 0.27254 0.272368 0.263624 0.271517 0.285579
0.15 0.16437 0.16433 0.163628 0.160973 0.162739 0.176957
0.20 0.09944 0.09941 0.098656 0.098305 0.098431 0.111020
0.25 0.06035 0.06033 0.059343 0.060051 0.057394 0.068569

1.0 1.0

=0 t=0
0.8 ™ 0.8
06 1=0.04 06 =03
E t=0.06 g
04 1=0.08 0.4 =06 08
t=0.1
t=1
0.2 02
0.0 0.0 T T T T T
0.0 0?2 0?4 X 0'5 0'3 1.0 0.0 0.2 0.4 M 0.6 0.8 1.0
() (b)

Sekil 3.1: Problem 1’ in niimerik ¢6ziimiiniin farkli zamanlardaki davranigi a)

h =0.025, At =0.01 ve v = 1. b) h = 0.025, At = 0.01 ve v = 0.1.
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Sekil 3.2: Problem 1’ in niimerik ¢6ztimiiniin farkhh zamanlardaki davranigi a)
h =0.025, At = 0.01 ve v =0.01. b) h = 0.005, At = 0.01 ve v = 0.005.

1.0
t=0
t=0.4
t=0.8
0.5 4 _
=12 7

,q t=2
X

-]

0.0

-0.5 4

10 . , . , . , .

-1.0 -0.5 X 0.0 0.5 1.0

Sekil 3.3: Problem 1’ in A = 0.025, At = 0.01, » = 0.01, a = —1 ve b = 1 degerleri
i¢in t < 2 boyunca niimerik ¢oziimiiniin fiziksel davranisi.

47



¢ozuimle noktasal karsilagtirilmas: verildi. Buna ek olarak Lo ve L., hata normlar:
hesapland1 ve ||e[|, hata normu bazi galismalarla kargilagtirildi. Tablo 3.6 da h
kiictldiikge niimerik degerlerin tam degerlere yakinsadigi goriilmektedir. Ayrica
|le]|; hata normlarina bakildiginda Ref. [87, 92, 89, 99] ¢aligmalarinin sonuclar
At = 107° ile hesaplanirken, Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinde At = 1073
secilmesine ragmen verilen referanslarin bir¢cogundan iyi oldugu, bir kismi ile
de uyumlu oldugu goriilmektedir. Tablo 3.77 de At = 0.001, h = 0.0125 ve
v = 1,0.1,0.01 degerleri i¢cin z’ in 0.25, 0.5 ve 0.75 noktalarindaki niimerik
¢oziimlerinin farkli zamanlarda tam ¢oziimle karsilagtirilmasi verildi. Bu tablodan
gortildiigii gibi sonuclarimiz tam ¢oztiime oldukca yakindir. Tablo 3.8 ve 3.9’ da
v = 1,h = 0.0125 i¢in sirasiyla Ref. [87, 89, 91, 92, 100] ve Ref. [101, 102]
caligmalarinda  verilenlerle Sa; yontemiyle elde edilenler tam c¢oziimle
kargilagtirildi. Bu tablolardan da goriildiigi gibi ¢cok daha biiyiik At zaman adim
uzunlugu kullanmig olmamiza ragmen sonuglarimiz oldukca tatmin edicidir.
Problem 1’ in Fourier seri ¢oziimii v niin kiigiik degerleri i¢in yavasg yakinsamaya
neden oldugundan tam ¢ozim ve numerik ¢oziim  karsilagtirilmasi
yapilamamaktadir. Ancak Figure 3.1 ve 3.2” de v = 1,0.1,0.01 ve 0.005 degerlerine
karsilik gelen ntimerik ¢oziimlerin grafikleri verildi ve gorildiigi gibi v kiic¢tildiikge
niimerik ¢oziim saga dogru keskinleserek yatmaktadir. Ayrica v = 0.01,h =
0.025,a = —1 ve b = 1 icin Problem 1’ in niimerik ¢oziimii hesaplandi ve
bu ¢oztimiin farkh ¢ degerleri icin problemin fiziksel davramisi Figure 3.3” de
gosterildi.

Problem 2: Ikinci problem olarak Burgers’ denklemi, Ref. [90, 98, 100]’ deki

gibi verilen agsagidaki baslangic
w(z,0) =4z(l—2z), 0<z<1

ve

u(0,t) = u(1,t) =0, t>0
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Tablo 3.10: Problem 2’ nin At = 0.001, v = 1 degerleri ve farkh h adim

uzunluklar1 igin Sp;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1" deki sonuglarinin
karsilagtirilmasi.
h Sat Ext4 Ext6

Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103

0.1 2.214512  3.236722  2.214083 3.236015 2.213776 3.235529
0.05 0.555140 0.808757  0.554718 0.808062 0.554415 0.807583
0.025 0.139310 0.202976  0.138890 0.202285 0.138588 0.201808
0.0125  0.035363 0.051627 0.034943 0.050921 0.034640 0.050444
0.00625 0.009383 0.013814 0.008959 0.013093  0.008656 0.012610

el el el
0.1 0.007294 0.007293 0.007292
0.05  0.001925 0.001923 0.001922
0.025  0.000496 0.000494 0.000493
0.0125  0.000127 0.000126 0.000125
0.00625 0.000034 0.000032 0.000031

siur gartlari ile ele alindi. Bu problemin tam ¢oziimii, (3.1.12) ile verilen esitlikte

Fourier katsayilariin

1
ag = / 67:1:2(31/)’1(372:1:)dx7
0

1
a; = 2/0 e~ ¥ (B (3-2x) cos(jmx)dx, j=1,2, ..

bi¢iminde alinmasiyla elde edilir.Tablo 3.10 ve 3.11” de At = 0.001 i¢in sirasiyla
v = 1 ve 0.1 degerlerine karsilik farkli A uzunluklari i¢in Sp;, Ext4d ve Ext6
yontemlerinin hata normlar1 verildi. Her iki tablodan da goriildiigii gibi h
kiictildiikge hata normlarimin da kiictildiigii ve Ext4 yonteminin Sa; dan, Ext6’
nin da Ext4 den daha diisitk hata normlarma sahiptir. Ayrica Tablo 3.12 ve
3.13" de h = 0.0125 igin swrasiyla v = 1 ve 0.1 degerlerine karsilik farkli At
uzunluklar: icin Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin hata normlar kargilagtirildi.
Iki tabloya da baktigimizda At kiiciildiikge hata normlarimin da distigi ve
beklendigi gibi Ext4 ve Ext6’ nin daha iyi sonuclar verdigi goriilmektedir. Tablo

3.14> de Problem 2’ nin At = 0.001, h = 0.0125, v = 1, 0.1, 0.01 degerleri
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Tablo 3.11: Problem 2’ nin At = 0.001, v = 0.1 degerleri ve farklh h adim

uzunluklar: igin Sp;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1" deki sonuglarinin
karsilagtirilmasi.
h SAt Ext4 Ext6

Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103

0.1 1.400997 3.629516 1.375639 3.577697 1.349990 3.524883
0.05 0.361491 0.954198  0.335850 0.900486  0.310613 0.845672
0.025 0.091048 0.241399 0.066854 0.187136  0.050058 0.131734
0.0125  0.022969 0.061323 0.016298 0.026040 0.012195 0.030637
0.00625 0.005927 0.015782 0.005656 0.015137 0.003151 0.008311

lesl leul| Jeul|
0.1 0.001898 0.001854 0.001809
0.05 0.000580 0.000531 0.000484
0.025 0.000159 0.000112 0.000085
0.0125  0.000042 0.000028 0.000022
0.00625 0.000011 0.000011 0.000006

Tablo 3.12: Problem 2’ nin h = 0.0125, v = 1 degerleri ve farkh At adim

uzunluklar1 i¢in Sp;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1" deki sonuglarinin
karsilagtirilmasi.
At Sat Ext4 Ext6

Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103> Ly x 102 Ly x 10° Lo x 103

0.02 0.361782 0.698196 0.177571 0.681654 0.090651 0.679935
0.01 0.112075 0.182399 0.064759 0.100836 0.036644 0.053691
0.005 0.052946 0.081834 0.041942 0.062497 0.035150 0.051268
0.0025 0.039073 0.057890  0.036443 0.053377 0.034782 0.050664

lea i el el
0.02  0.002276 0.001432 0.001034
0.01  0.000598 0.000240 0.000146
0.005  0.000209 0.000154 0.000127
0.0025 0.000140 0.000131 0.000125
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Tablo 3.13: Problem 2’ nin h = 0.0125, v = 0.1 degerleri ve farkli At adim

uzunluklar: igin Sp;, Ext4d ve Ext6 yontemlerinin ¢ = 0.1" deki sonuglarinin
karsilagtirilmasi.
At Sat Ext4 Ext6

Ly x 10° Lo x 10° Ly x 103 Ly x 105 Ly x 10° Lo, x 10°

0.02 0.132523 0.315853  0.031208 0.093471 0.030076 0.084327
0.01 0.049277 0.123336  0.024586 0.067187  0.024365 0.065383
0.005  0.029152 0.076143 0.023171 0.062250 0.023113 0.061849
0.0025 0.024298 0.064555 0.022823 0.061080  0.022806 0.060973

lex i lea | el
0.02  0.000227 0.000065 0.000049
0.01  0.000088 0.000046 0.000043
0.005  0.000053 0.000042 0.000042
0.0025  0.000044 0.000042 0.000041

Tablo 3.14: Problem 2’ nin Sa; yontemi ile At = 0.001, h = 0.0125, v = 1,0.1 ve
0.01 degerleri icin farkh ¢ zamanlarindaki sonuclarinin karsilagtirilmasi.

z t v=1 v=20.1 v =0.01
Numerik Tam Numerik Tam Numerik Tam
0.25 0.4 0.01400 0.01400 0.31752  0.31752 0.36226  0.36226
0.6 0.00195 0.00195 0.24615 0.24614 0.28203  0.28204
0.8 0.00027  0.00027 0.19957 0.19956 0.23045 0.23045
1.0 0.00004 0.00004 0.16561 0.16560 0.19469  0.19469
3.0 0.00000 0.00000 0.02775 0.02776 0.07613 0.07613

0.5 04 0.01984 0.01985 0.58455 0.58454 0.68368  0.68368
0.6 0.00276  0.00276 0.45800  0.45798 0.54832  0.54832
0.8 0.00038  0.00038 0.36742  0.36740 0.45371  0.45371
1.0 0.00005  0.00005 0.29835 0.29834 0.38567  0.38568
3.0 0.00000  0.00000 0.04105 0.04106 0.15218  0.15218

0.75 0.4 0.01406 0.01407 0.64556  0.64562 0.92051  0.92050
0.6 0.00195 0.00195 0.50261  0.50268 0.78300  0.78299
0.8 0.00027  0.00027 0.38527  0.38534 0.66272  0.66272
1.0 0.00004 0.00004 0.29580  0.29586 0.56932  0.56932
3.0 0.00000  0.00000 0.03043 0.03044 0.22776  0.22774
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Tablo 3.15: Problem 2" nin v = 0.01 i¢in farkli zamanlarda niimerik ¢oztimiin
baz1 ¢caligmalarla karsilagtirilmasi.

1 [90] 03] [103] Sar Tam
At =0.001 At=0.000l At=0.0001 Af=001 -
h=0.025 h=00125 h=00125 h=00125 -

0.25 04 0.36225 0.36218 0.3622 0.36225 0.36226
0.6 0.28202 0.28197 0.2820 0.28202 0.28204
0.8 0.23044 0.23040 0.2304 0.23044 0.23045
1.0 0.19468 0.19465 0.1947 0.19468 0.19469
3.0 0.07613 0.07613 0.0761 0.07613 0.07613
0.5 04 0.68368 0.68364 0.6836 0.68370 0.68368
0.6 0.54832 0.54829 0.5483 0.54832 0.54832
0.8 0.45371 0.45368 0.4537 0.45371 0.45371
1.0 0.38567 0.38564 0.3856 0.38567 0.38568
3.0 0.15218 0.15217 0.1522 0.15218 0.15218
0.75 0.4 0.92052 0.92047 0.9205 0.92059 0.92050
0.6 0.78300 0.78297 0.7830 0.78304 0.78299
0.8 0.66272 0.66270 0.6627 0.66274 0.66272
1.0 0.56932 0.56930 0.5693 0.56932 0.56932
3.0 0.22782 0.22773 0.2277 0.22776 0.22774

Tablo 3.16: Problem 2’ nin At = 0.001, v = 0.01 ve h = 0.0125 degerleri i¢in farkh
zamanlardaki Sa;, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile elde edilen niimerik sonuglarin
karsilagtirilmasi.

T t SAs Ext4 Ext6 Tam

0.25 04 0.36225 0.36226 0.36226 0.36226
0.6 0.28202 0.28203 0.28204 0.28204
0.8 0.23044 0.23045 0.23045 0.23045
1.0 0.19468 0.19469 0.19469 0.19469
3.0 0.07613 0.07613 0.07613 0.07613

0.5 04 0.68370 0.68368 0.68368 0.68368
0.6 0.54832 0.54832 0.54832 0.54832
0.8 0.45371 0.45371 0.45372 0.45371
1.0 0.38567 0.38567 0.38568 0.38568
3.0 0.15218 0.15218 0.15218 0.15218

0.75 0.4 0.92059 0.92051 0.92051 0.92050
0.6 0.78304 0.78300 0.78300 0.78299
0.8 0.66274 0.66272 0.66273 0.66272
1.0 0.56932 0.56932 0.56932 0.56932
3.0 0.22776 0.22776 0.22776 0.22774
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t=0

U(x,t)

Sekil 3.4: Problem 2’ nin niimerik ¢6ziimiiniin farkl zamanlardaki davranigi a)
h =0.025, At = 0.01 ve v = 1. b) h = 0.025, At = 0.01 ve v = 0.1.

t=1

Sekil 3.5: Problem 2’ nin niimerik ¢éziimiiniin farkh zamanlardaki davranisi a)
h =0.025, At = 0.001 ve v = 0.01. b) h = 0.005, At = 0.01 ve v = 0.005.
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icin farkli zaman ve konumlardaki niimerik ve tam c¢oziimiiniin karsilagtirilmasi
verildi. Bu tablodan da goriildiigii iizere elde edilen sonuglar tam ¢oziimle oldukca
iyi uyum igindedir. Tablo 3.15" de ise Problem 2’ nin v = 0.01 degeri i¢in
Ref. [90, 98, 103] galigmalarinda verilen sonuglarla Sy, ile elde edilen sonuglar
kargilagtirlmigtir. Bu tablodan, Ref. [98, 103]" deki ¢ahgmalarda At zaman
adiminin daha kiiclik secilmesine ragmen, Sa; ile elde edilen sonuclarin daha
iyi oldugu goriilmektedir. Mittal ve Jain [90] daha kii¢itk At ve daha biiyik h
degerleriyle hesaplama yapmislardir. Tablo 3.15" den sonuclarimizin bu ¢alisma
ile de oldukca iyi bir uyum i¢inde oldugu goriilmektedir. Bunlarin yaninda Tablo
3.16" da At = 0.001, h = 0.0125 ve v = 0.01 i¢in Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle
hesaplanan farkli konum ve zamanlardaki noktasal degerler karsilastirildi. Bu
tablodan da goriildiigii gibi Ext4 ve Ext6 yontemleriyle elde edilen sonuglar
Tablo 3.15” de verilen Ref. [90, 98, 103]” deki sonuglara gore tam ¢oziime oldukga
yakindir.

Problem 3: Son problem olarak Burgers’ denklemi, Ref. [90, 98] da verildigi

gibi t = 1 zamanindaki baglangic kogulu

T
1+ exp [ﬁ(:ﬁ — i)}

u(z, t) =

ve siur sartlart u(a,t) = u(b,t) = 0 olarak ele alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii

to = exp(g;) olmak iizere,

(x,t) o/t t>1
u(z, t) = ve t>
L+ \/t/toexp [£ (22 — 1)]
dir. Problem 3’ iin ¢oziimi zaman ilerledikge piiriizsiizlesen sok dalgalarin

ilerlemesi olayma kargilik gelmektedir [92]. Tablo 3.17” de At = 0.01,h = 0.005, v =
0.005,a = 0 ve b = 1 degerleri i¢in problemin farkli zaman ve konumlardaki
noktasal degerleri verildi. Bu tablodan goriildiigii gibi mevcut yontemle hesaplanan

niimerik sonuglar tam sonuglarla uyum igindedir. Tablo 3.18" de At = 0.01,h =

0.005,v = 0.005,a = 0 ve b = 1.2 degerleri igin Xie vd. [104] ile Mittal ve Jain
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Tablo 3.17: Problem 3’ iin At = 0.01, A = 0.005, v = 0.005, a = 0 ve b = 1
degerleri i¢in niimerik sonuclar ve hata normlarinin karsilagtirilmasi.

Exact

t=23.25
0.03077
0.06154
0.09231
0.12307
0.15380
0.18430
0.21270
0.21844
0.10126

Exact
t=2.5
0.04000
0.08000
0.12000
0.15998
0.19983
0.23812
0.25310
0.10210
0.00554

Exact
t=1.7
0.05882
0.11765
0.17646
0.23517
0.29190
0.29591
0.04193
0.00065
0.00000

Sat
t=2.5
0.04000
0.08000
0.12000
0.15998
0.19983
0.23814
0.25312
0.10212
0.00553

Sat

t=3.25
0.03077
0.06154
0.09230
0.12307
0.15380
0.18430
0.21271
0.21844
0.10093

€ St
t=1.7
0.1 0.05882
0.2 0.11764
0.3 0.17646
0.4 0.23517
0.5 0.29193
0.6 0.29585
0.7 0.04197
0.8 0.00064
0.9 0.00000

Tablo 3.18: Problem 3’ iin At = 0.001, A~ = 0.005, v = 0.005, a = 0 ve b = 1.2
degerleri i¢in niimerik sonuclar ve hata normlarinin kargilagtirilmasi.

x t [90] [104](8 =1) [104](B = 0.5) Sat Exact
h=0.005 h=10"" h =104 h =0.005
At =0.001 At =0.01 At =0.01 At = 0.001
0.2 1.7 0.1176452  0.1176565 0.1174841 0.1176452  0.1176452
2.5 0.0799990  0.0800527 0.0798389 0.0799990  0.0799989
3.0 0.0666658  0.0667147 0.0665176 0.0666658  0.0666658
3.5 0.0571422  0.0571820 0.0570060 0.0571422  0.0571422
0.4 1.7 0.2351690 0.2332111 0.2348504 0.2351690  0.2351677
2.5 0.1599771  0.1591735 0.1596608 0.1599771  0.1599769
3.0 0.1333211  0.1328314 0.1330273 0.1333211  0.1333209
3.5 0.1142780  0.1139606 0.1140077 0.1142780  0.1142779
0.6 1.7 0.2958570  0.2940048 0.2961269 0.2958570  0.2959097
2.5 0.2381299  0.2347876 0.2376699 0.2381300  0.2381207
3.0 0.1994839  0.1973222 0.1990478 0.1994839  0.1994805
3.5 0.1712257  0.1697753 0.1708231 0.1712257  0.1712242
0.8 1.7 0.0006381  0.0008917 0.0006640 0.0006381  0.0006465
2.5 0.1021325  0.1103866 0.1036067 0.1021324  0.1020957
3.0 0.2088032  0.2088346 0.2093735 0.2088032  0.2088359
3.5 0.2145938  0.2119293 0.2143409 0.2145939  0.2145869
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Tablo 3.19: Problem 3’ iin v = 0.005, a = 0 ve b = 1.2 degerleri i¢in hata
normlarmin karsilagtirilmasi.

[90] [104] (F=1) [104] (B=0.5) Sar Sar
h=0.005 h=10"* h=10"* h=0.005 h=0.005
At =0.001 At =0.01 At = 0.01 At =0.01 At =0.001
t=1.7
Ly x 10°  0.0252 3.08966 0.384209 0.03565  0.02531
Lo x 10° 0.0994 10.40404 1.347279 0.16110  0.10003
t=25
L, x 10°  0.0151 2.72048 0.491345 0.01927  0.01508
Lo x 10°  0.0549 8.29747 1.554700 0.07719  0.05517
t=30
Ly x 10°  0.0118 2.39922 0.515077 0.01451  0.01185
Lo x 10 0.0414 6.98801 1.552891 0.05464  0.04150
t=35
Ly, x 10°  0.0117 2.12110 0.525855 0.01328  0.01175
Lo x 10°  0.0486 5.94321 1.521961 0.04858  0.04858

Tablo 3.20: Problem 3’ iin ¥ = 0.0015, h = 0.005, At = 0.01,a =0ve b =1
degerleri i¢in hata normlarinin Ref. [95] ile kargilagtirilmasi.

[95]

Sat

t

1.2
1.4
1.6
1.8
2.0
2.2
24
2.8
3.0
3.4
3.7

L2 X 103

Lo x 103

L2 X 103

Lo x 103

0.3853879498
0.4644348073
0.4964749406
0.5092790346
0.5125147492
0.5105961277
0.5058011505
0.4921096936
0.4843911639
0.4687308313
0.6446318395

3.2368476652
3.3488926879
3.1923238319
2.9867895721
2.7831501328
2.5951212085
2.4255446546
2.1380460738
2.0164737965
1.8086943377
4.7081914051

0.3718509991
0.2863329944
0.2288596826
0.1887021734
0.1593751139
0.1371827934
0.1199015172
0.0949225040
0.0856621454
0.0717301538
0.2791695008

3.1646275222
2.4415417573
1.8783862136
1.4497813951
1.1782635194
1.0357077227
0.8279599830
0.6403753054
0.5858051083
0.4764481427
3.0371207632
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Tablo 3.21: Problem 3’ iin v = 0.005, h = 0.02, At = 001, a = 0ve b =1
degerleri i¢in hata normlarinin Ref. [95] ile kargilagtirilmasi.

95] Sar
t Ly x 107 L. x 10° Loy x 107 L. x 10°

1.2 0.5814317166 3.1354062730 0.5537663018 2.1699139717
1.4 0.6467617678 2.9313488434 0.4921119039 1.8710420482
1.6 0.6760951564 2.6922645525 0.4184750799 1.6238728732
1.8 0.6876183734 2.4718915438 0.3592643498 1.4099229281
2.0 0.6895350821 2.3766574001 0.3129510874 1.1485717697
2.2 0.6860166616 2.2731921896 0.2762460981 1.0081759068
2.4 0.6794328066 2.1678477506 0.2467279685 0.8919346792
2.8 0.6830706255 1.9689522786 0.2228476846 0.6805470080
3.0 0.8295132819 2.9572472407 0.3106757860 1.5961621658
3.2 1.4855981917 7.4914648713 0.6551177234 4.0139480396

Tablo 3.22: Problem 3’ iin At = 0.01, v = 0.005 degerleri ve farkli zamanlardaki
Sas, Extd ve Ext6 yontemlerinin hata normlarinin karsilagtirilmasi.

t SAt Ext4 Ext6
Lo x 102 Lo x10° Ly x 103 Lo x 10> Ly x 10° Lo x 103
1.7 ~0.03565 0.16110 0.02566  0.1I0105 0.02527 0.09931
2.4  0.02167 0.08346 0.01706  0.05876 0.01691  0.05832
2.5  0.02436  0.11560 0.01965  0.09564 0.01954  0.09565
3.1 0.55501 4.10425 0.47261  3.51153 0.47108 3.51014
3.25 1.10263  7.99529 0.94609  6.89869 0.94365  6.89623
Ref. [88] Ref. [93] Ref. [104]

1.7  0.857 2.576 0.07215 0.31153 0.02681 0.09174
24  0.423 1.242 — —

25 - — 0.05103  0.18902 0.03135 0.11515
3.1  0.235 0.688 — —

3.25 — — 1.24901  8.98390 1.11149  8.00069

0.42 0.10

0.09 4
0.36 1
0.08 o

0.30 - 0.07 4

0.06

0.24 4
0.05 o

U(x,t)

0.04 -
0.18

0.03
0.12 4 0.02 -

0.01 4
0.06 4

Sekil 3.6: Problem 3’ iin niimerik ¢oztimiiniin fiziksel davranisi a) h = 0.005,
At = 0.01, v = 0.005, a = 0 ve b = 1. b) aym degerler icin ¢ = 4’ deki hata
grafigi.
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Tablo 3.23: Problem 3’ iin At = 0.001, v = 0.005 ve h = 0.005 degerleri i¢in baz
zamanlardaki Sa;, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile elde edilen niimerik sonuglarin
karsilagtirilmasi.

T

Sat

Ext4

Ext6

Exact

0.2

0.4

0.6

0.8

1.7
2.5
3.0
3.5

1.7
2.5
3.0
3.5

1.7
2.5
3.0
3.5

1.7
2.5
3.0
3.5

0.1176452
0.0799990
0.0666658
0.0571422

0.2351690
0.1599771
0.1333211
0.1142780

0.2958570
0.2381300
0.1994839
0.1712257

0.0006381
0.1021324
0.2088032
0.2145939

0.1176452
0.0799990
0.0666658
0.0571422

0.2351690
0.1599771
0.1333211
0.1142780

0.2958572
0.2381299
0.1994839
0.1712257

0.0006381
0.1021329
0.2088027
0.2145883

0.1176452
0.0799990
0.0666658
0.0571422

0.2351690
0.1599771
0.1333211
0.1142780

0.2958572
0.2381299
0.1994839
0.1712257

0.0006381
0.1021328
0.2088027
0.2145883

0.1176452
0.0799989
0.0666658
0.0571422

0.2351677
0.1599769
0.1333209
0.1142779

0.2959097
0.2381207
0.1994805
0.1712242

0.0006465
0.1020957
0.2088359
0.2145869

Tablo 3.24: Problem 3’ iin At = 0.001, v = 0.005, h = 0.005, a = 0 ve
b = 1.2 degerleri i¢in Sas, Ext4d ve Ext6 yontemlerinin farkli zamanlardaki hata
normlariin karsilagtirilmasi.

t SAt Ext4 Ext6

Ly x 10° Lo x 10° Iy x 10° Lo x10° Ly x 10° Lo, x 10°
1.7 0.02531 0.10003 0.02523  0.09902 0.02523  0.09910
2.5 0.01508 0.05517 0.01504  0.05457 0.01504  0.05467
3.0 0.01185 0.04150 0.01181  0.04099 0.01181  0.04109
3.5 0.01175 0.04858 0.01121  0.04126 0.01122  0.04126

90 104 (5= 0.5) 104 (5= 1)

h=0.005 At=0.001 h=10"* At=001 h=10"* At=0.01
1.7 0.0252 0.0996 0.384209 1.347279  3.08966  10.40404
2.5 0.0151 0.0549 0.491345 1.554700  2.72048  8.29747
3.0 0.0118 0.0414 0.515077 0.525855  2.39922  6.98801
3.5 0.0117 0.0486 1.552891 1.521961  2.12110  5.94321
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045 0.00007
042

0.00006

0.00005

0.00004

U(x,t)

0.00003

0.00002

0.00001

0.00000

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Sekil 3.7: Problem 3’ iin niimerik ¢6ziimiiniin fiziksel davramsi a) h = 0.005,
At = 0.01, v = 0.005, a = 0 ve b = 1.2. b) aym1 degerler i¢in ¢ = 4’ deki hata
grafigi.

0.10
0.5
0.08
0.4
t=1
0.06
0.3 t=2
=
X2
=) t=3 0.04
0.2 4 t=4
0.02
0.1+
0.00
0.0 T T T T T T T T T T ; ; ; ; ; ;
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 X 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.2 0.4 X 06 0.8 10

Sekil 3.8: Problem 3’ iin niimerik ¢oztimiiniin fiziksel davranisi a) h = 0.005,
At = 0.01, v = 0.0005, a = 0 ve b = 1. b) ayn1 degerler i¢cin ¢ = 4’ deki hata
grafigi.
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0.54
0.08 -

0.44
0.06

0.3 t=3

t=4
0.04

U(x,t)

0.24

0.02 -
0.14

0.00

0.0

Sekil 3.9: Problem 3’ iin niimerik ¢6ziimiiniin fiziksel davramsi a) h = 0.005,
At = 0.01 ve v = 0.00036. b) ayn1 degerler igin ¢t = 4’ deki hata grafigi.

[90] caligmalarindaki farkli konum ve zamanlarda noktasal degerler kargilagtirild.
Tablodan gorildigi gibi sonuglar Ref. [104]” inkinden oldukca iyi ve Ref. [90]
ile uyum igindedir. Tablo 3.19" da Ref. [104] ve Ref. [90] ¢alismalariyla Ly ve Lo,
hata normlarinin farkli zamanlardaki degerleri kargilagtirildi. Gortildiigii gibi daha
biiyiik ~ degeri i¢in bile hata normlarimiz Ref. [104]” den oldukga iyi ve Ref. [90]
ile uyum igindedir. Tablo 3.20 ve 3.21" de Ref. [95] ile Ly ve L, hata normlarinin
farkli ¢ degerleri i¢in karsilagtirilmasi verildi. Bu iki tablodan da gortuldigi gibi
Sa¢ ile hesaplanan hata normlar1 septik B-spline kollokasyon yontemi kullanan
Ref. [95]" ninkinden oldukea diigiiktiir. Tablo 3.22" de At = 0.01,h = 0.005,v =
0.005,a = 0 ve b = 1 degerleriyle Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan
Ly ve Ly, hata normlar verildi ve Ref. [88, 93, 104] ¢cahigmalariyla karsilagtirild.
Tablodan Sa¢, Ext4 ve Ext6 ile hesaplanan Ly ve L., hata normlarinin bircok ¢
degeri igin Ref. [88, 93, 104] galigmalarindakilerden daha iyi oldugu gériilmektedir.
Tablo 3.23 de At = 0.001,h = 0.005,v = 0.005 degerleri i¢in tam ¢oztim ve
niimerik ¢oziimiin farkli zaman ve konumlarda karsilastirilmasi verildi. Tabloda
niimerik sonuclarla tam ¢oziimiin noktasal degerlerinin oldukca iyi uyum icinde
oldugu goriilmektedir. Tablo 3.24° de ise At = 0.001,~ = 0.005,v = 0.005 ve

a =0 ve b = 1.2 degerleri i¢in Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin kendi arasinda
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kiyaslanmas1 ve Ref. [90, 104] ¢ahgmalariyla kargilagtirilmasi verildi. Tablodan
gorildiigi gibi elde ettigimiz Ly ve L. hata normlar1 Ref. [104] dekilerden
oldukga iyi ve Ref. [90]" dekilerle uyum igindedir. Ayrica Problem 3’ iin h =
0.005, At = 0.01 i¢in farkh viskozite degerlerinde [0, 1] ve [0, 1.2] araliklarindaki
fiziksel davraniglar1 grafiksel olarak Jekil 3.6-3.9” da gosterilmigtir. Bu grafiklerden
de gortldiigi gibi v viskozite degeri kiiciildiikge ¢oziim egrileri de artan bir
sekilde keskinlesmekte ve hata degerleri sag sinira dogru yaklagildiginda en biiyiik
degerini almaktadir. Problemin ¢oztim arahgi [0, 1]’ den [0, 1.2] ye genigletildiginde
sag smirda yapilan hata degerinin oldukca diistiigii hata grafiklerinden

goriilmektedir.

3.2 Modifiye Edilmis Burgers’ Denkleminin (mBE) Operator

Splitting B-Spline Kollokasyon Sonlu Eleman Coziimleri
Tezin bu kisminda
U+ iy — vy, =0 a <z <b t>t (3.2.1)

bigiminde verilen modifiye edilmis Burgers’ (mBE) denklemi ele alindi. mBE
denklemi hemen hemen dikey soklarda iyon yansimasi, tiirbiilans taginmasi,
nehirde kirleticilerin taginmasi ve yayilimi, ¢okelti taginmasi ve termoelastik
ortamlarda dalga iglemleri gibi bircok pratik tagima problemlerinde kullanilan
yiiksek nonlineerlige sahip bir denklemdir [82]. mBE denkleminin teorik
¢Oziimlerini caliganlar arasmda Inan ve Ugurlu [106], Harris [107], Sachdev vd.
[108] ile Sachdev ve Rao [109] verilebilir. (3.2.1) denkleminin analitik ¢oziimlerini
elde etmek karmagik ve zahmetli bir ig oldugundan, bunun yerine bircok
matematik¢i (3.2.1) denkleminin kabul edilebilir bir dogruluk ile niimerik
¢ozuimlerini elde etmeye caligmaktadir. Bu niimerik caligmalar arasindan ornek

olarak digerlerinin yaninda agagidakiler gosterilebilir. Ramadan ve El-Danaf [110]
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kuintik B-spline kollokasyon yontemi ile modifiye edilmis Burgers’ denkleminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Orug vd. [111] modifiye edilmis Burgers’
denklemini sonlu fark ile birlikte Haar dalgaciklar metodunu kullanarak niimerik
¢Oztimlerini bulmuslardir. Karakog vd. [112] mBE denklemini kuartik B-spline
baz fonsiyonlari kullanarak hem subdomain sonlu eleman hem de diferansiyel
kuadratiir yontemi ile ¢ozmiiglerdir. Kutluay vd. [113] mBE denklemindeki lineer
olmayan terimi bir lineerlestirme teknigi kullanarak kiibik B-spline kollokasyon
yontemiyle, Bashan vd. [114] ise kuintik B-spline baz fonsiyonlar kullanarak
diferansiyel kuadratiir yontemi ile denklemin c¢oziimlerini elde etmislerdir. Irk
[115] altinci dereceden B-spline kollokasyon metodunu kullanarak hem Burgers’
hem de mBE denklemlerini ¢ézmiigtiir. Bratsos ve Petrakis [116] matris-tistel
terime ikinci mertebeden rasyonel yaklagimlara dayali acik sonlu fark semasi
yontemini mBE denklemini niimerik olarak ¢ozmek i¢in onermiglerdir. Bratsos
[82] iki zaman seviyeli 6zyinelemeli bagintida matris tistel terimi dérdiincii mertebe
rasyonel yaklagimlara dayali sonlu fark yontemiyle yontemiyle mBE denkleminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmigtir. Ramadan vd. [95] septik B-spline ile kollokasyon
yontemini kullanarak mBE denklemini ¢ézmiiglerdir. Saka ve Dag [61] zamana ve
konuma gore mBE denklemini split edip kuintik B-spline kollokasyon metodu ile
niimerik ¢oziimler sunmuslardir. Roshan ve Bhamra [117] galigmalarinda modifiye
edilmig Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimlerini Petrov-Galerkin yontemi ile
bulmuslardir.

Bu kisimda, (3.2.1) ile verilen mBE denklemi

u(a,t) = u(b,t) =0

Ugg (@, 1) = Uy (b, t) =0

sinir gartlart ile bir baglangic sart1 igin ele alindi1 ve sonlu eleman kollokasyon

yontemiyle ile splitting yontemi birlikte kullanilarak denklemin niimerik ¢oziimleri
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elde edildi. Bunun i¢in énce mBE (3.2.1) denklemi zamana gore
Up — Vlyy = 0 (3.2.2)

uy + utu, =0 (3.2.3)

formunda split edildikten sonra elde edilen (3.2.2) ve (3.2.3) denklemlerine kiibik
B-spline kollokasyon yontemi uygulanacaktir. Bunun icin u yerine, [2,,, Zy11]
elemani iizerinde (2.4.3) ile verilen Uy yaklagimi kullanilir ve =z, diigim
noktalarinda (2.4.4) ile verilen Uy, Uy ve Uy noktasal degerleri (3.2.2) ve (3.2.3)
denklemlerinde yerlerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa asagidaki gibi birinci

mertebeden adi diferansiyel denklem sistemleri

o o o 6v

5m71 -+ 45m -+ 5m+1 - ﬁ <5m71 - 25m -+ 5m+1) - O, (324)
o o o 3Zm
5m71 —+ 45m —+ 5m+1 —+ T <5m+1 - 5m71) == O (325)

bulunur. Burada “” sembolii t ye gore birinci mertebeden tiirevi ifade etmektedir

ve

Zm = <5m71 + 45m + 5m+1)2

dir. 4, parametreleri yerine (67! + 4") /2 Crank-Nicolson yaklagimi, d,,zaman
parametreleri yerine de (6™ — ") /At zamana gore ileri fark yaklagimi (3.2.4)

ve (3.2.5)" da yerlerine yazilirsa sirasiyla,
kl(sg@tll —|— kgéﬁfl + kléz:;ll - kgéﬁkl —|— k45:; —|— kgéZLJrl, m = 0(1)N (326)

ksOmth + k0™ + ket = krdl ) + kedl + k5o, m=0(1)N  (3.2.7)

3vAL 6vAL 3vAL 6vAL
k/'l:l—?,k?2:4+7, k3:1+7,k4:4+ h2

3zm At 3z At
hs=1- "0 ke =4k =1+ =

sistemleri elde edilir. (3.2.6) ve (3.2.7) sistemleri (/V+1) tane denklem ve (N +3)

tane de bilinmeyen zaman parametrelerinden meydana gelir. Bu sistemlere sinir
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sartlarin1 uygulayip coziilebilir hale getirmek i¢in d_; ve dy,; parametrelerinin
yok edilmesi gerekir. Bu amacla, (3.2.6) sisteminde Uy(a,t) = 0 ve Un(b,t) =
0 smir kogullarimin, (3.2.7) sisteminde ise Uy (a,t) = 0 ve Uy (b,t) = 0 smur

kosullarinin kullanilmasiyla sirasiyla,
5,1 = —450 - 51, 5N+1 - —4(5]\[ - 5]\[,1 (328)

ve

5,1 = 250 - 51, 5N+1 - 25]\/’ - 5]\[,1 (329)

bagmtilar: elde edilir. (3.2.8) ve (3.2.9) bagmtilarini sirasiyla (3.2.6) ve (3.2.7)
denklemlerinde kullanmlip 6_; ve d 41 parametreleri yok edilirse (N+1)x (N+1)—
boyutlu ¢oziilebilir ti¢lii bant matris sistemleri elde edilir, yani bilinmeyen sayisi
ve denklem sayisi esitlenmig olur. Simdi (3.2.6) ve (3.2.7) sistemleri (2.5.12) ile

verilen Strang splitting algoritmasina uygun bigimde diizenlenirse yani,

k10 1 (tpp1) 4 k20 (t 1) k10 Gy 1) = K3y, 1 (En) + Kadp, (tn) + K30y i (E),
8 (ty) =00, t€ [tn,tn+%] ,
som 1 (tny1) + k6O (tng1) + keopry g (tny1) = kel 1 (tn) + K60y () + K50y y 1 (tn),
57 (1) = 82ty € [t tusa]. (3.2.10)
05 i) a2 o) 185 ) a5 ) K05 )R ),

00 (try) = 0ot (b, 1€ byt

seklinde ifade edilen semalar elde edilir. Burada t,, = =1, + At ve bilinmeyen ¢
parametreleri 0 (t,41) = 0*** (t,41) ile hesaplanir.

Bu Strang algoritmasinin ¢oziilebilmesi i¢in o6ncelikle bir 4%, basglangig
vektoriine ihtiyacimiz vardir ve bu vektor wu(z,ty) = f(z) baslangic sartindan
elde edilir. Eger A operatorii ile elde edilen sisteme (3.2.6) ve B operatorii ile
elde edilen sisteme de (3.2.7) sisteminin kargilik geldigi diisiiniiliirse (A — B — A)

semas1 kullanilarak niimerik sonuclar hesaplanacaktir.
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(3.2.10) Strang algoritmasimin ¢oziimiine baglayabilmek igin §°, baglangic vektorii

w(zm, to) = f(xm) = Un(xm, ty), m=0(1)N
U = Oy + 40, + 52#1
up = 6%, + 48] + &7 (3.2.11)

uy = 0y + 467 + 69

un = Oy_y + 40 + 03y

sisteminden elde edilir. Bu sistem goriildiigii gibi (N + 1) x (N + 3) boyutlu
bir matris sistemidir ve bunun lineer bagimsiz ¢oziimlerini elde etmemiz icin
bilinmeyen sayistyla denklem sayisin esitlememiz gerekir. Sistemdeki §°; ve 6%,
parametrelerinden kurtulmak igin Uy (a,tg) = Ux(b,tp) = 0 simr kogullarmin

uygulanmasiyla,
.. 6
m = 0 icin = (001 — 260 4 0piy) =0 =02, =250 — &)
6
m = N i¢in 55 (8%_1 — 208 4+ 0% 1) =0 = 6%,y =26% — %4

bagintilar: elde edilir. Bu bagintilar (3.2.11) sisteminde kullanirsa 6°, parametreleri

icin (N + 1) x (N + 1) boyutlu ¢oziilebilen bir ii¢lii bant matris sistemi

58 U
1 4 1 5]0\7_1 UN-1
0 0 6 5%, un

bi¢iminde elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle elde edilen 47, vektorii (3.2.10) ile
verilen Strang splitting semasinda kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki niimerik
¢oziimler iterasyon ile hesaplanir. (3.2.10) sistemindeki lineer olmayan terime
(3.1.11) ile verilen iterasyon formiilii 3-5 defa uygulanarak niimerik ¢oziimler
iyilegtirildi.
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3.2.1 Kararhilik Analizi

(3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinin kararli olup olmadiklarim kontrol etmek igin
Fourier seri yontemi veya von Neumann [105] yontemi kullanildi. Bu boliimiin

(3.1.1) kisminda (3.2.6) semast igin

pTl/ 2’ < 1 oldugunu gostermisgtik. (3.2.7)
sistemine von Neumann yonteminin uygulanmasi i¢in Once sistemin
lineerlestirilmesi gerekir. Bunun icin lineer olmayan u?u, teriminde u? yerine z,,
gibi bir lokal sabit alindi. Daha sonra, 67 = £"e®#™" ifadesi (3.2.7) sisteminde
yerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa, pp (3.2.7) sisteminin kararlilik durumunu

temsil eden bir gosterim olmak iizere,
§n+1 _ k767i6h +k6 —|—]€5€wh
PEN"en ) = ke Pt + kg + kyeiPh

3z At 3zm At
—on J ke =4, kr =1+ o

ks=1-

ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

e X - Yi
PE\ en ) T X 1 Yi

X = kﬁ + (k’5 -+ k’7) COS Bh, Y = (k"y — k’5)’b sin 6h

€n+1 _ X2+Y2<1
PB é"n _VX2+Y2_

elde edilir. O halde Strang splitting yontemi ile elde edilen gema

olur. Boylece

n+1/2 npn+1 n+1/2

p(§)=ra ""PE Pa
()

" (§n+1/2)‘ s (&n—f—l)‘
& 3

oldugundan sartsiz kararhdir.

P (&)] <

3.2.2 Model Problem ve Numerik Coziimleri

Bu kisimda, (3.2.1) ile verilen mBE denkleminin niimerik ¢oziimleri Saq,

Ext4 ve Ext6 yontemleriyle elde edilip literatiirde daha once yapilan caligmalarla
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kargilagtirildi. Model problem olarak, (3.2.1) denklemi

u(:c,tozl):%, t>1,0<z<1

1+ Lew
co
baglangi¢ sarti ve
u(0,t) = u(1,t) =0,
uz(0,t) = ux(1,t) =0,

Uz (0,8) = uge(1,8) =0

sinir gartlari ile ele alindi. Burada 0 < ¢y < 1 araliginda bir sabittir. Bu problemin
analitik ¢oziimi

- z/t > 1
T Ve P21

u(z,t) 0<x<1

dir [95, 113].

Model probleme S, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin uygulanmasiyla elde edilen
niimerik sonuglar1 literatiirde mevcut olan ¢aligmalarla karsilagtirmak icin v =
0.001,0.005,0.01 viskozite degerleri, h = 0.005, 0.0625, 0.02, 0.01, At = 0.01,
0.0001, ¢y = 0.5 ve ¢oztim bolgesi [0, 1] olarak alindi. Hesaplanan sonuglar tablo
ve grafiklerle sunuldu.Tablo 3.25’ de t =1 — 11’ e kadar Ly ve L., hata normlar
farkl viskozite degerleri i¢in verildi. Tablodan vizkozitenin kiiciilen degerleri icin
hata normlarimin da kiictildiigii goriilmektedir. Tablo 3.26” da ise farkli zaman
ve viskozite degerleri igin [0, 1] ve [0, 1.3] araliklarinda niimerik ve tam ¢dziimiin
noktasal degerleri kargilagtirildi. Tablodan niimerik ve tam ¢oziimiin uyum icinde
oldugu aciktir. Tablo 3.27" de farkli zaman ve viskozite degerlerinde elde edilen
hata normlari ile literatiirde mevcut olan c¢alhigmalar karsilagtirildi. Tablodan
goruldiigii gibi sonuglar iyi uyum icindedir.

Tablo 3.28" de farkli zaman, konum ve viskozite degerleri igin Sx; ile elde edilen
Lo ve L., hata normlar literatiirde bulunan bircok caligma ile karsilasgtirildi.

Tablodan v = 0.001, h = 0.005, At = 0.01 degerleri i¢in Sa; ile elde edilen Lo
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Tablo 3.25: h = 0.005, At = 0.01 konum ve zaman adim uzunluklar
icin viskozitenin farkli degerlerinde hesaplanan Ly ve L. hata normlarinin
karsilagtirilmasi.

v=20.01 v = 0.005 v =0.001
Ly x 10° Lo x 10° Ly x 10° Lo x 10> Ly x 10° Lo x 10°
0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.378872 0.816308 0.225963 0.579181 0.067290 0.259060
0.344565 0.709969 0.205434 0.503516 0.061410 0.225365
0.317053 0.605200 0.188056 0.429117 0.056346 0.192216
0.307162 0.526346 0.175034 0.372676 0.052504 0.166927
0.323876 0.511298 0.164588 0.329767 0.049394 0.147827
0.366065 0.737778 0.155881 0.296210 0.046765 0.132819
0.737778 0.944593 0.148657 0.269279 0.044486 0.120756
0.482464 1.120233 0.143048 0.247220 0.042478 0.110820
0.539465 1.261995 0.139404 0.228838 0.040688 0.102585
0.590589 1.371775 0.138091 0.213415 0.039078 0.095516

—_ = N
e e e

: 0.0014 -
0.035
] 0.0012
0.030
g 0.0010
0.025
1 0.0008 |
. 0.020

0.0006 —

U(x,t

0.015 4

1 0.0004 |
0.010

1 0.0002
0.005 4

0.0000 —

0.000 —

0,005 -0.0002
00 02 x 04 06 08 10 0.0 02 x 04 06 08 1.0

Sekil 3.10: v = 0.01 ve h = 0.005 igin farkli zamanlardaki ntimerik ¢6ziim ve
t = 10" daki hata grafigi.
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U(xt)

-0.005

0.035 4

0.030 4

0.025 4

0.020 4

0.015 4

0.010 o

0.005 4

0.000 —

0.0014 —

0.0012 4

0.0010

0.0008 —

0.0006 —

0.0004 —

0.0002 —

0.0000 4

-0.0002

Sekil 3.11: v = 0.01 ve h = 0.02 igin farkli zamanlardaki niimerik ¢oztim ve ¢t = 10’
daki hata grafigi.

Tablo 3.26: Farkh viskozite ve zaman degerlerinde h = 0.005, At = 0.01 igin
niimerik ve tam ¢oziimiin karsilagtirilmasi.

t=2 t=2 t=26 t=26 t =10 t=10
Sat x Ul(z,t) u(z,t) Ul(z,t) u(z,t) Ul(z,t) u(z,t)
v =001 [0,1]
0.2 0.017612 0.017658 0.004863 0.004911 0.002426 0.002503
0.4 0.008484 0.009133 0.005945 0.006324 0.003579 0.003833
0.6 0.001116 0.001174 0.003911 0.004356 0.003159 0.003624
0.8 0.000047  0.000047 0.001562 0.001865 0.001747 0.002475
1.0 0.000000 0.000001 0.000000 0.000526 0.000000 0.001281
[0,1.3]
0.2 0.017612 0.017658 0.004863 0.004911 0.002434 0.002503
0.4 0.008484 0.009133 0.005946 0.006324 0.003616 0.003833
0.6 0.001116 0.001174 0.003923 0.004356 0.003303 0.003624
0.8 0.000047  0.000047 0.001653 0.001865 0.002192 0.002475
1.0 0.000001 0.000001 0.000468 0.000526 0.001089 0.001281
1.3 0.000000 0.000000 0.000000 0.000039 0.000000 0.000300
v=0.005 [0,1]
0.2 0.011006 0.011510 0.004127 0.004253 0.002204 0.002292
0.4 0.001215 0.001287 0.003082 0.003404 0.002432 0.002653
0.6 0.000013 0.000013 0.000892 0.001006 0.001352 0.001528
0.8 0.000000 0.000000 0.000118 0.000131 0.000437 0.000512
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000008 0.000000 0.000106
v=0.001 [0,1]
0.2 0.000227 0.000238 0.001109 0.001237 0.000997 0.001099
0.4 0.000000 0.000000 0.000016 0.000017 0.000102 0.000116
0.6 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000001
0.8 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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Tablo 3.27: h = 0.005, At = 0.01 degerleri i¢in farkl viskozite ve zamanlarda
hesaplanan L, ve L. hata normlarinin literatiirde bulunan caligmalarla
karsilagtirilmasi.

t=2 t=2 t=26 t=6 t =10 t =10
v =0.01 Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 10> Ly x 103 Lo x 103
St 0.378872 0.816308  0.323876 0.511298  0.539465 1.261995
[61](QBCA1)  0.37932  0.81680  0.32602  0.52579  0.54701  1.28125
[61](QBCA2)  0.37951  0.82212  0.32427  0.52579  0.54354  1.28125
[110] 0.523081 1.216987  0.490236 0.722492  0.640074 1.281248
[112] 0.09785  0.28062  — — 0.48711  1.34692
[113] 0.37885  0.81626  0.32600  0.52579  0.54702  1.28125
[115](SBCM1)  0.38489  0.82934  — — 0.54826  1.28127
[115](SBCM2)  0.39078  0.82734  — — 0.54612  1.28127
[117] 0.37552  0.81766  0.27492  0.46752  0.19391  0.23074

Sat,x €[0,1.3]  0.378872 0.816308  0.276242 0.465147  0.253076  0.324493

[113] 0.37885  0.81626  0.27626  0.46514  0.25396  0.32449
[115](SBCM1)  0.38489  0.82934  — - 0.25586  0.32723
[115](SBCM2)  0.39078  0.82734  — - 0.25259  0.32337
v = 0.005

Sat 0.225963 0.579181  0.164588 0.320767  0.139404 0.228838

[61](QBCA1) 0.22651  0.57998 0.16460  0.32987 0.13959  0.22885
[61](QBCA2) 0.22697  0.58660 0.16428  0.33654 0.13792  0.23506

[113] 0.22595  0.57915  0.16459  0.32977  0.13961  0.22884
[117] 0.22332  0.58081  0.16635  0.33260  0.13659  0.23074
At = 0.001

v = 0.005

Sar 0.225967 0.579192 0.164588 0.329768  0.139404 0.228838
[110] 0.257860 0.722646  0.225696 0.430821  0.187352  0.300062
[112] 0.02469  0.08456  — - 0.12326  0.41604
[113] 0.22597  0.57919  0.16459  0.32977  0.13961  0.22884
[115(SBCM1)  0.22890  0.58623  — - 0.14042  0.23019
[115](SBCM2)  0.23397  0.58424  — - 0.13747  0.22626
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0.00025 —

0.025 | t=1
0.00020
0.020 —
0.00015
0.015 4
=y
2
] 0.00010
0.010 —
0.005 0.00005 -
0.000 0.00000 +
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 X 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 X 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.12: v = 0.005 ve h = 0.005 icin farklh zamanlardaki niimerik ¢oziim ve
t = 10’ daki hata grafigi.

0.012 0.00012 —
0.010 4 0.00010
0.008 4 0.00008 —
=
=
=)
0.006 — 0.00006 —
0.004 0.00004 —
0.002 4 0.00002
0.000 — 0.00000 —
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 X 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 x 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.13: v = 0.001 ve h = 0.005 i¢in farkli zamanlardaki niimerik ¢6ztim ve
t = 10" daki hata grafigi .
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Tablo 3.28: v = 0.001, h = 0.005 ve At =

0.01 degerleri icin farkh
zamanlardaki Ly ve L., hata normlari ile h = 0.0625 i¢in Ref.[111]” deki sonuglarla

karsilagtirilmasi.
t=2 t=26 t=10

Ly x 103 Lo x 103 Ly x10° Lo x10° Ly x10% Lo x 103
SAt 0.067290 0.259060  0.049394  0.147827  0.040688  0.102585
[61]QBCA1 0.06811 0.26094 0.04942 0.14810 0.04067 0.10264
[61]QBCA2 0.06953 0.27283 0.04917 0.15656 0.04000 0.10835
[95] 0.183549 0.818521  0.081417 0.213484  0.055115 0.139431
[110] 0.067039 0.279670  0.060462 0.171765  0.050108 0.121299
[112]SFEM 0.00549 0.02820 — — 0.02743 0.13913
[112]QBDQM 0.13707 0.44538 0.06803 0.17110
[113] 0.06729 0.25905 0.04939 0.14783 0.04069 0.10259
[115]SBCM1 0.06843 0.26233 — — 0.04080 0.10295
[115]SBCM2 0.07220 0.25975 — — 0.03871 0.09882
[117] 0.066071 0.261856  0.0506308 0.150895  0.0416037 0.104701
h =0.0625
v =0.01, At = 0.01
SAt 0.320330 0.747418  0.310164  0.459398  0.496778 1.058110
[111] 0.34748  0.75978 0.32246 0.46335 0.54160 1.16480
Sat, [0,1.3] 0.320330 0.747418  0.276358  0.456168  0.246756  0.322444
[111][0,1.3] 0.29252 0.72890 0.24311 0.45606 0.22321 0.32374
v = 0.005, At = 0.001
SAt 0.180242 0.512246  0.167275 0.318918  0.141169 0.227881
[111] 0.19508  0.54059 0.16489 0.32340 0.14055 0.22598
v =0.001, At = 0.01
SAt 0.139803 0.537001  0.064971 0.186797  0.046181  0.118351
[111] 0.11093  0.43656 0.06151 0.16468 0.04816 0.11807

Tablo 3.29: h = 0.005 ve At = 10~* konum ve zaman adim uzunluklar icin L,
ve Lo, hata normlarmimn farkh zamanlarda Ref.[116] ile kargilagtirilmasi.

t=2 t=2 t=26 t=06 t=10 t=10
At =10"* Ly x10® Lo x10® Ly x10® Lo x10® Ly x10® L. x 10°
v = 0.005
Sat 0.225967 0.579192 0.164588 0.329768 0.139404 0.228838
[116] 0.22848  0.58038 0.16377  0.32872 0.13435  0.22763
v = 0.001
Sat 0.067292 0.259065 0.049394 0.147827 0.040688 0.102585
[116] 0.06184  0.26277 0.04932  0.14808 0.04053  0.10245
v =0.01
Sat 0.378880 0.816323 0.323877 0.511298 0.539465 1.261995
[116] 0.38319  0.81637 0.27096  0.46224 0.19088  0.29908
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Tablo 3.30: h = 0.02, v = 0.01 ve At = 0.01 degerleri i¢in farkli zamanlardaki Lo

ve Lo hata normlarimin kargilagtirilmasi.

Ly x 10° Lo x 105 Ly x 10°[95] Lo x 10°[95]
h = 0.02
At = 0.01, v = 0.01
t=2 0.371810 0.804714  0.790430 1.703092
t=3 0.341297 0.703483  0.655193 1.183270
t=4 0.315501 0.602125  0.557679 0.996452
t=5 0.305465 0.524320  0.510562 0.856134
t=6 0.320382 0.470989  0.516723 0.761053
t=7 0.360057 0.688973  0.567744 1.065455
t=8 0.414215 0.890769  0.642754 1.358111
t=9 0.472394 1.064227  0.723643 1.604831
t=10 0.528176 1.205894  0.800256 1.802394

Tablo 3.31: h = 0.01 ve At = 0.001 i¢in L, ve L. hata normlarmin farkh

zamanlardaki degerlerinin Ref.[86] ile kargilagtirilmas.

Ly x10% Lo x10% Ly x 10% Lo x 10° Ly x 10% Lo x 10°
v =20.01 t=2 t=2 t=26 t=26 t=10 t=10
Sas 0.377447 0.814588 0.322750 0.497355 0.535696 1.243026
[86]MQ 1.11964 0.81703 2.13574 0.46512 1.64297 0.30187
[86]GA 1.11477 0.82143 2.16663 0.52212 1.70474 0.34412
[86]1"3 1.10798 0.81433 2.12143 0.46350 1.63067 0.30045
v = 0.005
Sas 0.224272 0.576517 0.164547 0.329422 0.139337 0.228775
[86]MQ 0.56600 0.57976 1.13718 0.33040 1.11044 0.22915
[86]GA 0.56249 0.58195 1.13520 0.32260 1.11617 0.25074
[86]1‘3 0.55580 0.57618 1.12512 0.32866 1.09932 0.22781
v = 0.001
Sat 0.064880 0.252902 0.049352 0.146938 0.040753 0.102467
[86]MQ 0.11581 0.25857 0.22997 0.14823 0.22887 0.10313
[86]GA 0.11467 0.25842 0.22878 0.14725 0.22789 0.10304
[86]1‘3 0.11536 0.25244 0.22546 0.14603 0.22421 0.10175
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Tablo 3.32: At = 0.01, ~ = 0.02, v = 0.01, 0.005, 0.001 degerleri i¢in Sa;, Ext4
ve Ext6 yontemlerinin farkli zamanlardaki hata normlarinin karsilagtirilmasi.

Sat Ext4 Ext6

v t Ly x 105 Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10° Ly, x 10°
2 0.371810 0.804714 0.371814 0.804706 0.371818 0.804704

4 0.315501 0.602125 0.315487 0.602100 0.315478 0.602086

0.0l 6 0.320382 0.470989 0.320368 0.470989 0.320360 0.470988
8 0.414215 0.890769 0.414205 0.890768 0.414199 0.890767

10 0.528175 1.205894 0.528168 1.205893 0.528163 1.205892

2 0.217737 0.562575 0.217739 0.562573  0.217741 0.562574

4 0.186489 0.423559 0.186483 0.423547 0.186480 0.423541

0.005 6 0.164421 0.327889 0.164414 0.327877 0.164410 0.327871
8  0.148752 0.268232 0.148746 0.268223  0.148743 0.268217

10 0.139281 0.228440 0.139276 0.228432  0.139273 0.228427
0.057423 0.238088  0.057423 0.238088  0.057423 0.238090

0.054883 0.183209 0.054882 0.183206 0.054881 0.183205

0.001 0.049463 0.145079  0.049462 0.145076 0.049462 0.145075

0.044846 0.119706  0.044845 0.119704 0.044844 0.119703
0 0.041080 0.102051 0.041079 0.102049  0.041079 0.102048

= 00 O = N

ve L, hata normlarinin diger calismalardan genel olarak daha iyi oldugu aciktir
ve h = 0.0625 degeri igin Ref. [111] ile yapilan karsilagtirmada v = 0.01, 0.005
degerleri i¢in Sa; ile hesaplanan Ly ve L., hata normlarinin bircok zaman degeri
i¢in daha iyi oldugu goriilmektedir. Fakat ¢oztim bolgesi [0, 1.3]” e genigletildiginde
Ref. [111]" deki sonuglarla biiyiik 6l¢iide uyum igindedir. Tablo 3.29—3.31" de
sirastyla Ref. [116], Ref. [95] ve Ref. [86] ile farkli h ve At degerleri igin ayrica
karsilagtirma tablolar1 verildi. Tablo 3.29" da Ly ve L., hata normlarinin Ref.
[116]" dekilerle uyum iginde oldugu goriilmektedir. Tablo 3.30” da ise Sp; ile elde
edilen hata normlarmin tiim zamanlarda Ref. [95]" da verilenlerden iyi oldugu
aciktir. Son olarak Tablo 3.31" e bakildiginda Sa; ile hesaplanan sonuclarla Ref.
[86]” de verilenler farkli zamanlar i¢in aralarinda tistiinliikler gostermesine ragmen
genel olarak uyum icindedir. h = 0.02, At = 0.01, v = 0.01, 0.005, 0.001
degerleriyle Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemleri Tablo 3.32" de kargilastirildi. Bu tabloya
da baktigimizda ilerleyen zamanlarda Ext4 ve Ext6 yontemlerinin daha disiik

hata normlar: verdikleri gorilmektedir.
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3.3 Diizenli Uzun Dalga (RLW) Denkleminin Operator

Splitting B-Spline Kollokasyon Sonlu Eleman Coziimleri

Genellikle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler belirli fiziksel
baglangic/sinir kogullar1 tarafindan motive edilen dalga olaylarini temsil ederler

[118]. Tezin bu kisminda, agsagidaki gibi fiziksel simir gartlariyla verilen
Uy + Uy + EUUL — Py = 0 (3.3.1)

bir boyutlu RLW denklemi goz ontine alindi. Burada x — 400 iken v — 0’ dir.
(3.3.1)” de t zaman, x konum, u(z,t) dalga genligini gosterirken ¢ ve p de pozitif
parametrelerdir.

RLW denklemi ilk olarak Peregrine tarafindan “undular bore” probleminin
geligimini incelerken ortaya cikmigtir. RLW denklemi lineer olmayan yayilan
dalgalar1 gozlemlemede KdV denkleminden daha bilindik bir denklemdir. Bu
denklem en c¢ok sig su dalgalar1 ve plazma dalgalar1 gibi fiziksel olaylari
modellemek i¢in yaygin olarak kullanilir [119].

RLW denkleminin niimerik ¢oziimleri birgok arasgtirmaci tarafindan farkh
yontemler ve tekniklerle elde edilmigtir. Bunlara 6rnek olarak, Gardner vd. [120]
RLW denklemini Galerkin kuadratik B-spline sonlu eleman yontemi ile
¢ozmiiglerdir. Kutluay [121] ve Esen [122] denklemin niimerik ¢oztimlerini, hem
sonlu fark hem de sonlu eleman yontemleriyle elde etmislerdir. Mei ve Chen
[123] explicit multistep yontem kullanarak denklemi ¢ézmiiglerdir. Orug vd. [124]
Haar wavelet dalgaciklari ile sonuglar bulmuslardir. Islam vd. [125] meshfree
teknigiyle baz1 radyal baz fonksiyonlarim (RBFs) kullanarak denklemi niimerik
olarak ¢ozmiglerdir. Dag vd. [126, 127] ¢aligmalarinda sirasiyla kiibik B-Spline
kollokasyon ve kuintik B-Spline Galerkin sonlu eleman yontemleriyle sonuglar
elde etmiglerdir. Bu ¢aligmalarin diginda, Zaki [128] denklemi split ederek kiibik

B-Spline kollokasyon sonlu eleman yontemiyle ¢ozerken, Raslan [129] denkleme
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direkt kiibik B-Spline kollokasyon sonlu eleman yontemini uygulayarak niimerik
sonuglar bulmusgtur. Dogan [130] lineer baz fonksiyonlar1 kullanarak Galerkin
yontemi ile RLW denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etti. Saka ve Dag [131]
RLW denkleminin niimerik ¢oztimlerini bulmak igin kuartik B-spline Galerkin
yontemini kullandilar. Dag ve Ozer [132] kiibik B-spline baz fonksiyonlari
kullanarak denklemin ntimerik ¢oztimlerini en kiiciik kareler yontemiyle elde
ettiler. Saka vd. [133] RLW denklemini bir konum split teknigi kullanarak
kuadratik B-spline Galerkin sonlu eleman yontemiyle ¢ozdiiler. Mokhtari ve
Mohammadi [134] Sinc baz fonksiyonlar1 kullanarak RLW denkleminin niimerik
¢oztimleri igin kollokasyon yontemini sundular. Saka ve Dag [135] denklemin
niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin kuartik B-spline kollokasyon yontemini
caligtilar. Saka vd. [136] altinci ve yedinci dereceden B-spline kollokasyon
yontemleriyle RLW denkleminin ¢oziimlerini sundular.

Son zamanlarda, solitary dalgalar, ozellikle de soliton dalgalar hem deneysel
hem de teorik olarak oldukga ilgi goren ve caligilan konulardir. Bir soliton stirekli
bir forma sahip, bir bolgede yerlesebilen, bagka bir solitonla carpigabilen ve
carpigma olayindan faz degisimi diginda degismeden ayrilabilen solitary dalganin
¢ok 6zel bir tirtidir [137]. Bu kisimda RLW denklemi zamana gore split edilip
diskretizasyon iglemi uyguladiktan sonra Strang splitting [46] teknigi kullanilarak
sonlu eleman kiibik B-Spline kollokasyon yontemiyle tek solitary dalga hareketi,
iki solitary dalganin girisimi, “Undular Bore” problemleri ve bu problemlerin
her biri i¢cin RLW denkleminin sagladig: ii¢ korunum kanunu ve dalga genlikleri
incelendi. (3.3.1) RLW denkleminin fiziksel davranigini incelemek icin ¢6ziim

bolgesi bir [a, b] kapal araligi iizerinde kisitlanmigtir. RLW denklemi

u(z,0) = f(x), a<zxr<b
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baglangi¢ kogulu ve

u(a,t) =0, u(b,t)=0, t>0

Uzz(a, 1) =0, Upe(b,t) =0

homojen sinir gartlariyla birlikte ele alindi. Burada f(x) verilen bir fonksiyondur.
RLW denklemi

Up — MUyt + Uy = 0 (3.3.2)
Up — MUy + utty = 0. (3.3.3)

formunda split edildi. Simdi (3.3.2) ve (3.3.3) denklemlerine kiibik B-spline
kollokasyon yontemini uygulayalim. Bunun i¢in w yerine, [x,,%,.1] elemam
tizerinde (2.4.3) ile verilen Uy yaklagimi kullanilir ve x,, diigiim noktalarinda
(2.4.4) de verilen Uy, Uy ve Uy noktasal degerleri (3.3.2) ve (3.3.3)
denklemlerinde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa agagidaki gibi
birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemleri

o o

o o 6 o o 3
5W4+Mm+@wr-“@W4—%m+@wg+ﬁwm4—@%g:a (3.3.4)

h?
o o o 6” o o o 32m€
5m—1 + 45771 + 5m+1 - ﬁ(ém—l - 25771 + 5m+1) + T(5m+1 - 5m—1) = Oa (335)

elde edilir. Burada “°” sembolii ¢ ye gore tiirevi ifade etmektedir ve burada
“m = 5m—1 + 45m + 5m+1

dir. 8, parametreleri yerine (677 4 47) /2 Crank-Nicolson, d,, yerine de zamana
gore ileri fark (071 — 67) /At yaklagimi (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinde yerlerine

yazilirsa sirasiyla,

a0 4 b0 e o = 07 by 6T 4 ai o, (3.3.6)
a25,77‘1t11 + bg(s;?_l + 0252;_11 = 025:711_1 -+ 625;2 —+ (125;2“ (337)
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elde edilir. Burada

_ bp 3At 12u 6p  3At
= —— b =4+ — =1- —
“ AT TR EREET)
6 3znAte 12p 6 3z Ate
—1- K by =4 —1-F
0 W2~ on o eT i Tt Ty

dir. (3.3.6) ve (3.3.7) denklemleri (N + 1) denklem ve (/N + 3) tane de bilinmeyen
0m parametrelerinden olusur. Uy(a,t) = 0 ve Un(b,t) = 0 smur kogullarmin

kullanilmasiyla d_; ve dy;1 parametreleri i¢in agagidaki bagintilar
5,1 == —450 - 51, 5N+1 - —4(5]\[ - 5]\[,1 (338)

bulunur. Eger d_; ve dyy1 parametreleri (3.3.8) bagmtilar: kullanilarak (3.3.6)
e (3.3.7) sistemlerinden yok edilirse (N + 1) x (N + 1) boyutlu karesel matris
sistemleri elde edilir. Daha sonra (3.3.6) ve (3.3.7) sistemleri boliim 2’ de (2.5.12)

ile verilen Strang splitting algoritmasina uygun olarak diizenlenirse,

105 3 (b 1) + 0105, (b 1) + 105y (byg1) = c10p,_y (En) + b10y, (8n) + @107, 4 (En),
S (ty) =00, t € [tn,tm ] :

ag0n  (tny1) + 02057 (tng1) + c20m  (tng1) = 200 (tn) + bodr (tn) + a20, . (tn),

52 (t) = 02y (tas): t € [t tusa] (3.3.9)

16,71 1) F010,7 1) FC105, 71 nr) = 105,71 oy 1) +010,7 €y ) F 01057 G 1),

57 (try) = 03t (b, 1€ by s

biciminde gosterilen semalar elde edilir. Burada ¢, b= by, + g ve zamana

bagh bilinmeyen 0 parametreleri § (¢,41) = 0** (¢,41) ile hesaplanir. Bu Strang
algoritmasinin ¢oziimiine baglamak igin 62, baglangig parametreleri u(z, 0) = f(z)

baglangi¢ kosulu kullanilarak olusturulduktan sonra ¢oziime gegilir.

78



89 baglangic vektorii Uy(x,0) = f(x) baslangig kogulu kullanilarak

u(xmu tO) = f('rm> = UN(xmvtO)v m = O(l)N
Um = 59)171 + 45& + 52#1
wy = 6%, + 485 + 67 (3.3.10)

uy = 0y + 467 + 69

un = Oy_y + 40y + 03y

sisteminden elde edilir. Bu sistem (N + 1) denklem ve (N + 3) tane bilinmeyen
69 parametrelerinden olugur. 6°; ve 6%,; parametreleri igin Uyg(a,0) = 0 ve

Uy (b,0) = 0 smir kogullarinin uygulanmasiyla
80, =260+ 68) =0
ve
5?\7—1 - 25?\7 + 5?\7—1—1 =0

bagmtilar elde edilir. 62, ve 6%, (3.3.10) da yerine yazilirsa (N + 1) x (N + 1)

boyutlu 62 parametreleri igin ¢oziilebilen bir matris sistemi

(60 0 59 o
1 (5? Uy
1401 || 6, UN_1
0 06| & uN

seklinde elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle §°, baslangic vektorii bulunur. Bu
basglangic vektorii (3.3.9) ile verilen Strang splitting semasinda kullanilarak
istenilen zamandaki niimerik ¢oztimler hesaplamir. (3.3.9) sistemindeki lineer
olmayan terim igin (3.1.11) ile verilen iterasyon formiiliiniin 3-5 kere

uygulanmasiyla yaklagik ¢oziimler iyilestirildi.
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3.3.1 Kararhilik Analizi

(3.3.6) ve (3.3.7) denklemlerinin kararli olup olmadiklarim kontrol etmek igin

Fourier seri yontemi veya von Neumann yontemi kullanildi. 67 = £"e®™" ifadesi
yarim zaman adim igin (3.3.6) denkleminde kullanilirsa, ps (3.3.6) sisteminin

kararlilik durumunu temsil eden bir gosterim olmak iizere,

(ale’zﬂh + by + clezﬂh) gz — ¢n (cle*wh + b + alewh) ,

) <£"+1/2> (a1 + ¢1) cos Bh + by — i (¢; — ay) sin Bh
N _

£n ~ (ay +c1)cos Bh+ by 4+ (c; — ap)sin Bh
6 3At 12p 6p  3At
al:l_ﬁ_ﬁ’blzll_'_ﬁ’clzl_ﬁ—i_ﬁ

ifadesi elde edilir. Buradan

§n+1/2 B X — iV
PA ¢ “ Xy

X =(ay+c1)cosBh+by ,Y = (¢ —ay)sinph
olarak yazilabilir. Boylece
n+1/2 X2 Y2
e — <
é"n X2 + Y2

sonucuna ulagilir. (3.3.7) semasinin kararhligini arastirmak igin ise wu, lineer

olmayan terimindeki w lineerlestirildikten sonra z,, lokal bir sabit gibi
davranacaktir ve von Neumann yontemi uygulanabilir hale gelecektir. Benzer
sekilde 7 = e#mh¢n ifadesi (3.3.7) de yerine yazihir ve gerekli iglemler yapilirsa,

pp (3.3.7) sisteminin kararhilik durumunu temsil eden bir gosterim olmak {izere,

. (§n+1) P —iQ P = (ag + ¢3) cos Bh + by, Q = (c2 — ag) sin fh.

&) P+iQ
6 3zpAte 12p 6p  3zpAte
a2 2 o 2T AT @ w2 T on

elde edilir. Boylece

£n+1 P2+Q2
re <£—)‘: VP =t
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olur. O halde Strang splitting yontemi ile elde edilen sema

p(f) n+1/2 npn+1 n+1/2

=P4a  PB Pa
§n+1/2)'
PA <1
(s

o <§n+1/2)’ . (gnJrl)’
& &

oldugundan sartsiz kararhdir.

P ()] <

3.3.2 Model Problemler ve Niimerik Coziimleri

Sas, Extd ve Ext6 yontemlerinin etkinligini test etmek icin, RLW denklemi
ti¢ farkl baglangic ve sinir sarti ile birlikte ele alindi. Niimerik ¢6ziim ve analitik
¢oziim arasindaki farki 6lgmek, dalga pozisyonu ve genlik tahmininin ne kadar iyi

oldugunu goérmek igin literatiirde

J

N
L2 — h E [utam . U]m'imerik] 2 ’
Jj=1

tam __ yrniumerik ‘
J Uj )

Lo, = max ‘u
j
olarak tanmimlanan hata normlar: kullamldi. (3.3.1) RLW denklemi sirasiyla kiitle,

momentum ve enerji

+o0

I = /udaz ~ny UL,

_iooo J= N
L= [ [0+ w2 h S (U2 + W@ F].
I; = / W +3(u)?] de = b [(UN)? +3(U7)?] .

olarak tanimlanan ii¢ korunum kanununu saglar.

3.3.3 Solitary Dalga Hareketi
RLW denkleminin tek dalga hareketi olayin1 modelleyen analitik ¢oziimii
u(z,t) = 3csec h? [k(x — xo — vt)]
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EC
p(l4ec)

formunda verilir [119]. Burada k = $( ), v = 1+4¢c dalga hiz1 ve 3¢ de dalga

genligidir. Baglangic sart1
u(z,0) = 3esec h? [k(z — x0)]
ve siir gartlari
u(a,t) = u(b,t) =0

olarak alindi. Bu problem i¢in korunum sabitlerinin analitik degerleri

6c 12¢> 48k 362 4c
1 y 42 L + 5 s 43 L ( + 5 )

olarak verilmigtir [128]. Bu korunum sabitlerinin ¢ = 0.1 i¢in analitik degerleri

I = 3.979949, [, = 0.810462, I3 = 2.57900, ¢ = 0.03 igin ise I; = 2.109410,
I, = 0.127302, I3 = 0.38880 dir. Daha once yapilan caligmalarla karsilagtirma
yapabilmek i¢in biitiin hesaplamalarda ¢ = 1, u = 1, xg = 0 ve At = 0.1 olarak
alindi. Tablo 3.33” de ¢ = 0.1 ve 0.03 i¢in —40 < z < 60 araliginda Sa;, Ext4
ve Ext6 yontemlerinin farkli zamanlardaki Ly ve L., hata normlar verildi. Bu
tabloya bakildiginda ¢ = 0.1 i¢in Ext4’” iin Sa; dan, Ext6’ nin da Ext4’ den
daha kiiciik hatalar verdigi gortilmektedir. Fakat ¢ = 0.03 i¢in bu ii¢ yontem ile
elde edilen Ly ve L., hata normlarinin arasinda az da olsa fark olmasina ragmen
kayda deger bir farklilik yoktur. Tablo 3.34” de ¢ = 0.1ve 0.03 i¢in ¢6ziim aralig
—40 < x < 70 olarak genisletildiginde ¢ = 0.03 i¢in Ly ve L., hata normlarinin
daha da kiigiildiigi goriilmektedir. Tablo 3.35" de —40 < z < 60 aralig1 icinde
Ly ve L, hata normlari, korunum sabitlerinin farkli zamanlardaki degerleri ve
bunlarin literatiirdeki bazi ¢caligmalarla karsilastirilmasi verildi. Tablo 3.35 —40 <
x < 60 arahiginda ¢ = 0.1, yani genlik 0.3 i¢in hesaplanan korunum sabitlerinin ve
Lo, L hata normlariin farkli zamanlarda literatiirde bulunan baz ¢aligmalarla
kargilagtirilmasini gostermektedir. Tablo 3.35” den acikga goriildiigii gibi korunum

sabitleri zaman ilerledik¢e neredeyse degismemektedir. Ayrica Sa; yontemiyle
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hesaplanan L, hata normu Ref. [132]" dekinden biiyiik olmasina ragmen, daha
yiiksek dereceden spline kullanan caligmalarda verilen Lo hata normlarindan ¢ok
daha kiigiiktiir. Sa; ile hesaplanan L., hata normu ise kargilagtirma yapilan biitiin
caligmalarda hesaplananlardan oldukca iyidir. Tablo 3.36" da t = 20 zamaninda,
¢ = 0.1 ve ¢ = 0.03 degerlerine karsilik gelen sirasiyla 0.3 ve 0.09 genlikleri icin
h = 0.125 ve h = 0.1 konum adim uzunluklarinda literatiirde bulanan bircok
caligma ile karsilagtirma yapildi. Bu tablodan da agikca goriillmektedir ki ¢ = 0.1
ve h = 0.125 degerleri i¢in genel olarak Sa; ile elde edilen hata normlar1 bircok
calismada daha yiiksek dereceden spline kullanilmig olmasina ragmen kayda deger
ol¢iide daha kiiciiktiir. ¢ = 0.03 i¢in verdigimiz Lo, L. hata normlar1 Ref.
[128]" unkinden daha biiyiik olmasina ragmen diger ¢aligmalarla uyum igindedir.
¢ = 0.03 ve h = 0.1 degerleri icin tabloya baktigimizda korunum sabitlerinde
hemen hemen hig¢ degisim olmadigini ve L, normunun diger ¢caligmalara gore az da
olsa daha biiyiik oldugunu fakat L., normunun ise uyumlu oldugu goriiliir. Sekil
3.14 de h = 0.125, At = 0.1 ve ¢ = 0.1 i¢in ¢ = 0 dan ¢ = 20 zamanina kadar tek
dalganin hareketi verildi. Sekilden ¢t = 0 zamaninda z = 0 konumunda genligi 0.3
iken zaman ilerledikce tek dalganin seklini koruyarak saga dogru hareket ettigi ve
t = 20 zamanina gelindiginde en yiiksek genliginin x = 22 konumunda 0.299988

oldugu gorildii.

3.3.4 Iki Solitary Dalganin Girisimi

Bu kisimda iki farkl carpisma problemi ele alindi. Ilk olarak, iki pozitif solitary
dalganin girigsimini gézlemlemek i¢in, RLW denklemi x — +oo iken u — 0 sinir

kosullar1 ve
1 1
klzé\/Ecl/(1+€Cl), k?QZ 5 562/(1+ECQ)
olmak iizere
u(z,0) = 3¢y sec h? [k (z — x1)] + 3eg sec h? [ka(z — 22)] (3.3.11)
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Tablo 3.33: —40 < x < 60 arahiginda h = 0.125, At = 0.1, ¢ = 0.1, 0.03,
e = pu = 1 degerleri ile Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin tek dalga hareketi icin
farkli zamanlardaki hata normlarinin karsilastirilmasi.

t Sat Ext4 Ext6
Ly x 10° Lo x 10° Ly x 10% Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103
0  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
4 0.016917 0.007210 0.014207 0.006082 0.012284 0.005196
8 0.032897 0.014087 0.027417 0.011731 0.023502 0.009876
c=0.1 12 0.047378 0.019864 0.039039 0.016303 0.033018 0.013491
16 0.060388 0.024692 0.049136 0.019985 0.040918 0.016257
20 0.072292 0.028834 0.058157 0.023049 0.047731 0.018453
4 0.130897 0.106959 0.130898 0.106959  0.130899 0.106960
8 0.276784 0.141677 0.276785 0.141677 0.276786 0.141677
c=0.03 12 0.395207 0.151388 0.395207 0.151388 0.395208 0.151388
16 0.472613 0.155237 0.472611 0.155237 0.472611 0.155237
20 0.525073 0.198401 0.525069 0.198404 0.525069 0.198406

Tablo 3.34: Tek dalga hareketinin h = 0.125, At = 0.1, c=0.1,0.03, e = p =1
degerleri igin —40 < x < 70 araliginda ii¢ yontemin farkli zamanlardaki hata
normlariin karsilagtirilmasi.

t

Sat

Ext4

Ext6

c=0.03

L2 X 103

L., x 10°

L2 X 103

L, x 10°

L2 X 103

L., x 103

12
16
20

0.000000
0.016917
0.032897
0.047378
0.060379
0.072187

0.130842
0.276631
0.394745
0.471014
0.519175

0.000000
0.007210
0.014087
0.019864
0.024692
0.028834

0.106959
0.141677
0.151388
0.155237
0.157084

0.000000
0.014207
0.027417
0.039038
0.049125
0.058026

0.130843
0.276633
0.394745
0.471012
0.519171

0.000000
0.006082
0.011731
0.016303
0.019985
0.023049

0.106959
0.141677
0.151388
0.155237
0.157084

0.000000
0.012284
0.023502
0.033017
0.040905
0.047571

0.130844
0.276634
0.394746
0.471012
0.519171

0.000000
0.005196
0.009876
0.013491
0.016257
0.018453

0.106960
0.141677
0.151388
0.155237
0.157084
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Tablo 3.35: h = 0.125, At = 0.1, ¢ = 0.1, ¢ = pu = 1 degerleri i¢in tek dalga
hareketinin —40 < x < 60 araliginda korunum sabitleri ve hata normlarinin

karsilagtirilmasi.
Time Method [1 [2 [3 L2 x 103 Loo x 103
t=20 Sat 3.979927  0.810462  2.579007  0.000 0.000
130 3.97993 0.810461  2.57901 0.002 0.007
127 3.9799271 0.8104625 2.5790075 0.000 0.000
123 3.9799 0.8104 2.5790 0.000 0.000
131 3.9799271 0.8104625 2.5790075 0.000 0.000
132 3.979927  0.810463  2.579007  0.000 0.000
t=4 Sat 3.979954  0.810462  2.579007  0.0I6917 0.007210
130 3.98039 0.810610  2.57950 0.116 0.054
127 3.9799290 0.8104622 2.5790066 0.04084  0.01560
123 3.9800 0.8104 2.5790 0.36556  0.14725
131 3.9799299 0.8104624 2.5790073 0.04080  0.01563
132 3.977092  0.809641  2.576296  0.0006 0.1458
t=28 Sat 3.979971T  0.810462  2.579007  0.032897 0.014087
130 3.98083 0.810752  2.57996 0.224 0.100
127 3.9799262 0.8104620 2.5790057 0.08054  0.03148
123 3.9800 0.8104 2.5791 0.73694  0.30090
131 3.9799282 0.8104624 2.5790070 0.08049  0.03152
132 3.973316  0.808320  2.571938  0.0026 0.5786
t=12 Sat 3.979984  0.810462  2.579007 0.047378 0.019864
130 3.98125 0.810884  2.58041 0.325 0.139
127 3.9799229 0.8104617 2.5790048 0.11917  0.04658
123 3.9800 0.8104 2.5791 1.0940 0.44214
131 3.9799259 0.8104623 2.5790068 0.11909  0.04663
132 3.979106  0.806774  2.566836  0.0064 0.9223
t=16 Sat 3.979987  0.810462  2.579007  0.060388 0.024692
130 3.98165 0.811014  2.58083 0.417 0.171
127 3.9799144 0.8104614 2.5790040 0.15641  0.06054
123 3.9800 0.8104 2.5791 1.4340 0.56944
131 3.9799182 0.8104622 2.5790065 0.15629  0.06060
132 3.965344  0.805461  2.562505  0.0115 1.2148
t=20 Sat 3.979962 0.810462  2.579007 0.072292 0.028834
130 3.98206 0.811164  2.58133 0.511 0.198
127 3.9798832 0.8104612 2.5790031 0.19215  0.07337
123 3.9800 0.8104 2.5791 1.4340 0.56944
131 3.9798879 0.8104622 2.5790063 0.19199  0.07344
132 3.961597  0.804185  2.558292  0.0184 1.5664
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Tablo 3.36: At = 0.1, h = 0.125, 0.1, ¢ = 0.1, 0.03 degerleri icin t = 20’ deki Lo
ve L. hata normlarinin ve korunum sabitlerinin kargilagtirilmasi.

Yontem LQ X 103 Loo X ]_03 Il _[2 Ig
St 0.072292  0.028834 3.979962  0.810462 2.579007
125|MQ 0.206910  0.078027 3.9798831 0.81046248 2.5790074
125]IMQ 0.206912  0.078027 3.9798725 0.81046248 2.5790074
125]1Q 0.206913  0.078027 3.9798824 0.81046248 2.5790074
125|GA 0.206911  0.078027 3.9798831 0.81046248 2.5790074
125|TPS 0.207147  0.078152 3.9798826 0.81046247 2.5790073
126 0.30 0.116 3.979883  0.81027618 2.57839258
132 0.0184 1.5664 3.961597  0.804185 2.558292
133 0.192 0.073 3.97989 0.81046 2.57901
134 0.1797446 0.06.799314 3.979913  0.810462 2.579007
135/(QBCM1) 0.215 0.083 3.97995 0.81046 2.57901
135/(QBCM2) 0.357 0.129 3.97995 0.81046 2.57901
122 0.219 0.086 3.97988 0.810465 2.57901
136](SBCM1) 0.220 0.084 3.97995 0.81046 2.57901
c=0.03
Sat 0.525073  0.198401 2.109010  0.127302 0.388806
126 0.57 0.432 2.104584  0.12729366 0.3887776
130 0.535 0.198 2.10906 0.127305 0.388815
127](QBGM1) 0.558 0.205 2.10460 0.12730 0.38880
127](QBGM2) 0.566 0.207 2.10457 0.12730 0.38880
128 0.24185 0.12464 2.10741 0.127230 0.38856
124 0.550 0.234 2.10461 0.12730 0.38880
135 0.356 0.295 2.10831 0.12913 0.38881
136/(SBCM1) 0.444 0.419 2.10849 0.12730 0.38881
h=0.1(Sa¢) 0.636369  0.233236 2.109490  0.127303 0.388807
127](QBGM1) 0.560 0.205 2.10459 0.12730 0.38880
127]/(QBGM2) 0.567 0.208 2.10456 0.12730 0.38880
131 0.539 0.198 2.10770 0.12730 0.38880
133 0.541 0.199 2.10707 0.12730 0.38880
129 0.57247 0.36498 2.103622  0.127184 0.3884398
136](SBCM1) 0.556 0.419 2.10904 0.12730 0.38881
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0.30

0.25

0.20

U(x,t)

0.15

0.10

0.05

0.00

Sekil 3.14: Tek dalga hareketinin ¢t = 0 ve ¢t = 20 grafigi.

baglangic kogulu ile ele alindi [130]. (3.3.11) denklemi 3¢; genlige sahip x = x; de
yerlestirilmis bir dalgay1 ve 3¢y genlige sahip x = x5 de yerlestirilmis ikinci bir
dalgay1 ifade etmektedir. Bilindigi gibi daha biiyiik genlige sahip olan dalganin
hiz1 da daha biiyiiktiir. Sonug olarak, ;1 < x5 ve ¢y < ¢; olarak segilmesi zaman
ilerledikge iki dalganin carpigsmasini garanti edecektir. Bu olay1 gozlemlemek icin,
—200 < x < 400 araliginda parametreler z; = —177, xo = —147, ¢; = 0.2,
co =01, e =1, =1 h = 0.12 ve At = 0.1 olarak alindi. Zaman t = 0
dan t = 400 e kadar caligtirildiginda iki dalganin girigimi ve ayrilmasi olay1
gerceklesmektedir. Sekil 3.15” den gortldigii gibi, t = 0 zamaninda biiytik genlige
sahip olan dalga kiiciik genlige sahip olan dalganin solunda yer almaktadir. Zaman
ilerledik¢e genlige biiyiik olan dogal olarak da hizi biiyiik olan dalganin, kii¢iik
dalgay1 ¢ = 100 civarinda yakaladigi ve ¢t = 200 — 300 arasinda kii¢iik dalgay1
igerdigi ve sonra ayrildig1 goriilmektedir. Baslangicta biiylik dalganin genligi 0.6
ve kiicik dalganin genligi 0.3 iken carpismadan sonra t = 400 aninda, x =
311.44 noktasinda biiyiik dalganin genligi 0.599797, kiiciik dalganin genligi ise

x = 281.560 noktasinda 0.299904 oldugu goriildii.
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Tablo 3.37: Iki solitary dalgammn girigimi sonucunda farkli zamanlarda hesaplanan
korunum sabitlerinin ve Ref.[122] ile kargilagtirilmas.

40
80
120
160
200
240
280
320
360
400

I

Iy

Is

I,[122]

L[122]

I5[122]

9.858245
9.861351
9.861624
9.861648
9.861650
9.861650
9.861650
9.861650
9.861649
9.861649
9.861648

3.244789
3.244790
3.244790
3.244791
3.244794
3.244796
3.244794
3.244790
3.244788
3.244798
3.244787

10.778329
10.778328
10.778323
10.778314
10.778300
10.778290
10.778299
10.778312
10.778319
10.778320
10.778320

9.85825
9.85833
9.85832
9.85833
9.85833
9.85830
9.85830
9.85829
9.85832
9.85829
9.85830

3.24481
3.24482
3.24482
3.24486
3.24491
3.24492
3.24489
3.24484
3.24482
3.24479
3.24478

10.77833
10.77836
10.77834
10.77843
10.77852
10.77851
10.77846
10.77834
10.77833
10.77823
10.77819

Tablo 3.38: Ikinci iki dalga girisim probleminin korunum sabitleri ve Ref.[121] ile

karsilagtirilmasi.

O = N O T+

10
12
14
16
18
20
22
24
25

I

Iy

I3

I, [121]

L[121]

I3[121]

37.916522
37.910586
37.904506
37.898508
37.892728
37.887731
37.884625
37.883441
37.882139
37.878825
37.873716
37.867862
37.861791
37.858731

120.522769
120.486493
120.449938
120.413763
120.379162
120.353147
120.350565
120.357086
120.333975
120.300550
120.266184
120.230706
120.194639
120.176525

744.081209
744.079530
744.079734
744.078250
744.067803
744.019816
743.886930
743.792636
743.919530
744.034627
744.074575
744.086166
744.090269
744.091498

37.91648
37.91682
37.91697
37.91709
37.91719
37.91727
37.91733
37.91736
37.91740
37.91741
37.91744
37.91745
37.91746
37.91745

120.35150
120.35710
120.35840
120.35830
120.35700
120.36380
120.39150
120.41560
120.38860
120.36530
120.35990
120.35940
120.35950
120.35950

744.08140
744.03870
744.01100
743.97960
743.86790
743.42020
742.33870
741.57810
742.48890
743.47520
743.86380
743.97500
744.00370
744.00850
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U(x,t)

U(x,t)

06 06
=0 =100
0.5 0.5 o
04
0.4 4 =
5
0.3 03
02 024
0.1 o 0.1
0.0 o 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
-200 -100 o, 100 200 300 400 -200 -100 o, 200 300 400
05
06
04 t=300
“7 t=200 05
03] 04
=
1 S5
03]
0.2 o
. 02
0.1
0.1
0.0 0.0 o
T T T T T T T T T T T T T T T
-200 -100 0 100 200 300 400 -200 -100 0 100 200 300 400
06
t=400
05
0.4
=
=
=)
03
02
0.1
0.0
T T T T T T T
200 100 0 100 200 300 400

X

Sekil 3.15: Iki solitary dalganin 0 < ¢ < 400 zaman araliginda girisimi.
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Ikinci olarak ise  — £oo iken u — 0 smur kosullar1 ve

2 2
T
u(z,0) = E 3A;sech? [kj(x — z;)], A; = T éikrz)’ j=1,2
=1

J
baglangi¢ sartina sahip carpigma problemi ele alindi. Bu ¢arpigma olayini gormek
igin ise, 0 < x < 120 arahginda x; = 15, x9 = 35, ky = 04, ky = 0.3,
e =1, pu=1,h = 03 ve At = 0.1 degerleri kullanildi. ¢ = 0’ da biyik
genlikli dalga kiiciik dalganin solunda yer almaktadir. Fakat zaman ilerledikce
t = 10 — 15 arasinda biiyiik dalganin kiiciik dalgay1 yakalayip igerdigi ve sonra
ayrilarak yoluna devam ettigi goriillmektedir. Carpismadan once biiylik dalganin
genligi 5.33338, kii¢iik dalganinki ise 1.68598 iken ¢ = 25 de olgiilen genlikleri
sirasiyla x = 87.0 da 5.301403 ve z = 70.2 de 1.676635 oldugu gorildii. Tablo 3.37
ve 3.38 de sirasiyla her iki ¢arpigma probleminin korunum sabitleri Ref. [122] ve
Ref. [121]" de verilenlerle kargilastirildi. Bu tablolardan goriildiigii gibi sonuglar

iyi bir uyum icindedir.

3.3.5 Ardisik Dalgalarin Olusumu

Bu kisimda ise RLW denklemi x — oo iken u — 0 ve z — —o0 iken u — ug

fiziksel sinir kosullar1 ve

T — Xo

)

u(z,0) = % 1 — tanh(

baslangig sarti ile gbz 6niine alindi. Burada u(zx, 0), t = 0 zamanindaki su yiizeyinin
yiiksekligini, ug ise * = xy da merkezlenen su seviyesindeki degigsim biiytikliigiinii ve

d degigimin dikligini gostermektedir. Yukaridaki fiziksel sartlar altinda Iy, Iy ve
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U(x,t)

Ulxt)

Ulxt)

6 6
5 t=0 5 t=5
44 4 -
=
2
5
3 34
24 2 4
14 14
0 04
T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 x 60 80 100 120 0 20 40 X 60 80 100 120
6 5
s _ t=15
t=10 o
4
= 3
=
3 5
2]
24
14
1
04 0
T T T T T T T T T T T T T T
0 20 0 60 80 100 120 0 20 0 w0 80 100 120
6 6
s t=20 5 t=25
4 4
=
=
5
3 3
24 24
14 14
0+ 0
T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
X X

Sekil 3.16: Iki solitary dalganm 0

<t < 25 zaman araliginda girigimi.
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Tablo 3.39: Ardisik dalga

pozisyonu ve genlikleri.

olusumu probleminin korunum sabitleri, dalga

d=2

t I Iy I T genlik
0 3.612000  0.351478 1.088220 — —

50 8.987000  0.901476 2.793248  48.9600  0.139631
100 14.362000 1.451475 4.498036 102.7200 0.159078
150 19.737000 2.001473 6.202710 156.9600 0.170753
200 25.112000 2.551471 7.907342 211.2000 0.177385
250 30.486999 3.101469 9.611957 265.9200 0.181884

d=5

0 3.612000  0.336311 1.040970 — —

50 8.987000 0.886311 2.746457  48.4800  0.110283
100 14.362000 1.436310 4.451662 102.2400 0.136901
150 19.737000 1.986309 6.156542 156.2400 0.157464
200 25.112000 2.536307 7.861249 210.7200 0.170243
250 30.487000 3.086305 9.565893  264.9600 0.177727

[122]d = 2

0 3.6120001  0.35148  1.08822 — —

50 8.9869997  0.90144  2.79314  48.96000  0.13960
100 14.3619987 1.45140  4.49778 102.72000 0.15900
150 19.7369989 2.00134  6.20229 156.96000 0.17065
200 25.1119971  2.55128  7.90675 211.20000 0.17735
250 30.4869971 3.10123  9.61118  265.92000 0.18177

[122]d =5

0 3.6120002  0.33631  1.04097 — —

50 8.9870004  0.88630  2.74643  48.48000  0.11028
100 14.3619996 1.43628  4.45156 102.24000 0.13686
150 19.7369994 1.98624  6.15631 156.24000 0.15741
200 25.1119996 2.53618  7.86086  210.72000 0.17012
250 30.4869998 3.08613  9.56533  264.96000 0.17767

I3 1in sabit kalmadigl simiilasyonlar boyunca asagidaki oranlarda

+oo
d d €
Ml:% lza/ud:c:uo—l—éu%,
i d [ 2
3
M, alg—a/{qu,u(ux }dx:u0+§ug,
+o0o
=424 (u3+3u2)dazz3u2+(1+25)u3+§u4
ST At dt 0 0T g0

lineer olarak arttigi gorillmektedir [128].

Bu problem icin biitiin hesaplamalar ¢ =
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Ulxt)

U(x,t)

0.18 0.20
0.16 - d=2,t=100 d=2,t=250
0.14 -
0.15
0.12 -
=
X
0.10 s
0.10 - W0
0.08 |
0.06 |
0.04 - 0.05 -
0.02
0.00 | 0.00
-0.02 T T T T T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 -50 0 50 100 150 200 250 300 350
X X
0.20
0.14 d=5,t=100 d=5,t=250
0.18 -
0.12 0.16 |
010 0.14
E 0.12
0.08 | =
> o104
0.06 0.08
0.04 - 0.06
0.04
0.02 -
0.02 -
0.00 -
0.00 |
0.02 T T T T T T T T 0.02 T T T T T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 -50 0 50 100 150 200 250 300 350
X X

Sekil 3.17: Dalga olugsumu probleminin d = 2, 5 i¢in ¢ = 100 ve t = 250
zamanlarindaki simiilasyonu.
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h =024, At =0.1,d = 2,5 ve —36 < x < 300 degerleri i¢in yapildi. ¢ = 250
zamanina kadar problem incelendi ve d = 2 ve 5 i¢in ilk dalga olugumunun Iy, I, I3
degerleri, dalga pozisyonu ve genlikleri Tablo 3.39” da verildi. Tablodan I, I5, I3
degerlerindeki niimerik degisim d = 2 igin

~30.486999 — 3.612000

" 3 10146925% 351478 R
= — 2;0 : = 0.0109
— 9.6119572;01.088220 00341

ve d =5 icgin
30.487000 — 3.612000

e 3.086305 25% 336311 o
== 2;0 : = 0.011

M, = 9.5658932;01.040970 00341

olarak hesaplandi. Bu degerler M; = 0.1075, M, = 0.0109, M35 = 0.034113
teorik degerleri ile uyum icindedir. Iy, I, I3 degerlerinin sirasiyla My, My, Ms;

oranlarinda lineer olarak arttig1 gézlemlendi.
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4. COUPLED VISKOZ BURGERS’
DENKLEMININ OPERATOR SPLITTING
B-SPLINE KOLLOKASYON SONLU

ELEMAN COZUMLERI

4.1 Giris

Bu boliimde, yercekimi etkisi altinda iki tiir partikiiliin olgekli hacim
konsantrasyonlarinin sivi siispansiyonlarda veya kolloidlerde sedimentasyonu veya
geligiminin basit bir modeli olan ve Episov [138] tarafindan tiiretilen coupled
viskoz Burgers’ denkleminin niimerik ¢oztimleri ele alindi. Episov, eger
parcaciklarin agirliklar1 kendisini sarmalayan sividan agir ise parcaciklarin
hareketinin sedimentasyon ile hafif ise parcaciklarin su i¢inde askida kalmasi veya
yiizeyde yogunlagmasi ile sonuclanacagini soylemistir.

Tezin bu boliimiinde
Up — Ugy + MU, + a(uv), =0, z € [a,b], t € [0,T], (4.1.1)
Vp — Vg + MUV, + B(uv), =0, x € [a,b], t € [0,T7], (4.1.2)
coupled viskoz Burgers’ denklemi,
u(@,0) = dr(x),  v(x,0) = po()
baglangi¢ kosgullar:
u(a,t) = fi(t), ulbt) = fa(t)
v(a,t) = gi(t), v(bt) = ga(t)

ve simir sartlart ile birlikte ele alindi. Burada n bir reel sabit, ¢;(z), ¢2(x),

f1(t), fa(t), g1(t) ve go(t) verilen fonksiyonlar, o ve 5 Brownian difiizyon sabiti,
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parcaciklarin yercekiminden kaynakli Stokes hizi ya da Peclet sayisi gibi sistem
parametreleridir [139].

Son yillardaki calismalar, akigkanlar mekanigi, plazma fizigi, biyoloji,
hidrodinamik, kat1 hal fizigi ve optik fiberler gibi cesitli alanlarda ortaya ¢ikan
lineer olmayan dinamik sistemler tizerine odaklandi. Bu lineer olmayan olaylar
siklikla lineer olmayan dalga olaylar1 olarak adlandirilir [140]. Boylece bu lineer
olmayan dalga denklemlerinin analitik ya da niimerik olarak c¢oziimlerinin elde
edilmesi akigkanlarin yaklagim teorisinde oldukca 6nemli bir hal almaktadir.
Coupled Burgers’ denkleminin ¢oziimleri farkli aragtirmacilar tarafindan gesitli
yontemlerle bulunmustur. Jain ve Kadalbajoo [141] lineer yaklagim ve invariant
embedding tabanli bir teknigi diizensiz bolgeler iizerinde coupled Burgers’
denkleminin ¢6zimii igin Onerdiler. Dehghan vd. [142] coupled Burgers’
denkleminin Adomian ayrigim yontemi ve Pade yaklagiminin bir kombinasyonuyla
niimerik ¢oztimlerini elde ettiler. Mittal ve Arora [143] uygun baglangic ve sir
kosullar1 altinda coupled sistem viskoz Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimleri
i¢in diizgiin mesh noktalar1 iizerinde kiibik B-spline kollokasyon semas1 onerdiler.
Mittal ve Tripathi [144] coupled Burgers’ denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde
etmek icin modifiye edilmis kiibik B-spline kollokasyon yontemini kullandilar.
Islam vd. [145] transient ve lineer olmayan coupled Burgers’ denkleminin niimerik
¢oziimlerini biiyiitk Reynold sayilar: igin yerel radyal baz fonksiyonlar: kullanarak
kollokasyon yontemi ile elde ettiler. Rashid vd. [146] coupled viskoz Burgers’
denklemini ¢6zmek i¢in Chebyshev-Legendre Pseudo-Spectral (CLPS) yéntemini
g6z oniine aldilar. Rashid ve Ismail [147] Fourier pseudo-spectral yontemini,
bir boyutlu coupled viskoz Burgers’ denklem sisteminin niimerik ¢oziimleri icin
kullandilar. Khater vd. [148] farklilagtirilmig Chebyshev polinomlarima dayal bir
spektral kollokasyon yontemi ile Burgers’ tipi denklemleri ¢ozmiiglerdir. Kutluay

ve Ugar [149] coupled Burgers’ denkleminin niimerik ¢oztimleri igin kuadratik
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B-spline Galerkin sonlu eleman yontemini kullandilar. Ayrica Ugar [150] doktora
tezinde coupled Burgers’ denklemini farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlari
kullanarak Petrov-Galerkin, kollokasyon ve subdomain sonlu eleman yontemleriyle
¢Ozdii. Srivastava vd. [151] bir kapali logaritmik sonlu fark yontemini bir boyutlu
coupled Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimleri igin uyguladilar. Li vd. [152]
uygun dagilim fonksiyonlarimin se¢imiyle yeni bir lattice Boltzmann modelini
coupled Burgers’ denklemi i¢in 6nerdiler. Lai ve Ma [153] ¢ift evrimsel denklemler
kullanarak lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemler sistemi igin lattice
Boltzmann modelini 6ne siirdiiller. Mokhtari vd. [154] coupled Burgers’
denkleminin ntimerik ¢oztimlerini elde etmek icin genellestirilmis diferansiyel
kuadratiir yontemini uyguladilar. Mittal ve Jiwari [155] diferansiyel kuadratiir
yontemi ile coupled viskoz Burgers’ denklemini ¢ozdiiler. Denklemin tam ¢oziimii
Kaya [156] tarafindan Adomian ayrigim yontemi kullanilarak elde edilmigtir.
Soliman [157] coupled Burgers’ denkleminin tam ¢oziimii igin modifiye edilmis
genigletilmig tanh-function yontemi sundu. Abazari ve Borhanifar [158] Burgers’
ve coupled Burgers’ denklemlerinin hem niimerik hem de analitik ¢oziimlerini
Differential Transformation Method (DTM) yontemiyle elde ettiler.

Bu boliimde splitting yontemlerini uygulamak icin sistemdeki her bir denklem
biri lineer ve digeri lineer olmayan iki alt denkleme split edildi. Elde edilen her alt
denklemdeki u(zx, t) ve v(z, t) bagimh degiskenleri i¢in kiibik B-spline fonksiyonlar
ve tiirevleri kullanildi. Kollokasyon sonlu eleman yonteminin her alt denkleme
uygulanmasiyla numerik semalar elde edildi ve kararlilik analizleri von-Neumann
yontemi ile aragtirildi.

Coupled viskoz Burgers’ denklemi

Up = Ugy (4.1.3)
up = —nui, — a(uv), (4.1.4)
Vp = Ugy (4.1.5)
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vy = —nuu, — B(uv), (4.1.6)

seklinde split edildi. Daha sonra yontemi uygulamak igin (4.1.3), (4.1.5), (4.1.4) ve
(4.1.6) denklemlerinin her birinde konum yoniindeki tiirevler i¢in Crank-Nicolson
(u™ 4+ ™) /2 ve zaman yoniindeki tiirev icin ise ileri (u™™ — 4™ ) /At sonlu fark

m

yaklagimlar: kullanilirsa sirasiyla

{u“; u"] _ [M] _o (4.1.7)

[u”“A; u”]m l(uugg)nﬂ; (uux)”}m {(vux)”“;r (vux)"]m [(m)"“; (uvx)n] _0
(4.1.8)
) l%;“"] _ [L;%} _0 (4.1.9)

{UHHA; w}ﬂ [(vvw)"+12+ (vvx)”] w{(vum)”“; (vux)"} +6[(1%)"“; (uvx)n]zo

(4.1.10)
elde edilir. (4.1.8) ve (4.1.10) denklemlerinde lineer olmayan terimler i¢in Rubin

ve Graves [159] tarafindan onerilen

(uy)" ™ = " + ™t — (uug)"
(vug )" = " o — (vu,)"

()"t = u"“vg + u"vgJrl — (uvy)"

yaklagimlar: kullanildi. §imdi (4.1.7) ve (4.1.9) ile (4.1.8) ve (4.1.10) denklemlerine
kiibik B-spline kollokasyon yontemini uygulayalim. Bunun i¢in u(zx,t) ve v(z,t)
fonksiyonlarma (2.4.2) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak zamana

bagli 6,,(t) ve v, (t) parametreleri cinsinden

Un(@,t) = > 5nt)@m(@), Viv(z,t) = D Yn(t)Pp(2) (4.1.11)

seklinde bir yaklagim yapildi. (2.4.2) ve (4.1.11) ifadeleri kullanilarak u(z,t) ve

v(x,t) fonksiyonlarinin ve onlarin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin bir
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[T, Timy1] elemam tizerinde z, diigiim noktalarindaki degerleri

Uy = U(2p) = 01 + 405 + Gy (4.1.12)

VN = V(xm) = Ym-1*+ 47771 + VYm+1

Uy = U'(2) = 2 (s — Gn)
Vi = V() = 3 (mt = 1)
Ul = U () = % (Gt — 20+ Ors1)
Vi = V" () = 125 Ot = 29m +71)

olarak elde edilir. (4.1.12) ifadesindeki yaklagimlar (4.1.7) ve (4.1.9) ile (4.1.8)
ve (4.1.10) denklemlerinde ilgili terimler yerine yazilirsa agagidaki gibi d,,(t) ve

Ym(t) parametrelerine bagh fark denklemleri

aﬁﬁ;ﬂll + (1,2(;:7?—1 + a1521111 = agc%_l + 0,45;2 + a35;‘1+1, (4]_]_3)
asomth +agdt tar ot Fasyit agyi  Fagyit = 0 +0n 400, (4.1.14)
arym 4 aoytt eyt = asyn o+ ag, + asym (4.1.15)

by + byyt +63’721111 +bs 00 b5 o+ 66531111 = Y1 TV Ymg1 (4.1.16)

elde edilir ve burada

3AL 6AL 3AL 6AL
a1=1—?,a2=4+?,a3:1+?,@4=4—ﬁa
Atu? 3Atu" A"  aAtu? n n
as;=14+n 5 gy T Yo + 5 , ag = 4 4 2nAtul; + 2aAtv;,
1 Atu? N 3Atu™ N 3At" N aAtv} _alAtuy 3Atu™
eIy T g T 2 T T T %o
aAtu?  3Atu” Atv?  3A0™  3Atu"  BAtul
ag =20Qtu,, ap 5 +a 5 bi=1+n 5 5y B 5h + 5
Atol 3AtY"™ 3Atu"  BAtul
=4+ 2nAto” 4+ 2B Atu” =1 & <
by + 2nAtv} + 2BAtur, bs t— A o + 3 o t—
LAtV 3At" BAtT  3BAtV"
by = z — bs = 26AtVY, bg = -
4 5 B o, pAtv, b 5 + 2

dir. Bu sistemlerde m = 0(1)N olmak {izere sol taraftaki terimler (n + 1)-inci

zaman adimini ve sag taraftaki terimler ise n-inci zaman adimini gostermektedir.
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(4.1.13) ve (4.1.15) sistemleri sirasiyla (d_1, dg, 01,---,0n), (Y=1, Y0, V1,---,Yn ) Olmak
tizere (N +1) tane denklem ve (N +3) tane de bilinmeyen parametre igermektedir.
(4.1.13) ve (4.1.15) sistemlerini ¢ozebilmek i¢in sinir sartlar: kullanilarak sirasiyla
d_1, On41 Ve v_1, Yn+1 parametreleri yok edilirse (N + 1) x (N + 1)—boyutlu
sistemler elde edilir. (4.1.14) ve (4.1.16) sistemleri birlikte géz éniine alindigindan
(2N + 2) tane denklem ve (6_1,7_1, do, Yo, 01, V1,---,0N, Y~ ) olmak tizere (2N + 6)
tane de bilinmeyen parametreden meydana gelir. Elde edilen denklem sistemini
¢ozebilmek i¢in 0_1, v_1, Sy 11 ve ynvy1 parametreleri sinir sartlar: kullanilarak yok
edilirse (2N +2) x (2N +2)-boyutlu sistemler elde edilir. Daha sonra (4.1.13)-(4.1.16)
sistemleri boliim 2’ de (2.5.12) ile verilen Strang splitting algoritmasina uygun

bi¢imde diizenlenirse,

105, 3 (b 1) +a20y, (ty 1)+ a6y, (G 1) =asdy, y (t) +aady, (En) + asd, 4 (L),
1 Y1 (t g 1) F0270 (b 1) 01 Y41 (£ 1) = A3 () a7y (B) +a377 1 (),
) =% V(1) =100 1€ [ts sy
50,1 (tnt1) +a60p, () +ardn 1 (Ln1) +asvm_1 (tnt1) + a9y (n ) +a10Vmi1 (bns1)
= Oy (tn) + 05 (tn) + ::+1(tn>7
b1 Y1 (tn1) +0275 (B 1) +03Ym 1 (Frgd) F040, 1 (Eng1) +050, (En1) +0605 11 (Enr1)
= Y1) + Vo () + Vi1 (En), (4.1.17)
O () =0t 1), Yo (En) =V (g 1), TE [bn, tnsa]
10,71 (1) + 20, ) Fa105,7 En) = a0, " by 1) F 02077 € ) Fasdn T g 1),

ar Yo Cngr) T2V ng1) Fa1vmt 1 ngr) = sy )+a47m

0ot (i) = O (i), Vi (B ) = o (1), TE bty

(thr )+a37m+1<tn+ )

formunda gosterilen semalar elde edilir. Burada ¢, =t At ve bilinmeyen ¢
parametreleri 0 (¢,,1) = 0" (¢,41) ile hesaplanir. Bu Strang splitting algoritmasini
¢ozebilmek igin oncelikle 50 ve o baglangic vektorlerine

ihtiyacimiz vardir ve bu vektorler u(x,0) = ¢1(z) ve v(z,0) = ¢o(x) baslangig
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kosullarindan bulunacaktir. Bu amacla

W, 0) = ¢1(zm) = Un(xm, 0),

ug = 0°, + 465 + 6?

up = 0y + 469 + 69,

)

Uy = Oy 1 + 400, + 00,1,

Un = 631 +40% + 0% i1,

V(@ 0) = po(zm) = Vy (2, 0), m = 0(1)N

Um = ’79n71 + 4’79n + '79n+1

v =1 +4y0 + 7

v =79 +49% + 15

UN = ’Y?vq + 4’7?\/ + ’V?VH

sistemleri elde edilir. Bu sistemlerin ¢ozillebilmesi i¢in 6%, 7%, 6% ve Y4

parametreleri Uy (a,0) = Uy (b,0) = Vy(a,0) = Vy(b,0) = 0 sir sartlarinm

kullanilmasiyla yok edilir. Boylece uygun bir algoritma ile ¢oziilebilen (N + 1) X

(N + 1) —boyutlu {iglii bant matris sistemleri agagidaki gibi

C
o7

14 1|6,

0 0 6/ &

Uo

U

UN-1

un

ve

1
0 0 6

o

72

0
YN-1

Y

UN-1

Vo

(%1

UN

olarak elde edilir. Bu sistemlerin ¢oziilmesiyle 6° ve ° baslangic vektorleri bulunur.

Bu baglangi¢ vektorleri yukarida (4.1.17) ile elde edilen Strang splitting semasinda

kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki niimerik ¢oziimler iterasyon ile hesaplanir.

4.1.1

Kararlilik Analizi

Burada, Strang splitting semasi uygulanirken (4.1.13) ve (4.1.15) sistemleri

At /2 ile ¢oziildiikten sonra elde edilen ¢oziimler, At adim uzunlugu ile (4.1.14) ve

(4.1.16) sistemlerinde kullamldigindan dolay: sistemlerin kararlihk analizi birlikte

goz Oniine alindi. (4.1.13) ve (4.1.15) sistemlerinde sirasiyla, i = /—1, A ve B

harmonik genlikler, 3 mod sayis1, h eleman boyu olmak iizere §7? = A&me’™ ve

101



At = BEMeP™ ifadeleri yerlerine yazilirsa

[(2a:€™Y2 — 2a5€™) cos Bh + aé™ T2 — a6 A= 0 (4.1.18)

[(2a:€™Y2 — 2a5€™) cos Bh + asé" /2 — ay"] B =0

elde edilir. (4.1.18) denklem sisteminin agikar olmayan ¢Oziimiiniin olmasi igin

katsayilar determinanti sifira esitlenirse
[(2a1§n+1/2 . 2(1,36”) CoS Bh + a2§n+1/2 o a4§n]2 —0

bulunur. Bu denklem ¢ igin ¢oziiltirse

gntl/2 _ 2a3cos Bh+ ay
pa &n 12 2a4 cos fh + as

olarak bulunur. Simdi yukarida verilen ay, as, as ve a4’ iin degerleri yerlerine

yazilirsa
(§n+1/2) P — Q
PA & s = P+0Q
At
P=2cosph+4, Q= 6h—2(1 — cos Bh)

elde edilir. Burada

&'n

PA (§n+1/2) ‘ <1 kosulunun saglanmasi i¢in paydanin paydan
1,2

biiyiik olmasi gart1 aranir yani,

P+Q>P—-Q=0Q2>0

sartina ulagilir. QQ = 6h—A2t(1 —cos fh) > 0 oldugundan

A (gn;:/Q)l 2‘ < 1 saglanir.
Benzer sekilde (4.1.4) ve (4.1.6) denklemleri birlikte Qézﬁldﬁgﬁ;lden dolay1 bu
denklemlerin standart sonlu fark yontemleriyle diskretizasyonu yapildiktan sonra
kararlihk analizleri birlikte goz Oniine alindi. Bunun igin, (4.1.4) ve (4.1.6)

denklemleri

Uy + nuu, + avu, + auv, =0 (4.1.19)

v + Nuv, + Puv, + Bou, =0
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formunda yazildi. Simdi, (4.1.19) denklem sisteminde lineer olmayan wu,, vv,
ve (uv), = uv, + vu, terimlerimlerinde u ve v yerine sirasiyla z; ve zo alnir ve

standart sonlu fark yontemleriyle diskretizasyon yapilirsa

01007, + 460 + ‘9257?1111 + (=O3)ymth + 93’72;11 = 020, 1 + 40, + 010, 1+

O3y 1+ (=03)7n 1 (4.1.20)
ve

Ouymty + Ayt + Oyt 4 (=06) 0Ty + 0600ty = O5v ) + 4y + bayi g+

0667 +(—06)0%,,  (4.1.21)

sistemleri elde edilir. Burada

B 3At(nz + azo) B 3At(nz + azo) _ 3Atazn
1=1— oh , 0 =1+ 57 , 03 = o

_ 3AL(nz + B21) - 3AL(nz + B21) _ 3AtSz
O,=1— o7 , 05 =1+ o ,96—72}1

dir. (4.1.20) ve (4.1.21) sistemlerinde
o1 = max {(nz1 + az), (nz2 + Bz1)} ve 09 = max {az, Bz}
olarak alimirsa A = 3Atoy/2h ve p = 3Atos/2h olmak iizere, sirasiyla

(1= NS 48 4 (1 4+ NSt + (— )y + eyt = (L 4+ Aoy, _y + 467+

(1= N0 1+ 1vm1 + (1) Vi (4.1.22)

(1= M)yt 4yt (1 + Ayt ()0t 4+ it = (1 + Ay 4+

(L= M) vmr + 10y + (= 1)05 41 (4.1.23)
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bulunur. Simdi (4.1.22) ve (4.1.23) sistemlerinde gerekleri terimler yerine 6]}, =

AgneiPmh o A = Beneimh ifadeleri yazilir ve Euler formiilii kullanilirsa,

a = 2cos fh + 2tAsin fh + 4
b=2cosfh — 2iAsin Sh + 4

¢ = 2ipsin Bh

(é‘n—f—l
T = pPB
=)

olmak iizere,

(ax —b) A+ (cx+¢)B=0

(cx+c¢)A+ (ax —b)B=0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin A ve B igin asikar olmayan
¢oziimiiniin olmasi icin gerek ve yeter sart katsayilar determinantinin sifir

olmasidir. Bu determinant hesaplanirsa
(a2 —02) r? — (2ab+02):1:+62 — =0

bulunur ve bu denklemin kokleri

b—c
T = )
a-+c
b+c
T =
a—c

seklinde elde edilir. Kararlihk igin |z;| < 1 ve |z2| < 1 olmahdir. a, b ve ¢ degerleri

yerlerine yazilirsa,

A =2cosBh+4, Ay =12\ + 2u)sin fh, A3 =i (2\ — 2u)sin Sh

olmak tizere
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<1

bulunur. Buradan |z1]| < 1 ve |z3| < 1 sartlan saglandigindan

£n+1>
pB( € )12

oldugu agiktir. O halde coupled viskoz Burgers’ denklemi igin elde edilen Strang

5 (€n+1/2> s <€n+1> 5 <§n+1/2)
£ 1,2 " 1,2 " 1,2

oldugundan sartsiz kararhdir.

splitting semas1

<1

P ()] <

4.1.2 Model Problemler ve Numerik Cozumleri

(4.1.3)-(4.1.6) ile verilen coupled Burgers’ denkleminin split haline A — B —
A Strang splitting semas1 ugulanirken, (4.1.13) ve (4.1.15) sistemleri 6ncelikle
At/2 zaman adimiyla ¢oziildii. Buradan elde edilen ¢6ziim vektorleri (4.1.14) ve
(4.1.16) sistemlerinin olugturdugu (2N +2) x (2N +2)-boyutlu sistemin ¢oziimiinde
baglangic vektori olarak kullanmildi ve At zaman adimiyla ¢oziildii. Son olarak
istenilen c¢oziimleri elde etmek icin At zaman adimiyla c¢oziilen sistemden elde
edilen ¢oziim vektorleri tekrar (4.1.13) ve (4.1.15) sistemleri igin baglangi¢ sarti
olarak alindi ve At/2 zaman adimiyla ¢oziildi. Say, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin
etkinligini gozlemlemek icin ti¢ test problemi ele alindi ve agagidaki gibi verilen

Ly ve Lo, hata normlariyla

N N
Lo — ’utam . Um'imerik’Q/ |utam‘2
2 — 7 ) 7
i=0 =0

tam nimerik
i - Uz }

L = max}u
(2

test edildi.
Problem 1
Bu problemde (4.1.1) ve (4.1.2) lineer olmayan coupled viskoz Burgers’

denklemi o = =1 ve n = —2 icin asagidaki basglangi¢ sart:
u(z,0) = v(z,0) = sinz, —rt<zx<T
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Tablo 4.1: Problem 1’ in At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 degerleri i¢in Sa;, Ext4
ve Ext6 yontemlerinin farkli zamanlardaki hata normlarinin karsilastirilmasi.

N t SAt Ext4 Ext6
Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 103

0.1 0.131863 0.119079 0.131728 0.118958 0.131629 0.118868
0.5 0.659148 0.399004 0.658596 0.398670 0.658144 0.398397
1.0 1.317861 0.483857 1.316787 0.483463 1.315896 0.483136
50 1.5 1.976140 0.440066 1.974545 0.439711 1.973215 0.439415
2.0 2.633986 0.355768 2.631870 0.355482  2.630102 0.355243
2.5 3.291397 0.269641  3.288762 0.269425  3.286556 0.269245
3.0 3.948376 0.196190 3.945221 0.196033  3.942578 0.195902

0.1 0.033110 0.029959 0.032975 0.029837 0.032876 0.029748
0.5 0.165544 0.100408 0.164993 0.100073 0.164543 0.099800
1.0 0.331061 0.121790 0.329989 0.121396 0.329100 0.121069
100 1.5 0.496550 0.110795 0.494957 0.110440 0.493629 0.110144
2.0 0.662012 0.089594 0.659898 0.089307 0.658132 0.089068
2.5 0.827446 0.067921  0.824812 0.067705  0.822607 0.067524
3.0 0.992853 0.049431 0.989698 0.049274 0.987056 0.049143

0.1 0.008432 0.007629 0.008298 0.007508  0.008199 0.007419
0.5 0.042166 0.025575 0.041615 0.025241 0.041165 0.024968
1.0 0.084330 0.031023 0.083258 0.030629 0.082370 0.030302
200 1.5 0.126492 0.028224 0.124899 0.027869 0.123572 0.027573
2.0 0.168652 0.022825 0.166539 0.022539 0.164773 0.022300
2.5 0.210811 0.017304 0.208177 0.017088  0.205973 0.016907
3.0 0.252968 0.012595 0.249813 0.012437 0.247170 0.012306

ve

u(—m,t) =u(mr,t) =0, 0<t<T

v(—m,t)=v(mt)=0, 0<t<T

smir kogullariyla birlikte ele alindi. Bu problemin tam ¢oziimi Kaya [156]
tarafindan u(z,t) = v(x,t) = e *sinx olarak verilmigtir.Problem 1’ de u(x,t) ve
v(z,t) ayn baglangig, simir kosullar1 ve tam ¢oziime sahip olduklar: igin niimerik
sonuglar ve grafikler u(z,t) fonksiyonu igin verildi. Tablo 4.1" de At = 0.01 igin
Problem 1" in N = 50, 100 ve 200 degerleri i¢in Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle
elde edilen Ly ve L., hata normlar: verildi. Bu tablodan konum adim uzunlugu
kiictildiikge hata normlarimin da kiictildiigii ve Ext4’ iin Sa;” dan, Ext6’ nin da

Ext4 den daha kiigiik hatalar verdigi agiktir. Tablo 4.2" de ise N = 100 icin
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Tablo 4.2: Problem 1’ in N = 100 ve At = 0.01, 0.005, 0.001 degerleri
igcin Sa¢, Ext4d ve Ext6 yontemlerinin farkli zamanlardaki hata normlarinin
karsilagtirilmasi.

At t Sat Ext4 Ext6

Ly x 10° L x 10° Ly x 103 Ly x 103 Ly x 10° L x 10°

0.1 0.033110 0.029959 0.032975 0.029837  0.032876 0.029748
0.5 0.165544 0.100408 0.164993 0.100073 0.164543 0.099800
1.0 0.331061 0.121790 0.329989 0.121396 0.329100 0.121069
0.01 1.5 0.496550 0.110795 0.494957 0.110440 0.493629 0.110144
2.0 0.662012 0.089594 0.659898 0.089307 0.658132 0.089068
2.5 0.827446 0.067921  0.824812 0.067705  0.822607 0.067524
3.0 0.992853 0.049431 0.989698 0.049274  0.987056 0.049143

0.1 0.032953 0.029817 0.032897 0.029767 0.032869 0.029741
0.5 0.164762 0.099933 0.164602 0.099836 0.164504 0.099777
1.0 0.329497 0.121215 0.329207 0.121108 0.329021 0.121040
0.005 1.5 0.494205 0.110272 0.493784 0.110178 0.493512 0.110117
2.0 0.658886 0.089170 0.658335 0.089096 0.657976 0.089047
2.5 0.823539 0.067600 0.822858 0.067544  0.822412 0.067508
3.0 0.988166 0.049198 0.987355 0.049157 0.986821 0.049131

0.1 0.032903 0.029772 0.032872 0.029744  0.032866 0.029739
0.5 0.164512 0.099782  0.164477 0.099760 0.164491 0.099769
1.0 0.328997 0.121031 0.328957 0.121016  0.328996 0.121031
0.001 1.5 0.493455 0.110105 0.493409 0.110094 0.493474 0.110109
2.0 0.657885 0.089035 0.657835 0.089028 0.657925 0.089041
2.5 0.822289 0.067498  0.822233 0.067493  0.822349 0.067503
3.0 0.986666 0.049123 0.986605 0.049120 0.986746 0.049127

] nim t=0.1

0.8 - tam t=0.1 ,
~ nim t=0.5 / \
] tam =05 s -\
044 - niim t=1 g N

0.6

0.2

00 e N

U (xt)

-0.2 4 ‘\~  \\\
-0.4 4 \“ AN T i

\ N
0.6 -] N

-0.8

Sekil 4.1: Problem 1" in t = 0.1, 0.5 ve 1 zamanlarinda hesaplanan Uy/(z,t)
niimerik ¢oziimiiniin grafigi.
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Tablo 4.3: Problem 1’ in At = 0.001, N = 200, 400 degerleri i¢in Uy(x,t)’ nin
farkli zamanlardaki Ly ve Lo, hata normlarimin Ref. [143], Ref. [149] ve Ref. [150]
ile kargilartirilmasi.

t SAt Ext4 Ext6

N =200 Lo Lo Lo Lo Lo Lo
0.1 8.226FE—6 7.443F—6 8.195FE—6 7.415E—6 8.189E—6 T7.409FE—6
0.5 4.113E-5 2495FE—-5 4.110E—-5 2493FE—-5 4.111EF-5 2494FE-5
1 8.227TE—5 3.026E—5 8.223FE—5 3.025E—5 8.227TE—-5 3.026E-—5
N =400

0.1 2.057TE—6 1.861E—6 2.026E—6 1.833E—6 2.020E—6 1.828E—6
0.5 1.029E—-5 6.242F—6 1.026E—5 6.221E—6 1.027E—-5 6.229E—6
1 2.068E—-5 T7.572E—6 2.054E—5 T7.557TE—6 2.058E—5 T7.572E—6
N =200 [143] [150] [149]

0.1 8.21E—06 7.45E—06 147E—-06 4.06E—06 0.17TE—06 0.52E—06
0.5 249FE—-05 4.10E—-05 246FE—-06 2.78E—06 0.27E—-06 0.36£—06
1 3.00E—-05 8.21E—05 345E—-06 1.70E—06 0.36E—06 0.22FE—06
N =400

0.1 2.06E—06 1.8FE—-06 0.69E—-06 199FE—-06 0.07E—06 0.14FE-06
0.5 1.02E-05 6.22E-06 1.17E-06 1.35E—06 0.16E—06 0.14FE—06
1 2.04E—-05 7.56E—06 1.66FE—06 0.82F—06 0.15FE—-06 0.10E-06

Tablo 4.4: Problem 1" in At = 0.001 ve farkh N degerleri i¢in Uy(z,t)’ nin
t = 0.1, 0.5 zamanlarindaki Ly ve L, hata normlarimin Ref. [143] ve Ref. [144]
ile kargilagtirilmasi.

N SAt Ext4 Ext6
t=0.1 Lo Lo Lo Lo Lo Lo
32 3.2164F — 4 2.9103F — 4 3.2161F — 4 2.9100F — 4 3.2160F — 4 2.9100F — 4
64 8.0342F — 5 7.2697E — 5 8.0311F — 5 7.2669F — 5 8.0305E — 5 7.2663E — 5
128 2.0082FE — 5 1.8171E — 5 2.0051FE —5 1.8143E — 5 2.0045E — 5 1.8137E — 5
256 0.5021F — 5 0.4543F — 5 0.4990F — 5 0.4515F — 5 0.4984F — 5 0.4509F — 5
512 1.2556E — 6 1.1361E — 6 0.1225FE — 6 1.1082E — 6 0.1219FE — 6 0.1103E — 6
t=0.5
32 16.0715F — 4 9.7479F — 4 16.0712F — 4 9.747TE — 4 16.0713E — 4 9.7478E — 4
64 4.0165F — 4 2.4362FE — 4 4.0162F — 4 2.4359F — 4 4.0163FE — 4 2.4360F — 4
128 10.0412E — 5 6.0903F — 5 10.0377E — 5 6.0882F — 5 10.0392E — 5 6.0891F — 5
256 2.5110FE — 5 1.5230E — 5 2.5075E — 5 1.5209E — 5 2.5090F — 5 1.5218E — 5
512 0.6285F — 5 0.3812F — 5 0.6250F — 5 0.3791FE — 5 0.6265F — 5 0.3800F — 5
[143]
=01 t=10.5 t=0.1 t =105
LQ Loo L2 Loo oo oo
32 - 2.9104F — 04 - 9.7478FE — 04  3.0973141E — 04 1.0373845FE — 04
64 — 7.2704F — 05 — 2.4361F — 04  7.4999576F — 05  2.5132688F — 04
128 — 1.8178E — 05 — 6.0896F — 05  1.8456076F — 05  6.1854865FE — 05
256 — 4.5497F — 05 — 1.5223E — 05 — —
512 - 1.1430E — 06 — 3.8052F — 05 - -
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At = 0.01, 0.005 ve 0.001 zaman adim uzunluklar icin Sa;, Ext4 ve Ext6
yontemlerinin hata normlar1 verildi. Bu tablodan genel olarak At kiiciildiikge
hata normlarmin da kiiciildigtu ve Ext4” in S,, * dan, Ext6’ nin da Ext4’ den
daha kiiciik hatalar verdigi goriilmektedir. Tablo 4.3’ de N = 200 ve 400 degerleri
igin ¢ = 0.1, 0.5 ve 1 zamanlarindaki Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan
Ly ve Ly, hata normlari verildi ve Ref. [143, 149, 150] galigmalariyla karsilagtirilda.
Tablo 4.3" den goriildiigi gibi elde ettigimiz Ly ve L., hata normlar Ref. [143]
caligmasiyla uyum icinde olup, Galerkin ve kuintik kollokasyon yontemi kullanan
Ref. [149, 150] calhismalarinda hesaplananlardan ise daha biiyiiktiir. Tablo 4.4’
de ise At = 0.001 icin ¢t = 0.1 ve 0.5 zamanlarinda hesaplanan L, ve L., hata
normlari ile Ref. [143, 144]" de verilen L, hata normu ile kargilagtirildi. Bu tabloya
baktigimizda Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile elde edilen L., normunun Ref.
[143, 144]" dekilerden daha iyi oldugu agiktir. Ayrica bu problemin Sekil 4.1’ de
u(z,t) icin t = 0.1, 0.5 ve 1 zamanlarindaki niimerik ¢6ziim ve tam ¢6ziim grafigi
verildi. Sekil 4.1” den gorildiigii gibi niimerik ¢6ziim ve tam ¢oziim birbirine ¢ok
yakindir.

Problem 2

Ikinci problem olarak (4.1.1) ve (4.1.2) lineer olmayan coupled viskoz Burgers’
denklemi n = 2 alinarak farkli o ve § degerleri i¢in ¢ = 0.5 ve 1 zamanlarindaki

¢oziimleri incelendi. Bu problemin tam ¢oziimii

1 4af —1
=0. A=—
ag = 0.05 ve 2a0<2a_1)

olmak iizere Soliman [157] tarafindan

u(z,t) = ag (1 — tanh(A(z — 2At))
v(z,t) = ag ((;g — 1) — tanh(A(z — 2At)))

olarak verilmistir. Problemin baglangi¢ ve sinir sartlar u(x,t) ve v(x,t) igin tam

¢oztimden elde edildi. Bu problem i¢in ¢oziim bolgesi [—10, 10] olarak alindi. Say,
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Tablo 4.5: Problem 2’ nin N = 50, 100, 200 ve At = 0.01, « = 0.1, 8 = 0.3
degerleri igin Uy(z,t)” nin Sp;, Extd ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan hata
normlarinin farkli zamanlardaki karsilagtirilmasi.

N t SAt Ext4 Ext6
Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 103

0.1 0.135750 0.008507 0.135251 0.008499 0.134809 0.008509
0.5 0.667366 0.041835 0.665073 0.041794 0.663110 0.041779
1.0 1.314375 0.082730 1.310039 0.082632 1.307230 0.082583
50 1.5 1.946679 0.122964 1.940229 0.122860 1.937020 0.122793
2.0 2.566627 0.162675 2.557980 0.162508  2.554617 0.162430
2.5 3.175607 0.201890 3.164698 0.201668 3.161336 0.201591
3.0 3.774557 0.240647  3.761344 0.240379  3.758089 0.240310

0.1 0.137469 0.008494 0.137287 0.008492 0.137086 0.008492
0.5 0.673675 0.041873 0.672914 0.041859 0.672425 0.041850
1.0 1.325186 0.082797 1.323692 0.082766 1.323132 0.082751
100 1.5 1.961433 0.123062 1.959175 0.123012 1.958651 0.123000
2.0 2584972 0.162760 2.581947 0.162691 2.581504 0.162684
2.5 3197277 0.201991  3.193507 0.201891  3.193158 0.201889
3.0 3.799335 0.240801 3.794864 0.240675 3.794601 0.240681

0.1 0.138139 0.008495 0.138101 0.008495 0.138052 0.008495
0.5 0.676129 0.041883 0.675891 0.041879 0.675804 0.041878
1.0 1.329501 0.082811 1.329002 0.082801 1.328939 0.082801
200 1.5 1.967424 0.123076 1.966684 0.123058 1.966654 0.123059
2.0 2592517 0.162786  2.591579 0.162760 2.591567 0.162764
2.5 3.206283 0.202013  3.205209 0.201978  3.205185 0.201985
3.0 3.809728 0.240806 3.808594 0.240758  3.808517 0.240770

Ext4 ve Ext6 yontemleri ile At = 0.01, « = 0.1, § = 0.3 icin N = 50, 100 ve
200 almarak u(z,t) ve v(xz,t) i¢in elde edilen Ly ve L., hata normlari sirasiyla
Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’ da verildi. Tablolardan A konum adimi kiiciildiikce hata
normlarinda azalma olmadigl ancak Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin kendi iginde
uyumlu oldugu goriilmektedir.

Bu problemin N = 100, At = 0.01 igin ¢ = 0.1 ve 0.5 zamanlarinda u(x,t)
ve v(x,t) fonksiyonlar1 i¢in hesaplanan L, ve L., hata normlarinin Ref. [143,
150, 149, 148, 147, 154] ile karsilagtirilmas: sirasiyla Tablo 4.7 ve Tablo 4.8 de
verildi. Tablo 4.7" de Sa¢, Ext4 ve Ext6 ile elde edilen sonuglarin Ref. [149, 150,

154] cahigsmalarinda elde edilen sonuglarmdan daha iyi ve Ref. [143] ile ise uyum
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Tablo 4.6: Problem 2’ nin N = 50, 100, 200 ve At = 0.01, a = 0.1, = 0.3
degerleri i¢in Vi (z,t)” nin Sps, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan hata
normlariin farkli zamanlardaki karsilagtirilmasi.

N t Sat Ext4 Ext6
Lo x 102 Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103 Ly x 105 Lo x 103

0.1 0.101426 0.004574 0.101480 0.004565 0.102461 0.004551
0.5 0.494114 0.021635 0.490690 0.021534 0.488787 0.021478
1.0 0.967049 0.041810 0.959313 0.041628 0.955981 0.041472
50 1.5 1.425080 0.061066 1.412699 0.060774 1.408968 0.060583
2.0 1.870880 0.079551 1.853518 0.079173 1.849984 0.078982
2.5 2306081 0.097603 2.283453 0.096951  2.280524 0.096720
3.0 2.731817 0.115019 2.703686 0.114329 2.701663 0.114137

0.1 0.103270 0.004572 0.103030 0.004569  0.102870 0.004564
0.5 0.501393 .021794 0.499955 0.021753  0.499325 0.021719
1.0 0.978921 0.042051 0.975824 0.041970 0.975261 0.041930
100 1.5 1.440529 0.061366 1.435583 0.061237 1.435367 0.061200
2.0 1.889269 0.079939 1.882343 0.079773 1.882631 0.079746
2.5 2326937 0.097925 2.317949 0.097687  2.318837 0.097675
3.0 2754761 0.115362 2.743663 0.115054 2.745213 0.115062

0.1 0.104046 0.004587 0.103961 0.004583 0.103891 0.004581
0.5 0.503954 0.021830 0.503426 0.021817 0.503343 0.021811
1.0 0.983040 0.042099 0.981850 0.042071 0.981933 0.042066
200 1.5 1.445875 0.061420 1.443965 0.061373 1.444283 0.061373
2.0 1.895624 0.080001 1.892978 0.079931 1.893560 0.079938
2.5 2334142 0.097971  2.330766 0.097881  2.331619 0.097895
3.0 2762693 0.115400 2.758609 0.115294 2.759729 0.115316

Tablo 4.7: Problem 2’ nin At = 0.01, N = 100 degerleri i¢in Uy(x,t)’ nin farkhi
a ve figin t = 0.1 ve 0.5 zamanlarindaki Ly ve L., hata normlarimin Ref.[143,
147, 148, 149, 150, 154] ile kargilagtirilmasi.

SAt Ext4 Ext6
Lo Loo Lo Loo Lo Loo
6.73TE —4 4.187FE -5 6.729F — 4 4.186F — 5 6.724F —4 4.185E —5
T411E —4 4.591E -5 7.387TE — 4 4.591FE -5 7.375E —4 4.591FE —5
1.325F —3 8.280F —5 1.324F — 3 8.27TTE —5 1.323E —3 8.275E -5
1.463FE —3 9.182E —5 1.457TF — 3 9.182FE — 5 1.456E —3 9.182E —5

cooge
W = W
cooow
O W oW
w w

[143] [150] [149]
6.736E —4 4.167E—5 6.732E—4 4.187E—5 6.783E—4 4.208E —5
7.326E —4 4590E —5 TA430E—4  4591E—5 T.609E —4 4.703E —5
1.325E —3 8.258E -5 1323E—3 827TE—5 1334E—3 8.320E -5
1452E —3 9.182E—5 1464E—3 9.183E—5 1500E—3 9.409E —5

0.5

Sooo
W=
=
SSalted]

[148)] [147] [154]
T44E —3 438E—5 3.2453E—5 96I85E—4 202E—3 1.00E—4
6.685—4  458E—5 2.7326E—5 43102E—4 5.07E—3  2.52E —4
127E—3  866E—5 24054E—5 1.1529E—3 4.03E—3 201E—4
130E—3 9.16E—5 28316E—5 1.2684E—3 1.00E—2 504E—4

0.5

cooo
W = W=
cooo
oSWwWow
w

w
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Tablo 4.8: Problem 2’ nin At = 0.01, N = 100 degerleri i¢in Vi (z,t)’ nin farkh
a ve igin t = 0.1 ve 0.5 zamanlarindaki Ly ve L., hata normlarimin Ref.[143,
150, 149, 148, 147, 154] ile kargilagtirilmasi.

SAt Ext4 Ext6
t [e% B Lo Lo Lo Loo Lo Loo
05 0.1 0.3 5.014F —4 0.218E —4 5.000EK —4 0218 —4 4993FK —4 0.217TE —4
0.3 003 1319F—-3 1809F -4 1318E—-3 1809F —4 1318E—3 1.809E —14
1 0.1 0.3 0.979E —3 4.205E—-5 0976EF —3 4.197E—-5 0975E—3 4.193E—5
0.3 0.03 2603F—-3 3618F—-4 260l1EFE—3 3618E—4 2600E—3 3.6l8E—14
[143] [150] [149]
05 0.1 0.3 9.067TFK —4 1480F —4 5.015FK—4 0218 —4 5.101FK—4 0.221FK—4
0.3 0.03 1.591F—3 b5.729F -4 1319E—-3 1.809F —4 1.32TE—-3 1.818FE —14
1 0.1 0.3 1.251F -3 4.7T70E -5 0977TE—3 4.205FE -5 0.995F —3 4.255FE—5
0.3 0.03 2250F—-3 3.617TFE—4 2600E—-3 3618E—4 26l17TE—-3 3.636E —14
[148] [147] [154]
0.5 0.1 0.3 5.42FE — 4 499F — 5 2.746FE —5 3.332FE —4 1.56E — 3 3.80FE —5
0.3 0.03 1.20F — 3 1.81F — 4 2.454F —4 1.148F — 3 1.59F — 3 1.85F — 4
1 0.1 0.3 1.29FE — 3 9.92FE —5 3.745E —5 1.162E — 3 3.10FE — 3 7.58E — 5
0.3 0.03 2.35E — 3 3.62F — 4 4.525F —4 1.638FE — 3 3.15E — 2 3.67TE — 4

i¢cinde oldugu goriilmektedir. Bunun yamsira Ref. [147, 148] calismalarimdaki L.,
normu Sa¢, Extd ve Ext6 ile hesaplanan L., normundan biiyiikk Ly normu ise
daha kiigiiktiir. Tablo 4.8 e baktigimizda ise Sa;, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile
elde edilen sonuglarin genel olarak karsilagtirma yapilan c¢aligmalarin ¢ogundan
daha iyi oldugu aciktir.

Problem 3

Son problem olarak (4.1.1) ve (4.1.2) lineer olmayan coupled viskoz Burgers’
denklemi n = 2 ve « = 8 = 5/2 parametreleri i¢in [—20,20] aralig iizerinde
incelendi. Bu problemin baglangi¢ sarti

u(z,0) =K (1 — tanh(gKTx)> . x € [—20,20]

K
v(z,0) =K (1 — tanh(%)) , @€ [—20,20]
olmak iizere problemin tam ¢oziimii Abazari [158] tarafindan
3K
u(z,t) = K <1 — tanh(T(:p — 3Kt))) , € [—20,20]

v(x,t) =K (1 — tanh(%(:p — 3Kt))) , € [—20,20]

olarak verilmisgtir. Problemin sinir sarlari tam ¢éziimden alindi. Burada baslangic

sart1 K parametresine bagli oldugundan farkli K degerleri icin cesitli anti-kink
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Tablo 4.9: Problem 3’ iin At = 0.001 ve K = 0.1, 0.5, 1 degerleri igin Uy(z,t)’
nin farkl zamanlardaki Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemlerinin Ly ve Lo, hata normlari.

SAt Ext4 Ext6

K N t Lo Loo Lo Lo Lo Loo
1 1.0283E—6 0.6902E —6 1.1765E —6 0.7641E —6 0.9540E —6 0.4694F — 6
2 1.7781E—6 0.7829FE —6 1.8199E —6 0.7648E —6 1.5650E —6 0.5264E — 6
0.1 320 3 23353E—6 0.7425E—6 2.3347TE—6 0.7140E —6 2.1065F —6 0.6131E —6
4 27935E—6 0.7536E —6 2.7634FE —6 0.7557TE —6 2.5753E —6 0.7556F — 6
5 3.1816E—6 0.8758E —6 3.1268E—6 0.8780E —6 2.9831E —6 0.8777E —6
1 1.5432E —4 5.4661F —4 1.5430E —4 5.4664F —4 1.5431F —4 5.4661F — 4
2 1.6042FE —4 5.7424F —4 1.6041F —4 5.7403E —4 1.6041FE —4 5.7416F — 4
0.5 200 3 15517TE—4 5.7845FE —4 1.5516FE —4 5.7857TE —4 1.5517TE —4  5.7844F — 4
4 14936F —4 5.6625FE —4 1.4935FE —4 5.6600F —4 1.4936E —4 5.6624F — 4
5 1.4442F —4 5.6815F —4 1.4428FE —4 5.6832F —4 1.4428E —4 5.6810F — 4
1 0.1736E—3 1.7595E —3 0.1736E —3 1.7615E—3 0.1736E —3 1.7611FE —3
2 0.1611F—-3 1.7281E—3 0.1610F —3 1.7306E —3 0.1610F —3 1.7298F — 3
1 320 3 0.1522F —3 1.7247TE—3 0.1521K -3 1.7273E—3 0.1521E —3 1.7261F — 3
4 0.1448F —3 1.7243E -3 0.1447F —3 1.7271FE —3 0.1447TE -3 1.7255F —3
5 0.1384FE —3 1.7243E —3 0.1383E —3 1.7273E —3 0.1383E —3 1.7252E — 3

dalga ¢oztimleri elde edilir [153].Tablo 4.9’ da K = 0.1, 0.5 ve 1 degerleri igin
Sas, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan L, ve L., hata normlar: verildi. Bu
tabloda K = 0.1 ve 1 degerleri icin N = 320 ile ideal sonuclar elde edilirken
K = 0.5 i¢cin N = 200 de ideal sonuglar hesaplandi. Ayrica Tablo 4.9’ da Say,
Ext4 ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan sonuclarin kendi i¢inde az da olsa iyilestigi

fakat genel olarak uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.11: Problem 3’ iin K = 1, At = 0.001 ve N = 320 degerleri i¢in Uy (z,t)’

nin farkh zamanlardaki Ly ve Ly, hata normlarinin Ref. [152] ile kargilagtirilmasi.

Sat Ext4 Ext6 [152]

t Lo Loo Lo Loo Lo Lo Lo

1.7369E —4 1.7595E —3 1.7360E —4 1.7615FE —3 1.7359F —4 1.7611F —3 1.7416E —4
1.6108E —4 1.7281F —3 1.6100F —4 1.7306E —3 1.6100FE —4 1.7298F —3 1.6157TE —4
1.5221FE —4 1.7247TE —3 1.5213E—4 1.7273E —3 1.5213E —4 1.7261F —3 1.5268E —4
1.4482E —4 1.7243FE —3 1.4474E —4 1.7271E —3 1.4474F —4 1.7255FE —3 1.4525E —4
1.3842E —4 1.7243F —3 1.3835E —4 1.7273E -3 1.3834F —4 1.7252F —3 1.3883E —4

Ol W N =
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Tablo 4.10: Problem 3’in At = 0.001 ve K = 0.1, 0.5 degerleri igin Ly ve L,
hata normlarinin Ref. [152] ve Ref. [153] ile kargilagtirilmas.

Sat

Ext4 Ext6
K N t Lo Loo Lo Loo Lo Loo
1 1.0283E -6 0.6902E -6 1.1765E —6 0.7641E —6 0.9540E —6 0.4694FE —6
2 17781E -6 0.7829E —6 1.8199E -6 0.7648E —6 1.5650E —6 0.5264FE — 6
0.1 320 3 23353E—-6 0.7425E—-6 2.3347TE—6 0.7140E -6 2.1065E —6 0.6131E —6
4 2.7935E -6 0.7536FE —6 2.7634E —6 0.7557TE —6 2.5753E —6 0.7556E — 6
5 3.1816E—-6 08758E —6 3.1268E—6 0.8780E —6 2.9831E -6 0.8777TE —6
1 1.5432EF —4 5.4661F —4 1.5430F —4 5.4664F —4 1.5431FE —4 5.4661F —4
2 1.6042FE —4 5.7424F —4 1.6041F —4 5.7403E —4 1.6041FE —4 5.7416F — 4
0.5 200 3 1.5517TE —4 5.7845E —4 1.5516E —4 5.7857TE —4 1.5517TE —4 5.7844F — 4
4 14936F —4 5.6625FE —4 1.4935FE —4 5.6600F —4 1.4936E —4 5.6624F — 4
5 1.4442F —4 5.6815FEF —4 1.4428FE —4 5.6832F —4 1.4428E —4 5.6810FE — 4
[153] [152]
1 14829E -6 5H.7788FE —7 2.7344E -5 —
2 2.7955FE —6 1.0754E —6 6.4798E —5 —
0.1 320 3 39298E -6 14861F —6 1.0832E —4 —
4 49434E -6 1.8800FE —6 1.5709E —4 —
5 5.861bE —6 2.2034E -6 2.1113FE—4 -
1 16362E -4 6.7505E —4 6.6534E —5 —
2 19746E —4 8.17T06E —4 6.3686E — 5 —
0.5 320 3 2055TE—4 8.6375E —4 6.0667E —5 —
4 2.0543F —4 8.8160E —4 5.8210FE —5 —
5 20231E -4 89060E —4 5.6210E —5 —
0.20 10 o
\
K=0.1 num =0 \ k=05
045 num t=0 08 exact t=0 \ \
exact t=0 num t=1 \
num t=2 - exact t=1
""" exact t=2 = 0.6 - —= - num t=2
U num t=4 e ~ exact t=2
2 0104 - exact t=4 z num t=3
2 num t=6 > 0.4 4 ~———exact t=3
- exact t=6 num t=4
numt=8 NGNS\ g exact t=4
0054 . exact t=8 num t=5
num t=10 i exact t=5
"""" exact t=10
0.00 T T T 00 T
20 -10 0 10 20 -20 -10 20
X X
2.0 : —— 10 T
num t=0 \.\\\ | \ \ K=5 1 i 1 § \i
exact t=0 | | | | . |
15 num t=1 I & num t=0 i
R exact t=1 Lo b exact t=0 , ‘1
""" num t=2 | I B num t=0.1 .
== exact t=2 1 :‘ | 64 exact t=0.5 | %
= num t=3 | | | U I—— num t=0.2 1 |
209 exact t=3 | | ‘\ z - exact t=0.2 |
> num t=4 h “ \ = 4 num t=0.3 %
"""" exact t=4 | I l - exact t=0.3 1 |
num t=5 | i | num t=0.4 .
e exact t=5 i N exact t=0.4 |
“\‘. ‘\\ 7 num t=0.5 i i i ‘
\.\ [N L T R exact t=0.5 i ‘3 0} 1‘ !
00 T T . \ 0 T T l“ L l‘ T T
20 -10 0 20 20 10 0 10 20
X X

Sekil 4.2: Problem 3’ iin K = 0.1, 0.5, 1 ve 5 degerleri icin farkli zamanlarda

¢Ozuim grafigi.
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K = 0.1 ve 0.5 degerleri i¢in Ly ve L., hata normlari Tablo 4.10 da Ref.
[152, 153] galigmalariyla kargilagtirildi. Tablo 4.10” dan goriildigii gibi Say, Ext4 ve
Ext6 yontemleriyle elde edilen sonuclar genel olarak daha iyidir. K = 1 degeri icin
hesaplanan sonuglar Ref. [152] calismasiyla Tablo 4.11” de kargilagtirildi. Tablodan
Sat, Ext4d ve Ext6 yontemleriyle elde edilen L, hata normunun Ref. [152]" de
verilenlerden daha iyi oldugu gortilmektedir. Ayrica tabloya bakildiginda, Say,
Ext4 ve Ext6 yontemleriyle hesaplanan sonuclarin kendi i¢inde uyumlu oldugu
goriilmektedir. Bu problemin K = 0.1, 0.5, 1 ve 5 degerleri icin hesaplanan
¢oziimlerinin farkli zamanlardaki grafikleri Sekil 4.2’ de verildi. Sekil 4.2’ de
goruldiigii gibi K degeri biiyiidiikge ¢oziim egrilerinin de diklestigi ve niimerik

¢Oziimiin tam ¢ozim ile uyum icinde oldugu goriilmektedir.
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5. SONUC

Bu boliimde, tezin orijinal kismini olugturan tigiincii ve dordiincii boliimlerinde
ele aliman Burgers’, modifiye edilmig Burgers’ (mBE), diizenli uzun dalga (RLW)
ve coupled viskoz Burgers’ denklemlerinin Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleriyle elde
edilen ¢oziimlerinin genel bir degerlendirilmesi yapildi.

Tezin tic¢linci boliimiinde lineer ve lineer olmayan iki alt denkleme split edilen
sirasiyla, Burgers’, mBE ve RLW denklemlerinin kiibik B-spline kollokasyon sonlu
eleman yontemi ile elde edilen semalari Sp;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile
birlegtirilerek ¢oziimleri verildi. Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimleri ¢ farkh
problem igin Sa¢, Extd ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan Lo, Lo, ve ||e1]| hata
normlar: tablolar halinde literatiirde mevcut olan baz ¢aligmalarla ve ti¢ yontem
kendi icinde karsilagtirildi. mBE denklemi i¢in bir model problem g6z ontine
alindi ve Lo, L., hata normlar1 Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplandi.
Hesaplanan hata normlar1 ve noktasal degerler literatiirdeki caligmalarin yam
sira ii¢ yontem kendi iginde birbirleri ile de kargilagtirildi. RLW denklemi yine {ig
farkli test problemi ile incelendi ve Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan
Lo, L, hata normlari verildi. Ayrica denklemlerin split edilmesi sonucunda ortaya
¢ikan her bir alt denkleme kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yonteminin
uygulanmasiyla elde edilen semalarin kararlik analizleri von Neumann yontemiyle
yapildi.

Burgers’ denkleminin niimerik ¢oztimleri farkli i, At ve v degerleri igin Say,
Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan Lo, L., ve |le1|| hata normlar ve elde
edilen niimerik ¢oziimlerin bazi noktasal degerleri tam ¢oziim ile karsilagtirildi.
Ayrica Burgers’ denkleminin literatiirde farkli yontemlerle elde edilen sonuclar:
ile de karsilagtirma yapildi. Karsilastirma yaptigimiz diger ¢aligmalarin ¢ogunda

bizim sectigimiz At zaman adim uzunlugundan daha kiigiik At zaman adim
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uzunlugu kullanilmasina ragmen sonuclarimizin daha iyi veya uyum i¢inde oldugu
goriildii. Bu denklem igin verilen tablolara bakildiginda her ii¢ test problem igin
de, Ext6 yontemiyle hesaplanan hata normlarinin Ext4’ den ve Ext4 yontemiyle
hesaplanan hata normlarinin da Sa; yontemi ile hesaplananlardan daha diisiik
oldugu goriilmektedir. Ayrica Problem 1 ve 2 icin farkli A ve At degerlerinde
verilen tablolar incelendiginde h ve At kiigiildiikge elde edilen Lo, L, ve ||e1|| hata
normlariin da kiigiildiigii goriildii. Bunlara ek olarak tam ve niimerik ¢oziimlerin
noktasal degerlerini karsilagtirdigimiz tablolardan Ext4 ve Ext6 yontemleri ile
hesaplanan noktasal degerlerin tam ¢oziime oldukc¢a yakin oldugu aciktir. Her
i¢ yontemle hesaplanan niimerik ¢oziimlerin grafikleri ayirt edilemeyecek kadar
birbirine yakin oldugundan cizimler Sa; yontemiyle elde edilen sonuglar
kullanilarak yapildi.

Modifiye edilmig Burgers’ denklemi igin elde edilen tablolarda Sa; yontemi
ile hesaplanan Ly ve L., hata normlar literatiirde mevcut olan bircok ¢aligma
ile karsilagtirildi. Bu caligmalar arasinda yiiksek dereceden spline’ lar kullananlar
da olmasina ragmen Sa; ile hesaplanan hata normlarinin genel olarak daha iyi
oldugu soylenebilir. Bu problemin, At = 0.01, h = 0.02, v = 0.01, 0.005, 0.001
degerleri i¢in Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan hata normlarinin kendi
arasinda kargilagtirilmasini gosteren Tablo 3.32 incelendiginde, ¢t = 2 diginda diger
zamanlarda Ext4’ iin Sp,” dan, Ext6” ninda Ext4’ den daha kiigiik hata normlarina
sahip oldugu goriildii. Bu problemin Sa; yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri
farkli v degerleri i¢in gesitli zamanlarda grafiksel olarak sunuldu. Grafiklerden v
kiiculdiikce hatanin sol sinira dogru biiytudigi anlagilmaktadir.

Boliim ii¢ de son olarak RLW denkleminin tek solitary dalga, iki solitary
dalganin girisimi ve ardigik dalgalarin olusumu problemleri ele alindi. Tek solitary
dalga probleminin tam ¢oztimi mevcut oldugundan Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri

ile bulunan Ly ve Lo, hata normlar1 ¢ = 0.1, 0.03 i¢in kendi iginde [—40, 60] ve
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[—40,70] aralklarinda kargilagtirildi. Bu  problem igin verilen tablolara
bakildiginda ¢ = 0.1 igin {i¢ yontemin birbirinden daha diigiik hata normlar
verdikleri ve ¢oziim araligi genigletildiginde hata normlarinda kayda deger bir
degisim olmadigl gozlemlendi. Fakat ¢ = 0.03 i¢in hesaplama yapilan zamanlarda
bu ii¢ yontem arasindaki tistiinliik sirasi kaydedilemedi. Ayrica Sy, ile elde edilen
Lo ve L., hata normlar1 ve korunum sabitleri literatiirdeki bircok caligma ile
kargilagtirildl. ki solitary dalganin carpismasi ve ardisik dalgalarm olusumu
problemleri i¢in ise Sa; ile hesaplanan korunum sabitleri incelendi ve literatiirdeki
bazi galigmalarla karsilagtirildi. Bu iki problem igin verilen tablolardan Sa; ile
hesaplanan korunum sabitlerinin zaman ilerledikce neredeyse sabit kaldigi ve
literatiirdeki ¢aligmalarla uyum icinde oldugu goriildii. Bunlara ek olarak grafik
¢izimleri Sp; ile elde edilen niimerik sonuclar kullanilarak ¢izildi.

Tezin dordiincii boliimiinde, lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemi
her biri lineer ve lineer olmayan iki alt denklemden olugmak iizere toplam dort
alt denkleme split edildi. Split sonucunda elde edilen alt denklemlerin her birine
kiibik B-spline kollokasyon yontemi uygulandi ve semalar elde edildi. Bu gemalar
kullanilarak Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile coupled viskoz Burgers’ denklemi tig
farkli model problem i¢in niimerik olarak ¢oziildii ve hesaplanan Ly ve L., hata
normlart literatiirde mevcut olan ¢aligmalar ile karsilastirildi. Ayrica Sa,, Ext4 ve
Ext6 yontemleri ile elde edilen hata normlar: farkli A ve At degerleri i¢in farkh
zamanlarda kendi i¢inde kargilagtirildi. Bununla birlikte, alt denklemler icin elde
edilen semalar birbirini etkilediginden dolay1 semalara von Neumann kararlilik
analizi uygulanirken birlikte goz ontine alindi.

Problem 1 igin At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 degerleri i¢in verilen Tablo 4.1
incelendiginde N biyiidiikge Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan hata
normlarinin da diigtiigii agiktir. Ayrica ayni tablodan Ext6 yontemiyle hesaplanan

hata normlarinin Ext4” den ve Ext4 yontemiyle hesaplanan hata normlarinin da
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Sa: yontemi ile hesaplananlardan daha diigiik oldugu gortilmektedir. N = 100
i¢in ve At = 0.01, 0.005, 0.001 degerleri ile verilen Tablo 4.2’ ye bakildiginda At
zaman adim uzunlugu kiigiilditkce Sa¢, Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan
hata normlar1 da kii¢iilmektedir. Buna ek olarak her ii¢ yontem icin elde edilen
Ly ve L, hata normlar1 beklendigi gibi kendi i¢inde azalmaktadir. Problem 1 i¢in
literatiirde bulanan caligmalar ile yapilan karsilagtirmalarda Say, Ext4 ve Ext6
yontemleri ile hesaplanan hata normlarinin genel olarak iyi uyum iginde oldugu
sOylenebilir.

Problem 2’ de At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 icin farkli zamanlarda Sa;,
Ext4 ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan Ly ve L, hata normlar u(z,t) ve v(z,t)
fonksiyonlar: i¢in kendi arasinda karsilastirildi. Bu karsilagtirma tablolarina
bakildiginda N biiyiidiikge hata normlarinin ¢ok az da olsa arttigi fakat Sa,
Ext4 ve Ext6 yontemlerinin kendi iginde iyilegtigi goriilmektedir. Ayrica Problem
2’ de aralarinda kuadratik Galerkin ve kuintik kollokasyon gibi yontemlerinde
bulundugu caligmalarla kargilagtirma yapildiginda, u(z,t) i¢in hesaplanan Lo ve
L hata normlarinin uyumlu oldugu, fakat v(z,t) i¢gin yapilan karsilagtirmalarda
Sas, Ext4d ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan hata normlarinin genel olarak daha
iyi oldugu goriildii.

Son olarak coupled viskoz Burgers’ denklemi igin verilen Problem 3’ de
baglangi¢ sart1 bir K parametresine bagli olan bir problem incelendi. Bu problemde
At = 0.001 almarak literatiirde bulunan K = 0.1, 0.5 ve 1 parametreleri i¢in
Sas, Extd ve Ext6 yontemleri ile hesaplanan Ly ve L., hata normlari kendi
icinde ve diger caligmalarla karsilagtirildi. X' = 0.1 ve 1 degerleri i¢cin N = 320
alinarak sonuclar elde edilirken K = 0.5 icin ise ideal sonuglar N = 200 de
hesaplandi. Ug yontem kendi i¢inde kargilagtirildiginda yontemler arasinda c¢ok
iyl bir iyilesme olmamasiyla birlikte genel olarak Ext4 ve Ext6 yontemlerinin

Sa:’ yve gore daha iyi sonuclar verdigi soylenebilir. Sa;, Ext4 ve Ext6 yontemleri
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ile hesaplanan hata normlar literatiirdeki caligmalarla karsilagtirildiginda daha
kiigitk hata normlarima sahip olduklar1 goriildii. Ayrica bu problem igin S, ile
hesaplanan niimerik sonuclar kullanilarak grafik ¢izimleri yapildi ve grafiklerden
goriildiigii gibi problemin fiziksel davranigina uygun olarak K parametresi
biiyiidiikce ¢oziim egrilerinin de diklestigi aciktir.

Sonug olarak, operator splitting yontemleri Burgers’, modifiye edilmis Burgers’
(mBE), diizenli uzun dalga (RLW) ve coupled viskoz Burgers’ denklemlerine
basarili bir sekilde uygulandig: gibi literatiirde mevcut olan bircok farkl yapidaki
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de etkili bir yontem
olacagl anlagilmaktadir. Bu caligmanin literatiirde operator splitting yontemleri
ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri tizerine calisacak

aragtirmacilara iyi bir kaynak olacagi diigtiniilmektedir.

120



1]

2]

[5]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

KAYNAKLAR

J. N. Reddy, An introduction to the fininite element method, Mcgraw-Hill
Book Company, Singapore, 1993.

A. M. Wazwaz, Partial differential equations and solitary waves theory,
Higher Education Press, Springer, Berlin Heidelberg, 20009.

M. A. Bhatti, Fundamental Finite Element Analysis and Applications
with Mathematica and Matlab Computations, John Wiley and Sons, Inc.,
Hoboken, New Jersey, 2005.

H. Holden, K. H. Karlsen, K. A. Lie, N. H. Risebro, Splitting
Methods for Partial Differential Equations with Rough Solutions, European
Mathematical Society, Switzerland, 2010.

W. Hundsdorfer, J. Verwer, Numerical Solution of Time-Dependent
Advection-Diffusion-Reaction Equations (First Edition), Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, New York, 2003.

B. Sportisse, An analysis of operator splitting techniques in the stiff case,
J. Comput. Phys. 161 (2000) 140-168.

A. Hrennikoff, Solution of Problems in FElasticity by the Frame Work
Method, J. Appl. Mech, 8:4 (1941) 169-175.

D. McHenry, A Lattice Analogy for the Solution of Plane Stress Problems,
J.Inst.Civ.Eng., 21 (1943) 59-82 .

R. W. Clough, "The Finite Element Method in Plane Stress Analysis”
Proceedings, American Society of Civil Engineers, 2nd Conference on
Electronic Computation, Pittsburgh, PA, Sept. 1960, pp, 345-378.

D. L. Logan, A First Course in the Finite Element Method (Fourth Edition),
Thomson, 2007.

Singiresu S. Rao, The Finite Element Method in Engineering (Fifth
Edition), Elsevier /Butterworth Heinemann, 2011.

F. L. Stasa, Applied Finite Element Analysis for Engineers, CBS College
Publishing, New York,1985.

Larry L. Schumaker, Spline Functions: basic theory, Cambridge University
Press, New York, 2007.

I. Dag, ” Studies of B-spline Finite Elements”, Ph. D. Thesis, University
College of North Wales, Bangor, Gwynedd (UK),1994.

121



[15]

[16]
[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

W. Cheney, D. Kincaid, Numerical Mathematics and Computing (Sizth
Edition), Thomson, 2008, 2004.

P.M. Prenter, Splines and Variational Methods, Wiley, New York, 1975.

W. Hundsdorfer, Numerical Solution of Advection-Diffiision-Reaction

Equations, Lecture notes for PH.D. course, Thomas Stieltjes Institute,
Amsterdam, 2000.

S. Macnamara and G. Strang, Operator Splitting. In: Splitting Methods in
Communication, Imaging, Science, and Engineering, Editors: R. Glowinski,
S. J. Osher, W. Yin, Springer, New York, 2017.

X. Xiao, D. Gui, X. Feng, A highly efficient operator-splitting finite element
method for 2D/3D nonlinear Allen—Cahn equation, Internat. J. Numer.
Methods Heat Fluid Flow, 27 (2017) 530-542.

K. A. Bagrinovskii, S. K. Godunov, Difference schemes for
multidimensional problems, Dokl. Akad. Nauk SSSR (NS), 115 (1957)
431-433.

H. F. Trotter, On the product of semi-groups of operators, Proc. American
Math. Society, 10 (1959) 545-551.

J. Douglas, H. H. Rachford JR, On the numerical solution of heat
conduction problems in two or three space variables, Trans. Amer. Math.
Soc., 82 (1956) 421-439.

D. W. Peaceman, H. H. Rachford JR, The numerical solution of parabolic
and elliptic differential equations, J. Scott. Indust. Appl. Math., 3
(1955) 28-41.

P. Sun, A pseudo non-time splitting method in air quality modeling, J.
Comp. Phys., 127 (1996) 152-157.

J. Kim, S.Y. Cho, Computation accuracy and efficiency of the time-splitting
method in solving atmospheric transport-chemistry equations, Atmos.
Environ., 31:15 (1997) 2215-2224.

G. J. McRae, W. R. Goodin, J. H. Seinfeld, Numerical solution of the
atmospheric diffusion equation for chemically reacting flows, J. Comp.
Phys., 45 (1982) 1-42.

G. R. Otey, H. A. Dywer, Numerical study of the interaction of fast
chemistry and diffusion, ATAA J., 17(6) (1978) 606-613.

R. E. Caflish, Shi Jin, G. Russo, Uniformly accurate schemes for hyperbolic
systems with relazation, STAM J. Numer. Anal., 34:1 (1997) 246-281.

122



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

S. Jin, Runge—Kutta methods for hyperbolic conservation laws with stiff
relazation terms, J. Comp. Phys., 122 (1995) 51-88.

R. J. LeVeque, H. C. Yee, A study of numerical methods for hyperbolic
conservation laws with stiff source terms, J. Comp. Phys., 86 (1990)
187-211.

E. Forest, R. D. Ruth, Fourt order symplectic integration, Physica D., 43
(1990) 105-117.

R. I. McLachlan, P. Atela, The accuracy of symplectic integrators,
Nonlinearity, 5 (1992) 541-562.

R.I. McLachlan, Ezplicit Lie-Poisson integration and the Fuler equations,
Phys. Rev. Lett., 71 (1993) 3043-3046.

R. I. McLachlan, On the numerical integration of ordinary differential
equations by symmetric composition methods, SIAM J. Sci. Comput.,
16(1) (1995) 151-168.

B.J. Leimkuhler, S. Reich, R.D. Skeel, “Mathematical Approaches
to Biomolecular Structure and Dynamics”, in The IMA Volumes in
Mathematics and its Applications, Integration Methods for Molecular
Dynamic, Springer, 1996.

H. De Raedt, Product Formula Algorithms for Solving the Time Dependent
Schridinger Equation, Comp. Phys. Rep., 7 (1987) 1-72.

G. J. Sussman, J. Wisdom, Chaotic Evolution of the Solar System, Science,
257 (1992) 56-62.

R. I. McLachlan, G. Reinout. W. Quispel, Splitting methods, Acta Numer.,
11 (2002) 341-434.

N. Giiciiyenen, 7 Operator Splitting Method For Parabolic Partial
Differential Equations: Analyses And Applications”, Ph. D. Thesis, Izmir
Institute of Technology, Izmir, 2013.

A. Pazy, “Semigroups of linear operators and applications to partial
differential equations”, in Applied mathematical sciences, Vol. 44., Springer,
New York, 1983.

M. Seydaoglu, U. Erdogan, T. Ozis, Numerical solution of Burgers’ equation
with high order splitting methods, J. Comput. Appl. Math., 291 (2016)
410-421.

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators, Phys.
Lett. A, 150 (1990) 262—-268.

123



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

S. Descombes, M. Thalhammer, An exact local error representation
of exponential operator splitting methods for evolutionary problems and

applications to linear Schrodinger equations in the semi-classical regime,
BIT. Numer. Math., 50 (2010) 729-749.

E. Hairer, C. Lubich, G. Wanner, Geometric Numerical Integration.
Structure-Preserving Algorithms  for Ordinary Differential Equations
(Second edition), Springer Berlin Heidelberg, 2002.

G.I. Marchuk, Some application of splitting-up methods to the solution of
mathematical physics problems, Applik. Mat., 13 (1968) 103-132.

G. Strang, On The Contstruction And Comparison Of Difference Schemes,
SIAM J. Numer. Anal.. 5:3 (1968) 506-517.

S. Blanes, F. Casas, On the necessity of negative coefficients for operator
splitting schemes of order higher than two, Appl. Numer. Math., 54
(2005) 23-37.

S. A. Chin, C. R. Chen, Gradient symplectic algorithms for solving the
Schrodinger equation with time-dependent potentials, J. Chem. Phys.,
117 (2002) 1409-1425.

F. Castella, P. Chartier, S. Descombes, G. Vilmart, Splitting methods with
complex times for parabolic equations, BIT. Numer. Math., 49 (2009)
487-508.

E. Hansen, A. Ostermann, High order splitting methods for analytic
semigroups exist, BIT Numer Math., 49 (2009) 527-542.

Q. Sheng, Global error estimates for exponential splitting, IMA J. Numer.
Anal., 14 (1993) 27-56.

T. Jahnke, C. Lubich, Error Bounds For Exponential Operator Spslittings,
BIT. Numer. Math., 40:4 (2000) 735-744.

V. S. Varadarajan, Lie Groups, Lie Algebras, and Their Representations
(First Edition), Springer-Verlag New York, 1985.

S. Blanes, F. Casas, J. Ros, Extrapolation Of Symplectic Integrators,
Celest. Mech. & Dyn. Astron., 75 (1999) 149-161.

J. Stoer and R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis,
Springer—Verlag, 1980.

S. Blanes, F. Casas, A Concise Introduction to Geometric Numerical
Integration, CRC Press LLC, 2016.

124



[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

B. O. Dia, M. Schatzman, Commutateurs De Certains Semi-Groupes
Holomorphes Et Applications Auz Directions Alternees, Math. Modelling
Num. Anal., 30:3 (1996) 343-383.

S. Blanes, F. Casas, A. Murua, Splitting and composition methods in the
numerical integration of differential equations, Bol. Soc. Esp. Mat. Apl.,
45 (2008) 89-145.

P. C. Jain, M. Raja, Splitting-up Technique For Burger’s Equations, Indian
J. pure appl. math., 10:12 (1979) 1543-1551.

P.C. Jain, R. Shankar, T.V. Singh, Cubic Spline Technique For Solution
Of Burgers’ Equation With A Semi-Linear Boundary Condition, Int. J.
Numer. Methods Biomed. Eng., 8 (1992) 235-242.

B. Saka, I. Dag, A numerical study of the Burgers’ equation, J. Franklin
Inst., 345 (2008) 328-348.

W. Bao, S. Jin, P. A. Markowich, On Time-Splitting Spectral
Approximations for the Schrodinger Equation in the Semiclassical Regime,
J. Comput. Phys., 175 (2002) 487-524.

J. Shen, Z.-Q. Wang, Error Analysis of the Strang Time-Splitting
Laguerre—Hermite/Hermite Collocation Methods for the Gross—Pitaevskii
Equation, Found. Comput. Math., 13 (2013) 99-137.

M. Thalhammer, Convergence analysis of high-order time-splitting
pseudo-spectral methods for nonlinear Schrodinger equations, SIAM J.
Numer. Anal., 50 (2012) 3231-3258.

C. Lubich, On splitting methods for Schrodinger-Poisson and cubic
nonlinear Schrédinger equations, Math. Comput., 77 (2008) 2141-2153.

C. 1. Christov, R. S. Marinova, Implicit vectorial operator splitting
for incompressible Navier - Stokes equations in primitive variables, J.
Comput. Technologies, 6:4 (2001) 92-120.

H. Holden, C. Lubich, N. H. Risebro, Operator splitting for partial
differential equations with Burgers nonlinearity, Math. Comp., 82 (2013),
173-185.

H. Holden, K. H. Karlsen, N. H. Risebro, T. Tao, Operator splitting for the
KdV equation, Math. Comp., 80 274 (2011) 821-846.

H. Holden, K. H. Karlsen, N. H. Risebro, Operator Splitting Methods for
Generalized Korteweg—De Vries Equations, J. Comput. Phys., 153 (1999)
203-222.

125



[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

C. Zhang, H. Wang, J. Huang, C. Wang, X. Yue, A second order
operator splitting numerical scheme forthe “good” Boussinesq equation,
Appl. Numer. Math., 119 (2017) 179-193.

H. G. Lee, J.-Y. Lee, A second order operator splitting method for
Allen—Cahn type equations with nonlinear source terms, Phys. A, 432
(2015) 24-34.

P. C. Jain and D. N. Holla, Numerical Solution Of Coupled Burgers’
Fquation, Internat. J. Non-Linear Mech., 13 (1978) 213-222.

D. Bhardwaj, R. Shankar, A Computational Method for Regularized Long
Wave Equation, Comput. Math. Appl., 40 (2000) 1397-1404.

M. Dehghan, M. Abbaszadeh, The space-splitting idea combined
with  local radial basis function meshless approach to simulate
conservation laws equations, Alexandria Eng. J., (2017), . https://
doi.org/10.1016/j.aej.2017.02.024

E. Bahar, G. Gurarslan, Numerical Solution of Advection-Diffusion
Equation Using Operator Splitting Method, Int J Eng Appl Sci., 9 (2017)
76-88.

G. Peng, J. Zhao, X. Feng, Operator-Splitting Method For High-Dimensional
Parabolic Equation Via Finite Element Method, MATH. REPORTS,
19(69), 4 (2017), 381-397.

C.Y. Kao, A. Kurganov, Z. Qu, Y. Wang, A Fast Ezxplicit Operator Splitting
Method for Modified Buckley—Leverett FEquations, J. Sci. Comput., 64
(2015) 837-857.

M. Seydaoglu, S. Blanes, High-order splitting methods for separable
non-autonomous parabolic equations, Appl. Numer. Math., 84 (2014)
22-32.

H. Bateman, Some recent researches on the motion of fluids, Mon.
Weather Rev., 43 (1915) 163-170.

J.M. Burgers, A mathematical model illustrating the theory of turbulence,
Adv. Appl. Mech., 1 (1948) 171-199.

J.M. Burgers, Mathematical examples illustrating relations occurring in the
theory of turbulent fluid motion, Trans. R. Neth. Acad. Sci. Amst. 17
(1939) 1-53.

A.G. Bratsos, A fourth-order numerical scheme for solving the modified
Burgers equation, Comput. Math. Appl., 60 (2010) 1393-1400.

126



[83]

[84]

[85]

[36]

[87]

[38]

[39]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

J.D. Cole, On a quasilinear parabolic equation occurring in aerodynamics,
Quart. Appl. Math., 9 (1951) 225-236.

M. Xu, Ren-Hong Wang, Ji-Hong Zhang and Qin Fang, A novel numerical
scheme for solving Burgers’ equation, Appl. Math. Comput., 217 (2011)
4473-4482.

Yun Gao, Li-Hua Le, Bao-Chang Shi, Numerical solution of Burgers’
equation by lattice Boltzmann method, Appl. Math. Comput., 219 (2013)
7685-7692.

S. Haq, A. Hussain, M. Uddin, On the numerical solution of nonlinear
Burgers’-type equations using meshless method of lines, Appl. Math.
Comput., 218 (2012) 6280-6290.

I. Dag, D. Irk, B. Saka, A numerical solution of the Burgers’ equation using
cubic B-splines, Appl. Math. Comput., 163 (2005) 199-211.

A.H.A. Ali, G.A. Gardner, L.R.T. Gardner, A collocation solution for
Burgers’ equation using cubic B-spline finite elements, Comput. Methods
Appl. Mech.Eng., 100 (1992) 325-337.

S. Kutluay, A. Esen, 1. Dag, Numerical solutions of the Burgers’ equation
by the least-squares quadratic B-spline finite element method, J. Comput.
Appl. Math.,167 (2004) 21-33.

R.C. Mittal, R.K. Jain, Numerical solutions of nonlinear Burgers’ equation
with modified cubic B-splines collocation method, Appl. Math. Comput.,
218 (2012) 7839-7855.

G. Arora, B. K. Singh, Numerical solution of Burgers’ equation with
modified cubic B-spline differential quadrature method, Appl. Math.
Comput., 224 (2013) 166-177.

C.G. Zhu, R.H. Wang, Numerical solution of Burgers’ equation by cubic
B-spline quasi-interpolation, Appl. Math. Comput., 208 (2009) 260-272.

I. Dag, D. Irk, A. Sahin, B-spline collocation methods for numerical solitions
of the Burgers’ equation, Math. Probl. Eng., 2005:5 (2005) 521-538.

A. Korkmaz, 1. Dag, Cubic B-spline differential quadrature methods and
stability for Burgers’ equation, International J. Computer-Aided Eng.
Softw., 30:3 (2013) 320-344.

M. A. Ramadan, T. S. El-Danaf, F.E.I. Abd Alaal, A numerical solution of
the Burgers equation using septic B-splines, Chaos Solitons Fractals, 26
(2005) 795-804.

127



[96]

[97]

(98]

[99]

100]

[101]

[102]

103]

[104]

[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

R. Jiwari, A Haar wavelet quasilinearization approach for numerical
simulation of Burgers’ equation, Comput. Phys. Comm., 183 (2012)
2413-2423.

[.A. Ganaie, V.K. Kukreja, Numerical solution of Burgers’ equation by cubic
Hermite collocation method, Appl. Math. Comput., 237 (2014) 571-581.

S. Kutluay, A. Esen, A Lumped galerkin method for solving the Burgers
equation, Int. J. Comput. Math., 81 (2004) 1433-1444.

S. Kutluay, A.R. Bahadir, A. Ozdes, Numerical solution of one-dimensional
Burgers equation: explicit and exact-explicit finite difference methods, J.
Comput. Appl. Math., 103 (1999) 251-261.

Asai Asaithambi, Numerical solution of the Burgers’ equation by automatic
differentiation, Appl. Math. Comput., 216 (2010) 2700-2708.

M. Gulsu, A finite difference approach for solution of Burgers equation,
Appl. Math. Comput., 175 (2006) 1245-1255.

M. Gulsu, T. Ozis, Numerical solution of Burgers equation with restrictive
Taylor approximation, Appl. Math. Comput., 171 (2005) 1192-1200.

M. Xu, R.H. Wang, J.H. Zhang, Q. Fang, A novel numerical scheme for
solving Burgers’ equation, Appl. Math. Comput., 217 (2011) 4473-4482.

S.S. Xie, S. Heo, S. Kim, G. Woo, S. Yi, Numerical solution of
one-dimensional Burgers’ equation using reproducing kernel function, J.
Comput. Appl. Math., 214 (2008) 417 — 434.

J. VonNeumann and R. D. Richtmyer, A Method for the Numerical
Calculation of Hydrodynamic Shocks, J. Appl. Phys., 21 (1950) 232-237.

LE. Inan, Y. Ugurlu, Ezp-function method for the ezact solutions of
fifth order KdV equation and modified Burgers equation, Appl. Math.
Comput., 217 (2010) 1294-1299.

S.E. Harris, Sonic shocks governed by the modified Burgers’ equation, Eur.
J. Appl. Math., 7:2 (1996) 201 222.

P.L. Sachdev, Ch. Srinivasa Rao, B.O. Enflo, Large-time asymptotics for
periodic solutions of the modified Burgers equation, Stud. Appl. Math.,
114 (2005) 307 323.

P.L. Sachdev, Ch. Srinivasa Rao, N-wave solution of modified Burgers
equation, Appl. Math. Lett., 13 (2000) 1-6.

M.A. Ramadan, T.S. El-Danaf, Numerical treatment for the modified
Burgers equation, Math. Comput. Simul., 70 (2005) 90-98.

128



[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

O. Oruc, F. Bulut, A. Esen, A Haar wavelet-finite difference hybrid method
for the numerical solution of the modified Burgers equation, J. Math.
Chem., 53 (2015) 1592-1607.

S.B. Gazi Karakog, A. Bagshan and T. Geyikli, Two Different Methods for
Numerical Solution of the Modified Burgers” Equation, Hindawi Publishing
Corporation, Sci. World J., (2014) 1-13.

S. Kutluay, Y. Ugar, N. Murat Yagmurlu, Numerical Solutions of the
Modifed Burgers Equation by a Cubic B-spline Collocation Method, Bull.
Malays. Math. Sci., 39 (2016) 1603-1614.

A. Bashan, S.B. Gazi Karakog, T. Geyikli, B-spline Differential Quadrature
Method for the Modified Burgers Equation, Cankaya Univ. J. Sci. Eng.,
12 (2015) 001-013.

D. Irk, Sextic B-spline collocation method for the modified Burgers’
equation, Kybernetes, 38 (2009) 1599-1620.

A.G. Bratsos, L.A. Petrakis, An explicit numerical scheme for the modified
Burgers’ equation, Int. J. Numer. Meth. Biomed. Engng., 27 (2011)
232-237.

T. Roshan, K.S. Bhamra, Numerical solutions of the modified Burgers’
equation by Petrov-Galerkin method, Appl. Math. Comput., 218 (2011)
3673-3679.

P. C. Jain, Rama Shankar and T. V. Singh, Numerical Solution Of
Regularized Long-Wave Equation, Comm. Numer. Methods Engrg.,
9 (1993) 579-586 .

D. H. Peregrine, Calculations of the development of an undular bore, J.
Fluid Mech. 25:2 (1966) 321-330.

L.R.T. Gardner, G.A. Gardner, I. Dag, A B-spline finite element method for
the reqularized long wave equation, Commun. Numer. Methods Eng.,
11 (1995) 59-68 .

S. Kutluay and A. Esen, A Finite Difference Solution Of The Regularized
Long-Wave Equation, Math. Probl. Eng., 2006 (2006) 1-14.

A. Esen and S. Kutluay, Application of a lumped Galerkin method to
the regularized long wave equation, Appl. Math. Comput., 174 (2006)
833-845.

L. Mei and Y. Chen, Ezplicit multistep method for the numerical solution
of RLW equation, Appl. Math. Comput., 218 (2012) 9547-9554.

129



[124]

[125]

[126]

[127)

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

O. Orug, F. Bulut and A. Esen, Numerical Solutions of Regularized Long
Wave Equation By Haar Wavelet Method, Mediterr. J. Math., 13 (2016),
3235-3253.

S. L. Islam, S. Haq and A. Ali, A meshfree method for the numerical solution
of the RLW equation, J. Comput. Appl. Math., 223 (2009) 997-1012.

I. Dag, B. Saka and D. Irk, Application of cubic B-splines for numerical
solution of the RLW equation, Appl. Math. Comput., 159 (2004)
373-3809.

I. Dag, B. Saka and D. Irk, Galerkin method for the numerical solution of
the RLW equation using quintic B-splines, J. Comput. Appl. Math., 190
(2006) 532-547.

S.I. Zaki, Solitary waves of the splitted RLW equation, Comput Phys
Commun, 138 (2001) 80-91.

K.R. Raslan, A computational method for the regularized long wave (RLW)
equation, Appl. Math. Comput., 167 (2005) 1101-1118.

A. Dogan, Numerical solution of RLW equation using linear finite elements
within Galerkin’s method, Appl. Math. Model., 26 (2002) 771-783.

B. Saka and I. Dag, A numerical solution of the RLWequation by Galerkin
method using quartic B-splines, Comm. Numer. Methods Engrg., 24
(2008) 1339-1361.

I. Dag and M. N. Ozer, Approzimation of the RLW equation by the least
square cubic B-spline Finite element method, Appl. Math. Model., 25
(2001) 221-231.

B. Saka, I. Dag and A. Dogan, Galerkin method for the numerical solution
of the RLW equation using quadratic B-splines, Int. J. Comput. Math.,
81:6 (2004) 727-739.

R. Mokhtari and M. Mohammadi, Numerical solution of GRLW equation
using Sinc-collocation method, Comput. Phys. Comm., 181 (2010)
1266-1274.

B. Saka and I. Dag, Quartic B-Spline Collocation Algorithms for Numerical
Solution of the RLW FEquation, Numer Methods Partial Differential
Eq., 23 (2007) 731-751.

B. Saka, A. Sahin and I. Dag, B-Spline Collocation Algorithms for
Numerical Solution of the RLW Equation, Numer. Methods Partial
Differential Equations, 27 (2009) 581-607.

130



[137]

[138]

[139)

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147]

[148]

N.G. Chegini, A. Salaripanah, R. Mokhtari and D. Isvand, Numerical
solution of the reqularized long wave equation using nonpolynomial splines,
Nonlinear Dyn., 69 (2012) 459-471.

S.E. Esipov, Copled Burgers’ equations: a model of polydispersive
sedimentation, Phys. Rev. E, 52 (1985) 3711-3718.

J. Nee and J. Duan, Limit set of trajectories of the coupled viscous Burgers’
equations. Appl. Math. Lett., 11:1 (1998) 57-61.

T. A. Abassy, M. A. El-Tawil and H. El-Zoheiry, FEzxact solutions of
some nonlinear partial differential equations using the variational iteration

method linked with Laplace transforms and the Pad e technique, Comput.
Math. Appl., 54 (2007) 940-954.

P. C. Jain and M. K. kadalbajoo, Invariant Embedding Method for the
Solution of Coupled Burgers’ Equations, J. Math. Anal. Appl. 72 (1979)
1-16.

M. Dehghan, A. Hamidi and M. Shakourifar, The solution of coupled
Burgers’ equations wusing Adomian—Pade technique, Appl. Math.
Comput., 189 (2007) 1034-1047.

R.C. Mittal and G. Arora, Numerical solution of the coupled viscous
Burgers’ equation, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 16 (2011)
1304-1313.

R. C. Mittal and A. Tripathi, A Collocation Method for Numerical Solutions
of Coupled Burgers’ FEquations, Int. J. Comput. Methods Eng. Sci.
Mech., 15 (2014) 457-471.

S. ul-Islam, B. Sarler, R. Vertnik and G. Kosec, Radial basis function
collocation method for the numerical solution of the two-dimensional
transient nonlinear coupled Burgers’ equations, Appl. Math. Model., 36

(2012) 1148-1160.

A. Rashid, M. Abbas, A. I. Md. Ismail and A. Abd Majid, Numerical
solution of the coupled viscous Burgers equations by Chebyshev—Legendre
Pseudo-Spectral method, Appl. Math. Comput., 245 (2014) 372-381.

A. Rashid and A.L.B. Ismail, A Fourier pseudospectral method for solving
coupled viscous Burgers equations, Comput. Methods Appl. Math., 9
(2009) 412-420.

A.H. Khater, R.S. Temsah and M.M. Hassan, A Chebyshev spectral
collocation method for solving Burgers’-type equations, J. Comput. Appl.
Math., 222 (2008) 333-350.

131



[149]

[150]

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

S. Kutluay and Y. Ucar, Numerical solutions of the coupled Burgers
equation by the Galerkin quadratic B-spline finite element method, Math.
Meth. Appl. Sci., 36 (2013) 2403-2415.

Y. Ucar, Numerical Solutions of Coupled Differential FEquations With
B-Spline Finite Element Method, Ph.D. Thesis, Inonti University, 2011.

V. K. Srivastava, M. Tamsir, M.K. Awasthi and S. Singh, One-dimensional
coupled Burgers’ equation and its numerical solution by an implicit
logarithmic finite-difference method, AIP Advances, 4 (2014) 037119-10.

Q. Li, Z. Chai and B. Shi, A nowvel lattice Boltzmann model for the coupled
viscous Burgers’ equations, Appl. Math. Comput., 250 (2015) 948-957.

H. Lai and C. Ma, A new lattice Boltzmann model for solving the coupled
viscous Burgers’ equation, Physica A, 395 (2014) 445-457.

R. Mokhtari, A. Samadi Toodar and N.G. Chegini, Application of the
Generalized Differential Quadrature Method in Solving Burgers’ Equations,
Commun. Theor. Phys., 56:6 (2011) 1009-1015.

R. C. Mittal and R. Jiwari, Differential Quadrature Method for Numerical
Solution of Coupled Viscous Burgers’ Fquations, Int. J. Comput.
Methods Eng. Sci. Mech., 13 (2012) 88-92.

D. Kaya, An Ezxplicit Solution of Coupled Burgers’ FEquations by
Decomposition Method, Int. J. Math. Math. Sci., 27 (2001) 675-680.

A.A. Soliman, The modified extended tanh-function method for solving
Burgers-type equations, Phys. A, 361 (2006) 394-404.

R. Abazari and A. Borhanifar, Numerical study of the solution of the
Burgers and coupled Burgers equations by a differential transformation
method, Comput. Math. Appl., 59 (2010) 2711-2722.

S.G. Rubin , R.A. Graves, Cubic spline approximation for problems in fluid
mechanics. Nasa TR R-436. Washington, DC; 1975.

132



OZGECMIS

12.09.1985 tarihinde Batman’ da dogdu. Ik ve orta 6grenimini Batman’ da
tamamladi. 2003 yilinda Batman Lisesinden mezun oldu. 2004 yilinda bagladig:
Atatiirk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik boliimiinii 2008 yilinda
bitirdi. 2011 yilnda Beykent Universitesi Matematik-Bilgisayar Anabilim Dali
Uygulamali Matematik boliimiinde yiiksek lisansini tamamladi. 2013 yilinda
Inonii  Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik bolimiinde doktora
programina bagladi.

133





