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1. GIRIS

Diferansiyel geometride altmanifoldlar teorisinin en 6nemli ve aktif ¢aligma
alanlarindan biriside minimal altmanifoldlardir. Bu altmanifoldlar pratik bir
ihtiyvactan ortaya c¢ikmig, ancak teorik alt yapisinin zenginligi zamanla
anlagilmigtir. Minimal altmanifoldlar altmanifoldun ortalama egrilik vektor
alaninin sifir olmasi ile tanimlanir. Ortalama egrilik vektor alaninin sifir olmasi
varyasyon hesabinin bir sonucu olarakda ortaya c¢ikmaktadir. Bu acidan
bakildiginda minimal alt manifoldlar teorisi hem diferansiyel geometri yoniinden,
hem de varyasyon hesabi yontinden 6nemli bir konudur. Diger taraftan minimal
altmanifoldlarin kompleks gosteriminin olmasi, konunun ¢ok degiskenli kompleks
fonksiyonlar teorisi ile de iligkisi oldugunu gostermektedir.

Bu tezde minimal altmanifoldlar teorisinin temel kavramlari ve teoremleri

sunulmakta ve diferansiyel geometri yontinden incelenmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim 1ti¢ alt bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde topolojik ve
diferensiyel kavramlar verilmektedir. Ikinci boliimde manifoldlar tizerindeki yapilar
sunulmaktadir. Uciincii boliimde manifoldlar {izerindeki integrasyondan kisaca

bahsedilmektedir. Ayrica altmanifoldlar teorisindeki temel kavramlar verilmektedir.

2.1 Topolojik ve Diferansiyel Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bir kime ve 7, X kiumesinin altkimelerinin bir ailesi olsun. Eger

asaqidaki sartlar saglanmyorsa (X, ) ikilisine topolojik uzay denir.
a. erTve X e

b. 7 ailesinin keyfi sayida birlesimi 7 kiimesine aittir; {A;},., , A € 7 ise

UiAi cT.

c. 7 ailesinin sonlu sayida kesigimi 7 kiimesine aittir; {A;},., , J sonlu indis

kiimesi icin, A; € 7 ise M;A; € 7.

X kiimesinin her bir elemanina topolojik uzayin bir noktasi ve X kiimesinin
7 ailesine ait olan altkiimelerine topolojik uzayin aciklar1 adi verilir. z € X
noktasimi iceren bir U acgik altkiimesinin her N {ist kiimesine x noktasinin

komsulugu denir. [1]

Tanim 2.1.2. X bostan farkly bir kime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun.

Eger her x,y,z € X icin
i.  #yigin d(z,y) > 0,
. d(z,y) =0<=z =y,

iii. d(x,y) = d(y, )



iv. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)
sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. [2]

Tanim 2.1.3. X bir topolojik uzay olmak tzere, X wzaymmn her farklh x,y

elemanlary i¢in bu noktalarin ayrik birer komsulugu varsa, bu topolojik uzaya

Hausdorff uzay denir. [1]

Tanim 2.1.4. M bir Hausdorff uzay olsun. Eger her p € M i¢in R™ deki p’nin

her u komsulugu R™ de bir V acik alt kimesine homeomorf ise M 'ye manifold
denir. Bu tamwmda verilen homeomorfizma ¢ : U — @(U) C R™ ise, (U, )

ikilisine bir harita denir. [1]

Tanim 2.1.5. M, m-boyutlu bir manifold olsun. Eger M tuzerinde haritalarin bir
ailesi olan A = {(U, @), (V ), (W, 9),...} kiimesi i¢in asagqidaki sartlar
saglamyorsa A kolleksiyonuna M 1izerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir

yapr (veya atlas) adu verilir.

1. {U,V,W,..} agk kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir agk

ortiistudiir.
2. A daki herhangi iki harita r. mertebeden uyumludur.

3. A maksimaldir, yani eger bir (@, U) haritas1 A daki biitiin koordinat atlaslar

ile uyumlu ise bu durumda (@, U) € A dir.

Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa M  manifolduna

C>- manifold (veya kisaca diferensiyellenebilir manifold) adi verilir. [1]

Tanim 2.1.6. M bir manifold ve manifold “zerindeki diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin kiimesi C*°(M,R) olsun. Bu durumda her f,g € C°(M,R) ve

a,b e R i¢cin



i. Vy(af +bg) = aV,f +bV,g
ii. Vo(fg9) =Vo(£)g+ fVpg,

sartlarim saglayan V, : C*°(M,R) — R doniigiimiine M manifoldunun p

noktasindaki tanjant vektorii denir. [1]

Tanim 2.1.7. M wve N iki manifold ve F : M — N bir dontusim olsun. Bu
durumda p € M noktasinan komsulugundaki harita (U, ¢) ve F(p) € N noktasinin
komsulugundaki harita (V, @) olmak tzere, $(U) C R™ den (V) C R"™ kiimesine
olan poFop~t dondisiimii diferensiyellenebiliyorsa F doniisimii p € M noktasinda

diferensiyellenebilirdir denir. [1]

Tanim 2.1.8. M wve N iki manifold ve F' : M — N bir doniisum olsun. X €
T,M igin, M de segilen a(t) egrisine o(ty) = p noktasinda X vektori teget
olsun. Bu durumda F(p) = F(a(ty)) noktasinda F(a(t)) egrisine teget olacak
sekilde F.(X) vektorinii karsihk getiren F, : T,M — Tpp N dénisimiine tiirev

donisumd denir. Tirev dondisimi dF ile de gosterilir. [1]

Tanim 2.1.9. M ve N, sirast ile m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar
ve F : M — N diferensiyellenebilir dontsum olsun. Bu durumda F dontdsumuniin
p € M noktasindaki ranks:, F, dontisumunin p noktasindaki rank: olarak tanimlanar.
Eger her p noktasinda F dénisiminin ranke m ise (yani rank(F.,) = m), F
doniigimiine immersiyon (imersion) veya dolgulama adr verilir. Eger F' birebir
ise bu durumda F déndigiimii N ile N = F(M) arasinda birebir esleme kurar. Bu
esleme ile birlikte N dizerinde topoloji ve bir diferensiyellenebilir yapr tanimlanarsa
N kiimesine N manifoldunun altmanifoldu denir. Bu durumda, ejer F, M
manifoldundan F(M) ye bir homeomorfizma ve F (M) alt uzay topolojisine sahip
ise ' donisimine imbedding (yerlestirme) denir. F, m-boyutlu — M
manifoldundan n-boyutlu N manifolduna bir dolgulama ise m < n dir. m —n

farkina F dolgulama donisiminin ekboyutu denir. [1]
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Tanim 2.1.10. F bir immersiyon olsun. VX,Y € T,M i¢in g(F(X),F(Y)) >
9(X.,Y) ise F ye izometrik immersiyon denir. Burada g, T,M den indirgenmis

metriktir. [1]

2.2  Manifoldlar Uzerinde Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1. M  bir manifold ve manifold tizerinde vektor alanlarinin kimesi
L(TM) olsun. Bu durumda X,Y,Z € I'(T'M) vektor alanlar ve f € C°(M,R)
1¢In

v D(TM) — T(TM)

tle taniml ve

l. VyiyZ =VxZ+VyZ
2. Vx(Y +2)=VxY +VyZ
3. VyxY = fVxY

4 Vx(fY)=X[f1Y + [VxY

sartlarin saglayan V dontigiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir.
VxY vektor alanina Y vektor alaninin X vektor alani boyunca kovaryant
tiirevi adi verilir. Afin konneksiyonun tanimindan goriilmektedir ki, bir afin
konneksiyon M {izerindeki bir vektor alanini yine bir vektor alanina tasiyan bir

dontigiimdiir. [1]

Tanim 2.2.2. M bir manifold ve V manifold “izerinde lineer konneksiyon, Y
manifold tzerinde vektor alanm ve X, p € M noktasindaki tanjant vektor olsun.
Bu durumda VxY wvektor alanimn p noktasindaki degeri Vx,Y ile tamimbdar,

burada X diferensiyellenebilir vektor alany oyleki p noktasindaki degeri X, dir.



Diger taraftan r. mertebeden Ky kovaryant tensoér alany ve (r,1) mertebeli Ko

tensor alanminin kovaryant turevi sirasy ile

(Vi KD)(X1, o, X)) = X (KL (X1, 0y X)) (2.2.1)

=Y KXy, ., Vi X, X

i=1

ve
(VXK2>(X17"'7XT‘) :X(KZ(XD'“’XT‘)) (222)
=) Ko(Xy, ., Vi X, X,)
=1

ile tanimlanir. Burada agikca gorilmektedir ki kovaryant tirev tensor alanlarinin
kovaryantlhk derecelerini korur. Bu durumda (r+1,0) ve (r+1, 1) mertebeli tensor

alanmy VK tensor alany
(VE) (X1, .., X0, X) = (VX K)(Xq, .., X))
ile tanimlanar. Eger VK =0 ise K tensor alant paraleldir denir. [1]

Tanim 2.2.3. M bir manifold ve V manifold tuzerinde bir lineer konneksiyon

olsun. Bu durumda

T :T(TM) x T(TM) — T'(TM)

(X,Y) =5 T(X,Y) =VyY — Vy X — [X,Y]
ve

R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)

(X, Y, Z) — R(X, Y, Z) =VxVyZ —VyVxZ — V[)@y]Z

ile tanamly T ve R tensor alanlarina V lineer konneksiyonun sirasiyla torsiyon
tensoriu ve egrilik tensoru denir. T = 0 olmas: durumunda V lineer
konneksiyonu torsiyonsuzdur denir. Eger R = 0 ise M manifoldu fatter

(diizlemsel) denir. [1]



Lemma 2.2.1. (1. Bianchi ézde§li§i) M bir manifold, manifold tizerindeki
torsiyonsuz konneksiyon V ve V konneksiyonunun egrilik tensor alant R olsun.

Bu durumda (X,Y,Z) € T'(TM) i¢in
R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.
dur. [1]
Ispat. (XY, Z) € [(TM) icin egrilik tensorii tammimdan
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VxVyZ — VyVxZ — Vx| Z
+VyVzX - VVy X = VX

+ Vzv_)(Y — vazy - V[Z,X]Y
olur. Buradan

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = Vx(VyZ — VzY)
+ VY(VzX — VXZ)
L VH(ViY — VyX)

elde edilir. V torsiyonsuz oldugundan VyZ — VY = [Y, Z] dir. Boylece

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = Vx[Y, Z]
+Vy [Z,X]+ V4 [X,Y]

—Vixyv)Z = VyzX —VizxYV
dir. Burada konneksiyonun torsiyonsuz olmasi tekrar kullanilirsa
RX,Y)Z+R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y = [X,[Y,Z]| + [V, [Z, X]| + [ Z, [ X, Y]]
elde edilir. Boylece Jacobi 6zdesliginden
RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

olur. [1] O



Lemma 2.2.2. (2. Bianchi ézde§li§i) M bir manifold, manifold tizerindeki

torsiyonsuz konneksiyon V ve V konneksiyonunun egrilik tensor alant R olsun.

Bu durumda (X,Y,Z) € T'(TM) i¢in
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR)(X,Y) =0

dur. [1]
Ispat. V € I'(T'M) icin, (2.2.1) dan

(VxR)(Y,Z, V) + (VyR)(Z,X,V) + (VzR)(X,Y,V)
— VR(Y,2)V — R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ)V
_R(Y,Z)VxV + VyR(Z, X)V — R(Vy Z, X)V

— R(Z,Vy X)V — R(Z, X)VyV + V4R(X,Y)V

— R(VzX, V)V —R(X,VzY)V - R(X,Y)V;V
olur. V torsiyonsuz oldugundan

(VxR)(Y,Z,V) +(VyR)(Z,X,V) + (VzR)(X,Y,V)
= VxR(Y,Z)V + VyR(Z, X)V + VzR(X,Y)V
— R(Z,X)VyV — R(X,Y)V,V — R(Y, Z)VxV

dir. Bu denklemde egrilik tensor denklemi kullanilirsa

(VxR)(Y,Z, V) + (VyR)(Z,X,V) + (VzR)(X,Y, V)

— VxVy ViV = VxViVyV — ViV Vy V = Vi ViV
+VyVVxV — Vy ViV V = Vy Vi VXV = Vy VsV
VYV VxVyV = Vi Vy ViV = Vi VixyV
+VVxVyV = Vi Vy ViV = Vi VixyV

— VXV V + VYV Yy V 4 Vi ViV



— VxVy ViV + VyVx VsV + Vixy| VsV
— VyVVxV 4 ViVy ViV 4 Vi ViV
— Vixn V2V + ViV ]V + VixwaV
+VyVizxV = VizxVyV — VivizxgV

—Viyz21VxV +VxVy 2V + Viyz,xV
elde edilir. Jacobi 6zdesliginden
(VxR)(Y,Z,V)+ (VyR)(Z,X,V)+ (VZzR)(X,Y,V) =0
olir. Bu ifade her V' i¢in dogru oldugundan ispat tamamlanir. [1] O]

Teorem 2.2.1. (Stokes Teoremsi) Kenari OM veya kenarsiz olan bir manifold

M, w € TE (M) ve j, j : OM — M ile tanaml yerlestirme déondisiimii olsun.

/dw:/ jfw
M oM

Bu durumda

dur.

R? teki diverjens teoremi, Stokes teoreminin 6zel hali olarak karsimiza cikar.

Ayrica yonlendirilebilir bir manifold kompakt ve kenarsiz ise Stokes teoreminden
/ dw =10
M
elde edilir. [1]

Tanim 2.2.4. M diferensiyellenebilir bir manifold ve manifold tzerindek:

diferensiyellenebilir vektor alanlarina kimesi x (M) olsun. Bu durumda
g xX(M) x x(M) — C=(M)

ile tanwmly g bilineer formu simetrik ve pozitif tanaml ise, yani VX, Y € x(M)

$cin



a. g(X,Y) = g(Y¥, X)
b. g(X,X)>0ve VX i¢cin g(X,X)=0<= X =0

sartlar saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi (veya metrik tensor)

adi verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir. [1]

2.3 Manifoldlar Uzerinde integrasyon ve Altmanifoldlar

Tanim 2.3.1. (M,g) bir Riemann manifoldu ve X € I'(T'M) olsun. (M, g)

tizerinde X wvektor alaninin diverjenst
div X = trace VX
olarak tanwvmlanar. Béylece { X1, ..., X,,}, M dizerinde yerel ortonormal ¢atu ise

div.X = Z 9(Vx, X, X;)

=1

olur. [1]

Tanmim 2.3.2. (M, g) Riemann manifoldu ve f : (M, g) — C>°(M,R) bir fonksiyon
olsun. (M, g) tzerinde f fonksiyonunun gradyenti Vf, M dzerinde bir vektor

alanadur ve X € I'(T'M) igin

9(Vf, X) =df(X) = X(f)
olarak tanvmlanar. [1]

Lemma 2.3.1. (M,g) yonlendirilebilir bir Riemann manifoldu olsun. M
manifoldunun yonlendirmesine karsilik olarak her yonlendirilebilir ¢atr tuzerinde

degeri 1 olan bir tek olarak belirlenmis n-formu vardar.

Lemma 2.3.1 ayn1 zamanda bize Riemann manifoldu tizerinde yonlendirmeyi

saglayan n-formun, hacimin, 6zel bir formda oldugunu verir. Daha acik bir ifade
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ile (U, ¢) yonlendirilmig harita ve z', ..., 2" yerel koordinat sistemi ise Riemann
hacim formu dV/

v, = \/del...dx"

dir. Burada g = det(g;;) dir. Bu durumda manifoldun hacimi
Hacim(M) :/ dv,
M

ile tammmlanir. [1]

Onerme 2.3.1. (M, g) kenarly Riemann manifoldu ve g, OM fizerinde indirgenen

Riemann metrik olsun. Bu durumda OM manifoldunun hacim elementi
dVg = indVylom

divr, burada N, OM boyunca disa donik normal vektor alanadir. Ustelik eger X,

OM boyunca bir vektor alany ise
ixdVylom = g(X, N)dV;
dur. [1]
Teorem 2.3.1. (Diverjens Teoremsi) (M, g) kenarle Riemann manifoldu ve
dVy, manifoldun hacim formu olsun. Bu durumda X vektor alany igin

/M (div X)dV, = / g(X, N)dV;

oM

dur. [1]

Tamim 2.3.3. (M, g) ve M swrasiyla m boyutlu Riemann manifoldu ve n boyutlu
keyfi manifold olsun. Bu durumda i : M — M immersiyonunu goz éniine alalim.
1 immersiyonu M tzerine i*g ile tanimly simetrik, bilineer ve pozitif tanimly form,
yani Riemann metrigi indirger. Bu formu da g ile gosterelim. Bu durumda (M, g)
bir Riemann manifoldu ve ¢ de tizometrik immersiyon olur. m — n sayisina

M altmanifoldunun ekboyutu denir. p € M noktasinda altmanifoldun tanjant
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wzayr T, M olsun. Bu durumda T,M, Tpﬁ tanjant uzayinin altvektor uzayrdir. p
noktasinda T,M uzayma dik olan tamamlayan uzay T,M~* ile gésterelim. T,M*
uzayna normal uzay ve bu uzayim meydana getirdigi TM* tanjant demete

normal demet denir. Boylece T,M uzay: i¢in

T,M =T,M & TM~* (2.3.1)
veya

TM =TM @ TM* (2.3.2)

ayrisimy gecerlidir. V. € T,M* wvektorine normal vektor ve birim normal

vektore de mormal kesit denir. Normal vektor alanlarimin kiimesi x(M)* veya

D(TM?Y) ile gésterilir. Simdi M iizerinde ki Levi-Civita konneksiyonunu V ile

gosterelim ve
XY € x(M) ,V € x(M)* igin
(VxY)T =VxY, (VxV)'=VxV

tamimlayalim, burada 7" ve L sirasi ile altmanifoldun tanjant demeti ve normal

demeti iizerindeki projeksiyonlar1 gostermektedir. Diger taraftan
(VxY)*t = B(X,Y) (2.3.3)
ve
(VW) = —-ApX (2.3.4)
tanimlayalim. Bu durumda kolayca gorilir ki B simetrik ve bilineerdir. Boylece
VxY =VxY + B(X,Y) (2.3.5)
ve
VxV = -AyX + ViV (2.3.6)

elde edilir. Simdi yukarida verilen V,V,B ve Ay operatorlerinin ozelliklerini

inceleyelim. [1]
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Lemma 2.3.2. V, M idizerinde Levi-Civita konneksiyondur. [1]

Ispat. V operatoriiniin bir lineer konneksiyon oldugu aciktir. Burada Levi-Civita
konneksiyon oldugunu gosterecegiz. Ozellikle X (Y, Z) acilhmu V konneksiyona
gore yapilirsa

X(Y,2)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ)

olur. Burada (2.3.5) kullanilirsa
X (Y, Z) = (VxY + B(X,Y),Z) + (Y,VxZ + B(X, Z))

elde edilir. Boylece (2.3.1) ayrigimindan B(X,Y) ile VxY vektor alanlar: birbirine
dik oldugundan
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)

olur. Yani Vx (Y, Z) = 0 dir. Simdi torsiyonsuz oldugunu gosterelim.[X, Y] Lie

braketinin V konneksiyonuna gére acilimindan
[X,Y] =VxY —VyX
olur. Buradan tekrar (2.3.5) kullanilirsa
(X, Y]=VxY +B(X,Y)—-VyX —-B(Y,X)

yazalim. Bu son denklemin altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti tizerindeki
bilegenleri eglenirse
[X,Y]=VxY —VyX
B(X,Y)=B(Y,X) (2.3.7)
elde edilir. Boylece ilk denklem V konneksiyonunun torsiyonsuz oldugunu gosterir

ve ispat tamamlanir. [1] O

(2.3.7) den B simetriktir. B : x(M) x x(M) — x(M)* ile tammh B

dontigtimiine ikinci temel form ve V Levi-Civita konneksiyonuna indirgenmis
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konneksiyon denir. Ayrica Lemma 2.3.2 dekine benzer olarak kolayca goriiliirki
V<, normal demet iizerinde metrik konneksiyondur, yani (V) (V,W) =0,W €
[(TM*) dir. V* konneksiyonuna normal konneksiyon ve Ay : x(M) — x (M)
ile tanimh operatore ise Weingarten temel tensorii denir. Agagidaki lemma

ikinci temel form ile Weingarten temel tensorii arasindaki iligkiyi vermektedir. [1]

Lemma 2.3.3. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun

altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € T(TM) ve V € T(T M%) igin
(AvX,Y) = (B(X,Y),V) (235)
dur. [1]

Ispat. Y € D(TM) ve V € T(TM*") icin (Y,V) = 0 dir. Bu ifadenin her iki

tarafina V kovaryant tiirevi ugulanirsa
(VxY,V)+(Y,VxV) =0
elde edilir. Burada (2.3.5) ve (2.3.6) denklemleri kullanihirsa
(VxY + B(X,Y),V) +(Y,-AyX + VxV) =0

olur. Burada (2.3.2) deki ayrigim kullanilirsa (2.3.8) elde edilir. [1] O

B simetrik ve bilineer oldugundan (2.3.8) ifadesinde ki Ay operatoriiniin
simetrik ve lineer oldugu elde edilir. (2.3.5) ve (2.3.6) denklemlerine sirasiyla
Gauss formiili ve Weingarten formiilii denir.

Eger ekboyut m — n = 1 ise altmanifolda hiperyiizey denir. Bu durumda
x(M), 1-boyutlu oldugundan x(M)* uzaymi geren birim normal vektor alani
N olmak iizere X,Y € x(M) i¢in B(X,Y) = AN yazlabilir. Lemma 2.3.3

kullanilirsa A = (An X, Y") elde edilir. Boylece (2.3.5) Gauss formiilii

VxY =VxY + (AxX,Y) N (2.3.9)
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olur. Diger taraftan M hiperyiizeyinin birim normal vektor alan1 NV olmak tizere
(VxN,N)=(VxN,N)=0
olur. Buradan (2.3.6) Weingarten formiilii
VxN = —-AyX (2.3.10)
olur. [1]

Tamim 2.3.4. M bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu

ve {ey, ea,...,en} altmanifoldun ortonormal ¢atisy olsun. Bu durumda
H . B L zn:B( ) (2.3.11)
= —1IzZ = — €;, €; 0.
n i3

ile tanwmle H wvektor alanina, ki bu wvektor alani normal demetin kesitidir,

ortalama egrilik vektér alant denir. [1]

Tamm 2.3.5. M manifoldunun egrilik tensér alans R ve M manifoldunun egrilik
tensor alany R olsun. B ikinci temel formun kovaryant tirevi X,Y,7Z € x(M)

olmak tizere
(VxB)(Y,Z)=V%B(Y,Z) - B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (2.3.12)
ile tanamlayalim. Bu durumda Ay Weingarten tensoriniin tiurevi
(VxA)Y =VxAyY — AgiyY —AyVxY (2.3.13)
olur. Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa

R(X,Y)Z =VxVyZ —-NyVxZ -V xy|Z
=Vx(VyZ+B(Y,2)) - Vy (VxZ + B(X, 7))

- VixyvZ - B([X,Y],Z2)
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olur. Tekrar Gauss ve Weingarten formalleri kullanilir, braket acilima yapilir ve

(2.8.12) uygulanirsa

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — Apy.z)X + Apx,2)Y + (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X, 2)
(2.3.14)

elde edilir. (2.3.8) kullanilirsa (2.3.14) ifadesi T € x(M) i¢in

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y Z), B(X,T) + (B(X, Z), B(Y, T))
(2.3.15)
olur. (2.3.15) ifadesine Gauss denklemi denir. (2.5.14) ifadesinin normal uzaya

ait olan bilesenleri goz onune alinirsa
(R(X,Y)Z)t = (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X, 2) (2.3.16)

elde edilir. (2.5.16) denklemine Coddazi denklemi denir. X,Y € x(M) ve

V € x(M)* olmak tizere R egrilik tensorinii
RYX,Y)V = VxVyV = VyVxV = Vix )V
tanimlayalim. Yukaridaki iglemler tekrarlanr ve (2.8.13) kullaniirsa

R(X,Y)V = RH(X,Y)V — B(X,AyY) + B(Y, Ay X) — (VxA)yY + (Vy Ay X
(2.3.17)

olur. Bu ifade her U € x(M)* i¢in
(R(X,Y)V,U) = (R (X,Y)V,U) + ([Ay, Ay] X, Y) (2.3.18)

dir, burada [Ay, Ay] = Au Ay — Ay Ay ile tanombider. (2.5.18) denklemine Ricci

denklemi denir. Ejer R+ = 0 ise normal konneksiyona flattyr denir. [1]

Tamim 2.3.6. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun
altmanifoldu olsun. Eger B ikincit temel form sifir ise altmanifolda tamamen

jeodeziktir denir. [1]
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Tamamen jeodezik altmanifoldlar en basit altmanifoldlardir. Ornegin diizlem

(dogru veya hiperdiizlem ) bir tamamen jeodezik altmanifolddur.

Tamim  2.3.7. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun
altmanifoldu olsun. V € x(M)* ve A € C®°(M,R) olmak iizere Ay = X ise M
altmanifoldu V' vektor alamina gore umbiliktir denir. Eger M altmanifoldu her
normal vektor alamina gore umbilik ise M altmanifolduna tamamen umbilik

altmanifold denir. [1]

Tamamen umbilik altmanifoldlar tamamen jeodezik altmanifoldlarina en yakin

altmanifoldlardir.

Teorem 2.3.2. M bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu
olsun. Bu durumda H altmanifoldun ortalama egrilik vektor alani olmak tizere M
altmanifoldunun tamamen umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter sart X,Y € x(M)
1$cin

B(X,Y)=(X,YYH

olmasidar. [1]

Ispat. {€1, s €m, €mat, .o, €} kimesi, {eq, ..., €,,} kiimesi x (M) uzayimin bazi ve
{emi1s - en}, x(M)* uzaymm bazi olacak sekilde M manifoldunun ortonormal

catist olsun. Bu durumda Aye; = Ae; dir. Buradan V' € x(M)+ igin

m

Z <Avei7 6@') =m\

=1

olur. Boylece

m
1
= } Avez: z
m
i=1

elde edilir. Burada (2.3.8) kullanilirsa
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dir. Buradan A = (H, V') olur. Boylece Ay X = AX olmasi igin gerek ve yeter gart
Ay X = (H,V) X olmasidir. Buradan (A, X,Y) = (B(X,Y),V) =(X,Y) (H,V)
elde edilir. Bu ifade keyfi her V' normal vektor alani icin gegerli oldugundan ispat

tamamlanir. [1] ]

Tanim 2.3.8. Bir Riemann manifoldunun altmanifoldunun ortalama egrilik vektor

alany sifir ise altmanifolda minimaldir denir. [3]
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3. BIRINCI VARYASYON HESABI

Bu boliimde minimallik kavrami ile varyasyon hesab1 arasinda ki baginti elde
edilmektedir. Tamamen geodezik altmanifold kavrami daha yiiksek boyutlu
geodeziklerin bir genellemesidir. Ancak, bunlar genel durum igerisinde ¢ok azdir.
Geodeziklerin yay uzunlugu fonksiyonun kritik noktalar1 oldugu not edilmelidir.

Bir minimal alt manifold, azalan ortalama egrilik ile tanimlanir. Bu tanimin
minimal terimlerle iligkisi yok gibi goziikiiyor. Ancak bu boliimde Lagrange
tarafindan ortaya konulan varyasyon ile minimal yiizey iligkisi genel duruma
tagimmaktadir. M den M ye tanimlanan tiim immersiyonlarm uzaymn I(M, M)
oldugunu diigiinelim. hac(f(M)) hacmi uzay iizerinde bir fonksiyondur. Hacim
fonksiyonunun kritik noktalar1 birinci varyasyon formiiliinii takip eden minimal
altmanifoldlardir. Boylece, minimal altmanifold kavrami varyasyon hesabinin bir
sonucudur.

Fonksiyonun kritik noktalarindan tiireyen birinci varyasyon formiiliini elde

edelim. Bunun i¢in agagidaki lemmay1 sunalim.

Lemma 3.0.1. A(t) = (a;; (1)), [t| < e ile A(0) = I (birim matris) olacak sekilde

n X n mertebeli matrislerin bir diferansiyellenebilir ailesi olsun. Bu durumda

d o
7 det(A(t)) li=o = izA(0),

dur. [4]

Ispat. Farzedelim ki {€1,€9,...,en},R™ de standart baz olsun.
det(A(t))er Aea Ao AN = A(t)er N A(t)ea Ao AN A(t)e; Ao AN A(t)en,

yukaridaki denklemin her iki tarafinin tiirevini alirsak ve t = 0 ile A(0) = [
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kullanilirsa,

(R.H.S) |0 = %det(A(t)) o = En: A(0)er A A(0)es A . A A (0)e; Ao A A(0)e,,

j=1
= Z e NAga AN <A‘(O)€j,€k> LN\ ... Nep

k=1

A lineer oldugundan

n

Z <A‘(O)€j,€j> erNeEIN ... Ngy

=1

<

=izA(0)e; Aea Ao Ay
dir. [4] O

Ornek 3.0.1. 43 x 3 tipinde bir matris olmak tzere

t+1 ot t2 100
Alt)y=| —t 3t+1 t olsun. O halde A(0) = | 0 1 0 | oldugundan
57 241 001
birim matris olur.
1 1 2t 1 10
Aty=| -1 3 1 | =A0)=| -1 3 1|=1i24(0)=6
3t2 10t 2 0 0 2

dir. Diger taraftan

det(A(t)) = (t+1){(3t+1)(2t+1) =5t —t{—t(2t+1)—t* } +£*{ —5*—t* (3t +1)}
= (t+1)(6t> + 5t + 1 — 5t3) — t(—2t> — t — t*) + t*(—6t> — 3t*)

=3t — 565 —5tt + 33 + 1212 + 6t + 1

dar.

d
y det(A(t)) = —18t° — 25t* — 20> 4+ 9> 4 24t + 6

1se

d
a0 det(A(¢)) |¢=0 =6

dir. Acikga goriilir ki £ det(A(t)) [i=o = izA'(0) dur.

Simdi Birinci Varyasyon Formiiliinii elde edebiliriz.
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Teorem 3.0.1. M wve M birer Riemann manifold, f : M — M bir immersiyon
ve H vektdr alani bu immersiyonun ortalama egrilik vektor alani olsun. fy, |t| < e

ile filon = flom sartine saglayan immersiyonlarn bir ailesini gosterelim. V =

ofe

i—o [ boyunca tanimly varyasyon vektor alanit olmak tzere
of

< hae( (M) oo = ~ /M (nH, V) dhac.

dur. [1]

ispat. f+ immersiyonunun indirgenmis metrigi d; ve buna kargilik gelen hacim
elemani dhac; olsun. M iizerinde gy metrigine gore ortonormal gat1 alani {e, es e, }

olsun. {w!,w?, ...,w"} dual ¢at1 alanidir. Bu durumda

Gij () = (fs€i, fixej) = ge(ei, €5),

dir. Boylece

hacft(M):/Mdhact:/M\/@wl/\wQ/\.../\w”:/Mmdhac,

dir. Boylece

d 1

GihacEO) oo = 5 [ g (O)dhac,

oldugunu biliyoruz. Lemma 3.0.1 den M nin her noktasi i¢in

d

IR
Edhact lt=o = 5 ; 9ri(0)dhac, (3.0.1)

yazalim. Simdi u, p € M noktasinin kiiciik bir komgulugu olmak {izere u x (—¢, €)

igin bir ¢at1 {%, €1, €9, ..., en} olsun. Bu vektor alanlarinin

F:Mx(—ee) — M,

(l’, t) — ft(‘r)

(Fi(z)=F (xt) tammly doniisimii altindaki goriintilerini {V (¢),eq(t),ea(t),...,en (t)}

ile gosterelim. Bu durumda e;(0) = ¢; , V(0) = V ve gge(t) = (ex(t), ex(t)) dur.
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Daha sonra

d

Egkk(ﬁ V() {ex(t), ex(t))

olur. Boylece V Levi-Civita konneksiyon oldugundan

%gkk =2(Vymer(t), ex(t))
=2(Ve,oV (1) + [V(t),ex(t)] ex(t))
=2{(VeuV(#), ex(t)) + {[V(t), ex(t)]  ex(t)) }
=2(Ve, 0V (), ex(t))

elde edilir. Konneksiyonun Levi-Civita konneksiyon olmasi tekrar kullanilirsa

=2{ex(t) (V(t),en(t)) — (V(t), Veper(t)) + ([ex(t), ex(t)], V(1)) }

— 2 {ex(t) (V(1), ex(t)) — (V (), Veryer(t)) }

olur. Boylece (3.0.1) denkleminde ki ifade

5 ngk = e, (V. ex) <V, vekek>

olarak elde edilir. Burada Gauss formiilii ve daha sonra ortalama egrilik vektor

alani formulu kullanmlirsa

= € <VT7 ek‘> - <Vvv (vekek‘)T + B(el‘” ek)>
= e <VT, ek> — <V, (vekek)T> —(V, B(ex, er))
=er (V' ex) — (V,(Veren)’) — (V,nH)

= div(V") — (V,nH)
olur. Buradan

< hacf(M) = /M div(V")dhac — /M (V,nH) dhac

elde edilir. Ispat Stokes teoreminin kullanilmasi ile tamamlanir. [4] [
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Uyar1 3.0.1. Birinci varyasyon formaulii —mH hacim fonksiyonunun grandiyenti
temsil ettigini gostermektedir. H = 0 egitligi Fuler-Lagrange denklemi igin

fonksiyondur. [4]

Uyar 3.0.2. Varyasyonu normal olarak siniflandirirsak yani V, M ig¢in her yerde

normal ve VT =0 ise bu formiil sinar sarty olmadan gegerli olur. [4]

Uyar1 3.0.3. M kompakt degil ise, bu formil kompakt destekli varyasyonlar i¢in
kullanalabilir. [4]
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4. OKLIDYEN UZAYIN VE KURENIN

MINIMAL ALTMANIFOLDLARI

Bu boliim iki alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde oklidyen uzayin
minimal altmanifoldlar1 incelenmektedir. Ikinci alt béliimde kiirenin bir

altmanifoldun minimal olmas: karakterize edilmektedir.

4.1 6k1idyen Uzaymn Minimal Altmanifoldlar:

M Riemann manifoldunun boyutu m olsun. A : C*(M) — C*°(M) Laplasyan
operatoriinii diigiinelim. f € C*° i¢cin M Riemann manifoldunun yerel ortonormal

cati alan {ey, ..., e, } olsun. O halde

Af =eiei(f) = (Veei)f (4.1.1)

dir.
M fizerinde ki Riemann metriginin her p noktasi etrafinda {x!,...,2™} yerel

koordinatlar: olmak tizere
ds® = gijdxidxj

seklinde yazilabilir. (¢) = (¢;;)"' ve ¢ = det(g;;) ise o halde

_ 19 i 91
A =2 (\/gg 8xj) (4.1.2)

seklinde ifade edelim.

d dig tiirev ve § eg diferensiyel operatér olmak iizere
Af = —odf (4.1.3)

dar.
(M, g) Riemann manifoldu ve f : (M,g) — C*(M,R) bir fonksiyon olsun.

Eger Af =0ise f fonksiyonuna harmonik fonksiyon denir. [4]
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Bu noktada, harmonik fonksiyonlar i¢in Hopf maksimum prensibini
hatirlatalim. Bu prensibe gore eger Riemann manifoldu tizerindeki bir harmonik
fonksiyon herhangi bir i¢ noktada maksimum olursa bu durumda fonksiyon
manifold tizerinde sabittir. [4]

Oklidyen uzayim minimal alt manifoldlar1 tizerine bazi kavramlar: agagidaki

sekilde verebiliriz.

Onerme 4.1.1. v M — R", H ortalama egrilik vektor alanina sahip olan

m-boyutlu bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda
AY =—mH (4.1.4)
dir, burada A = {AYP!, ..., Ay} dar. [1]

Ispat. Herhangibir X € TM icin X (¢)) = ¢, X = X dir. {e;} bir yerel ortonormal

cat1 alani olsun. O halde Laplasyon tanimindan
Ay = —divVey

= — Z <V6iV1/), €Z'>
i=1

= (Byeie)
=1

= — Z e; <V¢, €i> - <vw, Veiei> - <V¢7 [eia el]>
i=1
== e (Vi e) — (T4, Vo)
i=1
= — Zel(e,(@b)) - (velel)(d])
i=1
olur. Boylece
Ap == V.Vt =V, .0
i=1

dir. Burada V, R” Oklidyen uzaymmn standart konneksiyonudur. Buradan
A’Lﬂ = — Zveiei — Veiei
i=1
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elde edilir. Gauss formiilii kullanilirsa
A = — iB(ei, ei)
i=1
olur. Boylece ortalama egrilik vektor alan1 tanimindan
Ay =—mH
olur. [1] O
Boylece asagidaki sonuclar1 verebiliriz.

Sonug 4.1.1. v : M — R"™ izometrik immersiyonu ile tanimiy altmanifoldun
manimal altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 immersiyonunun her bir

bileseninin M altmanifoldu tizerinde harmonik fonksiyon olmasidir. [4]

Uyar1 4.1.1. Bu durumda (4.1.4) denklemi Ay = 0 a indirgenir. Fakat 1
immersiyonu degistiginde uyumlu metrik degisir bu nedenle A operatori degistigi

icin lineer denklem degildir. [1]
(4.1.1) ve Hopf maksimum prensibinden asagidaki durum s6z konusu olur.
Sonug 4.1.2. Oklidyen uzayin kompakt minimal altmanifoldu yoktur. [4]

R™*! de M’nin bir minimal grafigini

afi seklinde ifade edilirse, M tizerinde metrik

seklinde tammlayalm. f; = 5=

ds® = gijdxida:j,

seklinde yazalim, burada
9ij = 0ij + fifj

dar.
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w = /14, f? ifade edelim. ¢ = §;; — # fifj dir. M nin birim normal

vektori
1
v = E(flv SRS) fna _]-)
dir. Agiktir ki

o _ 0 of

T 9

) =(0,..., fi)

ve

= 0 1
(B 2v) = <V37> =l

H =0 dan ¢“ f;; = 0 dir. Boylece minimal hiperytizey denkleminden

(1 +) ff) fii = fififii =0 (4.1.5)

o (10f\ _
o (Eaxi) =0 (4.1.6)

n = 2 oldugu zaman (4.1.5) denklemi

elde edilir. Bu ifade

ifadesine denktir.

(L4 £2) fow — 2fofyfoy + (14 f2) fry =0 (4.1.7)
denklemine doniigiir. Burada z = 2!,y = 2% seklinde ifade edilir. [4]

Onerme 4.1.2. M, R de sabit ortalama egrilikli ve ikinci temel form B ile
yonlendirilmais bir hiperytzey olsun. M de v birim normal vektor olsun. Herhangi

bir a € R™ sabit vektori igin
A {a,v) + |B|* (a,v) =0 (4.1.8)

dur. [4]
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Ispat. {e;} yerel ortonormal ¢at: alan ile V¢ e; = 0 segelim. O halde
A{a,v) =V, V., (a,v)
=V, <a,veiv>
— (0, ¥, .0)
= (a,V.,(Vew — A(e))))
= —(a,V,A"(e;))
= —{a, Vo, A%(e;) + (Ve (A ()Y

Oklid uzaymin sifirlayan egriligi ve v birim normal vektor alam normal demet

iginde paraleldir. Boylece

VeiAv(ei) = Vei <Be¢6j7 U> €;

= ((V,Veei,v) + (Ve,ei, (Vo) )ey
= ((Ve,(Veii + Bere)), v) + (Vesei, (Vo)) e
= (Be,;v..e; V) €5+ (nVe, Hyv) =0
olur. Bu nedenle
Alfa,v) = —(a, (Ve,A(e:)™)
= —(a, Be.av(ey))
= —(a,v) |BJ*.

elde edilir. [4] O

4.2 Kiuredeki Minimal Altmanifoldlar

Oklid uzaymdaki minimal altmanifold diginda kiire icindeki minimal altmanifold

kavramida onemli bir konudur. Bu alt bolumde kiiredeki minimal altmanifoldlar
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i¢in onun koordinat fonksiyonlarini inceleyecegiz. Ayni zamanda kiiredeki minimal
altmanifoldun baz 6zelliklerinin - Oklid uzayindaki minimal altmanifoldun
ozellikleri ile yakindan iligkili oldugunu gorecegiz. [1]

M, M ve M Riemann manifoldlart M — M C M izometrik immersiyonlar
ve bu manifoldlarin Levi-Civita konneksiyonlar sirasiyla V, V ve V olsun. Bu
durumda M almanifoldunun M ve M manifoldlarma gore ikinci temel formlarini
B ve B ve ortalama egrilik vektor alanlarmi H ve H ile gosterelim. M

altmanifoldunun bir yerel ortonormal gat1 alan1 {ey, ..., €,,} olmak iizere

m

1
H=— B iy &1
m; (e, €;)

dir. Gauss formilu kullanilirsa

a NM
H = E (; Vel.ei)

olur. Burada NM altmanifoldun normal demeti iizerine olan izdiigiimiini
gostermektedir. Diger taraftan B': M — M immersiyonunun ikinci temel formu

olmak iizere X,Y € x(M) i¢in
VyY =VyY + B(X,Y)
dir. M — M immersiyonu i¢in Gauss formiilii kullanilirsa
VxY = VxY +h(X,Y) + B(X,Y)

elde edilir. Buradan

B(X,Y)=B(X,Y)+ B(X,Y) (4.2.1)
olur. Boylece (4.2.1) den
H=H™ (4.2.2)

dir. Burada TM ile M altmanifoldun tanjant demeti iizerinde olan izdiisiimii
gostermektedir. Eger M — M immersiyonu tamamen jeodezik ve M — M

immersiyonu minimal ise M — M immersiyonu da minimaldir.
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Sonug 4.2.1. ¢ : M — M C R" izometrik immersiyonunun minimal olmasy i¢in

gerek ve yeter sart (Aw)TM = 0 olmasidar. [2]

Sonug 4.2.1 bize 1) : M — M C R™ izometrik immersiyonunun minimal olmas1
icin gerek ve yeter sartin A ifadesinin M manifolduna dik olmasi oldugunu

gostermektedir. [4]

Teorem 4.2.1. S™, n—boyutlu kire olmak tuzere, ¥ : M — S™ izometrik

immersiyonunun minimal olmast i¢in gerek ve yeter sart
A = map (4.2.3)
olmasudur. Burada boyM = m dir. [1]

ispat. Sonug 4.2.1 den M altmanifoldunun minimal olmasi icin gerek ve yeter
sart her p € M igin At(p) ifadesinin S™ kiiresine dik bir dogrultuya paralel

olmasidir. Bagka bir ifade ile, A € C*°(M,R) i¢gin Ay) = Ay olmasidir. Buradan

0= A" = (¥, Ap) — VY[ = Afp[* = |[Vy[* = A = [Vy[* (4.2.4)

(¥, AY) = (1, )
= M, )
= Ao

ise (4.2.4) ifadesi
0= A = (¢, Ay) — [V|* = Mgf” — |V
olur. O halde
Agl* = [Vy[* =0

A)? = (V|
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A= |Vy|?

> (Ve Ve, )

1

(2

(ei, €:)

I

1

(2

m
olmasi demektir. O

Teorem 4.2.1 gostermektedir ki kiireye olan bir minimal immersiyonun R
deki koordinat fonksiyonlari: Laplasyan operatoriiniin 6zdegeri boy M olan 6zdeger
fonksiyonlaridir. Bu durumun tersi olarak asagidaki Takahashi teoremi

verilmektedir.[2]

n+1
k=1

olsun. [1]

Teorem 4.2.2. M, m— Riemann manifoldu, v : M — R Ay = \p, X # 0

sartiny saglayan izometrik immersiyon olsun.

() A>0
(if) (M) C S™(r), burada r* = 5 dur.

(iii) ¥ : M — S™(r) minimal bir immersiyondur. [1]

ispat. R"*! de M altmanifoldunun ortalama egrilik vektorii H olsun. Eger Ay =
Ao, A # 0ise H = —%1/1 dir. Bu bize ¥ vektoriiniin R™*! de M altmanifolduna
normal oldugunu gostermektedir. M altmanifolduna teget bir X vektor alani i¢in

(X,1) = 0 olur. Buradan
X (Y, ¢) = <6X¢7¢> + <¢,%X¢>
=2 <6X¢7¢>
= (X,4) =0
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elde edilir, burada V ile R"™' manifoldunun standart konneksiyonu
gosterilmektedir. Bu ise ¥ uzunlugunun sabit oldugunu gostermektedir. Boylece

1, orijin merkezli S™(r) kiiresine olan bir immersiyondur. Diger taraftan

0=Alf
oldugundan
0= (A, ¢) — Vo
= Al = vy’
= \r? —m,
yani
A= % > 0.

elde edilir. Bu ise yaricapin r = \/? olmasi demektir. Bu da teoremdeki ilk iki
iddianin ispatidir. Simdi B, B've Bile M altmanifoldunun R™*1 M altmanifoldun
S™(r) de ve S™(r) altmanifoldun R™™' uzaymndaki ikinci temel formlarim

gosterelim. Bu durumda X,Y € x (M) igin
B(X,Y) = B(X,Y)+ B(X,Y)

elde edilir. Boylece ortalama egrilik vektor alan igin de

H=H+H

olur. Diger taraftan ¢(p), p € M noktasinda S™(r) kiiresine dik ve H,, ¥ (p) ye
paralel oldugundan H"= 0 olur. Boylece M, S™(r) de minimaldir. Buradan ispat

tamamlanir.[1] O

S™ de herhangi bir M altmanifoldu R™*! de de dogal olarak bir altmanifolddur.
Bu iligkiyi kullanarak kiiredeki minimal altmanifoldlar i¢in bazi 6zellikler verildi.
Tersine kiiredeki bir M altmanifoldunun ozellikleri M {izerinde ki koni C'M

vasitasiyla Oklid uzayinda minimal altmanifoldlarin belirli 6zelliklerini de gosterir.
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Kiiredeki altmanifold M — S™ C R"" olsun. M iizerinde ki koni C'M,
(r,t) — tz tarafindan tammlanan M x [0,1] — R"™' haritas1 altindaki

goriintiisiidiir. Burada « € M, t € [0,1] dir. Yani
CM = {tz e R""; z € M,t €0,1]}.

M, S™ de tamamen jeodezik degilse C'M 'nin tekligi t = 0 dir. Tekligi onlemek icin
ayni harita altindaki M x [e, 1] goriintiisii olan C' M. kesik konisini diigiiniiyoruz,
burada e herhangi bir pozitif sayidir. Kiiredeki herhangi bir M altmanifoldu ve
M fizerinde ki koni C'M yakindan iligkili nesnelerdir. M boyunca S™ de bir yerel
ortonormal gat1 alani {e;, e,} segelim. Daha sonra orijine paralel olarak 6teleyen

1ismlar boyunca R™*! dek yerel vektor alanlar E; ve E, elde ederiz. Acik olarak

1 1
Ei = —€¢ , Ea = —€q
T T

dir, burada 7 orijinin yondes noktaya olan uzakligidir. 7 1sinlardaki birim teget
vektorii
belirtsin. Agik olarak V,7 = 0 dir. Boylece, {E;, E,, 7} formu R™™! de bir yerel
ortonormal gat1 alani ve {E;, 7} C'M. da bir ¢ati alamdur.

R™! de C'M. icin H ve B sirasiyla ortalama egrilik ve ikinci temel form olsun.

M iginde H ve B yi belirtelim. Elde edilen hesaplamalarla

1 1
VEZ-Ej = ——51'3'7' + —h(m’an (425)
r r
e S L (4.2.6)
S m+Dr T (m )2 o
ve
— 2 1 2
|B|” = = |B|”. (4.2.7)
[4]

Onerme 4.2.1. R"*! de CM. paralel ortalama egriligidir gerek ve yeter sart S™

de M bir minimal altmanifolddur. [4]
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Uc¢ boyutlu Oklidyen uzaymn helikoid ve katenoid yiizeyleri birer minimal yiizey
ornegidir. Her yiizey aynmi zamanda bir altmanifold olarak diigtintilebileceginden
her minimal yiizey veya hiperyiizey ayni zamanda bir minimal altmanifold érnegidir.

Katenoid bir zincir egrisinin donmesidir. Katenoid ve diizlem, yalnizca

minimal ytizey olan donme ytizeyleridir. Katenoidin parametrik denklemi

v
x = ccosh [ — ) cosu
c
v .
y = ccosh [ — ) sinu
c
z=0

dir. Katenoidin birinci ve ikinci temel formlarini hesaplamak i¢in ilk olarak

o(u,v) = (ccosh (E

> cos u, ¢ cosh (
c

AN
—) sinu, v)

c

ou(u,v) = (—ccosh (E
c

oy(u,v) = (sinh <%> cos u, sinh (%) sinu, 1)

) v
sinu, ccosh | —

) cosu, 0)
c

Ouu(u,v) = (—ccosh (E> cos u, —c cosh <2> sinu, 0)
¢ ¢
1 1
Opw(u,v) = (= cosh (2> cos u, — cosh (E) sin u, 0)
c c c c
Ouww(u,v) = (—sinh (%) sin u, sinh (%) cosu, 0).[6]

Birinci temel form katsayilari

E= ||<7uH2 = ¢ cosh? (E) sin? u + ¢? cosh?® (v
c c

)cos u=-c cosh2< >
v . i v (% .
F=o0,- avz—ccosh<—> sin usmh( >cosu + ccosh( ) CoS ucsmh(—) sinu=0
c c c

G = ||oy||” = sinh? <E> cos? u + sinh? <E> sin?u + 1 = cosh? <E> .[5]
c c c

Ikinci temel form katsayilari ise

. o
oy X0,  (cosu,sinu,—sinh?)

N =

low x o] cosh ¢
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cos u, sin u, — sinh .
L=N-0,,= ( - ) (—c cosh(g>cos u,—ccosh<y> sinw,0)=—c
cosh £ c c
cos u, sin u, — sinh 1 1 )
M =N -o,, = ( - :) - (= cosh <B) cos u, — cosh <E> sinu,0) =0
cosh £ c c c c
cosu,sinu, —sinh ) 1 1 ) 1
N:N-crm,:( - C)-(— cosh(g) cosu,—cosh<g> sinw,0)=—.[5]
cosh £ c c c c c

O halde katenoidin ortalama egriligi

gy LG-2MF+EN
- 2EG-F?%)

dir. [6]
Minimal ytizey tanimindan, ortalama egriligi 0 oldugu icin katenoid minimaldir.
Helikoid Bir dairesel helisin eksenine diigen dikmeler tarafindan olugturulan

yuzeye helikoid denir. 0’dan 27’ye kadar degisen v i¢in bir helikoidin parametrik

denklemi
x(u,v) = ucosv
y(u,v) = usinw
z(u,v) = cv
dir. z = cv yerine z = —cv yazilmasi helikoid yerine koniyi verir.

Helikoidin birinci ve ikinci temel formlarini hesaplamak icin ilk olarak

o(u,v) = (ucosv,usinv, cv)
ou(u,v) = (cosv,sinwv,0)
ou(u,v) = (—usinwv, ucosv, c)

ouwu(u,v) = (0,0,0)
Ouw(u,v) = (—sinwv, cosv, 0)

O (u,v) = (—ucosv, —usinv, 0).[6]
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esitlikleri elde edilir. Bu ytizey icin, birinci temel form katsayilari

2 .
E = ||lo,||” = cos*v +sin®v =1
F=0, -0,=—ucosvsinv+usinvcosv + 0c =10

G = ||oy|)* = w®sin®v 4+ u?cos? v + = ¢ + u>.[5]

olarak bulunur. Ikinci temel form katsayilar: ise

Ou X Oy (csinwv, —ccos v, u)

N: p—
Hau X UUH Ve + u?

(csinv, —ccos v, u)

JET @

(csinv, —ccos v, u)

L=N 04 = -(0,0,0) =0

C

M=N -0, = - (—sinwv,cosv,0) = ——
VErae )= T

(csinv, —ccos v, u)

N=N o, = - (—ucosv, —usinv,0) =

JE &
seklindenir. O halde helikoidin ortalama egriligi

_LG-2MF+EN _
- 2(BEG-F?%)

dur.[6]
Minimal yiizey tanmimindan, ortalama egriligi 0 oldugu

minimaldir.
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5. KATILIK TEOREMI

Lineer olmayan denklemler tarafindan tanimlanan bir geometrik degismezlik
pek ¢ok durumda katilik ozelliklerine sahiptir. Ikinci temel formun kare formu
durumundadir. Bu olgu J. Simons tarafindan ortaya ¢ikarildi. Ilk olarak kullamsh
Bochner teknigini minimum altmanifold teorisine uyguladi.

M Hdizerindeki Hom(®?*T M, N M) vektor demetinin kesit alan1 olarak goriilen,
M — M minimal immersiyonu ile B ikinci temel form olsun. Hom(®*TM, N M)
tizerindeki bir baglanti, TM ve NM den dogal olarak indirgenmistir. Bu bir £
Riemann vektor demetinin herhangi bir kesiti tizerinde hareket eden
V? iz-Laplasyan operatorii vardir. Eger baz manifoldlar kompakt ise V2, T'(F)
iizerinde global i¢ carpima gore yari negatif ve self-adjoint diferansiyel operator
oldugunu biliyoruz. V2B’yi hesaplamak icin bu demette konu ile ilgili baz1 kesitleri

agagidaki gekilde verebiliriz. [4]

Tanim 5.0.1.

B=BoB'oB
burada B?, B'nin eglenik haritasidir. [4]

Tanim 5.0.2.

p

Bxy = Z(BA”J'A”J'(X)Y + Bxavi 4% vy — 2B avi (x)a% (v)) (5.0.1)

Jj=1

burada v; normal uzaywn temel vektorleri ve p ekboyutudur.

By 'nin X ve Y’de simetrik oldugu agiktir. Bu Hom(®*T M, N M) demetin

kesitidir. [4]

Lemma 5.0.1.
p

(Bxy,v) =) (adA"adA" A" (X),Y)

J=1

burada v bir normal vektor ve (adA)B = [A, B duwr. [4]
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ispat .

Sag taraf =» _ (adA" [A%, A") (X),Y)
=y ([A%, [A%, AT (X),Y)
= ((AU[A%, AY] = [A%, A'JA%)(X), Y)
= T (AVAYAY(X) + AVAY AV (X) — 24" A A% (X),Y)
=D ((ATX), A% AW (Y)) 4 (A°(Y), A% A% (X)) =2 (A" A" (X)), A% (Y)))

= Z <BXA”JA”J (Y)s U> + <BYA”JA” U> -2 <BA“ i(X )A”j(Y)7U>)

= (Bxy,v)
elde edelim. [4] O
Tanim 5.0.3.
For =3 [(VaBhvees + (Vo R)xe¥]". (5.02)

J=1

burada M nin boyutu n ve {e;}, M’ de yerel ortonormal ¢at1 alanidir.[4]

Lemma 5.0.2. }NQXY , {ej}nin seciminden bagimsizdur ve simetriktir. ]TEXY =

EYX dl?“ [4/

Ispat. (VxR)yz nin bir tensor oldugunu kanitlamak yeterlidir. X = z'e;, Y =

yie;, Z = z'e;, W = w'e; olsun. Bundan dolay1

(VxR)yzW = (Vx(RyzW) — RyyvzW — Ryv,zW — Ryz(VxW)
'V, (Y zkwlRe]ekel) —x yj zkwlRe]ekel xiyjzﬁwl}_%e].ekel

— 'y 2w Re e
= :cy 2PV, Re]e
bu (VxR)yzW mnin bir tensér oldugunu gdsterir. Z?Zl(vxﬁ)y%ej ve

Z;;l(vejﬁ) xe; Y nin {e;} se¢iminden bagimsiz oldugunu gosterir. Simdi bir {e;}

yerel cat1 alani, 2'i X ve Y ’nin yakiminda sectik, boylece Ve; |, = VX |, =
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VY |, dir. (5.0.2) de birinci ¢arpan igin ikinci Bianchi 6zdegligini ve ikinci ¢arpan
i¢in Birinci Bianchi 6zdesligini kullanarak

EXY = Z [(vejEXY) €+ (vyﬁer) e + (vej}_%yx) ej + (vejﬁejy) X]N

=1

=[P, o+ (VR),, x|
j=1

= Ryx
bulunur. [4] O
Tanim 5.0.4.

Ry =) [QEYej(BXej) + 2Rx.,(Bye,) — Bx(By.ye)m ~ By(Rxeyen”
j=1 - N
+RByye; €5 — QBej(EXejy)T . (5.0.3)
Agikcast Hom(O?*TM, NM) bir kesittir. Kolayca gorilir ki (5.0.3) deki ilk 5
terim X wve Y ’de simetriktir. (5.0.3) deki son teriminde oldugu gibi X ve Y 'de
simetriktir, ¢unki

Bej(Rer-Y)T = Dejes <EX€jY7 6k>

ve B ve R’nin simetrik ozellikleridir.[4]

Teorem 5.0.1. M de M bir minimal altmanifold ve B ikinci temel form olsun.

O halde

V’B=—-B—-B+R+R (5.0.4)

dur.[4]

Ispat. © € M nin yakimnda M nin bir yerel ortonormal teget cati alani {e;}
olsun. z yakininda M nin X,V ... teget vektor alani ve p, v normal vektor alani
ile

Veile =Ve, X =Ve,Y | =.. =Vl =Vev|s =... =0
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olsun. Bu nedenle

VxY |, =VxY |, —VxY |, = (VxY)Y = Bxy.
Vxpile = Vxpile = Vxple = (Vxp)y = —A*(X),

VXY |x = VXVY ’:p - VVXY |x = VXVY |x .
Codazzi denkleminden z

(V?B)xy = (Ve, Ve, B)xy (5.0.5)

= (Vo.VxB)ey + Ve, (Rxe, Y)Y

= (VxV¢,B)e,y + (Rxe;B)e,y + V&'(EXQY)N
= Vx(Ve By + (Rxe,Bey + Ve (Rxe, Y)Y
= Vx(Rye,e:)N + (Rxe, B)e,y + Ve, (Rxe,Y )V

=A+B+C
(5.0.5) deki her bir terimi ayr1 ayri inceleyelim.

A— [VX(EYQ@)N]N

N

= [(vXﬁ)Yeiei + foBXYei € + EYBXGZ. e+ Rye,(Bxe,)| — BX(RYeiei)T

C

Ry V)V
)

[Ve(
[Ve(

=

XeiY - vei (}_%XeiY>T} N

o _ _ _ N
(veiR)XeiY + RBe,L-XeiY + RXBeieiY + RXez’ BeiYi| - Bei(ﬁxeiY)T

L R e— |

. _ _ N
(VeiR)XeiY + RBeiXeiY + RXeiBeiY] - Bei(ﬁxeiY)T

B = (RXGZB)GZY = RXeiBeiY - BRXeieiY - B

eiRxe,y"
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Gauss ve Ricci denklemlerinden
(RxyZ,W) = (Rxy Z,W) +{Q%xy Z, W),

(Rxyp,v) = (Rxyp,v) + (QNyp,v)
burada
(Q%yZ, W) = (Bxw, Byz) — (Bxz, Byw) ,
(QXym.v) = (A", A" (Y), X).

Bundan dolay1
B = (Rxe,Beyy )" = QXe,Bey = By, eyry + Bz, ev — Bey@g,vm + Begg, v
A, B ve C’yi (5.0.5)’de yerine yazarsak

(V*B) .y = Rxy + Ryy + Ao + By + Co, (5.0.6)
burada

AO = _QgebBezY ? BO = BQ?;(E'@Z‘Y ? CO = BelQ§ Y-

€

Simdi (5.0.6)’dan Ay, By ve Cy hesaplayalim.

(Ao, 1) = = (QNe, By, i) = — ([A", APV ] e, X)
= (APev Abe, X) — (AP AP e, X)
= (A(ei), €5) (A% (X), €5) — (A% (e2), ) (A" (X))
= (A"(e), €5) (Bxe,, Bey) = (Beyys Beye, ) (A*(X), €5)
= (A"(es), €5) (A" (X), e5) (A" (Y), 1)
— (A% (Y), &) (A" (e:), ¢5) (A"(X), €5)
= (A¥(e;), A" (X)) (A% (V) &) — (A% (Y), €5) (A" (es), A*(X))
= (A% (Y), &) (A" A" (X) — A™AM(X), ;)
= (A™(Y), [A", A%] (X))

= (A% [A", A™](X),Y),
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(Bo, ) = ( Bog_covs 1) = (A*(Y), Q% )
= (Bxan(v), Bese,) — (Bxe,» Be,an(y))
= — (Bxe; Va) (Besan(v), v,)
= — (A% (X), e;) (A AM(Y), &;)
= — (A% (X), A% AM(Y))

= — (AFA% A% (X),Y),

(Cout) = (Bugr,vit) = (4'(ei), Q.Y

= (Bxau(er), Besy) — (Bxy, Be,au(e;))

= (A" (X), A%(e:)) (A" (), &) = (A% (X), Y} (A% A (e e3)

— (ARA™(X), ) (A™(Y), ) = (A% (X), V) (A% (e5), A% (es)

= (AFA™(X), A% (Y)) = (A™(X), V) (A" (e), A4 (ex)

Bu nedenle,
(Ao + By + Cy, pi) = (A% [AF, A%] (X),Y) (5.0.7)

— (AFA% A% (X),Y) + (AP A% (X)), A% (Y))
— (A% (X0, V) (A% (e), A4 (ex)
= (A" [4%, A%] (X),Y) + ([A™, A7) A% (X),Y)
— (A% (X)) (A% (e), A4 (ex)
= ([[A™, A%], A™] (X),Y) = (Bxy, va) (B'(v,), B'(1))

= ([[A™, A"], A% (X),Y) — (Bxy, B o B'(n))

(=Bxy, 1) — <(B oB'o B)xvy, M>
= <_§Xy - EXY7N>
]

(5.0.6)'mun yerine (5.0.7) yazarsak (5.0.4) verir. Boylece ispat tamamlanmig

olur. [4]
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Eger M ambient manifoldu yerel simetrik ise, yani V R = 0 bu durumda

R =0 dir. Ozellikle M nin kesit egriligi c ise R=0 ayrica R = ncB dir. Aslinda
RxyZ =c((X,2)Y — (Y, Z) X)
icin
EYC]‘ (BX€j> =0, (Ryejej)T = C(l - n)Ya
Rpyye,ej = —nBxy, (Rxe,Y)' =c((X,Y)e; — (Y, ¢e;) X),
Bej(EXer)T = —cBxy.

Daha sonra

dur.[4]

Teorem 5.0.2. M bir Riemann manifoldu ile ¢ sabit kesit egriligi ve M, M de

bir minimal altmanifold ve B ikinci temel form olsun. Bu durumda
V2B =—B— B+ncB (5.0.8)
dar.
Eger M nin boyutu 1 ise B = 0 oldugunu tanimdan biliyoruz. Ayrica
<§,B> — (B'oB,B'oB)
= <Bt 0 Bee,,ex © €l> <Bt 0 Bee,s €6 © €l>
= (Beie;> Berer) (Beie;» Beye,
=|B"
Bu durumda
(V2B,B) = (~B-B+R+RB) (5.0.9)
=—(B,B)—(B,B)+(R.B) + (R B)
= —|B[" + nc|B[*
dir. [4]
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Teorem 5.0.3. Birim kiirede M — S™ bir kompakt yonli minimal hiperyiizey
ile B ikinci temel form olsun. |B|* < n ise B =0 dir yani M, S™' de bir total

geodezik hiperyiizeydir. [4]

Ispat. (5.0.9) un her iki tarafin1 M iizerinde birlestirelim.

[ (B.mye1= [ BR8P 20

Stokes teoremi ile yukarida ki ifadenin sol tarafi

—/ IVB>%1<0
M

dir. ]8\2 sifirla 6zdes degilse sag taraf sifir olur. Boylece bir geligki var. [4] ]
Simdi durumun daha yiiksek ekboyutunu inceleyecegiz.

Lemma 5.0.3.

~ 1
<B + B, B> < (2 - 5) 1B|* (5.0.10)
burada p ekboyuttur. [4]

ispat. BoB' : NM — NM simetriktir, oyle ki disiiniilen bir noktada

{v1, 09, ...,v, } yerel normal ¢at1 alan vardir.

B o B(vy) = \v,.

DX = (B o B'(va), va) = (B'(va), B'(va))

— (A% A% = (Be.,,Va) (Bewe,, va) = |B,

44



(B,B)=(BoB'oB,B) = (B'oB,B o B)
= (Beies Berer) (Beieys Beyer)
= (Beie;s Va) (Beyers Va) { Beieys Ug) (Begers Vs)
= {e; @ e, B'(v,)) (ex ® €1, B'(va) ) {e; ® 5, B'(v3)) (e, @ ey, B'(vg))
= (B'(va), B'(v3)) (B'(va), B'(vg))
= (B o B*(v,), Bo B*(v,))

=> AL

Ayrica

(B,B) = (B0, va) (Becy )
= ([A%, [A7, A% ] (e:), ¢5) {A™ (ei), ¢)

= (A" AV AV — 24" A A% 4 A A% AV) A%

(Av AU A3 A} = (A A% A% A5 T)
— iz( AV A AV A5)

— <A’UQA’UQA'UB7A’U[-]>7

(B, B = (A" A% A% — 2A4Y AV A% 4 AV AVS AV Ave)
(A A AT A AV AU Aty — (A% A0 A — A% A At A
(AP A AV A% AU AT — (AU AU — AV At A% AT
(A% A% — AV At A% AVR) — (AVa AU _ A% ATe AU A%
=) [, A7

atp

C, D simetrik matrisi i¢in |[C, D]|* oldugunu tahmin edelim. Herhangi bir T
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ortogonal matrisi i¢in

\T'DT|* = (T'DT,T*DT)
=izI"D*T = (T"D, DT)
= (DT, T'D) = izD* = |D|?,
D’nin genelligini kaybetmeden diyagonal oldugunu varsayabiliriz. Daha sonra
[C, D] =|CD — DCJ* =) "(d), — d:)*C;

ki

<2 (di +d;)*C3,
ki

=2 4R +2) diCh
ki ki

<2) iy C}=2[C]’|DP.
k 1,5

Boylece
(B, B) <y [A™*|A% [P =2 " N2AG,
aFp aF#p
ve o halde
<§+§,B> SZ)\i+2ZA§>\%:2<Z)\i>2—Z>\§. (5.0.11)
a#p

Schwarz esgitsizliginden
1 2
Ao> - ( Ai) .
SRS
Bundan dolay1 (5.0.11) den (5.0.10) elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. [4] [

Teorem 5.0.4. Birim kirede bir kompakt minimal altmanifold M — S™*P olsun.

n
Bl < 51 (5.0.12)

p

ise 0 zaman |B|> =0, yani M, S™*? de bir total geodezik altmanifolddur. [{]
Ispat. (5.0.8) ve (5.0.10) den
1
(V’B,B) > (]—) - 2) |B[* +n|B|. (5.0.13)
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(5.0.13) iin her iki tarafinin integralini alalim ve Stokes teoremini kullanirsak

oz—/ \VB\2*1:/ <VQB,B>*12/ Kl—?> !Bl2+n1 B x1,
M M M p
yani

/{(2_l)|3|2—n} B 1> 0.

M p

Ancak bu teoremin durumu |B| sifira egit degil ise o

/M K”%) |B|2—n} BF 1 <0,

Bir celigki var. O]

Bu teorem bize, kiirede ki kompakt bir minimal altmanifoldun ikinci temel
formunun kare normunun her degeri almayacagini soyler. <O, 2%) araligindaki
p

degerleri atlar. Oyleyse goriiniiyor ki |B|2 digsal bir degismezdir. Ashnda, Gauss

denkleminin skaler egriligi
s=n(n—1)—|B> <n(n—1)

dir. Boylece skaler egriligi

<n(n —-1)— %Ll,n(n - 1))

araliginda ki degerleri atlar. Bu nedenle katilik teoremi igseldir. Chern-do

Carmo-Kobayashi
n

9_1
P

|BI* =

cevap veren kiiredeki minimal altmanifoldlar iizerinde ¢aligmig. Boylece ikinci
temel form uygun bir ¢at1 alaninda belirlenebilir, bu nedenle bu baglant1 bi¢imi
gat1 alanina gore uyarlanmigtir. Altmanifoldlar kompakt ise bunlar ya Clifford
minimal hiperyiizey ya da Veronese yiizeydir. Sabit skaler egriligi ile kiiredeki tiim
minimal altmanifoldlar arasmda verilen boyutu n ve ekboyutu p icin verilen | B|”
ayrik degerler midir sorusunu ortaya attilar. Bu olasi deger nedir? Peng—Terng

bunu ispatladi. [4]
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Teorem 5.0.5. S""(n > 3) de M bir kompakt minimal hiperyiizeyi ile ikinci
temel formun kare normu |B|* olsun. Eger |B|> > n ise o zaman |B|* > n + =

dir. n = 3 i¢in |B|* > 3 ise 0 zaman |B|*> > 6 dir. [4]

Uyar1 5.0.1. S® C R""! de M nin minimal bir hiperyiizel oldugunu g6z oniine
alalim. S™ de Mnin birim normal vektor alany v, R"™! de sabit vektor a olsun.

(4.1.8) dekine benzer bir hesaplama ile
A (a,v) = — (a,v) |B|*, (5.0.14)

burada B, S™ de M nin ikinci temel formudur.Bu formailin integrali ve Stokes

teoremi kullanilarak Stmons dis katilk teoremi su sekilde verilir:

M, S™ de kompakt bir minimal hiperyiizey, R"*! de bir sabit vektor ile pozitif
i¢ carpimin olugturdugu normal vektordiir. O halde M, S™ de bir total geodezik

altmanifolddur. [4]
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