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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Mutlak Olmayan Tipten é(é ,p) Dizi
Uzay1 ve Baz1 Geometrik Ozellikleri” baghkli bu calismanin bilimsel ahlak ve
geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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MUTLAK OLMAYAN TIiPTEN ¢(B,p) DiZi UZAYI VE BAZI GEOMETRIK
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Ahmet AKAR

Inonii Universitesi
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70+iv sayfa
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Danigman : Dog¢.Dr. Murat CANDAN

Bu tez toplamda alt1 boliimden olugmaktadir.

Ik boliimiinde matris etki alam vasitasi ile yeni bir dizi uzayr inga etme
yonteminden ve literatiirde mevcut bu teknik icin kullanilan farkli sonsuz band
matrislerinden bahsetikten sonra tezin boliimlerinin kisa bir 6zeti sunulmustur.

Ikinci béliimde, tezde kulanilacak olan temel kavramlarin yam sira klasik dizi
uzaylar1 ve ¢(p), Maddox uzay1 hatirlatilmigtir.

Uciineii boliimde ¢ift dizisel band matrisi B kullamlarak inga edilmis olan
mutlak olmayan tipten K(E, p) dizi uzay1 inga edilmig ve baz1 6zellikleri incelen-
mistir.

Dérdiincii boliimde mutlak olmayan tipten E(E ,p) dizi uzaymm a—, f— ve
~v— dualleri sunulmustur.

Besinci boliimde /¢ (E ,p) dizi uzayindan bazi dizi uzaylarina matris siiflarinin
karekterizasyonu verilmistir.

Altincr boliimde ¢ (E , p) dizi uzayinin rotundlugu, Kadec-Klee ve diizgiin Opial
ozelikleri gibi baz1 geometrik ozelikleri ifade ve ispat edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Matris etki alam, matris dondsiimleri,
rotundluk, Kadec-Klee o6zelligi, diizgiin Opial

ozelligi.
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This master thesis consists of six chapters.

In the introductory chapter of the thesis, preliminary information is briefly
given about the purpose of this study after mentioning various band matrices.

The second chapter is devoted to the collecting sequence space and all the
fundamental concepts which are frequently used in this thesis.

In the third chapter, after the definition of the matrix domain, the literature
search of the matrix domain is described in detail. Moreover, the linear sequence
space ((B,p) is defined and proved that it is a complete paranormed space with
a Schauder basis.

In the fourth chapter, two different situations of the sequence p = (py) are
taken into consideration and alpha-, betha- and gamma- duals of the sequence
space / (B ,p) are determined by means of some given lemmas.

In the fifth chapter, the classes (é(é,p),ﬁoo), (K(E,p),f), (E(E,p),c) and
(¢ (§ ,D), Co) of infinite matrices are characterized. In addition to those, the charac-
terizations of some other classes of matrix transformations from the space (B, p)
to the Euler, Riesz, difference; and so forth sequence spaces are found out using
some presented lemmas.

In the sixth chapter, constituting the main body of the thesis, the geometric
properties of the non-absolute space E(E ,p) such as rotundity, and Kadec-Klee
and uniform Opial ones are investigated.

KEYWORDS: Matrix domain, matrix transformations, rotunduty,
Kadec-Klee property, uniform Opial property.
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1. GIRIS

Literatiirde bir ¢ok farkli yol izlenilerek dizi uzay: inga etme yontemi bulunmak-
tadir. Son zamanlarda 6zel bir matrisin etki alani vasitasiyla, bir dizi uzay:
inga etme diiglincesi, bazi1 matematikciler tarafindan kullanilan yeni bir teknik
olmugtur. S6z konusu matrislerden bir kismi fark matrisi, genellestirilmig fark
matrisi, ti¢ sabit dizi ile olugturulmusg ticlii band matrisi, ikili dizisel band matrisi,
Fibonacci dizileri ile tegkil edilmis band matrisleri, 6zel tanimli fonksiyonlarin
kullanildigi matrisler olup farkli dizi uzaylarindaki etki alanlari bir ¢ok yazar
tarafindan ele alinip incelenmistir. Yine son zamanlarda matris etki alani kullani-
larak insa edilmig mutlak olmayan tipten dizi uzaylarmin cebirsel, topolojik ve
geometrik ozelliklerinin incelenmesi aragtirilmaya deger goriilmiigtiir. Bu aragtirma
caligmalarimin bazilari [1-22] nolu referanslarda verilmistir.

Yakinsaklikla alakali olarak adi, kogullu, mutlak ve diizgiin yakinsaklik gibi
gesitli tiplerde yakinsaklik kavramlarinin tanimlandigi bilinmektedir. Bu durum,
dizi ve serilere iligkin teori ve uygulamalarda biyiik bir esneklik saglamaktadir.
Temelde diizgiin simirlilik teoremine dayanan bir diger yakinsaklik kavrami olan
zaylf yakinsaklik kavrami varyasyon hesap, genel diferansiyel denklemler teorisi
gibi ¢ok cesitli uygulama alanlarina sahiptir. Bu kavram, fonksiyonel analizin
temel ilkelerinden birini ya da daha agik bir ifade ile uzaylarin incelenmesinin
cogunlukla bu uzaylarin dualleri ile iliskin oldugu gercegini agiga ¢ikarir. Tezde
l (E ,p) dizi uzayimin Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugu gercegi ispatlanirken zayif
yakinsaklik kavramindan yararlanilmigtir.

Bu tezin temel kaynaklari H. Nergis ve F. Bagar'm [23] ve [24] nolu
referanstaki makaleleri olup bu yiiksek lisans tezi toplamda alt1 béliimden olugmak-
tadir. Birinci bolitm giris boliimidiir. Ikinci bolim standart fonksiyonel analiz

derslerinden iyi bilinen ve tezde kullanilacak olan temel kavramlar: hatirlatmay1



amaclamaktadir. Ugiincii boliimde cift dizisel band matrisinin ¢ (p) etki alaninda
olan mutlak olmayan tipten ¢ (E ,p) dizi uzay1 tanim verilerek ilgili uzayin gesitli
cebirsel ve topolojik ozellikleri formel olarak sunulmustur. 4-tincii béliimde ¢ (E, p)
uzayimin Kothe-Toeplitz duali, genellestirilmis Kothe-Toeplitz duali ve Garling
duallerine deginilmistir. 5-inci boliimde matris siniflarina girig yapilip belirli durum-
larda ¢ (E ,p) den standart dizi uzaylarina matris dontigiimleri bagta olmak iizere
gesitli matris doniistimleri irdelenmistir. 6-inc1 ve son boliimde bir Banach uzayinin
en onemli geometrik ozelliklerinden biri olan kesin konvekslik, Kadec-Klee 6zelligi,
Opial ozelligi ve diizgiin Opial ozelligi kavramlar: sunularak E(E, p) uzaymin bu

ozelliklerle olan iligkisi ortaya konulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde sunulanlar analiz branginin temel kavramlar: olup tezde ihtiyac

duyulan tanimlar, teoremler ve egitsizliklerdir.

2.1 Gerekli Tanimlar, Teoremler ve Esitsizlikler

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir cimle ve F reel ya da kompleks sayilarin bir

cismi olsun. Her \,u € F ve x,y,z € X i¢in

+: XXX =X

aFx X = X
1slemlert,
i) r+y=y+uz,
i) x+ (y+2)=(r+vy)+ 2,
iii) x+ 0 = x olacak sekilde bir € X mevcut,
w) x+ (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € X mevcut,
v) lx =z,
vi) Mz +y) = r+ Ny,
vii) (A + p)r = Ax + ux,
iiz) Mpz) = (Ap)z

sartlarin saglayan X ciimlesine F cismi iizerinde bir lineer uzayr veya vektor

uzaye denir [25].



Tanim 2.1.2. X bir vektor uzayr ve Y C X olsun. X deki islemlere gore Y alt
cumlesi de bir vektor uzays ise Y cimlesine bir alt uzay denir. Alt uzaylar bazen

lineer katman olarak da adlandvrilirlar [25].

Lemma 2.1.1. X bir vektor uzayr, ¢ #Y C X olsun. Eger her x,y € Y wve her
a, B €F icin

ar+pyeyY

ise Y ye X in bir alt vektor uzaydur [25].
Tanim 2.1.3. X bir lineer uzay olsun. Her A\ € F ve her x,y € X i¢in
i) 116]] =0
i) Al = (Al
iit) o+ yll < [lz]l + llyll

sartlarim saglayan ||-|| : X — R fonksiyonuna bir yarmorm (X ||-||) ikilisine de bir
yarmormlu uzay denir. (i) ve (iii) sartlarinin yaninda ||z|| = 0 iken x = 6 sartim
da sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna norm, (X, ||-||) ikilisine de bir normlu uzay denir.

Yarmormun tanimindan her z € X igin ||z|| > 0 dir [26].

Tanim 2.1.4. X bir lineer uzay olsun. Her x,y € X i¢in

i) h(B) =0
ii) h(x) = h(—x)
iti) h(z+y) < h(z) + h(y)

i) Eger A\, Ao € F igin A\, — A, (n — 00) ve x,, 2, € X i¢in h(x, —x,) — 0

(n — 00) iken h(A,z, — Nop) = 0 (R — 00)



sartlarii saglayan h : X — R fonsiyonuna bir paranorm, (X, h) ikilisine de bir
paranormlu uzay denir. Ayrica h(z) = 0 ise x = 6 sartim1 da sagliyorsa h ya bir

total paranorm, (X, h) ikilisine de bir total paranormlu uzay denir [25-29].

Tanim 2.1.5. Bir M # @ kiimesi tizerinde tanimly bir metrik her x,y € M igin
(a) d(z,y) =0 <= z=y;
(b) d(x,y) = d(y, x);
(c) d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) (l¢gen esitsizligi)

ozeliklerini saglayan bir d : M x M — R fonksiyonudur. Eger d, M iizerinde bir

metrik ise o zaman (M, d) ¢iftine bir metrik uzay denir [29].

Tanim 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere bu uzaydaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise X e bir tam metrik uzay denir [25].

X normlu vektor uzayir olmak iizere, norm aracihigi ile d : X x X — R

fonksiyonu
d(z,y) = [lz =yl (2.1.1)

olarak tanimlandiginda (2.1.1) ile tanimlanan d fonksiyonu X vektor uzayi tizerinde
bir metriktir. Normdan tireyen bu metrige X normlu uzay: iizerinde dogal metrik

adi1 verilir.

Tanim 2.1.7. Dogal metrige gore tam olan bir normlu uzaya Banach uzay: ade

verilir [25].

Tanim 2.1.8. X bostan farkly bir ciimle ve 7, X in alt ciimlesinin bir sinifi olsun.

Eger T,

i) geTveXerT

it) T daki ctiimlelerin herhangi bir birlesimi T da ise

5



iii) T daki cimlelerin herhangi bir sonlu saydaki kesisimi T da ise

7 ya X i¢in bir topoloji, (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir [25-31].

Bir yarmormun bir paranorm oldugu kolayca goriilebilir. Boylece her yari-
normlu uzay bir paranormlu uzaydir. Benzer gekilde her normlu uzayin bir total
paranormlu uzay oldugu kolayca goriiliir. Ancak her paranorm bir yarinorm ve
her total paranorm bir norm degildir.

Diziler ve seriler analizin toplanabilme teorisinde agirlikli olarak kullanilmasi
ile birlikte matematigin diger branglar ile fizik, bilgisayar bilimleri basta olmak
iizere son zamanlarda yiiz tamima yazilimlarinda da kullanilan bir kavram-
dir.

Asagida ozellikle temel analizden cok iyi bilinen dizi tanim verilecek ve tezde
lazim olacak belirli bilgiler sunulacaktir.

Bos ciimleden farkli olan herhangi bir ciimle X olmak iizere bir dizi f : N — X
fonksiyonu olarak tanimlanir. Daha bagka bir ifade ile X icinde bir dizi X in

elemanlariin siral bir listesi olarak diigtiniilebilir ve her £ € N i¢in

wp = f(k)
olmak iizere
(T1, T, ..., T, ...)

bigiminde yazilir. Genellikle bir dizi igin (z;) notasyonu kullanilir. Herhangi bir
karigiklik olmamas: i¢in gerekli goriildiigii durumlarda hangi degiskenin diziyi
indeksledigini belirtmek énemli ise (xj)72; notasyonu kullanilir. Burada zj ya
dizinin £—1nc1 terimi ya da genel terimi denir.

Diziler X ctimlesine gore adlandirilir. Eger X = R ise diziye reel sayilar dizisi,
X = C ise diziye kompleks sayilar dizisi, X = R2 ise diziye terimleri reel sayilar
olan 2 x 2 tipindeki matrislerin dizisi denir.

Tiim reel degerli z = () dizilerinin ciimlesi w(R), w veya s notasyonlaridan

biri ile gosterilir. w tizerinde 6zdeslik doniistimii, toplama ve bir skaler ile carpma

6



islemleri dogal yolla tamimlanir. x = (x) ve y = (yi) dizileri verildiginde her

k € Nicin zp = yg ise x = y ve A, herhangi bir reel say1 oldugunda

x—i—y:(xk—l—yk)

ve

Ar = (Azg)

dir. Tim z,y ve z € w i¢in Tamm 2.1.1 de verilen sartlar saglandigindan w bir
vektor uzayidir. w mn sifir eleman: tiim terimleri sifir olan 6 = (0) dizisidir.

Bu aciklamalarin 1s1ginda w uzay1 asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.1.9. Reel terimli tim dizilerin uzayr w,
w={z = (zx) : her k € N i¢in z;, € R}
ctimlesi ile gosterilir.

w nin herbir alt vektor uzaymma bir dizi uzayr adi verilir. Asagida bazi dizi

uzaylar1 sunulmustur.

Tanim 2.1.10. Swrl dizilerin (o uzan, sifira yakinsak ve yakinsak dizilerin

uzaylary sirasy ile

loo = {x = (x1) € w:sup|zg| < oo}

keN

coz{a::(xk)ew: limxkzo}

k—o0

c= {x: (xk) Ew:klim |z, — €] =0, en az bir { € R ig:z'n}
— 00
cumleleri ile tanimlanar.

Tanim 2.1.11. Bir (zy) dizisi i¢in, genel terimi

Sk =21+ T2+ ... + Tk



seklinde tanimlanan (sy) dizisi digindldiginde ((zg), (sk)) swrale ikilisine kisaca
sert ismi verilir. Burada xj, terimine, serinin genel terimi denir. Genel terimi xy,
olan seri de

>

k=1
notasyonu ile gosterilir. Eger klggo Sp = S 18€ Zk:xk serisine yakinsak ve toplama s
denir.
Tanim 2.1.12. Swrase ile yakinsak seri olusturan dizilerin uzay, sinrl seri teskil
eden dizilerin uzayr ve mutlak p-toplanabilir dizilerin £, uzay

cs = {:B = (zg) Ew: Y wg yakznsak‘}

k=1

bS:{x:(xk)Ew:sup > ag <oo}
neN k=0
Kp:{:c:(xk)Ecu:Z\:ck\p<oo}, 0<p<oo
k=1

ile gosterilir.

Tanim 2.1.13. Pozitif reel saylarin sinurly bir dizisi (py) dizist ayni zamanda H
ile M ise H = sup px, M = max{1, H} olmak tizere Maddox [32] (ayn: zamanda

Simons [33], Nakano [34]) tarafindan tanimlanan ((p) lineer uzay

) = {2 = (o) € Sl < oo}

ctumlesidir ve bu uzay
1

o) = (Sl

ile tam paranormlu uzaydar.

Tamim 2.1.14. Her n € N i¢in (Pz), = x + 1 esitligi ile verilen w tzerindeki
P operatériine shift operatorii denir. ( Ly tzerinde bir L Banach limiti negatif
olmayan bir lineer fonksiyonel olarak tanimlanur oyle ki L(Px) = L(x) ve L(e) =

1, burada e = (1,1,...) dir.)



Tamim 2.1.15. Bir © = (x,) dizisinin bir | saypisina hemen hemen yakinsak

olmasu igin gerek ve yeter kogul bitin L Banach limitleri i¢in L(x) = [ olmasidar.

1948’de Lorentz, x in [ ye hemen hemen yakinsak olmasi icin gerek ve yeter
sartin

—> Tpir — 1 (M — 00) n ye gore diizgiin
M =1

oldugunu ispatlamistir. Yani hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi

1 m
¢ = {x : lim — > @, mevcut, n ye gore diizgiin}
m Mg=1

ciimlesidir. Literatiirde hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi ¢ veya f sembollerin-

den biri ile de gosterilmektedir.

Tanim 2.1.16. Eger M C N ise Sy : w — w lineer donusumi

it € M 1se
S .= ’
(Sa(2)); {O,i ¢ M ise
ile tanwmlanwr. Eger M = {1,2,...,n} ise Sy i¢in S, yazlr. S,(z) djesine

T € w mn n —inci kisma ady verilir bazen S, (x) i¢in ™ géosterimi de kullanalr.

Yani, x1, xo, ... ler x in koordinatlar: ise

olmak “izere

dir [35].

Tanim 2.1.17. (X, ||-||) ve (Y, |||ly) normiu uzaylar ve f : X — Y bir dénisim

ve xg € X olsun. Eger her € > 0 i¢in
|z — ol <0 olan her v € X igin || f(x) — f(zo)|ly <€

olacak bigimde bir 6(xg,e) > 0 sayist varsa f ye x noktasinda sireklidir denir.

Eger f fonsiyonu X in her noktasinda strekli ise f ye X tuzerinde sureklidir denir

[29].



Tanim 2.1.18. X bir vektor uzayr ve 7, X tzerinde bir topoloji olsun. Bu takdirde

eger
+: X x X =X
(z,y) =z +y
ve
S Fx X =X
(A, z) =z

dondigimleri sirekli ise, bu takdirde (X, T) topolojik uzayina bir topolojik vektor
uzayr denir ve bu durum kisa olarak TV S olarak gdsterilir. (X, 1) topolojik vektor

uzay lzerindeki topolojiye lineer ya da vektéor topoloji denir [25-31, 35].

Tanim 2.1.19. Eger her k € N i¢in pi(xz) = xy ile tamwmlanan pp : X — F
dontsumlerinin her birt surekli ise bir lineer topoloji ile birlikte bu A dizi uzayina

K —uzay ( koordinat uzayu ) denir [35].

Tanim 2.1.20. \; bir K-uzayr olmak tzere aynit zamanda bir Banach uzay: ise

yani bir tam lineer metrik uzay ise A, K—uzayina bir BK—uzay denir [35].

Ornek 2.1.1. ¢y, ¢ ve lo, wzaylar ||z||, = supy, |vx| normu ile Banach uzayi ve
her bir k i¢in

k] < [l

oldugundan bu dizi uzaylarinin koordinat izdisum fonksiyonlary sureklidir. Bundan

dolays cy, ¢ ve Uy uzaylarin her biri BK-uzaydir. Bundan baska 1 < p < 0o olmak

0 1/p
Il = (z |xk|p)

normu ile bir BK —uzayidar.

tuzere €, uzayr

10



Herhangi bir 1 < k < m i¢in pg(x) = xx, k > 1 ile tanuml izdisim

fonksiyonlar: (fp, HJ}HZP) tizerinde stureklidir. Gercekten y = (Y1, Y2, -, Ym, ---) 1¢iN

k(@) — pe(y)| = |lzk — yil
00 1/p
< (Sl -ul)
k=1
= |lz — ?JHep
bulunur. Her € > 0 icin § = ¢ secilirse

|z —yll,, <o

1¢IM
lpe(z) = pr(y)| <0 =¢

bulunur. Bu nedenle py izdusim fonksiyonlar:y stireklidir.

Tamm 2.1.21. (X, 7) bir K—uzay ve x = (zx) € (X, 7) olsun. Bu takdirde eger

2™ =S et e (X, 7)
k=1

ise x, AK-ozelligine sahiptir denir. Eger (X, T) uzayimn her x elemany AK-ézelli-

gine sahip ise (X, T) uzaymma AK—uzay denir [36, 37].

Tanim 2.1.22. Swmrh dizileri sinarly dizilere dondistiren lineer dontsumlere limait-

leme metodu denir [38].

Tanim 2.1.23. A ve B iki limitleme metodu olmak tizere her B-limitlenebilen dizi
aynt limite A-limitlenebilir ise A ya B den daha kuvvetlidir denir ve bu durum

A D B seklinde yazilir [38].

Tanim 2.1.24. X ve Y ayne bir F cismu tizerinde tanimlanan ki vektor uzaiy
olmak tizere T : X — Y lineer dontsumiu birebir ve orten ise bu dontsime

lineer izomorfizm adv verilir [25, 27, 39].
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Tanmim 2.1.25. X ve p herhangi ki dizi uzayr ve her k,n € N i¢in an; lar reel
veya kompleks sayular olmak tizere A = (ang) bir sonsuz matris olsun. Bu takdirde
her birn € N i¢in

(Az)p = > anky
%

olmak izere; eger her v = (x) € X\ dizist i¢in x in A dénisgimi olan Ax =
{(Ax),} dizisi, p dizi uzayinda ise A matrisine X dan p ye bir matris donisimi ta-
mmbyor denir ve A : X —> p olarak yazlir. A : X — p ye olan bitin A

matrislerinin sinafe (X : ) ile gosterilir [36, 40].

A = () sonsuz bir matris i¢in (Ax), = Y, amkzy dir. Daha agik olarak

- - Zo
Qoo Ap1 Qo2 ... Qok
x
Q10 Az Q12 ... Qg
X2
(Az), =
Ano Ap1  Ap2 Ank
Tk
> AokTr
k
Zamxk
k
Zankxk
k

seklindedir.

7 = () ve § = (si) reel sayilarin yakinsak iki dizisi olmak iizere her k,n € N

icin
e k=n
buk(Tky Sk) =94 s, , k=n—1
0 , —
olarak tammlanan B(7,S) = {b.k(rk,sr)} matrisine ikili dizisel band matrisi
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denir. Daha acik bir ifade ile

o 0 0 0

So T 0 0

dir.

Ik olarak ikili dizisel band matrisini Srivastara ve Kumar [41, 42], Panigrahi ve
Srivastava [43] ve Akmedov ve El-Shabrawy [44] kullanmig olup son zamanlarda
Candan [1-3], Nergis ve Bagar [23, 24] ve baz1 matematikgiler ¢aligmalarinda
bahsi gecen matrisi kullanmiglardir.

Kirig¢gi ve Bagar'in [45] nolu ¢alismasimin devaminda; B(7,s) doniigtimleri
klasik dizi uzaylarinda ve hemen hemen yakinsak dizilerin uzayin da olan tiim
dizilerin uzaylarimi Candan [1] ve [3] nolu ¢alismalarda, ¢(p) uzayinda olan biitiin
dizileri igeren mutlak olmayan tipten K(E ,p) dizi uzaym ise H. Nergis ve F.
Basar [24] nolu calgmalarmda tanimladilar. Kisaca [23] nolu cahsmada ¢(B, p)
uzayinin alpha-, betha- ve gamma- duallerini hesaplayip bazini insa ettikten sonra
K(E ,p) uzaymdan bazi dizi uzaylarina matris doniigiimlerini karekterize ettiler.
Yine H. Nergis ve F. Bagar [24] nolu ¢aligmalarinda E(E ,p) uzaymin rotundlugu
gibi geometrik ozelliklerinin yanm sira Kadec-Klee ve diizgiin Opial ozeliklerini
incelediler.

B(7,3) matrisinde ozel olarak 7 = e ve § = —e alinirsa agik olarak AW matrisi
elde edilir. Bununla birlikte 7 = re ve s = se alinirsa genellestirilmis fark matrisi
olan B(r,s) matrisi elde edilir. Dolayisiyla B(7,s) matrisinin etki alani ile ilgili
sonuclar A®) ve B(r, s) matrislerinin etki alani ile ilgili sonuclardan daha genel

ve daha kapsamlidir. Burada sunu da belirtelim ki tiim ¢aligma boyunca

R (2.1.2)



olarak kabul edilecektir. N = {0,1,2,...} dogal sayilar ctimlesinin biitiin sonlu

ctimlelerinin koleksiyonu da F ile gosterilecektir.
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3. B CIFT BANT MATRISININ ¢(p)

UZAYINDAKI ETKI ALANI

Bu boliimde matris etki alam1 tanimindan faydalanilarak insa edilmis olan
literatiirdeki baz galigmalara yer verildikten sonra B(7, 5) dizisel ¢ift band matrisinin
{(p) dizi uzayindaki etki alani olan E(E,p) tam paranormlu lineer dizi uzayi

tanimlanarak bazi ozellikleri incelenmistir.

3.1 Mutlak Olmayan Tipten K(E,p) Dizi Uzay1
Tanim 3.1.1. X bir dizi uzay, A da sonsuz bir matris olmak tzere;
A ={r= (1) Ew: Az € \} (3.1.1)

olarak tanimlanan ciumleye A matrisinin A—etki alany denir. Burada s da bir

dizi uzayidr [23].

Her k ve n dogal sayisi i¢in

1, 0<k<n
Snk =
0 , k>n

ile tamimlanan S = (s,;) matrisi i¢gin S déntigiimleri, ¢(p) uzayinda olan biitiin
dizileri iceren M notasyonu ile gosterilen dizi uzayr Choudhary ve Mishra [46]
tarafindan tanimlanmigtir.

Kismi toplamlar dizisi, ¢o.(p) dizi uzaymda olan tiim dizilerin ciimlesi [47]
nolu galigmada Basar tarafindan bs(p) dizi uzay1 olarak tanmimlanmgtir. (3.1.1)
gosterimi ile £(p) ve bs(p) uzaylar; £(p) = [£(p)]g, bs(p) = [beo(p)]s olarak
gosterilir. Cok yakin zamanda Nergiz ve Bagar [24] ve [23] nolu ¢aligmalarinda

B(7,3) déniisiimleri £(p) uzaymda olan biitiin dizilerin ciimlesini /(B, p) dizi uzay:

olarak tammladilar. Daha acik bir ifade ile 0 < p, < H < 0o olmak iizere {(B, p)
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uzayi
U(B,p) = {(:ck) Ew: Zk: |Sp_1Zk—1 + x| < oo}
climlesidir.
Her £ € N igin pr = p alinmasi durumunda E(E, p) dizi uzayr daha 6nce
Kiriggi ve Bagar [45] tarafindan tanimlanan ENP uzayina indirgenir. é(é ,p) dizi

uzay1 (3.1.1) gosterimi kullanihirsa agagidaki gibi yazilabilir:

((B,p) :=[t(p)]5 .
Bir z = (xy) dizisinin B(7,s) doéntigiimii olan dizi y = (yx) dizisi ise her k£ € N
icin
yr = {B(7,5)x}, = sp_1Zk—1 + 7Tk (3.1.2)

olur ki, buradan ¢ok acgik bir sekilde

UB,p) = [Up)]56s)
={z = (z4) ew: B(r,5)z € {(p)}
={z=(x) ew:yelip}

— {(g;k) cw: zkj |sk—12r-1 + rei|™ < oo} (3.1.3)

elde edilir.
Simdi asagidaki teoremde kullanilacak olan, Alman matematik¢i Hermann
Minkowski tarafindan elde edilen ve literatiirde Minkowski esitsizligi olarak bilinen

esitsizligi verelim.

Lemma 3.1.1. Hepsi birden sifir olmayan x;,y; i = 1,2, ... reel ya da kompleks

sayilar ve 1 < p < 00 sayist i¢in

1 1 1
00 D o] D o] D
(z 22 + y|> < (z w) ; (z |yi|p)

dir.
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Teorem 3.1.1. 1 < p < oo ve x = (z,) € {, olmak tizere

< »
Jell, = (£ o)
n—=

ile tanimlanan ||.||, : €, — R fonksiyonu €, dizerinde bir normdur.
I-le, » ¢» uzays igin dogal normdur. Bu norm £, tzerindeki dy, metrigini
indirger yani
de, (f,9) = Ilf —gll,,

dir [29].

D=

Ispat. i) Her z = (x,,) € £, icin ||z||, = (Z \xn|p) >0 dir. x = (z,,) € {, icin
P n=1

[z][,, = 0 olsun. Bu durumda

=

p

lall, =0 <= (£ faul")” =0
< > |z.[' =0
n=1
<= |z,| = 0 her n € N igin
<=1z, =0 her n € N i¢in
<=z =0
oldugu gortiliir.

ii) Her z = (x,,) € ¢, ve her A € R i¢in

1
Iacl, = (£ hol?)
~ (i)
n= N l
= (W E )
n=1

—A* (5 rxnrp);

= (£ bt

= [Allll,,

17



olur.

iii) Minkowski esitsizligi kullamlarak i{iggen esitsizliginin

saglandigl

gosterilebilir. Her x = (z,,) € {, ve y = (y,) € {, igin Minkowski esitsizligini

kullanilarak

=

1
0 D [e%¢} P [e%¢}
( _1|xn+yn|p) < (;mlp) + (Z_jllyn!p)

yazilabilir. Buna gore

1
o] P
o+ ol = (£ o+ ")
B 1 1
[e'e) D o0 V4
< (Stor) + (S )

= llzll,, +llull,,
olur. O halde <€p, Il 13,,) bir normlu uzaydir.
Burada sunu da belirtelim ki 0 < p < 1 olmasi durumunda

o p
fell, = (£ 1)
n=

norm tanimlamaz. Gergekten

3 =

z=(1,0,0,...,0,...)
y=(0,1,0,...,0,...)
alindiginda
r+y=(1,1,0,..,0,...)
olur. Bu durumda
lell,, = (177 =1
ve
lylly, = (17)7 =1
olup
e+ yll,, = (17 +17)5 = 25

18
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bulunur. Boylece % > 1 oldugundan

1
[y, +ylly, =1+1=2<2v =z +yl,

B =

n=1

elde edilir ki bu 0 < p < 1 olmasi durumunda |[[z|[, = <Z |xn|p> nin ¢,

iizerinde norm tanimlamadigini ispatlar. Fakat
d@,y) =l -,  0<p<l
¢, icin bir metriktir.
Teorem 3.1.2. Z(E,p) dizi uzay,
1
M
h(x) = (Z |Sk-1Tk—1 + Tkl‘k|pk) (3.1.4)
k
paranormu ile paranormlu tam metrik uzaydir [23].

ispat. €(§ ,p) uzaymin toplama ve skalerle garpma iglemleri ile bir lineer uzay
oldugunu gostermek kolaydir.
i) Her z,y € ¢(B,p) i¢in (z +y) € {(B,p) oldugu gosterilmeli. £(B,p) nin

(3.1.3) daki tanimimdan

S lsko1 (Tr—1 + yk—1) + i (. + yi) |
%

pik M
=> [‘(Skflmkfl + rexk) + (Sk—1Ye—1 + TEYK)| M]
i
Pl pp 1M
<> [‘Skflxkfl + 1@ M+ |Sk—1Yk—1 + TRk M}
k
M
Pi Pr
< D Sk—1Tk—1 + TRk M} + {Z |Sk—1Yk—1 + Tk Yk| M}
k k

< o0

dur. Béylece (z + y) € (B, p) dir.

ii) Her z,y € E(E,p) ve a € R icin ax € K(E,p) oldugunu gostermek icin
Z ‘Oé (Skfll'kfl + T‘kl'k)’pk = ‘O&‘pk Z ‘Sk,ﬂ[kfl + Tk$k|pk
3 3

< 00
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olup ax € K(E, p) dir. O halde E(E, p) bir lineer uzaydir.

Oncelikle (3.1.4) ile tammlanan h nin bir paranorm oldugu gosterilmeli. § =
(0,0, ..) oldugundan h(#) = 0 oldugu ve x € ¢(B, p) i¢in h(z) = h(—z) esitliginin
saglandig kolay bir sekilde goriilebilir. Ucgen esitsizligi icin Minkowski esitsizligin-
den faydalamildiginda her z,y € E(E,p) almip kolay bir sekilde agagidakiler

yazilabilir:
1

M
|Sk—1 (Tp—1 + Y1) + 7% (25 + yk)|pk]

Sy

M
[ [|(Sk—1$k_1 + rpxk) + (Sk—1Ye—1 + TEYK)| } ]
<> [\Sk—lﬂﬂk—l + e M+ |Sk—1Yk—1 + TrYk| M}
2

L
M

1
M
|sk—12K—1 + Tkﬂﬁk’pk] + [Z |sk—1Yk—1 + Tkyk|pk]
%

dir. (A\,), Ay — A (n — o0) olmak iizere skalerlerin bir dizisi, (x(”))zozo dizisi
de z" € ¢(B,p) elemanlarmm h(z™ — z) — 0 (n — o) olacak sekilde ki bir

dizisi olsun. Buna gore
h(Az™ —Az) < h[(Ay = A) (2" —2)] + B[N (N = V] + 2 [\, — N 2] (3.1.5)

yazilabilir ki A, — X (n — o0) oldugundan yeterince biiyikk n ler igin

|An — A| < 1 alinirsa

lim 2 [(\, — A) (z" — )] < lim h(z™ —2) =0 (3.1.6)

n—oo n—o0

olur. Buna ilaveten

lim h[A (A — A)] < max {1, |)\|M} lim h(z™ — z) =0 (3.1.7)
n—0o0

n—o0

dir. Ayn1 zamanda

lim A [\ — A)z] < Tim [Ay — A 2(z) = 0 (3.1.8)

n—o0
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dir. Dolayst ile (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) ve (3.1.8) den
h(A,z™ — Az) — 0, (n — o0)

elde edilir. Bu da A nin ¢ (E ,p) tizerinde bir paranorm oldugunu gosterir. Bunlara
ilaveten h(z) = 0 ise

S lsk_12k—1 + rregl’ =0
%

dir. Buradan her bir k € N i¢in |sy_125_1 + x| = 0 elde edilir. Eger k = 0
yazilirsa |s_12_1 + r9x0|"” = 0 olup r9 # 0 ve s_; = 0 oldugundan zy = 0 olur.
Eger k = 1 ise g = 0 oldugundan z; = 0 olur. Bu sekilde tiimevarim ile her £ € N
i¢cin 2y = 0 elde edilir. Yani x = (0,0,...) = 6 dir. Bu ise h nin total paranorm

oldugunu gosterir. Simdi ¢ (E ,p) dizi uzaymm tam oldugunu gosterebilmek icin

" = {xé"),xgn),x;"), o, }

olmak tizere {xé")} ,{(B, p) de bir Cauchy dizisi olsun. (Ispatin geri kalan kisminda

B(7,3) matrisinin yerine B yazlacaktir.) Bu taktirde verilen her & > 0 icin ng(e)
pozitif tamsayisi vardir 6yle ki her n,m > ng(¢) icin k(2™ — (™) < ¢ kalir. Her

bir k£ € N sabiti ve n,m > ngy(e) igin

(Ber), — (Ben), = [ (B), = (B),

dur. Her n,m > ny(e) igin {<§x0> , <§x1> ,} dizisi her k sabiti icin reel
k k
sayllarin bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan dolay1 (Em") — (Em) ,
k k
(n — o0) yazilabilir. Bu sonsuz tane elemanin (Eas) , <§:U> , (Em) , ... limitleri
0 1 2

kullanmilarak {(E:c) , (Ex) , (Em) ,} dizisi tanmimlanirsa, her bir £ € N ve
0 1 2

her n,m > ny(e) i¢in

s|(Bs7), - (B),




olur. m, k — oo igin limit alinirsa her n > ng(e) i¢in

L
Pr | M
<€
k

h(z" —z) = {; ‘ (Em")k - (Ewm>

kalir. Buise 2" — x € €(§ ,p) oldugunu gosterir. ¢ (§ ,p) lineer uzay oldugundan
z € (B, p) dir, yani " — z (n — o0) ve x € {(B, p) oldugundan dolay1 ¢(B, p)

tamdir. O
Teorem 3.1.3. E(E,p) uzayr mutlak olmayan tipten bir dizi uzayidar.

Ispat. |z| = (Jz1|) olmak iizere en az bir z € ¢(B, p) igin h(x) # h(|z|) oldugunu

gosterelim. Bunun icin

(z) = (1,-1,1,—-1,..., (-1, ..)

ve (s;) = (rg41) olarak tanimlanirsa

1

h(z) (z (se a1 + rkmpk)
k

1
= (|8_1{E_1 —f- Tol’olpo + |Sol’0 + 7"11'1|p1 + |Sll‘1 + 7"2[L‘2|p2 —I— )M

— (1" 4 (11 + (= 1)+ (ra(=1) + 7o) 4.
= (7‘80>ﬁ s (.1},1 == 0)

olur. Buna kargin

1

bl = (S lseoslocsl + el )
= (Is—1 |z—1] + 7o ol [”* + [s0 |zo| + 71 |21 |[[P* + |51 |z1] + 72 22| + )ﬁ
="+ (ri+r)" + (re + 1) + )ﬁ
= (rf + 2r" + 2r8* + )ﬁ
bulunur ki agik olarak h(z) # h(]z|) dir. Bu da ispati tamamlar. O

Teorem 3.1.4. E(E ,p) deki yakinsaklik koordinatsal yakinsakliktan daha kuvvetli-
dir [23].
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Ispat. Oncelikle h(z" — 2) — 0 (n — oo) olmasmm her k& € N icin
x) — xp (n — 00) olmasii gerektirecegi gostermelidir.
Sabit bir k icin

2
. n n
nhm ‘sk_lxéjl + Tka:; ) — sk 1T — TR

P
< ILm > Sk—ﬂ;(:,)l + rkxin) — Sp_1Th_1 — TETk (3.1.9)
n o0 k

= lim [h(z" — x)]

n—o0

=0

dir. Boylece k = 0 igin

(n) (n) 2 (n)

. . n
lim |[s_j2'] +roxy —s_12-1 —Toxo| = lim |roxy — roxo‘
n—o0 n—oo
. n
= lim |ro| |2 — 20
n—oo
=0

2\ —xk‘ — 0 (n—

dir ve |rg| > 0 oldugundan lim |r¢| xé") — xo’ = 0, yani
n—oo

o0) gercegi elde edilir. Benzer olarak her bir k& dogal sayisi igin

\x,gm - xk) 50, (n—o0) (3.1.10)

sonucuna ulagilir. O

Teorem 3.1.5. ({,)5 koordinatsal toplama ve skalerle ¢arpma islemleri altinda

lineer uzaydir ve 1 < p < oo olmak tzere

3=

2] := | 3 |sk—1@p—1 + ray|” (3.1.11)
k
ile bir BK — uzaydur [23].

ispat. Teoremin ilk kisminin ispati rutin bir uygulamadir, bu nedenle detaylar
birakilmigtir. £, nin bilinen normuna goére bir BK —uzay1 ve B(7,s) matrisi bir
tiggen matris oldugundan Wilansky’nin [48] nolu ¢ahgmasidaki Teorem 4.3.2 ye

gore 1 < p < o0 icin (¢,) (75 bir BK —uzayidir. O

23



Teorem 3.1.6. (r,) ve (s,) pozitif reel saylarn yakinsak iki dizisi ise mutlak
olmayan tipten E(E,p) dizi uzayr, her k € N i¢in 1 < p, < H < o0 olmak tzere

0(p) uzaywna lineer paranorm olarak izomorfiktir [23].

Ispat. Bu iddianmn dogrulugunu ispatlamak icin €(§7p) dizi uzay1 ile ¢(p) dizi

uzay1 arasinda bir lineer bijecsiyonun mevcut oldugunu gostermek gerekir.

T : {(B,p) —(p)

r —T(x) = B(T,8)x

dontigimi tanimlansin. Her z, 2 € w ve her a € R i¢in

T(ax + z) = B(7,3) (ax + 2)
= B(F,5)az + B(7,5)z
= Sp_10Xp_1 + TRaxy + E(f, )z
= o (Sp_1%p_1 + TRTE) + E(f, )z

= aB(F,3)x + B(7,3)z

=aol(x)+T(z)

oldugundan 7" doniigiimii lineerdir.

T(x) = B(7,§)z =0

ise x = 6 oldugunun gosterilmesi i¢in agsagidaki yol izlenir. Her k € Nigin sp_1 > 0

ve 1 > 0 oldugundan

T(x) = B(7,8)x = Sp_1Tk—1 + rxxr =0

ise x = 6 olur ki bu 7" dontisiimiiniin injectif oldugunu gosterir.
Her y € {(p) i¢cin B7'(7,3) invers matrisi kullamlhrsa T(z) = y den

B(r,8)x = y ve buradan x* = B7}7 3)y veya daha agk bir ifade ile
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olur ki bundan faydalanilarak

k=1 1 k=2 —s;
Sk-1Tk—1 + TRTp =Sk—1 ), —— | Yk—1—j T Tk

7=0Tk—1i=k—1—j i

sy k=l k=2 [ k-
=—> Il ()t 2

Tk—1j=0i=k—1—j i
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sp_q k=l k=2 “l k=1 /g, k=1 /g,
=——> II yku+2 I1 yr—j + 11 Yo
Tk—1j=0i=k—1—j \ T4 §=0i=k—j \ T4 i=0 \ Ti

S5 [ if (—51’) .

Tk—1i=k—

() ()

Tk—1i=k—1 i i=k T
k—1 k—2
—S5; Sk—1
+ ) yp—1 + — 1 (
i=k—1 T Tk—1i=k—3 T i=k—2 i
k=2 k—1
Sk—1 —5; -5
+— 11 < ) Y—a+ ] ( Yk—3
Tk—1i=k—4a i i=k—3 \ Ti
k—2 k—1
Sk—1 —S; —5;
+ — ( )yo+H< )y1+H( >y0
Tk—1i=0 i=0 T

Sk—1 Sk—1 [ —Sk—2 —Sk-1
= UYk— 1+yk+—< )yk—2+< )yk—l
Tk—1 Tk—1 Tk—2 Tk—1

Sk—1 [ —Sk-3 —Sk—2 —Sk—2 —Sk-1
() (G ) (5 (52 e
Tk—1 Tk—3 Tk—2 Tk—2 Tk—1
Sk— —Sk— —Sk— —Sk—
e G (G (G e
Tk—1 T'k—4q T'k—3 T'k—2
—Sk— —Sk— —Sk—
() (55) (G e
Tk—3 Tk—2 Tk—1

k=1 g,
+ TT (=)o
i=0 T4
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elde edilir. Bu 7'(z) = y demektir. Bu ise 7" nin surjectif oldugunu gosterir. O

halde her z € ﬁ(é,p) icin

dir. Boylece T" paranormu korur. O]

Teorem 3.1.7. ((B, p) uzayn AK — ézelligine sahiptir [23].
ispat. Herbir z = () € ¢(B,p) icin
2™ =S ze® ¥me{1,2,..} (3.1.12)
k=0

yazihrsa bu takdirde her € > 0 ve verilen z € £(B,p) icin bir N = N(¢) € N

mevcuttur oyle ki

oo
Z |sk,1xk,1 - Tk$k’pk < 0

k=0

dir. Bu ise negatif terim icermeyen Y |sx_125_1 + rrxi|”* serisinin yakinsak oldugunu
k
gosterir. Yakinsak bir seride ¢ok iyi bilindigi gibi kalan terimin limiti 0 olacagindan
Z |Sk—1fl7k—1 + Tkl"klpk <eM
k=N
dir. Bu takdirde her m > N i¢in
h(z — zm )—h(x— Zx;&)
k=0

= h (%0, T1, ey Tny T 1, Tty --) — (T0y T1, ooy T, 0,0, ..)]"

h‘ 0 ‘7xm+laxm+2a“')

L
M

|Sk—12K—1 + Tkwk\pk)
k=m-+1

1
M

IN

kol
R

(3
<

< (M)

|Sk—1TK—1 + Tk$k|pk)

€
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olup x = Y ze® dir.
k

Simdi bu gosterimin tek oldugunu gostermek icin z = > A\pe® oldugu var-
k

sayilirsa bu takdirde her bir k£ i¢in

(k-1 k=1 + reAr) — (Sk-1Tp—1 + rk;xk;)vgk]ﬁ
= [|sp_1 M1 + TEAL — Sk_1Tp_1 — Tkxk|pk}ﬁ

< Do ISk—1 A1+ TEAR — Sk_1Tk_1 — rkg;klpk]ﬁ
=D Isk—1 (M=t — Tp—1) + 75 (Mg — xk)ﬁ”c]ﬁ

= h(z — x)

dir. Bundan dolay1
Sk—1Ak—1 + Tp Ak — (Sp—1Zp—1 + 1k2%) = 0

dan

Sk—1Ak—1 F TpA\k = Sp_1Tp—1 + TipTk

olur. Yukaridaki esitlikte k£ = 0 yazilirsa
S_1A_1 + 19X = S_1T_1 + ToTo

elde edilir ki s_1 = 0 ve rg # 0 oldugundan \y = z( duir.

Yine yukaridaki egitlikte £ = 1 yazilirsa
50)\0 + 7”1)\1 = SoZg + 1121

elde edilir ve r; # 0 oldugundan A\; = x; bulunur.
Bu sekilde devam edilirse her bir k igin Ay = =z elde edilir. Sonug olarak
r = xre®) gosterimi bir tektir. O

k
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Simdi bir paranormlu dizi uzay1 igin Schauder bazi kavramini tanimladiktan

sonra {(B, p) dizi uzaymm baz verilecektir.

Tanim 3.1.2. (X, h) bir paranormlu uzay olsun. X in elemanlariman bir (by)

dizisine bir baz denir ancak ve ancak

lim A (x — Zakbk> =0

olacak sekilde bir tek (oy.) skaler dizisi varsa X toplamina sahip olan > ayby
k

serilerine (b,) ye gore x in agilime denir ve x = > agby olarak yazilur.
ko

Lemma 3.1.2. Bir \ dizi uzayimin, Ay matris etki alaniman bir baza sahip olmast

icin gerek ve yeter sart A tiggen matris olmak tuzere X\ nin bir baza sahip olmasidir

[49]

Sonug 3.1.1. 0 < pr, < H < oo ve k € N igin oy = (Ex)k olsun. Her sabit k € N

icin ((B,p) uzayimn elemanlarmn b* = {b%k)}neN dizisi

g
—— 7 , 0<k<n
bk = j=k "’ (3.1.13)
0 , k>n

olarak tanimlansin. Bu takdirde (3.1.13) ile verilen {b%k)}neN dizisi ((B,p) igin
bir bazdir ve herhangi bir x € E(é,p) elemam, v = Y o b® formunda bir tek
k

gosterime sahiptir [23].
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4. MUTLAK OLMAYAN TIPTEN €(§,p)

UZAYININ a—, 3— ve v— DUALLERI

Bu boltimde iki dizi uzaymin carpim uzayl tanimi vasitasi ile herhangi
bir dizi uzaymin alpha-, betha- ve gamma- dualleri tanimlar1 verildikten sonra
mutlak olmayan tipten E(E ,p) dizi uzaymn alpha-, betha- ve gamma- duallerini

belirleyecek teoremler ifade ve ispat edilecektir.

4.1 K(E,p) Uzayinin Alpha-, Betha- ve Gamma- Dualleri
A ve p dizi uzaylar igin S(\, ) climlesi
S\ p) ={z= (=) € w:xz = (z2) € p, Vo = (zg) € A} (4.1.1)

olarak tanimlanir ve S(\, ) climlesine A ve p uzaylarinin garpimi denir. Bir A dizi
uzaymin alpha-, betha- ve gamma- dualleri (4.1.1) gosterimi kullamlarak siras
ile \* = S(\, 01), M = S(\ cs), N = S(\ bs) olarak tanimlanir. Daha acik bir

ifade ile asagidaki gibi yazilabilir.

A= S\, )
={z= (%) Ew:rz=(z12) €L, Vo= (1) €N}
:{z:(zk)ew:§|xkzk|<oo, Va::(xk)e)\},
M = S(\,es)
(o= (2) €w:az = (mem) Ecs, Vo= (ap) €A}

= {z = (z) Ew: ixkzk yakinsak, Ve = (xy) € )\} :
k=1
AT = S(), bs)
={z= (%) €w:az = (vp2x) € {1, Vo = (zx) € A}

= {z = (2) Ew: Y xRz suarl, Vo = (zp) € )\} .

k=1
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p = (pr) dizisi i¢in 0 < pr < 1 olmasi durumu igin ispat 1 < pp < H < o0
olmas1 durumunun ispatina benzer olarak yapilabiliceginden dolayi, bu durumun
detaylar1 gozardi edilerek Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.3 de sadece 1 < pi <
H < oo olmast durumu incelenecektir. Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.3 {in ispatinda

ihtiyac duyulacak olan ii¢ lemma agagida verilmigtir.

Lemma4.1.1. [(3.1.9), Teorem 5.1.2 in (i) ve (ii) maddeleri) A = (anx) sonsuz
bir matris olmak tzere asagidaki ifadeler saglanar.

i) Her k € N i¢in 0 < pp < 1 oldugunda A € (¢(p),ls) olmasi igin gerek ve
yeter sart

sup |ank|™* < oo (4.1.2)
n,keN

olmasidar.
ii) Her k € N igin 1 < pp < H < o0 oldugunda A € ({(p),ls) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

sup y_ ‘ankM_1|p’“ < 00 (4.1.3)
n,keN k

olacak sekilde bir M > 1 tamsayist vardur [50].

Lemma 4.1.2. [(3.1.9), Teorem 3.1.2] Her k € N i¢in 0 < pp, < H < o0
oldugunda A = (an,) € (U(p),c) olmasi igin gerek ve yeter sartlar (4.1.2) ve
(4.1.3) ile birlikte her k € N i¢in

n—o0
olmasidur [50].

Lemma 4.1.3. [(3.1.10)] A = (ank) sonsuz bir matris olmak tzere asagidaki
ifadeler saglanr .
i) Her k € N igin 0 < pr < 1 oldugunda A € ({(p) : 1) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
Pk
N auM Tt < oo

neN

sup sup
NEF keN
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olmasudar.
i) Her k € Nigin 1 < p, < H < 0o oldugunda A € ({(p),¢1) olmasi igin

gerek ve yeter sart

!

Py

Z ankM_l

neN

sup 3

NeF k

< 0

olacak sekilde bir M > 1 tamsayist vardur [51].

Teorem 4.1.1.
(~pr s
S$ip) = U {a=(aw) cw:sp X |9 "L Fa,M7| <o
M>1 NEF k |neN  Tn  j=k7j

> S

neN Tn  j=kTj

a, M1
NeF keN [k

Pk
< oo}

Ss(p) == {a = (Gpk) € w: sup sup »

olmak tzere

- a Si(p) , 1<pr<H<x
{ ,p)}
dir [23].

Ispat. Herhangi bir a = (a,) € w almsm. (3.1.2) kullamlrsa her n € N icin

o (1),
T, =) ——|]—

kgo Tn jl;[k Ty
elde edilir ve boylece;

n (1 n—kn—1.
antn = 32 T T S = (Cy)ey meEN

k=0 Tn i=k T]

bulunur. Burada her k,n € N i¢gin C' = (¢,,) matrisi

(—1)"_kn_15j <k<
T H r_ja” ; 0 ~ SN
Cnk = j=k
0 , k>n

olarak tanimlanir. Bu takdirde Lemma 4.1.3 (ii) g6z 6niinde tutuldugunda; x =
(z) € U(B,p) oldugunda ax = (a,x,) € {1 olmas icin, gerek ve yeter sartn
y = (yx) € {(p) oldugunda Cy € ¢, oldugu goriiliir. Bu ise

{(B.p)}" = i)

anlamina gelmektedir. ]
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Teorem 4.1.2.

n (D) s

Ss(p) = U qa=(an) €Ew:sup . [> 11 aM™ <oop,
M>1 neN =k Ti  j=kTj
o (1 i—ki—1 .
Si(p) := {a = (apk) E w: Zgniai < oo} ,
i=k  Ti j=kTj
n (D)t [T
S5(p) == S a=(an) Ew:sup |y [[1-2a| <oo
neN li=k  Ti  j=kTj
tanimlanirsa
~ B S3(p) N Sa(p) , 1<px < H < o0, Vk e N
{tB.n} =
54(p)ﬂ55(p) , 0<pk < 1, Vk e N

dir [23].

Ispat. Herhangi bir a = (a;) € w almdiginda ve (3.1.2) ile elde edilen denklem

diistiniildiigiinde

éaixi = [i Fii_klnls—]yk] ;

k=0 i =kTy

= (Dy)n (4.1.5)

(4.1.6)

olarak tanimlanir. O halde (4.1.5) ile birlikte Lemma 4.1.2 beraber diigiiniildiigiinde
r = (x;) € ((B,p) iken ar = (a;z;) € cs olmasi icin gerek ve yeter sart

y = (yx) € {(p) iken Dy € ¢ olmasidir. Boylece (4.1.3) ve (4.1.4) den

/

N i =
sup Y D ——[]ZaiM < 00

neN i=k  Ti  j=kTj
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ve buradan
elde edilir. Bu ise

oldugunu gosterir. O

Teorem 4.1.3.

{g(ép)}v S3(p) , 1<py<H<oo, VEEN
Ss(p) 0<ppe<1, VkeN

ispat. Bir 6nce ki ispatta (4.1.5) ile verilen esitlik ve Lemma 4.1.1 hesaba katildi-
gmda z = (z;) € (B,p) iken ax = (a;z;) € bs olmasi i¢in gerek ve yeter sart
D = (du), (4.1.6) da tammmlanan matris olmak iizere y = (yx) € {(p) iken
Dy € {, olmasidir. Boylece (4.1.2) ve (4.1.3) den py > 1 igin {E(E,p)}AY = S3(p)

ve pr < 1 igin {E(E,p)}7 = S5(p) elde edilir. ]
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5. BAZI MATRIS SINIFLARI

Bu boliimde iki dizi uzay1 arasindaki matris doniigtimleri kavrami agiklandiktan
sonra mutlak olmayan tipten E(E ,p) dizi uzayindan bazi dizi uzaylarina matris
siniflarinin karakterizasyonu verilmis olup, ki bunlardan biri olan Teorem 5.1.1
de p = (pg) dizisinde 0 < pp, < 1ve 1l < pp < H < oo olmast durumlarina
gore ¢ (E ,p) dizi uzayindan smirh dizilerin uzay olan £, a matris déniigiimlerinin

karakterizasyonu verilmistir.

5.1 {(B,p) Dizi Uzay1 Uzerinde Matris Déniisiimleri

Lemma 5.1.1. Herhangi iki a,b € C ve herhangi bir M > 0 igin
la-b < M (¢aM—1|”’ v |b|”>
dir. Burada p ve p' (2.1.2) de verilen egitlik ile birbirine bagldur [235].

Teorem 5.1.1. A = (an) bir sonsuz matris oldugunda p = py dizisinin farkl
durumlarina gore asagqidaki ifadeler saglanr.
i) Her k € N icin 1 < py < H < 00 olsun. Bu durumda A € ({(B,p), {~)

olmas i¢in gerek ve yeter sartlar

’

(—1)iFizls, Pr
sup y ;. Z IT1-2auM ™| < oo, (5.1.1)
neN Tio j=kTj
olacak sekilde bir M > 1 tamsayisiman olmast ve
o (—1 i—k j—
Z(> Him<m (5.1.2)
i=k Ty =k ]

olmasudar.
ii) Her k € N i¢in 0 < pp < 1 oldugunda A € (E(é,p),ﬁoo) olmasu igin gerek
ve yeter sartlar (5.1.2) min yani sira

(s ]
sup S| S ——T[] Za, M < 00 (5.1.3)

n,keN k [neN Tn j= =k
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olmasudur [23].

Ispat. Oncelikle (5.1.1) sartimin ve (5.1.2) sartmmn saglandigim kabul ederek
sartlarin yeterliligini gostermek ic¢in x € (€(§ ,p) oldugu kabul edildiginde, her
sabit n dogal sayis1 i¢in {ank} ey € {E (E ,D) }B oldugundan dolay1 z in A doniisii-
mii mevcuttur. Her m,n € Nigin (3.1.2) kullanilarak agsagidaki esitlik hesaplanabi-
lir.

Zankxk = ZZ( D H1 %3 s (5.1.4)

T = kT]

Hipotez dikkate alindiginda, (5.1.4) de m — oo i¢in limit alinirsa her bir n € N

icin
( 1) 133
T j= kT]

elde edilir. (5.1.5) esitligini ve Lemma 5.1.1 gart1 kullanilirsa

& (-1t s
sup Zank:nk SSUPZ Z H_am |yk|
neN | k neN k |i=k  Ti  j=kTj

> (—1)Ficls; 4 p
<supy M | > ——]] ~auM + Jye ™

neN g i=k Ti  j=kTj

<M [ sup Z iMHl %

neN i=k  Ti  j=kTj

mM— + Z |y/’<:|plc
k

<0

oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine, A € ({(B,p),ls) ve her k € Nigin 1 < p, < H < oo oldugu
kabul edildiginde, her x € E(E,p) icin Ax mevcut oldugundan her n € N i¢in
{ank}pen € {K(E,p)}ﬂ dir ve (5.1.2) nin gerekliligi direkt elde edilir. Bunun
yamsira (5.1.5) den her n, k € N i¢in

>~ (—1 i—ki—1 .
bk, = EQ I1 S_jani

i=k  Ti j=kTj
olarak tammlanan B matrisi (4.1.3) sartin saglar ki bu (5.1.1) sartina denktir.

Bu da ispat1 tamamlar. O
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Lemma 5.1.2. [(3.1.11), Teorem 3.1.9) A = (an,) € (U(B,p), f) olmasy igin

gerek ve yeter sart (4.1.2) ile (4.1.8) mevcut ve her bir k € N igin
Jdap € C oyle ki f—lima,, = ag

olmasudur [23].

Teorem 5.1.2. Her k,n € N i¢cin

x (~1)ics;

nk = Sk_1fnk1 + Thfok V€ for =D IT-2en
i=k Ti  j=kTj

ile E = (eni) ve F = (fu,) matrisleri tanumlansm. Bu takdirde E € (((B,p), f)

olmasu i¢in gerek ve yeter sart F € ({(p), f) ve her n € N sabiti i¢in
F" e ({(p),c)

olmasidir. Burada F™ = (ffﬂg), her m,k € N i¢in

m ;=1
£ Zk(_’“? ij_;em R
mk — = J=
0 , k>m

olarak tanvmlanwr [23].

ispat. £ = (en) € (¢(B,p) : f) olsun ve z € ¢(B,p) almsm. Bu takdirde her

m,n € N icin agagidaki egitlikler yazilabilir

ienkxk = e [i(_l)kikﬁlﬁyil (5.1.6)

i=0 Ti  5=iTj

Buna goére Fz mevcut oldugundan F™ € ({(p),c) dir. (5.1.6) esitliginde
m — o0 icin limite gegilirse Ex = Fy elde edilir. Fx € f oldugundan Fy € f

olur. Yani ' € ({(p) : f) dir.
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Tersine, F' € ({(p), f) ve F* € ({(p),¢) olsun ve x € ((B,p) alndiginda
(fak)nen € {(p)}? ve F € ({(p), f) oldugundan her n € N i¢in (eur)nen €
{0(B,p)}? elde edilir. Béylece Ex meveut olur. (5.1.6) de m — oo icin limit

alinirsa Fx = F'y sonucuna ulagilir ki buradan da E € (¢(p), f) oldugu goriiliir.

]

Teorem 5.1.3. Her k € N igin 0 < p, < H < 0o olsun. A € ({(B,p) : ¢) olmast
icin gerek ve yeter sart (5.1.1) ve (5.1.3) mevcut ve her sabit k € N

0o (—1)k—tk=1g.
Qns—jai = ag (5.1.7)

olmasudur [23].

Ispat. A € (f(é,p),c) ve her £ € Ni¢gin 1 < p, < H < oo oldugu kabul
edildiginde, ¢ C l kapsama iligkisi, Teorem 5.1.1 iin (i) kismindan (5.1.1) ve
(5.1.2) in gerekliligi hemen elde edilir. (5.1.7) nin gerekliligini ispatlamak igin her
sabit k£ € N icin ﬁ(é ,p) uzayinda olan (3.1.13) ile tanimlanan b¥) dizisi gézoniine
alindiginda hipotezden her x € E(E ,p) nin A doéniigimii mevcut ve ¢ nin elemani

oldugundan her k£ € N icin

Ap®) — {i (‘Dkikﬁlﬁank} €c
i=k Tk j=iTj neN
elde edilir ki bu (5.1.7) nin gerekliligini gosterir.
Tersine (5.1.1), (5.1.2) ve (5.1.7) kogullar1 meveut ve £(B, p) uzaymda herhangi
bir z = (z;) alindiginda Az mevcuttur. Bu takdirde her m,n € N i¢in

! !
Py

m | m (_1)k—l k=lg. m | m (_1)k—1 k=lg. Pr
I ——TTZ2auM | <sup X | ———T[]ZauM"| <oo
k=0 k=i Tk j=iTj neN k=0 k=i Tk j=iTj
elde edilir. (5.1.1) den m,n — oo i¢in limit almir ve (5.1.7) kullanilirsa
. Py . P
m | m (_1)k—tk=1g. m | m (_1)k—tk=1g.
lim > Z( ) IT S—]ankM_1 <sup). Z( ) I1 S—JankM_l
MmN =0 k=i Tk  j=iTj neN k k=i Tk j=iTj
< o0
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1Pk < 00 oldugunu gosterir ki burada ay, = (Ex)

oldugu goriliir. Bu Y |ax M~
k k

- 3 -
olup boylece (ou)pen € {K(B,p)} olur ki bu her z € 4(B,p) igin > oy
k
serilerinin yakinsak oldugunu ifade eder. Simdi a,, yerine a,;—ay, yazarsak (5.1.5)

den elde edilen esitsizligi diigintildiigiinde her n € N igin

5 (e — ) = 3 T

H % (ank — an) yi Zcmyz (5.1.8)
k i k=i Tk j=iTj

olur ki burada ¢ = (¢,;) her n,i € N i¢in

(1),

=2 ——1I

Apl — O
i k=1 Tk ]zrj(n )

olarak tamimlanir. Bu takdirde Lemma 4.1.2’den C' matrisi (¢(p), ¢o) smnifina ait

olur. Boylece (5.1.8) den

lim > (anr — ag)zy =0 (5.1.9)

n—oo k

oldugu goriiliir. Son olarak da (5.1.9) denkleminden = € ¢(B,p) oldugunda

Ax € ¢ oldugu kolayca elde edilir ki, bu da ispatlanmak istenen seydir. O]
Bunlarin 1g1¢1inda agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 5.1.1. Her k dogal sayst igin 0 < pp, < H < 00 olsun. A € (ﬂ(é,p), co>
olmasu i¢in gerek ve yeter sart (5.1.1) ve (5.1.8) sartlariman saglanmasinan yaninda

her k € N igin oy, = 0 olmak tizere (5.1.7) sartinan da saglanmasidar.

Lemma 5.1.3. X\ ve p herhangi iki dizi uzayi, A sonsuz bir matris ve B de

ti¢gen bir matris olsun. Bu takdirde A € (X, ug) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

BA € (\, ) olmasudur [52].

Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.2, Teorem 5.1.3 ve Sonug¢ 5.1.1 ile Lemma 5.1.3

i birlestirerek agsagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 5.1.2. A = (a) bir sonsuz matris ve her n, k € N i¢in C = (cpi) matrisi

Cnk = SQn—1,k + rang
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olarak tamimlandiginda A matrisinin (E(E .D), f) stnafina ait bulunmast i¢in gerek
ve yeter sartlar Teorem 5.1.2 de A matrisinin yerine C' matrisinin yazilmas ile
elde edilir. Burada r,s € R\{0} ve ]?, B(r, s) doniisiimleri hemen hemen yakinsak
dizilerin uzayr f de olan tum dizilerin uzayiny gostermektedir ki bu ¢alismada

Bagsar ve Kirig¢i [53] tarafindan yapilmagtar.

Sonug 5.1.3. A = (au) bir sonsuz matris ve her n, k € N icin C' = (cnx) matrisi
Cnk = Sn—10n—1k + Tnlnk

olarak tamvmlandiginda A matrisinin (E(E,p), f(é)) simfina ait bulunmast igin
gerek ve yeter sart Teorem 5.1.2 de A matrisinin yerine C matrisinin yazilmas:
ile elde edilir. Burada hern € N iginry, s, € R\{0} ve f(B), B(F,3) déniisimleri
hemen hemen yakinsak dizilerin uzayr f de olan tum dizilerin uzayini gostermekte-

dir ki bu ¢alismada Candan [3] tarafindan yapilmagtar.

Sonug 5.1.4. A = (ay;) bir sonsuz matris ve her n,k € N i¢in C = (cp;) matrisi
1 n
Cnk = —— 45
Pt 1;30 an

olarak tamimlanirsa A matrisinin <€(§,p), f) siifina ait bulunmast icin gerek
ve yeter sartlar Teorem 5.1.2°de A matrisinin yerine C' matrisinin yazilmast ile
elde edilir. Burada J/C\, C—dontusgimlert hemen hemen yakinsak dizilerin uzayn
f de olan tum dizilerin uzayinie gostermektedir ki bu calismada Kayaduman ve

Sengdniil [54] taraflarndan yapilmastor.

Sonug 5.1.5. A = (auk) bir sonsuz matris ve t = (tx) pozitif saylarin bir dizisi

n
olsun. Her n € N i¢in T,, = >ty olmak tzere her n,k € N i¢cin C = (¢,1) matrisi
k=0

1 n

Cnk = ?Z@jk
n j=0

olarak tamimlanirsa A matrisinin (f(g,p),réo>, <f(§,p),7’f3) ve (ﬁ(é,p),ré)

sinaflarindan herhangi birine ait olmast i¢in gerek ve yeter sartlar Teorem 5.1.1,
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Teorem 5.1.3 ve Sonug¢ 5.1.1°de A matrisinin yerine C' matrisinin yerlestirilmesi
ile elde edilir. Burada ri_,rt ve v}, Altay ve Basar tarafindan [55] numarali
calismada tammlanmastir ki bu uzaylar, R'-doniisiimleri sirast ile (s, ¢ ve ¢

da olan biitun dizilerin uzaylaridir ve her k € N i¢in pr = p olmast durumunda

L (p), ri(p) ve ri(p) paranormlu uzaylarindan elde edilir.

x>,¢ ve ¢y; Ci—doniigimleri siras1 ile f,, ¢ ve ¢y uzaylarinda olan tiim
dizilerin olugturdugu Cesaro dizi uzaylari; Ng ve Lee [56], Sengoniil ve Basar
[57] yazarlar1 tarafindan tanimlandilar ve incelendiler. Burada Cf, 1-inci siradan

Cesaro ortalamasim gostermektedir. [55] nolu ¢aligmada tanmimlanan rf_, r ve

(&
ry uzaylarinda t = e olmasi durumunda bu uzaylar sirasi ile mutlak olmayan
tipten z*°, ¢ ve ¢y Cesaro dizi uzaylarina indirgendiginden dolay1 Sonug 5.1.5,

(€(§ ,D), %), (f(é ,D),C) ve (E(E , D), ¢o) smuflarinin karekterizasyonlarim da 6zel

bir durum olarak icermektedir.

Sonug 5.1.6. A = (a,) bir sonsuz matris ve her n,k € N i¢in C = (cp)
Matrisi Cpp = Qpk — Gpi1x olarak tanvmlanarsa A matrisinin (Z(E,p),&o(A)) ,
(E(é,p),c(A)) ve (ﬁ(é,p),co(A)) simflarindan herhangi birine ait olmasy igin
gerek ve yeter sartlar Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3 ve Sonu¢ 5.1.1°de A matrisinin
yerine C' matrisinin yerlestirilmesi ile elde edilir. Burada (o (A), c(A) ve co(A);

Kizmaz [58] tarafindan tanimlanan fark dizi uzaylarina gostermektedir.

Sonug 5.1.7. A = (a,y) bir sonsuz matris ve her n, k € N i¢in C' = (c,x) matrisi

Cokk = Y_aji olarak tanimlamirsa A matrisinin (f(é,p),bs), (ﬁ(é,p),cs) ve
=0

(E(E,p), cso) sinaflarindan herhangi birine ait olmasy i¢in gerek ve yeter sartlar
Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3 ve Sonu¢ 5.1.1 de A matrisinin yerine C matrisinin
yerlestirilmesi ile elde edilir. Burada cs,, sifira yakinsayan tim serilerin cimlesini

gostermektedir [235].
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6. ((B,p) DIiZI UZAYININ BAZI

GEOMETRIK OZELLIKLERI

Fonksiyonel analizde geometrik o6zelliklerin en 6énemlilerinden biri bir Banach
uzayinin rotundlugudur. Bu boliimde 6ncelikle ¢ (E , p) uzaymin Luxemburg normu
ile birlikte bir Banach uzay1 oldugu gosterildikten sonra E(E ,p) uzaymin rotund
olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir. Bunlarin yani sira €(§ ,p) dizi uzayinmn
Kadec-Klee ve diizgiin Opial ozelligine sahip oldugu ifade ve ispat edilmis-

tir.

6.1 ((B,p) Dizi Uzaymmn Rotundlugu

1906 da J.Jensen tarafindan Konveks fonksiyonlar teorisinin temelleri atilmig
akabinde 1934’te G.Hardy, J.Littlewood ve G.Polya “Inequalities” adli ¢aligmalar-
inda konveks fonksiyonlari kapsamli olarak incelemislerdir. Konveks fonksiyonlarin
ozel bir smifi ise 1931 yihnda “Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der
zueinander konjugierten Potenzen” adli caligma ile Z.W.Birnbaum ve W.Orlicz
taraflarindan yapilmig olup ilgili konu ile ilgili ¢cok daha kapsamli olan bir diger
inceleme ise “Convex Functions and Orlicz Spaces” isimli galigma ile M. A.Krasno-

sel’skii ve Y.B.Rutickii taraflarindan 1961 yilinda yapilmigtir.

Tanim 6.1.1. X bir vektor uzayr ve X in bostan farkly bir A alt ciimlesi i¢in
x,y € A iken x,y noktalarimi birlestiren dogru parcast yine A ya ait oluyorsa
yani 0 <t <1 i¢in

(I-thr+tyec A

ise veya denk olarak X > 0, u > 0 olmak tizere A+ p =1 i¢in Ax + uy € A ise

A’ya disbiikey veya konveks ciimle denir.
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Tanim 6.1.2. X bir vektor uzayr ve X i¢in de bir A konveks ciimlesi ve bir
f A —= R fonksiyonu icin X > 0 ve up > 0 ve A+ pu = 1 olmak tzere x,y € A

oldugunda
f Qx4+ py) < Af(@) + nf(y)

saglamirsa f ye, A tzerinde bir konveks fonksiyondur denir.

Tamm 6.1.3. S(X), bir X Banach uzayiman birim kiiresi olsun. Hery, z € S(X)
icin, eger 2z = y+ z olmast y = z olmasina gerektirir ise bir x € S(X) noktasina
bir ekstremum noktasi denir. Eger S(X) in her noktas: bir ekstremum noktast ise

bir X Banach uzayima rotund ( kesin konveks ) denir.

Tanim 6.1.4. X bir vektor uzayr olsun. X igindeki bir (x,,) dizisi, eger her f € X

icin f(x,) — f(x), yani im f(x,) = f(x), ézelligini saglarsa (z,,) dizisi x € X
n—oo

e zayf yakinsar (ya da zayf olarak yakinsaktir) denir ve x € X elemanina (x,,)

dizisinin zayf limiti denir ve x, W yazilir [25-28].

Tanim 6.1.5. X bir Banach uzay: olmak tuzere; eger birim kire tizerinde her
zayf yakinsak dizi, norma gore yakinsak ise X e Kadec-Klee ézelligine (veya H

ozelligine ) sahiptir denir.
Tanim 6.1.6. X bir Banach uzayr olmak vzere
i) Eger o € X e zawyf yakinsak olan her (z,,) dizisi x # xo olmak tizere

her x € X igin

liggg.}f | zn — 20| < ligglf |z, + ||
esitsizliging saglar ise X e Opial 6zelligine sahiptir denir.
ii) Eger her bire >0 ve x € X i¢in ||x|| > € olmak tzere X de ki her bir (x,,)
dizisi hem x, — 0 (n — o0) hem de ligglf |xn|| > 1 dzelligini saglarken
1+7r< ligglf |z + ||
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esitsizliging saglayan bir r > 0 mevcut ise X e dizgun Opial 6zelligine sahiptir

denir.

Lemma 6.1.1. Her k = {1,2,3,...} icin ejer py > 1 ise x > 0 i¢in f(x) = zP*

konveks fonksiyondur [24].

Ispat. Her k = {1,2,3,...} i¢in p > 1 ise > 0 oldugu durum goézdniine
alndiginda f(z) = o™ ise f'(x) = ppa?* ', f"(x) = pr - (pp—1)a™ > > 0

oldugundan f konveks fonksiyondur. O

Tanim 6.1.7. X bir reel vektor uzay: olsun. Asaqidaki sartlar saglayan bir

0: X —[0,00) fonksiyoneline bir modiler denir [24].

i) o(z) =0 gerek ve yeter sart x =0,

ii) |a| =1 olacak sekilde ki o skalerleri i¢in o(ax) = o(x),

iii) o+ 5 =1 olacak sekilde ki her a, B > 0 ve her x,y € X i¢in
o(ax + By) < o(z) +a(y),

iv) a+ =1 olacak sekilde ki her a, f > 0 ve her x,y € X ig¢in
o(ax + Py) < ao(x) + po(y) esitsizliging saglayan o modilerine konveks
denir.

X dzerinde ki o modilerine
a) Her x € X, i¢in lim o(ax) = o(x) ise sagdan streklidir.

a—1t

b) Her xz € X, i¢in lim o(ax) = o(x) ise soldan streklidir.
a—1-

c) o, hem sagdan hem de soldan strekli ise sireklidir denir. Burada
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X, = {:c € X : lim o(ax) = O}
a—1t

dur [24].
((B, p) iizerindeki op
op(x) = ; |sk_12r_1 + rrag|™*
olarak tamimlanir. Eger her k € N i¢in pr > 1 ise her bir k € N i¢in
t— [t
fonksiyonun konveksliginden dolay: o,; €(§ ,p) tzerinde bir konveks modilerdir.

Onerme 6.1.1. Her k € N igin pr, > 1 ile E(E,p) " de bir o, modileri asagidaki

sartlary saglar.

i) Ejer 0 < a <1 ise a™o,(£) < 0,(x) ve op(ax) < aoy(x) dir.

ii) Eger o > 1 ise op(x) < aMo,(2) dor.

iii) Eger a > 1 ise 0,(x) < aoy(Z) dir.

iv) o, modiileri U(B, p) uzay iizerinde sireklidir. Burada M = max {1, sup py}
dur [24].

Ispat. E(E ,p) lzerindeki o, modiileri g6zoniine alindiginda

i) 0 < a <1 olsun. O halde gTAi < 1 dir ve boylece

Pk




1
= aMZ—apk |sk—1Tk—1 + Tk$k|pk
k
oM
= ;% |sk—1Tk—1 + Tk$k|pk

<D | Sk—1Tpo1 + Tewk]
K

olur ve ayrica

op(ax) = |sg_10xp—1 + rrox|*
K

=> |a(sg—1zp-1 + Tk$k)|pk
k

= > aP* |sp_1Tp—1 + rrzg*
%

<> a|sp1@k—1 + rag’
%

= ad . |sp_1%k—1 + rragl’
k

= aoy(z)

oldugu gortiliir.

ii) @ > 1 olsun. O halde her p; > 1 i¢in Z‘—;\; > 1 dir. Daha acik olarak

olup buradan

]_. |S_1I‘_1 + 7"0[L‘()|p0 —I— 1 |SQIO + Tll‘1|p1 +

..+ 1 |Sk—1xk—1 + Tkl’k|pk + ...
<ﬁ|s T —|—'r’x|p°—|—ﬁ\sx + iz [P+
< — - lsa1T1 + 7o pr 150T0 1T

Qv
M

Q o
+ — [sp12p1 + reze[ +
aPk
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ls—1z1tr0z0["0 4 |somotriz [Pt |
M aPo aPl

[sk—1zp—1+TRT) [Pk
ot L + o

|s_1x_1+roxo |p0 + |50xo+r121 |p1 +
[0

(6%
Sk—1Tk—1+TLxE |Pk
o |%‘ 4o
r_1 zg Po ‘ xo x_l}pl
M |S_1a +T0a‘ +80a+rla +
=«
Tp—1 %’pk
...—|—|Sk,1 a —|—7“ka 4+ ...
yazilabilir. Yani
& s Tp_1 T |Pr
Pk
Do lsk—1xr—1 + e < > sk rE—
k=0 k=0 o4

esitsizligi saglanir ki bu

0y(7) < oMoy (%)
«
demektir.
iii) o > 1 olsun. O halde her p, > 1igin 55 <1, 5 <1, ...

boylece

Yo lsk—1@p—1 + rrxg "t =|s_1x_1 + roxo|” + |soxo + riza | +
%

e+ |Sk—1xk:—1 + Tkl’k|pk + ...
« a
Z% |s_12_1 + roxoel™ + v |sozo + rix | +

a o
o — [Sp_1xp—1 + e+
alPk

X«
=Y — [Sp—1Tk—1 + TETk

‘Pk
k=0 OP*

& 1 Pk
_Oékz::o% |5k—137k71 + TkiCk’

e Th—1 T |Pr

dir.
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iv) a > 1igin (ii) ve (iii) den

0,(7) < aoy(r) < op(ar) < oMo, (x) (6.1.1)
oldugunu gosterelim. o > 1 oldugundan
op(x) < aoy(x) (6.1.2)

dir.

(Wp@) =) |sp_12K—1 + Tk$k|pk
2

=Y a|sp_125-1 + Tk$k|pk
k

< Zapk |8k_1l’1€_1 + Tkxk|pk (6.1.3)
k

= la(sp—12p—1 + rrzr) |
k

= > |sk_1axp_1 + Tkaxk|pk
k

= op(ax)
O halde ao,(z) < o,(ax) dir.

(iii) nin ispatinda gTIZ > 1 oldugundan o?* < o™ dir.
op(az) = Zk: |sk—10wg 1 + rRowg]™

= Zk: | (sg—12p—1 + rrag) |

= zk:apk |sk—1@p—1 + TEas]” (6.1.4)

< zk:aM |k 1Tk1 4 rpre]”

= OéMZk: |Sk—1Tp—1 + rezil”

=aMo,(2).
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Yani o,(ax) < oMo, () dir.

(6.1.2), (6.1.3) ve (6.1.4) den

0,(2) < a0,(z) < 0,(az) < aVo,(x)

esitsizligi yazlabilir. (6.1.1) de @ — 17 iken limit alinirsa

Jm op(a) < lim, op(aw) < i, o*'oy(0)

op(z) < lim o,(ax) < o,(x)
a—1t

olup sikigtirma teoreminden

Tim o, (aw) = o,(z)

dir. Bundan dolay1 sagdan stireklidir. Eger 0 < a < 1 ise (i) den

ao,(z) < 0,(ax) < aoy(w)

elde edilir. Simdi (6.1.5) esitsizligini gosterelim.

0 < o < 1igin (i) nin ispatinda ngi < 1 oldugundan o™ < oP* dir.

O‘M‘Tp(x) = OCMZ |Sp—1Tk—1 + Tkxk|pk
k

— Zk:aM |sk_12p—1 + x|

< ijapk |Sk—1p—1 + Tl

— zk: |l (sp_1mp1 + Ty |7
= zk: |sk_1axg_q1 + rroag P
= op(ax).

(i) den op(r) < aop(x) oldugunu biliyoruz. O halde

ao,(x) < op(ax) < aoy(w)

yazilir. (6.1.5) de a — 1~ iken limit alinirsa
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lim o™o,(r) < lim o,(az) < lim aoc,(z)
a—1- a—1— a—1t

ve boylece

op(w) < Tim 0,(aw) < 0, (1)

olup sikigtirma teoreminden

lim o,(az) = o,(x)
a—1—

olur. Bundan dolay1 0, ayn1 zamanda soldan da siireklidir ve boylece o,

siireklidir. O
Tamm 6.1.8. ((B,p) uzay:
||| = inf {a >0 ap(g) < 1}
olarak tamimlanan Luremburg normu ile donatilmastir.
Onerme 6.1.2. Herhangi bir © € f(g,p) icin asagidaki ifadeler saglanar.
i) Eger [lz]| < 1ise op(z) < ||,
ii) Eger [|z|| > 1 ise a,(z) > ||z]|.
iii) ||z|]| = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart o,(x) = 1 olmasidir.
iv) ||z]| < 1 olmast i¢in gerek ve yeter sart o,(z) < 1 olmasidur.

v) |lz|| > 1 olmast i¢in gerek ve yeter sart o,(x) > 1 olmasidir.
ispat. = € ¢(B, p) olsun.

i) 0 < e < 1— ||z|| olacak sekilde € > 0 olsun. |.|] un tanimindan bir o > 0
meveut Syle ki ||z]| +& > a ve o,(x) < 1 dir. Onerme 6.1.1 in (i) ve (ii)
sartlarindan

opl(@) < 0y [(llzl +) 2] < (all + ) oy (2) < 2] + ¢
elde edilir. € keyfi oldugundan (i) elde edilir.
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ii) € > 0 secilsin 6yle ki 0 <e <1 — H‘Z’L” olsun. Bu esitsizlik —1 ile carpilirsa
1
14+ —<—-e<0
]
olur. Esitsizligin her tarafina 1 ilave edilirse
1
l-1++—<1-ex<1
]

yani

olur. Yine egitsizlikte her yer ||z ile carpilirsa
L<(l—e).[lz] < |l=

elde edilir. ||z|| in tammindan ve Onerme 6.1.1 in (i) sartindan

z 1
<o =5 < T (010

elde edilir. Boylece her ¢ € <0,1 — i”> icin (6.1.6) nin her tarafin

[l

(1 —¢€) ||z ile carparsak

a—mmd“‘dm”
1
S T=a e

L(1—e¢)|lz] <oy

1—e¢) ]

olur ki buradan

X

a—@mwwﬁafgwﬂ«uwMWS%w

elde edilir. Bundan ||z|| < 0,(z) kastedilmigtir.

iii) o, nin siirekliliginden, Teorem 6.1.1 tarafindan ve (6.1.5) den (iii) ye

dogrudan elde edilir.

Teorem 6.1.1. K(E,p), Luxemburg normu ile bir Banach uzayidar.
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ispat. Her x € ((B,p) i¢in S, = {a>0:0,(%) <1} ve ||z| =inf S, olsun. Bu
takdirde S, C (0, 00) dur. Bu nedenle her z € ¢(B, p) i¢in ||| > 0 dur.

r=060=(0,0,..,0,..) ve her & > 0 i¢in 0, (§) = 0 dir. Boylece Sy = (0, 00) ve
10| = inf Sy = inf (0,00) =0

dir.x A0 veY = {kx keCvexe E(E,p)} ciimlesi /(B, p) nin bog olmayan

bir alt ctiimlesi olsun.
Y ¢5 |[(B.p)|

oldugundan dolay1 k; € R mevcuttur oyle ki

kxS [z(é, p)}

dir. Agik olarak k; # 0 dir. Simdi 0 < @ < % ve o € 5, oldugu kabul edildiginde,
Onerme 6.1.1 in (i) stkkindan ve Onerme 6.1.2 nin (iii) ve (iv) siklarmdan e

S [e(é, p)] dir. Bu takdirde ko < 1 oldugundan

kiz = kla.g es [E(E,p)}

elde edilir ki bu bir ¢elisir. Boylece eger o € S, ise a > \k_11| dir. Bunun manasi

1
>— >0
Izl > 75

dir. Sonug olarak ||x|| = 0 dir gerek ve yeter sart x = 6 oldugu ispatlanmig olur.

Simdi k£ # 0 ve o € Sk, olsun. Bu takdirde

Sx:{a>0:ap<§)§1}
Skx:{a>0:crp(%)§l}

olup buradan o, (5) < 1 ve Onerme 6.1.2 nin (iii) ve (iv) gikkindan |5 <1

«

oldugundan

yani & € § [f(g,p)} dir. Boylece



clde edilir. Yani her o € S, igin |[z]| < g ve buradan da [k[. [z] < o olur.

Buna gore |k|.[|z| < ||k.z|| kalr. Bu son esitsizlikte k& yerine 1 ve z yerine k.x

alindiginda

1 1
—|. kx| < ||-.kz|| =
1| el < ]| = hel

yani

] el < ol (6.17)
veya bir bagka ifade ile

[k-]] < [k] - ||
olur. Boylece

[-z|| = [k ||z

elde edilir ki bu esitsizlik k£ = 0 i¢in de saglanir.
Ucgen esitsizligini ispatlamak icin z, y € é(é ,p) ve ¢ > 0 verilsin. Bu takdirde

a € S, ve € 5, meveuttur oyle ki
a<|z||+eve B <yl +e

«

yazilabilir. S [E(E,p)] konveks oldugundan dolay1 £ € S [K(E,p)} , % esS [E(E,p)}

ve

ot + 5.4 ~
PRy el o 0 (0 O () e s [uB.p)]
a+p3 a+p a+f \a a+pB\pB
dir ve boylece o + 8 € Sy, olur ki buradan da
lz+yll <a+ 5 <zl + [yl +2¢
elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan
[l +yll < [l + Iyl
iiggen esitsizligi elde edilir. Netice olarak

|z|| = inf {a >0:0, (g) < 1}
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(B, p) iizerinde bir normdur.
Simdi E(E ,p) deki her Cauchy dizisinin Luxemburg normuna gore yakimsak
oldugunu gostermeye ihtiyag vardir. {x;,")} , E(E, p) de bir Cauchy dizisi ve € €

(0,1) olsun. Tanim geregince her m,n > ng oldugunda ||$(”) — z(m H < ¢ kalacak

sekilde bir ng meveuttur. Her m, n > ng icin Onerme 6.1.2 nin (i) kismindan
op (™ — 2M) < Hx(") — x(m)H <e, e€(0,1) (6.1.8)

bu ise

Pk

> ) [E (™ — x<m>)]k <e (6.1.9)

oldugunu soyler. Bu takdirde her bir sabit k ve her m,n > ng icin
HE (=™ — x(m))] ‘ = ‘(E:c“”) — (E:C(m)) ‘ <e (6.1.10)
k k k
kalir. Dolayisiyla {(Ex(") ) } , R de bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan
k
(Ex(m)) — (Em) : (m — 00)
k k
olacak sekilde (Ex) € R mevcuttur. Boylece (6.1.9) den her n > ng icin
k

Pr
<e€

zk: ) [g (xt — x<m>)]

k

kalir. Ispat1 tamamlamak icin (z,,) dizisinin ¢ (E ,p) nin bir elemani oldugu gosteril-

mesi gerekir. m — oo icin

(E x(m)) — (E x)
k k
oldugundan dolay1

lim o, (x(”) — x(m)) =0, (:E(”) — ) (6.1.11)

m—0o0
olur. (6.1.8) dan ise her n > ng i¢in
op (:z:(”) — a:) < Hx(") — .CEH <e€
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kalir. Bu ise n — oo icin 2" — = demektir. Boylece

r=2a"— (x(”) — 1) € ((B,p)

elde edilmis olur. Sonug olarak ¢ (E , p) dizi uzay1 Luxemburg normuna gore tamdir.

Bu da ispat1 tamamlar.

]

Teorem 6.1.2. K(E,p) uzaymin Rotund olmasi icin gerek ve yeter sart her k € N

icin pr > 1 olmasidar.

Ispat. ¢ (E ,p)’nin Rotund ve k < 3 i¢in pr = 1 oldugunu kabul edilerek agagidaki

gibi tamimlanan x ve y dizilerini goz oniine alindiginda
1 —S1 S1.592
rx=10,—, 4 > ol
T T1.T9 T1.72.T3

1 —S9 S1.59
Yy = 0707_7 ) 9 ogld
9 T9.T'3 T1.7T2.T3

agik olarak x # y dir ve

op(x) =) |sk—1Tp—1 + I
k

=|s_1x_1 + roxo” + |soxo + riza [Pt + [s1x1 + rewa|” +

|82$2 —+ T3£C3’p3 + ...

1 1

1 1 1 S1
:|O+7’00‘ + 80.0+T1.— + [S1.— — To.
(&1 T .72
S s1.89 |P®
+ |—Sp. + r3. + ...
T1.T2 1.72.T3

=0+ 1"+ 0t 40P + ..

=1
dir. Ayn1 zamanda

|pk

Up(?/) :Z |5k—lyk—1 + TEYk
k

=|s_1y—1 + royo[”

+ [soyo + riyn ™t + [s1y1 + rayel”

+ |s2ya + r3ys” + ...
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= |0 + T0.0|1 + |80.0 + 7“1.0'1 +

1
+

T2

S9.— — T3.

S2

T9.7T3

p3

+ ..

=0+ 0 '+ 1t 407 4 ...

dir. Ancak

icin

T +y

Sk—1

op(

-3

-
.
¥

+

_|_

+

1
81.0 + Tro.—

1T — S 8182 — 1151

1

T

(

T1+Y-

2
o + Yo
2
1+
2
To + Y2
2

Tp—1+ Yk

27’17“2 ’

)
)+
) o
)+

2

(

27“17“27"3

+Tk<
2

1+ W%
2

To + Y2
2

T3+ Y3

[\]

Tk + Yk

o + Yo

)
)
)

Pk

)

2

)

p1

Po

p3

.

= |O + 7”0.0|1 +

ool

1
.0 —
Sp.0+ 1 o

1

5182 —T1851 s

27“17’27”3

)

olur. Onerme 6.1.2'mn (iii) kism, :U,y,xzﬂ €S [ﬁ(é,p)] olmasi, £(§,p) dizi
uzayiin rotund olmasi ile ¢eligir.

Tersine her k£ € N i¢in p;, = 1 oldugunu kabul edilerek E(é , p) uzaymin rotund
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oldugu asagidaki gibi gosterilir. Bunun icin z,v,z € S [f(é : p)} oyle ki

_v—l—z
2

T

oldugu kabul edilip, o, nin konveksligi ve Onerme 6.1.2nin (iii) kismindan

ap(v) + 0p(2)

1=o0,(x) < <1+1—1 (6.1.13)
= 0p\T) = 5 SoT5 = 1.
olur ki bu o,(v) = 0,(2) =1 ve
op(r) = %) () ;%@ (6.1.14)
oldugunu verir. Ayni zamanda (6.1.14) dan
> sk—12k—1 + rpwg |
k
1
= 5 <Z ‘Skfl'l}kfl + ’l“k’Uk’pk + Z \sk,lzk,l + Tk2k|pk> (6115)
k k
yazilabilir ki © = *#2 oldugundan
Z |Sk,1 (Uk,1 + Zkfl) + 1 (Uk + Zk)‘pk
k
1
=5 (Z |$k—10k—1 + TR0k 4 D [Sk—120-1 + rkzk|p’“) (6.1.16)
k k
elde edilir bu ise her k£ € N icin
|Sk,1 (Uk,1 + Zk,1> + 7 (Uk -+ Zk)‘pk
1 1
= 5 |sk_1vk_1 + ’l“k"Uk’pk + 5 |5k—1zk—1 + rkzk]p’“ (6‘1.17)

oldugunu gosterir. Her k € N igin ¢ — |¢|”* fonksiyonu kesin konveks oldugundan
dolay1 (6.1.17) dan her k € N igin vy, = 2, elde edilir yani v = z dir. Bu da ¢(B, p)

dizi uzaymin rotund oldugunu gosterir. O

Teorem 6.1.3. x € K(E,p) olmak tuzere asaqidaki ifadeler saglanar.

i) 0<a<1velz|>aiseaoy(r) >aM,
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i)

a>1ve|z| <aiseoy(z) <M.

Ispat. z € €(§,p) olsun.

i)

ii)

0 < a < 1 olmak iizere [[z]] > o oldugu kabul edildiginde ||2|| > 1 oldugu
cok kolay bir sekilde goriiliir. Onerme 6.1.2 nin (ii) sikkindan dolay1 || 2 H > 1
olmasi 0,(£) > ||£]| > 1 olmasim gerektirir yani 0,,(%) > 1 dir. 0 < o < 1

oldugundan dolay1 Onerme 6.1.1’in (i) stkkindan
o.0,(5) < 0 x)
a
elde edilir. Boylece o™ < o,(x) oldugu goriiliir.

a > 1 ve ||z < a olmasi durumunda ||Z]| < 1 kaldig1 kolayca goriiliir.
Bununla birlikte Onerme 6.1.2 nin (i) sikkindan Hf” < 1 olmas1 0,,(%) <
HﬁH < 1 olmasimu gerektirir yani o,(%) < 1 dir. Eger o = 1 ise

o(5) = opfa) < 1= a™

dir. Eger a > 1 ise Onerme 6.1.1 in (ii) sikkindan

oy(2) < aM.0y(%)

yazilabilir. Bu

op(z) < «

demektir.

Teorem 6.1.4. (z,,); {(B,p) de bir dizi ise asagudaki ifadeler saflanar.

i) lim ||z|| =1ise lim o,(z,) =1 dir.
n—oo n—oo

ii) lim o,(x,) =0ise lim ||z| =0 dur.
n—oo n—oo
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ispat. (z,): ¢(B,p) de bir dizi olsun. Bu takdirde

i) lim [jz]| =1 ve e € (0,1) olsun. Bu durumda bir ny € N mevcuttur dyle ki
n—oo
her n > ng i¢in

l—e<|z||<1+e¢

yazilabilir. Bir 6nceki teoremden 1 — e < ||x]| ise

op(z,) > (1 —e)V (6.1.18)
dir ve ||z]| < 1+ ¢ ise yine bir 6nceki teoremden

op(xn) < (1+)M (6.1.19)

oldugu kolayca ifade edilebilir. (6.1.18) ve (6.1.19) dan ¢ € (0,1) ve her

n > ng icin bir ng € N mevcuttur oyle ki

(L= <oplzn) < (L+e)"

yani

A8, ovlin) = 1

dir.

ii) nhjEO op(xn) # 0 ve € € (0,1) oldugunu kabul edildiginde (x,,) dizisinin bir

(2n,) alt dizisi mevcuttur dyle ki her k£ € N igin
[0 | > &

dur. Bir 6nceki teoremden 0 < & < 1, |2, || > € ve o,(z,,) > ¥ olmasim
gerektirir. Boylece her k£ € N icin lim o,(z,) # 0 dir. Bu ise hipotez ile
n—oo

celigir ve boylece lim o,(z,) = 0 ise lim ||z| = 0 dir.
n—oo n—oo
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Teorem 6.1.5. x € é(é,p) ve (:B(”)) C E(E,p) olmak tzere, eger

o, (™) = o,(z), (n — o00)
ve her k € N i¢in
2\ = (n — 00)
15€
™ =z, (n — o0)
olur.

Ispat. £ > 0 verilsin. x € E(é,p) ise

Pk
‘ < 00

() = ; ‘ <§x>k

olur ki yakinsak bir seri de kalan terimin limiti sifir oldugundan dolay1

o0 ~ Pk £
Bx) . - 6.1.20
kzkzo-H < k 3. (2M+) ( )

kalacak sekilde bir ky € N mevcuttur oyle ki her n > ng ve her k icin

ko ~ Pk ko ~ Pk
lim {ap(a:(")) -> (Bx(")> } =op(x) — > <Bx) (6.1.21)
n—00 k=1 k k=1 k
elde edilir ve n > ng i¢in
ko |/~ Pk ko 1/~ Pk €
ap(a™) = 3 |(Ba) ‘ <ape)= 3 |(Br) "+ ooy (6.1.22)
k=1 k k=1 k 3.2

~ p
esitsizligi gegerlidir. Burada tanim geregince o, (z™) = 3 ’ (Bx(”)) ‘ " ve op(x) =
k k

Z‘(ém)k’pk olup hipotezden o,(z™) — o,(z) (n — o) oldugundan dolay1
k

n — o0 igin

k

Pk
— 0

S|(Be) " - 2| (Br),
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olur ki buradan n — oo igin

|5 [ =52 () [ o

k

yazilabilir. Boylece n — oo icin
~ ~ P
> ‘ <Bx(”)) - (Bx) ‘ N
k k k
olup nihayetinde n — oo icin

Pk
— 0

Zk: Hé (x(”) — :v)}k

olur. Bu seri sifira yakinsak oldugundan kismi toplamlar dizisi sifira yakinsak

olmak zorundadir. Bundan dolay1

kiol (B -a)} |" <2 (6.1.23)
kalir. Boylece (6.1.20), (6.1.22) ve (6.1.23) dan
op(z™ — 1) = kz::l {E (x(") — x)}k " (6.1.24)
= )y {B (:c(") — x)}k + k:%o:ﬂ {B (x(") — x)}k
< f): {E (:)3(”) —[E)} " + i ‘(é:v(”)> — <§x>k .
(

<5+ [ S E+ 2 16),)]
3 Lk=ko+1 k k=ko+1 k
€ r € €

=S oMy }

3 * 3.2M 9 + 3.20M
€ [ 2¢

= — 4 9oM
3 * _3.2M}

€ 2e

3 3

B 3e

3

=¢.
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Bu ise n— oo igin

op(z™ —z) =0

demektir. Teorem 6.1.4 un (ii) kismindan

op(z™ —2) =0, (n — 00)
olmasi

Hx(”)—xH — 0, (n — o0)
olmasini gerektirir. Sonug olarak

™ =z, (n — o0)

elde edilir. O
Teorem 6.1.6. E(E,p) dizi uzayr Kadec-Klee ozelligine sahiptir.

Ispat. z € S [@(E,p)] ve (z™) € ((B,p) olsun &yle ki ||z]| — 1 ve 2™ -5
x verilsin. Teorem 6.1.4 un (i) kismindan o, (2™) — 1 (n — oo) oldugunu
biliyoruz. Ayni zamanda z € S [é(é,p)] olmasi ||z|| = 1 olmasin gerektirir.
Onerme 6.1.2 min (iii) kismmdan o, (z) = 1 oldugu kolayca goriiliir. Béylece
n — oo i¢in (6.1.18) dan

Tp (x(n)) — op (2)
elde edilir.

2™ s 1z ve qu(z) = xp, olarak tammlanan ¢, : ((B,p) — R siirekli

oldugundan dolay1 her k£ € N i¢in

2\ =z, (n — o0)
olur. Boylece
™ -, (n — o0)

elde edilir.
1 (E ,p) de herhangi bir zayif yakinsak dizi yakinsak oldugundan dolay1 ¢ (E ,D)

dizi uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir. ]
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Teorem 6.1.7. Herhangi bir 1 < p < oo igin ({,)g dizgin Opial ozelligine

sahiptir.

Ispat. ¢ > 0, o € (0,e) ve 1 + % > (1+¢9)” olacak sekilde verilsin. Aym
zamanda ||z||z > € ve x € ({,)5 olsun. z € ({,)5 ise (Em) € {, dir, buna gore

> ‘ <§x> ’p < oo dur. Yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifir oldugundan
k k

(é:c)k "< (%)p (6.1.25)

olacak gekilde bir k; € N mevcuttur. Dolayisiyla

o0

k=ki1+1

o0
> wpeg

k=k1+1

=100 s (6.1.26)
- (£](3)1)
(£ 1(3))
< (%))

[

Sl

™

4

diir. Bunlarin da 6tesinde ||z|| 5 > € oldugundan

ve buradan

<3 (E:p) ' (6.1.27)

k=1 k
kl ~ [e.°] ~

=X |(Be) S+ 2 |(B2),[
k=1 k k=k1+1 k
k1 ~ P P

<2 |(Be) |+ (3)
k=1 k 4
k1 ~ P gp

< B ) 0
,;::1 ( . k + 4




yazabiliriz ¢linkii €9 € (0,¢) kabuliinden 0 < € < gy olup 1 < p < 0o oldugundan

p

% < % diir. Yukaridaki son esgitsizlikten

ve boylece

(Em)k‘p (6.1.28)

elde edilir.

(x(m)) CcS [(Ep) g] zayif sifir dizisi i¢in tanim geregince her bir £ € N icin

x,gm) — 0, (m — o)

oldugundan dolay1 bir my € N mevcuttur oyle ki her m > my igin

b
< — 6.1.29
- (6.1.20)

k
ixw)e

k k
k=1

B

kalir. Boylece her m > my igin

o 4 ol = | (o 2) + (54 4 2) 5t (o ) -

(:vgm) n xl) (1,0,...,0,..) + (xgm + xz) (0,1,..,0,...) +

.t (x,(cm) —l—xk> (0,0,..,1,..) + ... _
= Z (x,gm) + $k> €k
k=1 B
S m) 2 (L (m)
=2 (Ik + Jﬁk) er+ >, (xk + xk) e
k=1 k=1 +1 5
) & < (m) °°
=Dz e+ D aer+ D, x e+ D, Tiek
k=1 k=1 k=k1+1 k=k1+1 5
&L (m) & m) & °°
> ox e+ D x Vel — || Dwker|| — | DL xwex
k=1 k=k1+1 5 k=1 B lk=kit1 5
k1 m [e'e] m ep
>(SaMe+ 3 2Mel| - =
k=1 k=k1+1 5 4 4
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esitsizligi yazilabilir. Ustelik

5 m) | (m)  (m) P
Yoy len+ Y, wy ek :H(xl,xg,...,xkl,xk1+1,xkl+2,...) (6.1.30)
=1 =k +1 5 B
- ||217227 vy Ry Rk+1y Rk+25 ||%
~ p
=3|(82),]
k k
k1 ~ 2 00 ~ D
=% |(Bx) [+ > |(B),]
k=1 k k=k1+1 k
S 3eP i gP
- 4 4
{_:p
-1+ =
+ 2
> (1 —|—EQ>p
ve buradan
5o X (m)
S Mer+ Y Vel >1+¢
k=1 k=k1+1 P

esitsizligine ulasgilir. Son olarak yukarida elde edilenlerin 1g1g1nda

k1 m [e’e] m Ep
|z + z|| > HZZL‘,& e+ Y 2™ey Y
k=1 k=k1+1
eb
> 14+e0— 5
p
>1420

2

esitsizligi yazilabilir ki bu bize (¢,) 5 uzaymn diizgiin Opial 6zelligine sahip oldugunu

gosterir. O
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