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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Uc Boyutlu Oklid ve Lorentz Uzaylarinda
Weingarten Tipi Regle Yiizeyler” baglikli bu caligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere
aykiri diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim
biitlin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakc¢ada yontemine uygun bi¢imde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Yiksek Lisans Tezi

UC BOYUTLU OKLID VE LORENTZ UZAYLARINDA WEINGARTEN
TIPI REGLE YUZEYLER

Mehmet Serkan GENCCAN

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Ana Bilim Dali

100+v sayfa
2019

Danisman : Prof.Dr. Erol KILIC

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig olarak diizenlenmis ve Weingarten regle yiizeylerin geligimi
hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, 3-boyutlu Oklid ve Lorentzian uzayda egriler ve yiizeyler ile
ilgili bazi temel kavramlara ayrilmigtir.

Uciineii boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda regle Weingarten yiizeyler
incelenmigtir. Bir regle yiizeyin Weingarten yiizeyi olmasi icin gerek ve yeter
sartlar1 igeren teoremler ve sonuglar verilmistir.

Dordiinct boliimde ise 3-boyutlu Lorentz uzayinda regle Weingarten ytizeyler
gozoniine alimmugtir. B3 de o taban egrisi ve dogrultman vektorii X in causal
karakterlerine gore geometrik sonuclar verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Regle Yiizeyler, Weingarten Yiizeyler, Regle
Weingarten Yiizeyler, Lorentz Weingarten

Yiizeyler



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

RULED SURFACES OF WEINGARTEN TYPE IN EUCLIDEAN 3-SPACE
AND LORENTZIAN 3-SPACE

Mehmet Serkan GENCCAN

Inénit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

100+v pages
2019

Supervisor : Prof.Dr. Erol KILIC

This study prepared as master thesis consists of four chapters.

The first chapter is organized as an introduction and some fundamental
information about the development of Weingarten ruled surfaces has been
presented.

The second chapter is divided to some fundamental concepts related to curves
and surfaces in 3-dimensional Euclidean and Lorentzian space.

In the third chapter, Weingarten ruled surfaces in the 3-dimensional Euclidean
space have been investigated. The theorems and results including the necessary
and sufficent conditions for a ruled surface to be Weingarten surface are given.

In the fourth chapter, the ruled Weingarten surfaces in 3-dimensional
Lorentzian space are considered. The geometric conclusions with respect to the
causal characteristics of the directed vector X and base curve «v in E$ are presented.

KEYWORDS: Regle Surfaces, Weingarten Surfaces, Regle Weingarten

Surfaces, Lorentzian Weingarten Surfaces
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kisaltmalar  Agiklamalar

R Reel sayilar ciimlesi

R3 3-boyutlu Reel uzay

3 3-boyutlu Oklid uzay

E3 3-boyutlu Minkowski uzay

E . F,.G Birinci temel formun katsayilar:
e, f,g Ikinci temel formun katsayilari
K Yiizeyin Gauss egriligi

H Yiizeyin Ortalama egriligi

Ky Yiizeyin Ikinci Gauss egriligi
Hyy Yiizeyin Ikinci Ortalama egriligi
w Weingarten ytizey



1. GIRIS

Regle yilizeyler diferensiyel geometrinin ¢nemli caligma alanlarindan birisidir.
Ozellikle hareketler ~geometrisinde, miihendisligin bazi  alanlarinda  ve
fiziksel problemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir yapidir. I C R bir aralik,
a : I — R? bir diferensiyellenebilir egri ve X de o boyunca R? de bir vektor
alan1 olmak tizere

F(,v) = alu) + vX (u)

ifadesi R? de bir regle yiizeyi tanimlar. Oklid uzayinda regle yiizeylerin geometrisi,
hareketler geometrisi agisindan hemen hemen biitiin 6zellikleri incelenmis olup bu
konuda bir ¢ok ¢aligma yapilmistir[3], [12], [23].

Regle yiizeyler ilk bakista iki kisma ayrilir: Acilabilir regle ytizeyler ve acilabilir
olmayan regle yiizeyler. Agilabilir regle yiizeyler silindirik regle yiizeyler olarak
da adlandirilir. Bir regle yilizeyin simmiflandirilmasi Gauss egriligi K ve ortalama
egriligi H yardimu ile yapilir. Buna gore agilabilir regle ytizeyler Gauss egriligi K
nin sifir olmasi ile karakterize edilir.

Oklid uzayinda herhangi bir yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerinin gradient
vektorleri lineer bagiml ise yiizeye Weingarten yilizey denir. K ve H nin bir
polinomu ¢ olmak iizere ¢ (K, H) = 0 denklemi ile tamimlanir. Bu tanima M
yizeyinin ikinci Gauss egriligi K;; nin katilmasiyla W —yitizeyinin farklh siniflar
elde edilir. Yani, K, H ve K;; nin gradient vektorlerinin iigiiniin birlikte lineer
olmasi veya ikiger ikiger lineer bagiml olmasiyla yeni siniflamalar elde edilmigtir.
¢ (K, H) = 0 denklemini saglayan regle yiizeyler ise regle yiizeylerin énemli bir
siifin1 olugturur. Ornegin K veya H s1 sabit olan regle yiizeyler bunlarin agikar
ornekleridir ve a,b, c reel sabitler olmak tizere aK + bH = c sartini saglayan
yizeyler bir ¢ok yiizey sinifimi icinde bulundurur.

Uc boyutlu Lorentz uzay1 E? de egriler ve yiizeylerin geometrisi, Oklid uzaymda



oldugundan oldukca farklilklar gosterir ve Oklid uzayma gore daha karmagik
bir yapiya sahiptir ve farkl disiplinlerde bazi problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli
rol oynar (fizikte ve mithendislik bilimlerinde). Lorentz uzayr R de egriler ve
yiizeyler, kazil (causal) karakterlerine gore su sekilde isimlendirilir: M nin normali
N timelike ise yiizeye spacelike, N spacelike ise yiizeye timelike ve N lightlike ise
yiizeye lightlike yilizey denir. Dolayisiyla regle yiizeylerin incelenmesinde, regle
yiizeyin taban egrisinin ve dogrultman vektoriiniin kazil karakterleri énemli rol
oynar ve Lorentz geometride genis bir yer tutar. Boylece Lorentz uzayda, regle
W-ylizeyleri bir ¢ok geometricinin ilgisini c¢ekmis hala glintimiizde calisilan
konulardan birisidir[2], [20], [24].

E? deki bir regle yiizeyin taban  egrisi ve  dogrultman
vektoriniin causal karakterlerine gore regle yiizeylerin simiflandirilmasi bir ¢ok
geometrici tarafindan cahsilmigtir[16], [21], [22].

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma 3—boyutlu Oklid uzay: ve
3—boyutlu Lorentz uzayda regle Weingarten yiizeyleri ile ilgili bir derlemeden
ibarettir.

Birinci boliim daha sonraki boliimlerin anlasilabilmesi icin Oklid ve Lorentz
uzayda egriler ve yiizeylerle ilgili temel kavramlara ayrilmistir. Ikinei boliimde
3—boyutlu Oklidyen regle Weingarten yiizeyleri incelenmis ve bir regle yiizeyin
Weingarten olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmigtir. Bu boliimde ayrica K
ikinci Gauss egriligine gére Weingarten olma durumlar incelenmistir. Uciincii
boliimde ise Lorentzian uzayda Weingarten yiizeylerine ayrilmigtir. Lorentzian
uzayda regle Weingarten yiizeyler taban egrisi ve dogrultman vektoriiniin causal
karakterlerine gore irdelenmis ve bu tiir regle yiizeylerin Weingarten tipi regle
ylzeyler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir. Ayrica bu bolimde Hjp;

ikinci ortalama egriligi de katilarak bazi siniflandirmalar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzayinda Egriler ve Yiizeyler

Tanim 2.1.1. A # 0 bir cimle V de K cismi tzerinde bir vektor uzayr olsun.
Asagidaki sartlar saglayan
fiAXA—V

fonksiyonu varsa A ya 'V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.
(i) VP,Q, R € Aicin f(P,Q)+ [(Q,R) = f(P,R),

(11) VP € A veVa € V igin f(P,Q) = « olacak bigimde bir tek QQ € A noktas:

vardur(1].

Tanim 2.1.2. 3—boyutlu standart reel vektor uzayr R? ile birlestirilmis R® afin
uzayin ele alalm. T = (x1, 9, 13), § = (Y1, Yo, y3) olmak tizere R® vektor uzaynda

T vey nin Oklid i¢ ¢arpima (skaler ¢arpima)

(Y RPxR* — R
3
=1

biciminde tanwvmlanar. Boylece {,) i¢ ¢carpima ile R® afin uzayna 3-boyutlu oklid

uzayr denir ve E3 ile gosterilir(1].

Tanim 2.1.3. x = (21, 29, 23), y = (Y1, Y2, y3) olmak tizere

d:E*xE* — R

(,y) — d(x,y) = |7l =




olarak tamumlanan d fonksiyonuna E® Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve
d(x,y) reel saypsina da x,y € E3 noktalar arasindaki uzaklk ve d ye de E?

iizerinde Oklid metrigi denir[1].

Tanim 2.1.4. Vz,y, 2z € E3 icin Zyz acisin olciisti

cosf) = (?ﬁ, y7>
1572 1721

ile tanimlanar/1].

Tanim 2.1.5. E? de swraly bir {Py, Py, Py, P3} nokta dortlisine R de karsilik

gelen {POPLPOPQ,POP;;} vektor diclisi, R icin bir ortonormal baz ise

{PRy, P\, Py, Ps} sistemine E® 4in bir dik catist veya Oklid catisy denir [1].

Tamim 2.1.6. E? de @ = (a1, as,a3) ve b= (b1, by, b3) vektorleri verilsin. Buna

gore @ ile b nin vektirel carpvmy (dig ¢arpima)

€1 €y €3
GiNb=|a; a a
by by b3
veya
@A b= ((ashs — asbs) , — (a1bs — ashy) , (arbs — ashy))
ile tamimlanar. Vektorel carpim asagrdaki ozellikler: saglar:



8. @Ab=0 olmas icin gerek ve yeter sart d ve b vektorlerinin lineer bagimla

olmasidir[2].

Tanim 2.1.7. [ C R bir aralik olmak tizere
a:l — R?
u— a(u) = (on (u), 0z (u),as (u))
seklinde tansmlanan sirekli fonksiyona R3 uzaynda bir egri denir/3].

Tanim 2.1.8. o : [ — R3, a(u) = (a1 (u), s (u), a3 (u)) bir egri olmak dizere
a; : I — R, turevlenebilir fonksiyonlar olsun.

do
o (u) = u la(to)

vektoriine ty € I noktasinda o man teget vektord denir/3].

Tanim 2.1.9. Her u € [ igin o' (u) # 0 kosulunu saglayan, tirevlenebilir,

parametrik bir o - [ — R® egrisine regiler egri denir/3).

Tamim 2.1.10. Bir v € I i¢in, o : I — R? regiiler parametrik egrisinin ug

noktasindan u noktasina kadar olan yay uzunlugu
s = [ o’ (w)]du
U

olmak tzere, o' (u) vektdrinin boyu

lo’ ()] = \/(0/1 (u)” + (0 (w)* + (0% (u)”

5



olarak tamwmlanar. o (u) # 0 oldugu i¢in s yay uzunlugu u degiskeninin

tirevlenebilir bir fonksiyonudur/3].

Tamim 2.1.11. «, I C R araliginda tansmlh R? de bir egri olsun. Yu € I igin
lo’ (u)]| =1
ise a egrisine birim hazli, u parametresine de yay parametresi denir(1].

Tanim 2.1.12. E3 de bir M egrisinin (I, ) ve (J, B) gibi iki koordinat komsulugu
verilsin.

a: I —E, p:J—E,

olmak “zere

h:atof:J—1
diferansiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degigimi denir[1].

Tanim 2.1.13.
a: ] —R?
egrisi verildiginde Yu € I i¢in
au+T)=au)

olacak sekilde bir T € R pozitif sayist varsa o egrisine periyodiktir denir. Ve

en kicik T sayisina da egrinin perityodu denir.

Tamim 2.1.14. M kiimesi R® i¢inde bir alt kiime olsun. Her p € M noktas:
icin R3 icinde asagqidaki kosullar saglayan bir V- komsulugu ve bir U C R? acik
kiimesinden V N M C R? dizerine orten bir f : U — V N M déniisiimii varsa,

M alt kiimesine bir reguler ytzey denir. Regiler yizeylerin t¢ ozelligi vardur:

1. f donisimu diferensiyellenebilirdir, yani f fonksiyonunun U tzerinde her

mertebeden kismi tirevleri vardir.



2. f bir homomorfizmadir(f in tersi de streklidir),
3. Her ¢ € U i¢in df, : R* — R® diferansiyeli bire-birdir(regiilerlik sarti)[3].

Tanim 2.1.15. Regiiler bir M yiizeyi tizerinde bir p noktasinda, E3 uzayinin
T, (M) teget dizlemine dik bir birim vektor vardir; bunlarin her birine p
noktasindaki birtm normal vektor denir. p noktasindan gecen ve p noktasindaki
bir birtm normal vektoru iceren dogruya p noktasindaki normal dogru denir.
p € M noktasinda bir f : N C R? — M parametrelemesini sabitleyerck her
q € f(N) noktasinda,

P IAYE

N (q) = YA (q)

kuralwyla belirli bir birim normal vektor segebiliriz. Boylece diferensiyellenebilir bir
N : f(N) — R® doniisiimii elde ederiz. Bu dontisimi her q € f (N) noktasina,
q noktasinda bir birim normal vektor karsilik getiriyorsa, N déniisimi f(N)

lzerinde diferensiyellenebilir bir birim normal vektér alanidir denir/3).

Tanim 2.1.16. Regiler bir M wyuzeyini, bir p € M noktasy iki komsulugun
kesisiminde oldugunda koordinat degisikliginin p noktasindaki jakobiyeni pozitif
olacak bi¢imde bir koordinat komsuluklary ailesi ile ortmek mimkinse M yiizeyi
yonlendirilebilir olarak adlandirilir. Bu bicimde bir aile secimi, M yuzeyinin
bir yont olarak adlandirilir ve bu durumda M yizeyine yonlendirilmais denir.
Eger boyle bir secim mumkun degilse M, yonlendirilemez bir yiizey olarak

adlandirilir[3].

Tanim 2.1.17. E3 de bir M wyiizeyi tizerindeki diferansiyellenebilir bir birim
normal vektor alanina M dizerinde bir Yon denir. B3 deki herbir yonlendirilmis
M yuzeyi uzerinde tam ki yon vardwr. Bunlar pozitif ve negatif yondur. Bir
yuzey tzerinde yon secilmis ise bu yuzeye yonlendirilmas yiizey denir. Bunun

yamnda Mobiis seridi gibi bircok yizeyler de yonlendirilemezler. Bunlara da



yonlendirilemez ylizeyler denir. O halde E? din bir M yiizeyi tizerindeki yonii,

tanama gore, M dzerindeki normal dogrultudur(1].

Tanim 2.1.18. Yéni N olan bir M C R3 yiizeyini alalbm. N : M — R3
doniistimai,

S* ={(z,y,2) €R’; 2> +¢y* + 2> =1}
birim kiiresi tizerinde deger alwr. Bu bicimde tamvmlanan N : M — S?
donisimine M yluzeyinin Gauss Dontsumd denir. Gauss dontisimunin
turevlenebilir oldugu kolayca dogrulanabilir. N donistiminin p € M noktasindaki

dN, diferansiyeli, T, (M) dizleminden Ty, (S?) dizlemine bir lineer dontsimdiir[3).

M bir yizey ve N de M nin birim normal vektor alani olsun. Bu durumda

p € M noktasinda
de (61) = —klel, de (62) = —k2€2

olacak sekilde {e1,es} ortonormal bazi vardir. Burada ki wve ke saylar p
noktasinda normal egriligin ekstremum degerleridir, yani ikinci temel formun

maksimum ve minimum degerleridir. Ayrica ky > ko dir(3].

Tanim 2.1.19. Maksimum ki ve minimum ko degerlerine, p noktasindaki asli

egrilikler denir; ey, es vektorlerine de p noktasindaki asli dogrultular denir/3).

dN donustumuniin determinanta, asli egriliklerin carpima
(—k1) (ko) = kiks, izi ise asli egriliklerin toplamimin tersi — (ki + ko) dir.
Yiizeyin yonlendirilmesi degistiginde dN nin determinanty degismez, yani dN

nin determinant, yonlendirmeden bagimsizdir/3].

Tanim 2.1.20. Bir p € M noktasindaki Gauss Donusimunin diferansiyeli
dN, : T, (M) — T, (M) olsun. dN,, déniisiminin determinantina M ylizeyinin

p noktasindaki Gauss egriligi denir ve K ile gosterilir. dN,, dontistimintin izinin



yarisiman negatifine, M yuzeyinin p noktasindaki Ortalama egriligi denir ve H

ile gosterilir. Asli egrilikler cinsinden

hi+k

K = kyks, H .

yazabiliriz/3].
Tanim 2.1.21. Bir yuzeyin p noktasina, eger
K (p) > 0 ise eliptik,
K (p) < 0 ise hiperbolik,
K (p) =0 ve H (p) # 0 ise parabolik,
ki (p) = ko (p) ise umbilik,
k1 (p) = ka (p) # 0 ise dogrusal umbilic

ki (p) = ko (p) = 0 ise seviye noktas

denir[4].
Onerme 2.1.1. k1 ve ko asli egrilikleri,
k* —2Hk+ K =0
kuadratik denkleminin kokleridir. ki ve ko degerleri;
kle—i—m ve kng—m
dir[5].
Onerme 2.1.2. Bir M yuzeyinin Gauss ve ortalama egrilikler:

eqg — f? HZ}@G—QfF-}-gE

EG — F?’ 2 EG-F?

olarak verilir. Burada birinci temel formun bilesenleri

E = <fu,fu>, F = <fu7fv>7 G = <fvafv>

9



ve tkinct temel formun bilesenleri

€:<Nafuu>7 f:<N7qu>7 g:<N’fU”>

olarak verilir[7].

2.2 Lorentz Uzayda Egriler ve Yiizeyler

Tanim 2.2.1. V bir reel vektor uzayr olsun. Va,b € R ve VI, y, 2 € V igin
(,)=VxV-—R

donisimi asagidaki

1. (Z,9) = (¢, Z) (simetri) ,

2. (aZ+ by, 2) = a (T, 2) + b(y, 2) (bilineerlik)

3. (Z,ay + b2) = a(Z,y) + b(Z, 2) (bilineerlik) .

ozelliklerine sahip ise bu (,) donisimi V vektor uzay tizerinde bir simetrik
bilineer form denir[5].
Tamm 2.2.2. (,), V reel vektor uzayr izerinde bir simetrik bilineer form olsun.

1. V& eV, Z # 0 igin (¥, Z) > 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna pozitif

tanimla,

2. VX eV, Z # 0i¢gin (Z,%) <0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna negatif

tanimla,

—

3. VZ €V, icin (Z,Z) > 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna pozitif yar

tanimla,

4. V¥ € V igin (&, %) < 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna negatif yart

tanimla,

10



5. Yy € V igin (Z,y) = 0 iken & = 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna

nondejeneredir denir,

6. Yy € V igin (Z,y) = 0 iken & # 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna

dejeneredir (singiilerdir) denir[5].
Tanim 2.2.3. V' bir reel vektor uzayr olsun. V' tuzerinde taniml
(,):VxV-—7R

dondigtimi bilineer, simetrik ve nondejenere ise (,) ye V dzerinde bir skaler

carpvm, bu durumda (V,(,)) ikilisine de bir skaler ¢arpim uzaysr denir[5].

Tanim 2.2.4. V' bir skaler ¢arpim uzayr ve W C V altuzay olsun. Eger W alt
uzayt,

()Y |w:WxW —R

simetrik bilineer formu negatif tanimiy olacak sekilde V' nin en buyik boyutlu alt
uzays ise W nin boyutuna (,) skaler carpiman indeksi denir ve q ile gésterilir.
Ayrica q ya V' vektor uzayinin da indeksi denir ve indV = q ile gosterilir. Bu

ifade 0 < q < boyV olarak da yazilabilir[5].

Tanim 2.2.5. V' bir skaler ¢carpim uzayr ve ¢ de V' nin indeksi olsun. Eger ¢ =1

ve boyV > 2 ise V ye bir Lorentz uzaysr denir[5].

Tanim 2.2.6. R" n-boyutlu standart reel vektor uzayr olsun. Ayrica Vr,y € R"™

ve x = (T1,T, ...y Tp), Y = (Y1, Y2, -, Yn) 0lmak tzere,
() :R" x R" — R

(z,y) — (2,y) = —z1y1 + Z%yz
=2

fonksiyonu bir skaler carpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona R™ tizerinde Lorentz

metrigi denir[5].
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Tamm 2.2.7. Ozel olarak n = 3 i¢in © = (71,29, 73) € R, y = (y1, 92, y3) € R
olmak tizere

(V:R¥xR* — R
(,y) — (2, y) = —21y1 + TaY2 + T3Ys3

skaler ASarpyma tanamly ise bu uzay Minkowski 3-uzayt veya Lorentz 3-uzay

olarak isimlendirilir ve genellikle E} veya R ile gosterilir/5].
Tanim 2.2.8. E3 Minkowski uzaymda bir T vektorine,

(1) (Z,Z) <0 ise timelike vektor,

(17) (Z,Z) > 0 veya x = 0 ise spacelike vektor,

(13i) (¥,%) =0 ve & # 0 ise lightlike vektor veya null vektor denir.

Ayrica bu ifade edilen tamimdaki ¥ vektorinin tipi, onun causal karakteri

olarak adlandvrilur/5].

Tanim 2.2.9. 7,y € E? icin (T,9) = 0 ise £ # 0, ¥ # 0 vektorleri birbirine

diktir denir ve Ly ile gosterilir(5].

Tanim 2.2.10. R} wvektor uzayr uzerindeki skaler ¢arpim (,) olsun. ¥ € E}

vektoriniin normu ||Z|| ile gosterilir ve

=

|17 = VI(Z,2)| = |(Z, 2)]
ile tanumlanar/5].

Tamim 2.2.11. Bir & € E3 vektorinin normu 1 e esit ise yani

N

=1

171 = V{7, 2)| = (7, 7)]

ise T vektorine birim vektér denir[5].
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Tanim 2.2.12. M C E? egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. o (u) da

a(u) egrisinin hiz vektori

o:l — E3

u—> a(u) = (ay (u),az (u), az (u))
biciminde tanimlansin.
(1) (o (u),d (u)) <0 ise a egrisine timelike,
(77) (o’ (u),a (u)) >0 ise a egrisine spacelike,
(7i1) (o (u),a (u)) =0 ise a egrisine null egri denir[5].

Onerme 2.2.1. E? Minkowski uzayinda iki vektor T ve i olsun. T A i vektorel

carpim i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

(1) @ ve y spacelike vektior ise £ Ny bir timelike vektordiir,

(ii) T wve § timelike vektor ise £ Ny bir spacelike vektordir,
(1i1) T spacelike ve § timelike ise & A bir spacelike vektordir,
(1v) & ve ¥ null vektorler ise & N\ Y bir spacelike vektordiir,

(v) & timelike ve y null vektor ise & Ny bir spacelike vektordiir,

(vi) Z spacelike ve § null vektor olmak tzere (¥, Z) = 0 ise & Ay bir null vektor,

(Z,Z) # 0 ise & Ny bir spacelike vektdrdiir[6].
Teorem 2.2.1. E3 Minkowski uzayinda asagrdaki ozellikler saglanar:
(1) Iki timelike vektor asla ortogonal olamaz,
(ii) Bir timelike vektdr, bir null vektore asla ortogonal olamaz,

(i41) Iki null vektér ortogonaldir ancak ve ancak bu vektorler lineer bagumbdur[11].
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Tamm 2.2.13. E3 Minkowski uzaynda iki vektor a ve b olsun. @ = (ay,a9,a3)

ve b = (b1, b2, b3) olmak tizere B3 uzayinda skaler ¢arpym(ic carpim)
{a,b) = —a1by + asbs + asbs
ve vektorel carpym(dis carpim)
ANb= (— (agbs — asby), — (a1bs —azby), ajbs — asby)

olarak yazilur.

1, i =7 ise

5¢j = ve e; = (51‘1, iz, 51‘3)
0, 1 #J ise
olmak tizere
—e; ey €3
anb=

aq o ds

by by b3
veya

€1 —€y —€3

aNb=]|a, ay as
by by b3
olarak hesaplanabilir. Burada
61/\62:63, 62/\83:—61, 63/\61:—62

dir. Saat yoninin ters yoni pozitif yon olarak alinmastar.
Asaqidaki Minkowski uzayindaki vektorel carpiman 6zellikleri Oklid uzayindaki
vektorel carpimaim ozelliklerine benzerdir. ES de wvektorel carpimin ozellikler:

asagidaki sekildedir: Va, b, ¢, 7,7, Z € E3 icin
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10. @A b =0 olmast icin gerek ve yeter kosul d ve b vektorlerinin lineer bagimla

olmasudir([2).

Tamm 2.2.14. 3—boyutlu Oklid uzay E*de o # 0 olmak tizere C?—simafindan
diferensiyellenebilir regiler bir a egrisine Frenet egrist denir. Buna ek olarak

Frenet catisindaki vektorler

ep=a (teget vektor)
O//
e asli normal vektor
2 |a//| ( )
e3 =e1 N e (binormal vektor)
olarak bulunur. k = ||| fonksiyonuna o nin egriligi denir. Bu sayinin daima
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pozitif oldugunu varsayabiliriz. Yukaridaki denklemlerin turevier:

e] =" = key

ey = (€3, e1) €1 + (€3, €2) €2 + (€3, €3) €3
= —kKey + Tes

e5 = (e5,e1) €1+ (€5, e2) ea + (€5, €3) €3

= — (e3,€]) €1 — (e3, €y) ea + 0.e3

= —TE€y

olur. T = (€, e3) fonksiyonuna o min burulmass denir. (e, ex) —diizlemi egri
boyunca degisimi a¢iklar. Bu 8 denklemin tirevlerine Frenet denklemleri denir

ve matris biciminde asaqidaki sekilde

/

€1 0 K 0 €1
€9 = - 0 7 €9
€3 0 —7 0 €3

yazilir[4)].

E? de Frenet catisina, egrinin egriligini ve burulmasina Oklid uzayma benzer
sekilde asagida tanimlayabiliriz:

Vektorler ey, eq € E3 dyleki (e;, e;) = +1, {e1,es) = 0 ve e3 = e; Aeg olsun. O
halde eq, es, e3 vektorleri ortonormal ¢ate olsun. Eger (e1,e1) = € ve (ea,e9) =1
ise e, € {—1,1} da lagrange ozdesliginden (es,e3) = —en dir. Her X € E}

vektorii {ey, es, e3} bazina gore
X = €<X7 61> €1 +77 <X> €2> — €7 <X7 €3> €3
tek tirli yazlabilir[2].

Teorem 2.2.2. B3 Minkowski uzayinda o bir spacelike veya timelike egri olsun.

Kabul edelvm ki « egrisi yay uzunlugu ile parametrelenmis ve (o, ") # 0
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sartlaring saglasin. Ayrica bu egrinin Frenet cati elemanlars

O[//

/‘ <a//’ Oé”)’ !

er=a, ey= es =e1 A ey

icin asaqidaki Frenet denklemsi
/

el 0 KM 0 e1
€9 = —ke 0 —TEn €9
es 0 —m 0 es

olarak o egrisinin egriligi k = (€}, es) ve burulmasy T = (€}, e3) ile gdsterilir.
Uclii Frenet catisinin elemanlart hesaplanirsa, Omeﬁz’n
el =a" =n{d" ex) ea = nrey,
(€5, €1) = — (€}, €2) = —K
(€5, e2) = — (€3, e3) = —7
olarak bulunur. Lorentzian uzayda non-dejenere egriler i¢in farklh frenet catilar:

bulunabilir[4].

Tanmim 2.2.15. E3 de M yizeyinin Gauss egriligi K, birinci temel formun

bilesenleri B, F' ve G olmak tizere

K=— " 1 — |1
([5G F,-1a, E F B, E F
1a, F G ¢, F G

formailiine 3— Boyutlu Minkowsk: uzayinda Brioschi’nin Formaili denir. Benzer

sekilde 3—Boyutlu Oklid uzayinda bu formiil hesaplanabilir[2].

Tamim 2.2.16. E? de M agilabilir olmayan yizeyin ikinci Gauss egriligi Ky,

ikinci temel formun bilesenleri e, f ve g olmak tizere

_%evv + fuv - %guu %eu fu - %ev O %ev %gv
1
KII - (eg _ f2)2 f’U - %gu € f - %ev € f
590 f g sou g

formailiine ikinci Gauss egriligi icin Brioschi Form/iili denir[2].
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2.3 Regle Yizeyler

Tanim 2.3.1. o : I — E3 egrisi tizerinde X birim vektor alam verilsin. X, I
araliginin her bir u elemanina karsihk, o (u) noktasinda X (u) vektorine karsilik

getiren bir donusumdiir.

f (,0) = a (u) + vX (u)

fiIxR— E3

doniisiimii bir regiler dontisiim olmak tizere, f (I X R) yiizeyine, E3 uzaymnda bir
Regle Yizey denir. Burada o egrisine yuzeyin bir dayanak egrist adi verilir.

ve

a: ] — B3

w—> a(u) = (a1 (u), s (u) , a3 (u))

ile gasterilir. X (u) vektorine f yizeyinin o« (u) noktasindaki dogrultmana denir.
a (u) noktasindan gegen ve X (u) vektorine paralel olan dogruya, o (u) noktasindan

gecen ana dogru denir[8].

Tanim 2.3.2. Bir regle yizeyin ana dogrular: boyunca teget dizlemleri ayna ise

regle yizeye aglabilirdir denir[1].

Tanim 2.3.3. Bir f(u,v) regle yizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak
dikmesinin esas dogrultman izerindeki ayagina bogaz(merkez veya striksiyon)

noktasuy adv verilir[1].

Tanmim 2.3.4. Bir f(u,v) regle yilizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca
yuzeyt olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yizeyin bogaz

(striksiyon) c¢izgisi (egrisi) adu verilir(1].

Tanim 2.3.5. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin

bu ki komsu ana dogru arasindaki aciwya oramna regle  ylzeyin
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dagilma parametresi(drall’i) denir. Bu regle yiizeyin dagilma parametresinin

(drallinin) diferansiyel denklems

Q= det (o/, X, X)
X

ile ifade edilebilir[1].

Tanim 2.3.6. E3 de bir regiiler M ylizeyinin H Ortalama egriligi her yerde sifirsa

(H =0), bu ylizeye minimal yizey denir/3)].

Tamim 2.3.7. E? de bir regiiler M yiizeyi icin Gauss egriligi K = 0 ise M ye

Flat yiizey (aglabilir yizey) denir/3)].
Tanim 2.3.8.
a(u) = (cosu,sinu,au), a€R, 0<u<27

olarak wverilen helisi distunelim. Helisin her noktasinda, o noktadan gecen, xy
duzlemine paralel olan z eksenini kesen bir dogru ¢izelim. Bu dogrularin belirledigi

yuzeye helikoid denir ve bir parametrelemesi,

f(u,v) = (vcosu,vsinu, au)
0<u<2m

—00 <V <O

ile verilir. f donusumi, uv duzleminde genisligi 2 olan bir acik seridi, helis

uzerinde 2 lik bir donige karsilik gelen helikoid parc¢asina ¢evirir/3].

Tanim 2.3.9. M C E3 bir regle yiizey olsun. Vo (u) € M noktasinda, Vu € I
wein X teget vektoru ile anadogrunun dogrultman vektori lineer bagimsiz olacak

sekilde secebiliriz.
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2.4 Weingarten Yiuzeyler

Tanim 2.4.1. M, E3 de bir yiizey olsun. Eger K ve H nin gradient vektorleri
lineer bagimh ise M yizeyine Weingarten Yuzey denir. Buna gore M nin

Weingarten yizeyi olmast i¢in gerek ve yeter sart
KH,— K,H,=0
olmasidar[9].

Onerme 2.4.1. M, E3de bir yuzey olsun. M yiuzeyinin Weingarten ytizey olmas:

icin gerek ve yeter sart K Gauss egriligi ve H ortalama egrilikleri arasinda
¢(H,K)=0
olacak sekilde asikar olmayan fonksiyonel bir bagintinin var olmasidir(9).

Tamim 2.4.2. M C E3 bir regle yiizey olsun. Eger M nin Ortalama egriligi H ve
ikinci Gauss egriligi Ky (ikinci temel formun i¢ egriligi), ¢ (H, Krr) = 0 asikar
bagintisine saghyor ise M ye II. Weingarten ytzey denir.

Buna gore I1. Weingarten yuzeyde gradH ile gradKjp; lineer bagiml

vektorlerdir. Bu ise H, (K1), — H, (K1), = 0 olmasina denktir[10].

Tamm 2.4.3. M, 3—boyutlu Minkowski uzay E} de bir yiizey olsun.

1
H[]IH+§A1[1II (\/‘K‘),

ifadesine M ytuzeyinin tkinct ortalama egriligi denir. Burada H ve K, M nin

ortalama ve Gauss egrilikleri ve

Aur= - \/Wzaxz< )%’

l]_

olup non-dejenere ikinci temel formun Laplasyan operatoridir. Burada ikinci

temel formun bilesenler:

e:hlla f:h12a g:hQQ
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olup

dir([16].

h = det (hlj) s
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3. E3 OKLID UZAYINDA REGLE

WEINGARTEN YUZEYLER

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzay1 E? de Weingarten tipi regle yiizeyler
incelenecektir. Birinci alt boliimde acilabilir olmayan regle yiizeyin Weingarten
yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verildi. Ikinci bolitmde ise bir regle yiizeyin
I1.Weingarten yiizey olmasi icin gerekli sartlar verildi. Uciincii alt boliimde ise
Gauss egriligi K, ortalama egriligi H ve ikinci Gauss egriligi K yi iceren

kuadratik denklemleri saglayan regle ytizeyler incelendi.

3.1 Regle Weingarten Yiizeyler

E3 Oklid uzaymda,

f(u,v) = a(u) +vX (u) (3.1.1)

ile verilen M regle yiizeyini goz oniine alalim. Burada, I C R bir aralik olmak
uzere,

a: — E3

bir diferensiyellenebilir egri ve X (u) da a egrisi boyunca bir vektor alanidir.
Kabul edelim ki (3.1.1) ile verilen M regle yiizeyi, acilabilir olmayan bir regle
yizey olsun. Bu durumda M nin Gauss egriligi K her noktada sifirdan farkhdir.

Burada K, M nin Gauss egriligi , H ise M nin ortalama egriligidir. Ayn1 zaman
da kabul edelim ki

X = I X" =1 ve (o, X") =0 (3.1.2)

olsun. Bu durumda « (u) bir striksiyon ¢izgisidir. Simdi regle yiizey iizerinde F,
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F' ve G birinci temel formun bilegenleri
E={(d, )+’ F={( X), G=1 (3.1.3)
dir. I, M nin birinci temel formu olmak tizere

det (I) = D* = EG — F* = Q* +v* (3.1.4)
D=vVEG—F?=/Q*+?

diyelim. Ortonormal baz elemanlarimiz {X, X', X A X'} olmak iizere

o =FX+QXANX' (3.1.5)
X'=-X-JXANX (3.1.6)
dNX =QX' (3.1.7)
bulunur. Bu esitliklerde
Q =det (o/, X, X") #£0 (3.1.8)
J =det (X", X', X) (3.1.9)

ifadelerini tanimlayalim. Burada @ ya M nin dagilma parametresi (Drall’1),
J ise X e bagh geodezik egrilik fonksiyonu dur. Buna gore N birim normal

vektor alani

1 1
N =2 (@ AX+uXAX) =5 (QX —vX AX'). (3.1.10)

olarak elde edilir. Tkinci temel formun bilegenleri e, f ve g

e—%(Q(F+QJ)—Q’v+Jv2), f—%#o, g=0 (3.1.11)

seklinde bulunur. Simdi bu regle yilizeyin K Gauss egriligini ve H ortalama

egriligini hesaplayalim. E3 de bir M yiizeyinin K Gauss egriligi

K eg—f° Q@

= o = (3.1.12)
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ve H ortalama egriligi

_leG=2fF+gE 1
2 EG-F2  2D3

(Jv2 Qv+ Q(Q] — F)) (3.1.13)

olarak elde ederiz[10].

f fonksiyonunun u ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa

fu=a +vX’ (3.1.14)
fo=X (3.1.15)
Juu =" +0X" (3.1.16)
fow =0 (3.1.17)
fuw =X’ (3.1.18)
dir ve buradan
JuNfo=[d + XA X (3.1.19)

= (' ANX)+v(X'ANX)
olarak bulunur. Simdi birinci temel formun bilegenlerini hesaplayalim:
I = BEdu® + 2Fdudv + Gdv®

E = {fu, f.) = +vX o +vX") = (d, ) +v?

elde edilir. Ayrica
F={fuf) = +vX" X)={(X)

ve

G = (fo, fo) =(X,X) =1
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olarak elde edilir. Egrinin belirlenmesinde kullanilan ortonormal cati elemanlari,

{X, X', X A X'} bazina gore hesaplanirsa

o=, X)X+ X)X+, XNX)XANX
=FX+0X' +QXANX'

=FX+QXANX'

XAX) =X'AX'+XAX"=0+XANX"=-JX

o' =(FX+QXANX')
=FX'+Q(XAX')
=FX'+Q(-JX')
=(F-QJ)X'

X'=-X-JXANX
dNANX =QX'

lineer diferensiyel denklem sistemleri elde edilir.

Gergekten (N, f,) = 0 oldugundan u parametresine gore tiirev alinirsa

elde edilir ve buradan
€= — <Nu7 fu> - <N7 fuu>

dir. (N, f,) = 0 oldugundan v parametresine gore tiirev alinirsa

<N’U7 fu> + <N7 fuv> =0
elde edilir ve buradan
f = <Nvafu> = <N7 fuv>
dir. (N, f,) = 0 oldugundan v parametresine gore tiirev alinirsa
<Nv7fv> + <N7 fvv> =0
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elde edilir ve buradan
g=—- <Nv7fv> = <N7 fvv>

dir. Dogal ¢at1 elemanlar { f,, f,} olmak iizere regle yiizeyin birim normal vektor

alan
Ju N\ o
N pr—
| fu N o

dir. Bunun yaninda (3.1.8) dagilma parametresi

_det (o/, X, X)
- XX
det (o/, X, X)
N 1

= det (/, X, X')

Q

elde edilir. Bu (3.1.8) ifadesinin u parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
Qu = [det (o/, X, X")],
=det (o, X, X') +det (o, X', X')+det(a/, X, X")
=det (o, X, X') +det(a/, X, X")
= —det (X', X, ")
veya
det (X', X, ") = -Q, = —Q'

bulunur. Simdi de D? yi hesaplayalim:

det (I) = |fu/\fv|2
= <fu7fu> <fv7fv> - <fuafv>2

= EG - F?
oldugundan (3.1.4) ifadesi

det (I) = D* = EG — F?
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elde edilir. Buradan,

D? =FEG — F?

(o 0y +0v%) .1 - F?

(FX+QXAX FX+QXAX') +v* — F?
=P (X, X)+FQ(X,XANXY+QF (XANX,X)+Q* (X ANX, X NX")

+v? — F?
elde edilir. Bu ifadede Lagrange 6zdesgligi kullanildiginda

(XAX,XAXY) = (X, X) (X", X") — (X, X') (X, X')

—IXI*. X)) =00=11=1
elde edilir. Bulmug oldugumuz bu ifade (3.1.4) esitliginde yerine yazilirsa,
D? = Q% + o

olarak bulunur. Bu (3.1.4) esitliginin her iki tarafinimn karekokii alinirsa
D = /Q?+ v? ile de gosterilebilir. Simdi de ikinci temel formun bilegenlerini

hesaplayalim:

II = edu® + 2fdudv + gdv*

e = (N, fuu) oldugu gozéniine almir ve (3.1.16) ve (3.1.19) kullanilirsa

o fu/\f’l) Vi 1
6‘<\qufvr’“ tod >
1

=5 (Q(F—QJ)—Q’U+J1)2)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde f = (N, fu,) oldugu goz éniine alinir ve (3.1.18)
ve (3.1.19) kullanilirsa

f:<N,fuv>:<fU/\fva/>: Q

|fu N o VEG — F?

veya

SO
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olarak bulunur. Bunun yaninda (3.1.17) den
9= <Nafvv> = <N70> =0

dir. Birim Normal vektor alam (3.1.19) dan

_ SuNfe o]
B |fu/\fv| B \/Q2+’U2

N QX' —vX' A X)

veya
1
N =5 QX —vX'AX)

elde edilir. K Gauss egriliginde birinci ve ikinci temel formun degerleri (3.1.12)

de yerine yazilirsa

Q )
00— ————
Ko 9= 1 i (\/EG—F2 @
 EG-F?2 D2 - DA

dir ve boylece (3.1.12) elde edilmis olur. Benzer gsekilde H Ortalama egriligi

1eG-2fF+gE 1lel—-2fF+0.E 1

H = =
2 FEG-F? 2 D? 2D3

(Q*J — QF — Qv + Jv*)

olarak bulunur ve (3.1.13) elde edilmig olur.

Ayrica (3.1.4) nin sirasiyla u ve v ye parametresine gore kismi tiirevi alimirsa

QQ’
D, = 1.2
D (3.1:20)
ve
(Y
D, = — 121
7D (3.1.21)

elde edilir. Simdi M Regle yiizeyinin K, H, — K, H, = 0 denklemini saglamasi i¢in
gerekli olan sartlarn aragtirahm. Buna gore (3.1.12) da swrasiyla v ve u

parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

_ 4o
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elde edilir. Benzer gekilde (3.1.12) ifadesinin v parametresine goére kismi tiirevi

alimirsa

K=~ 5 (20Q'D" ~ 4Q°Q)

(= + Q) (3.1.23)

elde edilir. Simdi de (3.1.13) ifadesinin sirasiyla v ve u ya gore kismi tiirevi

alinirsa
H - 1 /(2Jv—Q +0)D?— (Jv* —Qv+Q(QJ— F))3D?D,
T2 < (D%)? )
== (—JU3 4200 — Qv + 3QFv — Q2Q’> (3.1.24)

ve

" 1 (P =-Qv+Q(QJ-F)), D’ (Jv' = Qv+ Q(QJ - F))3D*D,

b2 (D)’
Hu :ﬁ [J/U4 _ Q”’U3 + (_QQ/J+ QQQJ/ _ Q/F _ QF,) 112

+(3QQ% - Q*Q" v+ Q* (-QQ'J + Q*J' +2Q'F — QF')]  (3.1.25)

elde edilir. Bu elde edilen K, K, H,,, H, ifadelerini K, H,— K, H, = 0 denkleminde

yerine yazalim.

K,H, — K,H, :% [(2Q%) = QQ'J) v° + (2QQ" — 2Q°Q") v*
+(—2Q°Q' T +4Q' T — 2Q°Q'F — 2Q°F' + 3Q°Q'F) v*
+(6Q°Q% - 2Q'Q" - 3Q°Q?) v?
+(2Q°Q'T +2Q°T +4Q*Q'F — 2Q°F' + Q°Q'J — 3Q*Q'F) v
+Q°Q")

Burada bulmug oldugumuz ifade v nin kuvvetlerinden olugan ve v ye bagh bir

polinomdur. Bu polinomun sonucunun sifir olmasi i¢in v nin kuvvetlerinin
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katsayilarinin sifir olmas1 gerekir. v°, v*, v°, v*, v, v° nin katsayilar sirasiyla
agsagidaki gibi diizenlenecek olursa

V5 2Q%T —QQ'J =0

v!:12QQ" - 2Q°Q" =0

v —=2Q3Q" T +4Q*T — 2Q*Q'F — 2Q3F' + 3Q*Q'F =0

02 6QPQ2 — 20°Q" — 3Q%Q? =0

vl —2Q°Q' T +2Q°%) +4Q*Q'F — 2Q°F' + Q°Q'J — 3Q'Q'F =0

W0 QPQ? =0

olmasi gerekir. ) # 0 oldugundan K # 0 dir. Boylece herhangi bir noktanin
komsulugunda @ # 0 oldugundan v° ve v° in katsayilarinin sifir olmasi icin Q' =
ve J' = 0 olmasi gerektigi aciktir.

Aym sekilde v? {in katsayisin sifir olmasi icin £/ = 0 olmalidir. Bununla
birlikte, ' #Z 0 olan herhangi bir regle Weingarten yiizeyin @), J, F fonksiyon
degerleri sabit olmak zorundadir. Dikkat edilirse bu durumda regle yiizey
analitiktir. Dolayisiyla K Gauss egriligi ve H ortalama egrilik sadece v

parametresine bagh ise ytlizey bir Weingarten yiizeydir.

Teorem 3.1.1. Bir acilabilir olmayan M regle yuzey: uzerinde asagidaki sartlar

denktir:
(1) M bir Weingarten yizeydir.
(17) Q, J, F ifadeleri sabittir.

(i1i) Q, J, F sabitleri igin 2H\/£Q = v—K (J F F\/—K) dir. Burada isaret Q)

nun isaretidir.
(iv) M bir klasik vida yizeyi veya bir dogrunun vida hareketi ile tanimlanar/10].

Ispat. (i) <= (ii) yukarida gosterildi. (ii) <= (iii) eger Q, J, F ifadeleri sabit
aliirsa, (3.1.12) dan

Q2

K — _ﬁ
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ve bu (3.1.12) ifadesinde (3.1.4) esitligi yazilirsa

ke @
(Q* + v2)?
@y

Q2+’U2: 1_%2

elde edilir. Bu bulmus oldugumuz esitligi (3.1.13) H Ortalama egriliginde yerine

yazilirsa
H = o (107 = Qu 4 Q(QT — F)) = 53 (77— 00+ Q(QJ — F)
= 55 (Jo* +Q*J — QF)

olur. Buradan
1

= 5555 (J (@° +0°) = QF) (3.1.26)

elde edilir. Bu (3.1.26) denklemi diizenlenirse

1
OH=—— _(J(Q*+?) — QF
G V@ —an)
1 ~QF

(Q2+02)F (@2 +?)

(NI

3
2

veya

K % K %
-(-%) -or(-g)

oldugu gortiliir. Burada tekrar diizenleme yapilirsa
\/_ e
4/ Qz
- \/_—K mr
=J el QF
V@ QI V@
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elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi v/@Q? ile ¢arpilirsa

2HYQ? = JV—K — %\/—K{‘/—K (3.1.27)

elde edilir.

(1i1) = (i) Agiktir.

(11) = (iv) Bir dogrunun vida hareketi ile elde edilen agilabilir olmayan regle
yizeyde @, J, F katsayilari sabit olur. Tersine @), J, F' fonksiyon degerleri sabit

ise regle yiizey bir dogrunun vida hareketi ile tanimlanan regle yiizeydir. O]

Ozel olarak (3.1.27) denkleminde J = 0 durumunda agagidaki basit denklemi

yazabiliriz:

QHY/Q? = JV—K — %F\/—K\“/—K
2HY/Q? = 0v—K — 1.FvV—K?

2H\/Q? = —Fv—K3
esitligin her iki tarafinin 4.dereceden kuvveti alinirsa

(QHW)“ _ (_W_—m)4

16H'Q* = F* (—K?)

esitligin her iki tarafi F* ile boliiniirse

2
3 _ 169 g4
~K =165 H

elde edilir. Benzer gekilde (3.1.27) denkleminde F' = 0 durumunda asagidaki basit

denklemi yazabiliriz:

2H/Q? = JvV—K — %F\/—K{‘/—K
QHYQ? = JV—K — Q0 VTRVR

Q|
QHYQ? = JV—K
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esitligin her iki tarafinin 4.dereceden kuvveti alinirsa

(@) - (15°R)

16H*Q* = J* (—K)
esitligin her iki tarafi J4 ile boliiniirse

Q.

elde edilir. Eger J = F = 0 olmasi (3.1.27) denkleminde yerine yazilirsa

QHYQ? = JV—K — |g—|F\/—K V—K
2HYQ? =0.v/—K — Q.o.\/—f({‘/—f(

1
2H/Q* =0

H=0

sonucuna ulagiriz ki bu ise yiizeyin sag helikoid yiizey olmasi demektir[10].

3.2 Regle II.Weingarten Yizeyler

Teorem 3.2.1. M bir regle yiizey ve M nin Gauss egriligi K her yerde sifirdan
farkly olsun. Bu durumda M bir II. Weingarten yuzeydir ancak ve ancak asagidaki

durumlardan birist saglanir:

(1) Q@ #0wve @, J, F sabittir.

(i) JQ'=JQ, 20QF=QF, 2Q"=QQ", Q#0
veya eger Q' J, F # 0 ise

! / "
o, 09

F’ J Q Q

saglanar.
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(tit) J=F =0 ve @ # 0 keyfi bir degerdir.
Bu durumda M yiizeyi K;; = 2H bagintisin saglayan klasik sag konoiddir[10].

Ispat. M regle yuzeyinin ikinci Gauss egriligi K;; ve @) # 0 ile baglayabiliriz.

_%evv + fuv - %guu %eu fu - %ev 0 %ev %gv
1
KII - (eg . f2>2 fv - %gu e f B %ev € f
590 f g 39 [ 9
(3.2.1)

dur.

KII — f {ffv (fu - %ev> - f2 <_%€vv + fuv)}

1
K= 50D (Jo'+Q (2QJ + F)v* —2Q*Qv+ Q* (QJ — F)) (3.2.2)

dir. Simdi K;; nin tamminda olan bilesenleri hesaplayalhm. Ikinci temel formun

bilegenlerinden

1

ezE(Q(F—QJ)—Q'U+JU2)

oldugundan e nin u parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

%=£aMNF—@ﬂ—@w+ﬁﬂwD—@NF—Qﬂ—@%+””D4

D3 [J/ 4 Q// 3 (Q/F + QF/ . BQQ/J) ’02 + <—Q2QH =+ QQQ) v
- Q4J/ 4 Q?;F/ o QSQ/J]

elde edilir. e nin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

o= 52 [(Q(F = Q1) = Qu+ 11%), D = (Q(F = Q1) = Qv+ 1i*) D]

= % [Jv* + (=QF +3Q%J) v — Q*Q']

elde edilir. e, nin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
1
76 [(3J0° +3Q°] = QF) D* = (Jo* + (=QF +3Q°J) v = Q°Q/) 3D°D,
1
55 [(F3Q°T +2QF) v* +3Q°Q"v +3Q"J — Q°F]

e’l}'U
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bulunur. Ikinei temel formun bilegenlerinden

oldugu gozoniine alinirsa f nin u parametresine gore kismi tiirevi

1 /,,2

bulunur. f nin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

—QU
DS

1
Jo = ﬁ (QUD - QD’U) =

elde edilir. f, nun v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

fuw = L (2QvD? — Qv*3D*D,) = % (—Q"v° +2Q°Q')

Db
bulunur. Ayrica ikinci temel formun bilegenlerinden ¢ = 0 oldugundan
gu = g» = 0 olur. Ikinci temel formun bilesenlerinden yararlanarak bulmus

oldugumuz bu degerler (3.2.1) de yerine yazilirsa

Kir Jut 4+ Q (2QJ + F)v* — 2Q°Qv + Q° (QJ — F)] (3.2.3)

1
~ 20Q2D3 [
(3.2.2) elde edilir. Buna gore (3.2.3) ifadesinin v parametresine gére kismi tiirevi

alinirsa

1
(2Q2D?)*

— (Jv'+Q(2QJ + F)v* —2Q°Q'v+ Q*(QJ — F)) 2Q*3D*D, ]

(K1), = [(470° +2Q (2QJ + F)v — 2Q*Q') 2Q*D?

olur. Burada (3.1.20) ifadesi kullanihr ve D? = Q? +v? oldugu goz oniine alinirsa

(K1), zﬁlm [Jv° + (2Q%T — QF) v* +4Q*Q"v* + (Q'J + 5Q*F) v

—2Q'Q'] (3.2.4)

elde edilir. Ayni sekilde (3.2.3) ifadesinin u parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

1
(2Q2D?)*

— (Ju'+Q(2Q] + F)v* —2Q°Qv + Q* (QJ — F)) (2Q°D?) |

[(Jv* +Q (2QJ + F)v* = 2Q°Q'v + Q* (QJ — F))  2Q°D?

(K1), =
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ifadesine ulagiriz. Bu ifade diizenlenirse

(KII)u = 4262%56 [J/U4 + (4QQ/J+ QQQJ/ + Q/F + QF') V2

+ (_4QQ/2 . QQQQ//) v+ <4Q3Q/J + Q4J/ _ 3Q2Q/F o Q3F1) QD2
— (Ju' 4+ (2Q°T + QF) v* = 2Q°Qv + Q"'J — Q°F) (2Q'D* + 3Q°Q") ]

olur. (3.1.4) ifadesi burada kullanilirsa

(K[[)u :W [(QJ’ _ 2Q/J) 1)6 + <3Q3J/ _ 5Q2Q/ . QQ/F + QQF/) ’U4
_2Q3Q/2U3 + (_Q4Q1J+ 3Q5J/ . 5Q3Q/F) U2 + (6Q4Ql2 o 2Q5Q/> v
+Q7J/ o QGQ/J + ZQSQ/F o Q6F/} (325)

olarak elde edilir. Simdi de bulmus oldugumuz bu sonuclar:
(Kir), Hy — (Ki1),H, =0
ifadesinde yerine yazilirsa

(KII)U Hv - (KII)U Hu
1
- 2Q3D5

4 (_Q4QI=] + 3Q5J/ . 5Q3Q/F) ?)2 + <6Q4QI2 _ 2Q5Q/) v
+Q7J/ o Q6Q/J + QQSQ,F . QGF/]

. (ﬁ (—JU3 1200+ Q(—QJ +3F) v — Q%j))

((QJ/ o QQIJ) U6 + (3Q3J/ . 5Q2Q/ . QQ/F + Q2F/) v4 o QQSQQUS

_2Q$D5 [JUS —+ (QQQJ . QF) 1}3 "‘4@2@/'02 + (Q4J—|— 5Q3F) v — 2Q4Ql}
o7 (' = Q0+ (-QQU +2Q07 — QF — QF) v + (3QQ° - Q°Q) v

+Q° (-QQ'J + Q*J +2Q'F — QF"))

olur. Bu v ye bagh polinomda v?, v®, v° hari¢ diger katsayilar sifirdir. Buna gore
M nin II.Weingarten yiizeyi olmasi igin
v 2 (JQ —J'Q)=0
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08 :2QQ' T —4Q”T +QQ"J =0
W0 QUQ (~QQT + QAT+ 2Q'F — QF') = 0
olmahdir. Bu durumlar1 ayri ayri inceleyelim. O halde @ = 0 olsun. Bu

durumda J’ = 0 olur. Buradan

F'(QJ + F)
216

(K1), Ho = (Kpp), Hy =
oldugu sonucuna varilir. Sonucun sifir ¢itkmasi ise F' nin sabit olmasina baghdir.
Bu nedenle @, J, F' degerleri sabittir. Bu ise teoremin (i) durumudur. Q" # 0
durumunda @’ # 0 ile bir noktanin komsulugunu diigiinelim. Birinci denklemde
J = 0 veya JQ' — J'Q = 0 olmahdir. JQ' — J'Q = 0 ve J # 0 oldugunu
kabul edelim. O halde ikinci denklemden QQ” = 2Q" ve {iciincii denklemden

QF' = 2Q'F elde edilir. Boylece

/

(Krmr), = —U% (K1),

A
Q

olur ve (Ky), H, — (K;r), H, =0 dir. Bu ise teoremin (i) durumudur.

H,=—-v—H,

Q' # 0 ve J = 0 olsun. Bu durumda

1
~4Q3D10

+ Q*F (—4Q'F +2QF") v°

(K1), Hy — (K1), Hy (2(Q*Q'F' —2QQ"F) +2QQ"F — Q*Q"F) v°

+ Q7 (BQQF' = 6Q"F) + (4Q"F —2QQ"F)) v*
+ Q'F (-8Q'F +4QF")v* + Q°F (2Q” — QQ") v*
+Q°F 2QF —4Q'F)v+Q'Q (2Q'F — QF')
sonucuna ulagiriz.
Eger F = 0 ise bu ifade sifir olur. Bu durumda () i¢in herhangi bir sart
olmaksizin K;; = 2H durumu elde ederiz. Bu durum ise teoremin (i) dir.
Eger ' # 0 ise aym sekilde 2Q'F = QF've 2Q” = QQ" denklemlerini

elde ederiz. Bu ise teoremin (77) durumunun galigmasina yol agar. Bunun tersi

37



durumunda yukaridaki denklemlerle kolayca elde edilir. Béylece teorem (3.2.1)

ispatlanmig oldu[10]. O
Ornek 3.2.1.
" / F/
o0 @@ T
@ Q F
ozel durumunu saglayacak sekilde bir ornek verelim.
1 / /
Q_,¢_F
Q Q@ F
diferansiyel denkleminde
a
Q (u) = "
b
F (u) = E’

bir ¢ozim olur, burada a ve b sifirdan farkly reel sabitlerdir.
X (u) = (cosu, sinu, 0)
kiire dizerinde biiyik ¢cember J =0 sartine saglar. Buna gére o (u) egrisi
o = FX+QX ANX'
olarak secilirse

, b b . a
o = | — cosu, — sinu, —
2 2

u u u

olur. Buradan

t int
a(u) = b/%dt, b/%dt,alog |ul
ug ug

elde edilir. Ancak o(u) nun tanimlanabilmesi i¢in v # 0 (u >0 veya u < 0)

olmalidir. Sonug olarak B? de regle yiizey tanimlanmas olur[10].

3.3 Kuadratik Regle Yuzeyler
Tanim 3.3.1. 3—boyutilu Oklid uzayr B3 de acilabilir olmayan bir regle yiizey her
dogrultman boyunca

aKrr +bH = sabit, 2a+b#0 (3.3.1)
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denklemini saglyor ise M ye dogrusal II. Weingarten yiizey denir. Bu tip
yuzeyler bir onceki alt bolimde incelendi. Bu (3.3.1) ile belirtilen regle yiizeyin

K ikinci Gauss egriliginin sifir olmasy durumunda yiizey bir Helikoid olur[12].

Tamm 3.3.2. 3—boyutlu Oklid uzay B de her dogrultman boyunca
aH + bK = sabit, a # 0, (3.3.2)

aKir + bK = sabit, a # 0, (3.3.3)

sartine saglayan ac¢ilabilir olmayan regle yuzey denklemlerdir. Bu ki denklemden
(3.3.2) deki birinci denklemde bahsedilen yizeye dogrusal Weingarten ytizey

adu verilir[13].
Tamm 3.3.3. 3—boyutly Oklid uzay E3de
aH? + 20HK + cK? = sabit, a # 0, (3.3.4)

sartiny saglayan acilabilir olmayan bir regle yizeye H K —kuadratik ytzeyi

denir[14].
Tamm 3.3.4. 3—boyutly Oklid uzay E3de
aH? + 20HK; + cK}7, = sabit, a# —4(b+c), c#0 (3.3.5)

sartint saglayan acilabilir olmayan bir regle yuzeye H Ki—kuadratik yuzey:

denir[14].
Tamm 3.3.5. 3—boyutly Oklid uzay E3de
aK?+ 20K K + cK3; = sabit, c#0 (3.3.6)

sartiny saglayan acilabilir olmayan bir regle yizeye K Ki—kuadratik ytzeyi

denir[14).
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Teorem 3.3.1. 3—boyutlu Oklid uzay: E® de M acilabilir olmayan bir regle yiizey
olsun. Bu durumda M nin bir HK —kuadratik yizeyi olmasy i¢in gerek ve yeter

sart M nin bir helikoidin a¢ik bir parcasy olmasidur(14].
Ispat. M c E3 de acilabilir olmayan bir regle ylizey ve M ylizeyi
f=F(uv)=a(u)+vX (u)

ile verilsin, burada (X, X) = (X', X’} = 1 ve (¢/, X’) = 0 olsun. Kabul edelim
ki agilabilir olmayan regle yiizey H K —kuadratik yiizey olsun. (3.3.4) ifadesinin

v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
20HH, 4+ 2b(H,K + HK,) + 2cKK, =0

veya

aHH, +b(H,K + HK,) + cKK, = 0

elde edilir. (3.1.12),(3.1.13) (3.1.22) ve (3.1.24) den

1

. (ﬁ (Jo = Qo+ Q QT - F)))

) (ﬁ (—Jv3 +2Qv* + Q(—QJ +3F)v — Q2Q’)>
2
+b {(2—11)5 (=Jv* +2Qv* + Q (—QJ + 3F) v — QQQ’)) (—%)

+ (ﬁ (Jv* = Qv+ Q(QJ — F))) — v

Q% [4?
+c (_ﬁ FU =0
elde edilir. Diizenleme yapilirsa

—aD? [J*0° = 3Q' Jv! — (4QJF —2Q%J* — 2Q") v* — (2Q°Q'J + 5QQ'F) v*
_ (Q2Q/2 + 4Q3JF - Q4J2 o 3Q2F2) v — (Q?)Q/F . Q4Q/J>j|

+2bD (5Q*Jv°® — 6Q°Q"v* + (5Q*J — TQ*F) v + Q*'Q') — 4c (4Q*) =0
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olur. Burada
Ay =5Q*Jv® — 6Q°Qv* + (5Q*T — TQ*F) v+ Q'Q,
Ay =J%0° = 3Q' Jv* — (4QJF —2Q*J* — 2Q”) v* — (2Q°Q'J + 5QQ'F) v*
. (QQQ/Q + 4Q3JF o Q4J2 . 3Q2F2) v — (QgQ,F o Q4Q/J) ’
Ay =4Q". (3.3.7)
denilirse
—aD?*Ay + 20DA; —4cA3 =0

bulunur. Burada negatif isaretli ifadeler egitligin sagina yazilirsa
20DA, = aD*Ay + 4cAs
egitligin her iki tarafinin karesi alinirsa
40°D* A% = a*D* A3 + 8acD?* Ay As + 16¢° A3, (3.3.8)

olur. (3.1.4) ve (3.3.7) den (3.3.8) denkleminin en yiiksek mertebesi v!? {in
katsayilari igin

a*J* =0
elde edilir. Burada a # 0 oldugundan J = 0 olur. Dolayisiyla, (3.3.7)
A = —6Q°Qv* —TQ°Fv + Q'Q,
A2 — —2Q/2U3 + 5QQ/2FU2 . (Q2Q12 . 3Q2F2) v — Q3Q/F,

Ay = 4Q%. (3.3.9)

haline gelir. Ayrica (3.3.9)dan (3.3.8) denkleminin en yiiksek mertebesi v'° un
katsayisi icin

4a2Q/4 — O,
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bulunur. a # 0 oldugundan @’ = 0 dir. Bu nedenle (3.3.9) tekrar diizenlenirse

Al = —7Q3FU,
A2 = 3Q2F2U,
A3 = 4@47}.

elde edilir. Boylece (3.3.8) den FF = 0 ve ¢ = 0 olmaldir. Sonug olarak,

K;; = H =0 dir. Bu durumda ytizey minimaldir. Yani helikoiddir. [

Sonug 3.3.1. 3-boyutlu Oklid uzay E3de acilabilir olmayan bir regle yiizeyde

(1) K11 =0 ancak ve ancak H =0 dor.

(1) K= H ancak ve ancak K;p = H =0 dur[14].

Teorem 3.3.2. 3—boyutlu Oklid uzay E* de M agilabilir olmayan bir regle yiizey
olsun. Oyleki M yiizeyinin H K 1;— quadratik yizeyi olmast icin gerek ve yeter sart

M nin bir helikoidin a¢ik bir parcase olmasidir[14).

ispat. Kabul edelim ki HKj;;—Kuadratik yiizeyi acilabilir olmayan bir regle
yiizey olsun. O halde (3.3.5) denkleminin v parametresine gore kismi tiirevi

alinirsa

20HH, + 2b (HUKH + H (KII)U) + 2¢K g (KH),U =0

veya

(IHH@ + b (HUKH + H (KH),U) + CKH (K][)U =0
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elde edilir. (3.1.13),(3.1.24),(3.2.3) ve (3.2.4) de verilen ifadeler yerine yazilirsa
1/,
a [(ﬁ (Jv —QU+Q(QJ—F))>
1 (—Jv3 +2Q0* +Q(—QJ +3F)v — QQQI>
“\2D°

b K% (—Jv3 +2Q0* +Q(—QJ +3F)v — QQQ/))

(2@11)3 [Jv'+Q (2QJ + F)v* —2Q*Qv + Q* (QJ — F)])

+2—ll)2 (JUZ — Qv+ Q(QJ - F)>

(zQim (Jo° +Q (2QJ — F)v* + 4Q°Qv* + Q° (5F + QJ) v — 2@%3’))}

+c [<2QiD3 [Jv* +Q (2QJ + F)v* = 2Q°Q'v + Q° (QJ — F)})

(2@21)5 (Jo* +Q (2QJ — F)v* +4Q*°Qv* + Q* BF + QJ) v — 2@%2’))} =0

denklemi bulunur. Eger bu denklemde

By = — J*° 4+ 3JQv* + (4QJF — 2Q°J* — 2Q") v* + (2Q°Q'J — 5QQ'F) v*
+ (Q* Q" +4Q°JF — Q' = 3Q°F*) v+ (Q*Q'F — Q*Q'J) ,

By =Q'Jv° + (7Q*Q'J 4+ 3QQ'F) v* + (8Q*JF — 8Q*Q” + 4Q°F?) v°
+ (3Q'Q'J +18Q*Q'F) v* + (8Q°JF — 8Q*F? + 4Q*Q") v (3.3.10)
-3Q°Q (QJ - F),

By =J%0" +4Q*J*0" +2Q°Q' Jv° + (6Q*J* + 4Q° JF — Q*F?) v°
+(2Q'Q"T +6Q°Q'F) v' + (4Q°J* + 8Q°JF + 6Q"F? — 8Q' Q") v°
— (2Q°Q'J +16Q°Q'F) v* + (4Q°Q"” + QJ* + 4Q"JF — 5Q°F*) v
-20'Q (@' - Q°F)

denilirse
aQ*By + bQ*By + ¢B; =0 (3.3.11)

bulunur. (3.3.11) denkleminin en yiiksek mertebeli ¢J?v? teriminin bagkatsayisi
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sifir

cJ? =0

olur. Bu nedenle ¢ # 0 oldugundan J = 0 dir. Bu sonug (3.3.11) ifadesinde yazilir

ve diizenleme yapilirsa B; © = 1, 2, 3 katsayilari

By = —2Q"0" - 5QQ'Fv* + (Q°Q” — 3Q°F*) v + Q*Q'F, (3.3.12)
B, =3QQ'Fv* + (—8Q%Q"” + 4Q*F?) v* + 18Q° Q) Fv*

+ (—8Q'F? +4Q'Q?) v + 3Q°Q'F,
Bs = — Q°F*0° + 6Q*Q'Fv' + (6Q"F* — 8Q'Q"”) v*

—16Q°Q'Fv* + (4Q°Q"” — 5Q°F?) v + 2Q"Q'F.
halini alir. Benzer sekilde (3.3.10) de J = 0 ve F' = 0 yazilirsa

By = —2Q* + Q*Q"™*v (3.3.13)
32 w _SQQQIZ,US 4 4@4 /211

Bg — —8Q4Q/2’U3 + 4@6 /ZU
bulunur. (3.3.13) ifadesi (3.3.11) de yerine yazilirsa

aQ" (—2Q"v° + Q°Q"v) +bQ* (-8Q*Q"*v* +4Q"'Q"v)

+ ¢ (—8Q'Q"%v* +4Q°Q"*v) =0

(—20Q'Q" — 80Q'Q" + —8cQ'Q") v* + (aQ°Q" + 40Q°Q" + 4cQ°Q") v = 0
—2Q' [Q% (a+4b+40)] v* + Q% [Q* (a+4b+ 4c)] =0

(—2Q"+ Q%) [Q7 (a+4b+4c)] =0

bulunur. @ # 0 oldugundan Q" (a + 4b + 4¢) = 0 oldugu kolayca goriiliir. (3.3.5)
deki ¢ # 0 ve a # —4 (b + ¢) kabullerimize gore " = 0 olmalidir. Sonug olarak
(3.1.8) yardimuyla biitiin katsayilar sifir olacagindan Ortalama egriligi H = 0

olur. Yani yiizey minimaldir. O]
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Teorem 3.3.2 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.3.2. a = —4(b+¢c) ise J = F = 0 ile keyfi Q' degerleri yardimyla

K =2H denklemi bulunabilir(14].

Ornek 3.3.1. Genellifi bozmaksizin, X (0) = (1,0,0) olarak secelim. Yani,

X'"==-X—-JXANX"ile X" = —-X elde edebiliriz.
X (u) = (dy sinw, dy sin u, cosu + ds sin u)

denklemi i¢in (X, X) = 1 oldugundan d3 + d3 + d3 = 1 yazlabilir. Bu birim
vektori saglayan dy, dy, ds ifadeleri sabittir. di + d3 = 0 ve d3 = 0 olmaldir. Bu

ifadeler yerine yazilirsa

X (u) = (d1 sinu, +4/1 — d? sinu,cosu) :

burada —1 < dy < 1 dir. Diger taraftan o/ = FX + QX A X' ifadesine gore

o (u) = (:Fﬂ,dl,o) )+ E,

olur. Burada f(u) = [ Q (u)du 6zel bir fonksiyon ve E = (e1,eq,e3) ise sabit

vektordir. Yani, M ytuzeyi parametre ile gosterilirse

f(u,v):($ 1—df (u) +vdysinu+ e, dyf (u) Foy/1 —d3sinu + e,

veosu + e3)

olarak yazlabilir. Burada —1 < dy < 1, f(u) = [Q (u)du ve (e1,es,e3) sabit
vektordir.

Eger dy = 0 veya dy = £1 durumunda M yiizeyi bir sag konoiddir. Bu nedenle

K = 2H denklemi bir sag konoid igin yeterlidir[14].

Teorem 3.3.3. 3—boyutlu Oklid uzays E3de M acilabilir olmayan bir regle yiizey
olsun. Oyleki M vyizeyinin K K 1;—kuadratik yizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

M nin bir helikoidin a¢ik bir parcase olmasidir[14).
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Ispat. (3.3.6) denkleminin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
QQKKU + 2b (KUK[[ + K (K][)U) + 20K (KII)v = 0

veya

aKK,+b (KUKH + K (K[[)v) + cK (KH)U =0

elde edilir. (3.1.5),(3.1.7),(3.1.4),(3.1.12),(3.1.22),(3.2.2) ve (3.24) ifadeleri

denklemde yerine yazilirsa

[(5:) ().

40)? 1
+b {(%0) (2Q2D3 (Jv4 +Q (2QJ + F)v* = 2Q°Qv + Q* (QJ — F)))

+ (—g—i) ﬁ (JU° +Q (2QJ — F)v® +4Q*Qv* + Q* (5F + QJ) v — 2@“@’)}

e K‘ %z ) (2@11)5 (Jo +Q (2Q] = F) v +4Q*Q"v?

+Q* (5F +QJ)v —2Q'Q') =0
denklemi bulunur. Eger bu denklemde

C) = —4Q", (3.3.14)
Cy = 3J0° + (6Q*J + 5QF) v* — 12Q°Q"v* + (3Q"J — 9Q*F) v + 2Q'Q’,
Cy = J*° +4Q° 0" +2Q°Q' Jv° + (2Q°J* + 4Q*JF +2Q°J — QF) v°
+ (2Q'Q'J +6Q*Q'F) v* + (6Q°J* + 8Q°JF + 6Q*F* — 8Q*Q") v
— (2Q°Q'J + 16Q°Q'F) v* + (4Q°Q"” + Q°J* + 4Q"JF — 5Q°F*) v
-20'Q' (Q'J - Q°F).
denilirse
a (4Q'Ch) + b (2Q"DCs) + ¢ (D*C5) =0 (3.3.15)

elde edilir. Buradan b (2Q*DC,) ifadesi esitligin sag tarafina alinirsa

4aQ*Cy 4 ¢D*Cy = —20Q*DCy
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egitliginin her iki tarafinin karesi alinirsa
16a*Q%C? + 2D*C3 + 8acQ*D*C,Cs = 4b*Q*D*C3
esitligin sagindaki (4b2Q®D?C%) ifadesi sol tarafta yazilirsa
16a*Q%C3 + 2D*C3 + 8acQ*D*C,Cs — 4b*Q*D*C3 = 0 (3.3.16)
denklemini elde ederiz. Bu durumda J = F' = @' = 0 ve a = 0 olur. Sonug olarak

(3.1.13) yardmuyla biitiin katsayilar sifir olacagindan ortalama egriligi H = 0

olur. Yani yiizey minimaldir. [
Teorem 3.3.4. 3—boyutlu Oklid uzay E*de
Ky =KH (3.3.17)
sartine saglayan bir agilabilir olmayan regle yiizey bir helikoidin parc¢asidir/15].
Ispat. (3.3.17) denkleminin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
(K1), = K,H+ KH,

dir ve buradan

(K1), — K,H — KH, =0

bulunur. Bu denklemde (3.1.12), (3.1.13), (3.1.22), (3.1.24) ve (3.2.4) deki degerleri

yerine yazilirsa

2QiD5 (J0° +Q (2Q] — F)v* +4Q°Qv* + Q* (5F + QJ) v — 2Q'Q)

(9 (5 (1~ @vreiar-p))

Q2 1 3 !/ 2 2,/
—( )(—(—JU +2Q"v +Q(—QJ+3F)U—QQ)):O

DY) \2D°
veya
5 éﬁ;g (Jo° + Q (2QJ — F)v* +4Q*°Qv* + Q° (5F + QJ) v — 2Q'Q)
- ;g;}g ((Jv2 ~Qv+Q(QJ — F)))
.- (—Jv* +2Qv* + Q (—QJ + 3F)v — Q°Q') =0

202D°
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elde edilir. Esitligin her iki tarafi 2Q%D? ile ¢arpilirsa ve (3.1.4) kullanilirsa

Jv? + (4Q%J — QF) v™ +4Q°Qv° + (6Q*J + 3Q°F) v° + 6Q*Q"v*
+ (4Q°J +9Q°F — 5Q*J) v* 4+ 6Q*'Qv* + (FQ"F + Q%J + TQ°F — 5Q°J)
- (2@8@/ + Q6Q/) =0
olarak bulunur. Bu denklemin v ye gore bir polinomdur. O halde bu polinomun

katsayilar1 sifir olacagindan
v J =0,
0" 4Q%] — QF =0,

o0 AQXQ = 0,

V1 6QN +3QPF =0,

v! 1 6Q'Q =0,

V3 4Q8T + 9QFF — 5Q*T = 0,
v? 1 6Q'Q" =0,

v B5QTF + Q8T +TQPF —5Q5%J =0,

P+ QQ =0

elde edilir. Bu durumda v kuvvet katsayilarimin sifir olmasi igin
J = F = @ = 0 olmasi gerekir. Bu nedenle (3.2.2) yardimiyla K;; ikinci Gauss
egriligi ve (3.1.13) yardimiyla H ortalama egriligi de sifira egit olur. Sonug olarak

M yiizeyi bir Helikoidin parcgasidir. O]
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4. E? MINKOWSKI UZAYINDA

WEINGARTEN REGLE YUZEYLER

Bu boliimde 3-boyutlu Lorentzian (Minkowski) uzayinda Weingarten tipi regle

yiizeyler incelenecektir. E? de bir M regle yiizeyi
f(u,v) =a(u)+vX (u)

seklinde alinacak ve « egrisi ile X vektoriintin causal karakterlerinin durumuna

gore irdelemeler yapilacaktir.

4.1 Lorentzian Hareketler Grubu

Tanim 4.1.1. Lorentzian 3-uzayda bir ¢ ekseni etrafindaki Lorentzian donme,
donme eksenin timelike, spacelike veya null olma durumuna gore siraswyla

asaqrdaki sekilde verilir:

x 1 0 0 x

y | — | 0 cosu sinu Y

z 0 —sinu cosu z

x coshu sinhu 0 x
y | — | sinhu coshu 0 Y
z 0 0 1 z
x 1+ “72 — “72 U x
y | — g ol-% y
z u —u 1 z

Oklid uzaymda oldugu gibi, Lorentzian uzayda da bir vida hareketi eksen

dogrultusunda bir dteleme ile bir eksen etrafindaki donme olarak tanvmlanar]20].
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Buna gére Lorentzian dontsumlerin 1— parametreli gurubu, timelike eksenli bir
donme ile eksen dogrultusunda bir otelemenin bileskesi, spacelike eksenli bir donme
ile eksen dogrultusundaki bir otelemenin bileskesi ve null eksenli bir donme ile

eksen dogrultusundaki bir dtelemenin bileskesi olan hareketlerden olusur.

Onerme 4.1.1. Biitin Lorentzian hareketlerin gurubu, asagqidaki belirlenen

Lorentzian 3—uzaywn 1—parametreli alt guruplarine thtiva eder:

x 1 0 0 x hu

y | — | 0 cosu sinu y | T 0

z 0 —sinw cosu z 0

T coshu sinhu 0 x 0

y | = | sinhu coshu 0 y | T O

z 0 0 1 z hu
x 1+ ”72 —“72 U x %3 +u
y | — £ . “—22 u y | +h %3 —u
2 u —u 1 z u?

E2 de ¢ bir vida hareketinin eksenine bir p noktasinda dik olacak sekildeki bir dogru
olsun. Bu durumda vida hareketi yardimayla ¢ den elde edilen yizey bir minimal
yuzeydir, yant H Ortalama egriligi sifirdir. Minimal regle yiizeyler helikoidlerdir.

Lorentzian uzayda helikoidlerin ¢ tipi vardwr. Bunlar:, genelligi bozmaksizin

Birinci ¢esit: (u,v) — (hu, v cosu, v sinu) (4.1.1)
Ikinci ¢esit: (u,v) —> (vsinhu, v cosh u, hu) (4.1.2)
Uctincii gesit: (u,v) — (v coshu, vsinhu, hu) (4.1.3)

seklinde verebiliriz. Bu yiizeylere Lorentzian Helikoidler denir{20|. Eger vida

hareketi sadece dénmeden ibaret ise buna Kiibik vida hareketi denir{20]. Bir {
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dogrusunu (0,0,v) olarak alalvm. Bu durumda Kibik vida hareketi altinda

3 3

& (u,0) = (h (% + u) +uv, h (% - u> +uw, hu® + u) (4.1.4)

seklinde bir minimal yiizeyi elde edilir. Buna Lie 'nin minimal yizeyi denir{20].
Tanim 4.1.2. 3—boyutlu Minkowski uzay E3 de M regle yiizeyi
f(u,v) =a(u)+vX (u)

ile verilsin. Burada o egridir ve X ise « egrisi boyunca sifirdan farkly vektor
alaminy gostermektedir. o egrisine baz egri ve X vektor alanina ise dogrultman
vektor alana denir. Ayrica X i bir egri olarak gorebilir ve buna bir dogrultman
egrisi de denilebilir. Diger taraftan X N X' sifir olmaz ise M regle yiizeyine
(f parametrelemesine uygun olacak  sekilde) mnon-silindirik  ylizey
(silindirik olmayan) oldugu soylenebilir; aksi halde (f parametrelemesine uygun

olacak sekilde) M regle yiizeyi silindirik ytzey denir. M nin dogrultmanlarin
v— a(u) +vX (u)

ile gosterebiliriz[19)].

4.2 Lorentzian 3-Uzayda Regle Weingarten Yizeylerin Bazi

Ozellikleri
Teorem 4.2.1. E? de bir M regle yiizeyi
f(u,v) = a(u) +vX (u) (4.2.1)
ile verilsin. Bu durumda;

(1) Non-null dogrultmanly, agilabilir olmayan herhangi bir Weingarten yiizey, bir

helikoidal regle yizeyin bir pargasidar.

51



(13) Aguabilir olmayan bir minimal regle yiizey ya Cayley regle ylizeyinin ya
da Lorentzian helikoidlerin (4.1.1),(4.1.2) ve (4.1.3) ¢ tipinden birinin

parcasidar.

(i17) Null dogrultmanl bir regle yiizey H?> = K denklemini saglayan bir
Weingarten yuzeydir. Sabit null dogrultmanly bir regle yuzey flat ve

minimaldir(K = 0 ve H = 0)[20].

Ispat. Aclabilir olmayan bir ylizeyde X dogrultman vektortiniin sabit olmadig:
agiktir. Aksi halde regle yiizey bir silindirin parcasi olur. Dolayisiyla, X’ 2 0 dir.

Durum 1: X ve X’ niin non-null olduklarmi kabul edelim. Oklid

durumundakine benzer olarak

(X, X) =¢, (X', X"y =n, (XANX' ' XANX')=—-en ve (¢, X')=0
(4.2.2)
olacak gekilde alahm, burada e,n € {1, —1} dir. Bu durumda « striksiyon ¢izgisi
ve X de yay parametresi ile verilmig pseudo kiiresel egridir. Birinci temel formunun

bilesenleri
E = (fu, fu) = (', ) +nv?, (4.2.3)
F={fu,f,)= <a/+UX,>X> = (a’,X>,

G=(fo, o) = (X, X) =¢€
dir. I, M nin birinci temel formu olmak iizere
detI = D* = EG — F* = —nQ* + env? (4.2.4)
D =+/Q? — ev? (4.2.5)
{X, X', X AN X'} bir cat1 olugturur ve gatinin elemanlarimin igaretleri sirasiyla
€,n, —en dir. Bu catiya gore
o =eFX —enQX N X' (4.2.6)
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X' =e(X". X)X —en(X" XAX)XANX' (4.2.7)

=en(-X+JXANX')

o' N X =nQX' (4.2.8)

olarak yazabiliriz, burada
Q= XNX")=det(, X, X")#£0 (4.2.9)
olup M nin dagilma parametresi (Drall’1) dir. Geodezik egrilik fonksiyonu
J=(X" X'"NX)=det (X", X' X) (4.2.10)

dir ve M nin birim normal vektor alan:

Ju N Jo
N = Fu A ol (4.2.11)
= — (MRX' —vX AN X)
|EG — F?|2
1
= — (nRX' —vX ANX')
|Q2 _ 61}2‘2
olarak bulunur. Ikinci temel formun bilegenleri
(e
1
- W (Q(F—QJ)— Qv+ Jv°)
1
= m (GQ (F — QJ) — QIU + J?)Q)
— €V 2
u N\ Jo /
f=<N,fuv>=<f J ,X>= ) T = @ < (4.2.13)
[fu N ol EG — F2|7  |Q? — ev?|?
9= (N, Xy)=(N,0)=0 (4.2.14)
olarak bulunur. Buna gére M nin K Gauss egriligi
g2 2 2 2
K = (N,N) detdl_ co = _ < ___¢ _ @ (4.2.15)

det/ EG-—F? (EG-F?)? (Q*—e?)? D?
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ve H ortalama egriligi ise
_leG -2fF +gFE
2 EG-F?

= 2—11)3 (eJv* — eQv—Q(F +QJ))

(4.2.16)

dir. Buradaki formiiller Oklid uzaymdaki formiillere benzemektedir. Ayrica
fuN fo=[d + XA X =nQX" —vX A X' (4.2.17)

bulunur. Simdi de D? yi hesaplayalim.

|fu/\fv|2:<fu/\fvafu/\fv>:FQ—EG

yani

D?=F? - EG

D=|F*= EG|* = |Q* - e?|?
dir. Asagidaki Langrage ozdegligi kullanilirsa

(XANX XANX")=—(X, X) (X' X")+ (X, X") (X, X")
= —IxI*. 01X
= —€
Gercekten
D= |F? - EG|?

—VF? - EG

= VF? = ({o,a/) +1v?) €

= VF2— ((eFX —enQX AN X', eFX —enQX A X') +1v?) e

= | - e’
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bulunur. (4.2.4) ifadesinin sirasiyla v ye ve u ya gore kismi tiirevleri alinirsa

—€v
p, =% 421
D (4.2.18)
ve
Q'
D, = 421
i (4.2.19)

elde edilir. Jimdi de M regle ylizeyinin Weingarten yizey K,H, — K,H, = 0
denklemini saglamas igin gerekli sartlar1 aragtiralim. Burada (4.2.15) ifadesinin

v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

4eQ*v
KU — W

veya

4 2
K, = ﬁ (4.2.20)

dir. Benzer sekilde (4.2.15) ifadesinin u parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
K _ 1 2 / 2 2
o= L 200 (@2 + )

veya
| 2QQ' (@ +ev?)
(@2 —e?)’

dir. Aym gekilde (4.2.16) ifadesinin sirasiyla v ye gore kismi tiirevi alinirsa

K, =

(4.2.21)

Hy = 55 [J0° = 2Q'0% + (-3¢QF — «Q*J) v — cQ*Q]

veya

1
H

= ————[J0* —2Qv* + (—3eQF — eQ*J) v — eQ*Q']  (4.2.22)
2|Q% — ev|?

benzer sekilde (4.2.16) ifadesinin sirasiyla u ya gore kismi tiirevleri alinirsa

H, = 355 [(eJ0? —eQ"v— Q'F — QF —2QQ'J — Q*J') (Q* — ev*)

— (eJv? —eQv — QF — Q°J) 3QQ']
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veya

1
H =
21Q? - cu?|?

+ (—eQ*Q" + 3¢QQ*) v+ 2Q°Q'F + Q*Q'J — Q*F' — Q'J']  (4.2.23)

[0+ Q"v* + (Q'F + eQF' + 2¢Q*J — eQQ'J) v*

elde edilir. Yukaridaki ifadeler K,H, — K,H, = 0 de yerine yazilirsa

K, H, — Ky H, ——— (—2eQ* 4+ €QQ'J) v° + (26Q*Q" — 2¢QQ") v*

il
+ (-Q*QF +2Q°F +4Q"J' - 3Q°J + Q*Q'J) v*

+ (—2Q'Q" +3Q°Q%) v*? (4.2.24)
+ (Q'QF + eQ°Q'J — 2¢Q°F' — 2eQ°J') v

—eQ°Q"

ifadesine ulagiriz ve (4.2.24) ifadesi v nin kuvvetlerinden olugsan ve v ye bagh bir
polinomdur. Bu polinomun sonucunun sifir olmasi i¢in v nin kuvvet katsayilarinin
da sifir olmas1 gerekir. v nin farkh kuvvet katsayilar: agagidaki gibi diizenlenirse

v° —2eQ® +eQQ'J =0

vt 2eQ?Q" — 2¢QQ? =0

V3 —Q?Q'F +2Q3F +4Q*T —3Q3T + Q3*Q'J =0

v? 1 =2Q%Q" +3Q°Q* =0

v eQPQ'F + eQPQ'J — 2¢QPF — 2eQ%J =0

W —e@Q’Q? =0

elde edilir. (4.2.15) dan

Q2

- Dt
Ko @
(@2 — ev?)?

ifadesinde v yalniz birakilirsa

o)
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elde edilir. Ayrica (4.2.15) dan

Q2
K:ﬁ
QZ
D=
K

den ve esitligin her iki tarafinin 4. dereceden kokii alinirsa

V@
W

D=+

bulunur. (4.2.16) den

1
2D3(

(eJU —eQv—QF —Q? )

H = eJv? —EQU—Q(F+QJ))

2D3

oldugundan diizenleme yapilirsa

elde edilir, burada D = + \‘/F~ gbzontlne alinirsa
- 4 Qv QF
] VQ va\®
(i ) (iT> (W‘%)
g QVE  VE
T Q] \/_ \/_

esitligine ulagilir. Bu esitlikte v = \/ —€ <:t o Q2> yerine yazilirsa

|g| ViR QK - PR

Q2

elde edilir. K Gauss egriligi, u ve v ye bagl ve K nin farkli kuvvetlerinin katsayilar

bagimsiz fonksiyonlar oldugundan, H = v (K) esitligi katsayilarin sadece u ya
bagh olmasi durumunda gegerlidir, yani eger J, F, () sabit iseler H = 1)y (K)
seklinde ifade edilebilirler. Bu durum ise Oklidyen uzaydaki Weingarten olma

sartlaridir. Bu durumda H ve K arasindaki baginti

3
JLK%—FKZ
Q> Q|
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elde edilir. Weingarten yitzeyler icin K,H, — K,H, = 0 olmak zorundadir.
Lorentzian uzayda K,H, — K,H, = 0 sartinin durumu Oklid uzayindaki duruma

oldukga benzerdir. Sadece birkag isaret degisikligi vardir. Buna gore

1

KvHu - KuHU = 11
1@ et

<A5’U5 —I— A4U4 —f- A3U3 + AQ’U2 —f- A1U —I— Ao)

olarak yazilabilir, burada A; = A; (u), u parametresine bagh fonksiyonlardir.
Boylece K,H, — K, H, = 0 sartinin saglanmasi i¢cin A; = 0, ¢ = 0,1,2,3,4,5
olmasi gerekir. Ag = 0 ve @ # 0 ise (M agilabilir olmadigindan @ # 0 dir) Q' =0
olmak zorundadir. A5 = 0 ise J' = 0 olur. A3 = 0 ise F/ = 0 olur. Buradan
acgilabilir olmayan regle Weingarten ytizey icin @), J, F' sabitlerinin ti¢ii de sabit
olmak zorundadir. Bu aciklamalara gore o taban egrisi ve X dogrultmanini kesin
olarak belirler. () ve F' degerleri birinci temel formu, @) ise K Gauss egriligini
belirler.
Eger J sabit ise
X" =—e(n—J*) X'

elde edilir. Buradan ise
<X”,X”> — —677 (77 o J2)

olur.
Altdurum 1.1: n— J? = 0 durumunda 7 = 1 olmak zorundadir. Bu durumda
X" sabit bir vektordiir. Eger X” = 0 ise X' vektori (X', X') =n =1 i saglayan

bir sabit vektordiir. Boylece X (u) = X'u + C
e= (X, X)=v’+2u(X',C)+ (C,C),

sartim1 saglayan bir vektordiir ve bu ise bir celigkidir. Eger X" sabit bir null

vektor ise X (u) bir null paraboldiir. Lorentz izometrisine uygun olarak J = 1
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kabul edebiliriz ve

—eul+1—¢
1
X(U):§ —eu?+1+e¢
2u

olarak yazabiliriz. Bu sifir egriliklidir ve bir null eksen etrafinda Lorentzian donme
altinda bir noktanin yoriingesidir. € = —1 i¢in yukarida verilen 3.tip doniigiimiin

altindaki (1,0,0) i gorintisidiir.
XANX"=JX' =X ve o/ =eFX —eQX NX'
denklemlerinden
A" =eFX' —eQX NX' =€¢(F-Q) X'

O/HZE(F—Q)XH

ve

C]5/1/ — O

elde ederiz. Boylece F' — @) = 0 ise ya o = 0 olacak sekilde o = 0 dir ya da «”
bir null vektordiir.
Birinci durumda (o” = 0) o bir sabit null vektér ve « bir dogrudur, ikinci

durumda ise a bir null kiibiktir. Eger birinci durumda @) — F' = 0 ise
o =eF(X-XNX')

ve

X' —XAX"=0

elde edilir. Boylece X — X A X’ sabittir. Eger bunu u = 0 da gozontine alirsak
X-XAX' =X"=(1,1,0)

olarak bulunur ve o/ = €F (1, 1, 0) ifadesine ulagilir. Boylece ytizey, null donmelerin

1—parametreli gurubu altinda invaryant olan bir helikoidal regle yiizeyidir. Ikinci
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durumda F' — @ # 0 ise o”
E(F - Q)X/ = (F - Q) (_u> _u7€>

olmasina denktir. Bu ise o/ ile o = €(F — Q) X' i yardimiyla tanmimlanmasi
demektir. Boylece « egrisi o, X’ dogrultusunda olacak sekilde bir null kiibiktir.
Ashinda kiibik 6nerme ([20]) de verilen kiibik vida hareketinde bir dogrunun
yortingesidir. Buna ek olarak H = 0 dan F' = J = 0 oldugunu varsayabiliriz.
Alt durum 1.2.  — J? # 0 olmak iizere n — J? nin isareti o ile gosterelim.

Bu durumda X’ ve X”
(X'AX"Y =X'ANX"=X'A(e(J*—=n)X') =0
olacak gekilde bir non-dejenere diizlemi gerer. Bu diizlemin normalinin igsareti
(X'NX",X'ANX")=—€e(n—J%) =—e0

1
dir. Frenet catisinda e; = X', e; = | — J?| 2 X” Frenet catisinda goriiliir ki X

sabit egriligi bir diizlemsel egridir ve
/ " 2 3
e; = X" = ‘n—J |262
g1 911
ey=n—J X" =—co|n—J|*es
dir. Bu durumu irdeleyelim:
1. Eger n = —1 ise e = 1 ve X bir hiperboldiir.

2. Eger n =1ve 1> J? durumunda e = —1 ise X bir hiperboldiir ve ¢ = 1 ise

bir ¢emberdir.

3. Eger n =1 ve 1 < J? durumunda e = 1 ise X bir hiperboldiir ve e = —1 ise

bir ¢emberdir.

4. Her durumda X diizlemsel egriligin sabit egriligi ++/n — J? dir. Bu ise

birim kiire {£ | (€, &) = €} ile bir diizlemin kesigiminden bagka birgey degildir.
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a egrisi o = € (F — QJ) X' ile tamimlanabilir. F' — QJ = 0 6zel durumunda
a bir dogru olur, aksi halde o’ sabit bir ¢arpan farkiyla X ile cakisir. Bu o min
X' A X" dogrultusundaki eksen ile Lorentzian vida hareketi altinda bir noktanin
yoriingesidir. Buna ek olarak H = 0 dan F' = J = 0 kabul edebiliriz. Boylece «,
X e dik bir dogrudur. Yani yiizey ii¢ tip helikoid’den biridir.

Durum 2. X non-null ve X’ null olsun. Bu durumda (X, X) =1, (X', X") =0
dir. F = (d/, X) = 0 olacak sekilde bir « egrisi segelim. Bu durumda X A X’ ve
X' ortogonal null vektorlerdir ve X A X’ = X’ olarak elde edilir. Ayrica X’ nii bir
null dogru olarak alabiliriz. Boylece X” = 0 oldugunu kabul edebiliriz.

P=|{d,d )|%, R = (d/, ) olmak {lizere, eger ¢ non-null ise R nin igaretini
e ile gosterelim, o/ null ise € = 0 olur. ¢ = 0 olmasi durumunda farklh bir
a + AX egrisinden gecen dogru olarak ifade edebiliriz. Bu durum daha sonra

tartigilacaktir.

Simdilik € # 0 olarak kabul edelim. Bu durumda

1 1
FO/, X, FO/ AN X

bir ortonormal ¢at1 olugturur. Buna gore X’ vektortnii

1 1
X' = 2 (o, Xy ol + (X, X') X = = (/ AX, X') o/ A X
1 1
:E(a’,X’)o/+O.X—E(a’/\X,X’)O//\X
1 1
:}—%<O/,X’)o/—E(a//\X,X/>o//\X

olarak yazabiliriz. Eger @ = (o/, X') denilirse,

/_Q I
X—R( o' AN X)

olarak yazabiliriz. Buradan

Q/ — <@”’X/>
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ve

1 1
Oé”:<Oé//,X>X+—<CYH,O/>CY/——<CYH,CK//\X>O//\X

R R
/ / /
:_QX+%0/+ (%—%) o NX
olur. Bu son denklemden
RI Q/
1 / X - _ v
(", o/ N X) 5 RQ

elde edilir. Birinci temel formun bilegenlerini

E=R+2Quv, F=0, G=1

olarak bulunur. Boylece

D? = EG — F?
= R+ 2Qu
ya da
D=+R+2Qu
olur. Birim normal vektor alam ise
u /\ v
N JunS
| fu N fo

= ]E]_% ((1 + %v) o' NX — %vo/)

__ 1 QN rx— Yo
_\/m<(1+Rv)a/\X Rva>

olur. Ikinci temel formun bilegenleri

€= <N7fuv>

= |E]7% <o/’, (1 + %v) o ANX — QRUO/>

(a2
- VIR+2Qu] \ 2 Q
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g: <N7fU’U> - <N70> :O
olarak bulunur. Buradan K Gauss egriligi

det [T eg—f* Q> Q?

K — sian (E B A S
S (B) T T TEG-F T B (Rt 200)

ve H Ortalama egriligi

_leG—2fF +gE
2  EG - F?

1 / /
2|R+2Qu|> \ 2 Q

bulunur. e = 0 olsa dahi buradaki H ve K formiilleri gegerlidir. H = 0 olmasi

i¢in gerek ve yeter sart R ve () nun sabit olmasidir. Ayrica K ve H ifadesinden
/ /
__© K+ 3<R’—RQ)KZ
QlRP QI @

elde edilir. Boylece yiizeyin bir Weingarten yiizey olmasi i¢in ancak ve ancak bu

4H =

iki katsayinin sabit olmasi ile miimkiindiir. Bu katsayilar i¢in gerek ve yeter sart

N

! RY’ -
Q 3 Cla <_> (j:Q> = 02
(+Q)? @
olmasidir. Eger 7 = 0 ise Q" = 0 olur. Aksi halde @ (u) = iﬁ olarak
T (u+C3)

bulunur. Burada ise C'3; = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Boylece, A sifirdan farklh
bir sabit olmak iizere ya ) = A ya da Q) = % olur. Eger ) = % ise bu durumda
g = Dlog|u| + C olur. Eger Q = A ise g = Du + C olur. Burada C ve D reel
sabitlerdir. Sonug olarak yiizeyin minimal (H = 0) bir yiizey olmasi i¢in gerek ve
yeter sart () ve R nin her ikisinin de sabit olmasidir.

Simdi de X = (u,u, 1) olacak sekilde Lorentz déniigtimii uygulayalim. O halde

egriyi a(u) = (a1 (u),as(u),as(u)) olacak sekilde agagidaki denklemlerden
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yeniden olusturabiliriz: Bu « egrisi

(ah — ) (g + o)) +af = (o, /) =R
(afy —ap)u+ay=(,X)=0

0/2 - 0/1 = <O/7X/> = Q

denklemini saglamasi gerektiginden

QR » R 2
O/ZE @—1—u,@+1—u,—2u

olarak elde edilir.

Alt durum 2.1 QQ = A ve g = Du + C olsun. Bu durumda

1(D, A, D A
=— (= — Au— —u?, =u? Au — =, — Au?
Q 2(2u + Cu u 3u,2u + Cu + Au 3u, u)

olur. Buna gore yiizey (0,0,1) dogrultusunda kiibik vida hareketi altinda
(—£.,0,0) dan gegen dogrunun yériingesidir. Bu yiizeyin minimal (H = 0) olmas:
sadece D = 0 olmasiyla mimkiindiir. Bu ise Cayley regle yiizeyidir.

Alt durum 2.2 Q = % ve g = Dlog|u| + C olsun. Buna gore,
(21 (u,v), 22 (u,v) , 23 (u,v)) = @ (u) + vX (u)

regle yiizeyi

o — 1] = —Aut

o + 21 = D (ulog |u| —u) + C + 2uw

x3 = —Alog|u| +v

denklemlerini saglar. Bu denklem sisteminde u ve v yok edilirse

1 D
T3 = A (93% —$§) + (A+§) log |z — 24

dik koordinatlarda ytizeyin denklemi elde edilir. Bu yilizey Nomizu-Sasaki yiizeyi

olarak bilinir.
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Eger durum 2 de ¢ = 0, yani R = 0 ise ayni yolla ylizey denklemini insa
edebiliriz.
/ Q

o :_5( 2—1—1,u2—1,2u)

icin K ve H ifadesindeki gartlar saglanir. o vektorii bir null kiibik egrinin tegetidir.

@ = A alt durumunda

f(u,v) = (a <§+u> —l—uv,a(?—u) +uv,au2+v) ,(a#0)

Cayley Regle yiizeyinin standart durumu elde edilir. Q) = % alt durumunda

ise D = 0 oldugu durum elde edilir. Ancak K = ﬁ olmas1 A dan bagimsizdir ve
H = K bir sabit carpan A sartiyla saglanir.

Durum 3. Ugiincii durum ise X in null olmasi durumudur, yani (X, X) =0
durumudur. Ik olarak X’ # 0 oldugunu kabul edelim. Burada (X', X') > 0 ve

F = (d/, X) # 0 oldugundan det [ = —F? olur. u parametresini dyle secelim ki
(X' X'y =1 ve (o/, X"y =0
olsun. Birim normal vektorlerinden biri
1 /
N=—=(ANX+0vX)
F
dir. Ikinci temel formun bilegenleri

e={(a"+vX" N),
1
f:F<X’,o//\X+UX>:—1

g=0

dir. K Gauss egriligi

B det 11
o det [

F2
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ve H ortalama egriligi

1 1

dir. Bu durumda yiizey asla minimal (H =0) olamaz. X in sabit olmasi

durumunda, K = 0 ve H = 0 olur ve K = H? saglanir. Boylece null dogrultmanl

regle yiizeylerde K = H? esitligi vardir. O

4.3 E? de Regle Dogrusal Weingarten yiizeyler

Bu alt boliimde, Lorentzian 3—uzay F; de regle yiizeylerini taban egrisi ve
dogrultmanin causal karakterlerine gore simiflara ayiracagiz. M yiizeyinin

ortogonal parametrelemesi
f(u,v) =a(u)+vX (u)

olsun. Oyleki v taban egrisi spacelike veya timelike egri, X ise birim vektor alam
ve (o/, X)) = 0 olsun. Boylece yiizeylerin taban egrileri ve dogrultman vektor
alanlarinin karakterize edildigi 5 sinif vardir. Bunlar agagida verilirse: M regle
yiizeyinin « taban egrisi spacelike regle ylizeye M, tipinde, ayni sekilde a taban

egrisi timelike ise M_ tipinde denir. Buna ek olarak bu M yiizeyi

. X spacelike ve X’ non-null vektor alam ise M7,
. X spacelike ve X’ null vektor alam ise M7,

. X timelike ve X’ spacelike vektor alani ise M3,
. X’ non-null vektor alani ise M!,

. X’ null vektor alani ise M?

ile gosterilir. Buna gore acikca goriiliir ki M! ve M2 tipindeki regle yiizeylerin

X vektor alan1 daima spacelike olur[19].
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iyi bilinmelidir ki E? de regle yiizeylerin Gauss egriligi her cizgi boyunca
sabit ise yiizey acilabilir yiizeydir. 1992 de Blair ve Koufogiorgos E3 de acilabilir
olmayan regle ylizeyler iizerinde caligtilar[12]. Oyleki aK;; + bH dogrusal
kombinasyonunda her ¢izgi boyunca a ve b reel sabitler olmak tizere 2a + b # 0
esitligi durumunda yiizey helikoid olur. Yani minimal yiizeydir. Jimdi bu sonuglara
benzer ornekler verelim.

E? de agilabilir olmayan regle yiizeyler i¢in agsagida Lorentz helikoid érnekleri

verelim.
Ornek 4.3.1. (1.cesit Helikoid) a # 0 sabiti i¢in E3 de M regle yiizeyinin
parametrik ifadesi
f (u,v) = (au, v cosu,vsinu)

olsun. O halde M non-silindirik regle yiizeyi M* tipindedir ve bu yiizeye 1.cegit
helikoid denir[19].
Ornek 4.3.2. (2.cesit Helikoid) a # 0 sabiti i¢in E3 de M regle yiizeyinin
parametrik ifadesi

f (u,v) = (vsinhwu, v coshu, au)
olsun. O halde M non-silindirik regle yizeyi M} tipindedir ve bu yizeye 2.¢egit
helikoid denir[19].
Ornek 4.3.3. (3.cesit Helikoid) a # 0 sabiti i¢in E3 de M regle yiizeyinin
parametrik ifadesi

f (u,v) = (vcoshu,vsinhu, au)
olsun. O halde M non-silindirik regle yizeyi M3 tipindedir ve bu yizeye 3.¢egit
helikoid denir[19].
Ornek 4.3.4. (2.cesit Enneper yizeyin eslenigi) B de M regle yiizeyinin

parametrik ifadesi

1 1 1
f(u,v) = (6”3 + vu, —6u3 — vu + u, §u2 + v)
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olsun. O halde M silindirik olmayan regle yizeyi M? tipindedir ve bu yizeye

2.cegit Enneper ytzeyin eglenigi denir(19].

3-boyutlu Oklid uzayinda, bir sag konoid bir diizleme paralel cizgilerin
olugturdugu regle ytizeydir ve diizleme dik dogrulardan geger. Lorentz hareketlerde
aym sekildedir. R} de acilabilir olmayan Lorentz konoidlerin 3 kategorisi vardir.

Bu Lorentz konoid kategorileri agagida gosterilmistir.

Ornek 4.3.5. (1.cesit saj konoid) h = h(u) dizgiin fonksiyon olsun. Oyleki

h' # 0 olacak sekilde B3 de M regle yiizeyinin parametrik ifadesi
f(u,v) = (h(u),vcosu,vsinu)

olsun. O halde M silindirik olmayan regle yiizeyi M tipindedir ve bu yiizeye
1.cesit sag konoid denir[19].

Ornek 4.3.6. (2.cesit saf konoid) h = h(u) dizgiin fonksiyon olsun. Oyleki
h' # 0 olacak sekilde B3 de M Regle yiizeyinin parametrik ifadesi

f (u,v) = (vsinhwu, v coshu, h (u))

olsun. O halde M silindirik olmayan regle yizeyi M tipindedir ve bu yizeye

2.cesit sag konoid denir[19)].

Ornek 4.3.7. (3.cesit saj konoid) h = h(u) dizgin fonksiyon olsun. Oyleki

h' # 0 olacak sekilde E3 de M regle yiizeyinin parametrik ifadesi
f (u,v) = (vcoshu,vsinhu, h(u))

olsun. O halde M silindirik olmayan regle yizeyi M3 tipindedir ve bu yizeye

3.cegit sag konoid denir[19].

Teorem 4.3.1. E3 de non-null dogrultmanly regle yiizey
f(u,v) = a(u) +vX (u)

ile verilsin. Bu durumda:
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1. K =0 ancak ve ancak H =0 dar.

2. K1 = H ancak ve ancak K;ip = H =0 dar.

3. oyleki a, b ve c reel sayplar olmak tizere a® +b* # 0 ve aK;+bH + cK sabit

olsun. Bu durumda ¢ =0 ve aK;; +bH + cK =0 dur. Ayrica

(a) X' her yerde null ise o zaman M yiizeyi 1. ve 3. ¢esit sag konoidlerden

biridir.

(b) X' her yerde null ve 2a — b # 0 ise bu durumda M yiizeyi 1., 2. veya

3. cesit helikoidlerden herhangi birisi olur.

(c¢) X' her yerde null ise o zaman M yiizeyi 2.cesit Enneper yiizeyinin

eslenigidir([19].

Ispat. Ispatimz 2 duruma aylracagiz.

Durum 1: X’ hig bir yerde null olmasim. O zaman M regle yiizeyi
f(u,v) =a(u)+vX (u)
ile verilsin. Oyleki
(X, X)=¢, (X, XY=n (XAX XAX)=—en,

(o, X"y =0 ve e,ne{l,—1}

olsun. Birinci temel formun bilegenleri

E={d)y+m? F={ X), G=c¢

olarak bulunur. {X, X', X A X'} hareketli ¢atidir ve igaretleri sirasiyla €, n, —en

olur. Buna gore

o =eFX —enQX N X'
olarak yazilir. Burada @ = (o/ X X’) dagilma parametresidir. Ayrica
EG — F? = —nQ* + en?,
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X' =en(—X +JX AX)

yazilabilir, burada J = (X" X’X) geodezik egrilik fonksiyonudur. Birim normal

vektor alani

1
N=— X —vXAX
o (nQ )
bulunur. Dolayisiyla ikinci temel formun bilegenleri
e:;(eQ(F—QJ)—Q’v—i-JUQ) f:L g=0
Q% — ev?] ’ Q% —e?]
olarak bulunur. Gauss egriligi
2
Ko @
(Q* — ev?)

ikinci Gauss egriligi
- 1
20 |Q? — ev?|*

ve Ortalama egriligi

KII

(Jo! +eQ (F —2QJ)v* +26Q°Q"v + Q* (F + QJ)) ,

H= ;3 (eJv* — Qv — Q (F + QJ))
21Q2 — et}

olarak bulunur. Burada ) # 0 oldugundan K # 0 dir. Buradan su sonuglara

ulagabiliriz:
1. K][ZO@Q/:J:F:O@HZO,

2. KU:H,Q’:J:F:OVeKH:H:OifadeleriKH:H:>Q’:J:

F=0= K;; =0=H = K;; = H oldugundan denktir.
O

Dikkat edilecek olunursa cy/|Q? — ev?| ifadesinin v degiskenine gore bir
rasyonel fonksiyon olmasi ancak ve ancak ¢ = 0 olmasi ile miimkiindiir.

aKj; +bH + cK = 0 ifadesinin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

(aK][—i-bH—FCK)U =0

G(K[[)U + bHU + CKU =0
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olur.

a [m‘i 5 [—eT0" + Q207 + F) v +4Q°Q* + €Q° (5F — Q) v + 26@4@]}
2
+b {% [Jv3 —2Qv* + (—36QF — €Q2J) v = €Q2Qﬂ e [%] =0

denklemine ulagilir. Egitligin paydalar1 esitlenir ve paylari kullanihirsa, ayrica
D? = Q? — ev? ve ¢ = 0 yerine yazilirsa
a(Q® —ev®) [—eJv” + Q (2QJ + F)v* + 4Q°Q"v* + €Q® (5F — QJ) v + 2¢Q* Q']

+bQ)? (Q2 — €U2) [Jv3 —2Q"v? + (—3€QF - eQQJ) v — EQQQ/] =0
diizenleme yapilirsa

aJv” — €Q (3aQJ + aF +bQJ)v° — 2¢ (2a — b) Q*Qv*
+ Q* (3aQ.J — 4aF + 2bQJ + 3bF) v* + Q*Q' (2a — b) v*

+eQ* ((5a —3b) QF — (a+b) Q*J)v+€(2a—b) Q°Q =0

elde edilir. Bu ifadenin sifira esit olmasi icin v’ye gore biitiin kuvvet katsayilarinin
sifir olmas1 gerekir. Yani

o7 caJ =0

V0 D eQ (3aQJ + aF +bQJ) =0

vt :2¢(2a —0)Q*Q' =0

v3 : Q% (3aQJ — 4aF +2bQJ + 3bF) =0
v? :Q'Q' (2a—b) =0
vt ceQ* ((5a — 3b) QF — (a+b)Q*J) =0

v? 1e(2a—0)Q°Q' =0

7

Eger a # 0 ise v" ve v® katsayillarmm sifir olmasi icin J = 0 ve F' = 0

olmalidir. Eger a = 0 oldugunda b # 0 dir, v® ve v? {in katsayilarimin sifir olmasi
icin J = 0 ve ' = 0 olmaldir. Her iki durumda da J = F' = 0 olmalidir.
o =€¢(F —QJ) X' =0 oldugundan « bir dogru olur. Béylece M yiizeyi 1. veya

3.cesit sag konoidlerden biridir.
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Kabul edelim ki bundan bagka 2a — b # 0 durumunda, yani v*, v? ve v°

katsayilarinin sifir olmasi i¢in @@ = 0 olmalidir. Bu nedenle K;; = H = 0 olur.
Bu durumda M yiizeyi 1., 2. veya 3. ¢esit helikoidlerden herhangi birisi olur.

Durum 2: X’ null olsun. M regle yiizeyi
f(u,v) =a(u) +vX (u)
ile verilsin, burada
(X, X)=1, (X', X)=0, (,d)=&(=+1), F={(,X")=0

dir. X A X’ ve X’ ortogonal null vektorleri oldugundan X A X’ ile X' lineer
bagimhidir ve X A X’ = X’ olarak almabilir. Dikkat edilecek olunursa X’ tek
kanatlh bir hiperbolidde bir null dogrultudur ve X bir dogrudur. Boylece X" =
olarak alabiliriz.

Her zaman oldugu gibi, @ = (¢/, X A X’} oldugundan @ = (o, X’) yazlabilir.

Birinci temel formun bilesenleri
E=¢42Qu, F=0ve G=1

olarak bulunur. Boylece EG — F? = £+2Qu olur. {/, X, o’ A X} hareketli catinin

isaretleri &, +1, —¢ dir. Baz yardimiyla
X' =(X" Vo + (X', X)X + (X, ANX)d'NX
=& +0X —£Qa NX
= Q' —{Qa' N X

elde edilir. X” = 0 oldugundan



Q = (", X") = =£Q (", a' AN X) olur. Boylece (o/,a' N X) = —%Q/ bulunur.

Birim normal vektor alam
B odANX —vX'

V€ 2Qu]

elde edilir. Tkinci temel formun bilegenleri

£Q’ /

Viereoo T Ve

seklinde bulunur. Gauss egriligi

e g=20

Q2
(€+2Qv)”
ikinci Gauss egriligi
1 Q'
K = 55—3
Q€ +2Qu|?
ve ortalama egriligi
1 55 +vQ
H — g~ —
21 + 2Qu]?

olarak bulunur. Buna gore
Kn=0Q=0&H=0
oldugu aciktir, buradan da
Kn=H&Q =0&K;=H=0

oldugunu goriiyoruz.

aKr 4+ bH + cK sabit oldugundan (aK;; + bH + c¢K), = 0 olur. Buradan

a(Ki)v+bH,+cK, =0

a [_§Q—/U5] h FQ (262 + 5Q¢v +72Q2v2)] L, [_ 403 } _
21¢+2Qu 2 € +2Qu? Ov)?

(€ +2Qu)’°

denklemine ulagilir. Esitligin paydalari esitlenir ve paylar1 kullanilirsa, ayrica

D? = £+ 2Quv ve ¢ = 0 yerine yazilirsa

20QQ"v* + € (6a — 5b) QQ'v + (3a — 2b) Q' =0
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elde edilir. Bu ifadenin sifira egit olmasi icin v’ye gore biitiin kuvvet katsayilariin

sifir olmasi gerekir. Yani

v? 1 20Q°Q" =0,
vl 1€ (6a—5b)QQ" =0
v? :(8a—20)Q' =0

olur. a?+b? # 0 oldugundan @’ = 0 anlasilir. Sonuc olarak, K;; = H = 0 olur.
Bu durumda M yiizeyi 2.cesit Enneper yiizeyinin eglenigidir. Her iki durumda da

aKi; + bH + cK = 0 sonucuna ulagiriz.

Sonug 4.3.1. 1., 2. , 3. cesit helikoid ve 2.cesit Enneper yiizeyinin eslenigi
yuzeyler acgilabilir olmayan yuzeylerdir. Yani minimal ve ikinci flat yuzeylerdir.
Kir, H ve K min lineer kombinasyonu aKrr+bH + cK olur. Bu ifade de cK nin

c = 0 olmast disinda hicbir dogrultman boyunca sabit degildir.

Sonug 4.3.2. M agilabilir olmayan regle yiizeyr X wvektor alany dogrultusunda
her yerde null dur. M yiizeyi f (u,v) = o (u) +vX (u) olsun. Oyleki (o/, X') = 0,
(X,X) =0, (X,X') =1 ve X AX' = X dir. Fakat det] = EG — F? = —F?
olarak bulunur. Yani F # 0 dur. Kabul edelim ki F = (a/, X') > 0 olsun, O halde

birim normal vektor alans
odANX + Xv

N =
F

ve tkinct temel formun bilesenleri

("' X))+ (", X) + (X X")) v — v? F (X' o/ N X + Xv)
e= =

=-1
F

ve

olur. Bu ifadelerden

1 1
H:F ve K[[:—F

dir. Boylece Kip + H = 0 olur.
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Sonug 4.3.3. K;; + H = 0 esitligi E3 de her agilabilir olmayan regle yiizeyin
aK+bH o6zelliklerini i¢inde barindirir. aK i+ bH 6zelliginde 2a —b # 0 ifadesi

sabittir[19].

4.4 3-Boyutlu Minkowski Uzayda Dogrultman Vektoriine

Gore Regle Weingarten Yiizeylerin Siniflandirilmasi

E? Minkowski uzayinda dogrultman X ve tiirevi X’ non-null ise M regle yiizeyine
M} smifindan; eger X non-null, X’ bir null vektor alan ise M regle yiizeyine M}
sinifindan; X null ise M ye M, sinifindan regle yiizey denir.

Burada, My veya M| simflari icin M agilabilir olmayan regle yiizeyin K, Kpj,
H ve Hjj egriliklerinin formiillerini belirleyelim[22].

Duruml: M € M} durumunu inceleyelim. M yiizeyi

f (,v) = o (u) + vX (u)

ile verilsin. Oyleki

(X, X)=¢, (X', X'Y=n, ( X)=0, ve ene{-1,1}
olsun. Bu nedenle M nin striksiyon ¢izgisi o olsun. Birinci temel formun bilegenleri
E={,d)+n® F={(,X), G=c¢

olsun. X, X', X A X’ hareketli ¢catinin isaretleri sirasiyla €, n, —en olsun.
o =eFX —enQX N X'

denklemi verilebilir. Burada @ = (/, X, X') dagilma parametresidir. Ote yandan

EG — F?* = —nQ* + env?,

X' =en(—X +JX AX')
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olur. Burada J = (X", X', X) sabiti geodezik egrilik fonksiyonu ve birim normal

vektor alani

olarak bulunur. Bu sebeple Ikinci temel formun bilesenleri

1

e=—o (eQ(F—QJ)— Qv+ Jv?), = =0
= (Q(F-a1)-0Q ) =
elde edilir. A = g denilirse
Q2
K=——"—, (4.4.1)
(Q* — ev?)
1 o' +e(A=2J) v +2eQv + Q* (A + )
K== 3 , (4.4.2)
’ @2 — ev?l?
1 o lny M2
gl Qu-0 A+ J) (4.4.3)
2 1Q? — ev?|?
ve
2J 4 2 / 2
1 —250% +€(bJ +2\) v + 3eQ'v + A—3J
Hy=--2 ( ) A ) (4.4.4)

2 | Q2 — 6U2|§
elde edilir.

Sonug 4.4.1. Bu durumda K;; =0<= H =0<= H;; =0 dur.

Durum 2: M € M, durumunu inceleyelim. M yilizeyi
f(u,v) =a(u)+vX (u)
ile verilsin. Oyleki
(o, Xy=0, (X, X)=0, (X', X)=1ve XAX' =X

olsun. Fakat det I = —F? dir. Yani F # 0 olur. Bu sebeple

 {d' N X+ Xv}

N
£
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olur. Ikinci temel formun bilegenleri

e — L{(a”o/X)—i—((o/’,X)—l—(o/XX”))v—v2},

|F|
f== (X dNX+X0v)=——,
|F| 1P|
g=70
olarak bulunur. Buradan
1 1 1 1
K:—, K[[:——, H:—VGH][:—
£ ral | F] |F|

elde edilir.

Bu boliimde M regle Weingarten yiizeyinin M, veya M{ smifindan olanlar
incelenecektir. K, K;;, H ve Hj; egriliklerinin herhangi ikisi arasinda agikar
olmayan bir fonksiyonel baginti vardir. Dikkat edilecek olunursa her agilabilir
olmayan regle yiizey R? de null dogrultman: ile daima K = K%, = H?> = H%,
Weingarten bagimtisim saglar. Burada simdilik M € M| durumunu arastiracagiz.

M aglabilir olmayan yiizeyinin K, K7, H ve Hp; egrilikleri olsun. {A, B},
A # B parcalan i¢in agikar olmayan bir fonksiyonel baginti ¢ (A, B) = 0 varsa
M yilizeyine {A, B} —Weingarten yiizeyi denir. Buna uyan esgitligin Jakobiyen
determinant1 sifira denktir. Yani

9 (A, B)

0 (u,v) 0

dir.
Burada E$ de {H, H;;} — W — yiizeyini tartigacagiz. E? de M € M} aglabilir

olmayan regle yiizeyi (4.4.1) ve (4.4.2) den

W:Hu (HH>1)_H (HII) 2@3 Q2 42

elde edilir. Burada A; = A; (u) katsayilar1 u nun reel degerli fonksiyonlaridir.

Kabul edelim ki W = 0 olsun. Bu durumda Ay, A; ve A; katsayilari sifirdir.

Buradan
Q' B3QJ —3Q'J+QN —Q'\) =0 (4.4.5)
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QJJ — Q' J*+4QJ N —4Q' IN+ QIN —Q'\? =0 (4.4.6)
20 (QJ — Q'J) =0 (4.4.7)
elde edilir. Tk olarak @’ = 0 kabul edilirse Q sabit olur. Bu (4.4.7) de g6z 6niine

almirsa (J2)' = 0 olur ve J sabittir. Bu durum (4.4.6) da goz oniine almir ve

(A?)" = 0 sonucuna ulagilir, yani A sabittir. Boylece
W =0<+= Q,J, F sabittir,

olur. Bu ise M nin helikoidal regle ytizey olmasi demektir.
Bundan sonra, Q" # 0 oldugunu kabul edecegiz. 3Q.J —3Q'J +QN —Q'A =0
/ /
oldugundan <35J + %) = 0 elde edilir. (4.4.7) den (é) = 0 bulunur. Boylece %

ve % ifadelerinin her ikiside sabittir.

a= 0 ve b= % (4.4.8)
denilirse
A 16@@1]2 —eQv—(b+a)@?
2 Q2 — ev2|%
ve

i 1—%v4+6(5a+2b) Qu? + 3eQ'v + (b — 3a) Q3
b2 Q — ev?f?

olarak yazilir. Boylece

(QQ" —2(Q")?) (av® + ebQ?v* — (a + b) Q*v?)
202 (Q? — ev?)*

oldugu sonucuna ulagilir. Buradan

W:— :0

av® + ebQ*v* — (a +b) Q" =0 <= a=b=0

oldugunu gozlemleriz.
Altdurum 1.1: ¢ = b = 0 durumunda J = F = 0 olur. Yani
o =e(F—QJ)X' =0 ve a striksiyon ¢izgisi bir dogrudur. (¢, X') = F =0

oldugundan X ile a ortogonaldir. Bu sebeple M Lorentzian konoiddir.
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Altdurum 1.2: a® + b? # 0 durumunda

QQ"—2(Q)" =0

olur. Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

1
S+ ¢

Q=

dir, burada cg, c; sabitlerdir. u parametre degisimi ile ¢y = 0 olarak bulunabilir.
Boylece

C2

Q:27 J:_J F:
u U

C3
u?
olur, burada ¢y, ¢9, c3 sabitler ¢; # 0 ve c% + c% # 0 dir. Not edelim ki X regiiler

dogrultman egrisinin yay parametresi « dur.

Teorem 4.4.1. {A, B} — W—uyiizeylerin simiflandirmlmast bunlar M} veya M
siafindandir, burada (A, B) € {(H, K1), (H, Hry) , (K1, Hrp)} dir.
(A,B) e {(H,Ky;),(H, Hyp) , (K, Hrp)} ve M

f(u,v) =a(u) +vX (u)

ile werilen agilabilir olmayan regle yiizey M} wveya My simifindan olsun. Bu
durumda M bir {A, B} — W —yiizeyidir ancak ve ancak M asagidaki 6zelliklerin

birini saglar:
1. M € M} ve M asagidaki yiizeylerden birisidir:

(1) M bir helikoidal regle yiizeydir;
(ii) M bir Lorentzian konoiddir;

(iii) M

Quy=", =2 Fu)=",

u u

invaryantlarina sahip bir regle yuzeydir, burada cq,co,c3 ifadeleri
c1 # 0 ve @+ 3 # 0 sartim saglayan reel sabitler ve u da X in

yay parametresidir.
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(1) Eger M minimal ise bu durumda M Lorentzian helikoid dir.
2. M € M, dur[22].

Teorem 4.4.2. {A, B} — W—uyiizeylerin simflandirmimase bunlar M} veya M
sinafindandir, burada (A, B) € {(K,H), (K, Kyr),(K,H)} dir.

(A,B) S {(K, H),(K,K}]),(K, H[[)} ve M
f(u,v) = a(u) +vX (u)

ile verilen aglabilir olmayan regle yizeyi M} wveya My simifindan olsun. Bu
durumda M bir {A, B} — W —yiizeyi ancak ve ancak asagidaki ozelliklerden birini

saglar:

1. M € M} ve M bir helikoidal regle yiizeydir. Ayrica M minimal ise

Lorentzian helikoid dir.

2. M € M, dur[22].

Bu boliimde E? de acgilabilir olmayan regle yiizeylerin lineer kombinasyonu
aKir+bH+cHp+dK ifadesini M} siifinda karakterize edecegiz. Oyleki a,b,c,d
sabitleri icin a? 4 b? + ¢? # 0 olmak iizere aK;; +bH + cH;; +dK her dogrultman

boyunca sabittir.

Teorem 4.4.3. E} de M
f(u,v) =a(u)+vX (u)

ile verilen agulabilir olmayan regle yiizeyi M{ sinifinda olsun. a,b,c,d ifadeler:
a> + vV + 2 # 0, olan reel sabitler olmak fizere kabul edelim ki
aKj; + bH + cHir + dK ifadesi M nin her dogrultmany boyunca sabit olsun.
Bu durumda d = 0 ve aK;; + bH + cH;p + dK = 0 dir. Ayrica M asagidaksi

ozellikleri saglar:
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1. Eger 2a — b+ 3¢ # 0 ise M yiizeyi () invaryant: sifirdan farkli olan bir

ortogonal regle ytizeydir.

2. Eger 2a — b+ 3¢ = 0 ise M bir konoidal regle yiizeyi veya 2JQ + F = 0

bagintisini saglar.

Ispat. Not edelim ki v parametresine gore dy/ |@Q? — ev?|  bir rasyonel
fonksiyondur ancak ve ancak d = 0 dir. aK;;+bH+cH+dK = sabit oldugundan
(aK +bH + cHjp + dK), = 0 olur. Burada d = 0 alinirsa

(a—2¢)J =0 (4.4.9)

(Ba+b—5¢)J+ (a+2c)A=0 (4.4.10)

(=3a—2b+4c)J + (4a —3b+5c) A =0 (4.4.11)

(—a—b+c¢)J+ (5a—3b+Tc) A =0 (4.4.12)

(2a—b+3¢)Q =0 (4.4.13)

olarak bulunur. O

Durum 1. 2a — b + 3¢ # 0 durumunda (4.4.13) den @' = 0 elde edilir.
Altdurum 1.1 J = 0 durumunda (4.4.10) ifadesi 3 ile garpilip (4.4.11) ve

(4.4.12) ile taraf tarafa toplanirsa
6(2a—b+3c)A=0

denklemine sahip oluruz, buradan ise A = 0 elde edilir.
Altdurum 1.2 J # 0 durumunda (4.4.9) dan @ — 2¢ = 0 dir. Yani (4.4.10),

(4.4.11) ve (4.4.12) yeniden diizenlenirse
(b+c)J +4cA =0 (4.4.14)

(=2b—2¢)J + (—=3b+13¢c) A =0 (4.4.15)
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(=b—c)J+(=3b+17c) A =0 (4.4.16)

bulunur. (4.4.16) denklemi 2 ile garpilir ve bundan (4.4.15) denklemi gikartihirsa

—3(b—=Tc)A=0

elde edilir. Eger b — 7¢ = 0 ise 2a — b+ 3¢ = 2(a — 2¢) — (b — 7¢) = 0 bulunur
ki bu bir celigkidir. Béylece b — 7¢ # 0 dir. Yani A = 0 olur. Ote yandan
a= —2b=2c(#0) ve (4.4.14) saglannus olur.

Bu durumda M ortogonal regle yiizeydir.

Durum 2. 2a — b + 3¢ = 0 durumunda (4.4.10) , (4.4.11) ve (4.4.12) yeniden

dtizenlenirse
(ba—2c)J+(a+2c)A=0 (4.4.17)
(=7a—2c)J + (—2a—4c) A\ =0 (4.4.18)
(=3a—2¢)J+ (—a—2c)A=0 (4.4.19)

elde edilir.

Altdurum 2.1. J = 0 durumunda (a + 2¢) A = 0 sonucu ¢ikar ki boylece
a+ 2c = 0 veya A = 0 bulunur. Birinci durumda a = 2b = —2¢(# 0), ikinci
durumda ise 3K;; = —6H = 2H;; ile M bir konoiddir. Buradan ise
aKi+bH+cHp=a (K +2H)+c¢(3H + Hyr) = 0 elde edilir. A = 0 durumda
da 2K+ H — H;; = 0 sonucuna ulagiriz.

Altdurum 2.2. J # 0 durumunda (4.4.9) dan a — 2¢ = 0 dir. Boylece
(4.4.17),(4.4.18) ve (4.4.19) denklemlerinden 2JQ + F' = 0 denklemi elde edilir.
Bunun yaninda 7a = 2b = 14¢ (# 0) olur.

Her durumda daima aK;; + bH + cHj; + dK = 0 denklemi saglanir.

Yukaridaki teoremdeki adi gecen Kj;;, H ve Hj; regle ylizeyler arasidaki

iligkiyi asagidaki tablodaki bagintilarla verebiliriz.
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X ve X’ Keyfi Q, J, F Ky, H ve Hyp
null olmasin i¢in kosgullar arasindaki bagintilar
2K;y—H+H;p=0
20 —b+3c#0| Q=F=0 Ozellikle J = 0 ise
Kyp=H=H;=0
2K;;+H—-H;p=0
J=0 Ozellikle F' = 0 ise
3K;=—6H =2Hy;

22].

20 —b+3c=0

2JQ+F =0 | 2K;;+7H + Hy =0

4.5 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle Yuzeylerin Egrilikleri

a, b, ¢ sabit olmak iizere 3-boyutlu Minkowski uzay1 E? de agilabilir olmayan regle
ylzeyi

aH? + 2bHHy; + cH}, = sabit, (4.5.1)

denklemini sagliyorsa H H; kuadratik ytizeyi ve
aK?+ 20K Hyr + cH}; = sabit, (4.5.2)

denklemini sagliyorsa K H;; kuadratik yiizeyi olarak adlandirilir[16].

E3 de M regle yiizeyi
f=flwv)=aw) +vX(u), weld, vel

ile verilsin. Boyle bir regle yiizeyde o taban egrisi ve X ise vektor alaninin

dogrultmanmdir. o/ ve X in causal karakterlerine gore dort durumu séz konusudur:
(1)  ve X non-null ve lineer bagimsizdirlar.

(2) («/, X) # 0 olmak tizere o null ve X non-null,

(3) (/, X) # 0 olmak tizere o non-null ve X null,

(4) (o/, X) # 0 olmak tizere o ve X null
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dir. Tk olarak birinci durumu diistinelim:

Durum 1. X vektor alaninin dogrultmani sabitse M regle yiizeyi silindirik,
aksi halde non-silindiriktir. o taban egrisi ve dogrultman vektor alani X non-null
olsun. Her v € J i¢in X in normallestirilmig sekli (X (u),X (u)) = €(£1)
olur. Bu durumda, o vektor alan1 ve X dogrultmani olmak tizere regle yiizeyler
karakterlerine gore 5 farkh cegide sahiptir. Bunlar:

M regle yiizeyinin « taban egrisi spacelike ise M, tipinde, timelike ise M_
tipindedir. Ayrica M, tipinin regle yiizeyinde 3 tipe ayrilabilir.

X vektor alam spacelike ve X’ non-null ise M ye M} tipinde,

X vektor alam spacelike ve X’ null ise M ye M7 tipinde,

X vektor alani timelike, X’ spacelike ise M ye Mi tipindedir denir.

Regle yiizey M_ tipinde ise dogrultman vektor alani daima spacelike dir.

X spacelike ve X’ (X in tiirevi) non-null ise M ye M! tipinde,

X spacelike ve X' null ise M ye M? tipindedir denir.

M regle yiizeyine (4) durumunda ise M ye null scroll denir. Null scroll un
tipik orneklerinden biri agagida B-scroll i¢in tanimlanmigtir:

E? de o (u) null egri ve {A, B, C'} Cartan ¢ati olsun. Bu durumda A, B, C ¢at1

elemanlar1 E? de o boyunca asagidaki kogullar1 saglar:
(A,A) = (B,B) =0, (A, B) = —1,
(A,C)=(B,C) =0, (C,C) =-1,
ve
o' =A
C'=—aA—k(u)B,
burada a sabit ve k (u) fonksiyonu her yerde sifirdan farklidir. Boylece
f:M—E}

(u,v) — [ (u,v) = a(u) + vX (u)
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haritasi ile verilen E} de M Lorentz yiizeyine B-scroll denir[16].
E? de o (u) null egrisi ve { A, B, C'} Cartan ¢atidir. Yani A, B, C' cat1 elemanlar
E? de a vektor alan1 boyunca agsagidaki kogullar saglar:
sp({A,B,C}) =R?, det (ABC) =1,
(A, A) =(B,B) =0, (A, B) = —1,

(A,C)=(B,C)=0, (C,C)=—1,

ve

burada her u igin a (u) # 0 ve b sabittir. Béylece
f:M—E?
(u,v) r f (U,U) = <u> +vX (U)

haritasi ile verilen E3 de M timelike regle yiizeyine B-scroll denir.

M yizeyinde N birim normal vektor alani olmak tizere
N (u,v) = bvB (u) + C (u)
elde edilir[2].

Teorem 4.5.1. E? de M non-silindirik regle yizeyinin taban egrisi spacelike veya
timelike olsun. O halde Gauss haritasy 1.tip noktasal olmast i¢in gerek ve yeter
sart M nin asagidaki uzaylardan birinin agik bir parcasy olmasidir: 1., 2.ve 3.
cesit helikoidler spacelike veya timelike olur. 2. ¢esit Enneper yizeyinin eslenigi

spacelike veya timelike olur[16].

Bu boliimde 3 boyutlu Minkowski uzay1 E2 de M regle H H;; kuadratik yiizeyi
ve K H;; kuadratik ylizeyini inceleyecegiz. Boylece M regle yilizeyinin ikinci temel

formu non-dejenere ise M agilabilir olmayan bir yiizeydir.
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Teorem 4.5.2. a, b, ¢ sabit olmak tizere a> + b> +c* # 0, a—6b+9c # 0
olsun. Eger E3 de M agulabilir olmayan HHj; kuadratik regle yiizey ise taban
egrisi non-null dir. Bu durumda M yizey: asaqidaki yuzeylerden birinin agik bir

par¢asidir:

(1) M yilizeyi spacelike veya timelike ise 1. gesit helikoid,
(2) M yiizeyi spacelike veya timelike ise 2. gesit helikoid,
(3) M yiizeyi spacelike veya timelike ise 3. gesit helikoid,

(4) M ylizeyi spacelike veya timelike ise 2. gesit Enneper yiizeyinin eglenigi

olur[16].

Ispat. Ispat1 iki ayrn durumda yapacagiz.
Durum 1. M aglabilir olmayan regle yiizeyi M, M3 veya M! ¢ tipinde

olsun. O halde M regle yiizeyi
f=f(u0)=au)+vX (u)

ile verilsin. Oyleki (X, X) = ¢, (X', X'} = 5, burada e € {-1,1} ve
(o/, X'y = 0 dir. Bu durumda « egrisi f in striksiyon egrisi ve X (pseudo)
kiiresel egrisi u parametresine bagh yay uzunlugudur. M yiizeyinin birinci temel

formunun bilegenleri
E={,dY+n* F={ X)), G=c¢

olarak bulunur. Daha sonra kullanacagimiz ), J ve D diizgiin fonksiyonlar

agagida verilirse

Q={(/XNX)4£0, J=(X"X'AX), D=+/|EG-F?
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olur. {X, X', X A X'} ortonormal bazina gore

o =eFX —enQX AN X'
X'=en(-X+JXNX')

o ANX =nQX'

olarak yazilir. Buradan EG — F? = —nQ? + env? esitligi bulunur. Ve N birim

normal vektor alani

1
N = E(nQX’—vX/\X')

olarak bulunur. Buradan e, f ve g ikinci temel formun bilegenleri

Q

e= 5 (QF-QN)~Qu+Iv?), f=2#0, g=0

elde edilir. Bu nedenle, K Gauss egriligi

K Q*
TS
H ortalama egriligi

1

=5

eJv? —eQv — QF — Q%))

ve Hjpr ikinci ortalama egriligi

1

Hyp=—

(=2Jv* + (2eQF + 5eQ*J) v* + 3eQ*Q'v + Q*F — 3Q"J)
(4.5.3)
olarak bulunur.

Kabul edelim ki Q% — ev? > 0 olsun. H ortalama egriliginin v ye gore kismi

tlirevi alinirsa

H, = 375 [Jv* = 2Q'v* — eQ (3F + QJ) v — eQ*Q']

ve Hpr ikinci ortalama egriliginin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

(Hpr), [2eJ0° + (2QF — 3Q%J) v* + 6Q°Q"v* + (TeQ°F + eQ*J) v

1
- 2Q2D5
+6Q*Q'] (4.5.4)
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olarak bulunur. Simdi kabul edelim ki agilabilir olmayan regle ylzey HHjs
kuadratik yiizey olsun. O halde (4.5.1) ifadesinin v parametresine gore kismi

turevi alinirsa
2CLHHU —f- 2b (HUHII ‘I‘ H(H[[)U) —f— ZCH]] (H][)’U = 0

veya

aHHv—I—b(HvHH—i—H(HH)v) —|—CH][ (H[])U =0 (455)

olarak bulunur. (4.2.16) (4.2.22) (4.5.3) (4.5.4) de verilen ifadeler (4.5.5) de yerine

yazilirsa

a [(ﬁ (eJv* — Qv — QF — QQJ))

(2—11)5 [Jv® —2Q"v" — eQ (BF + QJ) v — EQQQ'D}

+b [(ﬁ [Jv* = 2Q"v" — eQ (BF + QJ) v — €Q2Q/})

(ﬁ (—2Jv* + (2€QF + 5¢Q%J) v* + 3eQ*Q'v + Q°F — 3@4(]))}

c Kﬁ (—2Jv* + (2eQF +5eQ*J) v* + 3eQ*Q'v + Q°F — 3Q4J))

(ﬁ (2670 + (2QF = 3Q°7) v* + 6Q°Qv* + TeQ*F + Q" J) v
+eQ'Q')] =0
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denklemi bulunur. Eger bu denklemde

Ay =eJ*0° = 3eJQv' + (4QJF — 2Q*J* 4+ 2¢Q”) v* + (2Q*Q'J + 5QQ'F) v
+(Q°Q” + 4eQ®JF + Q" J* + 3eQ*F*) v + eQ*Q' (f + QJ)

By =2Q' Jv® + (8eQJF +2eQ*J*) v° + (—6eQQ'F + 4¢Q°Q'J) v*
— (12¢Q*Q"” + 8Q*F* + 8Q*JF + 4Q* J*) v* — (26Q°Q'F +2Q*Q'J) v*
— (6Q'Q"” +10eQ"F? — 2¢Q°J*) v — 4eQ°Q'F, (4.5.6)

Cy = — 4eJ*0” + 16Q° %0 — 6Q*Q' Jv° + €Q? (4F?*8QJF — 23Q°J*) v°
+€eQ*Q' (18F + 15QJ) v* + Q" (18¢Q)’ + 16F? + 28QJF + 14Q*J?) v*
+23Q°Q'Fv* 4+ Q° (9Q” + TeF? — 20eQJF — 3eQ*J*) v
+3eQ"Q'F — 9¢Q8Q" J.

denilirse

CLQ4A1 + bQ2Bl + CCl =0 (457)

bulunur. (4.5.7) denkleminin sol tarafinin hesaplanmasinda v ye gore verilen
polinomun u ya gore fonksiyonlarmin katsayilari sifir olmak zorundadir. (4.5.7)

denkleminin v*¢ dereceli ifadenin katsayis:
4eed? =0
elde edilir. Bu nedenle ¢ # 0 ise J = 0 olur. v dereceli ifadenin katsayist
4ee@*F? =0

elde edilir. Bu nedenle ) # 0 ve ¢ # 0 oldugundan F = 0 bulunur. Boylece
J=F =0 ise

(a—6b+9c)Q? =0

olur. a—6b+49¢ # 0 oldugundan @’ = 0 elde edilir. Bu durumda yiizey minimaldir.
EG — F? = env? — nQ? oldugundan Q? — ev?® > 0 bulunur. Bu nedenle, yiizey

spacelike ylizey oldugunda n = —1 veya timelike yiizey oldugunda n = 1 olur.
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Fakat, (e,n7) = (=1, —1) imkansizdir. (¢,n) = (—1,1) olsun. O halde M yiizeyi
M3 tipinde olur. Béylece ylizey 3.¢esit helikoid olur. Eger (e,n) = (—1,+1) ise
M yiizeyi M} veya M! olur. Dolayisiyla regle yiizey 1. gesit veya 2. gesit helikoid
olur.

Kabul edelim ki Q?—ev? < 0 olsun. Benzer sekilde a—6b+9¢ # Oise J = F =0
ve ' = 0 elde edilir. Bu nedenle yiizey minimaldir. EG — F? = —n(Q?* — ev?)
oldugundan Q? — ev? < 0 dir. Sonuc olarak M yiizeyi spacelike ise n = 1 veya
M yiizeyi timelike ise n = —1 dir. Bu durumda ¢ = 1 dir. Bu nedenle n = +1
e bagl olarak M ylizeyi M7 veya M! tipindedir. Boylece yiizey 1. gesit veya 2.
gesit helikoid olur.

Durum 2. M aglabilir olmayan regle ytizeyi M? veya M? tipinde olsun. O
halde M yiizeyi

f=f(uv)=a(u)+uvX (u)

olarak yazilabilir. Bu durumda « taban egrisi spacelike veya timelike olur. Ayrica
X dogrultman vektor alami spacelike fakat X’ null dir. Yani (o/, X) = 0,
(X, X) =1, (X", X') =0 ve (¢,a) = e(£]1) olarak almak genelligi bozmaz.

Asgagida sifirdan farkh ¢ ve R fonksiyonlari
q=|Ifull’ =& (fu, fu) = (e+2Rv), R=(d,X")
yazilabilir. Burada f, nun igareti ¢ dir. Bu nedenle birinci temel formun bilegenleri
E=¢q, F=0, G=1

bulunur. X A X’ null vektor alam1 X’ e ortogonal oldugundan X A X' = X’
alimabilir. X’ hiperboloid de bir null dogrultman oldugundan {z | (z,x) =1}, X
bir dogru secilebilir. Gerekirse u parametresi degistirilirse, X” = 0 olmalidar.

M yiizeyinde hareketli cati elemanlart {o/, X, o’ A X} olsun. O halde X’
yazilirsa

X' =€eR(a/ —ad' NX) (4.5.8)
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olur. M de R fonksiyonu heryerde sifirdan farkh olarak asagida yazlabilir. X” = 0

oldugundan (4.5.8) den X’ = eR (o/ — o/ A X)) yardimiyla

/
o' =—RX + %a’ ANX (4.5.9)

olarak bulunur. Diger taraftan M ylizeyinin birim normal vektor alam

1
N=— (@ ANX—-0vX')

Vi

elde edilir. e, f ve g ikinci temel formun bilegenleri

9
" _(RRw+eR), f=-—R, g¢g=0

olarak bulunur. Boylece K Gauss egriligi

e =

R2
K = 7z (4.5.10)
H ortalama egriligi
H=-—""_(RRv+¢R), (4.5.11)
2Rq>
ve Hp; ikinci ortalama egriligi
Hir = S (~RR'v+ €R) (4.5.12)
qz2

olarak bulunur.

Kabul edelim ki M yiizeyi H H;; kuadratik ytizeydir. Durum 1 e benzer gekilde
(a+42b+c) RR? =0,

(3a —2b — 5¢) RR™* = 0,

(a—3b+2c) RR? =0
olur. a, b, ¢ sifirdan farkl sabitler ve R # 0 oldugundan R’ = 0 olmak zorundadir.
Boylece (4.5.11) den H ortalama egriligi sifir olur. M yiizeyi minimaldir. Yani M
yiizeyi ya 2.cesit Enneper yiizeyin eglenigi yada spacelike veya timelike ytlizeydir.

Boylece ispat tamamlanmig olur. ]
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Teorem 4.5.2 ispatindaki durum 1 de eger a — 6b + 9¢ = 0 ise bu durumda
J = F = 0ve @' keyfi bir ifadedir. (4.2.16) ve (4.5.3) denklemlerinden H;; = —3H

elde edilir. Durum 2 ve (4.2.7) den
o =—enQX NX' (4.5.13)

X" = —enX

olur. (4.5.13) diferensiyel denkleminin 6zel ¢oziimlerinden agagidaki regle yiizey

orneklerini elde edebiliriz.
1. (e,m) = (1,1) genelligi bozmaksizin X (0) = (0,0, 1) alabiliriz. O halde
X (u) = (dy sinu, dg sin u, cos u + dg sin u)

olmahdir. Bazi dy, dy, d3 sabitleri igin —d3+d3+d3 = 1 saglanir. (X, X) =1

oldugundan —d? + d3 = 1 ve d3 = 0 olmahdir. Baz d; sabiti icin

o (u) = (Wle —dl,o) fw)+E,

olmalhdir. Burada f(u) = [Q (u)du ve E = (ey, ez, e3) sabit vektordiir.

Boylece M yiizeyi
f (u,v) = (:F 1+ d?f (u) + vdy sinu + ey, (4.5.14)

—dlf(u)j:v\/l+d%sinu+62,vcosu+63>,

olur. Burada d; sabit, f(u) = [Q (u)du ve (e1,ez,e3) sabit vektordiir.

dy = 0 ise M yiizeyi 3. cesit konoid olur.

2. (e,m) = (1, —1) genelligi kaybetmeksizin X (0) = (0,0, 1) alabiliriz. O halde

X (u) = <d1 sinh u, +4/d% — 1 sinh u, cosh u) :

olur. Burada d; < —1 veya d; > 1 dir. Bu nedenle

a(u) = (:F\/E, dl,o) f(u)+E,
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olur. Burada f (u) = [ Q (u) du ve E = (€1, eq, e3) sabit vektordiir. Boylece

M yizeyi
f(u,v) = (qz d? — 1f (u) + vdy sinhu + ey, (4.5.15)
dif (u) + v\/dﬁi—lsinhu + €9, v coshu + 63) :
olur. Burada d; < —1 veya dy > 1 dir. f(u fQ )du ve (eq, e, e3)

sabit vektordiir. Eger dy = £1 ise M yiizeyi 1. ¢esit konoid olur.

3. (e,m) = (—1,1) dir. X (0) = (1,0,0) alabiliriz. O halde

X (u) = (coshu, dy sinhu, +4/1 — d3 sinh u) ,

olur. Burada —1 < dy < 1 dir. Bu nedenle,

o (u) = (O,iﬂ, —dg) f(u) + E,

olmahdir. Burada f(u) = [Q (u)du ve E = (ey,e,e3) sabit vektordiir.

Boylece, M yiizeyi

f(u,v) = (v coshu + ey, +4/1 — d3f (u) + vdy sinhu + e, (4.5.16)

—dyf (u) £v4/1 —d%sinhu+63) ,

olur. Burada —1 < dy < 1 dir. f(u) = [Q (u)du ve (ey, ez, e3) sabit

vektordiir. Eger dy = 0 veya dy = *1 ise M ylizeyi 2. cesit konoid olur.

4. (e,n) = (=1, —1) durumunda bu miimkiin degildir. Ciinkii X ve X’ niin her

ikiside timelike olamaz.

Teorem 4.5.3. a, b, ¢ sabit ve ¢ # 0 olsun. 3—boyutlu Minkowski uzayinda eger
M agilabilir olmayan K Hyp kuadratik regle yiizey ise baz egriligi non-null dir. O
halde M yizeyr asagidaky agik pargalardan biridir:

(1) M yizeyi spacelike veya timelike ise 1. ¢egit helikoid,
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(2) M yizeyi spacelike veya timelike ise 2. ¢egit helikoid,
(3) M yiizeyi spacelike veya timelike ise 3. ¢esit helikoid,

(4) M yiizeyi spacelike veya timelike ise 2. ¢esit Enneper yizeyinin eslenigi olur

[16].

ispat. Teoremi ispatlamak i¢in 2 duruma ayirdik.
Durum 1. (4.5.2) agiklandig1 gibi benzer gekilde M aglabilir olmayan regle

ylizeyin ii¢ tipinin M}, M? veya M! parametrelemesi
f=1(uv)=a)+vX (u)

ile verilsin 6yleki (X, X) = e (£1), (X', X') =n(£1) ve (¢/, X') =0 dur.
Diger taraftan, K Gauss egriligi (4.2.15) ve H; ikinci ortalama egriligi (4.5.3)

yardimiyla verilebilir.
Kabul edelim ki M yiizeyi K Hj—kuadratik yiizey olsun. O halde (4.5.2)

denkleminin v parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
QCLKKU + 2b (KvH]I -+ K (H[[)U) + QCH][ (H[])v = 0
veya
aKKv+b(KvH[]+K(H[])v)—FCH][ (H][)U =0 (4517)

elde edilir. Ik olarak, kabul edelim ki Q> — ev?> > 0 olsun. (4.2.15) iin v

parametresine gore kismi tiirevi alinirsa
K 4eQ*v
v T D6

(4.2.20) bulunur. O halde (4.2.15), (4.5.3), (4.2.22) ve (4.2.20) ifadeleri (4.5.17)
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denklemi igine yazilirsa ve

Ay = —10eJv° 4 (23QJ + 6QF) v* 4+ 6QQ"v* — (3eQ*F + 4eQ*J) v — 3eQ* QY

By = 4eJ*0? — 16Q*J*0" + 6Q*Q' Jo° + (28eQ* JF — 4eQ*F* + 23Q*J?) v°
18¢Q*Q'F + 15eQ*Q'J) v* (4.5.18)

= (

— (16Q"F? + 18Q°JF + 14Q°J* + 18¢Q' Q") v°

— (33Q°Q'F) v* + (3¢Q®J* + 20eQ" JF — TeQ°F* — 9Q°Q") v
~3

€Q'Q'F +9¢Q*Q'J
olarak alinirsa agagidaki
WPQPD? A2 = (16a¢Q%v + cD?B,)" (4.5.19)

elde edilir. (4.5.18) deki ifadeler (4.5.19) denkleminde yerine yazilirsa v nin en
biiyiik dereceli katsayisindan

16¢2J4 =0

elde edilir. ¢ # 0 ise J = 0 olur. v'* iin katsayisindan
16cQ*F* = 0,

olur. ¢ # 0 ve @ # 0 oldugundan F' = 0 olmalidir. Boylece J = F' =0 den Q' = 0
elde edilir. Sonug olarak, H ortalama egriligi sifirdir. Yani ytizey minimaldir.

Kabul edelim ki Q? — ev? < 0 olsun. Bu durumda, (4.5.17) den M yiizeyinin
minimal oldugunu gosterebiliriz. Sonug olarak teorem 4.5.2 deki ispatimiz ile M
yiizeyi 1. gesit, 2.cesit ve 3.cesit helikoidin agik bir parcasi iken ylizey spacelike
veya timelike dir.

Durum 2. M agilabilir olmayan regle yiizeyi M2 veya M? tipinde olsun. Bu
durumda, « egrisi spacelike veya timelike, X spacelike fakat X’ null dir. Ayrica
teorem 4.5.2 deki notasyonlar1 kullanacagiz. O halde K Gauss egriligini (4.5.10)

den ve Hjy ikinci ortalama egriligi (4.5.12) den bulabiliriz.

95



Simdi kabul edelim ki M ylizeyi K H;— kuadratik yilizey olsun. O halde
(4.5.10), (4.5.12) ve (4.5.17) denklemlerinden teorem 4.5.2 de durum 1 e benzer
bir tartigma ile ayrica R’ = 0 alabiliriz. Ciinkii ¢ # 0 dir. Asagida H ortalama
egriligi ayn1 sekilde sifir olur. Sonug olarak teorem 4.5.2 deki ispati ile M yiizeyi
2.Enneper ylizeyinin eslenigi iken ytizey spacelike veya timelike dir. Boylece ispat
tamamlanmig olur.

Son olarak E? de null scroll un Hj; ikinci ortalama egriligi, K Gauss egriligi
ve H ortalama egriligi arasindaki iligkiyi arastiracagiz.

Kabul edelim ki E? de o = « (u) null egri ve a egrisi boyunca B = B (u) null

vektor alani olsun. O halde null scroll M yiizeyi
f=71(uv)=a(u)+vX (u)

ile verilsin. Oyleki (o/, /) = 0, (B,B) =0 ve (/,X) = —1 dir. Diger taraftan
genelligi bozmaksizin M ylizeyinin bir null geodezigi olarak « y1 segebiliriz. Bu
durumda her w i¢in (o (u) , X' (u)) = 0 dir. Burada C' = o A B diyelim. O halde

E? de o boyunca ortonormal baz {a/, B, C} dir. Bazin elemanlar

o = tC, (4.5.20)
B' = —sC,
C'=—sa' +tB

dir. Burada s = (B, C") ve t = (o, C) dir. M de Lorentz metriginin alt uzayiminda

birinci temel formun bilesenleri

ve N birim normal vektoriinii
N=C+vB' AB
ile verilsin. Boylece ikinci temel formun bilegenleri
e={a"+vB" N)=sv?-sv+t, f=(B,C)=-s g=0,

96



olur ki bu ise H = s ve K = s* demektir[16].
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