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OZET
Doktora Tezi
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85+viii sayfa
2020

Danigsman: Prof. Dr. Alaattin ESEN

Bes boliimden olusan bu tez calismasinin birinci boliimii Giris boliimii olarak
diizenlenmis olup kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlarmin gelisimi ve kesirli
mertebeden Schrodinger denkleminin literatiir 6zeti bu kisimda verildi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlara
yer verilmistir. Bu boliimde, Gama ve Beta fonksiyonlari, kesirli mertebeden tiirev ve integral
hesaplamalarinda kullanilan Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo yaklagimlar: ve
kesirli tiirevlere niimerik yaklagimlar ile ilgili genel bilgiler verildi.

Uciincii  boliimde, calismada baz fonksiyonu olarak segilecek olan Chebyshev
polinomlar1 ayrintili olarak incelenip, Chebyshev polinomlarinin trigonometrik tanimlari,
ortogonal polinomlar ve Chebyshev polinomlarinin ortogonalligi ile ilgili genel bilgiler
verildi. Ayrica bu boliimde, zamana gore kesirli mertebeden Schrodinger denklemi ele
alinip dalgaciklar, Chebyshev dalgaciklari, Chebyshev dalgaciklariyla fonksiyonlara yaklasim,
Chebyshev dalgaciklarinin integralleri ve yakinsaklik analizi ile ilgili bilgiler verildi.

Dordiincii boliim, ¢alismanin orjinal kisimlarini icermekte olup zamana gore kesirli
mertebeden Schrodinger ve ikili Schrodinger denklemleri Chebyshev dalgacik yontemiyle ile
¢oziildi. Her bir kesirli model icin farkli ikiser probleme uygulandi. Elde edilen niimerik
¢oziimler literatiirdeki mevcut bazi sonuclarla kargilastirildi, L, ve L. hata normlar ¢izelgeler
halinde sunuldu. Ayrica niimerik sonuglarin grafikleri de bu boliimde verilmistir. Besinci
boliim, sonu¢ boliimii olarak diizenlenmis olup calismada elde edilen sonuglar bu boliimde
degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger Denklemi, Kesirli Tiirev, Chebyshev Dalgacik Yontemi,
Kollokasyon Yontemi.
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The first chapter of this thesis, which consists of five chapters, has been organized as
an introduction, and the development of fractional order derivative and integral concepts and
the literature survey of fractional order Schrodinger equation is given in this chapter.

In the second chapter, fundamental definitions and concepts that will be used in
the following chapters are given. In this chapter, general information about Gamma and
Beta functions, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo approximations used in
fractional order derivatives and integral calculations, and numerical approximations to fractional
derivatives are given.

In the third chapter, Chebyshev polynomials to be selected as basis functions in the
study are examined in detail, and general information about the trigonometric definitions of
Chebyshev polynomials, orthogonal polynomials and orthogonality of Chebyshev polynomials
are given. In addition, in this chapter, information about the fractional order Schrodinger
equation with respect to time is given and information on wavelets, Chebyshev wavelets,
approach to functions with Chebyshev wavelets, integrals of Chebyshev wavelets and
convergence analysis are given.

The fourth chapter contains the original parts of the study, and the fractional order
Schrodinger and coupled Schrodinger equations with respect to time were investigated by
Chebyshev wavelet method. Two different problems are applied for each fractional model. The
numerical methods obtained are compared with some of the results available in the literature,
and the error norms L, and L., are presented in tables. Also, graphs of numerical results are
given in this chapter.

The fifth chapter has been arranged as a conclusion section and the results obtained in
the study have been evaluated in this chapter.

Keywords: Schrodinger Equation, Fractional Derivation, Chebyshev Wavelet Method,
Collocation Method.
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1. GIRIS

Kesirli hesaplama kavramu ilk olarak 1695 yilinda Leibnitz tarafindan L Hospital’a yoneltilen
soru ile ortaya ¢ikmustir. Leibnitz “Tamsay1 mertebeli Z—ZZ tiirevi tamsay1 mertebeli olmayan tiirev
icin genellenebilir mi?”’sorusunu yoneltmistir. Daha sonra bu soruyu “n herhangi bir say1 olabilir
mi?” seklinde sormustur. L’ Hospital bu soruya “n, % oldugu zaman ne olacak?” sorusuyla
karsilik vermistir. Leibnitz “O bir paradoksa yol agar" demis ve “bu goriiniir paradokstan bir giin
faydali sonuglar ¢ikarilacaktir” diye de eklemistir. 1697°de Leibnitz, Wallis’in /2 i¢in sonsuz
carpimina atifta bulunarak, d'/2y notasyonunu % mertebeden tiirevi gostermek icin kullandi.
Kesirli hesaplamalar konusu Eulerin dikkatinden kagmadi. 1730 yilinda “n pozitif tam say1
oldugunda, p x’in fonksiyonu ise d"p nin dx’e orani her zaman cebirsel olarak ifade edilebilir.
Dolayisiyla n = 2 ve p = x> ise d’x> iin dx’ye oram 6x e 1 dir. Simdi eger n kesirli ise ne
tiir bir oranin yapilacagi sorulur. Bu durumdaki zorluk kolaylikla anlagilabilir. Eger n pozitif
bir tamsay1 ise d" art arda tiirevle bulunabilir. Fakat n kesirli ise bu yol agikar degildir” olarak

ifade etmis ve bir interpolasyon yolu onermistir. Lagrange kesirli hesaplamalara dolayli yoldan

katkida bulundu. 1772 yilinda tam say1 mertebeden diferansiyel operatorlerin iisleri kanununu

a" 4dr dm+n
dxm dx® T e

y

seklinde gelistirdi [1]. 1812 de P. S. Laplace, integral vasitas: ile kesirli tiirevi tanimlad1 ve
1819°da keyfi mertebeden tiirevin ilk acgiklamasi bir metinde goriildii. Fransiz matematik¢i
S.F. Lacroix diferansiyel ve integral hesaplama iizerine yayinladigi1 700 sayfalik eserinde konu
lizerine 2 sayfadan daha az yer ayirdig1 bir sonuca da yer verdi. Bu eserinde, n’nin pozitif tamsay1

oldugu y = x™ fonksiyonunun #. tiirevinin

n !
dy__m X" m>n
dx*  (m—n)!

oldugunu gosterdi. Genellestirilmis faktoriyeli gosteren Legendre’nin I" semboliinii kullanarak,

Lacroix

d"y I'(m+1)
=X
dx* I'(im—n+1)

m-—n

formiiliinii elde etti. Lacroix, y = x fonksiyonunu goz oniine ald1 ve % mertebeden tiirevini



d'/? (x) = re) 2k
ds . TG/2) r

seklinde elde etti. Bu sonug giiniimiiz Reimann-Liouville kesirli mertebe tiirev taniminin iirettigi

sonug ile aymidir. L’Hospital’in bu soruyu ortaya attif1 o giinden bu yana sadece bu konuya
adanmis bir makalenin ortaya ¢ikmasi i¢in 279 yil gecmisti [1]. Joseph B.J. Fourier’in kesirli

hesaplama tanim1 f(x) in

10 =5 | stapda [~ cosplr—ayap
integral gosteriminden elde edildi. Euler ve Fourier keyfi mertebeden tiirevden bahsetmigler
fakat uygulama veya ornek vermemislerdir. Kesirli mertebeden hesaplamalarin ilk uygulamasi
1823 yilinda Niels Henrik Abel’e aittir. Abel kesirli hesaplamay1 Tautochrone probleminin
formiilasyonunda ortaya cikan bir integral denkleminin ¢oziimiinde uygulad: [1]. Riemann
1847°de bir oOgrenci iken yaptigi ve Oliimiinden sonra yayinlanan bir makalede kesirli
operasyonlarin tanimini yazdi. Riemann integral tanimimi Taylor serisinin genellestirmesinde

aradi ve
Fo ) G0 ey

integrasyon formiiliinii verdi. Riemann alt limit sinir1 ¢ deki belirsizlik yiiziinden tanimina

D" f (x) =

v (x) tamamlayici fonksiyonuinu eklemenin dogru olacagim goérdii. Cayley Riemann’in
teoremindeki en biiyiik zorlugun tamamlayict fonksiyonun belirsiz bir dogaya sahip oldugunu
isaret etti [1]. Cayley kesirli hesaplamalarin tatmin edici taniminda bu belirsiz tamamlayici
fonksiyonun bulunmamasi gerektigine isaret etti. Aslinda su an kesirli integral gosteriminde

de bu tamamlayici fonksiyon kullanilmamaktadir.

Bu tez caligmasinda, 0 < & < 1 ve i = —1 olmak iizere

iD%W + wye + i W w = F (x,1) (1.0.1)

kesirli mertebeden Schrodinger denklemi ve

iD%u - ity + Uy + €1+ By + <|uy2 + MZ) u=F (x,1)

. _ . (1.0.2)
IDXv — vy + vy + &u— Bov+ 1o <|u| +|v| )v:FZ (x,1)



kesirli mertebeden coupled (ikili) Schrodinger denklemleri

d% 1 tw (x, T
D¥w(x,t) = at—aw(x,t) = F(l—a)/o (tir)‘z‘dr’ 0<a<l

kesirli mertebeden tiirev i¢in Caputo anlaminda tiirev [2] kullanilarak ele alindi. Schrodinger
denklemi lineer olmayan optiklerde, hidromanyetik ve plazma dalgalarinda, kati bir cisimdeki 1s1
iletiminde, s1v1 ile dolu elastik bir tiipteki lineer olmayan dalgalarda, lineer olmayan kararsizlik
problemlerinde, piezoelektrik yari iletkenlerdeki soliter dalga yayiliminda goriilmektedir [3-5].
Kuantum mekaniginde 6nemli bir yere sahip bu denklemin yiiksek nonlineerlige sahip kesirli
mertebeden versiyonlart da son zamanlarda arastirmacilarin ilgisini ¢cekmektedir. Naber [6]
ilk olarak kesirli mertebeden Schrodinger denklemini Mittag-Leffler fonksiyonlarina gore
arastirmistir. Denklemin yar1 analitik ¢oziimleri Odibat vd. [7] tarafindan genellestirilmis 2
boyutlu diferansiyel transform metodu kullanilarak bulunmustur. Bir Hilbert uzayinda zaman
kesirli Schrodinger denklemi ve onun tiirevinin analitik ¢oziimleri ve kararliligi Hicdurmaz
ve Ashralyev [8] tarafindan calisilmistir. Wei vd. [9] model problemin lineer ve lineer
olmayan formlarinin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasinda yerel siireksiz Galerkin yontemi
ile aragtirdilar. Esen ve Tagbozan zamana gore kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin
niimerik ¢oziimlerini kuadratik ve kiibik B-spline sonlu eleman yontemleri yardimiyla elde
etmiglerdir [10, 11]. Zamana ve konuma gore kesirli mertebeden Schrodinger denklemlerinin
niimerik ¢oztimleri Bhrawy vd. [12] tarafindan operasyonel matrisler kullanarak Jacobi spektral
yontemi ile bulundu. Aminikhah vd. [13], kesirli mertebeden ikili Schrodinger denkleminin
cOziimlerini Laplace doniisim ve homotopi pertiirbasyon yontemlerini birlikte kullanarak
bulmuslardir. Karaman ve Dereli [14], ikili Schrodinger denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini
agsi1z meshless bir yontem olan radyal baz fonksiyonlar: ile kollokasyon yontemi yardimiyla

elde ettiler.

Genel olarak bu tiir kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin
bulunmast bazi durumlarda ¢cok zor oldugu icin bu tiir problemlerin ¢oziimlerinde niimerik
yontemler siklikla kullanilmaktadir. Bilgisayar alanindaki yazilim ve donamimdaki gelismeler
niimerik yontemler icin kullanilan eski algoritmalarin hem daha hizli hem de daha etkin
calistirilmasina izin vermekle kalmayip ayni zamanda yeni algoritmalarin gelismesine de
yardimci olmustur. Spektral yontemler kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan
giiclii yontemlerdir. Baz1 diger niimerik yontemlerin aksine, spektral yontemler herhangi bir

noktada hesaplamanin sadece komsu noktalarindaki bilgilerine degil, tiim alanin bilgisine



dayandig1 genel yontemlerdir. Ayrica spektral yontemlerin iistel yakinsamasi ile diger
yontemlere gore daha etkin ve dogru sonuglar verir. Spektral metotlar denilince ilk olarak
Fourier fonksiyonlar1 akla gelir. Ancak bu yontemler, Fourier fonksiyonlarindan bagka ortogonal
polinomlarla da olusturulabilirler. Eger g6z Oniine alinan problem ile verilen sinir sartlari
periyodik ise genellikle Fourier fonksiyonlari, problem sinirlanmig alanda tanimlanmis ve
sinir sartlar1 periyodik degilse baz fonksiyonlarinin se¢imi x € [—1,1] aralifinda tanimlanan

Chebyshev veya Legendre polinomlari olabilir.

Bu ¢alismada, lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden Schrodinger ve kesirli mertebeden
Ikili (coupled) Schrédinger denklemlerine Chebyshev dalgacik kollokasyon yontemi uygulandi.
Denklemlerdeki kesirli mertebeden Caputo anlamindaki tiirevler yerine 0 < y < 1 i¢in by =

(k4 1)1=% — k1= olmak iizere

C0%f () (Al
Ll: @ " TR—a) k;)bk [f (tm—i) = f (tm—1-x)]

ile verilen L1 yaklagimi kullanild: [15] .




2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, baz1 6zel fonksiyonlar ve kesirli mertebeden tiirevler icin bazi yaklagimlar verildi.

2.1 Ozel Fonksiyonlar

Bu kisimda, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlari

verildi.

2.1.1 Gama fonksiyonu

I' (x) ile gosterilen Gama fonksiyonu kesirli hesaplama teorisinde énemli bir rol oynar [15].

I' (x)’ in kapsamli bir tanimi, Euler limiti

' N!N*
I (x) :nygiox(er1)(JC+2>"'(X+N)7

ile gosterilmekle birlikte, genellikle

(o]

I'(x)= /y“eydy, x>0 (2.1.1)
0

bicimindeki integral doniigsiim tanim1 daha yaygin kullanilir. (2.1.1) integrali kismi integrasyon

uygulandiginda Gama fonksiyonunun 6zelliklerinden biri olan

I'(x+1)=xI"(x)
rekiirans bagintis1 bulunur. Ayn1 sonuca Euler limit tanimi kullanilarak da ulasilabilir. Gama
fonksiyonu, pozitif x sayilari i¢in rekiirans bagintisinda I' (1) = 1 6zelligi kullanilarak
I'x+1)=x(x)=x(x—1)I'(x—1)=-=x(x—1)---2.1I" (1) =x!

ozelligini sagladigindan genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da bilinir. Son bulunan

esitlik yardimu ile negatif sayilar i¢in de kullanilabilecek
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Sekil 2.1 : Gama fonksiyon grafigi

ozelligi elde edilir. Bu genisletme, tiim negatif tam sayilarda oldugu gibi I" (—1) de de olmak
iizere I (0)'1n sonsuz oldugunu gosterir. Fakat Gama fonksiyonunun negatif tam sayilardaki

orani sonludur, dolayisiyla N ve n pozitif tamsayilarsa,

(M) (=N 1) (=n=2) (== 1) = (=D

n!

olur [15,16].

Pozitif n tam sayisinin I" fonksiyonu da pozitif bir tam say1 iken I'(—n) fonksiyonu »’nin
tam say1 degeri icin her zaman sonsuzdur. I" (4 +n)ve I' (3 —n) Gama fonksiyonlarmin sonucu

/7 nin Katlar1 olur. Boylece

2 4"n!
ve
r l—n _(—4)"n\m
2 (2n)!
elde edilir.



2.1.2 Beta fonksiyonu

Gama fonksiyonu ile yakindan ilgili olan bir bagka fonksiyonda Beta fonksiyonudur. w ve z

parametrelerinin pozitif degerleri icin Beta fonksiyonu
1
B(w,z) = / 1 — 1) ldr, (2.1.2)
0

integrali ile tamimlanir. Bu integral ayn1 zamanda Eulerin ikinci tip integrali olarak da bilinir.
Eger w ve z den herhangi biri pozitif degilse bu integral iraksar ve bu durumda Beta fonksiyonu

C(w)(z)

B(W,Z) = m

= B(z,w) (2.1.3)

bagintisi ile tanimlanir. Beta fonksiyonunun bir bagka 6nemli 6zelligi de 0 < Re(z) < 1 igin

T
Blz,z=1) =T(@T(1 —2) = =, z#0,%1,%2,.. (2.1.4)

yazilabilmesidir [2, 16].

2.2 Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integral Yaklasimlari

Bu kisimda kesirli tiirev ve integral hesaplamalar icin sik¢a kullanilan yaklagimlar ve bunlar
arasindaki iligkiler verildi. Bu yaklagimlar Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo

kesirli mertebeden tiirev ve integral yaklagimlaridir.

2.2.1 Griinwald-Letnikov tiirevi

Anton Karl Griinwald (1830-1920) ve Alesey Vasilievich Letnikov (1837-1888), kesirli
mertebeden tiirev ve integrali tanimlayabilmek i¢in tiirevin genel tanimindan ve ayrica Gama
fonksiyonundan faydalanmiglardir. p—inci mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli mertebeden
tiirevi

oDV + /
£ ; p+k+1) p+m+1

_ )*erk !

p+m (m+1) (T) dt

seklinde tanimlanir [2].

2.2.2 Riemann-Liouville tiirevi

f(¢) fonksiyonu her (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir olmak iizere p > 0 igin

Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali



D0 = [ =0 r @

a

olarak tanimlanir [2]. k > a ve 0 < o < 1 olmak iizere Riemann-Liouville kesirli (k— ).

mertebeden tiirevi

D) = o [ =0 F (o) 22.1)

seklinde tanimlanir [2]. Burada p = k — o alinirsa

1 d*

D) = =

F—pyar ) (0@

Se—_

olur.

2.2.3 Caputo Kkesirli tiirevi

Riemann-Liouville tipi kesirli diferansiyel alma tanimi kesirli tiirev ve integralin
gelismesinde 6nemli rol oynamigtir. Uygulamali problemlerde, f (a), f/ (a) vb. fiziksel olarak
yorumlanabilen baglangi¢ kosullarini iceren kesirli tiirev tanimlarina gereksinim duyulur. Ne
yazik ki, Riemann-Liouville yaklagiminda ¢ = a alt sinirinda kesirli tiirevin limit degerini iceren,

Ornegin by (k= 1,2,...,n) ler sabitler olmak iizere

limy q [oDF £ (1)] = by
lim; 4 [oDf 2 f ()] = by (2.2.2)

lim;_,4 [aD,O‘*”f (t)] =by
baslangic kosullar1 ile kargilasilir. Bu tiir baglangic kosullarinin fiziksel bir yorumu
yapilamamaktadir. Fiziksel olarak yorumlanabilen f(a), f (a) vb. sekildeki baslangic

kosullarinin kullanimina en uygun kesirli tiirev tanimi1 Caputo tarafindan verilmistir. Caputo

kesirli tiirevi

t
Cnho _ 1 f(n)(r) o
JDIf(t) = Fla—n) / (t—r)““*”dr’ n—l<a<n (2.2.3)




ile verilir [2]. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerine gore diferansiyel denklemler
ile birlikte verilmesi gereken baglangi¢ kosullar1 arasindaki farklarin altim ¢izmek i¢in @ = 0

durumunda, Riemann-Liouville kesirli tiirevi i¢in Laplace doniisiimii

[ee]

n—1
/e"” {oD¢f (t)}dt = p*F (p)— Y poD? X1 f(t)]—g. n—1<a<n
k=0
0
ve Caputo kesirli tiirevi icin

)

n—1
e 508wy = p=F (p) X p 7O 0), -1 <o
k=0
0
olarak bulunur. Goriildiigii gibi Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniistimii (2.2.2)

tipi fiziksel yorumlar ile ilgili problemlere sebep olan baslangi¢ kosullarinin kullanimina izin
verirken, Caputo tiirevin Laplace doniisiimii bilinen fiziksel yorumlarla klasik tam say1 mertebe

tiirevlerin baglangi¢ degerlerinin kullanimina izin verir.

Riemann-Liouville kesirli tiirev ve Caputo kesirli tiirevi arasinda diger bir fark, sabitin
Caputo tiirevinin sifir buna kargin C sabitinin Riemann-Liouville kesirli tiirevinde a alt sinirinin

sonlu deger olmasi durumunda sifir olmayip

Ct ¢

DAC=——
T ri—a)

biciminde olmasidir.

Riemann Liouville ve Caputo arasinda uygulamalar i¢in 6nemli olan bir bagka fark da

Caputo tiirevi i¢in
CDE(SDyf (1) =SDI"f(1), (m=0,1,2,...; n—1<a<n)
iken Riemann-Liouville tiirevi i¢in
7D ((DEf (2)) = DET"F(2), (m=0,1,2,...; n—1<a<n)
dir. Bu formiillerde diferansiyel operatorlerinin yer degisimine farkli sartlarda izin verilir. Bunu
€p@ (SDpf (1) = D (SDEF (1) = SDF £ (1),
f£(0)=0, s=nn+1,....om (m=0,1,2,...;n—1 < a<n)
DI (DEF (1)) = uDF (DI (1)) = DEE (1),
77(0)=0, s=0,1,....m (m=0,1,2,...;n—1 < a<n)
9



seklinde ifade ederiz. Riemann-Liouville yaklagiminin aksine, Caputo tiirevinde f*(0) =0, s =
0,1,...,n—1 degerlerinde herhangi bir kisitlama yoktur.

Ornegin, f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak iizere % mertebeden Caputo tiirevini alalim.

Yo 1 /Z -l d
D {Z}_F—(l—%) A (z—1) % {t}dt
! /Z( t)*%dt {t dt = zdu}
= — =uz, dt = zdu
(1) z z z
= & /1(1 )’%d
JERCI R
_ B(3,1) 1
RO

elde edilir. Simdi elde edilen fonksiyonun tekrar % mertebeden Caputo tiirevini alirsak

1 1 1-1 1
p:{ et} =y 0 et par

i 1 _lq 1
D {Jet} = Ty i =07 ot
i 1 11
DZZ{\/LEZZ}:\/LEF(I%)fOI(l—u) 2u2du

B(3.5)

(2 1 _ _
i { e = iy =!

elde ederiz. f(z) = z fonksiyonunun iki defa % mertebeden Caputo kesirli tiirevi, bu

fonksiyonun birinci mertebeden klasik tiirevini verir.

2.2.4 Kesirli tiirevlere niimerik yaklasimlar

Bu boliimde, tiirevler icin c¢esitli niimerik yaklagimlar verilecektir. Geri fark formiilii

yardimiyla, birinci mertebeden tiirevin bilinen tanimi

— = —f(x)= lim {(6)6)71 [f (x) —f(x—5x)]}

ile baslayalim. Benzer sekilde ikinci ve iiclincii mertebeden tiirevler sirasiyla

2
I = tim {50207 () 27 (- 8 + £ (e 25)]
ve 5
L= tim L8071 () 37 (- 80) 4 3f (- 280 - / (v 360}

10



limitlerinin var oldugu varsayilarak elde edilir.

Dikkat edilirse her bir tiirev, tiirevin mertebesinden daha fazla fonksiyonelin hesaplanmasini
icermektedir. Bunun da otesinde katsayilar binom katsayilar1 olarak artmakta ve isaret alterne

olarak degismektedir. Bu durum pozitif m tamsayist i¢in genel formiiliin

d”f_ 1 —n < j n .
dx :SI;EO{(SX) Z (—1)1( j )f(x—15x)}

j=0
oldugunu gosterir. Eger f nin n. tiirevi mevcutsa bu son denklem aslinda kisitsiz bir limit olarak
arf

dx"

i tanimlar. Yani x tamamen sinirsiz degerlerle limit olarak sifira gider. Bu formiilii, integrali
bir toplamin limiti olarak tanimlayan formiille birlestirmek icin tiirevleri sinirli limit yani dx in
sifira yalnizca ayrik degerler lizerinden gittigi limit agisindan tanimlamak istenir. Bunu yapmak
igin oyx = *3%, N =1,2,3, ... secilir. Burada a, alt limite benzer bir rol oynayan x den kiiciik bir

sayidir. Bu durumda, n. tiirev

VT _ fim L@ Y 1) (") £ o)
seklinde tanimlanabilir [15]. Simdi » tamsay1 iken eger j > n ise ( ;l ) = 0 olacagindan

yukaridaki denklem

n N—1 ) n
Z’xf = lim {(5Nx)_” Z (—1)/ ( ; )f(x—jSNx)} (2.2.4)

5Nx—>0

olarak yazilabilir. Burada

(n\ _ T(j—n)
H)J( j ) S NETINES)

ozelligi kullanilirsa (2.2.4) Griinwald tanim1 herhangi bir ¢ i¢in iiretilen olasi en basit algoritma

(TG (e
[d(x—a)]q_hw{p(_q) j:0F<j+1)f< J[ ~ D} (2.2.5)

11



N — oo iglemi gozardi edilir ve a = 0 alimirsa G1-algoritmasi diye adlandirdigimiz bir yaklagim

formiuli

dif _(dif\  xINIS'T(j—q) Jx
= (), =100 LG’ (%) 220

dif (d‘ff> X ININST (j—q)
Gl

i~ \dx? )G T(—q) 5 T(j+1)
olarak elde edilir [15]. Bu yaklasimda

r'(j—q) _j—1-qI'(j—1-gq)
r@+1) J r'(j)

ozelliginden dolay1 G1-algoritmasi uygun carpma-toplama-carpma- - - carpma-toplama semalari

() 6 =% |[[ - [l {2+ v {552
+fn-3] - { }+f1}{%"}+fo]

biciminde uygulanarak Gama fonksiyonu kullanmadan ve kolay programlamaya miisait hale

getirilebilir. Burada fonksiyon degerleri i¢in

=1 O) i = () oty =1 (x50 ) o= £
ile verilen gosterimler kullanilmisgtir.

(2.2.5) Griinwald taniminin bir modifikasyonu

(TR (D) e

seklinde Onerilmistir. Bu tanim yakinsaklik o©zellikleri agisindan daha uygundur. (2.2.7)

denkleminin a = 0 durumu i¢in yeniden yazilmasi ile

dqf_ . x IN4 N_]F(j—q) gx jx
dxt _135‘30{r<—q>,§)r<j+1>f<”fv—ﬁ> 2.28)

elde edilir [15]. Ne yazik ki (¢=0,%£2,+4,...) olmadikca bu formiil f’nin bilinen f;
degerlerinden bagka noktalarda da hesaplanmasini gerektirir. Bu yiizden Lagrange ii¢ nokta

interpolasyonuna dayali

12



yaklagimin (2.2.8) formiiliinde kullaniriz ve N — oo sartin1 gevseterek bunu

(ﬁ) X INGNE'T (j—q)
dx? Gz_F<_Q) j:oF(j+1>

G2- algoritmasini gelistirmek i¢in kullaniriz [15].

1 1
{fj+zq [fi=1 = fi+1] +§q2 [fj1—2fj+fj+1]}

Benzer diisiince ile Riemann-Liouville tanimindan ¢’ nun negatif degerleri icin

dif 1 [ fdy _ /f
dxd I (—q)Jo [x_y]cﬁrl yq+1

seklindedir. Bunu

]x+x]

dqf_ 1 Z/ dy
dx4 j -0 JX y‘H’l

gibi yazarsak, her biri integral i¢in farkli bir yaklasimdan ortaya ¢ikan R-algoritmasi diye

adlandirilan birtakim algoritmay1 iiretmenin nasil miimkiin oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla

/’T]f(x—y)dwa<x_jﬁx>+f<x_%’_jﬁx> /DXNH] dy
i J

jx yq+1 ~ 2 jx yq+1

_ it fin [jxﬂLx}_q_{J_x}_q
Y N N

yaklagimi ile ¢ < 0 icin gecerli olan R1-algoritmasi olarak isimlendirilen

dq_f) R NV i+ fi g - 220
(dxq Al F(l_‘I)jzb > {[j+1]79=j"} (2.2.9)

yaklagima ulasiriz [15]. Bunun yanisira

[ =t e i ) o e A ik k)

jx yq +1

13



ile verilen f; ve f; arasindaki lineer interpolasyona dayali yaklagim R1-algoritmasindan daha

kompleks fakat daha dogru olan

dif XINTNS A 5=t o g
— = 1179— 74
<dxq)R2 I'(—q) JZE) —q {1 I

fhlLl_qu {[]+1] CI_J'I—Q} (2.2.10)

R2- algoritmasi olarak adlandirilan yaklasimi verir [15].

Her iki R-algoritmas1 da negatif g degeriyle sinirhdir. 0 < g < 1 araliginda diferintegrasyon

mertebesi icin gegerli olan bir algoritma,

dif _ x1f(0) 1 df d
dx4 _F(1—4)+F(1—61)/0 [dy( )} =

N r(ll—q) {fg)) +],v§6/{é‘” X {fljyc( y)} ;lqy}

yardimu ile verilir. Daha karmagik alternatifler mevcut olmasina karsin, bu formiile dayal

[ AR (i)

dy oz N N &

N

—IN4 _
=g Ui gal [ =]

yaklagimim kullanirsa sadece 0 < g < 1 i¢in gecerli L1- algoritmast

dif A [1—q] fv N-1 . ~ .
(ﬁ)u_r(z—q)[ N4 +,§6 Lfj = fi+] [(Hl) 1= "}] (2.2.11)

biciminde elde edilir [15].

Simdi 1 < g < 2 aralifina donersek,

dif _xif ) A7) 1 P )dy
dxi I'(l—q) T'(2—q) T'@2-q)Jo [x—y]"!

! [[l—q]f( ), F1O >+N-1/“*N*” s <x—y>]

TT2-q | Y S

formiilii,



veE

Fleviw) 20 () (R F) 5w

) gt

it =265+ fia] |G+ 1770 = 2]

x 9IN4
2—q

yaklagimlarini yaparak, 1 < g < 2 i¢in gecerli olan

Lz_r(?’_CI)

<dq_f) x IN1 {[1_Q][2_Cl]fN [Z_QHJCN—I_](N]}

dx4 +

i Vo (22.12)

N—-1
+ ¥ =26+ fra] [+ 1770 = ]

J=0

L2-algoritmasi olarak isimlendirilen yaklasim elde edilir [15].

2 < g < 3 araliginda yakinsak olan L3-algoritmasinin ve 3 < g < 4 araliginda yakinsak olan
L4-algoritmasininda benzer bir tarzda tasarlanabilecegi asikardir. Fakat biz bu algoritmalardan

hicbirinin daha 6te incelenmesini ele almayacagiz.

Bu algoritmalarin tiimii tam olarak f nin N 4 1 degerlerini kullanmazlar. G1-algoritmasi
yalmizca N adet veriyi kullanir, fy kullamlmaz. G2 ve L2 algoritmalart (N +2) noktay1

kullanirlar ve standart (N + 1)’e ek olarak f_; [: f@] verisine de ihtiya¢ duyarlar.

Genelde algoritmalar miikemmel degildir. Tipik bir Al-algoritmasinin eksiklik dl¢iimii bazi

f deneme fonksiyonu i¢in

ile verilen bagil hata terimi ile hesaplanir. Bu hata terimi genelde g ve N’ ye baghdir ve N sonsuz
iken 0’ a yaklagir. Cizelge 2.1°de alt1 farkli algoritma igin C,x ve x? fonksiyonlarinin yaklagik

hesabinda elde edilen bagil hatalar sunularak karsilastirilmistir.

Baz1 basit f fonksiyonlar1 ve N degerleri i¢in miikemmel asimptotik yaklagimlar olan

(€(f)),; analitik ifade iiretilebilir.

Gl-algoritmasini tamimlayan (2.2.6) denkleminden f = C i¢in

15



Cizelge 2.1 : C,x ve x* fonksiyonlar1 igin diferintegral algoritmalarin bagil hatalarinin

kargilastirilmast
AL €O E0a achm
Gl (biitiing) 141 g1 =2
. +1 2 Mo
G2 (biitiing) q[gN} L CI[6124;\[]Z ]
Rl 14 [{(a) 2q)li—q) [ Lla) _ La=1) 1
(g<0) 0 T"[—,’;—%V] [ %[2 L [N—(qq—)l— o ‘l‘E}
k2 2 [L0q) , 1=
(¢ <0) 0 0 NZ[N*‘I +12}
L1 2-q [¢-q) | 1—g
0<g<l 0 0 Z[N—q +1}
L2 -
1<g<2 0 0 e

diC _ x"IN4 N'T(j—q) CxINY T(N-—gq)
dxt I'(—q) ST (j+1) T'(-q)T(1-¢)T{N)

elde ederiz. Burada tam diferintegral

diC Cx 14

dx" T (l—gq)

olmasina karsin

(ciq_C) _ Cx7IN? T (N—q)
dx1 )5 I (l1—q) T (N)

oldugundan hata terimi

NI (N —q) qlq+1] -
e(C = -1~ O(N
( ( ))Gl F(N) 2N + ( )
olur.
<@> o xaNe A [N—j]x+[N—j—1]x—jfj+1{[jJrl]—q_ij}
dx? ) g, I'(l—gq) = 2N
wlmana—1 [ N N-—1
= — 2N —2j+1]j79— 2N —2j—1]j4
l—qpnq-1 [ N—1
X
= —— N 1+2) j1
2I' (1 —gq) I ,Z1

denklemi ile baglayarak daha fazla ilerlemek i¢in

16



N—1 . N1-4 N N4 qN—q—l
= 1—q 2 12

+O(N77)

. . . . 1—q . . . o .
ile verilen asimptotik a¢ilim kullanilir. Daha sonra #fq) ifadesinin x’ in tam diferintegrali

oldugu hatirlanirsa, N — oo i¢in uygun bagil hata terimi olarak

[1—4q]C(q) q[l—d]

—4
ifadesi elde edilir [15].
a2
L2-algoritmasini tanimlayan (2.2.12)’ de f; = v _Nj; x olarak,
dqx2> x IN4Y _2—q{x}2 N1{2x2} e )
) = S+ LS (-
(dx‘l  T'B-q N N j;) N2
952 2—q [2_ a2 [2 —
dix _ 2x 2 q+1 :dx 2 q+l
dxd ), I'(3—q) | 2N dx4 | 2N
bulunur [15].
Tasarlanan kesirli tiirev algoritmalarinin timi
d f) Ng N
Z 7 A wi(q) (2.2.13)
(dx‘l a X j:Z:l !

seklinde ifade edilebilir tiirdendir. Burada w;(g) degeri j, g ve ek adimci algoritmaya bagl
olan ve fakat N veya f’e bagh olmayan agirlik faktoriidiir. Cogu algoritma i¢cin —1 < j < N
araliginin iki ug¢lart yakininda agirlik faktorlerinin degerleri atipiktir ve j araliginin ortasinda

uygulanabilen w; (¢) formiiliinden hesaplanamaz [15].

Aslhinda, (2.2.10) ve (2.2.11) tanimlarinin farkliliklarina karsin, bu iki algoritma aynidir.

Dolayisiyla bu baglantiya atifta bulunmak icin “ RL-algoritmas1” terimini kullancagiz.

Bu noktada, muhtelif algoritmalarin avantaj ve dezavantajlarini gozden gecirmek uygundur.
G-algoritmalar1 degerlidir. Ciinkii tiim g degerlerini kapsarlar, uygun bir carpma-toplama
semas1 ile uygulanabilirler ve gama fonksiyonlarina ihtiya¢c duymazlar. Bununda &tesinde
Gl-algoritmas1 fy verisini kullanmadig: i¢in tektir ve bu algoritmanin x = 0 da sonsuz olan
Inx ve \/L}, e benzer fonksiyonlarin difintegrasyonlarinin aliminda kullanilmasina izin verir.
R1-algoritmasi negatif ¢ ic¢in sinirli olan bir formiilden tasarlanmistir, dogruluk acisindan
RL-algoritmalarindan geridir, fakat 6nemli ol¢iide basittir. RL- algoritmasi etkin ve oldukca

basit bir algoritmadir, aslinda bu algoritma rutin ¢alismalarimizda benimsedigimiz algoritmadir

[15,17]. 1 < g < 2 aralif1 i¢in tasarlanan L2- algoritmasinin uygulanmasi karmasiktir ve
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(G2- algoritmasiyla uyumlu olarak) bir f_; verisini gerektirir. Bu durum ise bazi fiziksel

uygulamalarda yerine getirilemeyen bir gereksinimdir [15].

R2- ve L1-algoritmalarinin kimligi bir algoritmanin sinirhi bir g aralig i¢in difintegrasyon
amaci ile tasarlanmis olmasina karsin daha genis bir aralik lizerinde etkili bir sekilde performans

sergileyebilecegini gostermektedir.

2.3 Chebyshev Polinomlari
“Chebyshev polinomlar1 niimerik analizin her yerinde yogun bir sekilde vardirlar”

Bu ciimle bir¢gok onde gelen matematik¢i ve niimerik analizciye atfedilir. Chebyshev
polinomlarin beklenmeyen misafir gibi ortaya ¢ikmadig1 niimerik analizin herhangi bir alani
yok gibidir. Her ne kadar modern gelismelerde tiim polinomlar 6nemli bir konuma sahip
olsalar da Chebyshev polinomlarin ele alinmasi kisiyi niimerik analizin tiim alanlarina gétiiren
bir yolculuga cikarir. Yani Chebyshev polinomlar1 dar bir konu olmaktan ziyade 6grencilere

niimerik analiz ve matematigin bir ¢ok alanina genis ¢apli ve birlestirici bir giris firsati sunar.

2.3.1 Trigonometrik tammmlar

Chebyshev polinomlarinin bir ¢ok ¢esidi vardir. Ozellikle T;, (x) ve U, (x) birinci ve ikinci
tip polinomlar V,, (x) ve W, (x) Jacobi polinom ¢ifti veya iiglincii ve dordiincii tip Chebyshev
polinomlar ile kaydirilmis 7, (x), U/ (x), V" (x) ve W, (x) polinomlar1 ele alinacaktir. Bazi
kaynaklarda Chebyshev polinomu denildiginde birinci tiir 7, (x) polinomu kastedilir. Biz de
bu calisma da aksi sOylenmedik¢e “Chebyshev polinom™ ifadesi ile birinci cesit Chebyshev

polinomunu kastedecegiz.

Chebyshev polinomlarinin tanimi ile ilgili bir¢cok secenek mevcuttur, bu tanimlara giicinii
ve ilgisini veren sey bunlarin cos ve sin fonksiyonlar: ile yakin iligkileridir. Siniis ve kosiniis
fonksiyonlarinin dogal olaylarin tiimiinde ortaya ¢iktiklarini ve giiclii yonlerini biliyoruz, iste

bu 6zellik Chebyshev polinomlarini ¢ok yonlii kilan ana unsurdur.
2.3.2 Birinci cesit 7, (x) polinomu

Birinci ¢esit T, (x) Chebyshev polinomu,

T,(x) =cosnf, x=cos6 (2.3.1)
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bagintisi ile tanimlanan n-inci dereceden x cinsinden bir polinomdur. Eger x degiskeninin aralid1
[—1,1] ise o zaman karsilik gelen 6 degiskeninin aralig1 [0, 7] kapali arali1 olarak alinabilir.

x=—11i¢in 8 = 7w ve x = 1 icin ise O = 0 karsilik geldiginden bu araliklar zit yonde degistirilir.

De Moivre teoremi sonucu olarak cosn8, cos 0 cinsinden n-inci dereceden bir polinomdur

ve
cos00 =1, cos 10 =cos 0, cos20 =2cos’ 0 — 1,
cos30 = 4cos3 0 —3cos 6, cos40 = 8cos*0 —8cos20+1,...
elementer formiillerini biliyoruz.
(2.3.1) kullanilarak ilk bir ka¢ Chebyshev polinomunun
To(x)=1,T(x) =x, T (x) =2x* — 1
T3 (x) = 40> —3x, Ty (x) = 8x* —8x* + 1,...
oldugu sonucunu ¢ikaririz.

Uygulamada her bir T;, (x) Chebyshev polinomu (2.3.1) bagintis1 ne yazik ki kolay ve etkili

bir bagint1 degildir. Bunun 6tesinde

cosn6 +cos(n—2)0 =2cos O (cos(n—1)0) (2.3.2)

trigonometrik 6zdesligi ve (2.3.1) tanimu ile birlestirildiginde

T, (x)=2xT,—1 (x) = T2 (x), n=2,3,... (2.3.3)

temel rekiirans bagintisi elde edilir. Bu baginti

baglangic sartlar ile birlikte ele alindiginda tiim {7, (x)} polinomlar1 ¢ok etkin bir gekilde

Ozyinelemeli olarak elde edilir [18].

T, (x) polinomunun grafigi nasil goriiniir ve x degigkeni cinsinden verilen bir grafik 6
degiskeni cinsiden verilen cos n6 nin grafigi ile nasil kargilagtirtlir. Sekil 2.2°de 75 (x) cos 560 *nin
grafikleri verilmigtir. 75 (x) in [—1,1] kapali aralifinda verilen grafigi [0, ] aralifinda cos56

‘nin grafigine cok benzer oldugu goriilmektedir. Ozellikle her iki grafikte 6 extremum nokta
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(a) [—1,1] araliginda T5(x) (b) [0, ] araliginda cos56

Sekil 2.2 : [—1, 1] araliginda 75(x) ve [0, ] araliginda cos 56 grafikleri

arasinda esit genlikte salinmakta ve isaret degistirmektedirler. Fakat 3 onemli fark mevcuttur.
Ts5 (x) polinomu cos560 nin tersine karsilik gelir (yani -1 ile baglamig 1 ile bitmistir.); ikinci
olarak 75 (x)in x = £1 ug¢ noktalarindaki extremum degerleri O gradyana karsilik gelmez (fakat
cos50 da O gradyana karsilik gelir) ve iigiincii olarak 75 (x)in sifirlar1 ve extremum noktalari
+1 ug¢ noktalaria dogru yi1gilmisken cos 56 nin sifir ve extremum noktalari esit araliklidir [18].
Tek ve cift fonksiyon tanimi g6z Oniine alindiginda, x’in tiim ¢ift kuvvetlerinin cift fonksiyon
tek kuvvetlerinin de tek fonksiyon oldugu aciktir. Buradan hareketle n’nin cift veya tek olmasina
gore T, (x) de ya tek fonksiyon yada c¢ift fonsiyondur [18]. Sekil 2.3’de ilk bir kag 7;,(x) polinomu

grafigi verilmistir.

2.3.3 Ikinci cesit U, (x) polinomu
Ikinci tiir U, (x) Chebyshev polinomu

_sin(n+1)6

- , x=cosb (2.3.4)
sin 6

U, (x)

bagintist ile tanimlanan x cinsinden n-inci dereceden bir polinomdur. x ve 6’nin araliklar 7, (x)

ile aymidir. Elementer formiiller
sinl10@ =sin@, sin20 = 2sin O cos O,

sin30 = sin O (400526 — 1) , sin40 =sin O (800339 —4c059) yee
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Sekil 2.3 : 7,,(x) polinomlar grafigi

bagintilarin1 verir. Boylece (2.3.4) siniis fonksiyonlarinin oraninin aslinda cos 6 cinsinden bir

polinom oldugu ve
Up(x) =1, Uy (x) = 2x, Us (x) = 4x*> — 1,
Us (x) = 8x3 — 4, ..

sonucu elde edilir. Trigonometrik 6zdeslikler yardimiyla

sin(n+1)0 +sin(n—1) 0 = 2cos O sinnb

oldugundan

U, (x) =2xUy—1 (x) —Up—2(x), n=23,.. (2.3.5)

rekiirans bagintisi

Up (x) =1, U (x) =2x,
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Sekil 2.4 : [—1, 1] araliginda Us(x)

baslangi¢ sartlari ile birlikte elde edilir. Benzer bir trigonometrik bir 6zdeslik
sin(n+1)0 —sin(n—1) 6 = 2sin O cosnb

olarak yazilabileceginden, birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlar: arasindaki rekiirans

bagintisi,

Uy, (x) = Uy (x) =2T,(x), n=23,... (2.3.6)

olarak bulunur. (2.3.5) bagmtisindan U, (x) in i¢inde x" in katsayisinin 2" oldugu kolayca
cikarilir. (2.3.5) ile {U, (x)} i¢in verilen rekiirans bagintis1 {7, (x)} i¢in verilen (2.3.3) bagintisi

ile benzerdir. Farkli baglangic sartlar1 farkli polinom sistemlerini tiretir [18].

Sekil 2.4’den Us(x)’in grafiginin Sekil 2.2’deki 75 (x)’in grafiginde oldugu gibi 6
extrememum nokta arasinda salinim yapti§1 ve monoton olarak merkezden kenarlara dogru
artan genisliklerde sifir ve extremum noktalara sahip oldugu goriilmektedir. ikinci gesit U, (x)

polinomlarinda birinci ¢esit gibi n nin ¢ift veya tek olmasina gore cift yada tek oldugu aciktir.

Sekil 2.5 ’de ilk bir kag U, (x) polinomu grafigi verilmistir.
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Sekil 2.5 : U, (x) polinomlart grafigi

2.3.4 Ugiincii ve dordiincii tip V, (x) ve W, (x) polinomlari

T,(x) ve U,(x) ile baglantill V,(x) ve W,(x) polinom aileleri de benzer sekilde
olusturulabilir. Fakat bu polinomlar % yar1 agisini igceren trigonometrik tanimlara sahiptir. Bu

polinomlara bazen “air foil (hava folyo)” polinomlar denilir [18].

Ugiincii ve dordiincii tiir V;, (x) ve W, (x) Chebyshev polinomlari sirastyla,

1 1
Vi (x) = cos <n+ 5) 0/ cos 56, x=cos0 (2.3.7)
ve
: 1 1
W, (x) = sin (n + 5) 6/ sin 59, x=cos 6 (2.3.8)

bagintilar1 ile tanimlanan x cinsinden 7n. dereceden polinomlardir. Bu tantmlamalart dogrulamak

icin cos (n+ 1) @ min cos & cinsinden (21 + 1)-inci dereceden tek polinom oldugunu g6z oniine
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alalim. Dolayisiyla (2.3.7) 'nin sag tarafi cosg cinsinden 2n-inci dereceden cift polinomdur

ve coszg cinsinden n-inci dereceden bir polinoma ve dolayisiyla da cos @ cinsinden n -inci

dereceden bir polinoma denktir. Aslinda V,, (x) x cinsinden n-inci dereceden bir polinomdur [18].

Ornegin

cos(1+1)0 4cos®lo—3cosio 1
Vi(x) = c(oleZ) = iosle 2 :4005259—3:2cos9—1:2x—1
2 2

biciminde kolayca yazilabilir ve (2.3.7) bagintisi yardimi ile iigiincii tip Chebyshev

polinomlarindan bazilari
Volx)=1, Vi(x)=2x—1, V(x)=4x*>—2x—1,
V3(x) =8x —4x? —4x+1,...

seklinde elde edilir.

Benzer bir sekilde sin (n+ %) 6, sin & cinsinden (21 -+ 1)-inci dereceden tek bir polinomdur.

Dolayisiyla (2.3.8) bagintisinin sag tarafi sing cinsinden 2n-inci dereceden bir cift polinomdur.
28
2

Bu da sin” 3 cinsinden n-inci dereceden polinoma esittir ve bdylece yine cos 6 cinsinden n-inci

dereceden bir polinoma denk olur. Ornegin

_sin(145)6  3sin36 —4sin’ ;6
- sin%@ - sin%@

elde edilir. (2.3.8) yardimu ile

1
Wi (x) :—4sin2§6+3:2cos9—|—1:2x+1
Wo(x)=1, Wi(x)=2x+1, Wr(x) =4x>+2x—1,
Wi (x) = 8x3 +4x> —4x—1,...
oldugu kolaylikla goriiliir.

Aslinda V,, (x) ve W, (x) polinomlart p\%P) (x) Jacobi polinomlarmin o = —%, B = %
ve yerlerinin degismesi ile elde edilen polinomlarin yeniden Olgceklenmesi ile elde edilen

polinomlardir. Daha acik olarak

11 11
(?)WM=Wé””w» (ﬁ)mwzﬂﬁ””@
seklindedir. Bu polinomlar da rekiirans bagintisinin kullanimu ile etkin bir sekilde iiretilebilir.
Simdi,
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cos (n+%) 0 + cos (n—2+%) 0 =2cosBcos (n—1+%)6

veE

sin(n+%)6+sin(n—2+%)9:2c0s95in(n—1+%)9

trigonometrik bagintilar arasindaki iligkiden yararlanarak

Vi (x) = 2xV,—1 (x) = V2 (x), n=273,..., (2.3.9)

rekiirans bagintisi

baslangic sartlari ile ve

Vi(x) =2x—1 (2.3.10)

W, (x) = 2xW,—1 (x) — W2 (x) n=273,..., (2.3.11)

rekiirans bagintisi

baslangic sartlar ile elde edilir.

Wi (x) =2x+1 (2.3.12)

Dolayist ile V, (x) ve W, (x) polinomlar1 7, (x) ve U, (x) polinomlarindaki ayni rekiirans

bagintisin1 paylagirlar ve olusturulmalarinda sadece n = 1 i¢in baslangi¢ sartinin tanimi

acisindan farklilik gosterirler. (2.3.9)-(2.3.12) bagmtilarindan hem V,, (x) hem de W, (x) in

x cinsinden n-inci dereceden polinom olduklart x’in biitiin kuvvetlerini icerdikleri ve x™’in

katsayisinin 2""’e esit oldugu aciktir [18].

2.3.5 Dort tiir polinom arasindaki bagintilar

(2.3.6) ile T,, (x) ve U, (x) polinomlar arasinda verilen bagint1 zaten verildi. $imdi V;, (x) ve

W, (x) polinomlarin1 7}, (x) ve U, (x) polinomlart ile iligkilendirmek gerekir. Bunun i¢in

1
2

1 1
u= {5 (1 —|—x)} =cos=0,

I P
t:{i(l—x)l :smie (2.3.13)
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seklinde iki yardimci degisken tanimlanir. (2.3.7) ve (2.3.8) bagintilarindan ve T, (x) ve U, (x)

polinomlarinin tanimindan

1
Tp(x) = Do (u), U,(x)= 5Lf1U2n+1 (u) (2.3.14)
Vo (x) =u "oy (1), Wy (x)=Usp () (2.3.15)

elde edilir.

Dolayist ile 7, (x), U, (x), V,, (x) ve W, (x) polinomlar1 birlikte # cinsinden birinci ve ikinci
tiir polinomlar1, tek derece durumunda da ! ile agirhikli olan polinomlari olustururlar. Ayni
zamanda (2.3.15) bagintist V,, (x) ve W, (x) polinomlarinin dogrudan sirasi ile birinci ve ikinci
cesit Chebyshev polinomlari ile baglantili oldugunu ve dolayisi ile de “li¢iincii ve dordiincii gesit

Chebyshev polinomlar1” terminolojisinin hakli oldugunu gosterir [18].

Yukaridaki tartismalardan V), (x) ve W, (x) in ozelliklerini olusturmak istedigimizde iki
secenege sahip oldugumuzu goriiriiz. Trigonometrik bagintilardan baslayabilecegimiz gibi

T, (x), Uy (x)’in (2.3.14)-(2.3.15) baglantilar1 kullanilarak da bu ise baglanilabilir.

Vi (x) ve W, (x) polinomlar1 T, (x) ve U, (x) polinomlarinin aksine ne cift ne de tektirler.
Hem V, (x) hem de W, (x) in polinomlarinda U, (x) polinomunda oldugu gibi x" in katsaysinin
2" oldugu goriiliir, bu durum U, (x) ile yakin bir baglanti sunar. Aslinda V; ve W} in baglangi¢

sartlarinin ortalamasi alinirsa U i¢in baglangig¢ sarti elde edilir.
n’nin tek/¢ift olma durumuna gore U, (x) "in teklik/ciftlik durumunda

W, (x) =V, (—x), ngiftise

Wa(x) = =V, (—x), ntekise (2.3.16)

elde edilir. Bu denklem aslinda [—1, 1] kapali aralig1 tersine cevrildiginde iiglincii ve dordiincii
tiir polinomlarin birbirine doniistii§ii anlamina gelir. Bu bize bu polinomlardan sadece birini

calismanin yeterli oldugunu gosterir.

Bu tanimlamalardan tiiretilebilecek iki daha 6te baginti

Vi (%) + Vi1 (x) = Wy (x) — W1 (x) = 2T, (x) (2.3.17)

ile tiiretilebilir.
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2.3.6 T, (x),U; (x),V, (x) ve W' (x) kaydirilmig Chebyshev polinomlar:

[0, 1] kapal1 arali1 [—1, 1] araligina gore kullanim agisindan daha uygun oldugu i¢in bazen

[0, 1] araligindaki n bagimsiz x degiskenini [—1, 1] arahigindaki s degiskenine
1
§s=2x—lveyax= 5(1—|—s)
doniisiimii ile eslestiririz ve bu [0, 1] kapali arahiginda x cinsinden n -inci dereceden birinci tiir

T (x) kaydirilmig

Ty (x)=T,(s) =T,(2x—1) (2.3.18)

ile Chebyshev polinomunu verir. Dolayisiyla

Ty (x)=1, Tfx)=2x—1, T5(x)=8x"—8x+1,T5 (x) = 32x° —48x* 4 18x— 1,

(2.3.19)
kaydirilmis Chebyshev polinomlarini elde ederiz [18].
(2.3.3) ve (2.3.18) bagmtilarindan 7" (x) i¢in
Ty(x)=1, T"(x)=2x—1 (2.3.20)
baslangi¢ sartina sahip
T (x)=22x—1)T, | (x) =T, (x) (2.3.21)

rekiirans bagintis1 elde edilir.

T (x) polinomlart bunun da 6tesinde (2.3.1) ve (2.3.18) bagntilarindan tiiretilen 75, (x) =
cos2n6 = cosn (20) =T, (cos20) =T, (2x* — 1) = T;7 (x*) ve bdylece

T (x) = T (x%) (2.3.22)

n

ozelligine sahiptir. Bubagint1 {7, (x)} ve {T," (x)} arasinda 6nemli bir baglanti verir ve kaydirma

iligkisini tamamlar.

T (x)'1 T, (x) ve U, (x) gibi dogrudan trigonometrik bagntilarla da tanimlamak miimkiindiir.

Kaydirilmig Chebyshev 7, (x) inde ne ¢ift ne de tek olmadigina aslinda x ’in O dan n ’e kadar
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tiim kuvvetlerinin 7," (x) de goziiktiigiine dikkat ediniz. n > 0 i¢in 7, (x) de x’in katsayisinin

221=1 oldugu cikarilabilir.

Ikinci, iigiincii ve dordiincii tir U (x),V,*(x) ve W (x) kaydirilmig polinomlarininda

tamamen benzer yollarla tanimlanabilir.

U, (x)=U,(2x—1), V) (x)=Vy(2x—1), W, (x)=W,(2x—1) (2.3.23)

n n

Uy (x),V, (x) ve W, (x) ve yildizsiz polinomlar arasindaki bagint1 kolaylikla olusturulabilir.

Ornegin (2.3.4) ve (2.3.23) kullanilarak

sin OUy,—1 (x) = sin2n6 = sinn (20) = 5in20U, | (cos26)
=2sinBcosOU,_; (2x2 — 1) =sin6 {2XU;_] (xz)}

ve boylece

Uzn—i (x) = 2xU;_; (x*) (2.3.24)
elde edilir.

V" (x) ve W) (x) i¢in karsilik gelen bagintilar T5,_; ve U, ’i igeren (2.3.22) ve (2.3.24)’i
tamamladiklar1 icin biraz farklhidirlar. (2.3.13), (2.3.15) ve (2.3.23) kullanilarak u yerine x

yazarak

Toni (x) = xVii_y (x%) (2.3.25)

ve benzer sekilde

U (x) = Wy (x) (2.3.26)

elde edilir [18].

2.3.7 Genel |a,b] kapal arahginda Chebyshev polinomlar

Son kisimda [—1, 1] kapali aralid1 kullanim kolayligi igin [0, 1] kapali araligina doniistiirtildii
ve bu durum 7, (x), U, (x), V,,(x) ve W, (x) polinomlar1 yerine sirasi ile 7, (x),U, (x),V," (x)
ve W, (x) kaydirtlmig Chebyshev polinomlarinin kullanimina kargilik geldi. Daha genel olarak
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Chebyshev polinomlar1 x’in verilen herhangi bir sonlu [a,b] kapali aralifina uygun tanimi

verilebilir. Bu aralik [—1, 1] kapali aralifina

2x—(a+b)
§=——"
b—a

lineer doniigiimii altinda yeni bir s degiskeni tanimlanarak yapilir. Dolayisi ile [a,b] aralifinda

(2.3.27)

birinci tiir Chebyshev polinomlari 7;, (s), burada s (2.3.27) ile verilmistir ve benzer sekilde [a, b]

araliginda ikinci, ticiincii ve dordiincti tiir polinomlar U, (s), V, (s) ve W, (s) olarak verilir.

Ornegin, [1,4] kapal araliginda iiciincii dereceden birinci tiir Chebyshev polinomu x

cinsinden

2x—5 2x—5\° 2x—5 1
T =4 -3 = — (32x° — 240x% + 546x — 365
(557)=4(75) (550) = 5 0 208 siee ey

dir. [a,b] = [0,1] durumunda (2.3.27) dontisiimiinde s = 2x — 1 olur ve kaydirilmig Chebyshev

polinomlarini elde ederiz.

Genis tanim araligi, tiirevlenebilme ve integrallenebilmenin kolay olmasi o6zellikleri
nedeniyle polinomlar ve polinom yaklasimlari sikca kullanilir. Chebyshev polinomlar: Rus
matematik¢i Chebyshev (1821-1894) tarafindan ortaya atilmig ve C. Lanczos tarafindan da

1930’1u yillarda uygulanmaya baslanmustir.

2.4 Ortogonal Polinomlar

2.4.1 Ortogonal polinomlar ve agirhk fonksiyonlar:

Tamm 2.4.1. f(x) ve g(x) gibi iki fonksiyon L, [a,b]” de [a,b] kapali araligi iizerinde verilen

bir siirekli ve negatif olmayan w (x) agirlik fonksiyonuna gore eger

/abw(x)f(x)g(x) dx—=0 (2.4.1)

sarti saglaniyorsa ortogonaldirler denir.

Eger kolaylik olsun diye

(ro)= [ () (1) (1) dx (2.42)



"i¢ ¢arpim’ gosterimi kullanilirsa, burada w, f ve g [a,b] kapali arahig1 iizerinde x* e bagh

fonksiyonlardir, o zaman (2.4.1) ile verilen ortogonallik sart1 asagidaki esitlik

(f,8)=0

saglaniyorsa f’nin g’ye ortogonal oldugunu sdylemeye denk olur.

Tamm 2.4.2. (.,.) ile gosterilen bir i¢ ¢carpum, bir vektor uzaymn f,gh, ... elementlerinin

asagidaki aksiyomlart saglayan bir bilineer fonksiyonudur

1. {f,f) >0 esitlik sade ve sadece f =0 oldugunda soz konusudur;

2. (f,8)=(&f)
3. {f+gh) =(f8+(gh);
4. (af,g) = a(f,g) herhangi bir skalar o sayst i¢in.

Bir i¢ carpim

1= Wfllz :=/(F, £) (2.4.3)

seklinde bir L,-tipi norm tanimlar.

Burada biz 6zel olarak {¢;(x),i =0,1,2,...} ortogonal polinomlarin ailesi ile ilgilenecegiz.

Bu tamimda ¢; tam olarak i. dereceden ve

(9,9;) =0 (i#)) (2.4.4)
olacak sekilde tanimlidir.

Acik olarak w (x) negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan

(0,0:) =I : [I>>0
sart1 saglanir.

¢;’lerin tam olarak i. dereceden olmalar1 gerekliliginin yaninda (2.4.4) ile verilen

ortogonallik sartinin da olmast her bir ¢; polinomunu sabit bir katsayr ile carpimdan elde
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edilmekten ote tek olarak elde edilmesi tanimlar. Bu tanim (¢;, ¢;) degerinin veya onun karakokii
olan || ¢; || ifadesinin sabit kilinmasi ile tek/istisnasiz hale getirilebilir. Ozel olarak, biz (2.4.4)’

e ek olarak {¢; (x)} fonksiyonlari

lill=1, Vi

sartin1 da sagliyorsa bu ailenin ortonormal oldugunu soyleriz.

2.4.2 Ortogonal polinomlar olarak Chebyshev polinomlari

1

Eger (2.4.2) ile verilen i¢ carpimi [a,b] = [—1,1] araligt ve w(x) = (1—x%) 2, agirlik

fonksiyonunu kullanarak tanimlarsak o zaman birinci tiir Chebyshev polinomlarinin

T (x)
T
:/ cosifcos jOdO
0

sartin1 sagladigin1 bulmug oluruz (x = cos6 esitligini alarak ve 7;(x) = cosi@ ve dx =

—sin0d0 = —+/1 — x2d 0 esitliklerini kullanarak).

Simdi i # j i¢in

1

/ cosz@cosﬂd@-i/ cos(i+j) O +cos(i—j)0O]do

0
1 [ sm(i—j)@ d
T2 l+] i—j 0

=0
olur.
Dolayisiyla

1

(T, 7)) =0  (i#))
olur ve {T;(x),i=0,1,...} fonksiyonlart [—1,1] kapali aralif1 iizerinde (1-x?) 2 afulk

fonksiyonuna gore bir ortogonal polinom sistemi olustururlar.

T;’nin normu
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I T; ||> = (T;, ;)

& 2

:/ (cosif)“do
0
1 T

:—/ (14cos2i0)d6
2Jo
| sin2i017" .

2

ile verilirken
| To ||>= (To, To) = (1, 1) == (2.4.5)

olur. Dolayisiyla {7;} sistemi ortonormal degildir. Fakat istersek biz ortonormal sistem iiretmek

icin polinomlari

\/;To(x),{\/%ﬂ(x), i:1,2,...}

seklinde ol¢eklendirebiliriz, fakat sonucta elde edilen irrasyonel katsayilar bunu uygun kilmaz.
Baglangicta tanimladigimiz {7;} leri benimsemek ve onlarin (2.4.5) norm degerlerini hesaba

katmak uygulamada daha basittir.

Ikinci, tigiincii ve dérdiincii gesit Chebyshev polinomlar1 da [—1, 1] kapali aralig1 iizerinde

o Ui(x) lerw(x) = (1—x?) 2 agirlik fonksiyonuna gore

o Vi(x)lerw(x) = (14+x)2(1—x) -2 agirlik fonksiyonuna gore

* Wi(x)lerw(x)=(1 -l-x)_% (1 —x) 2 agirlik fonksiyonuna gore
ortogonaldirler [18]. Bu sonuclar asagidaki sekilde trigonometrik bagintilardan elde edilmisler-
dir (her bir durumda (.,.) nin uygun tanimi kullanilarak)

W)= [ (1-2)

-1

o=

U (x)Uj (x)dx
1 _1 1 1
:/ (1-x%) 2 (1-x)2Ui(x) (1-x*)2U; (x)dx
-1
sin OU; (x) = sin(i+ 1) 6 oldugundan
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T
<U,~,Uj>:/0 sin(i+1)@sin(j+1)0d6
1 T
:E/ [cos(i—j)O —cos(i+ j+2)0]d6
0

=0 (i#))

1 1

1
Wiy = [ =070V, ) ds
_/ (1-2) 2 (140 (1) (1422 V; (1) dx

1 1
:2/0 cos( —|—2) 0 cos <j—|—§) 0d0

1

i
(I+x)2 = (1]+cose)% = (ZCOSZ%Q)Z = \/icos%e
ve (1+x)2V;(x) =+v2cos (i+ 3) 6 oldugundan

VR

:/On cos(i+ j+1)0+cos(i—j)O]d6
=0 (i#))

( (l—x)% = (l—cose)I (ZSlnzéG)1 V2sin 16 )
(1—x)? W, (x) = vZsin (i+1) 0
= [ [cos(i—j)O —cos(i+j+1)0]dO

=0 (#))

Bu polinomlara karsilik gelen normalizasyonlar asagidaki gibidir (tiim i > 0 i¢in):

T 1
UL U =|| U ”2:/0 sin (i-+1) 040 = 5

T 1
) =1 v P=2 [ cos (i+§) 640 — 1
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T 1
(W, W) = i [P=2 [ sin? (i+§) 66 = 1
0

(Bu ii¢ 6zdesliklerden her birinin i¢ ¢arpim (.,.)” 1n farkli tammlarim kullandigini ¢iinkii

w(x) agirhiklarinin degisiklik gosterdigini hatirlayiniz).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Kesirli Mertebeden Schrodinger Denklemi

Lineer olmayan Schrodinger denklemlerin fiziksel ve biyolojik bilimler gibi bir¢ok bilimsel
alanda cesitli uygulamalar1 vardir. Ozellikle, akigkan dinamikler, genellikle lineer olmayan
optikler, niikleer fizik, kuantum mekanigi, sismoloji ve plazma fizigi bilimsel c¢aligmalar
mevcuttur [3,4]. Son zamanlarda, cesitli bilimsel alanlarda ki yaygin uygulamalar1 sayesinde
kesirli hesaplamalar 6ne ¢ikmistir. Kesirli tiirevleri iceren problemlerin analitik ¢éziimlerinin
bulunmasi ¢ok kisitli oldugundan, ¢oziimleri ile ilgili niimerik ¢6ziim teknikleri ve yontemleri
ortaya ¢ikmigtir. Bu sayisal yontemler hakkindaki caligmalar [19-25] ile verilen referanslarda

bulunabilir.

Bu tez ¢caligmasinda, 0 < o < 1 olmak lizere

iD%W + wye + [ W w=F (x,1) (3.1.1)

kesirli mertebeden Schrodinger denklemi ve
IDXu+ iuy + ug + Eu+ Brv+ Wy (|u]2 + M2> u=F (x,t)
IDFv — ivy + v+ &u— Pov+ 1o (lu\z + Mz) v="F(x,1) 612

kesirli mertebeden coupled (ikili) Schrodinger denklemleri uygun baslangi¢ ve sinir kosullari

icin 0 < o < 1 olmak iizere

% 1 fw (x,T
Dfw(r) = Jawst) = Fr—g /O (tff)idr,

kesirli mertebeden tiirev i¢in Caputo anlaminda tiirev [2] kullanilarak ele alindi. Burada spektral
kollokasyon yontemlerinden biri olan Chebyshev dalgacik yontemi kullanilarak niimerik
coziimler elde edilmistir. Denklemlerdeki kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlaminda goz

oniine alind1. Bu tiirevlerin yerine 0 < y < 1icin b7 = (k4 1)~ — k!~7 olmak iizere

%) _ (an) @

R Fe—a) kgbg f i) = f (tm—1-4)]

ile verilen L1 yaklasimi [15] kullanildi.

Kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin ¢oziimleri iizerine bir¢ok calismalar bulun-

maktadir. Ornegin Khan vd. [26] homotopi analiz yontemini kullanarak kesirli mertebeden
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Schrodinger denkleminin yaklasik c¢oziimlerini bulmustur. Ford vd. [27] n + 1-boyutlu
time-dependent kesirli mertebeden Schrodinger tipi denklemlerin c¢oziimlerini kuantum
mekaniksel olasilik yogunlugu ve dalga fonksiyonlar1 icin ifade ederek arastirmalar yapmuistir.
Yildirim [28] homotopi perturbation yontemini kullanarak problemimizin analitik ¢oziimlerini
elde etmek icin bir program Onermistir. Rida vd. [29] kesirli mertebeden Schrodinger
denklemlerini kolayca hesaplanan bilesenleri ile kuvvet serileri olusturarak Adomian ayrigim
yontemini kullanarak ¢ozmiistiir. Bu calismalarin yam sira Garrappa vd. [30] ise problemi
cozmek icin Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ve tartismali yakinsama ozelliklerini dikkate alarak
caligmalar ylriitmiistiir. Wei vd. [9] Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev ile verilen
Schrodinger denklemini ¢ozmek i¢in tam ayrik yerel siireksiz Galerkin sonlu eleman yontemini
kullanmigtir. Mohebbi vd. [31] problemi ¢6zmek icin kollokasyon ve Kansa yaklasimi ile
radyal baz fonksiyonlarini kullanarak agsiz teknigi ile ¢ozmiistiir. Herzallah and Gepreel [32]
Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev ifade edilerek daha sonra hem zaman hem de
konum kesirli tiirevlerini iceren kiibik nonlineer kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin
yaklagik ¢oziimlerini elde etmek i¢cin Adomian ayrigim yontemini kullanmistir. Aruna and
Kanth [33] lineer olmayan kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin yaklasik ¢oziimleri
diferansiyel transform yontemi, modifiye edilmis diferansiyel doniisiim yontemlerini uygulayip
ve etkilerini inceleyip onlarin sonucglarini dogrulatmislardir. Wang and Huang [34] dogrusal
olmayan semalar icin gerekli olan zaman alic1 tekrarlamali prosediirden kacinarak problemimiz
icin dogrusallastirilmis fark semasi one siirdiiler ve sonuglar teorik olanlarla kontrol etmek icin
niimerik testler kullandilar. Kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin ¢oziimleri kuadratik
B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollakasyon yontemleri yardimiyla Esen and Tasbozan
[35] tarafindan elde edildi. Esen vd. [36] konum ve zamana gore kesirli lineer olmayan ikili
Schrodinger denklemini sinh-Gordon denklemi agilim yontemi kullanarak cesitli optimal tam

cOziimler elde etmislerdir.

3.2 Dalgaciklar

Bir asir onceye dayanan dalgaciklarin kokeni ilk olarak 1910 yilinda Macar asilhi
matematik¢i Alfred Haar tarafindan ortaya atilmistir [37]. Dalgaciklar belirli gereksinimleri
saglayan fonksiyonlardir [38]. Dalgacik (wavelet) kelimesi x ekseninin altinda ve iistiinde
"dalgalanarak" integrallerinin sifira esit olmasi gereksiniminden gelmektedir. Dalgacik

kelimesindeki kiiciik cagrisimi bu fonksiyonun lokalize olmasi gerektigini Onerir. Diger
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gereksinimler ise tekniktir ve cogunlukla diiz veya ters dalgacik doniisiimiiniin kolay ve ¢abuk

hesaplanmasi i¢in gereklidir.

Bir¢ok cesit dalgacik vardir: diizgiin dalgacik, kompakt destekli dalgacik, basit matematiksel
ifadeli dalgacik, basit iligkili filtrelere sahip dalgaciklar vb. En basit olan1 Haar dalgaciktir.
Fourier analizinde siniis ve kosiniisler gibi, dalgaciklarda diger fonksiyonlarin temsilinde baz
fonksiyonlar1 olarak kullanilirlar. Dalgaciklarin ¢ogu hos olan bircok uygulamasi mevcuttur.
Coifman ve onun Yale ekibi dalgaciklart giiriiltiilii ses kayitlarin1 temizlemek i¢in kullandilar.
Bunlar icerisinde Brahsm’in piyanodaki Ilk Macar Dansi calismasinin kayitlar1 da vardi.
Bu durum istatistik¢ilerin dalgaciklardan nasil faydalanabileceklerine zaten isaret etmektedir.
Biiyiik ve giiriiltiilii veri kiimeleri kolay ve c¢abukca ayrik dalgacik doniisiimii (ayrik Fourier
doniistimiiniin muadili) ile doniistiiriilebilir. Veriler dalgacik katsayilari ile kodlanirlar. Buna
ek olarak, Fourier doniisiimde kullanilan "hizli" sifati cogu durumda dalgaciklar i¢in " daha
hizli" sifat1 ile yer degistirir. Hizli Fourier doniigiimiin kompleksliginin O(n.log,(n)) oldugu iyi
bilinen bir gergektir. Hizli dalgacik doniisiimii i¢in hesapsal komplekslik O(n)’ e diiser. Simdi

bir¢ok veri islemi karsilik gelen dalgacik katsayilarinin iglenmesi ile yapilabilir [38].

Son yillarda kesirli mertebeden tiirev hesaplamalart miihendislik, fizik, kimya, kontrol
teorisi, kesirli dinamik gibi bircok alanda ortaya c¢ikan problemlerin ¢oziimlerini elde etmek
icin kullanmilmistir. Kesir mertebeli sistemlerin ¢oziimleri i¢in literatiirde siklikla karsilagilan
kesirli tiirev yaklagimlari vardir. Bunlardan en yaygin kullanilanlart Riemann Liouville ve
Caputo kesirli tiirev tanimlaridir. Bu tanimlar gama fonksiyonu, limit, tiirev ve integral gibi
karmasik islemlerin bilgisayar ortaminda islenmesi ve analiz edilmesi zordur. Bu yontemlere
alternatif Laplace doniisim yontemi, Kuvvet serisi yontemi, Adomian ayrigim yOntemi,
Homotopi pertiibasyon yontemi ve Homotopi analiz yontemi gibi yontemleri kullanilarak kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢coziimleri aragtirllmistir. Son yillarda
bu yontemlere ek olarak dalgacik yontemi kullanilmaktadir. Bu yontemde, tiirev ve integraller
bir islem matrisi yardimiyla ¢oziiliir. Her hangi bir fiziksel sistemden elde edilen verilerin analizi
icin bir¢ok doniigiim metodu tanimlanmigtir. Bunlardan en bilindik olan1 Fourier doniisiimiinii

ele alalim. Fourier doniisiimii matemetiksel olarak

N

1 ~ —iwt
f(W)ZE/_wf(t)e dr
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biciminde olup ¢ zaman degiskeni, w ise frekansi ifade eder. Fourier doniisiimii ile zamana
bagl f(¢) fonksiyonu frekansa bagl f (w) fonksiyonuna doniistiiriiliir. Bu doniisiim terstende
yapilabilir yani frekansa bagl bir fonksiyon zamana bagl bir fonksiyona doniistiiriilebilir. Ters

Fourier doniisiimii

1) = %z_n | itmeran

diir. Fourier doniisiimii ile herhangi bir anda meydana gelen fiziksel olaylar1 gézlemlemek
miimkiin degildir. Yani duragan olmayan veriler i¢in Fourier doniisiimleri uygun degildir.
Bu durum Fourier doniisiimiiniin bir eksikligidir. w(x) dalgacigi (bazen ana dalgacik
olarakta adlandirilir) sabitlendi mi, ana dalgacigin doniisiim ve dilatasyonlarini olusturulabilir
{v (’%b) ,(a,b) € RT x R}. Dalgacik bazlarini tanimlamada a ve b i¢in 6zel degerleri almak
uygundur: @ = 27/ ve b = k27/, burada k ve j tamsayilardir. a ve b’nin bu segimi kritik
ornekleme diye adlandirilir ve seyrek bir baz verir. Ek olarak, bu secim dogal olarak dalgacik
diinyasiyla sinyal islemede ¢coklu ¢oziim analizini birbirine baglar. Dalgaciklara yabanci olanlar
siklikla neden geleneksel Fourier metotlarinin kullanilmadigini sorarlar. Fourier analizi ile
dalgaciklar arasinda bazi 6nemli farkliliklar vardir. Fourier baz fonksiyonlari frekansca yereldir
fakat zamanca yerel degildirler. Fourier doniistimiindeki kiiciik frekans degisiklikleri zaman
bolgesinde her yerde degisiklikler iiretecektir. Dalgaciklar hem frekans/6lcek hem de zaman
(doniisiim ile) acisindan yereldirler. Bu yerellesme bircok durumda bir avantajdir. ikinci olarak,
bir¢ok fonksiyon siniflar1 dalgaciklar tarafindan daha kompakt yolla temsil edilebilirler. Mesela,
stireksizlige sahip fonksiyonlar ve keskin cikintilar1 olan fonksiyonlar genellikle makul bir
yaklagimi basarabilmek icin siniis-kosiniis fonksiyonlarina gore oldukca daha az dalgacik baz
fonksiyonlarin1 gerektirirler. Bu seyrek kodlama dalgaciklar1 veri sikistirmada harika araclar
haline getirir. Mesela, FBI dijital parmak izi goriintii sikistirmada dalgaciklarin kullanimini
standart hale getirmistir. Sikistirma oranlar1 20 : 1 mertebedendir ve orijinal resim ile sikistirilan

arasindaki fark ancak bir uzman tarafindan ayirt edilebilir [38].

Fourier doniisiimiiniin bir bagka dezavantaji ise bir sinyalde kii¢iik bir aralikta meydana gelen
ani degisiklikleri etkili bir sekilde analiz edememesidir. Bu eksiklikler Fourier doniisiimiinde
kullanilan (e~™' = cos (wr) —isin (wt)) fonksiyonunun (—eo,0) araliginda tammli olduklari
icin incelenen fonksiyonlardaki ani degisikleri tespit etmekte uygun degillerdir. Dalgaciklar
ise bu dezavantaji ortadan kaldirirlar. Siireksizlik ve ani yiikselis yapan, periyodik olmayan

duragan sinyalleri yeniden olusturmak icin geleneksel Fourier doniisiimiine gore daha
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fazla avantajlara sahiptir dalgacik doniigiimii. Dalgaciklar konum degiskenine gore iyi
lokalize olduklarindan yapisinda ani degisimler barindiran fonksiyonlar:1 daha iyi analiz
edebilirler. Fourier doniisiimiiniin aksine farkli alanlarda kullamilan farkli dalgacik tipleri
vardir. Dalgaciklarin secimi uygulanacak olan problemin tipine baghdir. Dalgacik doniisiimii
temelde sinyal ile dalgaci81 yerel eslestiren Ol¢eklendirmedir. Dalgaciklarin 6teleme (x ekseni
boyunca dalgacigin merkezi konumu degistirilmesi) ve 6lgekleme gibi iki ¢esitli durumu vardir.
Dalgaciklar 6zel bir 6lgek ve konumda sinyalle eslestirilirse, oldukca énemli olan doniisiim
degeri elde edilir. Elde edilen bu deger iki boyutlu doniisiim diizleminde cizdirilir. Doniigtim,
dalgacigin cesitli Slgekleri i¢in sinyallerin gesitli konumlarinda hesaplanir. Eger, bu durum
siirekli ve diizgiin olarak ilerlediyse, doniisiim siirekli dalgacik doniisiimii, eger 6l¢ek ve konum

ayrik adimlarda degisiyorsa, doniisiim ayrik dalgacik doniistimiidiir.

Dalgaciklar kisa siireligine salinim gosterip sonra yok olan fonksiyonlardir. Dalgacik aileleri
baba dalgacik ve ana dalgacik olarak isimlendirilen dalgaciklardan olugsmaktadir. Sirasiyla ana
dalgacik ve baba dalgacik y ve ¢ sembolleriyle gosterilmektedir. b konum parametresi ve a

Olcekleme (scaling) parametresi olmak iizere,

y(r)= ﬁw(t;b)

seklinde verilen, konumsal olarak iyi lokalize olmus ana dalgacigin Olgeklenip yer

degistirmesiyle elde edilebilirler. Fonksiyonun dalgacik olmasi i¢in zaman sinirli olmalidir.

Dalgacik analizi uygulamali matematik alaninda yeni bir gelismedir [39]. ilk olarak, deprem
analizine Fourier analizinin eksik oldugu bir zaman boyutu saglamak i¢in sismolojide tanitildi.
Dalgaciklar jeofizikte sismik arastirmalardan elde edilen verileri analiz etmek i¢in uygulandi
[40]. Aslinda, jeofizik¢iler onlar1 yeniden kesfettiler; matematikgiler onlart yaklagik 20 y1l dnce
soyut problemleri ¢6zmek icin gelistirmislerdi ama sinyal islemede uygulamalarin1 bekliyordu.
Sismik arastirmalar bir¢ok iki boyutlu resim veya dilimlerden olusur. Her dilim jeofon-sismik
yerlestirilerek elde edilir. Jeofonlar tarafindan kaydedilen ilk dalga, yiizey boyunca hareket
eden dogrudan dalgadir. Bu genellikle 6nemli degildir. Miiteakip dalgalar yerin altindaki kaya
katmanlarindan yansitilir. Dalganin bir jeofona ¢arptig siirenin bilinmesi, onu yansitan katmanin
bulundugu yer, dalganin iirettigi "kivrimlar”, katmanin ince ayrintilar1 hakkinda bilgi verir.
Bir hat lizerindeki tiim jeofonlardan gelen izler, ¢izginin hemen altindaki zemin i¢in dilim

vermek iizere birlestirilebilir. Dogru bir sismik arastirmanin anahtari, her izin dogru analizidir.
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Fourier doniisiimii burada iyi bir ara¢ degildir. Sadece frekans bilgisi saglayabilir (sinyali iceren
salinimlar). Bir salimimin ne zaman gerceklestigi hakkinda dogrudan bilgi vermez. Baska bir
arac, kisa siireli Fourier doniisiimii daha iyidir. Tam zaman aralig1 bir dizi kiigiik, esit zaman
araligina boliinmiistiir; bunlar Fourier doniisiimii kullanilarak ayr1 ayr analiz edilir. Sonugta
zaman ve frekans bilgileri bulunur. Ancak, bu yaklagimla ilgili bir sorun vardir. Esit zaman
araliklar1 ayarlanamaz; ¢ok kisa siireli, yiliksek frekansl patlamalarin meydana geldigi zamanlari

tespit etmek zordur. Dalgaciklar zaman ve frekans bilgilerini takip edebilir [40].

Fourier analizi, duragan verileri incelemek i¢in idealdir (istatistiksel 6zellikleri zaman i¢inde
degismez olan veriler), ancak verilerin gecmisinden istatistiksel olarak tahmin edilemeyen gecici
olaylara sahip verileri incelemek icin ¢ok uygun degildir. Dalgaciklar bu tiir sabit olmayan
veriler diistiniilerek tasarlandi ve genellikleri ve giiclii sonuglart bir dizi disiplinde hizla faydal

oldu.

3.3 Chebyshev Dalgacik Yontemi

Dalgaciklar, verilen bir denklemi cebirsel denklem sistemine doniistiirerek daha kullanigh
ve daha iyi sonu¢ veren sistem olusturdugundan dalgacik metodlar1 giiniimiizde ¢ok tercih
edilen yontemlerdir. Dalgaciklarin bir¢ok farkli ailesi vardir. Bunlardan en bilinenlerden ve
basitliklerinden dolay1 bircok arastirmaci tarafindan kullanilan Haar dalgaciklaridir. Fakat
Haar dalgacik ailesi siireksiz fonksiyonlardan olusur yani bu fonksiyonlarin siireksiz oldugu
noktalarda tiirevleri mevcut degildir. Bu durum Haar dalgaciklarim diferansiyel denklemlerin
coziimiinde dogrudan kullanmaya imkan vermediginden Chen ve Hsiao yeni bir fikir ortaya
atmiglardir. Bu ana fikir ise diferansiyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevli
bilinmeyen fonksiyonu Haar dalgaciklar1 serisine agip ardigik integral alma yontemiyle
bilinmeyen fonksiyona ulasmaktir. Ancak Haar yaklasimini kullanmanin dezavantaji, niimerik
yaklagiminin dogrulugunun ¢ok diisiik olmasidir. Bu calismada, dalgacik ailelerinden biri olan
Chebyshev dalgacik ailesi ele alinmigtir. Chebyshev dalgaciklarinin Haar dalgaciklarindan daha

dogru bir yaklasim oldugu diisiiniilmektedir.

Giiniimiizde Chebyshev polinomlar1 niimerik hesaplamalarda 6énemli bir rol oynamaktadir
[41]. Dort tip Chebyshev polinomlart arasinda birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlari
simetrik Jacobi polinomlarinin bir ¢esididir. Buna karsilik {i¢iincii ve dordiincii tip Chebyshev
polinomlar ise simetrik olmayan Jacobi polinomlarinin 6rnekleridir. 7, (x) ve U, (x) sirasiyla

birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlar1 olmak iizere miimerik uygulamalarda cesitli
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uygulamalar1 ¢ok dikkat ¢cekmistir. Bununla birlikte kesirli kismi difarensiyel denklemleri
niimerik uygulamalarini Chebyshev polinomlarimin bu iki tip ile ¢dzen dalgaciklarla calisan
cok az makale vardir. Bu nedenle dalgaciklar konusu dikkatimizi ¢ekmistir. Burada kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini Chebyshev dalgacik yontemiyle bulmaya

calisacagiz.

Kollokasyon spektral yontemine dayanan Chebyshev dalgacik yaklagimini kullanmanin
birka¢ avantaji vardir. ilk olarak, cogu niimerik yontemlerin aksine bunlar geleneksel hale
gelen hatalarin iistel azalmalari ile karakterize olmuslardir. Ikincisi, cesitli niimerik yontemler
tekilliklerin yakininda iyi performans gostermezken, dalgaciklar araciligiyla yapilan yaklagimlar
problemdeki tekillikleri etkin bir sekilde ele alir. Ayrica Chebyshev yontemi hizli yakinsama
sayesinde diger niimerik yontemlerde karsilasilan kararsizlik problemiyle karsilasilmaz [41].
Chebyshev dalgaciklari dort bagimsiz degiskenli ¥, = w(k,n, m,x) seklinde yazilirlar. Burada

-1

k herhangi pozitif tamsay1, n = 1,2,....2*"1, m = 0,1,...,M — 1 birinci mertebe Chebyshev

polinomlarinin derecesini ve x ise normallestirilmis zamam gostermektedir. Diger taraftan

Chebyshev dalgaciklar [0, 1] araliginda
B \/i, m=20
in = 2, m=1.2,..
olmak iizere

vz 2t =7 (3.3.1)

ymMTm(ka—2n+l), il oy oon
Wom (X) = .y
0, diger durumlar

bi¢iminde ifade edilir. 7,, (x), agirlik fonksiyonu @ (x) = 1/v/1 —x? "e gore ortogonal olan ve

To(x)=1T(x) =x, Tpus1(x) =2xTy (x) — Tp—1 (x)

bicimindeki tekrar etme formiillerini saglayan, m. mertebeden polinomlaridir. Chebyshev

dalgaciklart @, (x) = @(2%x — 2n + 1) agirlik fonksiyonlarma gore ortogonal polinomlardir.
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3.3.1 Chebyshev dalgaciklariyla fonksiyonlara yaklasim

Herhangi bir w(x) € L2[0,1) fonksiyonu Chebyshev dalgaciklari cinsinden

Clm = <W<x)7 WIm(x» (3.3.2)

olmak uizere

=Y Z ClmWim (X (3.3.3)
1=1m=0

seklinde yazilabilirler. (3.3.3) denklemindeki (.,.) operatorii, @;(x) agirlik fonksiyonuna gore i¢

carpimi tanimlar. Ayrica denklemdeki toplam sonlu olarak ifade edilmek istenirse

C= [C107c117"'acl(M—l)’62070217 "'7c2(M—1)|7 seey

|C2k*10aczk*11v---7C2k*1(M71)|]T7
\P(x) = [‘I/IO(X)JI/H( )7 S Yim |W20( ) V[Zl(x)w--u
Wa—1) ()]s s [Waim19(x), WZ"”I(X)»“-,W2k*1(M—l)(x)H'T (3.3.4)
C ve W(x), 25~ M x 1 matris olmak iizere
M-
Z Z CimYim(¥) = C" P (x), (3.3.5)

olarak yazilir.

3.3.2 Yakinsaklik analizi

Bu kisimda, sinirh ikinci tiirevi ile birlikte bir f(x) fonksiyonunun Chebyshev dalgacik
aciliminin [42] tarafindan ispati verilen f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsaklik teoremini

verecegiz.

Lemma 3.3.1. Eger bir siirekli f (x) fonksiyonunun Chebyshev dalgacik acilvm diizgiin olarak

yaknstyorsa, o zaman Chebyshev dalgacik acilimi f (x) fonksiyonunun kendisine yaknsar.
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Ispat: Varsayalim ki

o)

gx) =Y f‘, Crm Wam (%) (3.3.6)

n=1m=0
esitligi gegerli olsun. Burada cum = (f(x), Yum(x)),, dir. (3.3.6) esitliginin her iki tarafin
Wpg(X)wi (x), burada p ve g sabitleri ile carpar ve [0,1] kapali araligi iizerinde diizgiin
yakinsaklig1 ile teyit edildigi i¢in terim terim integralini alirsak

Jo 8 () Wpg()wi (x)dx = [, i icnmwnm<x>wpq<x>wk (x) dx

n=1m=0

- i i Cnm fol Wi (X) Wy (X)W (x) dx

n=1m=0

= Cpq

elde ederiz. Dolayisiylan=1,2,... vem =0, 1,...i¢in ¢y = (g(x), Yum(x)),,, €lde edilir. Bunun

sonucu olarak f ve g fonksiyonlar1 Chebyshev dalgacik bazlari ile aynm1 Fourier acilimina sahip

olurlar ve dolayisiylada (0 < x < 1) i¢in f (x) = g (x) olur [43].

Teorem 3.3.1. Sunurl ikinci tiireve sahip bir f(x) € L2 (]0,1]),

" (x,1)| < N, fonksiyonuna

yakinsar, yani

oo oo

f(x)= Z Z Crim Wom (X)

n=1m=0
olur.
Ispat: (3.3.2)’ den
1 T -
Crm = / £ () W () (x) dx = ﬁzkl)l 2§f(x) T <2kx —2n+ 1> w <2kx —2n+ 1> dx
0 =

2k—1

(3.3.7)

esitligi takip eder.
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Eger m > 1 icin (3.3.7) denkleminde 2¥x — 21+ 1 = cos 0 esitligini yerine yazarsak,

Cnm = L%f f<—00§9+2" l)ﬁcosm@d@
— \[ f<cose+2n 1> (sinm@) i

m

\f / cos@+2n 1
+ . mffo f < )smmesmede (3.3.8)

T
— 1 f/ (c039+2n—1> <sm( m—1)8 sm(m—H)B)
= 3k 3 -
22 m /275 2 m—1 m+1 0

1 T o1 cosO+2n—1 h(0)dO
b () ()

esitlikleri elde edilir. Burada

L sin(m—1)0 sin(m+1)6
hm(G)—sm9< ndlV &1

dir. Dolayisiyla biz

|CnrrL| =

f f//<cos9+2n ]>hm(9)d9

257 ﬁ
< 1 11 [ cosO+2n—1 hm 0)do
< mmff(—) ()]
< | == ) 5 hn(0)]d6

22m\/

esitsizligini elde etmis oluruz.

Fakat

I3 1 (0)1d6 = [ sine(singy—p@ sin%we)‘ 40

7 | sin O sin(m—1)0 sin 0 sin(m+1)0

< 0 m—1 ‘ + m+1 ‘ do
2mn

= )

esitsizligi mevcuttur.
n < 21 oldugundan dolay1
V21N
|Com| <

(2n)% (m2 — 1)
elde ederiz.

Simdi eger m = 1 ise o zaman (3.3.8)’ y1 kullanarak biz
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2
lent| < ﬂ; max ‘f’(x)‘

ye sahip oluruz. Dolayisiyla Z Z cnm serileri mutlak yakinsaktir. m = 0 igin {0}, dizisi
n=1m=0
w(t) agirlik fonksiyonuna gére Haar 6lgeklendirme fonksiyonu ile olusturulan bir ortogonal

sistem meydana getirir ve dolayisiyla Z cnoWno(x) yakinsaktir [44]. Diger taraftan,
n=1

(o)

Z i Cnm Wnm (X)

(o) oo oo

< chollfno(x) + Z Z || [ W (x) ]

n=1m=0 n=1 n=1m=0
< ZCnO‘//nO(x) + Z Z |Crm| < o
n=1 n=1m=0

esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla Lemma 4.3.1° i kullanarak, Z Z Cnm Wnm (%) serisi f (x) fonksiyonuna diizgiin
n=1m=0

yakinsar [42].

3.3.3 Chebyshev dalgaciklarimin integralleri

(3.3.1) denkleminin py, (x) = [y Wun(s)ds olarak gosterilen ilk integrali ve g,m(x) = o pum(s)ds
olarak gosterilen ikinci integralini tanmimlayalim. Birinci integral r = 2€x — 2n + 1 olmak iizere

m=0,m=1,m>1i¢in

0 0<x<25
2-(k-1)/2-1 n-1 - n
pnO(x> = }/OT[Tl <t>+TO (t)]7 k1 Sx< %1
~(k=1)/2
%2 —To (1), s Sx <1
0 0<x< 2=
27(1{71)/273 —1
P = Nn—7m— RO -], = <x<gz4
0, s <x <1
0 0<x<Z=
2022 [T ()= (=D T ()—(=D)""" n—1 n
Pnm(X) =< Ym N = | - =1 » kT <x< ST
—(k—1)/2-2
szT, sier <x <1

olarak tanimlanir [45]. ¢y, (x) ikinci integralim =0, m = 1, m =2 ve m > 2 i¢in
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—1
0 OSX<%

3(k—1)/2—4 _
gno(x) = { Wz — (RO +4Ti(0) +3T ()], 5m1 <x< 5
—(k=1)/2
0z <%+x—j&>, 2 <x<l
0 0<x< 2
“3(k-1)/2-4 [T 37 4T, _
g ()= NI (B - MO O] ek <
—3(k—1)/2—1
le _3\/& ) 2/(’11 §X<1
0 0<x<2=
23023 [T()—1  T()—1  25()  2Ty(r) _
qn(x) = "7z [424 -~y 7|, e Sx<gh
—(k-1)/2
Y22_3—ﬁ<%+x—2kn—,l>, 2k’11§x<1
( 0 , 0<x<Z4
Lo () (=12 Tu(0)=(=1)" 7]
2(m+1) m+2()) (_ )2(m+1)m
Tn(t)—(=1)"
7-3(k—1)/2-3 T 2m(m—1) —~1
I T a(t) (12 g SX< g
+ 2(n=—T)(m-2 + 1
X)) = —1 m— —1 m+
Gnm () | (1+71(1)) [( m)_] _ mJ)r] |
G DG Gl G D Bl G D
2(m+1)(m+22) 2(m+1)m 1 2m(m—12rl
2-3(k-1)/2-3 1-(=)"" (=" _ =n”
[ Ty T2 | e T , T <x<l
k G DR o G Vi
\ +2 x_2kn—1> [ m+1  m—1 ]

bicimindedir [45]. Daha sonraki islemlerde problemlerimizi ¢6zmek icin bu integraller

kullanilacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Kesirli Mertebeden Schriodinger Denkleminin Chebyshev Dalgaciklar1 Yontemi ile

Cozimleri

4.1.1 Zamana gore ayriklastirma

Bu béliimde, 0 < o < 1 olmak iizere

iD*W + wye + 1w w = F (x,1) (4.1.1)

kesirli mertebeden Schrodinger denklemi

w(a,t) =g (t),w(b,t)=g2(t) (4.1.2)
sinir sartlart ve
w(x,0) =h(x), a<x<b, (4.1.3)
baglangic sart1 ile birlikte
9% 1 L (x,T)
D¥w(x,t) = mw(x,t) = ri—a) /0 = T)ad’r,

Caputo tiirevi [2] kullanilarak ele alindi.

w, kompleks degerli fonksiyonunu hesaplamak icin u (x,¢) ve v (x,7) reel fonksiyonlar olmak

uzere :

w(x,t) =u(x,t)+iv(x,1) (4.1.4)
alinarak (4.1.1) denkleminde (4.1.4) denklemi yerine yazilirsa

%-I-g—ig—i-,u (uPv+v?) = Fy (x,1)

2%  9%u

(4.1.5)
9T T o2 — U <V2M+I/l3) = —FR (x,t)

F (x,t) = Fg(x,t) + iFy(x,¢t) kismi tiirevli denklem sistemi big¢iminde yazilabilir. (4.1.5)
denklemindeki kesirli mertebeden tiirevleri Caputo anlaminda ayristirmak icin kullanilan ve L1

formiilii olarak bilinen formiil
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d%f(t)
ot%

(AT Flba . o .
= Fa—a L V-0 =7 m-0] o) (4.16)

In

olarak verilmektedir. Burada Az, t degiskeninin adim uzunlugu, 0 < o < lve b% = (k+1)!7% —

k'=% dir. Burada u, v ve u,, terimlerinin zaman adimina gore ortalamalari alinirsa

At)™% At)~¢ il Vix) j1+(Vax) j
tonkay (w1 — 1)) + {5 L b (jteer —ujt) + el

+u ("2V>.f+'2+(uzv)-f +u (VS)H‘;(VB).f _ () +(F);

-1 o 2) (4.1.7)
At) @ Ar)— ) 1+ (1)
_ (Vzu)j+1+(v2u)j B (MS)j+1+(u3)j - (FR)jJrqu(FR)j
H 2 u b = 5

elde edilir. (uzv) 1 (v3)j NE (u3)j L Ve (vzu) j+1 lineer olmayan terimleri igin

quasi-lineerlestirme teknigi [46]
(V) j1 = 2ujqupvj+ () ; (v) g =2 ()
(v)) jr1=3vjs1 (¥) ;-2 (),
() 1 = 3ups1 (), -2 (),
(Vi) jor = 2v v+ (v?) () 1y =2 (V)

uygulanip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2uj+1 +S(Vxx)j+1 +3S,uvj+1 (VZ)j + ZSuujHujvj +SHV]'+1 (uz)j - S(Fl)j+l
-1
= 2u;j— S(vax)j+SH (V) + S (u?v) , + S (F) —2% b (Uj g1 —ujg)

- 4.1.8
21— S(ther) j41 — 3SHUj 41 (uz)j—2SHVj+1ujVj—Sl~Wj+1 (Vz)j+S(FR)j+1 19

j—1
=20+ S(ux) j — S (), — Su (vue) ; — S (Fr) ; — 2k§]b;} (Vjiekr1 —vj—k)

denklemleri bulunur. Baglangi¢ sartlari

ug = hg (x), vo = hy (x)

ve sinir sartlar
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uj1(0) = Re (g1(tj41)) , ujr1(1) =Re(ga(tjr1)), Jj=0,1,..N—1 (4.1.9)

vit1(0) =Im (g1(tj41)), vir1(1) =Im(g2(tj3+1)), j=0,1,.N—1 (4.1.10)

bi¢imindedir. Burada S = I'(2 — ) (A#)* olmak iizere u,1 ve vj4 (4.1.8) denkleminin (j+1).

zaman adimindaki reel ve sanal ¢oziimleridir.

4.1.2 Konuma gore Chebyshev dalgaciklariyla ayriklastirma

Chebyshev dalgaciklariyla bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemde goriilen en yiiksek mertebeden

tirev terimi

251 pm—1

(MXX)J+1( Z Z cnm‘l’nm ) (4111)

n=1 m=0

biciminde Chebyshev dalgacik serisine agilir. (4.1.11) denkleminin x’e gore 0’dan x’e integrali
alinirsa

2 Im—1
(ux)j-i-l( ) ux ]+1 + Z Z Cnmpnm (4.1.12)

n=1 m=

elde edilir. (4.1.12) denklemindeki (u,) 1 (0) terimi bilinmiyor. Bu terim, (4.1.12) denkleminin

0’ dan 1’ e integrali alinip (4.1.9) sinir kosullart kullanilarak

2 ITM—1
(ux)j‘H (0) :uj"‘l(l) uJ—H Z Z CrmGnm (1 (4.1.13)

n=1m=0

seklinde bulunabilir. Bu son esitlik (4.1.13) , (4.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

25~ lp—1
(Mx ]+1 Z Z Cnman +”j+1(1)
n=1m=
25~ p—1
—uj1(0) = Y Y Com@um(1). (4.1.14)
n=1m=0

elde edilir. (4.1.14) denkleminin 0’dan x’e integrali alinarak
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21 p—1

uj-H Z Z Cannm +I/tj+1(0)
n=1 m=
211
+x(uj+1(1)_uj+1(0))_x2 Z Cannm(l) 4.1.15)
n=1m=0

bulunur. Benzer olarak model problemin (vxx) 1 terimi i¢inde

2-Ip—1
(ve) ji () =) Z i Wi (X (4.1.16)

n=1 m=
2=l p—1
Vx ]+1 Z Z dnmpnm +VJ+1(1)—VJ'+1(O)

n=1m=
25~ 1M—1

=Y Y dungun(1), 4.1.17)

n=1 m=0
25=lp—1
Vj—l—l Z Z dnm‘]nm +Vj+1(0)

n=1 m=
251 p—1
+x (vj41(1) =vj41(0) XZ Z dpmGnm (1 (4.1.18)

n=1 m=

elde ederiz. Kesirli Schrodinger denklemi icin (4.1.11)-(4.2.22) denklemleri (4.1.8) denkleminde

yerine yazilip sonuglar x; = = 0,5, 1=1,2,...,m", m" =2°"'M noktalarinda ayriklastirilirsa

2 (1 ut) (B33 E) coon(8)+45:1(0) 111 11 0)
_XZZS IZm ocnmCInm( ))“"SZ ZM ldnmll’nm( )+ Su (3V2+”2)j
X <Z XM i (%) 01 (0) +x (vj1 (1) = vj11(0)) ()

)

—XZZY IZ% (}dannma)) - 21/!] S[.L(Vxx) —{—S,Ll <v3>j —1—S,LL <u2v)j
j—1

+8 () (R ) =2 Z 0 (k1 = 5-0).

2 (1= Spugv;) (21 ENZG doman(x >+uj+1<o> o (uje1(1) = uj41(0))

X2 M (1 >) SY2) TM 0 Cum Y () — St (32 +17)
(ZZY 1 =0 Cam@nm(¥) +vj11(0) +x (vjr1(1) = v;41(0)) ()

i) v ocnmqnmu))—zvﬁsmuxx) S (i)~ Sp ()

- ((FR) it (FR)j+1) - Zkglb? (Vjmker1 = vjk)

bicimindeki cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada c,,, and d,,, Chebyshev dalgacik seri

acilimindaki katsayilardan olusan kolon vektorii, esitligin sag tarafi, u ile gesitli tiirevlerinin
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x; kollokasyon noktalarinda ardisik j zaman adimlarinda hesaplanmis kolon vektoriidiir. Bu
sistemin ¢oziilmesiyle ile bulunan c¢,, and d,, katsayilar1 (4.1.11)-(4.2.22) denklemlerinde
yerlerine yazilarak niimerik ¢oziimler ardisik olarak bulunabilir. Hesaplamalarimizi kolaylagtir-
mas1 bakimindan Zﬁ;l Z%I;Ol Crum Wnm (x) denkleminin yerine Z;.":ll c;iWi(x) esitligi kullanilacaktir.

Burada i indeksi i = M(n— 1) +m+ 1 ve m' = 25~ M olarak verilmistir.

4.1.3 Niimerik sonuclar

Bu boliimde kesirli mertebeden tiirevli Schrodinger denklemleri icin elde edilen niimerik
sonuclar verilmistir. Chebyshev dalgacik yontemiyle elde edilen sonuclarin tam ¢oziime ne

kadar 1yi yaklastigin1 6lgmek i¢in

m/
L= (| Ax Y Jufam — youm 2 (4.1.19)
i=1

tam
i

Lo, = max |u up'™m (4.1.20)
l

L, ve L. olarak tanimlanan hata normlar1 kullanilmistir. Burada Ax, x degiskeninin adim

m

uzunlugunu, u®™ tam ¢oziimii ve u™™ niimerik ¢oziimii gostermektedir. m' = 251M ise

yontemimizin kollakasyon noktalarinin sayisini gostermektedir.

4.1.3.1 Problem 1

Chebyshev dalgacik yonteminin kesirli mertebeden tiirevli Schrodinger denklemi icin ilk

uygulamasi olarak (4.1.1) denklemi p = 1 i¢in F(x,7) fonksiyonu

F(x,t) = — rz(i;) cos (27x) + (1% — 4m%?) sin (27x)

i <% sin (270x) 4 (1% — 47%1%) cos (27tx)>

olmak tizere

w(x,0)=0, 0<x<1,

baslangi¢ kosulu ve

w(0,0)=ir*, w(l,r)=ir*, >0
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Cizelge 4.1 : Problem 1’in a = 0.1,0.3,0.5, m’ = 32 ve t = 1’de sunulan yontem ile
Ref. [11] ’de verilen hatalarin karsilagtiriimalari

Reel Kisim Sanal Kisim

CwWwM [11] CWM [11]
o=20.1 L, 2.570845e-04 0.244241e-03 9.192861e-05 0.299659¢-03
Ar=0.002 L. 3.930269e¢-04 0.421466e-03 1.455422e-04 0.485920e-03
a=0.3 L, 2.886956e-04 0.282432e-03 1.031929¢-04 0.276193e-03
Ar=0.002 L. 4.553513e-04 0.476307e-03 1.609046e-04 0.451507e-03

CwWwM [10] CWM [10]
a=0.5 L, 4.025287e-04 0.966275e-03 1.553380e-04 1.583606e-03
Ar =0.005 L. 5.430743e-04 1.331924e-03 2.653796e-04 2.133489e-03

stnir kosullar1 ile gozoniine alinmigtir. Problemin tam ¢oziimii

w(x,1) = 12 (sin (27x) + i cos (27x))

dir [9,11,31].

Cizelge 4.1’ de m’ = 32 i¢in t = 1 zamaninda o ve Az’ nin degisik degerleri i¢in reel ve
sanal kisimlarin L, ve L., hata normlar: verildi. Tablodan goriildiigii gibi, sunulan yontemle elde
edilen sonuclar kuadratik ve kiibik B- spline sonlu eleman yontemleri [10, 11] ile bulunanlardan
daha iyidir. Yontemin yakinsamasini gormek icin m’ = 32,128, o« = 0.5 ve At’ nin azalan
degerleri i¢in elde edilen sonuglar Cizelge 4.2 ve 4.3’ de verildi. Yine bu c¢izelgede de Ar
degerlerinin azalmasiyla, beklenildigi gibi hatalarda da azalmalar goriilmektedir. Konumsal
degiskene gore, sunulan metodun yakinsakligini gérmek i¢in Az = 0.001 , o = 0.5 icin
kollokasyon noktalarinin sayisini ikiye katlayarak elde edilen sonuglar Cizelge 4.4 de gosterildi.
Kollokasyon noktalarinin sayilarinin artisi ile tam ¢oziime daha yakin sonuglar elde edilmistir.
Bu sonuclarla sunulan yontemin yakinsak oldugu goriiliir. Sekil 4.1 ve 4.2° de sirasiyla reel ve
sanal kisimlarin niimerik ¢oziim, tam ¢dziim ve hatalar1 m’ = 32, o« = 0.5, At = 0.005 ve t = 1
zamaninda elde edilen sonuclar sunuldu. @ = 0.5, Ar = 0.005 ve t = 1 zamaninda farkli m’

kollokasyon sayilari i¢in elde edilen hatalarin karsilagtirilmast Sekil 4.3°de gosterildi.
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Cizelge 4.2 : Problem 1’in @ = 0.5, m’ = 32 ve t = 1 zamaninda azalan Az degerleri

icin hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim
At L, Lo L, Lo
0.05 1.891397e-03 3.018027e-03 1.282105e-03 2.220554e-03
0.025 1.090821e-03 1.687188e-03 5.937112e-04 5.937112e-04
0.01 5.732738e-04 8.293918e-04 2.524136e-04 4.426272e-04
0.005 4.025287e-04 5.430743e-04 1.553380e-04 2.653796e-04
0.0025 3.236417e-04 4.997963e-04 1.174396e-04 1.859367e-04

Cizelge 4.3 : Problem 1’in o = 0.5, m’ = 128 ve t = 1 de A¢’nin azalan degerlerinde
hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim
At L, Lo Ly L.

0.05 1.763246e-03 2.864241e-03 1.236117e-03 2.142192e-03
0.025 9.460562¢-04 1.516428e-03 5.556138e-04 9.540618e-04
0.01 4.034394e-04 6.410130e-04 2.139965e-04 3.604709e-04
0.005 2.114606e-04 3.334128e-04 1.067433e-04 1.785878e-04
0.0025 1.130008e-04 1.756993e-04 5.371211e-05 9.007124e-05
0.001 5.330672e-05 7.967572e-05 2.199430e-05 3.756267e-05
0.0005 3.364724e-05 4.758335e-05 1.153271e-05 2.014193e-05
0.00025 2.417638e-05 3.265722e-05 6.514875e-06 1.147148e-05
0.0001 1.886132e-05 3.286977e-05 3.929088e-06 6.390206e-06

Cizelge 4.4 : Problem 1'in o = 0.5, Ar = 0,001 ve t = 1 zamaninda artan m’
kollokasyon sayilari i¢in hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim

m L, Lo L L.,

8 2.860139¢-03 5.744217e-03 9.505434¢-03 1.391470e-02
16 1.111638e-03 2.053833e-03 9.111621e-04 1.351729¢e-03
32 2.823761e-04 5.093121e-04 1.030183e-04 1.490155e-04
64 9.541596¢e-05 1.278714e-04 2.767292e-05 4.835578e-05
128 5.330672¢-05 7.967572e-05 2.199430e-05 3.756267¢-05
256 4.393941e-05 6.896118e-05 2.144747e-05 3.557572e-05
512 4.173732e-05 6.631688¢e-05 2.134807¢e-05 3.512891e-05
1024 4.119733e-05 6.565741e-05 2.132487¢e-05 3.502163e-05
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Hata

ulx,b)

Sekil 4.1 : m' =32, a = 0.5, At = 0.005 i¢in r = 1 zamanimdaki reel kismin niimerik
cOziimleri, tam ¢oziimleri ve hatanin grafikleri
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Sekil 4.2 : m' =32, a = 0.5, At = 0.005 igin ¢ = 1 zamanimdaki sanal kismin niimerik
cOziimleri, tam ¢oziimleri ve hatanin grafikleri

Problem 1 igin reel kismin hata normlari
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Problem 1 icin imajiner kismin hata normlar
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Sekil 4.3 : Problem 1’de o = 0.5, Ar = 0.005 ve t = 1 zamaninda m’ kollokasyon
noktalarinin sayisina gore reel ve sanal kisimlarin hatalari

4.1.3.2 Problem 2

Ikinci uygulama olarak, (4.1.1) denklemi u = 0 igin F (x,¢) fonksiyonu

1 1«
F(x,t)=— 2\1{@2—05) sin (27tx) — 4+/t 7% cos (27x) + i (21,‘/@—2_0‘) cos (27x) — 4v/tw?sin (27rx))

olmak uizere

w(x,0) =0, xe(0,1)

baslangic kosulu ve

w(0,t) = t%, w(l,t)= t%, t€(0,1)
sinir kosullari ile ele alindi. Problemin tam ¢oziimii
w(x,t) = 2 (cos (2mx) +isin (27x))

dir [47].
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Cizelge 4.5 : Problem 2’nin o = 0.5, At = 0.001 ve t = 1°de artan m’ kollokasyon
sayilar1 i¢in hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim

m Ly Le, Lo Lo

8 5.4933e-03 8.84735e-03 2.69804e-03 4.81705e-03
16 4.3260e-04 7.45513e-04 5.05816e-04 1.03150e-03
32 3.3867e-05 6.23030e-05 1.30068e-04 2.65514e-04
64 1.3533e-05 3.41557e-05 3.46545e-05 7.73991e-05
128 1.2138e-05 2.95361e-05 1.37488e-05 3.84888e-05
256 1.1825e-05 2.81408e-05 1.12030e-05 2.93729e-05
512 1.1768e-05 2.78216e-05 1.10154e-05 2.71828e-05

Cizelge 4.6 : Problem 2’nin a = 0.3, Az = 0.001 ve t = 1 zamaninda m' artan
kollokasyon sayilart i¢in reel ve Sanal kisimlarin hatalari

Reel Kisim Sanal Kisim
m Ly Lo Lo L
8 5.4754e-03 8.89842¢-03 2.92689e-03 5.26056¢-03
16 4.3705e-04 7.62852e-04 5.84278e-04 1.21795e-03
32 5.2358e-05 9.77306e-05 1.48032e-04 2.64784e-04
64 3.2871e-05 7.01741e-05 6.01963e-05 1.44179e-04
128 3.1897e-05 7.01609e-05 5.02008e-05 1.08249¢-04

IIk uygulamamiza benzer olarak, Problem 2 icin a = 0.5, At = 0.001 parametreleriyle
reel ve sanal kisimlarin hata normlar1 artan kollokasyon sayilari i¢in hesaplanarak sonuclar
Cizelge 4.5°de verildi. m’ kollokasyon sayilarinin artigina paralel olarak elde edilen sonuglarin
da tam ¢oziime daha yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 4.6’da o = 0.3, At = 0.001 ve r = 1
zamaninda sunulan yontem ile elde edilen sonuglar verildi. Cizelge dikkatli incelendiginde artan
kollokasyon sayilari ile birlikte hatalarinda buna bagli olarak azaldig: goriilmektedir. Ar = 0.001
i¢in m’ kollokasyon sayisina gore ¢ = 1 zamaninda reel ve sanal kisimlarin hatalarinin degisimi

Sekil 4.4 ’de grafikler ile sunulmustur.
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Problem 2 igin reel kismin hata normlari
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Sekil 4.4 : Problem 2’nin @ = 0.5, Ar = 0.001 ve t = 1 zamamnda farkli m’

kollokasyon sayisina gore hatalarin degisimi
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4.2 Kesirli Mertebeden Ikili ( Coupled) Schrodinger Denkleminin Chebyshev Dalgaciklari

Yontemi ile Coziimii

Bu boliimde,

iD¥u+ iy + uyy + €1u+ Brv+ Wy <|u]2 + |v]2> u=F (x,1)

iDXV — ivy + v+ &u— Bov+ Lo (!u\z + |v\2) v=F(x,t) 4.2.1)
olarak verilen ve
M(X,O) =h (x)a V(X,O) =hy (X) a<x< b7 (4.2.2)
baslangi¢ kosulu ile
u(a,t) = f1(t),u(b,t) = fo (1) (4.2.3)
v(a,t) =g1(t),v(b,t) =g (t) 4.2.4)

stnir kogullarina sahip kesirli mertebeden tiirevli ikili Schrodinger denklemi ele alinmistir.
Burada, € 5, Bi2 ve W2 sabitlerdir ve Fj (x,t), F>(x,t) bilinen fonksiyonlar ve 2 = —1'dir.

Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev, 0 < o < 1 olmak iizere

o v 1 fw(x,7)
Dw(x,t) = 8tocw(x,t) ~Ti—a) /0 - T)(Xd’(:, (4.2.5)

olarak verilmektedir [2].

4.2.1 Zamana gore ayriklastirma

u, kompleks degerli fonksiyonunu hesaplamak igin u; (x,#) ve vy (x,¢) reel fonksiyonlar;
v, kompleks degerli fonksiyonunu hesaplamak i¢in u; (x,7) ve v, (x,¢) reel fonksiyonlar olmak

uzere :

u(x,t) =uy (x,1) +ivy (x,1) (4.2.6)
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v(x,t) = uy (x,1) + vy (x,1) (4.2.7)

alinarak (4.2.1) denklemlerinde (4.2.7) ve (4.2.6) denklemleri yerine konulursa

8;;31 +3 8u1 +3 & vl +evi+ Biva+ Wy (ulvl +v1 —I—u2v1 +V2V1) =51 (x,1) 4.2.8)
%IZ‘ + 57 avl %x”zl —ejuy — Brup — iy (Vviug + 3 + wduy +viur) = —ry (x,1)

ve
8;%2 8u2 +5 ik 2+ vy — Pava + U (M%VZ +v3 +V%V2 + M%VQ) =57 (x,1) (4.2.9)

% av 8214 2 3 2 2
S — e — G2 — &+ Paur — (ufus +u3 +vius +viun) = —ra (x,1)

Fi (x,t) = ry (x,1) +isy (x,1) ve F>(x,t) = rp (x,1) + isp (x,7) kismi tiirevli denklem sistemleri
biciminde yazilabilir. (4.2.8) ve (4.2.9) denklemlerindeki kesirli mertebeden tiirevleri Caputo

anlaminda ayristirmak icin kullanilan ve L1 formiilii olarak bilinen

a(X
a{o(ct) = 2 a) Zbk (tj4) = f(tj-10)] +O (A1) (4.2.10)

lj
yaklagimi goz Oniine alinacaktir. Burada Ar, t de§iskeninin adim uzunlugu, 0 < o < lve b¥ =
(k4 1)!'=% — k! =%dur. (4.2.8) ve (4.2.9) denklemlerinde u, uy, v{ vy, (1) (U2) (V1) (V2) 1

(u1) o (U2) 1 (V1) VE (v2),, terimlerinin zaman adimina gore ortalamalari aliirsa

—a il
%Qul)m—(uﬂf')*r(g—)azbk ()= )4

+((ul)x)j+1+((ul)x)j+((Vl)xx)1+1+(( )xx)]+81 (v1) jr1+ (1)

2 2 2
LB, (Vz)j+1+(V2)j+“1 (1) j1 + (uiv1) i () jr1+ (1)
2 2 2 ’
N (#3v1) j1 + (u3v1) N (vav1) jri+ (vave) j (s1) 0+ (s1);
Hh 2 2 - 2
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elde edilir. (ufvi) j11, (v

R (01050~ 00,) + 1 () 00— 1))

L (1)) e+ (0 )x)j_((ul)xx)l+l+(( Ui (1) 1+ (1)
1

2 2 2
5 (2) jr1+@2); (Vi) jra+ (i) () ja + (})
1 > M1 5 M1 5
) e+ () () g+ () () +(m)
23| 5 231 5 = > ,

% <(u2)j+1 — (u2) ) 1“((A2t) a) = Zbk ((MZ)j*kH _(M2)j7k>

_ () jer + () ((V2)xx)]+1+(( V)i | W)+ ();

+ &

2 2 2
B (vz)j+12+ V)i, (uiv2) j+12+ (wiva) " (v3) j+12+ (v3)
. (3v2) jr + (v3v2) s 0 (viv) jer + (vv2)j _ (52) 141+ (52) ;
2 2 2
(Ar)~ (Ar)~ i)

F o (21— 02),) + 1y T8 (0200 = 02) )
() e+ ((v2)); ((2)y) jrr + ((2))j & (1) ji1 4 (u1) 5

2 2 2
N Bz(uz)j+12+ (2)j Iy (viuz) j+12+ (viuz), Iy (3) j+12+ (13)
() s () () o+ () () + o),
— M2 ) — M2 ) = - D) 5

e (B9 s (30) ere () e () er, ()

) jerve (udva) e (03) 00 (02) ere (30 e () s (h0) s (43)

v%uz) j+1 lineer olmayan terimleri i¢in yar1 lineerlestirme teknigi [46] kullanilarak

wive) jar = 2(un) o () (1) + () j (v1) 1y =2 (uiv1)

) j+1 = 3(v1)j41 (V%)j_z (V?)j

u%vl) j+1 = 2(u2)]+1 (uz) (Vl) -+ (u%) j (vl)jﬂ -2 (u%vl)j

V%VI) 1= 2(V2)j+1 (VZ)J- (Vl)j + (V%) j (V])j+1 -2 (v%vl)j

uj) j+1 =3 (1) 14 (”%)] —2 (”31))]
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(Viur) j41 =2001) jyg 1) 1)+ (V1) j (1) g =2 (Vi)
(viur) 1 =2(v2) g (v2) () + (v3) j (1) 41 =2 (viun)
(u5u 1)1+1—2(”2)]+1 (u2) j (u1); +(”%)j(”1)j+1_2(”%”1)j
2
1

wiva) jar =2 () o () (02);+ (uf) j (v2) iy =2 (uiv2) ;

v3) i1 =302) 11 (v3) ;=2 (1),

uzv2) j1 = 2 (u2) j4q (u2)j(v2);+ (3) j (v2)j41 =2 (”%"2)]'

3) jr1 =3 2) 4, (”%) -2 (“%)j
v%uz) j+1 = Vl)j+1 (VI) (”2) + (V
2
2

viup) i1 =2( (v2) 41 (v2) j (u2) ; + (v

(
(
(
(Viv2) 1 = 2(0) g (1) (02) 4+ () (v2) 131 =2 (vV]2)
(
(
(
(

u%uz)' ul)]+1 (”1) (uz) +(”%)j(“2)j+1_2(”%”2)

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2(ur) g +8((u1)) g +S(1) ) jr1+S€ (V1) 4 +SB1 (v2) 4

28 (1) g () (V1) ;S (1) g () ;43S (1) 14y (1)

=28 (u2) 1y (u2) ; (vi) St (1) 41 (43) ; +28p1 (v2) 1y (v2); (1)

S (1) (v3) ; = 2() ;=S ((un),) ;=S (V1)) j — Ser (v1),

+Sﬁ1 (Vz) + Sy (Vl) +Suy (uzvl) +Suy (v%vl)j

+S ((Sl)j+1 + (Sl)j> 22[7,? ((u1)j_k+1 - (Ml)j—k>

k=1
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2001) 1 S (v1)) o =S () ) jr1 — S€1 (1) 14— SP1 (u2) 14
=38 (1) 1y () ;= St () 4y (V1) ;= 28p1 (v1) g (1), ()
=S (ur) oy (v3) ;= 28t (u2) 1y (u2) ; (ur) ;= 28 (v2) 1 (v2) ; (un), (4.2.12)
=S () joy (43) ;4 S(r1) i =2(01); =S (1)) +S (1))

)
+S¢; (ul) + 8B (uz) — S (u?) — Sy (V%Ml)j — Sy (u%ul)j

S () ;S () —2Zbk(v1] e = (1))

2(u2) 11— S((u2) ) 11 +S((v2) ) j+1 +8€ (V1) 1 = SB2 (v2) 44

280 (1) g (1) (v2) ;4 Spa (v2) g (u) ;+2SH2 (1) g (V1) (v2)

+Sp2 (v2) 14 (vl) +385u2 (v2) 14 (v2) +25u2 (u2) g (u2) ;(v2) (4.2.13)
+ St (v2) 1y (3) ;=S (52) 11 = 2 (u2) ;45 ((u2),) j = S ((v2)) j — S&2 (v1),
+SPB2(v2); + S (Vz) + Sup (u%vz)j-i—Suz (uzvz)j

j—1

+ Sy (V%VZ)J' +8(s2); — 2;;1: by <(u2)j—k+1 B (MZ)J'"‘)

2(v2) 1 = S((v2)) j1 =S ((u2) 1) jr1 — S€2 (u1) jyy +SP2 (u2) 14

— 28 (1) 1oy (1) (u2) ;= 2o (u2) 1y () ;= 2812 (v1) 1y (1) ; (2),

—Sup (u2) ;4 (vl) — 38U (u2) ., (u 2)}.—25[.12(V2)j+1(\/2) (u2); (4.2.14)
=St (u2) 1y (v3) ;48 (r2) jy = 2(v2);+S((v2),) j+S (u2)) 5

+S& (u1); —SB2 (u2) j — Spta (M%) — S (ujua) ;= S (u3v2)

— Sup (vluz) —S(r2) —ZZbk ( V2) ikt (V2)j—k>
k=1

denklemi bulunur. Baslangic sartlar

(u1)g = Re (h1 (x)), (vi)g = Im (1 (x))
(u2)g = Re (h2(x)), (v2)g = Im (2 (x))

ve sinir sartlari

(u1) 41 (@) =Re (fi(tj11)), (1)1 () =Re(fa(tj11)), j=0,1,..N—1
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(Vl)j+1 (a) =1Im (fl (fj+1)) ) (Vl)j+1 (b) =1Im (fz(tj-i-])) , J=01,.N—-1
(u2) 41 (@) =Re (g1(1j41)) , (u2) ;4 (b) = Re(ga(tj41)), j=0,1,..N—1
(VZ)j-H (a) =Im <g1<tj+1)) ) (Vz)j+1 (b) =Im <g2(1j+1)) , j=0,1,..N—1

olarak yeni degiskenler cinsinden bi¢iminde yazilabilir. Burada S = I'(2 — a)(Ar)% olmak
uzere (u;);y ve (vi);yy, i = 1,2 yukarida verilen cebirsel denklem sisteminin (j+ 1). zaman

adimindaki sirasiyla reel ve sanal ¢coziimleridir.

4.2.2 Konuma gore Chebyshev dalgaciklariyla ayriklastirma

Chebyshev dalgaciklar1 yardimi ile bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden tiirev terimi

27 tm—1
(1)) j31 ) = Y, Y ComWm(x (4.2.15)

n=1 m=0

biciminde Chebyshev dalgacik serisine acilir. (4.2.15) denkleminin x’e gore 0’dan x’e integrali

alinir ve sinir sartlar1 kullanilarak

2~ 1p—1
(1)) 41 (x =) Z ComPrm (X) + (1) j 1 (1)
n=1 m=
2-1p—1
(1), (0) =) Z CrmGnm ( (4.2.16)
n=1 m=

seklinde bulunabilir. Son olarak, (4.2.16) denkleminin 0’ dan x’e integrali alinarak

Ty—
Lt] ]+1 Z Z CnmCInm ul)j+1 (0)

25~ pr—1

+x((u1)j+1(l) (1) J+1 ) xZ Z CrmGnm ( (4.2.17)

n=1m=
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bulunur. Benzer olarak model problemin ((u2),,) ;, terimi

21 pm—q

((uz)xx)jJrl (x) = Z Z A W (X) )

n=1 m=0
s=lpr—1

( ]+1 Z Z nmpnm —|— (u2>j+1 (1) - (u2)j+1 (0>

n=1 m=0

[\)

M—

251 1
- Z Z dnmqnm(l)>

n=1 m=0
SIm—1

(“2)j+1 (x) = Z Z dnmGnm (x) + (”2)j+1 (0)

n=1 m=0

N

“Tpm—1

()00 ()= )11 0) =X T T duntion (1)

n=1m=0

ve (V) j 1> ((v2)yy) j4 terimleri icinde

21 p—1
((Vl)xx)JH( Zl Zoenm‘//nm( x),
=1 -1

((v1) J+1 Z Z enmPnm (X Vl)j+1 (1) - (Vl)j+1 (0)

n=1m=0
25— p—1

- Z Z enmqnm(1)>

n=1m=0

s=lpr—1

V1 J+1 Z Z eannm V1>j+1 (O)

n=1 m=0
-1

(000 (1= 01,01 0) ~+ X T eanton (1)

n=1 m=0

M-
((VZ xx ]‘H Z Z fnmllfnm
=0

—1

<(v2)x)j+1 (x) = Z SnmPnm (x) + (V2>j+1 (1) - (VZ)j+1 (O)

_.r—t

s=Ipy—1

x (0201 (= 0211 ©)) ~x T X Fontin (1)

n=1 m=0
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(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)

(4.2.25)

(4.2.26)



elde ederiz. Kesirli mertebeden ikili Schrodinger denklemi igin (4.2.15)-(4.2.26) denklemleri
(4.2.11)-(4.2.14) denklemlerinde yerine yazilip sonuglar x; = l_m#, 1=1,2,...m" ,m' =2"'M

noktalarinda ayriklastirilirsa

27 M1
2<1+S/J1 u1 > (Z Z CrmGnm (X )j+1 (0)+x<(l/l1)j+1<1>_(ul)j+l (0)>

n=1 m=0

27 Tm—1 2 TM—1
_XZ Z CrmGnm ( =28 ( Ltz Z Z dymGnm (X u2)j+1 (0)

n=1 m= n=1m=0
28— ]
+X<(u2)j+1(1) (u2) 14, ( ) XZI Zodnmqnm )+S<81+u1 (u) ;43 (v1)
27 Tm—1

1 () +m (43) )(21 X eunon () (1)1 0) 43 (1)1 (D = (1)1 )
2T m—1 251 g

_XZ Z enmGnm ( > +S<B1 + 21 ( V2 ) <Z ZofnmCInm V2)j+| (0)
n=1 m= n=1 m=

(4.2.27)

25~y 2= p—1
+x(<vZ)j+1(1) (v2) 11 ( ) xy, Z Sam@nm (1 )+S<Z Z CrmPrm (X

n=1 m= n=1 m=
211 2~ p—1
+<ul)j+1 (1) l/l] J+1 Z Z Cannm +S Z Z eannm
n=1 m=0 n=1 m=

=2(u1); =S ((w1),) j =S (1)) j = Se1 (v1); + P (v2);+ St (v1) ; + S

Jj—1
(uzvl) + S (vzvl) +S ((sl)j+1 +(s1)j> —21(21119,‘2‘ ((ul)j_kJrl - (ul)j_k>
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2 (11 () )(z”"zlenmqnm 00541 (0 ()1 (1) = ()41 0))

n=1 m=0

=l M—1 'M—1
_xz Z eannm ) —ZS‘LL] l/t1 (Z Z fannm V2)j+1 (0)

n=1m=0 n=1m=0
SIM-1
+x <(V2)j+1 (1) <V2 ]+1 ) XZ Z fnm‘]nm ) (81 +3u (ul) + i (Vl)
n=1m=0
M1
S (13) 4 (03 )(zl L. conom () + (1) 1 (0) - (1) 14y (1) = (1) 111 (0)
s=1 11 M1
_XZ Z Crm@Gnm (11) ) S(B] 2 ( M2 > (Z Z nmdnm (% uZ)jJFI 0)
n=1 m=0 n=1 m=0

(4.2.28)

n=1 m=0 n=1 m=0

S m— 2 m—1
(Vl)j_H (1) (Vl j‘H Z annm ) S( Z Crnm Ynm ()C))

n=1m 1
= 2(v1); = (1)) 8 (ur)) j+ Ser (ur); +SBr (w2); — Spr (1), — Sy (Vi)

) j
— Sy (u2u1) — S ( Vz”l <F1 i1+ () ) 2) by ((vl)j—k+l_(v1)j—k>

sIm—1 'M-1
+x ((MZ J‘H I/t2 J‘H ) xZ Z dannm (Z Z enmpnm
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2 (1+ 2 (w2, )(lezldnmqnm o (102) 1 (0) 3 ((12) 1 (1) = (12) 1,1 (0))

n=1 m=0
s=ipm—1 "M—1
_XZ Z dnm‘]nm ) +25N2 ul (Z Z Cannm ul)j+1 (O)
n=1 m=0 n=1 m=0
I M—1
+x <(M1)j+1 (1) = (ur) ]+1 ) xz Z CrmGnm ( ) <B2 H2 (u%)j_.UZ (V%)j
n=1 m=0
'M—1
—H2 (”2) ~3m2(v3) ) (Z Y. Sumdnm (x V2)j+1(O)+x(("2)j+1(1)—(v2)j+1 (0))
n=1m=0
IM 1 1/\4 1
_xz Z fnmCInm ) +S (82"‘2.‘12 VZ > (Z Z eannm Vl)j+1 (O)
n=1 m=0 n=1m=0

(4.2.29)

n=1 m=0 n=1 m=0
"M—1 sl p—1

Z annm +S Z Z Jnm lI/nm
1 m=0 n=1 m=0

w) i =58 (v1); +S/32(V2),+Su2 (v3) ;+Ska (uiv2)

IM-1 'M-1
+x <(V1)j+1(1) (v1) j+1 ) xZ Z enmGnm ( ) (Z Z dymPrm (X
28

M

+ (u2) 11 (1) = (u2) 14 (
=2(u); + (1))~ 5 (12

+ Su, (u%vz)j—i—Suz (v%vz)j+S<(52)]+1+ 52) ) 2Zbk ( U2) j ki1 (u2>jfk)

3
I

~—
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2=l p—1
2 (12 w2) (2); ) (Z Y o (5) + (2) 1 (0) 4 ((12) 12 (1) = (v2) 5, (0))

n=1 m=0

27 M1 271 pM—1
_XZ Z fannm ) 2S.u2 V2 (Z Z eannm

n=1 m= n=1m=0

2~ TM-1
+<V1>j+1(O)+x((vl)_j+1<l) (v1) ]+1 ) XZ Z enm@nm ( )

n=1m=

2T M—1
S <B2 - 2.“2 (u%)} — 2 (V%)]‘ - 3“2 (Lt%)J ) (Z Z dannm

n=1 m=
2~ M—1
+ (uz)j+1 (0) +x ((uz)j+1 (1) (l/tz J+1 ) —XZ Z dnmCInm ) (4.2.30)
n=1 m=
2~ M1
) (824—2“2 uz ) (Z Cnm%zm ul)j+1 (O)
n=1 m=
2~ M—1 M—
+x <(u1)j+1(1) (u1) ]+1 ) xZ Z CrmGnm ( ) (Z Z 7 Prm (X
n=1m=0 =1 m=0
M- 27 M—1
+(V2)j+1 (1) VZ J_|_1 Z Z fannm ) ) (Z Z dnm‘//nm (x)>
n=1 m=0 n=1 m=0

=2(v2);+5((v2),) j +S((u2),,) j + Sz (ul)-—Sﬁz (u )= Stz (3) ;= Stz (ufuz)

—Su, (u%vz)j—S,uz (V%uz)j—S(( ) 2Zbk ( V2) i ki1 (V2)j—k>

bicimindeki cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemleri coziilerek
Cnms> Anm, €nm V€ fum Chebyshev katsayilar1 bulunur. Bulunan bu Chebyshev katsayilari
(4.2.11)-(4.2.14) denklemlerinde yerlerine yazilarak (j + 1). zaman adimindaki bilinmeyen

degerlerin niimerik ¢oziimleri ardigik olarak bulunur.

4.2.3 Niimerik sonuclar

Bu kisimda kesirli mertebeden tiirevli Ikili Schrodinger denklemleri icin elde edilen niimerik
sonuglar verilmistir. Chebyshev dalgacik yontemiyle elde edilen sonuglarin tam c¢oziime ne
kadar iyi yaklastigin1 gérmek icin 6nceki kisimda (4.1.19) ve (4.1.20) ile verilen L, ve L. hata
normlart kullanildi. Ax, x degiskeninin adim uzunlugunu, ¥*™ tam ¢oziimii ve u™™ niimerik

¢oziimii ve m’ = 2K~ M ise yontemimizin kollokasyon noktalariin sayisini gostermektedir.
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4.2.3.1 Problem 1

Chebyshev dalgacik yonteminin kesirli mertebeden tiirevli ikili Schrodinger denkleminin ilk
uygulamasi olarak (4.2.1) denklemi w1, =0 ve €2 =1, B2 =1 igin Fi(x,t) ve F>(x,1)

fonksiyonlar1

i22(x+1t(x62inxr (% + OC)

F (x,1) = P2%e? ™ (o — 4?4+ 3),
1(x,1) JRaTl) + 1% ( +3)
-22a+1ta62inxr Q—I—OC )
B (x,t) = : Gta) + 1292 (27 — 47 - 2),
VT (2a+1)
olmak iizere
u(x,0)0=0, v(x,0)=0, 0<x<I,
baslangic kosulu ve

42 __ 42
u(0,t) =17, u(l,t)—t2 0<r<l.
)=t

sinir kosullari ile goz oniine alinmistir. Problemin tam ¢oziimii

u(x,t) = t* (sin (27x) +icos (27x)) v(x,1) = 12 (sin (27x) + i cos (27x)) .

dir [12].

Cizelge 4.7 ve 4.8°de a = 0.5, m’ = 32 ve At’nin farkli degerleri i¢in # = 1 zamanindaki
Chebyshev dalgacik yontemiyle elde edilen sirasiyla u(x,7) ve v(x,¢)’nin reel ve sanal
kisimlarinin L, ve L., hata normlar: verildi. Cizelgelerden, artan zaman adim sayilari ile birlikte

hatalarinda giderek azaldig1 kolayca goriilebilir.

Cizelge 4.9 ve 4.10’da a = 0.5, Ar = 0.001 ve m’ artan kollokasyon sayilar1 i¢in ¢ = 1
zamanindaki Chebyshev dalgacik yontemiyle elde edilen sirasiyla u(x,z) ve v(x,)’nin reel
ve sanal kissmlarinin L, ve L., hata normlar: verildi. Secilen sabit At degeri i¢in kollokasyon

sayilarindaki de8isimle birlikte ¢oziimlerinde hatalarinda iyilesmeler goriildii.
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Cizelge 4.7 : ikili Schrodinger denklemi icin Problem 1’in o = 0.5, m’ =32 ve t = 1
zamaninda azalan Az degerleri i¢in u (x,7) nin reel ve sanal kisim hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim
At Ly Lo Ly Lo
0.05 4.5812e-04 6.5750e-04 1.0727e-03 1.6943e-03
0.025 2.2955e-04 3.4881e-04 5.3594e-04 8.4685e-04
0.01 9.7614e-05 1.6170e-04 2.1741e-04 3.4353e-04
0.005 5.8626e-05 1.0150e-04 1.1228e-04 1.7797e-04
0.0025 4.3875e-05 7.5106e-05 6.0553e-05 9.7618e-05

Cizelge 4.8 : ikili Schrodinger denklemi igin Problem 1’in o = 0.5, m' =32 vet = 1
zamaninda azalan Ar degerleri igin v (x,#)’nin reel ve sanal kisim hatalar

Reel Kisim Sanal Kisim
At Ly Lo Ly L
0.05 5.6653e-04 8.1178e-04 8.9552¢-04 1.4829¢-03
0.025 2.8297e-04 4.1999¢-04 4.4672e-04 7.4032e-04
0.01 1.1669¢-04 1.8521e-04 1.8079¢-04 2.9941e-04
0.005 6.4556¢e-05 1.0871e-04 9.3407e-05 1.5526e-04
0.0025 4.2371e-05 7.3549¢-05 5.1098e-05 8.6695¢e-05

Sekil 4.5 ve 4.8’de m’ =32 oo = 0.5 ve At = 0.001 igin u (x,7)’nin sirasiyla reel ve sanal
kistmlarinin niimerik ve tam c¢oziimlerinin grafikleri verildi. Sekillerden de goriildiigii gibi

niimerik ve tam ¢oziimler ayirt edilemeyecek kadar birbirine yakindir.

4.2.3.2 Problem 2

Cizelge 4.9 : Ikili Schrodinger denklemi i¢in Problem 1’in o = 0.5, Ar = 0.001 ve
t = 1 zamaninda artan m’ degerleri i¢in u (x,7) nin reel ve sanal kisim
hatalarinin kargilastirilmalari

Reel Kisim Sanal Kisim

m' Ly Lo Ly Lo

8 9.8747e-03 1.5001e-02 2.3742e-03 4.1854e-03
16 5.9305e-04 9.3971e-04 2.4120e-04 4.6138e-04
32 3.8791e-05 6.1964e-05 3.1198e-045 5.3174e-05
64 9.3427e-06 1.4941e-05 2.1442e-05 3.3883e-05
128 9.0442¢-06 1.2880e-05 2.1078e-05 3.3339e-05
256 9.0434e-06 1.2846e-05 2.1056e-05 3.3310e-05
512 9.0434e-06 1.2853e-05 2.1055e-05 3.3309e-05
1024 9.0434e-06 1.2854e-05 2.1055e-05 3.3309e-05
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Cizelge 4.10 : Ikili Schrodinger denklemi icin Problem 1’in o0 = 0.5, At = 0.001 ve
t = 1 zamaninda artan m’ degerleri igin v (x,7) nin reel ve sanal kisim

hatalarinin karsilastirilmalari

Reel Kisim Sanal Kisim
m' Ly Leo L, L.
8 4.5313e-03 7.0056e-03 7.7053e-04 1.3966e-03
16 4.5618e-04 7.6422e-04 2.5931e-04 4.5671e-04
32 3.3476e-05 5.6491e-05 2.8468e-05 4.9413e-05
64 1.1389¢-05 1.7501e-05 1.7863¢e-05 2.9613e-05
128 1.1172e-05 1.5873e-05 1.7625e-05 2.9229¢e-05
256 1.1169e-05 1.5822e-05 1.7612e-05 2.9212e-05
512 1.1168e-05 1.5829¢-05 1.7612e-05 2.9212e-05
1024 1.1168e-05 1.5829¢-05 1.7612e-05 2.9212e-05
! o

O Tam
— Numerik
/
0.5 ¢/
\\ /
] 4
\ /
2 Ll R //(ZS
& ) /
] ?
\ //
8 ¢
\ /
0.5 - ?
/
_1 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.5 : Ikili Schrédinger denklemi i¢in Problem 1’in m’ = 32, o = 0.5, At = 0.001
icin r = 1 zamanimidaki u (x,7) nin reel kisminin niimerik ve tam ¢6ziimleri
grafigi
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O Tam
—— Numerik

ekil 4.6 : Tkili Schrédinger denklemi icin Problem 1’in m’ = 32, o = 0.5, At =
g ¢
0.001 i¢in r = 1 zamanimdaki u (x,7)’nin sanal kisminin niimerik ve tam
coziimleri grafigi
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o

O Tam
—— Numerik

0.5

Re(v)

-0.5

Sekil 4.7 : Ikili Schrodinger denklemi i¢in Problem 1’in m’ = 32, a = 0.5, At = 0.001
icin # = 1 zamaninidaki u (x,7) nin reel kisminin niimerik ve tam ¢oziimleri
grafigi
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O Tam
—— Numerik

ekil 4.8 : Tkili Schrédinger denklemi icin Problem 1’in m’ = 32, o = 0.5, At =
g ¢
0.001 i¢in r = 1 zamanimdaki v (x,#)’nin sanal kismimnin niimerik ve tam
coziimleri grafigi
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Cizelge 4.11 : 1kili Schrodinger denklemi igin Problem 2’nin a = 0.5, m' = 32 ve
t = 1 zamaninda artan m’ degerleri i¢in u (x,7) nin reel ve sanal kisim

hatalar1
Reel Kisim Sanal Kisim

m' L Le Lo L

8 7.9568e-04 1.3159e-03 9.2211e-04 1.4223e-03
16 6.3099¢-04 1.1659e-03 7.6766e-04 1.6928e-03
32 6.4098e-04 1.2038e-03 7.4985e-04 1.6688e-03
64 6.4114e-04 1.2101e-03 7.4789e-04 1.6649e-03
128 6.4114e-04 1.2111e-03 7.4776e-04 1.6655e-03
256 6.4114e-04 1.2110e-03 7.4775e-04 1.6653e-03
512 6.4114e-04 1.2111e-03 7.4775e-04 1.6655e-03

Ikili Schroinger denklemi igin bir bagka uygulama olarak, (4.2.1) denklemi u; = 2, t = 4,

€12 =1ve B2 = ligin Fj (x,t) ve F> (x,t) fonksiyonlar

-22a+1tal—~ 3 +o .
Fl (.x,t) — l (2 ) _|_4l,606 el)C7
VT (2a+1)

'22(x+1l(xl" 3 a '
B (x,t) = : (5+9) +81%% | &,
VT 2o+ 1)

olmak uizere

u(x,0)=v(x,0)=0, xe€(0,1)

baslangic kosulu ile ele alinmigtir. Problemin tam ¢oziimii
u(x,t)=v(xt) =2%" 0<a<l

dir [13].

Cizelge 4.11 ve 4.12°de o = 0.5, m’ = 32 ve m'’nin farkli degerleri i¢in r = 1 zamanindaki
Chebyshev dalgacik yontemiyle elde edilen sirasiyla u(x,7) ve v(x,f)’nin reel ve sanal
kisimlarinin L; ve L. hata normlar verildi. Cizelgeler dikkatli incelendiginde konum adiminin

kiiciilmesi ile birlikte coziimlerden elde edilen hatalarin da diistiigti goriilmektedir.

Cizelge 4.13 ve 4.14°da azalan Ar degerleri i¢cin o = 0.5, m = 32 ve t = 1 zamaninda
hatalar gosterildi. Ar’nin azalan degerleri i¢in hatalarinda azaldig1 goriildii. Sekil 4.9°da m’ = 32
o = 0.5 ve At = 0.001 icin sirasiyla u(x,7) ve v(x,¢)’nin reel kisimlarinin niimerik ve tam
cOziimlerinin grafikleri verildi. Sekillerden de goriildiigii gibi niimerik ve tam ¢oziimler oldukca
iyi uyusmaktadir. u(x,z) ve v(x,#)’nin sanal kisimlarinin grafikleri Sekil 4.10’da gosterildi.

Sanal kisimlar i¢in de ¢oziimlerin birbirine yakin oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.12 : 1kili Schrodinger denklemi igin Problem 2’nin a = 0.5, m' = 32 ve
t = 1 zamaninda artan m’ degerleri i¢in v (x,7) nin reel ve sanal kisim

hatalar
Reel Kisim Sanal Kisim

m' Ly Le Lo L

8 7.9705e-04 1.3427e-03 7.9622e-04 1.5289e-03
16 7.0084e-04 1.2260e-03 7.9061e-04 1.3222e-03
32 6.8699¢-04 1.2201e-03 7.7223e-04 1.3019e-03
64 6.8543e-04 1.2248e-03 7.7045e-04 1.2962e-03
128 6.8533e-04 1.2257e-03 7.7033e-04 1.2978e-03
256 6.8532e-04 1.2256e-03 7.7032e-04 1.2982e-03
512 6.8532e-04 1.2257e-03 7.7032e-04 1.2983e-03

Cizelge 4.13 : Ikili Schrodinger denklemi igin Problem 2’nin o = 0.5, m’ = 32 ve
t = 1 zamaninda azalan Ar degerleri igin u (x,7) nin reel ve sanal kisim

hatalar1
Reel Kisim Sanal Kisim

At L> /LA L Lo

0.05 2.6627e-02 5.2841e-02 3.5602e-02 7.7659e-02
0.025 1.4391e-02 2.8057e-02 1.8202e-02 4.0044e-02
0.01 6.0486e-03 1.1532e-02 7.3228e-03 1.6191e-02
0.005 3.0987e-03 5.8676e-03 3.6910e-03 8.1834e-03
0.0025 1.5770e-03 2.9724e-03 1.8592¢-03 4.1303e-03
0.001 6.4098e-04 1.2038e-03 7.4985e-04 1.6688e-03
0.0005 3.2304e-04 6.0607e-04 3.7722e-04 8.4022e-04
0.00025 1.6233e-04 3.0480e-04 1.9006e-04 4.2355e-04
0.0001 6.5097e-05 1.2289e-04 7.7375e-05 1.7242e-04

Cizelge 4.14 : Ikili Schrodinger denklemi igin Problem 2’nin o = 0.5, m’ = 32 ve
t = 1 zamaninda azalan Ar degerleri igin v (x,7) nin reel ve sanal kisim

hatalar1
Reel Kisim Sanal Kisim

At L> Lo L> L

0.05 3.1755e-02 5.2170e-02 3.5101e-02 5.7491e-02
0.025 1.6406e-02 2.8328e-02 1.8413e-02 3.0707e-02
0.01 6.6798e-03 1.1697e-02 7.5138e-03 1.2566¢-03
0.005 3.3752e-03 5.9328e-03 3.7968e-03 6.3663e-03
0.0025 1.7020e-03 3.0076e-03 1.9141e-03 3.2178e-03
0.001 6.8699e-04 1.2201e-03 7.7223e-04 1.3019e-03
0.0005 3.4566e-04 6.1494e-04 3.8845e-04 6.5597e-04
0.00025 1.7410e-04 3.0975e-04 1.9563e-04 3.3086e-04
0.0001 7.0747e-05 1.2543e-04 7.9514e-05 1.3475e-04
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Sekil 4.9 : Ikili Schrodinger denklemi igin Problem 2°nin m’ = 32, oo = 0.5, At = 0.001
icin r = 1 zamanimdaki u (x,7) ve v (x,)’nin reel kisminin niimerik ve tam
coziimleri grafigi
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Sekil 4.10 : ikili Schrodinger denklemi igin Problem 2’nin m’ = 32, a = 0.5, At =
0.001 igin r = 1 zamaninidaki u (x,7) ve v (x,¢) nin sanal kisminin niimerik
ve tam ¢Oziimleri grafigi
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5. SONUC

Bu tezde, lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden Schrodinger ve ikili Schrodinger
denklemleri Chebyshev dalgacik kollokasyon yontemiyle niimerik olarak coziildii. Kesirli
tirevler L1 ayriklastirma formiilii ile konuma gore Chebyshev dalgaciklariyla ayriklastirma
yapilmistir. Bu yaklasimla, dikkate alinan problemlerin niimerik ¢6ziimiinii bulmak, lineer bir
cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesine doniisiir. Chebyshev dalgaciklarina dayali niimerik
yontem ile elde edilen sonuclarin, tam ¢oziimler ve sonlu elemanlar yontemi ile karsilastirip
performansinmi degerlendirmek i¢in L. ve L, hatalar1 hesaplandi. Elde edilen sonuglar, kesirli
mertebeden ele alinan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢cin Chebyshev dalgacik
yonteminin uygun bir yontem oldugunu, farkli tiplerde gdz Oniine alinan kesirli mertebeden

benzer problemlerin ¢6ziimii i¢in de kullanilabilecegini gdstermistir.
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