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TESEKKUR VE ONSOZ

Doktora calismamin danismanligini kabul ederek bana bu tezi hazirlama olanagi sunan,
calismalarim esnasinda bilgi, oneri ve yardimlarini esirgemeyen degerli hocam, tez danismanim
Prof. Dr. Ahmet YILDIZ’ a en icten saygilarimi sunar ve tesekkiir ederim. Ayrica, ¢calismalarim
esnasinda manevi desteklerini esirgemeyen aileme ¢ok tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Doktora tezi olarak sundugum “Kenmotsu Manifoldlarin Semi-slant Altmanifoldlar1” baslikli
bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin icinde hem de
kaynakcada yontemine uygun bi¢imde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Semra ZEREN
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

: Metrik Tensor,

:(1,1)- tensOr alani,

: 1-form,

: Vektor alani,

: M nin Riemann Egrilik Tensortii,

: M nin Riemann Egrilik Tensorii,

: M tizerindeki Riemann Konneksiyonu,
: M iizerindeki Riemann Konneksiyonu,
: Weyl Konformal egrilik tensorii,

: Ricci Operatori,

:Ricci Tensorii,

: Hemen hemen degme yapi,

: Hemen hemen degme manifold,

: Hemen hemen degme metrik yapi,

: Hemen hemen degme metrik manifold,
: Sekil operatorii,

: Degme manifoldlarda vektorel carpim,
: Lie bracket(parantez) operatorii,

: Ikinci temel form,

: Tensorel carpim,

: Lie operatorti,

: ¢ nin Nijenhuis tensor alani,

: p noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesi,
: Vektor alanlarinin ciimlesi.
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, literatiir 6zeti ve tez konusu ile ilgili yapilmis olan ¢alismalar hakkinda
bilgiler verilmisgtir.

Ikinci boliim, bazi topolojik kavramlar, Riemann manifoldlar ve bunlarin altmanifoldlari ile
ilgili bazi temel tanim ve teoremlere ayrilmistir.

Uciincii boliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlar ve degme metrik manifoldlari,
Kenmotsu manifoldlar, bir Kenmotsu manifoldun altmanifoldu ve 6zel olarak bir Kenmotsu
manifoldun slant ve semi-slant altmanifoldu tamimi verilerek ve slant ve semi-slant
altmanifoldlar ile ilgili teorem ve 6rnekler incelenmistir.

Dordiincii boliimde, Schouten-van Kampen konneksiyonu ile ilgili bilgi verilerek bu
konneksiyona sahip bir Kenmotsu manifoldun altmanifoldlarina ve semi-slant altmanifoldlarina
iligkin orjinal ¢alismamiz sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Hemen Hemen Degme Metrik Manifold, Degme Metrik Manifold,
Kenmotsu Manifold, Slant Ag¢i, Slant Altmanifold, Semi-slant
Altmanifold, Schouten-van Kampen Konneksiyon.
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This study prepared as a doctoral thesis consists of four parts.

In the first chapter, the literature summary and the studies about the subject of thesis are
given.

In the second chapter, some topological concepts and some necessary definitions and
theorems Riemannian manifolds and their submanifolds are given.

In the third chapter, almost contact metric manifolds and contact metric manifolds,
Kenmotsu manifolds, the submanifold of a Kenmotsu manifold and the slant and semi-slant
submanifold of a Kenmotsu manifold are explained.

In the forth chapter, we give information about the Schouten-van Kampen connection and,
as being the original part of the thesis, submanifolds and semi-slant submanifolds of a Kenmotsu
manifold with the Schouten-van Kampen connection.

Keywords: Almost Contact Mertic Manifold, Contact Metric Manifold, Kenmotsu Manifold,
Slant Angle, Slant Submanifold, Semi-slant Submanifold, Schouten-van Kampen
Connection.
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1. GIRIS

Degme geometri ilk olarak C. Huygens, I. Barrow ve I. Newton’un calismalari ile
ortaya cikmustir. Degme doniisiimler teorisi ise sonradan S. Lie tarafindan baz1 diferensiyel
denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in ¢alisilmistir. Yirminci ylizyilin ilk yarisinda E. Cartan
ve G. Darboux degme geometrinin gelisimine biiyiik katki saglamiglardir. Degme manifoldlarda
onemli bir yer tutan Sasakian manifoldlart1 1960 I1 yillarda Japon matematik¢i S. Sasaki
tarafindan tamimlanmistir [1]. Ayn1 yillarda yasayan M. Gray, K. Ogiue ve W. M. Bootby gibi
matematik¢ilerin calismalar1 da oldukga dikkat ¢ekmistir [2—4]. Giiniimiizde de bu konu ile ilgili
bir cok matematikci calismalarina devam etmektedir. Ozellikle D. E. Blair’ in makale ve kitaplari
bu konuyu anlamak i¢in ¢alisilmast gereken temel kaynaklardan biridir [5]. Degme geometrinin
bir ¢ok uygulama alanmi vardir. H. Geiges makalesinde degme geometrinin fizik, mekanik, optik,
termodinamik ve kontrol teorisi alanlarinda uygulanabilirliini aciklamistir [6]. Degme geometri
fizik ve matematigin farkli alanlarinda karsimiza ¢ikan bir konudur. Degme geometride integral
altmanifoldlar1 da 6nemli bir rol oynamaktadir. Son zamanlarda ise diferensiyel geometride,

degme yap1 kavrami olduk¢a 6nemli bir yer tutmaktadir.

Slant altmanifold kavrami ise ilk olarak B. Y. Chen tarafindan 1990 yilinda ortaya
konulmustur ve B. Y. Chen, hemen hemen Hermityan manifoldlarin slant altmanifoldlar ile
alakali caligmalar yapmistir. Ayrica, yine ayni yillarda B. Y. Chen ve Y. Tazawa, C*> ve C*
iin slant altmanifoldlarina dair 6rnekler vermiglerdir [7]. 1993 yilinda, S. Maeda, Y. Ohnita
ve S. Udagawa bir Kaehlerian manifoldun slant altmanifoldlarim1 tantmlamiglardir [8]. Daha
sonra, A. Lotta 1996 yilinda bir hemen hemen degme metrik manifoldun slant altmanifoldlarin
tanimlamig ve bununla ilgili ilk ¢alismay1 yapmustir [9]. A. Lotta, ayrica K-degme manifoldlarin
3-boyutlu anti-invaryant olmayan slant altmanifoldlarinin geometrisi ile alakali caligmalara da
onciilik etmistir [10]. Diger taraftan, J. Cabrerizo ve arkadaslar1 bir Sasakian manifold ile
bir K-degme manifoldun slant altmanifoldlariyla ilgilenmisler ve yaptiklar1 caligmalarla bircok

onemli sonug elde etmislerdir [11].

Bir Kenmotsu manifoldun slant altmanifoldlar ile ilgili ¢alismalar son yillarda yapilmaya
baglanmistir. Bununla ilgili ilk adim1 2004 yilinda R. S. Gupta ve arkadaslar1 atmis ve daha

sonra bu calismalarini yeni caligmalar ile ilerletmiglerdir [12].

CR-altmanifoldlarin bir genel versiyonu olan semi-slant altmanifoldlar ile ilgili calismalar

1994 yilinda N. Papaghiuc tarafindan baglatilmistir [13]. Daha sonra, J. Cabrerizo ve



arkadaslar1 1999 yilinda Sasakian manifoldlarin semi-slant altmanifoldlarim1 ortaya koymak
icin Kaehlerian manifoldlarin semi-slant altmanifoldlar1 ¢calismasini ilerletmislerdir [14]. 2007
yilinda V. A. Khan, M. A. Khan, K.A. Khan arastirmalarinda Kenmotsu manifoldlarin
semi-slant altmanifoldlarini olusturmanin, Sasakian manifoldlarin semi-slant altmanifoldlarin
olusturmaktan tamamen farkli oldugunu gérmiislerdir [15]. Iste bu durum iizerinde ¢alisilmaya
deger bulunmustur. Ayrica, J. Cabrerizo ve arkadaslar1 1999 yilinda hemen hemen degme metrik

manifoldun bi-slant altmanifoldlarin1 tanitmislar ve bazi 6nemli sonug¢lar bulmuslardir.

Bu c¢alismalar dogrultusunda bu tezde Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir Kenmotsu

manifoldun slant ve semi-slant altmanifoldlar arastirilarak literatiire yeni caligmalar eklenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Topolojik Kavramlar ve Manifoldlar

Bu boliimde tezde ihtiya¢c duyulan topolojik kavramlara ve diferensiyel geometrinin

bazi temel tanim ve teoremlerine yer verilecektir.

Tamm 2.1.1. X bir ciimle olsun. X’ in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu T olsun. I indis ciimlesi
olmak iizere, T koleksiyonu asagidakileri onermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin
alir [16].
i) X,0€e1,
ii) VA, Apet—= A1 NAy €T,
iii) A, et,iel, UA; 1.

icl

Tamm 2.1.2. Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir T topolojisinden olugan (X,t) ikilisine bir

topolojik uzay denir [16].

Tamm 2.1.3. X bir topolojik uzay ve farkli iki p,q € X noktalarmin X deki acik komsuluklar
swrastyla U ve V olsun. U NV = & olacak sekilde U ile V yi secersek X topolojik uzaymna bir
Hausdorff uzaydw denir [17].

Tanmim 2.1.4. M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki onermeler dogru ise M ye n-boyutlu
topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir [17].

i) M bir Hausdorff uzaydr,

i) M nin her bir agik alt ciimlesi E" Oklid uzaywn bir agik ciimlesine veya E" e homeomorfdur,

iii) M sayuabilir coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir.

Tamm 2.1.5. n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun C"—sinifindan bir atlasi var ise M ye
C"—sintfindan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica Vr € N icin S diferensiyellenebilir

ise, o zaman M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir [17].



Tamm 2.1.6. E" nin iki altciimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu icin

i) weckUu,v),

i) vV — U, ¥ leck(v,0)

onermeleri saglaniyorsa ¥ ye C* simifindan diffeomorfizm denir [17].

Tanmm 2.1.7. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki vektor alanlarinin uzayi

x (M) olsun. VXY € x (M) icin
L] (M) x % (M) = x (M)
(X,Y) — [X,Y]
doniisiimii V f € C* (M, R) i¢in
X,Y]f =X (Yf)—Y (X[) 2.1.1)

seklinde tammlanan |[,| operatorii y (M) iizerinde bir Lie operatériidiir. Burada Xf, f

fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tiirevidir [18].

Teorem 2.1.1. M bir diferensiyellenebilir manifold, ¥ X,Y,Z € x (M) olmak iizere f,g €
C> (M,R) fonksiyonlari ve A € R icin Lie operatirii

i) X, Y](f+¢) = [X,Y](f) +[X,Y](g),

i) [X,Y](Af) =A[X,Y](f),

iii) [X,Y](fg) =g [X,Y](f)+f[X,Y](g),

iv) [X,[Y.Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0

ozelliklerini saglar [18].

Teorem 2.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda ¥ X,Y,Z € x (M) ve
f,g € C”(M,R) icin

[fX,8Y] = (fg) X, Y]+ fX(g)Y —gY (/)X (2.1.2)

dir [18].



Tamm 2.1.8. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde verilen her bir diferensiyel
r-forma bir diferensiyel (r + 1)-form karsilik getiren diferensiyel operatire dis tiirev operatirii
denir ve d ile gosterilir. Eger w bir r—form ise Xo,X1,...,X, € x (M) icin
I < -
dw (X0, X1, ..., X,) = H_—I{Z(—l)’X,-(w(Xo, o Xi 1, X1y 0 X))
i=1
1 r

+ Y (D)™ w([X, X)) X0, Xio1, Xy, X))
ij=1

seklinde tammlamir. Ozel olarak 2-form ve r-form icin d operatorii X,Y,Z € y (M) olmak iizere
2dw(X,Y)=X(w(Y))-Y (w(X))—w([X,Y]) (2.1.3)
ve
3dP(X,Y,Z) =X (®(Y,2)+Y (®(Z,X))+Z(P(X,Y)) (2.1.4)
-®([X,Y],2)-®(]Y,Z],X)—-P(]Z,X],Y)
seklinde tamimlanir [18].

Tamm 2.1.9. M iizerinde bir vektor alant X ve X ile gerilmis bir lokal doniisiimlii 1-parametreli
grup @ olsun. X tensor alanina gore bir K tensor alaninin X yoniinde LxK ile gosterilen Lie
tiirevi

LxK = [X,K]
olarak tamumlanir [19].

Teorem 2.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. ¥V f € C*(M,R) ve VX,Y,Z € x(M) i¢in

i) Lx (f) =X (f),
i) LyY = [X,Y],

iii) Lxg(Y,2) =X (g(¥,2)) —¢g([X,Y],Z2) —¢g([X,Z],Y)

dir [18,20].

Tanm 2.1.10. (M,g) bir Riemann manifoldu ve X manifold iizerinde bir vektor alani olsun.
Eger Lyg = 0 ise X vektor alamina Killing vektor alant adi verilir. Kolayca goriiliir ki X vektor

alamimin Killing olmast icin gerek ve yeter sart VY, Z € x (M) i¢in
g(VyX,Z2)+g(VzX,Y)=0

olmasidir [21].



Tamm 2.1.11. Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. M iizerindeki C= vektor alanlarinin

uzayt X (M) ve M den R ye C* fonksiyonlarinin uzayt C*(M,R) olmak iizere
g: x(M) x x(M) = C*(M,R)

doniisiimii bilineer, simetrik ve pozitif tanimli ise g ye M iizerinde bir Riemann metrigi ya da

metrik tensor ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir [22].

Tamm 2.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki diferensiyellenebilir
vektor alanlarimin uzayt Y (M) olmak iizere Vf,g € C* (M,R) ,VX,Y,Z € x (M) i¢in

Vi (M) xx(M)—x (M)

(X,Y) = V(X,Y) = VyY

doniisiimii

i) Vx yZ=VxZ+VyZ,

ii) Vx (Y +2Z)=VxY +VxZ,

iii) VixyovZ = fVxZ+gVyZ,

iv) Vx (fY) = fVxY +X|[f]Y

ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin veya lineer konneksiyon ve VxY
vektor alanina Y vektor alaninin X e gore kovaryant tiirev operatorii denir [22].

Tamm 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tamiml bir afin konneksiyon

olsun. Bu durumda VX ,Y,Z € y (M) i¢in
T (M) % 2 (M) — % (M)

(X,Y) — T (X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

olarak tamimlanan vektor degerli tensore M iizerinde tanimli V konneksiyonunun torsiyon

tensorii denir. Kolayca goriilebilir ki torsiyon tensorii anti-simetriktir [18].



Tamm 2.1.14. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimly bir afin konneksiyon
olsun. VX ,Y,Z € x (M) icin V doniigiimii

i) VxY —VyX =[X,Y]| (Stfir torsiyon dzelligi)

i) Xg(V,Z2)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (konneksiyonun metrikle bagdasmasi ézelligi)
sartlarint sagliyorsa, V ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann konneksiyon veya Levi-Civita
konneksiyon denir [22].

Tanim 2.1.15. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksiyon

olsun. ¥X,Y,Z € x(M) icin Riemann konneksiyonu

2¢(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y) (2.1.5)

Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir [18].

Tamm 2.1.16. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksiyon

olsun. VX ,Y,Z € x(M) i¢in

R: (M) x x(M)x x(M) = x (M)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z = VxVyZ~VyVxZ—Vix yZ (2.1.6)
biciminde tamimlanan (1,3) tipinde tensér alant R ye M iizerinde Riemann egrilik tensor alan,
R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)W,Z)

tensoriine de M nin Riemann-Christofel egrilik tensorii veya Riemann egriligi denir [23].

Teorem 2.1.4. M bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik tensorii olsun. Bu

durumda ¥X,Y,Z € x(M) icin

i) g(RIX,Y)ZW)=—g(R(Y,X)Z,W),
ii) g(R(va)va) = —g(R(X,Y)W,Z),

iii) g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)

dir [23].



Tamm 2.1.17. (M,g) bir Riemann manifolduve R, (M,g) nin Riemann egrilik tensérii olsun.
VX,Y,Z € x(M) icin
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

esitligi I. Bianchi Ozdegligi olarak adlandirlir [18].

Tamm 2.1.18. (M, g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensorii R ve V Levi-Civita

konneksiyon olsun. VX ,Y,Z € x(M) icin
(VxR)(Y,Z)+ (VyR) (Z,X)+ (VZR)(X,Y) =0
esitligi I1. Bianchi Ozdesligi olarak adlandirilir [18].

Tamm 2.1.19. Bir n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve M manifoldunun bir p noktasindaki
tanjant uzayr TpM ve TpM uzayimin 2-boyutlu bir altuzayr P olsun. P diizlemini geren birim
vektorler X ve Y olmak iizere

g(R(X, Y)Y, X)
g(X,X)g(Y,Y) —g(X,Y)2

K(P)=K(X,Y)= (2.1.7)

degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir [21].

Tanim 2.1.20. Bir n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g), M iizerinde egrilik tensérii R ve (M)

nin bir ortonormal bazi {ey,e;,...,e,} olsun.

Q: x(M) — x(M)

n
X —0X=YR(X,e)e
i=1
seklinde tanimlanan Q operatriine M nin Ricci Operatorii denir [23].

Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M,g) ve R, M Riemann manifoldunun iizerinde egrilik
tensorii olsun. {ey1, ey, ...,e,} ciimlesi ¥ (M) nin ortonormal vektér alanlar olmak iizere VX ,Y €
X (M) igin

S:x(M)x x(M) —C*(M,R)

(X,Y) = S(X,Y) =izR(.,X)Y

doniisiimii ile tanimli (0,2)- mertebeli

S(X,Y)= Zn:g(R(ei,X)Y, e (2.1.8)
i=1



tensor alamina (M, g) manifoldunun Ricci tensérii adi verili. M manifoldunun Ricci Operatérii
Ric ise,

g(RicX,Y) =S(X,Y) (2.1.9)
ile tammlamir [23].

Tanmm 2.1.21. Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M,g) ve p € M noktasindaki tanjant
uzayr TpM olsun. TpM uzayimin 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplanuna M
manifoldunun skaler egriligi denir ve 7 ile gosterilir. Buna gore TpM uzayinin ortonormal bazi

{e1,...,en} olmak iizere
n

=Y S(ei,e;) (2.1.10)

i=1

dir. Diger taraftan manifoldun X dogrultusundaki Ricci egriligi k(X)

k(X) = (2.1.11)

ile tammlamr [21].

Tanim 2.1.22. Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olmak iizere VX ,Y € x(M) icin
S(X,Y) =Ag(X,Y)

olacak bicimde M iizerinde bir A fonksiyonu varsa, yani M nin Ricci Tensorii S, metrik tensor g
nin bir kat ise M ye Einstein manifoldu adi verilir. S (X,Y) = Ag(X,Y) esitliginde X =Y = ¢;,

1 <e; < n, ortonormal bazi se¢ilirse A = o oldugu goriiliir [24].

Tamm 2.1.23. Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M,g) olsun. Eger S Ricci Tensérii olmak
iizere VX,Y € x(M) igin
S(X,Y)=ag(X,Y)+bn(X)n(¥) (2.1.12)

esitligi saglaniyor ise M ye n—Einstein manifoldu ad: verilir. Burada a ve b, M iizerinde

fonksiyonlar ve N —da 1-formdur [24].

Tamm 2.1.24. Bir n — boyutlu Riemann manifoldu (M,g) olsun. p, M iizerinde pozitif bir
fonksiyon olsun. Bu durumda g* = p?g bir noktada iki vektor arasindaki aciyr degistirmeyen
M iizerindeki bir metrik degisikligini tanimlar. Bu yiizden bu degisim konformal bir degisimdir.
Eger g Riemann metrigi lokal olarak flat olan g* Riemann metrigi ile konformal olarak iliskili

ise bu Riemann metrigi konformal olarak flattir ve konformal olarak Euclideandir.



M nin Weyl Konformal egrilik tensor alam C ile gisterilen (1,3) tipinde bir tensor alanidir ve

VX,Y € x(M) icin

C(X,Y)Z=R(X,Y)Z—

- 1 5 S(Y,Z2)X —S(X,Z)Y +g(Y,Z)0X

—g(X,2) QY]+ 8(Y,2)X —g(X,Z)Y] (2.1.13)

(n—1)(n—2)
seklinde tanimlanmir [18].
Tamm 2.1.25. C = 0 ise M manifoldu konformal flat olarak adlandirilir. [18].

Tanmim 2.1.26. (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin Weyl Projektif egrilik
tensor alani P ile gosterilir ve VX ,Y,Z € (M) igin

P(X,Y)Z=R(X,Y)Z—

1 \ \
— [s(r.2)0x —¢(X,2)0Y] (2.1.14)

biciminde ifade edilir [18].

2.2 Altmanifoldlar

Tamm 2.2.1. M ve M sirasiyla m ve n boyutlu C* Riemann manifoldlar ve f : M — M bir
doniigiim olsun. Eger Yp € M icin (f.), birebir ise f ye immersiyon (daldirma) denir. Bu

durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir [18].

Tamm 2.2.2. f: M — M bir immersiyon olsun. Eger f, 1-1 ise f ye imbeding (gomme), M ye

de M nin gomiilen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu denir [18].

Tamm 2.2.3. (]l_l, g) bir Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Herhangi bir

p € M noktasi igin
T, M = {N, € T,M :3(X,,N,) =0,VX, € T,M}

ciimlesi tammlansin. p € M noktasinda VX, € T,M icin g (X,,N,) = 0 kosulunu saglayan N,
vektoriine M nin normal vektorii, N, nin birim vektérii olmast halinde de M nin birim normal
vektorii denir.

x(M)"={Ney(M):5(X,N=0),vX € x (M)}

ifadesine M nin normal vektor alanlart uzayr, N ye de M nin normal vektor alant, T-M =

U TpLM ifadesine de M nin normal demeti adi verilir [18].
peEM
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Tamm 2.2.4. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. V ve V de

swrastyla M ve M iizerindeki Riemann konneksiyonlar olmak iizere YX,Y € x(M) igin
B (M) x 2 (M) —> 2 (M)*

(X,Y) — h(X,Y) =VxY —VxY

ile taniml h simetrik bilineer formuna M nin ikinci temel formu denir. Eger h =0 ise M ye total

geodezik altmanifold ad: verilir [25].

Tamm 2.2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M, M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu

ve M iizerindeki lineer konneksiyon V olsun. ¥X,Y € x (M)igin
VxY = VxY +h(X,Y) (2.2.1)

seklinde tanimlanan denkleme Gauss formiilii denir. Burada VxY ve h(X,Y ) sirasiyla VxY nin
teget ve normal bilesenleridir.

M altmanifoldunun ikinci temel formu h nin kovaryant tiirevi Vh de ¥X,Y,Z € x(M)igin
(Vxh)(Y,Z) =V3h(Y,Z) —h(VxY,Z) —h(Y,VxZ) (2.2.2)

seklinde tanimlanir. h nin kovaryant tiirevi Vh ye M nin iigiincii temel formu adi verilir [25].
(M, g) bir Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu M olsun. M iizerindeki bir p € M
icin T,M nin lokal ortonormal bazi {ey, ey, ...,e,} olmak iizere M nin ikinci temel formu h nin

normu

I8]> =Y glh(ei,e;),h(eie;))) (2.2.3)
i.j=1

ile tammhdr [18].

Tamm 2.2.6. M bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun altmanifoldu ve {ey,...,e,}

altmanifoldun ortonormal ¢catist olsun. Bu durumda

1 1 &
H=—-izh=-) h(ej,e; 224
iz ”l; (ei,er) ( )

ile tamumli H vektor alanina ortalama egrilik vektor alant denir. Ayrica H = 0 ise M ye minimal

altmanifold denir [26].
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Tamm 2.2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu olsun. M nin normal

demetindeki konneksiyon V+ olmak iizere VX € y(M) ve V € x (M) icin
Ay (M) x x (M) = x(M)
(V,X) = A(V,X) =AyX = V5V —VxV
ile tanimli bilineer doniisiimiine M nin sekil operadrii denir [25].
VyV = —AyX +VxV (2.2.5)

seklinde tanmimlanan bagintiya Weingarten formiilii denir. —AyX ve V)%V sirastyla VxV nin
teget ve normal bilesenleridir. Burada Ay ye M nin sekil operatorii, V- ye M nin T-M normal
demetindeki konneksiyonu adi verilir. M nin sekil operatorii ile ikinci temel formu arasinda

VXY € x(M),VV € (M) icin
g(AvX,Y) =g (h(X,Y),V) (2.2.6)

bagintist vardir. Burada g, M iizerine indirgenmis Riemann metrigidir [25]. Ayrica M

manifoldunun sekil operatorii Ay nin kovaryant tiirevi de
(VxA), Y = VxAyY —AV)%VY —AyVxY (2.2.7)
biciminde tanimlanir [25,27].

Tamm 2.2.8. n—boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M nin her p noktasina T,M teget

uzayinda r—boyutlu bir D), alt uzayi baglayan
D:M— T,M

p— D, CT,M
doniisiimiine M iizerinde rank: r olan bir distribiisyon denir.
X € x(M) olsun. ¥p € M icin X, € D, ise X vektor alamina D distribiisyonuna aittir denir.

D distribiisyonuna ait olan vektor alanlarimin uzayr I (D) ile gosterilir. T' (D) nin baz vektor

alanlar diferensiyellenebilir ise D ye diferensiyellenebilir distribiisyon denir [20].
Uyan 2.2.1. Bu calismada biitiin distribiisyonlar diferensiyellenebilir kabul edilecektir.

Tamm 2.2.9. M nin her bir p noktasinda T,M L normal uzayna (n — r) boyutlu bir le alt uzay

baglayan D*déniisiimiine D distribiisyonunun tiimleyen distribiisyonu denir [20].

12



Tamm 2.2.10. M bir diferensiyellenebilir manifold, D de M iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon
ve M de M nin bir altmanifoldu olsun. Eger M nin her x—noktasinda, M nin tanjant uzay ile Dy

ayni ise M ye D nin integral altmanifoldu denir. Yani
fM—M
bir imbedding olmak iizere Vx € M i¢in
fe (TM) = Dy

dir. Eger D nin M altmanifoldunu kapsayan bir baska integral altmanifoldu yoksa M ye D nin

maksimal integral altmanifoldu denir [20].

Tammm 2.2.11. M bir diferensiyellenebilir manifold, M de M nin bir altmanifoldu olsun.
Eger ¥Yx € M icin D nin x-noktasimi kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D ye

integrallenebilirdir denir [20].

Tanim 2.2.12. n—boyutlu M Riemann manifoldu iizerinde bir distribiisyon D olsun. VXY €

I'(D) igin [X,Y] € I' (D) oluyorsa D distribiisyonuna involutive distribiisyon denir [20].

Teorem 2.2.1. n—boyutlu bir Riemann manifold M olsun. M iizerinde bir D distribiisyonunun
integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart D distribiisyonunun involutive distribiisyon

olmasidir [20].

Tamm 2.2.13. (M, g) Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu M olsun. M nin egrilik

tensérii R olmak iizere her VX,Y,Z € x (M) icin
R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—VxyZ

seklinde tamimlanan M Riemann egrilik tensériinii goz oniine alalim. Gauss ve Weingarten

Sformiilleri yardimu ile

R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ— ?[X,Y}Z
= Vx (VyZ+h(Y,2)) Yy (VXZ+h(X,Z)) — (Vixy +h(X.Y],2Z)
=VxVyZ+Vxh(Y,Z) = VyVxZ—Vyh(X,Z) = Vix yj—h([X,Y],Z
=VxVyZ+h(X,VyZ) = Apy 2 X + Vxh(Y,Z) = VyVxZ — h(Y,VxZ)

+Ayxz2)Y — Vyh(X,Z) —VyyZ+Vy,xZ —h(VxY,Z) + h(VyX,Z)
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esitligi elde edilir. Boylece

R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—VyyZ+Vy,xZ+Vxh(Y,Z)
—h(VxY,Z) —h(Y,VxZ) —Vyh(X,Z) +h(X,VyZ)

+h(VyX,Z)+Apx z)Y —Anyz)X
dir. Yukaridaki denklemler tekrar diizenlenirse

R(X.Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vx yZ+Vxh(,Z) —h(VxY,Z)
—h(Y,VxZ) = Vyh(X,Z) +h(X,VyZ) + h(VyX,Z)

+Apx,z)Y —AnyzX
yazilabilir. Buradan da (2.2.2) denklemi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(X,Y)Z=R(X.Y)Z+Ayx 7)Y —Ayy.2X +(Vxh) (¥.2)

—(Vrh)(X,Z)
oldugu goriiliir. Bu esitligin her iki tarafi W € x (M) ile ¢carpilirsa

R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)—g(h(Y,Z) ,h(X,W))

+g(h(X,Z),h(Y,W))

(2.2.8)

(2.2.9)

esitligi elde edilir. Bu esitlige Gauss denklemi adi verilir [28]. Ayrica (2.2.8) denkleminin teget

ve normal bilesenleri sirastyla
5 T
(R(X,Y)Z) =R(X,Y)Z+Apx 2)Y —Apyz)X

ve

(R(X,Y)Z)" = (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X,Z)

(2.2.10)

(2.2.11)

dir. (2.2.11) esitligine Codazzi denklemi adi verilir. Eger Codazzi denkleminde (R (X,Y )Z)L =

0 ise altmanifolda egrilik-invaryant altmanifold denir. Burada V, M iizerinde Riemann

konneksiyonudur. Ayrica M nin normal demetinin egrilik tensérii her X,Y € y* (M) olmak iizere

R (X,Y)V = VyVyZ—VyVyZ—Viy yZ

14
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ile verilir. Boylece yukaridaki islemler tekrarlanirsa

R(X,Y)V =VxVyV —VyVxV —ViyyV
—Vy (V#Z—AVY> ~Vy (V)%v —AVX>
~(VixyV —Av[X,Y])
= Vi VyV —AyyX = VxAvY —h(X,AvY) - Vy ViV

+AyyY + VyAyX +h(Y,AvX) = Vig yV +Av [X,Y]
vazilabilir. Boylece

R(X,Y)V =VxVyV = VyViV = Vig |V —h(X,AvY)
+h (Y,AvX) — VxAVy -I—AVLVY +Avva
X

+ VyAy X _AVLVX —AyVyX
Y
oldugu goriiliir. Burada (2.2.7) ve (2.2.12) denklemleri kullanilirsa

R(X,Y)V =R-(X,Y)V—h(X,AvY)+h(Y,AyX) (2.2.13)

- (VXA)V Y+ (VYA)V X
olur: Bu esitligin her iki tarafi U € y* (M) ile ¢carpilirsa

gR(X,Y)V,U)=gR"(X,Y)V,U)—g(h(X,AvY),U)+g(h(Y,AyX),U)
—g((VxA), Y,U) +g((VyA)y X,U)

= g(RT*(X,Y)V,U)+g(AuX,AyY) — g(AyY,AyX)
dir. Buradan da [Ay,Ay| = AyAy — Ay Ay oldugundan
g(R(X,Y)V,U) = g(R"(X,Y)V,U) +¢([Au,Av]X,Y) (2.2.14)

esitligi elde edilir. Bu esitlige Ricci Denklemi adi verilir. Eger R+ = 0 ise altmanifolda normal

[flat konneksiyona sahiptir denir [27,28].
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3. KENMOTSU MANIFOLDLARI VE ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanacagimiz Kenmotsu manifoldlarin bazi dnemli
ozelliklerini sunacagiz. Bu dogrultuda oncelikle hemen hemen degme metrik manifoldlar,
degme metrik manifoldlar ve hemen hemen deg§me metrik manifoldlarin torsiyon tensoriinii alt
boliimler halinde vererek bu kavramlar1 6rneklendirecegiz. Daha sonra Kenmotsu manifoldlar,
Kenmotsu manifoldlarin altmanifoldlar1 ve slant altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlara yer
verilecektir. Ayrica Kenmotsu manifoldlarin semi-slant altmanifoldlar1 ve 3- boyutlu slant alt

manifoldlar ile ilgili onemli tanim ve teoremler verilecektir.

3.1 Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar:

Tamm 3.1.1. (2n+ 1)-boyutlu bir manifold M, ¢,&,m da M iizerinde sirast ile (1,1)— tipinde
bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1 — form olsun. Eger ¢,&,m icin M iizerinde herhangi

bir vektor alant X olmak iizere;

n(E) =1 (3.1.1)

ve

P°X =—X~+n(X)¢& (3.1.2)

ozellikleri saglantyor ise o zaman (¢, &, M) iicliisiine M iizerinde bir hemen hemen degme yapist

ve bu yapt ile birlikte M ye de hemen hemen degme manifold denir [18].

Teorem 3.1.1. (¢,&. 1) hemen hemen degme manifold olsun. Bu durumda

i) 9 =0,
ii) 0 (9X) =0,

iii) rank ¢ =2n

dir [18].

Teorem 3.1.2. Her bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir Riemann metrik tensor

alant b olmak iizere VX € x (M) igin

h(X,8)=n(X)

olacak sekilde vardir [18].
16



Teorem 3.1.3. Her bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir g Riemann metrik tensor

alan
nX)=g(X.,s)
g(9X,9Y)=g(X,Y)—n(X)n(Y) (3.1.3)

olacak sekilde vardir [18].

Sonuc 3.1.1. M hemen hemen degme manifoldu iizerinde
nX)=g(Xq)
g(9X,0Y) =g(X,Y)—n(X)n(Y)
olacak sekilde g Riemann metrigi icin
g(0X,Y)+g(X,0Y)=0 (3.1.4)
dir; yani ¢ anti-simetrik olacak sekilde M iizerinde bir g Riemann metrigi vardir [18].

Tamim 3.1.2. Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M iizerinde bir g Riemann metrigi

nX)=g(X,8)
g(9X,0Y) =g (X,Y)—n(X)n (¥)

sartlarim saglvyor ise g metrigine M iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢,&,n,g) yapisina
da hemen hemen degme metrik yapisi, (9,&,1,g) yapust ile M ye de hemen hemen degme
metrik manifold denir [18].

Tamm 3.1.3. M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,&,1n,g) icin
P (X,Y)=g(X,9Y)

seklinde tanumly ® doniisiimiine (¢,&,1,g) nin temel 2- formu denir [18].
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3.2 Degme Metrik Manifoldlar:

Tammm 3.2.1. Eger bir (2n+1)—boyutlu hemen hemen degme M manifoldu iizerinde
NA(dn)" # 0 olacak sekilde global bir N 1 — formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir
denir ve bir degme manifold olarak adlandirilir. Burada M ya M nin bir degme formu denir.

Ayrica (dn)" ile n inci mertebeden dis carpum gdsterilmistir, yani

(dn)" = (dn)A...A(dn)
dir [18].

Teorem 3.2.1. Degme yapist N olan (2n+ 1) —boyutlu bir manifold M olsun. M iizerinde

g(X,9Y) =dn (X,Y)
olacak sekilde bir (¢,5,1,g) hemen hemen degme metrik yapist vardur [18].

Sonug 3.2.1. (2n+ 1) —boyutlu M manifoldu iizerinde (¢,5,1,g) hemen hemen degme metrik
yapust verilsin. Eger g(X,9Y) = dn (X,Y) oluyorsa (M,9,5,1,g) ye degme metrik manifold,
(¢,E,1,¢) yapisina da degme metrik manifold denir [18].

Sonug 3.2.2. Her degme metrik manifold degme manifolddur.

Teorem 3.2.2. M, n- boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde tamumli 1 — form w olsun. M

tizerinde

nA(dw)” #0

ve

(dw)PT =0

oldugunu kabul edelim. O zaman her bir noktanin bir komsulugunda
LA
W= dyp-i-l _ Zyldxz
i=1

2,...,x1’,y1,...,y”’1’) koordinat sistemi vardir. Bu durumda (2n+1)-

olacak sekilde bir (xl,x
boyutlu M degme manifoldunun her bir noktasinin bir komsulugu iizerinde
n . .
n=dz— Zy’dx’
i=1
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olacak sekilde (xi Y ,z) ,(i=1,2,..,n) koordinatlart vardir. (2n+1)- boyutlu Oklid uzayr R***!
de
('x17'x27 "'7'xn7y17y2"'7yn7z)

kartezyen koordinatlarini alalim. R¥'*! de bir 1 — form No olmak iizere
n . .
Mo =dz—) ydx
i=1

ile tamimlansin. O zaman
noA (dno)" #0

dir. Burada 1o, R**! iizerinde bir degme formdur denir [18].

3.3 Hemen Hemen Degme Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

Tamm 3.3.1. (2n+ 1)- boyutlu bir hemen hemen degme manifold (M, ¢,&,n) olsun. R, bir reel

dogruyu gostermek iizere M X R carpum manifoldunu goz oniine alalim. Bu durumda M x R

(X,f%)

bicimindedir. Burada X ile M ye teget bir vektor alani, t ile R nin bir noktasinin koordinati ve f

tizerinde bir vektor alani

ile de M X R de iizerinde bir fonksiyon gosterilmektedir. M x R nin tanjant uzay: iizerinde bir J

lineer doniisiimiinii

1(xs5) = (ox-reme )

seklinde tamimlayalim. O zaman

JP=—1

dir. Bu durumda J lineer doniisiimii M X R iizerinde bir hemen hemen kompleks yapt olur.

Gergekten de
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X)& - 05~ n0E0- () F)

(-

(X 10, f1—>
(1)
—(x fdt>

=1

#(xrz)

oldugundan

dir. Dolayistyla J doniisiimii M X R iizerinde bir hemen hemen kompleks yapidur.

Tamm 3.3.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve ¢, M iizerinde bir (1,1) tipinde bir tensor
alani olmak iizere, VX,Y € (M) i¢in

Ny : (M) x x(M) — x (M)

olmak iizere

N¢ (X7Y) :¢2[X7Y]+[¢X7¢Y]_¢[¢X7Y]_¢[X7¢Y]

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki tensor alanina ¢ nin Nijenhuis tensor alant denir [3].

¢ = J hemen hemen kompleks yap1 olmas1 halinde

Ny (X,Y) =J?[X, Y]+ [JX,JY] = J[JX,Y] - T [X,JY]

= —[X,Y]+ [UX,JY] - [JX.Y] - J[X,JY]

seklinde olup N; tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis torsiyon tensorii

denir [18].

Tammm 3.3.3. M bir hemen hemen kompleks metrik manifold, M iizerindeki hemen hemen
kompleks yapt J olsun. J nin Nijenhuis tensor alani Ny olmak iizere Ny = 0 ise J doniisiimiine

integrallenebilirdir denir [18].

Tamm 3.3.4. Bir (2n+ 1) - boyutlu hemen hemen degme manifold M ve (¢,5,1) de M iizerinde
hemen hemen degme manifold yapt olsun. Reel dogru R olmak tizere M X R ¢carpum manifoldu
g0z oniine alinsin. Eger M x R iizerindeki J hemen hemen kompleks yapist integrallenebilir ise

(¢,&,n) hemen hemen degme yapist normaldir denir [18].
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3.4 Kenmotsu Manifoldlar:

Tanim 3.4.1. (2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold (1\_/[, 0,1, g) olsun.

Eger M, hemen hemen degme manifoldu iizerinde
dn=0 , d®=2nAdP
esitlikleri saglantyorsa, M ye bir Kenmotsu Manifold denir [29].

Teorem 3.4.1. (2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold (]\_4, 0,&.n, g) olsun.

M nin Kenmotsu manifold olmas icin gerek ve yeter sart

(Vx9)Y =g(¢X,Y)E —n(Y)9X (3.4.1)
olmasidir. Burada V, M iizerinde Levi-Civita konneksiyondur [29].

Teorem 3.4.2. (2n+ 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M, 0,&,n, g) olsun. Bu durumda

Vx§ =X -n(X)¢, (3.4.2)
(Vxn)Y =g(X,Y)—n(X)n(Y) (3.4.3)

esitlikleri saglanmaktadir [29].

Teorem 3.4.3. (2n+ 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M,¢,§,n,g) ve egrilik tensorii R

olsun. Bu durumda
R(X.Y)E =n(X)Y —n(V)X, (3.44)
R(X.E)Y = g(X,¥)E—n(V)X,
R(Xaé)é = H(X)é -X

dir [29].

Teorem 3.4.4. (2n+ 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M, 0,&,n, g) ve Ricci tensorii S olsun.
Bu durumda

S(X,€) = —2nn (X) (3.4.5)

dir [29].
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3.4.1 Kenmotsu Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Tamm 3.4.2. (1\_4, 0.1, g) hemen hemen degme metrik manifold ve M de & ye teget M nin bir

altmanifoldu olsun. Bu halde M de g Riemann metrigi M iizerine indirgenir ve M de bir Riemann

manifoldu olur. Her X € y (M) ve V € x* (M) igin
OX =TX+NX (3.4.6)

ve

OV =1V +nV (3.4.7)

seklinde yazabiliriz. Burada TX ve NX sirast ile X in teget ve normal bilesenlerini tV ve nV
de sirasi ile OV nin teget ve normal bilesenlerini gostermektedir. Boylece altmanifold iizerine

indirgenen bu tensorler
T:x(M)—xM),  N:x(M)=x" (M)
tigt (M) = x (M), nixt (M) — gt (M)

seklinde tamimlanan lineer doniisiimlerdir. Burada her X € x (M) icin ¢X = TX + NX
denkleminde N = 0 yani ¢X = TX € (M) ise M ye (M,9,E,n,g) nin bir invaryant
altmanifoldu, T = 0 yani $X = NX € x* (M) ise M ye (M,¢,&,n,g) nin bir anti-invaryant
altmanifoldu denir [26].

Teorem 3.4.5. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Bu

durumda herhangi bir X,Y € x (M) igin
g(TX,Y)+g(X,TY)=0 (3.4.8)
dir [26].
Ispat: (3.1.4) esitliginde (3.4.6) yerine yazilirsa
g(TX+NX,Y)+g(X,TY+NY)=0
elde edilir. Buradan, g metrigi lineer oldugundan
g(TX,)Y)+g(NX,Y)+g(X,TY)+g(X,NY) =0

yazilabilir. X € x (M) ve NY € (M) oldugundan g (NX,Y) = 0 ve aym sekilde g (X,NY) =0
dir. Buradan

¢(TX,¥)+g(X,T¥) =0
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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(3.4.6) esitligi endomorfizm dogurur. Bu 7 endomorfizminin karesi olan 72 yi Q ile
gosterelim. M tizerinde tanimlanan 7' ve Q endomorfizmleri (1, 1)-tipinde birer tensor alanidir.

Baoylece; T2 yani Q self-adjointtir.

Diger yandan T, Q ve N tensor alanlarinin kovaryant tiirevleri, VX € x (M) i¢in

(VxT)Y = VxTY —TVxY (3.4.9)
(VxQ)Y = VxQY — QVxY (3.4.10)
(VxN)Y = V¥NY —NVxY (3.4.11)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.6. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € x (M) olsun. Herhangi
X,Y € x (M) igin
(VxT)Y=—mY)TX+g(Y,TX)E& (3.4.12)

ise
(VxQ)Y =-n(Y)0X —g(0X,Y)¢ (3.4.13)

dir [12].
ispat: (3.4.12) de Y yerine TY yazilir ve (3.4.9) esitligi kullanilirsa
(VxT)TY = —n(TY)TX +g(TY,TX)¢&
elde edilir. Boylece
VxT (TY)—T (VxTY)=—-n(TY)TX +g(TY,TX)E&

denkleminden

VxT (TY) = -0 (TY)TX +g(TY,TX)E +T (VxTY)

elde edilir. Diger taraftan Q = T2 oldugundan (3.4.9) dan

(VxQ)Y = (VxT?Y) = VxT*(Y) - T*(VxY)

= VxT (TY)—T (T (VxTY))
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bulunur. Burada yukarida elde edilen Vx7 (TY) nin esiti yerine yazilir ve (3.4.9) ile (3.4.12)

kullanilirsa

(VxQ)Y TY)TX +g(TY,TX)E +T (VxTY)—T(—(VxT)Y +VxTY)

—n(TY) ( ) (

—n(TY)TX +g(TY,TX)E+T (VxTY)+T(VxT)Y —T(VxTY)
—n(TY)TX +g(TY,TX)E +T(VxT)Y
—n(TY)TX +g(TY, TX)E+T(—n(Y)TX +g(Y,TX)E)
—n(TY) ( ) (Y

TY)TX +g(TY, TX)E —n(Y)T?X 4+g(Y, TX)Té

olur. Teorem 3.1.3 den & =0 ve no ¢ =0 dir. & = 0 oldugundan (3.4.6) den
TE+NE=0

yazilabilir.Buradan teget ve normal bilegenlerin her ikisi de sifir olacagindan TE =0 ve N =0

elde edilir. Diger taraftan her X € x (M) i¢in, n (¢X ) = 0 oldugundan
n(TX +NX) =0

dir. Boylece
n(TX)+n(NX) =0
bulunur. Buna gore, esitlifin sol yanindaki teget ve normal bilesenlerin sifir olmasi
gerektiginden, 11(7X) = 0 yani ) o T = 0 olur. Ote yandan
(VxQ)Y = —n(TY)TX +g(TY,TX)E —n(Y)T*X +g(Y,TX)TE
=-n(TY)TX —g (Y, T°X) & —n(Y)T*X +g(Y, TX)TE

esitliginde TE = 0 ve 11 o T = 0 yerine yazilirsa,

(VxQ)Y = —n(Y)0X —g(0X,Y)g
bulunur. Bdylece ispat tamamlanmuis olur.

Sonug 3.4.1. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun. Herhangi
X € x (M) igin

Vx&=X-nX)§, (3.4.14)
ve

h(X,E)=0

dir [30].



Sonug 3.4.2. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € x (M) olsun. Herhangi
Ve xt (M) igin
AvE=0 ve n(AyX)=0 (3.4.15)

dir [30].

Sonuc 3.4.3. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun. Herhangi
X,Y € x (M) i¢in

(VxT)Y = AyyX +th(X,Y)+g(TX,Y)E—n (Y)TX (3.4.16)

(VxN)Y = —h(X,TY)+nh(X,Y)—n(Y)NX (3.4.17)
elde edilir [26].

Sonug 3.4.4. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun. Herhangi
Ve xt (M) icin

(Vxt)V = A X — TAyX + g (NX,V)E& (3.4.18)

(Vxn)V = —h(tV,X) — NAyX (3.4.19)
elde edilir [26].

Sonug 3.4.5. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun. Herhangi
X.Y € x (M) igin

(VxT) Y=-—n (Y) TX+g (Y, TX)& < AnyX =AnxY (3.4.20)
dir [12].

Sonug 3.4.6. Bir Kenmotsu manifold M nin bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun. Herhangi
X, Y €x(M)veV €y (M) icin

(VxN)Y = —1 (Y)NX < AyTY = —AyY (3.4.21)

dir [12].
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3.4.2 Kenmotsu Manifoldlarin Slant Altmanifoldlar:

Tamim 3.4.3. Bir hemen hemen degme metrik manifold (M, 0,1, g) nin bir altmanifoldu M
olmak iizere, M nin her bir p noktasina T,M de r—boyutlu bir D), alt vektor uzayim karsilik
getiren doniigiim D olsun. & € x (M) olmak iizere her p € M ve her X, € I' (D)) vektérii icin, 9X),
ve D, vektor altuzay: arasindaki Op (X)) agist sabit yani p € M ve X, € I' (D) nin se¢iminden
bagimsiz ise M iizerinde diferensiyellenebilir D distribiisyonuna bir slant distribiisyon denir. Op

sabit acisina da D distribiisyonun slant agist denir [14].

Teorem 3.4.7. D, M iizerinde & ye ortogonal bir distribiisyon olsun. Bu durumda D nin slant

olmasu igin gerek ve yeter sart herhangi X € I' (D) icin
(PT)*X = —AX

esitligini saglayan bir A € [0, 1] sabitinin var olmasidir. Burada P, D iizerindeki dik izdiigiim

fonksiyonunu gésterir. Bu durumda A = cos® Op dir [14].

Tamim 3.4.4. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Her bir
pEMve X, € T,M icin {X,,&,} vektirleri lineer bagimsiz olmak iizere 9 X, ve T,M arasindaki
0(X,) Writinger agist, p ve X, nin segilisinden bagimsiz ise M ye, M de slant altmanifold
denir. 6 = G(Xp) sabit acisina, M nin M iizerindeki slant acist denir, sla(M) ile gosterilir ve

O(Xp) € 10,/2] dir.
Bir hemen hemen degme metrik manifoldunun ;

* anti-invaryant altmanifoldlar1 pi/2 slant agili slant altmanifoldlardir,

* invaryant altmanifoldlar: slant agisi sifir olan slant altmanifoldlardir.

Bir slant altmanifold invaryant ya da anti-invaryant degil ise proper slant altmanifold olarak

adlandirilir [25].

Teorem 3.4.8. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Eger

& vektor alani M ye ortogonal ise M anti-invaryanttir [9].
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Teorem 3.4.9. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M ve & €

X (M) olsun. Bu durumda M nin slant olmast icin gerek ve yeter sart
T°=-2(I-n®E&) (3.4.22)

esitligini saglayan A € [0, 1] sabitinin mevcut olmasidir. Ayrica bu durumda M nin slant agisi 6
ise
A =cos’ 0

dir [11].

Sonu¢ 3.4.7. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin 0 acisina sahip bir slant

altmanifoldu M olsun. Bu takdirde herhangi bir X,Y € x (M) i¢in

g(TX,TY) =cos’0 (g(X,Y)—n(X)n(Y)), (3.4.23)

g(NX,NY) =sin* 6 (g(X,Y) —n (X)n (Y)) (3.4.24)
dir [11].

Teorem 3.4.10. M bir hemen hemen degme metrik manifold M de M nin 0 slant acili bir slant
altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin her x noktasinda Q |p sadece bir eigen (iz deger)

degerine A, = —cos? 0 sahiptir [12].

Teorem 3.4.11. Bir M Kenmotsu manifoldunun bir slant altmanifoldu M olsun. O zaman Q
nun paralel (VQ = 0) olmast icin gerek ve yeter sart M nin bir anti- invaryant altmanifold

olmasidir [12].

Ispat: M nin slant acisin1 6 ile gosterelim. VX € x (M) icin
T?X = —cos? 0 (X —n(X)E&)
dir. Burada X yerine VxY yazilirsa

QVyxY = —cos? OVyxY +cos? 0n(VxY )& (3.4.25)
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elde edilir. Simdi (3.4.25) in kovaryant tiirevi alinirsa

VyOX = —cos® OVxY + cos’ OVxn(Y)E,
— —cos” OVxY +cos> (XN (Y)E +n(Y)VxY)
= —cos?OVxY +cos?0(Xg(Y,E)E) +g(V,E)VxY
= —cos?OVxY +cos? 0(g(VxY,E)+g(Y,VxE)E +g(¥,E)VxY)
= —cos?OVyxY +cos? 01 (VxY)E +cos? 0g(Y,VxE)E (3.4.26)

+cos?On(Y)Vx&)

bulunur. M, M Kenmotsu manifoldunun bir altmanifoldu oldugundan herhangi X € y (M) igin
Vx& =X —n (X) & yazilabilir. O halde Vx & nin degeri (3.4.26) da yerine yazilirsa,

(VxQ)Y = —cos? @VxY +cos? 01 (VxY)E +cos® 0g(Y,X) & (3.4.27)

—n(X)N(Y)E +cos” B(n(Y)X —n (X)1(Y)VxE)
esitligi bulunur. Buradan (3.4.25) ve (3.4.27) ifadeleri (3.4.10) de yerine yazilirsa
(VxQ)Y = —cos” 0 (g(Y,X) & —2n (X)n(Y)§ +n(Y)X) (3.4.28)

elde edilir. Boylece VQ = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart 6 = 7 ya da x (M) = Sp{&}
olmasidir. Bu son durumda boy M = 1 olup, M anti-invaryant altmanifolddur. Boylece ispat

tamamlanir.

Lemma 3.4.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun altmanifoldu ve & € x (M) olsun. Bu durumda

M nin slant olmas icin gerek ve yeter sart

1. Q |p endomorfizmi, M nin her noktasinda tek bir karakteristik degere sahiptir,
2. VX,Y € x(M) igin
(VxQ)Y = A(g(Y,X)¢ —2n (X)n(Y)S +n(Y)X), (3.4.29)

olacak sekilde bir A : M — |0, 1] fonksiyonu vardir. Ayrica bu durumda eger M nin slant agist
0 ise A = cos2 0 dir [12].

ispat: M slant altmanifold olsun. Bu durumda Teorem (3.4.10) ve (3.4.28) den direkt olarak 1.

ve 2. ifadeleri elde edilir.
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Tersine D =Sp{& }l olsun ve 1., 2. ifadeleri saglansin. Buna ek olarak, her x € M noktasinda
Q |p nin tek eigen degeri A; (x) olsun. 4; e kargilik gelen 6z vektor Y € I'(D) olsun. Yani QY =
A1Y dir. Bu durumda 1. den her X € (M) i¢cin Y € I'(D) oldugundan

X[QY] =X [AY]

X()qY) +MVxY = Vx(QY)

dir. Ayrica
Vx(QY) = Q(VxY) + (VxQ)Y
oldugundan (3.4.29) kullanilirsa

Vx(QY) = Q(VxY) +Ag(X,Y)&

olur. Dolayisiyla
X(AIY) —f—l]VxY — Q(VxY) —l—)Lg(X,Y)é

dir. Hem VyxY hem de Q(VxY), Y ye dik oldugundan A; in M iizerinde sabit oldugu sonucu

cikar. M nin slant oldugunu ispatlamak icin Teorem 4.3.3 den

Q=—pl+un®§

olacak sekilde bir i sabiti olsun. Simdi VX € x (M) i¢in

X=X+nX)sS
olur. Burada X € T'(D) dir. Boylece
X=X-n(X)¢
dir. Buradan
OX = 0X
olur. Q |p = A1/ oldugu igin
00X = M X
ve boylece
QX = ll)_(: 7LlX —;Lln(X)é
olur. u = —A; alirsak

OX = X +un(X)E
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elde ederiz. A; (= —u) bir sabit oldugundan, Teorem 4.3.3 ile M, M de slanttir. M slant ise
(3.4.22) ve (3.4.29) dan
A =—A = =cos’*0

elde edilir. Burada 6, M nin slant acisidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.12. M, bir M Kenmotsu manifoldunun altmanifoldu ve D, M iizerinde & ye
ortogonal bir distribiisyon olsun. M nin slant olmasi icin gerek ve yeter sart D nin aynt agili

bir slant distribiisyon olmasidir [30].

3.4.3 Kenmotsu Manifoldlarm Slant Immersiyonlarinin Asli Karakterizasyonu

Lemma 3.4.2. M, bir Kenmotsu manifold olsun. M, M nin bir immersed altmanifoldu ve &, M

ye teget olsun. Bu durumda VX .Y € x(M) icin
RX,)Y)E=nX)Y—-n(Y)X (3.4.30)

dir. Burada V, Levi-Civita konneksiyonu ve R, M iizerinde M tarafindan indirgenen metrik

baglantili egrilik tensor alamdir. Ayrica

R(EX)E=X-n(X)¢ (3.4.31)

ve

R(X,5,8,X) =n(X)n (X) —g(X,X) (3.4.32)

dir [31].

Ispat: (3.4.7) den herhangi bir X € x (M) igin

Vxé=X-n(X)¢

veE

(VAT)Y = ~VxVyé + Vo €+ 20 (X)0 (1) —g(X,1)E-n ()X (34.33)

esitlikleri, R(X,Y)& nin tamminda yerine yazlirsa (3.4.30) elde edilir. Bu esitlikte X = & ve
Y = X yazilir ve (3.4.33) uygulanirsa

R(E,X)E =X-n(X)g
olur. Buradan (3.4.32) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuig olur.
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Teorem 3.4.13. Bir Kenmotsu manifold M nin bir immersed altmanifoldu M ve & € y (M) olsun.

O zaman asagidaki ifadeler denktir:

i) M, O slant acist ile M de slanttir;

ii) Herhangi p € M icin, §, i iceren T,M nin herhangi iki boyutlu diizleminin kesitsel egriligi
-1’ e egittir [31].

Lemma 3.4.3. Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir anti-invaryant olmayan
slant altmanifoldu M olsun. Bu takdirde M, indirgenmis metrige gire & vektor alam yapist
ve ¢ = (secO)T ile verilen hemen hemen degme yapi ile bir hemen hemen degme metrik

manifolddur. Burada 0, M nin slant acisidir [32].
Ispat: VX € y (M) icin (3.4.9) den
T°X = cos’ 0 (—X +n (X) &)

yazilabilir. Buradan
T°X

—=-X X
bulunur. Ayrica,
¢ = (secH)T
esitliginden
X =-X+n(X)E (3.4.34)

olur. Diger taraftan (3.4.23) den herhangi X ve Y vektor alanlar icin

g(TX,TY) = —g(T?X,Y)
yazilabilir. Burada (3.4.30) esitligi yerine yazilirsa

g(TX,TY) = —g(—cos’8 (X —n(X)&),Y)

= cos?0g(X,Y) —cos>On (X)g(E,Y)

=cos’ 0 (g(X,Y)—n (X)n (Y))
bulunur. ¢ = (sec 8) T oldugundan son esitlik

g(0X,0Y) =g(X,Y)—n(X)n(¥) (3.4.35)

seklini alir. (3.4.30) ve (3.4.31) esitliklerinden (6, E.n, g) , M tizerinde bir hemen hemen degme

metrik yapidir. Boylece ispat tamamlanmaisg olur.
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Simdi, M iizerine bir Kenmotsu yap1 indirgemek i¢in VT ye uygun bir kosul bulunmalidir.

Herhangi bir X, Y tanjant vektor alanlari i¢in
(VxT)Y=—mY)TX+g(Y,TX)E& (3.4.36)

dir. O halde ¢ ile verilen hemen hemen degme metrik yapi (3.4.36) ten bir Kenmotsu yapidr.

Yani, herhangi bir X,Y € x (M) icin

(Vx9)Y =-n(Y)dX +g(Y,0X)&

oldugunu gormek kolaydir. (3.4.16) ve (3.4.17) den bir Kenmotsu manifoldun invaryant ve

anti-invaryant altmanifoldlar i¢in
(VxT)Y=—mY)TX+g(Y,TX)E& (3.4.37)

(VxN)Y = —n (Y)NX
esitlikleri elde edilir.

M, bir Kenmotsu manifoldun invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlari ise M nin yapisinin
(dogal olarak) M iizerinde bir Kenmotsu yap: olusturdugunu gostermek kolaydir. Iste bu

durumda altmanifold genellikle bir Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

Teorem 3.4.14. Bir Kenmotsu manifoldun bir slant altmanifoldu da bir Kenmotsu manifolddur

[31].

Lemma 3.4.4. Bir M hemen hemen degme metrik manifoldunun 3-boyutlu bir altmanifoldu M
olsun. & vektir alant M ye teget olmak iizere, M ye teget ey, e, vektor alanlart icin, {ey,ez,&}
ortonormal bazi

Te1 = }uez , T€2 = —/161, (3.4.38)

esitliklerini saglar. Burada A, M iizerinde lokal olarak tanimli bir fonksiyondur. Eger M, 0 slant

agist ile slant ise A = cos 0 diwr [27].

Teorem 3.4.15. Bir Kenmotsu manifold M nin, 3-boyutlu bir altmanifoldu M ve & € y (M) olsun.

Bu durumda M nin slant olmast icin gerek ve yeter sart her X,Y € x (M) i¢cin
(VxT)Y=—mY)TX+g(Y,TX)E, (3.4.39)
olmasidir [12].
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Ispat: Lemma 3.4.4 den, Q|p yalnizca bir —llz aygen degerine sahiptir. Ayrica,

OX =-Af (X —n(X)&),

esitligi vardir. (3.4.9) ve (3.4.10) dan A = —112 ile O (3.4.29) esitligini saglar. Boylece T (3.4.39)

u saglarsa Lemma 4.1.1 den M slant olur.

Tersine M slant olsun. p € M ve Lemma 3.4.4 deki gibi p nin bir U komsulugundaki

ortonormal ¢ati{ey, ey, &} olsun. wlj , M ye teget her bir X vektor alani icin
Vxei = sz] (X)ej,
j=1
ile taniml1 yap1 1-form olsun. Buna gore (3.4.1) ve (3.4.2) den
(VxT) €3 = VxTe3 —-T (Vxe3) = —TX,

elde edilir. Benzer olarak,

(VxT)ey = cos Ow3 (X)e3,

veE

(VxT)es = —cos Ow; (X)es,
dir. Diger taraftan VY € x (M) i¢in,
Y=n(Y)es+g(Y,er)e1 +g(Y,e2)e,

olarak gdzoniine alirsak

(VxT)Y =—n(Y)TX +¢g(Y,TX)¢,
elde edilir. Buradan (3.4.39) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 3.4.8. Bir Kenmotsu manifold M nin, 3-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda

M nin slant olmast icin gerek ve yeter sart VX,Y € x (M) i¢in
AnyX = AnxY, (3.4.40)
olmasidir [12].
Bir Kenmotsu manifold M nin bir invaryant altmanifoldu M ise o zaman (3.4.39) elde edilir

ve VN = 0 saglanir. Diger taraftan M bir anti-invaryant altmanifold ise, VT = 0 dir. Yani (3.4.39)
bulunur. Ayrica her X,Y € x (M) i¢in

(VxN)Y =nh(X,Y)—1n (Y)NX, (3.4.41)

dir.
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Teorem 3.4.16. Bir Kenmotsu manifold M nin bir anti-invaryant altmanifoldu M ve & € x (M)
olsun. boy M =3, boy M=5ve TM = D® Sp{&} ise 0 zaman VX € x (M) igin

VXN ’D: 07

dir [12].

Simdi, 5-boyutlu bir Kenmotsu manifold M nin, 3-boyutlu bir altmanifoldu M i¢in VN nin

degeri hesaplanacaktir:
M, 0 slant agisi ile proper slant altmanifold olsun. O zaman M nin & ye dik bir birim teget vektor
alani e i¢in
ey =(secO)Te;, e3=¢&, eq4=(cscO)Ney,
es = (csc ) Ney,
yazilir.

O zaman, e; = — (sec 0) Te, olmak iizere (3.4.23) ve (3.4.24) den dolay1 {e},ez,e3} M ye teget
ve {e4,e5} M ye normal olan bir ortonormal ¢at1 {e;,e;,e3,e4,e5} dir. Bu ortonormal ¢atiya

uyarlanmis slant ¢ati denir.
Ayrica,
te4 = —sinBey|, tes= —sinBes, neq= —cosBe;, nes;= —cosBey dir.

Eger h{j =g(h (e,-,ej) er), 1,j=1,2.3, r=4,5 yazilirsa, o zaman asagidaki lemma ifade

edilir.
Lemma 3.4.5. Yukaridaki kosullar altinda,

W =h,,  h3,=h,, (3.4.42)

4 4 4 5 5 5
h13 = h32 = h33 = h13 = h23 = h33 =0,

dir [12].

34



Ornek 3.4.1. R>*! deki Kenmotsu yapiyr asagidaki sekilde tanimlayalim. R*+!

lizerindeki kartezyen koordinatlar (xi % ,t) olmak iizere,

d

n:dt7 éza_tu

n
g=nen+e* (de’@dx’+dy’®dy’> ,

o(§ (o) +25) =B ().

R 1 in 3-boyutlu bir M altmanifoldunu k pozitif bir sabit olmak iizere

olsun.

x(u,v,t) =2 (u,kcosv,v,ksinv,z),

ile tammlayalim. Bu durumda {ey,e3,&} ortonormal bazi icin,

e1 =2(1,0,0,0,0)

er =2(0,—ksinv, 1,kcosv,0)

& =2(0,0,0,0,1)

(3.4.43) den

pe; =2(0,0,1,0,0),

per =2(—1,—kcosv,0,—ksinv,0),

Pes =

olarak hesaplanir. Burada ¢& = 0 oldugundan dolay: bileseni yoktur. Béylece

g(9ei,e2) = 4 _ ! =cos O
[9erlllleall  4vTI+k2  VI+E2 ’
dir. Benzer sekilde
g(9er.e1) ___ ¢ _ 1 = —cos0
[peallllerl]  4vVI+R2  VI+K ’

dir. Bu durumda

dir. Buradan da

olarak hesaplanir. Boylece M slant agist 0 olan bir slant altmanifolddur
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3.4.4 Kenmotsu Manifoldlarin Semi-slant Altmanifoldlar:

Tamim 3.4.5. Bir hemen hemen degme metrik manifold M nin bir altmanifoldu M olsun.

1. TM = D] @Dz@Sp{é},
2. Dy distribiisyonu ¢ altinda invaryanttir yani ¢ (D) = D dir,

3. D distribiisyonu 0 # 0 agist ile slant distribiisyondur

ozellikleri saglanacak sekilde, M tizerinde D ve D, gibi iki ortogonal tiimler distribiisyon varsa,
M ye M nin bir semi-slant altmanifoldu denir. Bu durumda, 0 acisina M altmanifoldunun slant

agisi denir.

Bir semi-slant altmanifold i¢in;

* invaryant distribiisyon sifir ag¢isiyla bir slant distribiisyondur,

* 0 = 7 ise semi-slant altmanifold semi-invaryant altmanifold olarak adlandir1lir.
boyD; =d;, i = 1,2 olsun. Bu durumda,

i) d» =0 ise M bir invaryant altmanifolddur,
ii) di=0ve 6= % ise M bir anti-invaryant altmanifolddur,

iii) d; =0 ve 6 # 7 ise M, 0 slant agis1 ile bir proper slant altmanifolddur.

Eger, didy # 0 ve 6 # 7 ise M ye bir proper semi-slant altmanifold denir.

(3.4.6) ve (3.4.7) den VX € x (M) igin ¢X = TX +NX ve VV € xM icin, ¢V =1V +nV oldugu
bilinmektedir. M nin tanjant demeti TM = D1 @ D, @ Sp{&E} dir. D, slant distribiisyonunun,
T+M normal demeti icinde ND, distribiisyonu mevcuttur. Bu distribiisyonun ortogonal

tiimleyeni, 7--M nin bir invaryant altdemeti olup, u ile gosterilecektir. Bu durumda
T™M =ND,Pu
olarak yazilir. M bir semi-slant altmanifold olsun. O zaman herhangi bir X vektor alani

X =PX+PX+n(X)§, (3.4.44)
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seklinde yazilir. Burada P; ve P, sirasiyla, D1 ve D, distribiisyonlar: iizerindeki izdiisiim
fonksiyonlaridir. Bu durumda, P/ X € I'(D;) ve P,X € I'(D;) dir. (3.4.44)

esitliginin her iki tarafina ¢ doniisiimiiniin uygulanmasiyla
OX =P X+TPX+NPX,
elde edilir. Burada
OPX=TPX , NPX=0 , TPXec x(D,),

oldugu goriiliir. Boylece

TX = 9P, X + TP:X,

veE

NX = NPX,
olur [15].

Sonug 3.4.9. Bir hemen hemen degme metrik manifold M nin bir semi-slant altmanifoldu M

olsun. Herhangi X,Y € x(M) i¢in

g(TX,TPY) = cos’>0g(X,PY),

g(NX,NPY) =sin® 0g(X,PyY),
dir [14].

Sonuc 3.4.10. Bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde tanumli Levi-Civita koneksiyonu V, Dy ve

D, M iizerinde iki ortogonal tiimler distribiisyon olsun. Bu durumda VY € T'(D; & D») icin
Ve@Y = ¢VeY, (3.4.45)

dir [15].

Ispat: VY € I'(D; @ D») icin (3.4.1) kullanilirsa
VedY = (Ved)Y +9VeY,
=g(pE.Y)E—n(Y) 9L +9VeY,
bulunur. Y € I'(D; & D) oldugundan 1 (Y) = O dir. Buradan
VegY = 9VeY,

bulunur. Boylece ispat tamamlanmus olur.
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Sonuc 3.4.11. Bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant altmanifoldu M olsun. M iizerine

idirgenmis koneksiyon V olsun. Her Y € ' (D) icin
VedY =9V,
dir [15].
Ispat: Y € T'(D) icin (2.2.1) esitligi kullanilirsa
VoY =V oY +h(E,0Y),
olur. Y € I'(D;) ve ¢ D; = D; oldugundan bu esitlik
VeoY =VeoY +h(E,Y),

dir. Buradan (3.4.14) dan
VegY =V oY,

dir. Diger taraftan (2.2.1) dan
VeY =VeY +h(E.Y),
dir. (3.4.14) dan
VeY = VY,
dir. (3.4.47) ve (3.4.48) esitlikleri (3.4.45) de yerine yazlirsa

VedY = 9VeY

dir. Bu esitlik Y € I'(Dy) i¢in VY € I' (D) anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.

(3.4.46)

(3.4.47)

(3.4.48)

Onerme 3.4.1. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi- slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

VX € F(D]) ve Z € F(Dz) icin

X, 6] €T(D1) ve [Z,6] €T'(D2),

dir [15].

(3.4.49)

Onerme 3.4.2. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi-slant altmanifoldu iizerindeki Dy ® D,

distribiisyonu integrallenebilirdir [15].

Onerme 3.4.3. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi-slant altmanifoldu M olsun.Bu durumda

D, invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(Dy)

icin
h(X,9Y)=h(¢X,Y),
olmasidir [15].
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Onerme 3.4.4. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi- slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
D, ® Sp{&} distribiisyonunun integrallenebilir olmas icin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(Dy)
icin

h(X,9Y)=h(9X,Y),
olmasidir [15].

Onerme 3.4.5. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi- slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

D, distribiisyonu integrallenebilirdir gerek ve yeter sart N Z,W € I (D,) icin
VTW —VwTZ+ AnzW — AvwZ,
olmasidir [15].
Sonug 3.4.12. Bir Kenmotsu manifold M nin bir semi- slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
D, ® Sp{&} distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart VZ,W € I (D5)
icin
Py (VzTW —VywTZ+AnzW — AywZ) =0,
olmasidir [15].
T tensoriiniin Nijenhuis tensor alant S olmak tizere VX,Y € x (M) i¢in

S(X,Y)=[TX,TY|+T*X,Y]-T[TX,Y]-TI[X,TY],

ile verilir. Eger X € I' (D) ve Z € I' (D)) ise yukaridaki esitlik
S(X,Z) = (VyxT)Z— (V12T)X — T (V,T)X — T (VxT)Z,
olur. (3.4.16) uygulanirsa
S(X,Z) = AnzTX +th(TX,Z) —th(TZ,X) +th(X,X) — T (AnzX +th(X,Z)),

veya denk olarak

S(X,Z) =AnzTX +th(TX,Z) —th(TZ,X) — TAnzX,

elde edilir [15].
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4. SCHOUTEN-VAN KAMPEN KONNEKSIVONLU KENMOTSU MANIFOLDLARIN
SEMI-SLANT ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde Schouten-van Kampen konneksiyonu ve bu konneksiyon ile donatilmis

Kenmotsu manifoldlarin altmanifoldlarina, slant ve semi-slant altmanifoldlarina yer verilecektir.

4.1 Schouten-van Kampen Konneksiyonu

M keyfi bir (p,n—p), 0 < p <n, n =boy M > 2 noktas1 iizerinde baglantili bir
pseudo-Riemann manifold olsun. M iizerinde pseudo-Riemann metrik g, S ve ¥ ise M
tizerinde boy ¢ =n— 1, boy 7 = 1 olmak tizere iki ortogonal ve tiimleyen distribiisyon ve
¥ distribiisyonu da non-null olsun. Béylece TM = € @V, NV ={0} ve 5 L ¥ dir. £

bir birim vektor alan1 ve 7 bir lineer form olmak iizere

ng=1 ., g5 ==L,
H'=kern , V =span{&}, 4.1.1)

olsun. Bu durumda
nX)=eg(X,8),
dir. Ayrica Vx& € 7 dir.

VX € TM igin X in % ve ¥ distribiisyonlar: iizerine projeksiyonlart sirasi ile X" ve XV
olsun. Boylece X = X" 4+ XV dir. Burada

X"=X-n(X)§, X'=nX)¢, (4.12)

dir. Schouten-van Kampen konneksiyon V, Levi-Civita konneksiyon ile baglantilidir, (7, %)

distribiisyonuna uyarlidir ve
- N\ B
VxY = <VXY ) F(Vxr", (4.1.3)

dir [33]

B =V —V ifadesi ikinci temel form olarak adlandirilir. (4.1.2) yi kullanarak

(Vxr")" = V¥ —n(VxV)E —n(r)Vxé,

(VxY")" = ((Vxn) (Y)+n(VxY))&,
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yazilabilir [34]. Boylece Levi-Civita konneksiyonu kullanarak Schouten-van Kampen konnek-
siyonu
VxY = VxY —n(Y)Vx& + (Vxn) (V) &, (4.1.4)
seklinde tamimlanabilir. Diger taraftan B ikinci temel formu ve 7 torsiyonu
B(X,Y)=n(Y)Vx&—(Vxn)(Y)S, (4.1.5)
T(X,Y)=n(X)Vy& —n(Y)VxE+2dn (X,Y)E, (4.1.6)
dir [34,35].
L bir lineer operator olmak iizere

LX = —Vxé,

ile tanimlanir. Boylece L nin antisimetrik bir operator olmasi i¢in gerek ve yeter sartin & nin bir
Killing vektor alan1 olmasi gerektigi goriiliir. (4.1.5) den L lineer operatorii yardimu ile B ikinci
temel formu

seklinde ifade edilebilir. Ayrica (4.1.5) ve (4.1.6) dan <7 bir antisimetrik operator olmak iizere
T =-24(B),

dir. (4.1.4) ile tamimlanan V Schouten-van Kampen konneksiyonu sirasi ile g, & ve 1 ya gore

paraleldir, yani VE = 0,Vg = 0,Vn = 0 dir [34, 36].

4.2 Schouten-van Kampen Konneksiyonlu Kenmotsu Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Onerme 4.2.1. (M,9,E,n,g) bir Kenmotsu manifold olsun. M iizerinde Levi-Civita
konneksiyon V olmak iizere ¥V X,Y € (M) i¢in

Vi¥ = Vx¥ +4(X,Y)E —n(Y)X, 4.2.1)
biciminde tanimli %, M iizerinde bir lineer konneksiyondur.
Onerme 4.2.2. (M, ¢, &, 1, g) bir Kenmotsu manifold ve V., M iizerinde Levi-Civita konneksiyon
olsun. ¥ X,Y € (M) igin

V¥ = Vx¥ +g(X,V)E—n(¥)X,

biciminde tammli V Schouten-van Kampen konneksiyonu M iizerinde bir semi-simetrik metrik

konneksiyondur.
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Ispat: V, Levi-Civita konneksiyonu oldugundan metrik bir konneksiyondur ve bu durumda
Vg =0 du.
(Vxg)(¥,2) =Xg(¥,Z) - g(Vx¥,Z) - g(¥.VxZ) =0

oldugundan

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
dir. (4.2.1) den
Xg(Y.Z) = g(Vx¥ — g(X,¥)E +1(Y)X,Z) +g(Y,VxZ
—g(X.Z)E +0(2)X)
— ¢(Vx¥,Z) - g(X.Y)g(€,2) + 0 (Y)g(X,Z) +8(¥.Vx2)
— 8(X,2)g(¥,&) + n(2)g(Y,X)

oldugundan

Xg(Y,Z)—g(VxY,Z)—g(Y,VxZ) =0
dir. Dolayisiyla (Vxg)(Y,Z) = 0 elde edilir. O halde V metrik konneksiyondur.

Ayrica V, Levi-Civita konneksiyonu oldugundan simetrik bir konneksiyondur ve T(X,)Y)=

0 dir. Torsiyon tensoriiniin tanimindan
T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y]=0
oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte (4.2.1) kullanilirsa
T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
0= VY —g(X,Y)E +1(Y)X — VyX +g(Y,X)E
—n(X)Y —[X,Y]

0=VyY — VyX — [X,Y] + n(Y)X — n(X)Y

oldugundan
T=n(X)Y —n()X

bulunur. O halde % semi-simetrik metrik bir konneksiyondur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Onerme 4.2.3. (M,¢,&,n,g) bir Kenmotsu manifold ve V, M iizerinde Schouten-van Kampen
konneksiyon olsun. Bu durumda ¥ X,Y € x(M) icin

(V@)Y =0, (4.2.2)

dir.
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ispat: (3.4.1) ve (4.2.1) esitliklerinden
(Vx9)Y = VxoY — gVxY
= V0 — g(X.0Y)E +0(9Y)X — §(Vx¥
—g(X.Y)E +7(Y)X)
— Vx9Y —Vox¥ —g(X,9Y)E
+8(X.Y)PE —1(¥)X
g(9X,Y)E —1(Y)PX = (Vx9)Y — g(X,0¥)E —1(¥)9X
(Vxd)Y =0
dir. Béylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.2.4. (M, ¢,&.n,g) bir Kenmotsu manifold ve V, M iizerinde tanimli Schouten-van

Kampen konneksiyon olsun. Bu durumda ¥ X € y(M) icin
Vx& =0,
dir.
Ispat: (4.2.1) de Y = & alinirsa
V& = Vx&+g(X,)E (&)X
=X-nX)§+n(X)§—-X
=0
dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Onerme 4.2.5. (M, ¢,&.n,g) bir Kenmotsu manifold ve V, M iizerinde tanimli Schouten-van

Kampen konneksiyon olsun. Bu durumda ¥ X € (M) i¢in
(Vim)(¥) =0,
dir.
Ispat: (4.2.1) esitliginden
(Vxm) () = Vxn(¥) = 0 (VxY)

— Vxg(,€) — g(VxY.€)

— (Vi) (¥.&) +8(Vx¥.&) + (Y, Vx&) — g(VxY.&)

=0
dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Onerme 4.2.6. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmanifoldu

M olsun. M iizerinde tamumli V Levi-Civita konneksiyona gore egrilik tensorii R ve V

Schouten-van Kampen konneksiyona gore egrilik tensorii R olmak iizere R ile R arasinda
~ T
(R (X,Y) z) — R(X,Y)Z—Apy X +Anx Y —8(X,2)Y +g(¥,2)X, 4.2.3)

ve

<R (X,Y) z) T (Vi) (V,2) — (Vyh) (X,2), 4.2.4)
dir.

ispat: (2.1.6) ve (4.2.1) esitliklerini kullanarak

R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—ViyyZ
= Vx(VrZ+g(Y.2)& ~n(2)Y) - Vy (VxZ+8(X.2)E ~ 1 (2)X)
~VixnZ—g(X,Y],2) € +n(2)[X,Y]
— VxVyZ+Vxg(¥,2)E —Vx1 (2)Y — VyVxZ - Vyg(X,2)&
+Vyn (Z)X —Vix y)Z -8 (VxY,Z) E + ¢ (VyX,Z) §E +1(Z) (VxY — VyX)
=VxVyZ+g(X,VvZ) & —n (VyZ) X +g(VxY,Z)E +g(Y,VxZ)&
—n(VxZ2)Y —g(X,.2)Y +n(Z)n (X)Y —n(Z)VxY —n(Z)g(X,Y)&
+N(2Z)N(Y)X -VyVxZ—g(Y,VxZ)E+1 (VxZ)Y —g(VyX,Z)§
— 88X, WZ)e+n (VyZ)X+g(Y,Z) X —n(Z)n (Y)X + 1 (Z) VyX
+N(2)g(X,Y)E—n(Z2)n(X)Y —VixyZ—g(VxY,Z) &

+g (?YX,Z) E4+n(Z)(VxY —VyX)
dir. Ayrica (2.2.1), (2.2.5) esitlikleri kullanilarak
R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—Vix yZ —¢(X,2)Y +g(¥,2)X
=Vx (VyZ+h(Y,2)) = Vy (VxZ+h(X,Z)) = Vixy/Z
_h([X7Y] 7Z) _g(X7Z)Y+g(YaZ)X
=VxVyZ+Vxh(Y,Z) = VyVxZ—Vyh(X,Z) = Vix y|Z

—h(X,Y],Z) - g(X,Z2)Y +g(Y,Z)X
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R(X,Y)Z = VxVyZ+h(X,VyZ)+ (~AyyzX +aX) +Vih(Y,Z) — VyVxZ
—h(Y,VxZ) = (Apx z)Y +a¥) —=Vyh(X,Z) = Vix y/Z
—h(X,Y],Z)—g(X,2)Y +g(Y,Z)X
—R(X,Y)Z+ (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X,Z)

— Ay X tAnx )Y —8(X,2)Y +8(Y,2) X

olarak bulunur. Teget ve normal kisimlar esitlenirse

T
(RX.V)Z)" =RXV)Z=Ayy2X +Ayx 1Y —(X,2)Y +g(Y,2)X

ve

i
(R (X,Y)z) — (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X, Z)
esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Onerme 4.2.7. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmanifoldu

M olsun. M iizerinde tammli V Levi-Civita konneksiyona gore egrilik tensorii R ve V
Schouten-van Kampen konneksiyona gore egrilik tensorii % olmak iizere ¥X,Y,Z,W € x (M)
icin

i) R(X,Y)Z=—R(V,X)Z,

ii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

dir.

Ispat: i) (4.2.3) den

Ize(X,Y)Z:R(X,Y)Z—Ah(Y,Z)X+Ah(X,Z)Y—g(X,Z)Y'i'g(Y,Z)X
=-R(Y,X)Z—-Apx )Y +Any2X —8(Y,Z)X +g(X,2)Y
= - (R <Y7X)Z+Ah(X,Z)Y _Ah(Y.,Z)X_Fg(Y?Z)X _g(X7Z) Y)

— R(Y,X)Z

dir.
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i1) Benzer sekilde (4.2.3) esitliginden

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =R(X,Y)Z—Ayy X
+Auxz)Y —8(X,2)Y +g(Y,Z) X +R(Y,Z)X
—Apzx)Y +Anyx)Z -8V, X)Z+g(Z,X)Y
+R(Z,X)Y —Apx ) Z+Anzy)X
e(ZY)X+g(X,Y)Z

=0
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.2.8. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmanifoldu

M olsun. M iizerinde tamimli V Levi-Civita konneksiyona gore egrilik tensorii R ve V

Schouten-van Kampen konneksiyona gore egrilik tensorii R olmak iizere VX ,Y € x (M) icin

) R(X,5)Y =0,
ii) R(X,Y)E =0,
iii) R(&,X)E=0

dir.

Ispat: (4.2.3) denkleminde siras1 ile ¥ = & ve Z =Y olarak alindiginda

F(Xag)y :R(X7§)Y_Ah(§,Y)X+Ah(XY)é _g(X7Y)§+g(§7Y)X
:g(X7Y)§ —n (Y)X_g(X7Y)§ +g(§7Y)X
=0
dir. Boylece 1) denklemi elde edilir.

Benzer sekilde (4.2.3) denkleminde Z = € i¢in

R(X,Y)E=R(X,Y)E —Apy.e)X +Anxe)¥ —g(X,E)Y +g(¥,E)X
=nX)Y-n)X-nX)Y+n(¥)X

=0
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dir. Boylece i1) denklemi elde edilir.

Son olarak (4.2.3) denkleminde sirasi ile X = Z = € ve Y = X olarak alinirsa

R(E,X)E = R(E,2)E —Apx.e)& +Anex & —g(E,6)X+g(X,E)&
—X—n(X)E-X+1(X)E
=0.

Bu ise iii) denklemini verir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Onerme 4.2.9. Bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V Schouten-van Kampen konneksiyonuna
gore VX, Y, ZW € x (M) icin

i) R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z) =0,

ii) R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,Z,W) =0

dir.

Ispat: (4.2.3) denkleminin her iki yanimin W € y (M) ile i¢ carpinu alindiginda

g (RXV)ZW) = g(R(X,Y)Z,W) = g(Ayy )X, W) + 8(Ayx 2)Y, W)

(X,Y)Z,W) — g (h(Y,Z),h(X,W))

(R
—8(X,Z)g(Y,W)+g(Y,Z)g(X,W)
=g(R

(h

+g(h(X, ) (Y,W))—g(X,Z)g(Y,W)—}-g(Y,Z)g(X,W) 4.2.5)

bulunur. Bu denklemde W ile Z vektor alanlarinin yerleri degistirildiginde

¢ (RCCY)W.Z) = g(R(X.Y)W,Z) — g(Anyw) X 2) +8(Anx ) Y. 2)
~g (X, W)g(Y,2) +8(Y,W)g(X,Z)
= 8(R(X,Y)W.Z) g (h(Y,W),h(X.2))
+8(h(X,W),h(Y,Z)) —g (X, W)g(Y,Z) +¢g(Y,W)g(X,Z)  (4.2.6)

elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda
R(X,Y,Z,W)+R(X,Y.W,Z) = R(X,Y,Z,W) +R(X,Y,W,Z)

bulunur. Buradan da V Levi-civita koneksiyonuna gore R egrilik tensoriiniin Ozellikleri
kullanildiginda
R(X,Y,Z,W)+R(X,Y,W,Z) =0
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sonucuna ulagilir. Benzer sekilde Y ile X vektor alanlarinin yerleri degistirildiginde

2 <R (Y,X)Z,W) — g(R(V,X)Z,W) — g (h(X,Z),h (Y, W))
—l—g(h(Y,Z),]’l(X,W)) —g(Y,Z)g(X,W)

+8(X,Z)g(Y,W)
dir. (4.2.5) ve (4.2.7) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda

R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,Z,W) =R(X,Y,Z,W) +R(Y,X,Z,W)

4.2.7)

bulunur. Buradan da V Levi-civita koneksiyonuna gore R egrilik tensoriiniin 6zellikleri

kullanildiginda
R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,Z,W) =0

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmus olur.

Onerme 4.2.10. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmani-

foldu M olsun. M iizerinde tanmimli V Levi-Civita koneksiyona gore Ricci tensorii S ve skaler

egriligi T, V Schouten-van Kampen konneksiyona gore Ricci tensorii S ve skaler egriligi T olmak

iizere VY, Z € x (M) igin
S(1.2) = S(Y,2) + (n— 1) g(1.2).
ve
T=17+4+n(n-1),

dir.

Ispat: (4.2.5) denkleminde X = W = ¢; alinirsa

g (Te (ei,Y)Z, e,-) —¢(R(e1,Y)Z,e1) — g (h(er,ei) ,h(Y,Z))

—|—g(/’l(€i,Y),h(€i,Z)) —g(g(e,-,Z)Y,ei)—|—g(g(Y,Z)e,-,e,-)

dir. Boylece

S(Y>Z) :S(sz> _g(h(eiyei) ah(YaZ)>
+g(h(ei,Y),h(ei,Z)) —g(ei,Z)g(Y,e:) +8(Y,Z) g (ei,ei)

=S¥, Z)+(n—1)g(Y,2)
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dir. (2.1.8) ve (2.1.10) esitlikleri kullanilirsa

T— iﬁ(ei,ei)
T= iS(ei,ei) +(n—1)g(ei,ei)
T=T+n(n—1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.

Onerme 4.2.11. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmani-

foldu M olsun. M iizerinde tamimli V Levi-Civita konneksiyona gire Ricci operatirii Q, V

Schouten-van Kampen konneksiyona gore Ricci operatorii S olmak iizere VX, Z € x (M) igin
OX =0X+(n—1)X,
dir.

Onerme 4.2.12. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant
altmanifoldu M olsun. M iizerinde tanimli V Levi-Civita konneksiyona gore Weyl Konformal

egrilik tensirii C, V Schouten-van Kampen konneksiyona giore Weyl Konformal egrilik tensorii

C olmak iizere VX,Z € x (M) icin
C(X,Y)Z=C(X,Y)Z~Ayy X +Apxz)Y,

dir.

Ispat: (2.1.13) ve (4.2.3) den

S(Y,2)X —S(X,Z)Y +2(Y,Z)0X — g (X,Z) OY

C(X.Y)Z=R(X.Y)Z—
X Z=REXY)Z-

[8(Y,2)X —g(X,Z)Y]

N
(n—1)(n—2)
RX,Y)Z-Apyz X +Anx )Y —8(X,2)Y +g(Y,2)X

- ﬁ[S(Y,Z)X—I—(n— 1)g(Y,2)X —S(X,Z)Y — (n—1)g(X,Z2)Y

+8(Y,2)0X +g(Y,Z)(n—1)X —g(X,Z) QY —g(X,Z) (n—1)X]
N T+n(n—1)
(n—1)(n—2)

=CX.,Y)Z-Apy X +Anx )Y —8(X,2)Y

[g(Y,Z)X—g(X,Z)Y]

4o, 2)X - "oy x4+ tex 2 Y
g(v, sl (X,

nn—1)
(n—1)(n—2)

"l vx+ " e x, 2y +
s, (X,

[s(Y,Z)X —¢(X,2)Y]
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ise

CX,Y)Z=C(X,Y)Z~ Ay X +Anxz)Y —8(X,2)Y
n—1 n—1

Y, Z)X ———g(Y.2)X+——g(X,2)Y

te(V,2)X ——g (1, Z)X +——¢(X,Z)

nn—1)
(n—1)(n—2)

n—1 n—1
Y2))X+——9(X,2)Y
(D)X + g (X.2)Y +

g(Y,2)X —g(X,Z)Y] (4.2.8)

oldugundan

CX,Y)Z=C(X,Y)Z—-Apy X +Aux Y
bulunur. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Onerme 4.2.13. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmani-

foldu M olsun. M iizerinde tanimli V Levi-Civita konneksiyona gore Weyl Konformal egrilik

tensorii C, V Schouten-van Kampen konneksiyona gire Weyl Konformal egrilik tensirii C olmak

lizere VX,Y € x (M) igin
) C(X,Y)E=C(X,Y)E,
i) C(E,Y)E=C(E,Y)E

dir.

Ispat: (4.2.8) de Z = £ alinirsa

E(X,Y)é :C<X7Y)€ _Ah(Y,é)X+Ah(X,§)Y_g(Xag)Y

P EX S g (r )X+ T (0,E)Y
X+ e+ g x g (x.6)Y

oldugundan

%(XvY)g :C(X,Y)é

bulunur. Benzer sekilde (4.2.8) de X = Z = £ alinirsa
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C(EY)E=C(E,Y)E—Apye & +Apze)Y —g(E,E)Y

Fe(nE)E g E)E+ g (E.8)Y
S EE+ (6.6
e I Y
CEYIE=CENE-Y+n()E- " In()&+ 2y
A NWE oy g -y

oldugundan
C(EY)E=C(&Y)¢

olarak bulnur. Boylece ispat tamamlanmis olur [37].

Onerme 4.2.14. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmani-
foldu M olsun. M iizerinde tamimli V Levi-Civita konneksiyona gore Weyl Projektif egrilik
tensérii P, V Schouten-van Kampen konneksiyona gire Weyl Konformal egrilik tensirii P olmak

lizere VX,Y,Z € x (M) igin
F<X7Y)Z:P(XvY)Z_Ah(Y.,Z)X—’—Ah(X?Z)Y?

dir.

ispat: (2.1.14) ve (4.2.3) esitlikleri kullanilirsa

1 = ~
— [5(r.2)0X — g (X.2) QY |

X,Y
X Y)Z—ApyzX +Anxz2)Y —8(X,2)Y +g(Y,Z)X

[g(Y,Z) (QX +(n—1)X) —¢(X,Z) (QY + (n—1)Y)]

=P(X,Y)Z—-Apy X +Anx,2)Y

olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.
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4.3 Schouten-van Kampen Konneksiyonlu Kenmotsu Manifoldlarin Semi-slant Altmani-

foldlar:

M, Kenmotsu manifoldunun bir semi-slant altmanifoldu M ve M iizerinde tanimli

Schouten-van Kampen konneksiyon V olsun. Her X,Y € y (M) icin
~ *
VxY =VxY +m(X,Y),

*
olsun. Burada V, M iizerinde indirgenmis konneksiyon ve m de M altmanifoldu iizerinde (0,2)

tipinde tensor alanidir. (2.2.1)ve (4.2.1) den
VxY +m(X.Y) =VxY +h(X,Y)+g(X,Y)§ —n(Y)X,
bulunur. Burada teget ve normal kisimlar esitlenirse

VY = Vx¥ +g(X,Y)E —n(Y)X, 43.1)

m(X,Y) =h(X,Y),
olur. Ayrica V € y* (M) igin (4.3.1) dan

VxV =VxV+g(X,V)E —n(V)X

= —AyX —n(V)X

elde edilir. O halde Schouten-van Kampen konneksiyon ile tanimli Kenmotsu manifoldun

semi-slant altmanifoldu i¢in Gauss ve Weingarten formiilleri sirastyla

VxY = VxY +h(X,Y), (4.3.2)
~ «L
VxV = —-AyX —n(V)X +VyV, (4.3.3)

olur. Burada h#; M nin Levi-Civita konneksiyonuna gore ikinci temel formu, Ay;M nin sekil

operatoriidiir.

Ikinci temel form ile sekil operatorii arasinda
g(h(va)vV) = g(_AVX - n(V)X:Y),

bagintist vardir.
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Onerme 4.3.1. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun altmanifoldu

M olsun. Bu durumda ¥ X,Y € y(M) veV € x* (M) icin

i) h(X,0Y)=h(9X,Y)=9¢h(X.Y),

i) PAYX = —AyoX = A X

dir.
Ispat: i) (4.2.1) ve (2.2.1) kullanilirsa

V0¥ = Vx oY +g(X,0¥)E 1 (9Y)X
=Vx9Y +h(X,9Y)+g(X,9Y)E,
bulunur. Ayrica
VoY = (Vx)¥ +9 (Vxr),
oldugundan
0 (%Xy> = VxY +h(X,9Y) +g(X,0Y)E,

bulunur. (3.4.1) kullanilrsa
0 (VxY¥ +2(X,Y)E —n(Y)X) = Vx9Y +h(X,9Y) +g(X,97)&,
PVxY +0h(X.Y)+g(X,Y)9E —n (Y) 90X =Vx9Y +h(X,9Y) +g(X,9Y)¢,
Ph(X,Y)—n(Y)9X = (Vx9)Y +h(X,0Y)+g(X,9Y)S,
Ph(X,Y)—n(Y)9X =g(¢X.Y)E —n(Y)9X +h(X,9Y)+g(X,0Y)&

dir. Bu esitliklerden
¢h(X,Y) :h(X’(pY)?

elde edilir. X =Y ve Y = ¢ X alinirsa benzer sekilde
Oh(X,Y)=h(¢X,Y),

elde edilir. Boylece
h(X,9Y) =h(9X,Y) = ¢h(X,Y),

bulunur.
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i1) (2.2.6) esitligi kullanilirsa

g(AveX.Y) =g (h(¢X,Y),V),
=g(Ph(X,Y),V),
=—g(h(X,Y),0V),
=—g(h(X,Y),tV+nV),

= _g(Anvan)a
oldugundan
g(AV(PX?Y) = —g(Aan,Y),
dir. Diger taraftan Ay simetrik oldugundan
PAVX = —Ay 9X,
yazilabilir. Boylece
PAVX = —Ay9X = AwX,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.3.1. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun 3-boyutlu bir

altmanifoldu M olsun. & € y (M) olmak iizere M nin slant olmast icin gerek ve yeter sart
(VxT)Y =0,
olmasidur.
Ispat: (3.4.9) ve (4.2.1) den
(%XT)Y = %XTY — T%XY,
= VxTY +g(X,TY)E —n(TY)X —T(VxY
= VxTY +g(X,TY)E —TVxY +g(X,Y)TE+n(Y)TX,
= (VxT)Y +g(X,TY)§ +n(Y)TX,
=-—N)TX+g(Y,TX)e +g(X, TY)E+n(Y)TX,

=0

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.3.2. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun 3-boyutlu bir

altmanifoldu M olsun. ¥ X,Y € x(M) icin M nin slant olmast icin gerek ve yeter sart
AnyX = AnxY,
olmasidur.
Ispat: M slant ise 4.3.1 den (%XT)Y =0 ve (%y T)X = 0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda
0=AnyX —th(X,Y),
0=AnxY —th(X,Y),
yazilabilir. Son iki esitlikten
0=AnyX —ApnxY,
yani
AnyX = AnxY
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Onerme 4.3.2. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda ¥ X,Y € (M) icin
(VXT)Y = AyyX — th(X,Y),
(VXN)Y = nh(X,Y) — h(X,TY),
dir.
Ispat: V X,Y € y(M) icin (3.4.6), (3.4.7) ve (4.2.2) esitlikleri kullanilirsa
(Vx9)Y = Vx9Y — ¢VxY,
=VxTY 4+ VxNY — ¢VxY,
— VxTY — g(X,TY)E +0(TY)X +VxNY — g(X,NY)&
+NNY)X = (Vx¥ = g(X,V)E +n(TY)X),
bulunur. (4.3.2) ve (4.3.3) esitlikleri gdz oniine alinarak

(Vx®)Y = VxTY — h(X,TY) — g(X,TY)E + (—AnyX + 1 (N)X)
*J— *
+VyN—9(VxY —h(X,Y) —g(X,Y)E +n(Y)X),

= VXTY _h(X7TY) _g(X7TY)§ + <_ANYX+TI(N)X>
*J— X *

+VyN—TVxY —NVxY +1h(X,Y)+nh(X,Y)

+8(X,Y)9& —n(Y)NX —n(Y)TX,
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olur. Ayrica (3.4.1) esitliginden
8(9X.Y)E —n(Y)pX =g(TX,Y)E +g(NX,Y)E —n(Y)TX —n(Y)NX,
bulunur. (3.4.6) ve (3.4.7) esitliklerinin kullanilmasi ile

g(TX,Y)g —T](Y)TX—T](Y)NX = (*VXT)Y+(*VXN)Y—h(X,TY)—Fg(TX,Y)é
—ANYx-I-TI(N)X-I'lh(X,Y)+I’lh(X,Y)

—NnNX —n(Y)TX,

bulunur. Burada son ifadedeki teget ve normal bilesenler karsilikli olarak esitlenirse ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.3.1. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda~N' X € TM ve V € T*+M icin

(Vyt)V = g(NX,V)E +g(X,tV)E +AwX — TAyX,

(Vyn)V = —h(X,tV) — NAyX,
dir.
ispat: (3.4.7) ve (4.2.1) esitlikleri kullanilirsa

(Vx9)V =VxoV — ¢VxV,
=VxtV+VxnV — ¢VxV,
= VxtV —g(X,tV)E +n(tV)X + VxnV — g(X,nV)E +n(NV)X

—9(VxV —g(X,V)E +n(V)X),
bulunur. (4.3.2) ve (4.3.3) esitliklerinden

(VX¢>)V = %XIV —h(X,tV)—g(X,tV)E+ (—AwX +N(N)X) + VynV
—¢(—AVX+77(N)X)+61V,
= %XtV —h(X,tV)—g(X,tV)E —AwX +n(nV)X + %;nV +TAyX
LNAVK 4 n(V)TX 4 n(VINX — 1YV — iV V.

elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.
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Teorem 4.3.3. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant
altmanifoldu M olsun. O zaman X € I'(Dy) ve Z € T'(D;,) igin [X,E] e T(D; ® (E)) ve [Z,&] €
['(Dy® (&)) dir.

Ispat: (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3) esitlikleri kullanilirsa X € I'(Dy) ve Z € T'(Dy) i¢in

=g(Vx&.Y) —g(VeX,Y)

& —g(X,E)E+n(E)X,Y) — g(VeX — (€, X)E +n(X)E,Y)

+2(E,X)g(E,Y) —n(X)g(&,Y)
=g(X,Y) = n(X)n(¥) - g(VeX,Y)
= —g(V:X,Y)
— —g(VeX —h(£,X),Y)
= —g(VeX +3(E,X)E—n(X)E.Y)
(VeX,Y) —g(€,X)g(E.Y) +1(X)g(£.Y)
(

VeX,Y)

=8

=8

elde edilir. Ayrica

oldugundan g([X,€],Y = g(VeY,X) dir. X € ['(D;) oldugundan X = ¢Z olacak sekilde bir Z €
['(Dy) vardir. Bu durumda; (g([X,&],Y) = g(X,VeY) = g(9Z,VeY) = g(h(§,Z),9Y) =0 elde
edilir (((g(h(X,Y),9Z) = g(VxZ,¢Y) oldugundan). O halde Y € I'(D,) oldugundan [X,&] €
['(Dy@(§)) dir. Z € T'(Dy) ve Y € T'(D;) olmak iizere

g([Z7§] =Y) :g(§26 _vEZ’Y)

=g(VzE.Y) —g(VeZ,Y)
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$(12.6].Y) = g(V2E — g(Z.E)E+M(E)Z.Y) ~8(VeZ~ 8(E.2)E +N(2)E.Y)
=8(VzE,Y) ~8(Z,£)8(E,Y) +3(Z.Y)

— ¢(VeZ,Y) +8(E,2)8(E,Y) +n(2)g(E,Y)

= 4(Z,Y) - (2 (Y) - ¢(V:Z,Y)

= —¢(V:Z,Y)

— —g(VeZ—h(£.2),7)

— g(VeZ+3(E,2)E —N(2)E.Y)

— g(VeZ,Y) —g(E.2)8(E,Y) +n(Z)3(E.Y)

= —g(VgZ,Y)

elde edilir. Boylece

—g(VgZ,Y)

dir. Y € I'(D;) oldugundan Y = ¢X olacak sekilde bir X € I'(D;) vardir. Bu durumda;
(8([Z,8],Y) = g(Z,VeY) = g(Z,¢V¢Y) = 0 bulunur. O halde ¥ € T'(Dy) ve g([Z,§],Y) =0
oldugundan

Z,8] e T(D2&(S))

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3.4. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda D| & D, distribiisyonu integrallenebilirdir.

Ispat: V X,Y € I'(D) icin

=g(VxY,&) —g(VyX,£)

— g(Vx¥ —g(X.Y)E+N(X)Y.E) — g(VyX — g(Y.X)E +0(Y)X,E)
— g(Vx¥,£) — (X, Y)g(&,&) + N(X)g(¥.&) — g(VyX,E)
g(Y,X)g(§,8) —n(Y)g(X,§)

=g(_xY;5)—g(§YX75)

—g(Y,Vx) +g(X.Vy&) =0

+

Boylece n([X,Y]) = 0 di. O halde [X,Y] € I'(D) dir. Yani D; @ D, distribiisyonu

integrallenebilirdir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.3.5. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant

altmanifoldu M olsun. Dy & (&) nin integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart
h(X,0Y)=h(¢X,Y) 4.34)
olmasidur.

ispat: (2.2.1) ve (4.2.1) esitliklerinden

O([X,Y]) = ¢(VxY —VyX)

=¢0(VxY +h(X,Y)—VyX —h(X,Y))
(VxY —VyX)
= (VxY — g(X,Y)E+n(Y)X) = VyX +g(¥,X)E —n(X)Y)

= VY — g(X,Y)OE +1(Y)OX — OVyX +g(¥,X)$E —n(X)P¥
O ([X,¥]) = Vx9Y — (Vxd)Y +n(Y)$X + (Vy$)X — VyoX — (X)9Y
— Vy0Y — h(X,0Y) + 0 (Y)PX — VyoX +h(Y,$X) —1(X)$Y
_ VY — VydX +1(Y)0X — 1(X)9Y — h(X, ) +h(Y, 6X)

bulunur. Son esitlikte ¢ ([X,Y]) nin normal kism1 A(X,9Y) —h(Y,¢X) dir.
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Ayrica;[X, Y] € T(D1 @ (£)) ise ¢([X,Y]) =0 dir. O halde h(X,¢Y) —h(Y,$X ) = 0 olmahdir.
Buradan

h(de)Y) :h(Y7¢X)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.6. Schouten-van Kampen konneksiyonlu bir M Kenmotsu manifoldun semi-slant

altmanifoldu M olsun. Dy & (§) nin integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart VX,Y €
L(Dy& (E)) igin
ApxY = ApyX (4.3.5)

olmasidrr.

Ispat: V X,Y € T'(D,) igin

— g(Vx¥ —g(X, Y)é+n(Y>x,é>—g<%yx—g<Y,x>é +0(X)Y,E)
— e(Vx¥,&) — g(X,¥)g(&,&) +1(¥)g(X, &)
— ¢(VyX, £) +8(Y,X) —n(X)g (¥, &)
— g(Vx¥, &)~ g(VyX.£)
— —g(VxE.Y) +g(VyE.X) =0

Ayrica
o([X,Y]) = ¢(VxY — VyX)
= o0(VxY +h(X,Y) - VyX —h(Y,X))
= ¢(VxY — VyX)
— §(VxY —g(X,Y)E+1(Y)X) — VyX +g(¥,X)E —n(X)Y)
O([X,Y]) = 9Vx¥ +n(Y)9X — $VyX —n(X)P¥
=Vx¢Y — (Vx0)Y +n(Y)9X + (Vy§)X — Vy X — n(X)9Y
x 1 L
O([X,Y]) = (~Agy + @)X +Vy @Y +0(Y)$X — (—Agx +a)Y — Vy X —1(X)Y

x L %L
— Aoy +Agx + Vi OY +N(Y)OX — Vy 90X —n(X)9¥
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dir. Son esitlikte ¢ ([X,Y]) nin teget kismi1 AgxY —AgyX dir. Bu durumda [X,Y] € I'(D, & (§))
ise ¢([X,Y]) =0 dir. O halde AyxY —AyyX = O dir. Buradan

AgpxY = AgrX

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Ornek 4.3.1. M = R’ Reel uzayini goz oniine alalim. R’ deki Kenmotsu yapiyt drnek 3.4.1 deki

X (k,s,u,v,w) = (k,0,u,s,vsin0,vcos 0,w)

doniisiimii ile verilen M altmanifoldu goz oniine alinsin. Bu durumda

10 10
el_e’&xl’ ez_et8y1’

1 0 1 /. d 0
63_;(9—)(3’ 64—g(smﬂa—y2—|—cosea—y3>,

85:§7

olmak iizere {ey,e,e3,e4,es} kiimesi y (M) nin bir bazidir. Diger taraftan

d d d d

¢(8_x,~) = _a_yi"l’(a_y,-) = 8_xj’1 <ij<3

olmak iizere

1 d
¢1__Z8_yl €2,
1 0
¢2—;a—x]— 15
1 0
¢€3——;a—y3 —es,

1 0 0
Peq = o (sineg—)62 + cos 98_x3> = ey,
¢65 :()7

dir. Biylece Dy = Sp{ey,ey} olarak alimrsa Dy distribiisyonu bir invaryant distribiisyon olur.

Simdi Dy = Sp{es,eq} olarak alalim.

g(¢e4,e3) B ﬁCOSG

= =cos0
[@eal| [les]] = ’

dir. Boylece D, distribiisyonu 0 slant acisina sahip bir slant distribiisyondur. Bu durumda
X (M) = Dy ® D, ® Sp{&E} seklinde yazilabilir. Boylece M altmanifoldu M Kenmotsu

manifoldunun bir semi-slant altmanifoldudur. Dogrudan hesaplamalar ile
[61762] = 07 [61763] = 07 [81764] = 07 [61765] =eq,
[e2,e3] =0, [e2,e4] =0, [e2,e5] = ea,
e3,e4] = 0, [e3,e5] = €3, [ea, 5] = ea,
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elde ederiz. Diger taraftan M iizerindeki ortonormal {e,es,e3,e4,e5} bazina gore

velel = ke + ley +me3 + nes + pes,

olarak yazilir. Burada

k:g (velelvel) JI =8 (velelvez) , 1M :g(velelue:i)

n=g(Veeres),p=g(Veeres),

dir. Kozsul formiilii yardimiyla

8 (?elelyel) = 07

oldugundan k = 0 dir. Aymi sekilde | =0, m = 0,n = 0, p = —1 bulunur. Boylece ?elel =-£

dir. Benzer sekilde

dir. Simdi M nin ikinci temel formunun bilesenlerini hesaplayalim. Burada

g(h(eiej),V) =g (Av(ei).e;) = —g(VeV.e;) =g (V. Veie;)
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oldugundan

h(e,e1) =g (V,Verer) = —g(V,§) =0,
h(ei,er) =g (V,Verez) = —g(V,0) =0,
h(ey,e3) =g (V,Veje3) = —g(V,0) =0,
h(ei,es) =g (V,Vejes) = —g(V,0) =0,
h(ei,es)=g(V,Veies) = —g(V,e;) =0,
h(ey,e) =g (V,Verer) = —g(V,E) =0,
er,e3) =g (V,Veres) = —g(V,0) =0,
( 0,
ez, e5) =g (V,Vezes) = —g(V,e2) =0,

(

(

(

(

dir. Boylece 1 <i,j <5, h (e,',ej) =0 dir. Ayrica

H= bO;MiZ(h) = £ (h(er,er) +hles,en) + h(es,es) +h(es,en) 4 (E,€)) =0

dir. Boylece M semi-slant altmanifoldu total geodezik ve minimaldir. Simdi M iizerindeki

Schouten-van Kampen koneksiyonuna gore

Vejey =V, e1+g(er,e1)E—n(er)e; =0,

dir. Diger taraftan
Vejes =Vees+g(er,es)&E—n(es)ep =0,

64



dir. Benzer sekilde

e1=0,V,e0=0 e4=0,V,e5=0,
Vee1 =0,Vo,e0=0,V,e3 = 0,Ve,eq = 0,Vo,e5 = 0,
Ve,e1=0,Ve,e2 = 0,Vere3 = 0, V04 = 0, Vire5 = 0,
%64 :0,66462 :0,%6463 :0,%6464 :O,%E4e5 =0
%esel = 0,%%62 = 0,%6563 = 0,%6564 = 0,66565 =0,

dir. Boylece ikinci temel form bilesenleri

h(e,-,ej)

dir. Buna gore

=g (Av (e),ej) =

—g <§eiV, ej> =g <V7 veiej> ,

h(ei,er) g(V Velel> =—g(V,0) =0,
h(el,e2) =g (V Ve1ez) — ¢(V,0)=0,
hei,e3) =g (V V€163> =—g(v,0)=0,
h(ey,e :g<V Vele4> =—g(V,0)=0,
h(ei,es) =g (V Vele5> =—g(V,0)=0,
h(ey,er) =g (V Vezez) =—g(V,0) =0,
h(ez,e3) =g (V V€2€3> =—g(V,0)=0,
h(ey,eq) =g (V Veze4> =—g(V,0)=0,
h(ey,es)=g (V Vezes> =—g(V,0)=0,
h(es,e3) =g (V V€3€3> =—g(V,0) =0,
h(es,es) =g (V Ve3e4> — g(V,0)=0,
h(ey,es) =g (v Ve3e5> — ¢(V,0)=0,
h(es,eq) =g (V Ve4e4> =—g(V,£)=0,
h(es,es) =g (V Ve4e4> =—g(V,es) =0,
h(es,es) = (V Ve5e5) g(V,0) =0,
bulunur. Boylece 1 <i,j <5 icinh (ei,ej) = 0dir. Ayrica;

1
~ boyM

() = < (h(er,e1) +hez,e2) + hes,es) + hleq ex) +h(E,€) =
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dir. Sonug olarak M semi-slant altmanifoldu Schouten-van Kampen konneksiyonuna gore total

geodezik ve minimaldir. Diger yandan

h(ei,¢ez) =h(er,er) =0,
h(¢€1,€2) = /’l(—ez,€2> =—h (62,62) = 0,

dir. Dolayistyla
h(ei,per) = h(gei,e2),

dir. Boylece (4.3.4) esitliginin saglandig goriiliir. Bu ise D1 & (&) nin integrallenebilir oldugunu

gosterir. Simdi Dy @ (&) distribiisyonunun integrallenebilir oldugunu gdsterelim. Yani
ApxY =ApyX,

oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin

g (Apeses,e3) = g (h(es,e3),pe3) =0,
g (A¢e4e3,e3) =g(h(es,e3),peq) =0,
g (A¢e3e4,e4) =g(h(es,eq),0e3) =0,
g (Apesez,es) = g (h(es,es),Pes) =0,

oldugundan dolayt
A¢e3 64 - A¢e4e37

dir. Dolaysiyla esitlik (4.3.5) saglanir. Dy & (&) integrallenebilirdir.
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