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Bes bolimden olusan bu yiiksek lisans tezinin birinci boliimiinde, tezde gz Oniine
alman Burgers denkleminin tarihcesi hakkinda kisaca bilgi verildikten sonra tezin amacindan
bahsedildi.

Ikinci boliimde, tezde kullanilan sonlu eleman yontemleri, kollokasyon yontemi ve kiibik
trigonometrik B-spline fonksiyonlar konularinda bilgiler verildi.

Uciincii boliimde 6rnek bir uygulama olarak 1s1 denkleminin kiibik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemi ile niimerik semasi elde edildikten sonra farkli baslangic ve sinir sartlar
ile verilen iki model problem i¢in hesaplanan niimerik sonuglar ¢izelgeler ve grafikler halinde
sunuldu.

Dordiincii boliimde, ilk olarak Burgers denkleminin kisa bir literatiir taramasi sunulduktan
sonra denklemle birlikte goz Oniine alinan farkli baglangic ve sinir sartlart ile verilen dort
model problem tanitildi. Daha sonra denklemdeki UU, lineer olmayan terimi yerine dort
farkli lineerlestirme teknigi kullanilarak kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi
ile niimerik semalar elde edildi. Elde edilen bu niimerik semalar kullanilarak sunulan model
problemlerin niimerik ¢oziimleri hesaplandi ve bu niimerik c¢oziimler mevcut tam ¢oziim
ile literatiirdeki farkli calismalarda sunulan sonuglarla cizelgeler ve grafikler yardimiyla
karsilastir1ldi. Ayrica niimerik semalarin kararlilik analizleri benzer olacagindan sadece LIN-1
ile elde edilen semanin kararlilik analizi von Neumann yontemiyle incelendi.

Son boliim olan besinci boliimde, dort farkli lineerlestirme tekniginin model problemlere
uygulanmasi ile elde edilen sonuclar kendi icerisinde karsilastirilarak degerlendirildi.

Anahtar Kelimeler: Burgers Denklemi, Is1 Denklemi, Kollokasyon Sonlu Eleman Y 6ntemi,
Trigonometrik B-Spline
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In the first chapter of this master’s thesis, which consists of five chapters, after giving brief
information about the history of Burgers equation considered in the thesis, the purpose of the
thesis is mentioned.

In the second chapter, information about finite element methods used in the thesis,
collocation method and cubic trigonometric B-spline functions are given.

In the third chapter, after obtaining the numerical scheme of the heat equation with the cubic
trigonometric B-spline collocation method as an exemplary application, the numerical results
calculated for the two model problems given with different initial and boundary conditions are
presented in tables and graphs.

In the fourth chapter, after a brief literature review of the Burgers equation is presented,
four model problems given with different initial and boundary conditions are introduced with
the equation. Then, numerical diagrams were obtained by using cubic trigonometric B-spline
collocation method by using four different linearization techniques instead of nonlinear term
UU, in the equation. Using these numerical schemes, the numerical solutions of the presented
model problems were calculated and these numerical solutions were compared with the current
full solution and the results presented in different studies in the literature with the help of charts
and graphs.In addition, since the stability analysis of the numerical schemes would be similar,
the stability analysis of the scheme obtained only with LIN-1 is examined by von Neumann
method.

In the fifth chapter, which is the last chapter, the results obtained by applying four different
linearization techniques to model problems are compared and evaluated.
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1. GIRIS

Burgers denklemi uygulamali matematik, fizik ve miihendisligin pek cok alaninda kullanilan
lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Ozellikle son zamanlarda bilgisayar ve
hesaplama kapasitesindeki muhtesem gelismeler bilim insanlarim lineer olmayan diferansiyel
denklemleri inceleme konusunda motive etmektedir. Bunlar arasindan Burgers denklemi kendini
ayricalikli yapan baslica 6zellikleri ile 6n planda yer almaktadir. Bu 6zelliklerden bazilari; tam
¢Oziimiiniin iyi biliniyor olmasi, dogrusal olmayan konvektif terimin ve difiizif terimin aym
anda var olmasi, kismi diferansiyel denklemler icin standart bir test problemi olusturmasi,
denklemde bulunan viskozitenin sifira yakinlasmasi neticesinde dalga denklemine ve U’nun

sifira yaklasmasi durumunda ise 1s1 denklemine doniismesi olarak siralanabilir [1].

Burgers denklemiyle ilgilli ilk ¢alismalar 1915 yilinda Ingiliz matematik¢i Harry Bateman
(1882-1946) tarafindan gerceklestirildi. Bateman

U oU 0*U

— —=v—=,0 L, 0 1.0.1
ar+Uax Vo <x<L O0<t<Tt ( )
bicimindeki denklemi
Ux,0)=y(x),0<x<L (1.0.2)
U0,t)=Ci(1), UL,t) =8(1), 0<t <7 (1.0.3)

baslangic ve sinir sartlariyla beraber tanitmasina ragmen Burgers denklemine asil adini veren
kisi Hollandal1 bir fizik¢i olan Johannes Martinus Burgers (1895-1981) olmustur [1-3]. Burgers,
1948 yilinda yapti§1 calismalarda tiirbiilans teorisinin matematiksel modellemesi i¢in (1.0.1)
denklemini kullanmistir. Diger calismalar1 sayesinde de akigkanlar mekani8inin 6nde gelen
isimleri arasina adin1 yazdirmistir. Bu alanda yakaladig bagarilar i¢in Burgers’i onurlandirmak

adina (1.0.1) denklemi artik onun adiyla anilmaya baslanmistir [1].

1950 yilina gelindiginde Eberhard Hopf (1902-1983) [4] ve 1951 yilinda ise David

Cole (1925-1999) [5] birbirinden bagimsiz olarak Burgers denklemini lineer 1s1 denklemine

doniigtiiren
Oy
Ul(x,t) = —ZVE (1.0.4)
90 %6
ot ox?



seklinde bir doniisiim elde ettiler ve bu 1s1 denklemini keyfi bir baslangi¢ sartiyla tam olarak
cozdiiler. Bu nedenle (1.0.4) ile verilen doniisiim genel olarak Hopf-Cole doniisiimii olarak
bilinir.

Fizik ve miihendislikte de kullanigli olan Burgers denklemi viskoz akigi ve tiirbiilans teorisi,
dalga yayilimi, sok teorisi, gaz dinamigi, kozmoloji, trafik akisi, kuantumlar gibi bir¢ok alanin
analizinde yer almaktadir. Simdi Burgers denkleminin verilen farkli alanlarda nasil kullanildigim

gormek adina bunlardan bazilarina kisaca deginilirse;

Tiirbiilans bir sivinin ya da gazin hareket halindeki diizensizligini ifade etmek igin
kullanilmaktadir. Bu alandaki calismalar1 matematiksel olarak ifade edebilmek icin Burgers
denklemi hayati bir 6neme sahiptir. Murray [6], Navier-Stokes tiirbiilans denkleminden yola

cikarak calismalar yapsa da Baker ve arkadaslar1 [7]

oU 190°U _JU

seklinde verilen dagitilmis kontrole sahip Burgers denklemini kullanarak tiirbiilans analizi

gercgeklestirdiler. Burada b(z), aktiiator (¢aligtirici) dagitim fonksiyonudur.

Kreiss ve Kreiss [8], sokun kararli durum ¢6ziimiiniin yakinsamasi durumundaki etkisini
incelemek i¢in viskoz Burgers denklemini, baslangic ve homojen olmayan Dirichlet sinir
sartlarin1 kullanarak degerlendirdiler. Lineer olmayan Burgers denklemi, soklarin olusumu ve
yayilmasi, siireksizliklerin genislemesi ve sok carpigmalar: gibi problemler i¢in sok yakalama

semalar1 kullanilarak ¢oziildii [9].

Akigkanlar miihendisliginde, konveksiyon ve difiizyonun etkilesimini gostermek igin
kullanilan Burgers denklemi gaz dinami8i teorisinde de kullanilmaya basland1 [10]. Ayrica
Burgers denlemi

U[ + UUX — vax - A{U
seklinde formiile edilerek gaz dinamiginde sinir tabakadaki 1s1 aligverisi ile iliskilendirilmistir.

Bu tezde, (1.0.1) ile verilen Burgers denklemi, (1.0.2) ve (1.0.3) ile verilen baglangi¢ ve siir
sartlart ile birlikte gbz oniine alindi. Denklemdeki U hizi, x konumu, ¢ zamani ve v kinematik
viskoziteyi karsilar. {;(¢) ve {,(¢) ise problemin ¢oziilmesine yonelik spesifik kosullara bagh
olarak degisebilecek olan sinirlarin farkli degerlerini gostermektedir. UU, ve U,, terimleri ise

sirastyla lineer olmayan 1s1 taginmasini ve yayilmasini ifade etmektedir.



Bu tezde Burgers denkleminin, denklemdeki lineer olmayan UU, terimi yerine dort
farkl lineerlestirme teknigi kullanilarak kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi ile

yaklasik ¢oziimleri elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yonteminin ilk ortaya ¢ikigt 1960 yillarinda baslamistir ve o zamandan
giinlimiize kadar fizik ve miihendisligin hemen hemen tiim alanlarinda siklikla kullanilmaktadir.
Bu yontemin gelisimine katki saglayan baglica aragtirmacilar Arygyris, Clough ve Zienkiewicz
olarak soylenebilir [11]. Bu yontemin gelisim siireci izlendiginde yiiksek hizli dijital bilgisayarin
gelisimiyle birlikte fizik ve miihendislik problemlerin ¢oziimiine pratik bir yol sundugu

goriilmektedir [12].

Sonlu elamanlar yontemi, fiziksel bir olusumu modelleyen, baslangic ve sinir kosullar ile
verilen bir kismi diferansiyel denklemi es zamanli olarak cebirsel denklem sistemine indirgemek
suretiyle problemi basitlestirmektedir. Bu yontemlerde, problemin ¢oziim bolgesi iki veya daha
fazla ortak diiglim noktalarinda, sinir cizgilerinde veya yiizeylerde birbirine bagli daha kiiciik
bolgelere veya elemanlara ayrilir. Sonlu elemanlar yonteminde problem, ¢oziim bolgesi tizerinde
tek bir islem yapilarak coziilmek yerine alt bolgelerde ayr1 ayr1 ¢oziimler yapildiktan sonra elde

edilen coziimler birlestirilirler.

Problemlerin ¢6ziimiinde sonlu elemanlar yontemlerinin kullanilmasinin sagladigi avantajlar

su sekilde siralanabilir:

1. Diizgiin olmayan yapilar1 dahi kolayca modelleyebilmesi,

2. Farkli malzemelerden yapilan yapilar1 modelleyebilmesi,

3. Cok cesitli sinir sartlarini birlikte modelleyebilmesi,

4. Gerektiginde elemanlarin biiyiikliiklerinin degistirilebilmesi,

5. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi,

6. Sonlu eleman modelinin bilgisayar programlama mantigina uygun olmasi [12].

Sonlu elemanlar yonteminin problemlere uygulanmasi alt1 asamada gerceklesir:

1. Verilen bolgenin ayriklagtirllmasi: Sonlu elemanlar yonteminin temel mantigi,
verilen bolgeyi daha kiiciik parcalara ayirarak problemin ¢oziimiinii bu bdolgeler

tizerinden degerlendirmektir. Bolge pargalara ayrilirken diizgiin olmayan ylizeylerde sonuclarin



o

hizli degistigi yerlerde olabildigince kiigiik, diizgiin olan yerlerde ise daha biiyiik parcalara

ayrilir.

2. Tipik elemanlar i¢in eleman denklemlerinin tiiretilmesi: Tipik elemanlar i¢in yaklasim
fonksiyonu secilirken genellikle birinci, ikinci ve iiciincii dereceden polinom fonksiyonlarinin

yani sira trigonometrik fonksiyonlar da seg¢ilebilir.

3. Elemanlarin birlestirilmesi: Burada, ikinci adimda tiiretilen fonksiyonlar
birlestirilir ve
Ku=F
formunda yazilir. Bu formda yazilan denkleme birlestirilmis veya global denklem denir. Burada
F global diigiim kuvvet vektorii, K global yap1 veya toplam stifness matrisi ve u bilinmeyenlerin

olusturdugu vektordiir.

4. Problemin siir sartlarinin uygulanmasi: Bu adimda, 3. adimda elde edilen denklem

sisteminde sinir sartlart kullanilir.

5. Birlestirilmis denklemlerin ¢oziimlenmesi: 3. ve 4. adimlardan sonra n-bilinmeyenli
n-tane denklem elde edilir. Elde edilen denklem sistemi, matris formunda degisik paket

programlar ve herhangi bir programlama dilinde hazirlanan programlar yardimiyla ¢oziilebilir.

6. Sonuclarin degerlendirilmesi: Bu adimda, sonuclar ¢izelge veya grafikler yardimiyla

degerlendirilir [12-14].

2.1.1 Kollokasyon Yontemi

Bir diferansiyel denklemin tam c¢oziimii ile yaklasik ¢oziimii arasindaki farkin,
stfirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile carpilip toplamlarinin en kiigiik yapilmasi islemi agirlikli
kalan yontemi olarak adlandirilir ve bu yaklagima dayanan metotlara ise agirlikli kalan metotlari

denir [15].
Agirlikl kalan yontemini ifade etmek i¢in € bolgesinde

Alu) = f (2.1.1)

operator denklemi goz Oniine alinsin. Burada A, lineer veya lineer olmayan operatdr ve f,
bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak tanimlanirsa, buradaki denklemin u ¢oziimiine bir

yaklagim

N
un =Y cj®;+ 9o (2.1.2)
j=1

5



olarak kullanilir ve (2.1.2) ile verilen uy yaklasik c¢oziimii (2.1.1) denkleminde yerine

yazildiginda fy = A(uy) fonksiyonu elde edilir. A(uy) ile f fonksiyonu arasindaki farka
N
R=A(un) —f=A(Y ¢jpj+90) — f#0 (2.1.3)
=1

yaklagimin kalam denir. Burada R kalan fonksiyonu, c¢; parametrelerine bagh oldugu kadar

konuma da baghdir ve c; parametreleri

/ Vi(x,y)R(x,y,cj)dxdy =0 (i=0,1,2...N) (2.1.4)
0 .

agirlikli kalan integralinde R kalami sifir olacak bicimde secilir. Buradaki Q iki bo-
yutlu bir bolge ve y;’ler ise agirhikli kalan fonksiyonlart1 olup (2.1.4) integralinin
hesaplanmasiyla elde edilen denklemlerin ¢oziilebilmesi icin segilen y; agirlikli kalan
fonksiyonlar kiimesinin lineer bagimsiz olmas: gerekir. Agirlikli kalan yonteminde, agirlik
fonkiyonunun se¢imine bagh olarak yontemler farkli isimlerle adlandirilirlar [13, 15]. Bu tezde

kollokasyon yontemi kullanildig1 icin bu kisimda yontem ile ilgili bilgiler verilecektir.

Kollokasyon yonteminde, y; agirlik fonksiyonlart 6 (x — x;) ile gosterilir ve

)1 x=x
/Q(S(x—x,)dxdy—{ 0 x£x
olacak sekilde tanimlanir. Burada, x;’lere kollokasyon noktalar1 denir ve keyfi olarak secilir.

(2.1.4) integralinde y; agirlik fonksiyonlari yerine & (x — x;) yazilirsa
/Q §(x—x)R(x,c;)dxdy=0  (i=0,1,2..N) (2.15)
elde edilir. Buradan (2.1.5) denklemi kapali formda
R(xi,cj) =0 (i=1(1)N) (2.1.6)

seklinde yazilabilir. (2.1.6) denklemi, N tane kollokasyon yonteminden hesaplanirsa
N-bilinmeyenli N-tane denklem sistemi elde edilir. ¢; katsayilar1 bu denklem sisteminden

kolayca bulunabilir [13, 16].

2.2 Kiibik Trigonometrik B-Spline Fonksiyonlar

Sifirinct dereceden B-spline fonksiyonu

I x<x<ux;
0 _ i i+1
T7(x) = { 0 diger

6



ve k=1,2,3, ... olmak iizere

sin(*5) sin (kLT
TFx)= —2 2 1K1 (x +—2,Tk_l X
i ( ) SiIl(thkz xl) i ( ) Sin(kaElfx,) i+1 ( )

bagintis1 ile trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilir [17-19]. Eger [a,b]

araligindaki parcalanma diizgiin ise indirgeme bagintisi

k sin(%5%) sin(MH5) _
Ti (X) = 51n(@) Tl (X)+W]}+l ()C), k= 1, 2, 3... (221)
2

olarak yazilabilir.

T?(x) kiibik  trigonometrik B-spline fonksiyonlarini  hesaplamak icin (2.2.1)
bagintisinda k = 3 alindiginda

plx) = sin(*=~)
olmak iizere
300\ p(xi) o p(xita) 2
W) = o B )+ G T (222)

bulunur. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini bulabilmek i¢in gerekli olan kuadratik
B-spline esitlikleri

0= sin(g) sin(h) sin(%)

olmak uizere

) P3(Xi), Xi <X <Xyl
p~(xi)p(xiv2)
p(xi) 1 Xit1 < Xx<Xjip
i (31_,1) T (x) = g —PW)p (xz+3) (1), T a
2 p(xi)p*(xiy3), Xit2 <X < Xit3
0, diger
ve )
—p(xita)p*(Xiy1), Xi <X < Xiy]
p(xiya)p(Xip1)p(xit3)
p(xita) 1 Xip] <X < Xi2
sm(l”‘) T2 (x) = 9 —PLIPGi3)p(xi), " "
2 P (xita), Xip2 <X < Xi43
0, diger
olarak yazilabilece8inden (2.2.2) esitligi
P3 (xi), Xi <X < Xjt1
—p?(xi)p(xiy2)
—p(x)p(xip3)p(Xix1)  xip1 <X <Xy
; 1 —P(Xi+4)2l?2 (Xit1),
T (x) = 9 p(xi)p~(xi13)
+pxira)p(xip1)p(xiv3)  Xig2 <X < Xiy3
+p? (xip4) p(xig1),
—p? (Xit4), Xit3 <X < Xjt4
L 0, diger




seklinde bulunur. Buradaki trigonometrik B-spline fonksiyonlar
X—X; h 3h

p(x;) = sin( 5 ), 0= sin(i) sin(h) sin(j), i=0,..,N
olmak iizere
( p(xis2), Xio <X <X
—p*(xi—2)p(x:)
—p(xi2)p(xir1)p(xic1) X1 <x <X
1 —p(xit2)p?(xi-1),
T (x) = 0 p(xi—2) P (xi+1)
+p(xip2)p(xic1)p(xip1) X <x<Xipq
+p*(xi12) p(xi),
—p* (xit2), X1 <X < Xig2
L 0, diger

formunda bulunur.

Problemin analitik ¢6ziimii i¢in genel yaklagim kiibik trigonometrik B-spline

kullanilarak
N+1

Un(x,t) =Y T (x)&(t) (2.2.3)
i=—1
seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilari zamana bagl degiskenler olmak iizere Ti3 (x)

fonksiyonlar1 kiibik trigonmetrik B-spline fonksiyonlarin1 gosterir. Ti3(x) fonksiyonlarinin
[Xi—2,xiyp] araliginin diginda sifir oldugu ve [x;_»,x;;2] arahi@inda dort elemani orttiigii

bilinmektedir. Dolayistya her bir [x;,x; 1] sonlu elemany, T;* | (x), T7(x), T2, (x), T}, (x) olarak

dort kiibik trigonometrik B-spline tarafindan ortiileceginden (2.2.3) yaklagim
i+2
Un(x,t) =Y To(x)8u(t) (2.2.4)
m=i—1
Un(x,1) = T2 ()81 (1) + T3 (0)8i(1) + T (1) 8141 (1) + T35 (x) 842(1)

olarak elde edilir. Bu yaklasim icin kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilarak x;

noktasindaki U (x;,7) ve sirastyla birinci ve ikinci tiirevi i¢in yaklagimlar
i+2

Un(xist) =Ui="Y. T (xi)6n
m=i—1
dUny (x,1 r 8 AT (x
dx e dx
dZU ¢ " i+2 d2T3 .
M) N AT
dx? m=i—1 dx?
olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
h 3h
o = sinz(i)csc(h)csc(i)
o0 — 2
2T 1+ cos(h)



olmak tizere

esitlikleri bulunur [20].

3 3h

pr= —ZCSC(E)
pr=Sese(Y)

Ui= o161+ 08+ a1+
Ui = B18i_1 + B2bis1

U =161+ 18 +71611

(2.2.5)



3. ISI DENKLEMININ KUBiK TRIGONOMETRIK B-SPLINE KOLLOKASYON
YONTEMI ILE NUMERIK COZUMLERI

3.1 Is1 Denklemi

Uygulamali matematigin en onemli kismi diferansiyel denklemlerinden biri olan 1s1
denklemi, 1s1 iletiminin modellenmesinde, yaymimli islemlerde ve gdzenekli ortamlarda akista
onemli bir yer edinmektedir. Modern anlamda fiziksel ve matematiksel 1s1 iletiminin kasifi olan
Joseph Fourier, ilk olarak 1803 civarinda konuya ilgi duymaya baslad1 ve baslangicta sinirh
sayida ayr cisimler arasindaki 1s1 hareketini ele aldi. Daha sonra problemi siirekli cisimler
arasindaki 1s1 hareketine tasidi ve bunu 1822°de yayinladig1 “Analytical Theory of Heat” isimli

caligsmasiyla sundu. Fourier, bir cismin yiizeyindeki 1s1 hareketi i¢in genel ifadeyi

oU )
— =kV
pc 3 kV-U

biciminde ifade etti. Burada p malzeminin yogunlugunu, ¢ 6zgiil 1s1y1, k ise 1s1 iletkenlik
katsayisinin  gostermektedir [21]. Fourier, bu problemi c¢ozmek icin ilk olarak tahmin
yontemini kullandi. Cubuktaki sicaklik, hem zamanin hem de mekanin (uzay) bir fonksiyonu
oldugu i¢in sonucun hem zaman hem de uzay foksiyonlarinin birbiriyle carpimindan
bulunacagin1 Ongoérdii. Sonug, siniis dalgasiyla (uzay) iistel azalan foksiyonun (zaman)
carpimiydi. Eger cubuk, en basta grafigi siniis dalgasi olan sicaklik dalgasina sahipse, siniis
dalgasinin dalga boyunun karesiyle orantili olacagi noktada sicaklik agamali olarak sifira veya

ortam sicakligina diisecektir [22].

Bu kisimda

U; = kU,y, 0<x<1, t>0 (3.1.1)
seklinde verilen 1-boyutlu zamana bagl 1s1 denklemi
U(Ovt):glv >0
U(lvt)2827 120

sinir sartlar1 ve
U(x,0) = f(x)
baslangi¢ sartlariyla géz Oniine alindi. Denklemde goriilen x ve ¢ indisleri sirasiyla konuma ve

zamana gore tiirevleri temsil etmektedir.
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3.2 Model Problemler
Bu kisimda (3.1.1) ile verilen 1s1 denklemi
U,t)=U(1,t)=0,1>0

sinir sartlar1 ve asagida verilen iki farkli baglangic sart1 ile birlikte goz Oniine alindi.

3.2.1 Problem 1
IIk olarak, (3.1.1) ile verilen 1-boyutlu zamana bagl 1s1 denklemini, k = 1 olmak iizere

2x 0<x<%

Ulx,0)= { 2(1-x) L<x<l
baslangic sarti ile gdz Oniine alindi. Verilen bu problemin tam ¢oziimii

8 w1 1
U(x,t) = = Z’l E(sin Enn)(sinnﬂ:x) exp(n’m’t)
n—=

dir [23].

3.2.2 Problem 2

Ikinci olarak, (3.1.1) ile verilen 1-boyutlu zamana bagl 1s1 denklemini k = % olmak iizere
U(x,0) = sin(7x)
baslangic sartiyla g6z oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii ise
U (x,t) = exp(—t) sin(7x)

dir [24].

3.3 Is1 Denkleminin Kiibik Trigonometrik B-spline Kollokasyon Yontemi ile Niimerik

Coziimii

Bu kisimda, ornek bir uygulama olarak 1s1 denklemine kiibik trigonometrik B-spline

kollokasyon yontemi uygulanacaktir. Bu amacla (3.1.1) ile verilen denklemdeki U; ve Uy, yerine

sirastyla
Un-H _yn
Ur="x
U + Ui,
UXX - T

11



ileri fark ve Crank-Nicolson yaklasimlari yazilir

Un—H —_yn B kng-ﬁ-l + U)le
At 2

=0

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

At

2

At
kuyizU"+§%Ug (3.3.1)

elde edilir. (2.2.4) ile verilen yaklasim ve bu yaklagimda kiibik trigonometrik

fonksiyonlarin kullanilmasiyla

Ui = 0161 + 028 + 011 841
U; = B18i—1 + B2dis1
U =181+ 18+ N
seklinde elde edilen ve (2.2.5) ile verilen yaklagimlar (3.3.1)’de yerine yazilirsa
(%¥T+%¥“+%@ﬂ5_%Mﬁ¥T+W¥“+%@ﬁU:
(@8 +adl + ady) + SRS + 1ol +ndl)
bulunur. Daha sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa
84! (o — %k%) +6 (o~ %’Wz) +614 (o — %k?’l) (3.32)
= 611 (e Skom) + 8 (e + S ko) 811 (o + S k)

olarak elde edilir. Bu sistem matris formunda

At

el =0 — Ek%
At

ey =0 — ?ki’z
At

fi=o0q+ ?k%

At
Hh=0o+ gki’z

olmak tizere

- T oenil 1 o .
ey ey eq Sﬁll fl f2 fl aﬁ1
el e e 8 fi 2 h 9%
1 ' '
! Oy
I er e er | | & | N Ao ]| S
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yazilabilir. Boylece (N + 3) bilinmeyen ve (N + 1) tane denklemden olusan bir sistem elde edilir.
Daha sonra problemle birlikte verilen sinir sartlari kullanilarak 0_; ve Oy bilinmeyenleri

digerleri cinsinden yazilabilir.

x = x; noktasinda
U(xi,t) — 5l-n_+11 + O£25l-n+1 + 0 6i2—+11
yaklagimi yardimiyla §_; bilinmeyeni, i = 0 i¢in x = x¢ noktasinda U (xp,7) = 0 oldugundan
—oy 51n+1 . a2561+1

(04]

n+l __
o' =

ve Oy bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,?) = 0 oldugundan

— 0 5;\l,ti — 0626]r\}+1

(04]

n+l __
5N+1 r

seklinde digerleri cinsinden bulunur. Daha sonra 6_; ve 8y, esitlikleri (3.3.2)’de yerlerine

yazilirsa i = 0 i¢in

—oy 8 — o 8! At At
(— 220 V(o — Sky) + 8 (00 — k) +
(04 2 2
At —a1 0" — o & At
8 (en = Thm) = (—— ) (au + k) +
1

At At
0y (0 + 7’6?’2) + 67 (aq + Ek%)

—a At At At At
5(})1Jrl —2(061 ——kn)+ (o — =kp) 4'61nJrl —(o = —kn)+(ou ——kn)| =
(04] 2 2 2 2

—o At At At At
& {a—]z(al +>kn)+ (o + ?kh)] +6 [—(al +—kn) + (o + —kn >}

At At
syl {—2 k(ooy — }’2} +61.0= 5 {—2 k(—oon + Yz} +91.0
ve i = N i¢in

—o S — 8! t
o — —kn)=
p )1 ——kr1)

-0 05| — by
LN 0+ k)

At At
Sy (= k) + 83T (= ki) + (

At At
6y_1(on + —ky) + Sy (o + k) + (
2 2 (04]

. At At [~ At At
St [—(051 — 5 kn)+ (- Ek?’l)] + 8yt {a—l(al — 5 kn)+ (a2 — 7’67’2)} =

At At —o At At
o1 [—(ocl + ?kyl) + (o + ?k}q)} + oy {712(051 + 7le) + (0 + ?kyz)}
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At At
Sitl.o+out! [?k(aﬂl — 7’2)} = Oy_1-0+ 6y {?k(_aﬂl + 72)1

seklinde bulunur. Sistemin son hali matris formunda

olmak uizere

ai
€1

€ e

€1

Y)

€l

At
a = ?k(am - %)
At
e =0y — Tk%

At
e =0 — 7’0’2

At
fi=o1+ ?k'}’l

At
L=+ ky

- sn+1
50+l
n

61

n+1
5N—l

n+1
B 5N

S

f2

S

fi L N

ai

%
of

51

N

1

(3.3.3)

yazilabilir. Boylece (N + 1) x (N + 1) tipinde bir sistem elde edilir. Bu sistemin iteratif olarak

¢oziimiine baglamak igin n = 0 olmak iizere 6" baglangi¢ parametrelerinin bulunmasi gerekir.

Bu amagla problemle birlikte # = 0 i¢in verilen baglangi¢ sarti

kullanilarak

Ui=U(x;,0) = Ui = 1 6;—1 + 028 + @1 611

Up = 0t10_1 + 080+ 04 9

Uy =0q6+ 0o +a16

Un = a10y—1+ 00y + a1 Oy 41
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elde edilir ve matris formunda

o O 04 6_1 Uo
o 0 o 0o U,
I o o o || Oy | | Unv |

bi¢ciminde yazilabilir. Bu sistemde de (N + 3) bilinmeyen (N + 1) tane denklem oldugundan J_

ve Oy, bilinmeyenlerinin yok edilmesi gerekir. Yan sart olarak U / kullanilmasiyla

Ui/ = B16i—1 + B20i+1

/ U/— s
UO :[315_1 +ﬁ261 - 5_1 = OT&I
U, — B,5
al(oﬁ—[:),zl)+a250+a161 —0
1
U/
a260+061(1—&)5]+a1(_0):0
B Bi
' Uy — Bidy—
Uy — Bidn—
020615]\/1—}-0625]\[-1—051(%)
2
1 U
Otl(l—ﬁ—)5N_1+0626N+al(_N):O
B2 B,
sistem
_ [0%) 061(1_%) I 0o ] [ ) i —(xl(%)
(04} (0%) (041 5, U, 0
= +
“a % %1 5 Ov-1 Un-1 0
__1 5 U !
i ar(l—=g) o | [ o | | Uv | _—061(%)_

seklinde (N 4 1) x (N + 1) tipinde bir sisteme doniisiir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle elde edilen &°

parametreleri (3.3.3) ile verilen sistemde kullanilarak istenilen # zamanindaki sonuglara ulasilir.

3.3.1 Niimerik Sonuclar

Bu caligmada biitiin hesaplamalar Intel Pentium bilgisayarlarda Matlab R2011a derleyicisi

kullanilarak yapildi. Niimerik ¢6ziimlerin analitik sonuglara ne kadar yakin oldugunu gostermek

15



icin

L., = max |U™" —U7|
J
1

L, =

N 2
hY U (xi,tj) — Ui j|
=1

1

ile verilen hata normlar1 hesaplandi ve niimerik ¢oziimler cizelgeler/grafikler halinde verildi.

Problem 1 ve Problem 2 i¢in elde edilen niimerik c¢oziimler ile tam ¢oziimlerin

karsilastirilmasi Cizelge 3.1-Cizelge 3.4°de verildi.

Cizelge3.1:7=0.1,0 <x <1, Ar =0.001 ve N = 10,20,40, 80 i¢cin Problem 1’in
niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =10 N =20 N =40 N =80 Coziim
0 0 0 0 0 0

0.1 0.09354572 0.09339561 0.09335766 0.09334814 0.09334565
0.2 0.17793860 0.17765535 0.17758386 0.17756595 0.17756133
0.3 0.24491841 0.17765535 0.24443521 0.24441088 0.24440470
0.4 0.28792546 0.28747530 0.28736223 0.28733401 0.28732684
0.5 0.30274539 0.30227353 0.30215511 0.30213522 0.30211809
0.6 0.28792546 0.28747530 0.28736223 0.28733401 0.28732684
0.7 0.24491841 0.24453238 0.24443521 0.24441088 0.24440470
0.8 0.17793860 0.17765535 0.17758386 0.17756595 0.17756133
0.9 0.09354572  0.09339561 0.09335766 0.09334814 0.09334565
1 0 0 0 0 0
L,x10° 0.44751703 0.11113889 0.02653592 0.00588529
L..x10® 0.62729705 0.15543912 0.03701821 0.01713053

Kismi diferensiyel denklemlerinin ¢6ziim yollarindan biri olan kollokasyon sonlu eleman
yonteminin en 6nemli 6zelligi, verilen problemin ¢oziim bolgesini alt bolgelere ayirarak ¢ézmesi
oldugundan bir Onceki bolimde bahsedilmisti. Bu yontemde ¢6ziim bolgesi ne kadar ¢ok
alt bolgeye ayrilirsa niimerik ¢oziimiin tam ¢oziime o kadar yakin sonu¢ vermesi ve hata
normlarinin da kiiciik olmasi beklenmektedir. Bu durum sirasiyla Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2’de
incelendi. Cizelge 3.1’de At = 0.001 ve ¢ = 0.1 olmak tizere N boliintii sayisinin 10,20,40, 80
degerleri icin sonuclar sunuldu. N boliintii sayist arttikca sonlu elamanlar yonteminden
beklendigi gibi hata normlarinin kiigiildiigii ve niimerik sonuglarin tam ¢oziime daha iyi

yaklastig1 acik bir sekilde goriilmektedir.
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Cizelge3.2:7 =0.1, 0 <x <1, N =40 ve Ar = 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005 i¢in
Problem 1’in niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlar.

Niimerik Coziim Tam
X At =0.01 Ar =0.005 Ar=0.001 Ar=0.0005 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.09328670 0.09334094 0.09335766 0.09335817 0.09334565
0.2 0.17747107  0.17755181 0.17758386 0.17758488 0.17756133
0.3 0.24410005  0.24438837 0.24443521 0.24443667 0.24440470
0.4 0.28799071  0.28716984 0.28736223 0.28736399 0.28732684
0.5 0.31636515 0.30596752 0.30215511 0.30215698 0.30211809
0.6 0.28799071  0.28716984 0.28736223 0.28736399 0.28732684
0.7 0.24410005 0.24438837 0.24443521 0.24443667 0.24440470
0.8 0.17747107  0.17755181 0.17758386 0.17758488 0.17756133
0.9 0.09328670 0.09334094 0.09335766 0.09335817 0.09334565
1 0 0 0 0 0
L,x10° 2.69916171 0.90468387 0.02653592 0.02782061
L.x10° 1424706112 3.84942604 0.03701821 0.03888928

Sekil 3.1 : Problem 1'in N = 80, At = 0.001 ve # = 0.1 i¢in niimerik sonuglarinin
grafigi.
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=0.1

Sekil 3.2 : Problem 1’in N = 80, Ar = 0.001 ve r = 0.1 i¢in hata grafigi.

Cizelge 3.3:7=0.1,0 <x <1, Ar =0.001 ve N = 10,20,40, 80 i¢cin Problem 2’nin

niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =10 N =20 N =40 N =80 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.27943651 0.27956684 0.27959932 0.27960743 0.27961014
0.2 0.53151982 0.53176773 0.53182951 0.53184494 0.53185009
0.3 0.73157427 0.73191549 0.73200052 0.73202176 0.73202885
0.4 0.86001714 0.86041826 0.86051822 0.86054319 0.86055152
0.5 0.90427553  0.90469729 0.90480240 0.90482866 0.90483742
0.6 0.86001714 0.86041826 0.86051822 0.86054319 0.86055152
0.7 0.73157427 0.73191549 0.73200052 0.73202176 0.73202885
0.8 0.53151982 0.53176773 0.53182951 0.53184494 0.53185009
0.9 0.27943651 0.27956684 0.27959932 0.27960743 0.27961014
1 0 0 0 0 0
L,x10° 039731314 0.09908222 0.02475882 0.00619272
L..x10® 0.56188563 0.14012342 0.03501427 0.00875783
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Cizelge 3.4: N = 40, 0 < x < 1, t = 0.1 ve At = 0.01,0.005,0.001,0.0005 icin

Problem 2’nin niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X Ar =0.01 Ar =0.005  Ar=0.001 Ar=0.0005 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.27959909 0.27959926 0.27959932 0.27959932 0.27961014
0.2 0.53182907 0.53182940 0.53182951 0.53182951 0.53185009
0.3 0.73199992 0.73200037 0.73200052 0.73200053 0.73202885
0.4 0.86051751 0.86051805 0.86051822 0.86051823 0.86055152
0.5 0.90480166 0.90480222 0.90480240 0.90480241 0.90483742
0.6 0.86051751 0.86051805 0.86041822 0.86051823 0.86055152
0.7 0.73199992 0.73200037 0.73200052 0.73200053 0.73202885
0.8 0.53182907 0.53182940 0.53182951 0.53182951 0.53185009
0.9 0.27959909 0.27959926 0.27959932 0.27959932 0.27961014
1 0 0 0 0 0
L,x10° 0.02528727 0.02488693 0.02475882 0.02475482
L.x10° 0.03576160 0.03519544 0.03501427 0.03500860

U xt)

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Sekil 3.3 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.001 ve t = 0.1 i¢in niimerik sonuglarinin
grafigi.
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t=0.1

U U,

Sekil 3.4 : Problem 2’nin N = 80, At = 0.001 ve t = 0.1 i¢in hata grafigi.

Cizelge 3.2’de ise N = 40 ve t = 0.1 olmak iizere Ar zaman adim uzunlugunun 0.01,
0.005,0.001,0.0005 degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziim ile hata normlar verildi. Az zaman
adim uzunlugu kiiciildiik¢ce bir degere kadar iyilesme gosterirken devaminda hata normlarindaki
kiiciilmenin ¢ok az oldugu ve 6rnegin At = 0.001’den Ar = 0.0005’e adiminda bir miktar arttig1

goriilmektedir.

Problem 1’in r = 0.1°de niimerik ve tam ¢Oziimiin grafigi ile hata grafigi sirasiyla Sekil 3.1

ve Sekil 3.2°de gosterildi.

Sekil 3.1 ile verilen grafikte tam ¢oOziim ile niimerik ¢6ziim birlikte yer almaktadir.
Tam c¢oziim ile analitik ¢6ziimiin birbirine c¢ok yakin olmasindan dolay1r ¢oziimlere
ait olan iki tane egrinin st iste gelmesiyle grafik artik tek bir egriye ait gibi
goriinmektedir. Bu durum Cizelge 3.1 ile birikte goz oniine alindiginda kullanilan yontem tam

¢cOziime ¢ok yakin sonuglara ulagtirmaktadir.

Sekil 3.2°de ise birinci probleme ait hata grafigi gosterilmistir. Grafik incelendiginde ¢oziim
araliginin sinirlarinda hatanin ¢ok az oldugu ve en fazla hatanin da dalganin genliginin en biiyiik

oldugu aralik civarinda oldugu goriilmektedir.

Problem 2’ye yoOntemin uygulanmasiyla elde edilen sonuclar Problem 1’e ben-
zer olarak incelendi. Bu amagla ilk olarak Cizelge 3.3’de Ar = 0.001 ve r =
0.1 olmak iizere N bdoliintii sayisinin 10,20,40,80 degerleri i¢in sonuglar sunuldu. Bu
tablodan N boliintii sayis1 arttikgca sonlu elemanlar yonteminden beklendigi gibi hata

normlariin kiictildiigii goriilmektedir. Zaman adiminin degisimine bagli olarak degisen hata
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normlarini iceren Cizelge 3.4 incelendiginde ise zaman adim uzunlugu kiiciildiikce baslangicta
hata normlarinin azaldigr ancak zaman araliginin devamh olarak kii¢iilmesi durumunda hata

normlarinda degismenin ¢cok az oldugu gozlendi.

Problem 2 i¢in Sekil 3.3 ile verilen grafikte tam ¢oziim ile niimerik ¢oziim birlikte sunuldu.
Ancak tam ¢6ziim ile analitik ¢6ziim birbirinden ayirt edilemeyecek kadar yakin oldugundan
coziimlere ait olan iki egri iist liste gelmektedir. Sekil 3.4’te ikinci probleme ait hata grafigi
verildi. Grafik incelendiginde en fazla hata, dalganin genliinin en biiyiik oldugu aralik

civarindadir.

Yukarida verilen ¢izelge ve grafikler goz oniine alindiginda her iki model problemin ¢6ziimii
icin kullanilan kiibik trigonometrik B-spline Kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik

sonuglarin tam ¢oziimlere ¢ok yakin oldugu anlagilmaktadir.
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4. BURGERS DENKLEMININ KUBiK TRIGONOMETRIK B-SPLINE
KOLLOKASYON YONTEMI iLE NUMERIK COZUMLERI

Burgers denkleminin ¢oziimii iizerine literatiirde bircok ¢alisma vardir. Ornegin; Caldwell vd.
[25], denklemde goriilen vizkozite parametresinin kiiciik degerleri i¢in niimerik ¢oziimlerde
ortaya cikan problemleri goz Oniine alarak, elemanlarin boyutunun c¢oziimiin dogasi ile
belirlenen parcali polinom yaklasimini kullandilar. Evans ve Abdullah [26], grup acik yontemin
uygulamasini ikinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
coziimlerine genisletmeyi amacladilar. Bu yontemi, farkli baslangic ve sinir sartlarina sahip
Burgers denklemi icin test ettiler. Ames ve Nucci [27], Lie-grup analiz mekanizmasin
kullanarak akigskanlar mekaniginde ortaya ¢ikan Burgers, KdV, Hopf ve iki-boyutlu KdV gibi
denklemleri analiz ettiler. Cecchi vd. [28], Burgers denkleminin belirledigi konum-zaman
bolgesinde, kuazi lineer parabolik problemlerin zayif formiilasyonunu ¢dzmek i¢in bir sonlu
eleman niimerik yontemi 6nerdiler. Bu niimerik ¢oziimiin kararlilik ve hata tahmin teoremlerini
ispatladilar. Dogan [29], Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak gecisken lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etti. Ornek uygulamlardan birini ise
Burgers denklemi olarak ele aldi. Kutluay vd. [30], akiskanlar dinamiginde problemleri ¢6zmek
icin kullanilan matematiksel modellemelerde ortaya cikan bir boyutlu Burgers denklemini
cozmek icin standart agik yonteme dayali sonlu fark yaklasimlarinin analitik ve sonlu fark
coziimlerini sundular. Lin ve Zhou [31], varyasyonel formun integrallerini hesaplamada baglanti
katsayilarinin degerlendirilmesini uygulayarak Burgers denklemini ¢6zmek icin yari-acik fark
semasini kullandilar. Onerdikleri yontemin dogruluk ve etkinligini 6rneklerle agikladilar. Ozis
vd. [32], tiirbiilans ve sok dalgalar teorisinde bir model problem olarak kullanilan Burgers
denklemi i¢in bir sonlu eleman ¢6ziimii sundular ve farkli vizkozite degerleri icin elde ettikleri
niimerik sonuclart Cole’nin analitik ¢oziimleri ile karsilastirdilar. Kutluay ve Esen [33], bir
boyutlu Burgers tipi denklemlerin niimerik ¢oziimlerini bulmak i¢in lineerlestirilmis kapali
sonlu fark yontemini uyguladilar. Yazarlar elde ettikleri sonuglar1 tam coziimle elde edilen
sonuclarla karsilagtirdilar ve sonuglarin uyum icinde olduklarin1 buldular. Kutluay vd. [34],
bu caligmalarinda uygun baglangic ve sinir sartlari ile verilmis olan bir boyutlu Burgers
tipi denklemlerin niimerik ¢oziimlerini hesaplamak icin en kiiciik kareler kuadratik B-spline
sonlu eleman yontemini uyguladilar. Uyguladiklar1 yontemin dogrulugunu test etmek i¢in ii¢
test problemini ele aldilar. Aksan ve Ozdes [35], bir boyutlu kuazi lineer parabolik kismi

diferansiyel denklem olan Burgers denklemini, zaman ayriklastirma yontemine dayali bir
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varyasyonel yontemle ¢ozdiiler ve sonuglarini tam ¢oziimle karsilastirdilar. Dag vd. [36], hem
zaman hem de konum yoniinde parcalanmis Burgers denklemini niimerik olarak g¢ozdiiler.
Zaman yoniinde parcalanan Burgers denklemini kiibik B-spline kollokasyon ve konum yoniinde
pacalanan Burgers denklemini kuadratik B-spline kollokasyon yontemi ile cozdiiler. Dag
vd. [37], bu calismalarinda bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik c¢oziimlerini sonlu
elemanlar iizerinde kiibik B-spline fonksiyonlarin kollokasyonuna dayali olarak c¢ozdiiler.
Onerdikleri metodun dogrulugunu ii¢ test problemi ile gosterdiler. Dag vd. [38], Burgers
denklemine, birinci mertebeden parcalama (splitting) yontemini uyguladilar ve zaman yoniinde
parcalanmis Burgers denklemi i¢cin hem kuadratik hem de kiibik B-spline Galerkin sonlu
eleman tekniklerini uyguladilar. Ozis vd. [39], Hopf-Cole doniisiimii ile indirgenmis olan bir
boyutlu Burgers denklemini niimerik olarak ¢6zmek i¢in Galerkin kuadratik B-spline sonlu
eleman yontemini sundular. Sunduklari yontemin performansini bilinen tam ¢6ziime sahip
iki problem iizerinde test ettiler. Kadalbajoo vd. [40], kii¢iik vizkozite katsaysina sahip bir
boyutlu zamana bagli Burgers denkleminin ¢6ziimii icin niimerik bir calisma sundular. Bu
calismalarinda hem kiigiik hem de biiyiik vizkozite degerleri icin giizel bir sekilde ¢aligan sonlu
farklara dayali niimerik bir yontem kullandilar. Hassanien vd. [41], lineer olmayan bir boyutlu
Burgers denklemini ¢oziimii igin dordiincii mertebe sonlu fark yontemini 6nerdiler. Onerilen
metodun Kkararlilik analizini yaptilar ve hatanim iis st tiirettiler. Giilsu ve Ozis [42], bir
grup baglangic ve smir sartlart ile birlikte verilen Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimiinii
elde etmek i¢in kisitlayict Taylor yaklasim klasik agik sonlu fark yontemini uyguladilar.
Onerdikleri yeni yontemin kararlilik bolgesi ve kesme hatasim ele aldilar. Ramadan vd. [43],
lineer olmayan Burgers denkleminin niimerik ¢oziimlerini, sonlu elemanlar iizerinde septik
B-spline fonksiyonlarin kollokasyonuna dayali bir yontemle elde ettiler. Sunduklar1 yontemin
dogrulugunu iki test problemi ile gosterdiler. Kadalbajoo ve Awasthi [44], calismalarinda bir
boyutlu Burgers denklemi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark yontemine dayal: bir ¢6ziim sundular.
Reynolds sayisinin farkli degerleri icin elde ettikleri niimerik ¢éziimleri tam ¢6ziim degerleriyle
karsilagtirdilar. Saka ve Dag [45], ilk olarak Burgers ve modifiye edilmis Burgers denklemlerine
zaman ve konum parcalama tekniklerini uyguladilar. Daha sonra elde edilen sistemlerin yaklagik
¢Oziimiinii bulmak icin kuintik B-spline kollokasyon prosediiriinii uyguladilar. Liao [46], bir
boyutlu Burgers denklemini ¢6zmek i¢in dordiincii mertebeden kompakt sonlu fark yontemini
sundu. Yazarin sundugu bu yeni yontem Hopf-Cole doniisiimiine dayaniyordu ve orjinal lineer
olmayan Burgers denklemini, lineer 1s1 denklemine ve Dirichlet sinir sartinida Robin sinir

sartina doniistiiriiyordu. Sari ve Giirarslan [47], bir boyutlu Burgers denkleminin bir niimerik
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¢Oziimiinii altinc1 mertebeden kompakt sonlu fark yontemi ile elde ettiler. Bu ¢oziimii elde
etmek icin konum yoniinde ii¢ bantli altinci mertebeden kompakt sonlu fark semasini ve zaman
yoniinde de diisiik depolama yeri isgal eden liclincii mertebeden toplam varyasyonu ortadan
kaldiran Runge-Kutta semasim birlestirdiler. Zhu ve Wang [48], ¢alismalarinda kiibik B-spline
kuazi interpolasyona dayali olarak denklemin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Onerdikleri
metodun etkinligini baz1 test problemleri ile gosterdiler. Mittal ve Jain [49], lineer olmayan
Burgers denkleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek icin niimerik bir yontem sundular. Bu
yontem modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlarin kollokasyonuna dayaniyordu. Ydntemin
uygulanmasiyla elde edilen sistemeleri, SSP-RK43 veya SSP-RK54 semalari ile ¢ozdiiler. Zhang
ve Wang [50], makalelerinde, Burgers denklemini ¢dzmek i¢in kompakt prediktor-korrektor
sonlu fark semasini Onerdiler. Bu sema, kompakt tiirev yaklasimina dayaniyordu. Yazarlar
daha sonra test problemleri ile elde ettikleri niimerik sonuclarin tam ¢oziimle uyum iginde
oldugunu gosterdiler. Soliman [51], Burgers denkleminin niimerik ¢éziimlerini hem agirlik hem
de interpolasyon fonksiyonlar1 olarak kiibik B-spline baz fonksiyonlarim1 kullanan Galerkin
yontemine dayali olarak elde etti. Yazar, aym1 zamanda, bu yontemin c¢ok kiigiikten cok
biiylige degisen bir araliktaki vizkozite degerleri icin Burgers denklemini dogru olarak
cozebildigini gosterdi. Dehghan vd. [52], Burgers denklemlerinin niimerik ¢oziimii i¢in bir
teknik onerdiler. Bu teknik, 6l¢ekli interpolasyon fonksiyonlarini kullanan Galerkin yontemi ile
birlikte sonlu fark formiiliine dayali idi. Inan ve Bahadir [53], Burgers denkleminin gelistirilmis
iistel sonlu fark c¢oziimlerinin olusturulmasinda yeni bir teknik sunmuslardir. Sunduklar
bu teknigi Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi olarak adlandirdilar ve elde ettikleri
niimerik ¢oziimleri tam ¢oziimlerle karsilagtirdilar. Ay vd. [54], Burgers denkleminin niimerik
coziimlerini bulmak i¢in subdomain Galerkin yonteminin bir ¢esidini olusturdular. Yaklagim
fonksiyonu olarak trigonometrik B-spline fonksiyonlarin kombinasyonunu kullandilar. Dag vd.
[55], Burgers denklemini, Crank-Nicolson yontemini kullanarak tamamen ayristirdiktan sonra
kiibik trigonometrik B-Spline fonksiyonlar yardimu ile sayisal ¢oziimler elde ettiler ve yontemin

uygunlugunu gosterdiler.

Bu boliimde

U+UU,—vU, =0, a<x<b, t>n 4.0.1)

biciminde verilen Burgers denkleminin, UU, lineer olmayan terimi yerine farkli lineerlestirme
teknikleri kullanilarak kiibik triginometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile

niimerik semalar1 elde edildi. Bu semalar, Burgers denkleminin farkli baslangic ve smir
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sartlartyla verilen ve asagida tanitilan model problemler i¢in uygulandi. Elde edilen niimerik
sonuglar, mevcut tam coziimler ve literatiirde sunulan diger sonuclarla grafikler halinde

kargilastirildi.

4.1 Model Problemler

Bu boliimde (4.0.1) ile verilen Burgers denklemi ilk ii¢ problem i¢in
U(a,t)=U(b,t) =0, t>1 4.1.1)

sinir sartlariyla, dordiincii problem icin farkli bir sinir sartiyla ve asagida verilen dort farkli

baslangic sarti ile ele alindi.

4.1.1 Problem 1
Birinci problem icin baglangic sarti
U(x,0) =sin(mx), 0<x<1 (4.1.2)

olarak ele alindi. (1.0.4) ile verilen Hopf-Cole doniisiimii kullanilirsa (4.1.2) baslangi¢ ve (4.1.1)

sinir sartlari ile birlikte Burgers denklemi
6, =vOxx 0<x<1, t>0

0(x,0) = exp{—(2mv) [l —cos(nx)]}, 0<x<1
0:(0,1) = 6,(1,1) =0, >0

biciminde 1s1 problemine doniisiir. Bu problemin Fourier seri ¢oziimii

0(x,t) =ap+ Z anexp(—n*n?ve) cos(nmx)
n=1

dir. Bu esitlikte ag ve a,, Fourier seri katsayilar1 olup

ap = /01 exp {—(27rv)*1 [1 — cos(mx)] } dx

1
ay = 2/0 exp{—(27rv)_1 [1 — cos(mx)] } cos(nmx)dx (n=1,2,3,...)

dir [5]. 6(x,¢) 181 probleminin bir ¢6ziimii ise (1.0.4) dontigiimii, (4.1.2) baglangi¢ ve (4.1.1) sinir

sartlar ile verilen Burgers denkleminin bir ¢éziimiidiir.
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4.1.2 Problem 2

Ikinci problem icin ise

U(x,0)=4x(1—x), 0<x<1 (4.1.3)

baslangic sart1 goz oniine alindi. Burada da (1.0.4) Hopf-Cole doniisiimii kullanilirsa (4.1.3) ile

verilen baglangic sarti
0(x,0) =exp{—x*(3v)"'3-2x)}, 0<x<1.
bi¢cimine doniisiir. Bu problemin tam ¢oziimii

0(x,r) =ap+ Z anexp(—n>w?ve) cos(nmx)

n=1

dir. Bu problem i¢in ag ve a, Fourier seri katsayilari ise

ap = /01 exp {—x2(3v)_1(3 —2x) }dx

an = 2/01 exp {—x*(3v) (3 —2x) } cos(nmx)dx (n = 1,2,3,...)

seklindedir [56].

4.1.3 Problem 3
Uciincii problem igin baslangig sarti

B (Z [ () Mkt

dir. Bu problemin tam ¢dziimii ise, ¢, = exp(1/8Vv) olmak iizere

t
U(x,t) = lx/ , t>1
1+ (¢/t5)2 exp(x?/4vt)
dir [34].
4.1.4 Problem 4
Dordiincii problem ise
_ax—7)
=
olmak iizere
U(x,0) = Oc-l—,LL-l-(,u—a)expn, 0<x<l

I+expn
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baslangic ve
U,t)=1,U(1,t)=02,t>0

sinir sartlart olarak alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii

_afu+(p—ajexpn

t

,0<x<1

dir. Burada
o(x—pr—7y)

n= \%

dir ve a, u ve 7 ise keyfi sabitlerdir [55].

4.2 LINEERLESTIRME-1 (LIN-1)
(4.0.1) ile verilen Burgers denkleminde UU, lineer olmayan terimindeki U yerine
U=12

alinirsa

U+ZU,— VU, =0

biciminde yazilabilir. Daha sonra da U;, U, ve Uy, terimleri yerine sirasiyla

U — UI’H—I —_yn
Y

U — urtt 4 ur
* 2

U — U)?X—i_l +U)€lx
XX 2

ileri fark ve Crank-Nicolson yaklagimlar: kullanilirsa

Un—H _yn .U;H—l —l—U;l _VU;lx—H +U;lx _

Z 0
A 4T 2 2
elde edilir. Bu ifadede esitligin her iki tarafi Az ile carpilirsa
Z;At VAt
Ut U+ = (U U - (U UR) =0

olur ve sonra aym zaman adimina ait terimler esitligin ayni tararafinda olacak sekilde

diizenlendiginde

ZiAt VAL
Un+1 + 12 U;H—l o TU)I:X-Fl —y"—

ZiAt VAt
7 WU
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elde edilir. Burada (2.2.4) ile verilen yaklasim ve bu yaklagimda kiibik trigonometrik

fonksiyonlarin kullanilmasiyla

U= 041061+ 0p0; + 0t 011 “4.2.1)
U; = B18i—1 + B2Gi1

U =781+ 18+78

seklinde elde edilen ve (2.2.5) ile verilen yaklagimlar yerlerine yazilirsa

Z: At
o 5,~"_+11 + 0625i"+1 + o 5,-’?11 + 12 [(ﬁl 5,-"_+11 +ﬁ25£:r11)} —

VAt
= & g 8 =

ZiAt n n
N [(B18] + B8 )] +
(né&L,+71o"+1ndl,)

o 5{’,1 + 0625;1 + o0 in+1 —
VAt
2

olur ve gerekli diizenlemeler yapilarak

Z;At At At
<a1+ APy v yl) S+ (Ocz——v 27/2) sy

2 2
Z;At VAt
o+ AP VA 5] (4.2.2)
2 2
ZAtB;  VAry
— (OCl -z > + ) in,1+
VAt Z;At VAt
<a2+ 2}/2> 61.”+(O£1— 2ﬁ2+ 2%) H

denklem sistemine ulagilir. Bu sistem matris formunda

Z,'Atﬁl VAt’}/l

g1 =01+ 5 > 4.2.3)
82 =0p — vA2ty2

o3 =0+ ZiAzfﬁz B VAZI%

I = o — ZiAztﬁl L+ VAzt}’l

hy =0+ VAZMQ

Iy =y — ZiAzfﬁz n VAszl
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olmak uizere

(&1 2 11 6" [ hy hy [ &7,
81 82 &3 56£+] h hy hs 5(')1
L 81 82 83 | 5]'\;__';11 | i hy hy hj | 5]6_‘_1 |

biciminde yazilabilir. Bylece (N +3) x (N + 1) tipinde bir matris elde edilir. Burada problemle
birlikte verilen siir sartlari kullanilarak 6_; ve Oy bilinmeyenleri digerleri cinsinden

yazilabilir. Bu amacla

x = x; noktasinda

U (xi,t) = 01 6j—1 + 0.0 + 01 6jy 1

yaklagimi yardimiyla 8_; bilinmeyeni, i = 0 igin x = xo noktasinda U (xp,t) = U(a,t)

oldugundan
U(a t) (04} 51 06250
041

o1 =
ve Oy bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,¢) = U(b,t) oldugundan

U(b,t) - OCl(SN_l — OC26N
o

ON+1 =

seklinde digerleri cinsinden bulunur. Bu ifadeler (4.2.2) sisteminde yazilirsa i = 0 icin

ZoAt VAt U a,r) — 0y 8" — i 87!
[aﬁt 0 Bl 71} ( (a,t) — i1 20; I
2 (04}

At ZoAt At
2 2
( Z()Al‘ﬁl VAI’}/l) (U"(a,t)—OC151n—0625(’)1)
o) — +
2 (04]
VAt ZoAt VAt
(oc2+ 2”)53+<a1— °2ﬁ2+ 2”)5?

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

|: ZoAt

At
{2_051 (vaon —Zoor 1 —voy }’2)} &+ (B2— ﬁl)] sit!

[Z() At

= [ﬂ (ZooB1 +vouy, — VOCzYz)} & + (B — ﬁl)} of' +

2061
U™ a,t ZoAt VAt
_ (a,1) |:051+ 0AIf; }’1} N
(041 2 2
U"(a,t ZoAt VAt
( ){061— 0 [31Jr }’1}

(04] 2 2
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bulunur. i = N ig¢in ise

ZNAt VAt VAt
{(X]-i— N Bl . YI} 81(1;:114‘ (az_ 2Y2>511\1,+1+

2 2
< ZnALBy vAty1> <U”+1(b,t) —oy&itt —a26](}“>
2 2 (04]
ZnAt VAt VAt
oy — ANAPL VAT o (g VAR )
2 2 2
< ZNAZ‘BQ VAZ"}ﬁ) (Un(b,l)—OClS;\}_l —a26]@)
o — +
2 2 (04]
elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
ZNAt At
{ N (B - ﬁz)] SN+ [2— (VOQ'YI_ZNOCZBZ_V(XI’)Q)} Sut!
ZNAt At
[ N (ﬁz—ﬁl)] On_1+ [2 o (ZNa2B2+va1y2—va2yl)} o —
U™1(b,t ZyAt VAt
( >[al+Nﬁl_ %}*
(04 2 2
U"(b,t ZNAt At
( ) ) |:061 4N ﬁZ + \% YI:|
(04] 2 2

bulunur. Olusan bu yeni esitlikler (4.2.3) kullanilarak ve bunlara ek olarak
_ At
=550 (voon —Zoaf1 —vai 12)
o
Z()Al
——(B2—B1)
—— (B —B2)

) At
Ja= 5o (Voo —Zyonfr —varp)
o

At
20
Z()At

ZNAZ‘

k= (Zoao 1 + Vo, — var )

——(B2—B1)
——(B2—PB1)

(ZyoaBr+Vvouy —vaoy)

ZNAI

At
ky = —
4 20

U™ (a,t ZoAt VAt
(a,) ot 2 P vAry N
(041 2 2
U(a,t ZoAt VAt
(a,1) a2 [31+ v
(04 2 2

U"tl(b,t ZyAt VAt
12:—#[a1+ N ﬁl_ 71}_1_

I =—

(04] 2 2
U"(b,t ZNAt VAt
(b,1) o — N ﬁ2+ 4!
(04] 2 2
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esitlikleri de kullanilirsa

Wi 1760 [k Kk [ & I
g1 & &3 st h hy hs 8!
= +
i joda | et | ks ks | | Oy | ]
(4.2.4)

seklinde matris formunda yazilabilir. Boylece (N + 1) x (N + 1) tipinde bir matris sistemi
olusur. Bu sistemin iteratif olarak ¢oziimiine baslamak icin n = 0 olmak iizere 8° baslangi¢

parametrelerinin bulunmasi gerekir. Bu amacla problemle birlikte verilen
Ui =U(x,tg) = U; = 01 6;—1 + 00; + 01 Oj 41
baslangic sart1 kullanilarak

Up=010_1 + 00+ 01 6

Uy =100+ 06 + 016

Un = a10y—1+ 020y + Q1 Oy +1

denklem sistemi elde edilir ve bu sistem matris formunda

o o o 01 Uy
o o0 04 60 Ui
= . 4.2.5)
o 0 o On Un-1
I a o o | | Ot | | Uv |

bi¢iminde yazilir. Burada yine (N + 3) bilinmeyen ve (N + 1) denklem oldugundan &_; ve Oy 1

bilinmeyenleri digerleri cinsinden yazilabilir. Bunun i¢in problemde yan sart olarak verilen U l
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kullanilmasiyla

U = B18i_1 + Bodis

) )
Up=P16-1+ P26 = 6_1 = —%
0=oa(— ﬁ;11)+06230+06151
_ B2
0=apd +a(l—727)8
B
/ Sv_
Uy =B1on—1+B2Onvi1 = Oni1 = _b BZ !
Sy
0:0513N1+0625N—|—061(—ﬁ1ﬁ];’ L)
B1
0=a(l— 5 —)On—_1+ 0N
olur ve sistem
[ (-5 17 & 71 [ v
(04] (049 (04] 51 U;
o a o 1) U
o 0p (04} 3N71 Un-1
i (-6 e | [ O | [ Uv |

haline geldikten sonra (N 4 1) x (N + 1) tipindeki bu matris sistemi ¢oziilerek 8° baslangic
parametreleri elde edilir. Bu baglangi¢ parametreleri (4.2.4) ile verilen sistemde kullanilarak

istenilen bir # zamanina ait degerlere iterasyon yontemi ile ulasilir.

Uy niimerik c¢oziimlerini iyilestirmek adina (4.2.4) denklem sisteminde lineer olmayan
terimler i¢in

5 6n (3n+1 aln)

seklinde tanimlanan i¢ iterasyon formiilii birka¢ defa kullanildi.
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4.2.1 Kararhhk Analizi

Bu kisimda (4.0.1) ile verilen Burgers denkleminin LIN-1 ile elde edilen semasinin kararlilik

analizi von-Neumann yontemi ile aragtirilacaktir. Bu amagla Z; = U olmak iizere LIN-1 ile

ﬁAtﬁl VALY \ cntt VATV \ it
<a1+ =S S (- TS ) s (4.2.6)
I/J\Atﬁz VAtY +1
(/J\Al‘ﬁl VALY, 5"
= | 0 — 2 + 5 j*l+
VALY UAtB, VA
(az-i— 3 )5}’—1—(061— 5t Ja

seklinde elde edilen niimerik semay1 gdz Oniine alalim. Von-Neumann kararlilik analizi, niimerik
yaklagimdaki niimerik hatanin Fourier serilerine ayriklastirilmasina dayanir. 51’-’, grid noktasinda

yaklagik ¢coziim olmak iizere
8 = EneVr = eVl (4.2.7)

olarak kabul edilir. Burada y dalga sayisi, j = 0,1,2...n, h konum adim uzunlugu ve i = v/—1

ise kompleks sayidir. e kompleks iistel ifadesi olup Euler’s formiilii hatirlanirsa
™ = cosx+ isinx

dir. (4.2.7) ile verilen ifade (4.2.6)’da yerine yazilirsa

UAB, VAl ol VAt i
(a] n B 71) gl ¥li=Dh (062— _72) gl giviny

2 2 2
o + UAtB, _ VAry €n+lei1//(j+l)h
2 2
I UAtB; n VAt éneiw(jfl)th
2 2
(az + VAZW2> EnelVit 4 <O£1 - UAztﬁz + VAQWI> éneiwu“)h

elde edilir ve bu ifade, E"¢'¥/" ortak parantezine alinirsa

- UAt VAL . VAL UAt VAL .
gt ivin [<a1+ 2[31 B 271>e—u,/h+(a2_ 2}’2>+<a1+ 2[32_ 271>en;/h]

_ gneiq/jh [(061 B UAt By i VALY ) oV ((x2+ vAm) n <a1 B UAtB, n VAty, ) ei"’h]

2 2 2 2 2

33



olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

; , VAL . . VAL UAt . .
g [061 (efllllh + ellllh) — T%(e*lllfh + ellllh) + ((X2 _ zyz) + T(ﬁleﬂl]/h 4 Bzezwh)]
VALY VA UAt

= [al (e V" VM) + (e7 VM VM)t (0 + 5 )—T(ﬁle*"‘i%r 526iwh)]

bulunur. Simdi de

el 4 i
cos0 = 5
‘ i e—ie
sin@ = 5

esitlikleri yardimiyla

VAt UAt
2 >+ 2

& lzal cos Wh — VALY, cos Wh+ (062 — (Bre V" + ﬁze""’h)] (4.2.8)

VAt UAt
2 2

= [2061 cos Wh+ VAty cos yh+ (a2 + (ﬁle—ivfh + Bzei"’h)]

elde edilir. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlardan

3 3h
B = _ZCSC(T)
3 3h
B = ese(5)
esitlikleri yerine yazildiginda
; ; 3 3h, _; 3 3h,
—iyh iyh _ - SN —iyh Y <N iyh
Bie V" + Bre 4csc( 5 Je V4 4csc( 5 Je
olur ve % CSC(%) ortak parantezine alinarak
3 3h,, ;
1 CSC(E) (e — Vi)

elde edilir ve boylece
3h, .. 3 3h,,. .
chc(j)(Zl sinyh) = ECSC(T)(zsm yh)

ifadesine ulasilir. Daha sonra ise (4.2.8) ile verilen ifade

Al =20 cosWh+ oy

22 = At(vyi cos(wh) + %72)
UAt3  3h. .
A3 = Ticsc(?) sin(yh)
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olmak uizere

E A — A +iAs] = [A + Ay — iA3]

seklinde yazilabilir. Niimerik semanin kararli olabilmesi i¢in || < 1 olmalidir. Bunun i¢in ise
AL+ A —ids| — A — A +id3| >0
oldugu gosterilmelidir. Verilen esitlik i¢in
(A +22)* +23) = (M = X2)* +43) = 441 2

yazildiktan sonra

4214, =420 cos Wwh+ ap) (At (vy, cos(yh) + %)

olur. o, ap, 71 ve P degerleri yerine yazilir ve —1 < cos(yh) < 1 oldugundan

4At (20 cos Wh+ o) (Vyr cos(ywh) + %) >0

elde edilir. Boylece
A+ A — i3] — A — A +iA3| >0

esitsizligi her zaman saglanir. Buradan |£| < 1 sonucuna ulagilir ve kararli olabilmesi i¢in gerekli

sart saglanmisg olur.

4.2.2 Niimerik Sonuclar

LIN-1 ile elde edilen niimerik sonuglar, problemlerin tam ¢oziimleri ve parametrelere bagh
olarak olusan L; ve L. hata normlarn asagidaki cizelgelerde verildi. Cizelge 4.1 ile verilen
cizelgede, Problem I'in¢t = 0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v =1 ve N = 10, 20, 40, 80 degerleri
icin niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1 sunuldu. Cizelge incelendiginde N boliintii
sayisinin artisiyla beraber niimerik sonuglarin tam ¢oziime giderek yaklastigi, bununla birlikte
hata normlarinin belirgin sekilde kiigiildiigi agikca goriilmektedir. Cizelge 4.2°de ise yine
Problem I'in? =0.1,0 <x <1, N=40, v =1 ve Ar =0.01, 0.005, 0.001, 0.0001 degerleri i¢cin
niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari ele alindi. Cizelge incelendiginde, Ar parametresinin
kiiciilmesiyle beraber hata normlar1 da giderek kii¢iilmekte ve niimerik sonuglar tam ¢oziime

daha da yakinlagmaktadir.

Cizelge 4.3 ile verilen cizelgede, 0 < x <1, At =0.0001, N=40iken v =1 ve v =0.01
icin Problem 1’in LIN-1"den elde edilen sonuglar ile literatiirde yer alan Ref. [55]’te verilen
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sonuglar ve tam ¢oziim karsilastirildi. Bu cizelgeye gore LIN-1 ile elde edilen sonuglarla Ref.
[55T°teki sonuglarin birbirlerine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica bu ¢izelgeden, bazi
noktasal degerlerde iki calisma arasinda ¢ok az farklar olsa da sonuglarin birbiriyle uyumlu ve

tam ¢oziime yakin oldugu anlagilmaktadir.

Cizelge 4.4 ile verilen cizelgede, Problem1’in, LIN-1 ile elde edilen noktasal degerleri
ile literatiirde yer alan Ref. [34, 37, 44, 46] ’daki noktasal degerlerin ve tam coOziimiiniin
kargilastirilmas: sunuldu. Cizelgeye gore LIN-1 yontemi ile literatiirde bulunan sonuglarin
uyum igerisinde oldugu goriilmektedir. Noktasal degerlerden tam ¢6ziime en yakin sonuclarin
Ref. [46] ile verilen calismadan elde edildigi, bununla birlikte LIN-1 ile elde edilen sonuglarin
Ref. [44] teki sonuclarla iyi uyum i¢inde oldugu ve Ref. [34,37] de verilen sonuglara gore ise

tam c¢oziime daha yakin sonuglar verdigi goriilmektedir.

Problem 1’'in t = 0.1, 0 < x < 1, At =0.001, N =80 ve v =1, 0.1, 0.01 i¢in niimerik
¢Oziimii ile tam ¢oziimiiniin ve mutlak hatanin grafikleri Sekil 4.1-Sekil 4.3 ile verildi. Grafikler
incelendiginde niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimlerin grafikleri iist liste gelmekte ve burada tek
bir grafik gibi goriilmektedirler. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam ¢dziimiin birbiri ile cok uyumlu
oldugunu gostermektedir. Hata grafikleri incelendiginde ise v = 1 i¢in, sinirlarda hatanin yok
denilebilecek kadar az oldugu ancak genligin en yiiksek oldugu yerde hatanin da en yiiksek
noktaya ulasti1 goriilmektedir. Ancak viskozitenin degeri kiiciildiikce mutlak hatanin en biiyiik

degeri sag sinir bolgesine kaymakta ve burada keskin diisiisler goriilmektedir.

Cizelge 4.5’te ise Problem 2’ninr = 0.1, 0 <x < 1, At = 0.001, v =1 ile N = 10, 20, 40,
80 degerleri i¢in niimerik ve tam coziimleri ile hata normlar1 verildi. Cizelgeye bakildiginda
diigiim noktas1 sayisi arttik¢a hata normlarindaki kiiciilme belirgin bir bicimde goriilmektedir.
Yine Problem 2 i¢in sunulan ve Cizelge 4.6 ile verilen ¢izelgeder =0.1,0 <x<1,N=40,v=1
sabitleri ve zaman adim uzunlugu olan A¢ nin 0.01, 0.005, 0.001, 0.0001 degerleri icin niimerik
ve tam ¢Oziimleri ile hata normlart incelenmektedir. Cizelgeye bakildiginda zaman adiminin
kiiciilmesiyle beraber niimerik sonuglarin tam ¢oziime yakinlagsmasi ve buna uygun olarak da

hata normlarindaki azalma kolaylikla géziikmektedir.

Problem 2’nin LIN-1 ile elde edilen bazi noktasal degerleri ile Ref. [32, 34, 39]’da verilen
noktasal degerlerin ve tam ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi icin verilen Cizelge 4.7 incelendiginde
LIN-1 kullanilarak elde edilen noktasal degerlerin Ref. [39]’dakilerle iyi uyumlu oldugu diger

caligmalardaki sonuglara gore ise tam ¢oziime daha yakin sonuglar verdigi agiktir.
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Sekil 4.4-Sekil 4.6’da, Problem 2’nin¢t =0.1,0 <x < 1,Ar =0.00l, N=80vev=1,0.1,
0.01 i¢in niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerin ve mutlak hatalarin grafigi verildi. Grafikler
incelendiginde tam c¢oziimler ile niimerik ¢oziimlerin, birbirinden ayirt edilemeyecek kadar
yakin degerlere sahip olduklar1 goriilmektedir. v = 1 i¢in elde edilen ve Sekil 4.4 ile verilen
hata grafigine bakildiginda verilen araligin sinir bolgelerinde hatanin neredeyse yok oldugu
buna kargin dalga genliginin en yiiksek oldugu yerde mutlak hatanin da en yiiksek noktaya
ulagtig1 goriilmektedir. Ancak viskozitenin degeri kiigiildiikge, mutlak hata, bolge icerisinde

dalgalanmalar gosterse de maksimum degerine sag sinir bolgesinde ulasmaktadir.

Cizelge 4.8 ile verilen ¢izelgede de t = 1.1, 0 < x < 8, Ar =0.001, v=1 ve N =8, 16,
32, 64 i¢in Problem 3’iin niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlar1 verilmistir. Cizelgeden de
kolaylikla goriilecegi lizere diigiim (mesh) noktalarinin cogalmasiyla beraber niimerik sonuglar
ile tam ¢oziim arasindaki fark azalmaktadir ve hata normlarinda ciddi bir iyilesme meydana

gelmektedir.

Cizelge 4.9 ve 4.10 ile verilen ¢izelgelerde ise r = 2.5, 0 < x < 1, At = 0.01, v = 0.005
ve v = 0.0005 ve béliintii sayis1 N = 200 iken Problem 3 icin LIN-1 ile elde edilen niimerik
sonuglar ile Ref. [36, 37, 51]’deki niimerik sonuclar ve tam c¢oziimleri ile hata normlarinin
kargilastirilmasi verildi. Cizelgelere bakildiginda, LIN-1 yoéntemi ile elde edilen sonuglarin
literatiirde daha ©Once yapilan calismalarin sonuglariyla ¢ok yakin oldugu goriillmektedir.
Bununla birlikte yine de karsilastirilan makalelerdeki noktasal degerler ve verilen hata normlari
ile tam ¢6ziim incelendiginde LIN-1 ile elde edilen sonuclarin diger ¢alismalara gore daha iyi

oldugu goriilmektedir.

Problem 3’tinr =1.1,0 <x <1, At =0.001, N =64 ve v =0.01, 0.005, 0.001 degerleri
icin niimerik c¢oziimleri ile tam ¢oziimlerinin ve mutlak hatalarimin grafikleri Sekil 4.7-Sekil
4.9 ile sunuldu. Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 ile verilen grafikler incelendiginde niimerik ¢éziimler ile
tam ¢oziimlerin grafikleri, iki grafik yerine tek bir grafik gibi goziikkmektedir. Bu da niimerik
¢Oziim ile tam ¢oziimiin birbirine ¢ok yakin ve uyumlu olduklart anlamina gelmektedir. Ancak
v = 0.001 icin verilen ve Sekil 4.9°da gosterilen grafikte, x = 0.5 civarinda, tam ¢6ziim
egrisindeki kirilma noktasinda niimerik ¢oziimiin farklilagtig1 goriilmektedir. Verilen ti¢ grafikte
de mutlak hatanin en yiiksek degeri, tam ¢oziimiin genliinin en yiiksek oldugu bolgelerde

meydana gelmistir.
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Cizelge 4.11°de, Problem 4’iint =0.1,0 < x <1, At =0.001, v=0.01, « = 0.4, u = 0.6,
Y= 0.125 ve N =40, 80, 120, 160 degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1
verilmigtir ve burada da boliintii sayisinin artisityla beraber niimerik sonuglarla tam ¢oziim

arasindaki farkin azalig1 net olarak goriilebilmektedir.

Cizelge 4.12 ile verilen ¢izelgede ise Problem 4’tinr =0.5,0 <x < 1, At =0.01, v=0.01
ve N = 36 degerleri icin LIN-1 ile literatiirde yer alan ve Ref. [37,45,49,55] te verilen sonuglar
ile hata normlarinin ve tam ¢6ziimiiniin karsilagtirilmas: sunuldu. Bu cizelge incelendiginde
LIN-1 ile elde edilen hata normlarinm, Ref. [45]’te verilen QBCA2 yontemi disindaki diger

yontemlerden daha kiigiik oldugu anlagilmaktadir.

Sekil 4.10-Sekil 4.12’de, Problem 4’iin t = 0.1, 0 <x <1, At = 0.001, N = 160 ve v =
0.01, 0.005, 0.001 icin niimerik ¢oziimii ile tam ¢oziimiiniin ve mutlak hatasinin grafigi yer
almaktadir. IIk iki grafi§e bakilarak niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin birbiri ile uyum iginde
hareket ettikleri sdylenebilir. Bununla birlikte Sekil 4.12 ile verilen grafikte, x = 0.2 civarinda
tam c¢oziim egrisinin kirilma noktasina sahip oldugu ve bu kirilma yerinde niimerik ¢oziimiin
tam ¢oziimden bir miktar farklilagtig1 goriilmektedir. Grafiklerde genligin en yiiksek oldugu sol
sinir bolgesinde mutlak hata da en yiiksek degerine ulagmistir. Bununla birlikte bu bolgeden

sonra, mutlak hatanin hizla azaldig: hatta yok denilebilecek bir noktaya geldigi gdziikkmektedir.

Cizelge 4.1 : Problem 1I'in7 =0.1,0 <x < 1, Ar =0.001, v =1 ve N = 10, 20, 40,
80 icin LIN-1 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlar.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N=20 N =140 N =280 Cozim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10908768 0.10942554 0.10950929 0.10953018 0.10953815
0.2 0.20887654 0.20956320 0.20973357 0.20977608 0.20979215
0.3 0.29050309 0.29154775 0.29180738 0.29187219 0.29189635
0.4 0.34607360 0.34746051 0.34780594 0.34789222 0.34792391
0.5 0.36936149 0.37102177 0.37143633 0.37153994 0.37157748
0.6 0.35665582  0.35844536 0.35889341 0.35900546 0.35904558
0.7 0.30763557 0.30933409 0.30976044 0.30986714 0.30990500
0.8 0.22602149 0.22736499 0.22770295 0.22778756 0.22781741
0.9 0.11969008 0.12043539 0.12062314 0.12067017 0.12068669
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.62470084 0.40794665 0.10354297 0.02743295
L..x10° 2.38975662 0.60021910 0.15223656 0.04013340

38



Cizelge 4.2 : Problem 1'in¢t =0.1, 0 <x <1, N=40, v =1 ve Ar = 0.01, 0.005,
0.001, 0.0001 icin LIN-1 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X At =001 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Cozim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10940916 0.10948501 0.10950929 0.10951029 0.10953815
0.2 0.20954541 0.20968795 0.20973357 0.20973545 0.20979215
0.3 0.29155334 0.29174579 0.29180738 0.29180992 0.29189635
0.4 0.34751466 0.34773535 0.34780594 0.34780886 0.34792391
0.5 0.37113869 0.37136423 0.37143633 0.37143931 0.37157748
0.6 0.35861854 0.35882685 0.35889341 0.35889615 0.35904558
0.7 0.30953291 0.30970538 0.30976044 0.30976271 0.30990500
0.8 0.22754123 0.22766383 0.22770295 0.22770456 0.22781741
0.9 0.12053933 0.12060288 0.12062314 0.12062398 0.12068669
1 0 0 0 0 0
L,x10° 0.31208820 0.15351772 0.10354297 0.10150485
L.x10° 0.43984924 0.21948027 0.15223656 0.14959020

Cizelge 4.3 : Problem I'in0 <x <1, Ar =0.0001, N =40iken v =1 ve v =0.01 i¢in
LIN-1 ile [55]’in niimerik ¢oziimleri ve tam ¢oziimiiniin karsilagtirilmast.

v=1 v =0.01
X t LIN-1 [55] Tam Coziim  LIN-1 [55] Tam Coziim
0.25 04 0.01355 0.01355 0.01357 0.34192 0.34191 0.34191
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.26899 0.26896 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.22148 0.22148 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.18819 0.18819 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.07511 0.07511 0.07511
0.5 04 0.01921 0.01920 0.01924 0.66072 0.66071 0.66071
0.6 0.00267 0.00266 0.00267 0.52948 0.52942 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.43914 0.43914 0.43914
1.0 0.00004 0.00005 0.00005 0.37442 0.37442 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.15018 0.15017 0.15018
0.75 04 0.01361 0.01361 0.01363 0.91029 0.91029 0.91026
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.76732 0.76725 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.64740 0.64740 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.55605 0.55605 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.22490 0.22489 0.22481
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Cizelge 4.4 : Problem 1'in t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v=1 ve N =80
icin LIN-1 ile [34], [37], [44] ve [46]'min niimerik ¢Oziimleri ve tam
cOziimiiniin kargilagtirilmasi.

Niimerik Coziimler Tam

X LIN-1 [34] [37] [44] [46] Coziim
0 0.00000000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000000000 0.00000000
0.1  0.10953119 0.10978 0.10952 0.10952 0.10953815119 0.10953815
0.2  0.20977798 0.21019 0.20975 0.20976 0.20979214867 0.20979215
0.3  0.29187476 0.29238 0.29184 0.29186 0.29189635032 0.29189635
0.4  0.34789516 0.34845 0.34785 0.34788 0.34792391150 0.34792391
0.5  0.37154294 0.37212 0.37149 0.37153 0.37157747490 0.37157748
0.6  0.35900823 0.35960 0.35896 0.35900 0.35904557846 0.35904558
0.7  0.30986943 0.31044 0.30983 0.30986 0.30990499905 0.30990500
0.8  0.22778919 0.22827 0.22776 0.22779 0.22781740532 0.22781741
0.9  0.12067101 0.12097 0.12065 0.12067 0.12068669034 0.12068669
1 0.00000000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000000000 0.00000000
L,x10° 0.02537211 - - - -
L.x10°® 0.03741176 - - - -
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Sekil 4.1 : Problem I’'in7 =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, N = 80 ve v = 1 icin niimerik
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Sekil 4.2 : Problem 1’inr =0.1,0 <x<1,Ar =0.001, N =80 ve v = 0.1 i¢in niimerik
¢Oziim ile tam ¢oziim ve mutlak hata grafigi.
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Sekil 4.3 : Problem 1’in r = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, N = 80 ve v = 0.01 i¢in
niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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Cizelge 4.5 : Problem 2’ninf =0.1,0 <x < 1, Ar =0.001, v=1 ve N = 10, 20, 40,

80 igin LIN-1 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N=20 N =40 N =280 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11242409 0.11277588 0.11286243 0.11288399 0.11289225
0.2 0.21530194 0.21601592 0.21619176 0.21623555 0.21625214
0.3 0.29952188 0.30060670 0.30087430 0.30094098 0.30096586
0.4 0.35694618 0.35838576 0.35874173 0.35883047 0.35886306
0.5 0.38112480 0.38284935 0.38327708 0.38338380 0.38342242
0.6 0.36817542 0.37003737 0.37050074 0.37061645 0.37065784
0.7 0.31770268 0.31947376 0.31991598 0.32002650 0.32006569
0.8 0.23349699 0.23490077 0.23525225 0.23534016 0.23537115
0.9 0.12367638 0.12445626 0.12465189 0.12470084 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.68832152 0.42186725 0.10694288 0.02832185
L.x10° 248241267 0.62046778 0.15727983 0.04141275
Cizelge 4.6 : Problem 2’nint =0.1,0 <x <1, N=40,v =1 ve At = 0.01, 0.005,
0.001, 0.0001 icin LIN-1 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.
Niimerik Coziim Tam
X At =0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11266704 0.11284419 0.11286243 0.11286350 0.11289225
0.2 0.21600953 0.21614405 0.21619176 0.21619374 0.21625214
0.3 0.30060499 0.30081005 0.30087430 0.30087695 0.30096586
0.4 0.35844244 0.35866897 0.35874173 0.35874473 0.35886306
0.5 0.38297202 0.38320333 0.38327708 0.38328012 0.38342242
0.6 0.37022067 0.37043274 0.37050074 0.37050355 0.37065784
0.7 0.31967811 0.31985936 0.31991598 0.31991832 0.32006569
0.8 0.23509988 0.23521208 0.23525225 0.23525393 0.23537115
0.9 0.12447721 0.12463819 0.12465189 0.12465277 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 0.33924477 0.15922180 0.10694288 0.10484335
L.x10° 0.45120217 0.22571204 0.15727983 0.15457408
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Cizelge 4.7 : Problem 2’ nin 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v = 0.1 ve N = 80 icin
LIN-1 ile [32], [34] ve [39]’un niimerik ¢oziimleri ve tam ¢Oziimiiniin
karsilagtiriimasi.

Niimerik Coziimler Tam
X t LIN-1 [32] [34] [39] Coziim
(Ar =0.0001)

0.25 04 031753 0.32679 0.32091 0.31760 0.31752
0.6 0.24615 0.25117 0.24910 0.24618 0.24614

0.8 0.19957 0.20270 0.20211 0.19959 0.19956

1.0 0.16561 0.16780 0.16782 0.16562 0.16560

3.0 0.02776 0.02804 0.02828 0.02776  0.02775

0.5 04 0.58456 0.59661 0.58788 0.58460 0.58454
0.6 0.45801 0.46581 0.46174 0.45803 0.45798
0.8 0.36742 0.37293 0.37111 0.36744 0.36740
1.0 0.29836 0.30253 0.30183 0.29838 0.29834
3.0 0.04106 0.04155 0.04185 0.04107 0.04106

0.75 04 0.64557 0.64680 0.65054 0.64558 0.64562
0.6 0.50263 0.50852 0.50825 0.50269 0.50268
0.8 0.38528 0.39117 0.39068 0.38536 0.38534
1.0 0.29581 0.30066 0.30057 0.29589 0.29586
3.0 0.03043 0.03081 0.03106 0.03044 0.03044

0.4 T T T T 4.5

0.35} 1 4r

0.3

0.25-

o
N
Hata

0.15F

0.1

0.05F 1 o5k

Sekil 4.4 : Problem 2’ninf =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, N =80 ve v = 1 icin niimerik
¢Oziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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0 0.2

Sekil 4.5 : Problem 2’nin t = 0.1, 0 < x < 1, At = 0.001, N =80 ve v = 0.1 icin

1
0.4

1
0.6

1
0.8

x 10

1
0.2

i
0.4

niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.

0 0.2

Sekil 4.6 : Problem 2’nin r = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, N =80 ve v = 0.01 icin

0.4

0.6

0.8

0.012

0.01r
0.008 |-

S
K 0.006 [
0.004 [

0.002

1
0.6

1
0.8

0.2

0.4

niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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Cizelge 4.8 : Problem 3’iinr =1.1,0 <x <8, Ar=0.001,v=1ve N =28, 16,32, 64

icin LIN-1 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

N=38

N=16

N =32

N =064

Tam
Coziim

0 J N N BN = O™

0
0.40925432
0.52860356
0.31728431
0.09319195
0.01330718
0.00110539
0.00005256

0.0

0
0.40714790
0.52777217
0.31678705
0.09425035
0.01515829
0.00142056
0.00007912

0.0

0
0.40661879
0.52771553
0.31652424
0.09459617
0.01554100
0.00151577
0.00009014

0.0

0
0.40648981
0.52770300
0.31645772
0.09468235
0.01563446
0.00153991
0.00009309

0.0

0
0.40644714
0.52769887
0.31643558
0.09471099
0.01566545
0.00154797
0.00009412
0.00000356

L,x10°
L..x103

4.18157274
2.80718043

1.02112067
0.70075809

0.25116818
0.17164395

0.06253367
0.04266499

Cizelge 4.9 :

Problem 3’tint =2.5,0 <x <1, At =0.01, v =0.005 ve N = 200 i¢in
LIN-1 ile QCBM [36], CBCM [36]’nin niimerik ve tam cOziimleri ile

hata normlarinin kargilagtirtlmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X LIN-1 QBCM [36] CBCM [36] Coziim

0 0.00000000 0.00000000

0.1 0.03999947 0.04000 0.04000 0.03999971

0.2 0.07999848 0.08000 0.08000 0.07999895

0.3 0.11999504 0.12000 0.12000 0.11999572

0.4 0.15997619 0.15998 0.15998 0.15997687

0.5 0.19982593 0.19982 0.19983 0.19982525

0.6 0.23813056 0.23811 0.23812 0.23812066

0.7 0.25311482 0.25302 0.25275 0.25310477

0.8 0.10211942 0.10228 0.10269 0.10209570

0.9 0.00552602 0.00553 0.00568 0.00554249

1 0.00000000 0.00013987
Lox10°  0.02169465 0.05103 2.11187
L.x10>  0.13987158 0.18902 25.1517
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Cizelge 4.10 : Problem 3’iinr =2.5,0 <x <1, Ar =0.01, v =0.0005 ve N =200 icin
LIN-1 ile [37] ve [51]’in niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlarinin

karsilagtiriimasi.
Niimerik Coziimler Tam
X LIN-T 371 511 Cozim
0 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

0.1 0.04000  0.04000  0.04003  0.04000
0.2 0.08000  0.08000  0.08000  0.08000
0.3 0.12000  0.12001  0.12000  0.12000
0.4 0.16000  0.16001  0.16000  0.16000
0.5 0.20000  0.20001  0.20000  0.20000
0.6 0.24000  0.24001  0.24000  0.24000
0.7 0.28000  0.28001  0.28000  0.28000
0.8 0.00834  0.00811  0.00994  0.00977
0.9 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

1 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

L,x10°  0.40924 - =

Lox10°  4.28902 - -

0.35

0.3 B

0.25F 4

0.2 4

Hata

0.15F q

0.1 4

Sekil 4.7 : Problem 3’tin r = 1.1, 0 <x < 1, Ar = 0.001, N = 64 ve v = 0.01 i¢in
niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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x10°

0.4 1.4
0.35 T 1.2+
0.3F
n
0.25
0.8
2 ©
x 021 ©
] I
0.6
0.15
0.4r
0.1F
0.05 0.2r
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
Sekil 4.8 : Problem 3’iint = 1.1, 0 <x < 1, Ar = 0.001, N = 64 ve v = 0.005 icin
niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
0.6 T T T T 0.025
0.02
0.015
E
z
0.01F
0.005
0.1 : : : : 0 : o E— :
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X X

Sekil 4.9 : Problem 3’tnr = 1.1, 0 <x < 1, Ar = 0.001, N = 64 ve v = 0.001 i¢in
niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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Cizelge 4.11 : Problem 4’iinf = 0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v=0.01, a =04, u =
0.6, y=0.125 ve N = 40, 80, 120, 160 i¢in LIN-1 ile niimerik ve tam

cOziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =40 N =280 N =120 N =160 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97693301 0.97617184 0.97602633 0.97597336 0.97416363
0.2 0.48638738 0.48438915 0.48391082 0.48373487 0.48347496
0.3 0.20728185 0.20780375 0.20789248 0.20792306 0.20796144
0.4 0.20012908 0.20014250 0.20014514 0.20014607 0.20014726
0.5 0.20000236 0.20000261 0.20000266 0.20000268 0.20000270
0.6 0.20000004  0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.19999999  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.19999999 0.20000020 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.19999999  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 1.16176188 0.61498010 0.55999319 0.54830453
L.x10° 3.34370822 2.10411199 1.97111503 1.92230207

Cizelge 4.12 : Problem 4’tint = 0.5, 0 <x <1, Ar =0.01, v =0.01 ve N = 36 i¢in
LIN-1 ile [37], [45] (QBCA1), [45] (QBAC2), [49] ve [55] in niimerik
cOziimleri ile hata normlarinin ve tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coziim

Uygulanan Yontemler Tam
X LIN-1 [37] [45] (QBCAL) [45] (QBCA2) [49] [55] Coziim
(Ar =0.025)
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.999 0.999 0.998 0.999 0.998 0.999 0.998
0.333 0.982 0.986 0.980 0.982 0.982 0.983 0.980
0.389 0.844 0.850 0.842 0.850 0.844 0.845 0.847
0.444 0.455 0.448 0.458 0.452 0.458 0.456 0.452
0.500 0.237 0.236 0.240 0.238 0.238 0.237 0.238
0.556 0.203 0.204 0.205 0.204 0.203 0.203 0.204
0.611 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
Lox10°  1.31542 1.72434 0.59530 1.45E-03
L..x10®  3.65064 5.78454 2.76077 5.97E-03
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Sekil 4.10 : Problem 4’tint = 0.1, 0 < x < 1, Ar =0.001, N = 160 ve v = 0.01 icin

1
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1
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1
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Hata
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x10°

1
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0.4

niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.

0.2

Sekil 4.11 : Problem 4’iin# =0.1,0 <x < 1, Ar =0.001, N = 160 ve v = 0.005 i¢in
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0.8

Hata

0.8r

0.6
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0.2r

1
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1
0.8
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0.4

niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziim ve mutlak hata grafigi.
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1.1 T T T T 0.025

0.021

0.015

Hata

0.011

0.005

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.12 : Problem 4’iint =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, N = 160 ve v = 0.001 i¢in
niimerik ¢oziim ile tam ¢oziim ve mutlak hata grafigi.

4.3 LINEERLESTIRME-2 (LIN-2)

Dag vd. Ref. [55] teki calismalarinda, (4.0.1) ile verilen Burgers denkleminin, denklemdeki
UU; lineer olmayan terimi yerine Rubin-Graves tipi yaklasim kullanarak kiibik trigonometrik
B-spline kollokasyon yontemiyle ¢oziim semasini elde etmiglerdir. Tezin bu kisminda, ayn1 sema

asagidaki gibi benzer sekilde elde edildikten sonra dort model problem i¢in uygulandi.

(4.0.1) ile verilen Burgers denkleminde U; terimi yerine

Un+l —_yn
U=
At

ileri fark yaklasimi, U, ve Uy, terimleri yerine de

g Ui+
* 2
XX 2

Crack-Nicolson yaklasimlar yazilarsa

Un—H _yn N (UUx)n_H + (UUx)n B VU)?x—H _|_fo _

At 2 2 0

elde edilir. Bu ifade de (UU,)"*! terimi yerine
(UUx)n+1 — U}’H-lU)IC’l + UnU;H_l _ UnU;l

Rubin-Graves [57] tipi yaklasim yazildiginda

e A A A A e O VA Y O VR VAR VAN
* 2 VT T
At
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bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Un—H _yn N U’H_]U;l—l—UnU;l—H B VU)?x—i-l +U):lx _

0
At 2 2

elde edilir. Bu denklem

At VAt
1 1 1 1
vttt —yn 4+ E(LQU'” + LUt — T(U,;’x+ +UM)

0

biciminde yazildiktan sonra ayni zaman adimina ait ifadeler bir arada olacak sekilde diizenleme

yapilirsa
VAt VAt
(L2Un+1 LIUJZ—H) 5 U;?L] U" > U;lx

seklini alir. Tiirevler yerine (2.2.4) ile verilen yaklagim ve bu yaklasimda kiibik trigonometrik

At

U}’H—]
+ 2

B-spline fonksiyonlarin kullanilmasiyla elde edilen ve (2.2.5) ile verilen yaklagimlar yazilirsa

o8 + a8 + o6+

At

3 [La(@ 8 + a8+ a8 + Li(Bi8 + B8] -
V_At( 3n+1+ 5n+1+ 5n+1)_a6n + 08"+ a8+
VAt

T(Vl 0/ | +710"+né\)
olur ve diizenlenirse

At At
{oc] + 5 (a1l +BiL1 — vy )} sl 4 [062 + > (pLy — V}’z)} RHARE

At .
{al + 5 (Lo + oLy — V'}’l)} 5i++11 =

VAt VAt VAt
(a1+ 2%) ,~”_1+(a2+ 2y2)6i"+(a1+7%) B

elde edilir. Burada

Li=U;=0106_1+ @+ 0101 (4.3.1)
L, =U; = 181+ Badis1

Ly=U; =181+ %8+
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dir. Elde edilen bu ifade matris sistemiyle

At
e = 0 —1—? (Otle—l—ﬁlLl — V’}’l) (4.3.2)
At
ey = 0p+ ? (a2L2 — V’}’z)
At
3 =00+ (oLy+Boly —vn)
VAty
fi=on+ 2}/
VALY,
h=o0+ 27/
olmak tizere
(el e e 178" [A £ A 17 67 ]
e1 ey e3 syt N 2 h o
i ey e 83_ _5]’\1:-11_ | fl f2 fl_ _5164_1_

seklinde gosterilebilir. Boylece (N + 3) bilinmeyenli (N + 1) denklemden olusan bir sistem
bulunur. Simdi de bu sistemde 6_; ve Sy bilinmeyenleri digerleri cinsinden yazilacaktir. Bu

amacla problemle birlikte verilen sinir sartlar1 kullanilacaktir.

x = x; noktasinda
U(x,-,t) =001+ i+ 001

yaklagimi yardimiyla 6_; bilinmeyeni, i = 0 i¢in x = x¢ noktasinda U (xp,t) = U(a,t)

oldugundan
Ul(a,t) — o161 — 020
o

o_1 =

ve Oy bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,¢) = U (b,t) oldugundan

U(b,t) — OC15N_1 — OC26N
o

ON+1 =

seklinde digerleri cinsinden yazilabilir. Daha sonra 6_1 ve Oy esitlikleri yerine yazilirsa i = 0
icin

[061 + el (Lo +PiLy — VYl)] (

2

Un—H (a,t) —ay 5;1—“ . a2661+1 N
(041

[az + > (L, — V)/z)} St 4 [Oﬂ + > (uLy+ BoLy — VY])} ! =

VALY, U'(a,t) — o0 — o 8 VALY
(Otl-l- 1)( (a ) | 20)+(O€2+ 2)56’4—
2 o 2
VAty, 5
(al 2 1) {1
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bulunur ve diizenlenirse
ArLy

{ZA_OZ (voon — BiLi — vy }’2)} &+ [T(ﬁz —51)} !

Atv
= {T(alyz — (Xz’)/l):| 561—|-051n—

U(a,t At
# [061 +E((X1L2+ﬁ1L1 —VYI>] +

()

elde edilir. Aym sekilde i = N i¢in

At n At n
[al + 5 (@l Bl — v?’1)] S+ [Oﬂz + (ol — V?’z)] Sy

At Un+1 b,l‘ o a15n—tl . a25n+l
[061+7(061L2+[32L1—V?’1)} ( &:1) A M) =
09]
VAt VAt
(OH 2Yl) Nt <a2+ 2%) ot
(061 N vAtyl) (U”(b,t) — o 05| — azél’\})
2 (04]

olarak yazdiktan sonra

|:AIL1

At
(B - [32)] S+ {— (vaoyi + ofaoly — vy 72)] &

200
VAt
= 0.51’\17,1 + {—(061’}’2 — (Xz’}/l)} 516—

204
U™tl(b,t At
# {061 +— (oLl +BoLy — V?’l)] +

(041 2
U"(b,t VAt

( ) ) (OCI+ YI)

(041 2

seklinde bulunur. Sistemin son hali matris formunda (4.3.2) ile verilen doniisiimlere ek olarak

_ A (vor BiLi —vay )
C —_— — — —
1 20 2V — Pili 172

Atv

dy = 7(061}’2 — oY)

U™tl(a,t At
—# {061 +7 (o1Lr+ BiLy — V}’l)] +

(o)

U™tl(b,t At
—# {061 + 5 (o1Ly + BoLy — V?’l)] +

U"(b,t) (061 N vAt}q)

(04] 2

I =

L =
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olmak uizere

¢ 0 (Yl [dr 0 1761 [0 ]
el e e3 st i f2 h oy
= +| .+
L 0 Cl_ _51'\l,+1_ L 0 dl_ _51'\1,_ _12 ]
(4.3.3)

formunda yazilabilir. Boylece (N + 1) x (N + 1) tipinde bir sistem elde edilir. Bu sistemin
iteratif olarak ¢oziilmesi icin ise dncelikle 8° baglangic bilinmeyenlerinin bulunmasi gerekir.
89 bilinmeyenlerinin bulunmast ise (4.2.5) ile verilen ve LIN-1 icin ayrintili olarak anlatilan
sistemin ¢oziilmesinde oldugu gibi kolayca gerceklestirilebilir. Elde edilen 8° parametreleri

(4.3.3) ile verilen sistemde kullanilarak istenilen # zamanindaki sonuglara ulagilir.

Burada da Uy niimerik ¢oziimlerini iyilestirmek adina (4.2.4) denklem sisteminde lineer

olmayan terimler i¢in
1
2

seklinde tanimlanan i¢ iterasyon formiilii birka¢ defa kullanildi.

51'* _ 6in+ (6in+1 . Sln)

4.3.1 Niimerik Sonuclar

LIN-2 ile elde edilen niimerik sonuglar, tam ¢oziimler ve problemlerin literatiirdeki
calismalarla karsilastirilmalarini iceren cizelgeler asagida verildi. Cizelge 4.13’te, t = 0.1,
0<x<1,Ar=0.001,v=1veN =10, 20, 40, 80 degerleri i¢in Problem 1’in niimerik ve tam
cOziimleri ile hata normlar1 yer almaktadir. Cizelge incelendiginde N boliintii sayis1 arttik¢a hata
normlariin kiigiildiigii acik bir sekilde goriilmektedir. Cizelge 4.14’te de t = 0.1, 0 < x < 1,
N =40, v =1 ve Ar =0.01, 0.005, 0.001, 0.0001 icin yine Problem 1’in niimerik ve tam
coziimleri ile hata normlari sunuldu. Cizelgeden A7 zaman adimi kii¢iildiikge niimerik sonuglarin

tam coziime daha yakin sonuclar verdigi goriilebilmektedir.

Cizelge 4.15 ile verilen ¢izelgede, LIN-2 ile literatiirdeki Ref. [55] ile verilen calisma
kargilastirildi. Verilen caligma ile LIN-2 ayni1 lineerlestirme yontemi ve kiibik trigonometrik
B-spline kollokasyon kullanildig1 i¢in verilen caligmalar birbiriyle ¢ok uyumlu oldugu
goriilmektedir. Bununla birlikte, ayn1 zaman adimina ait noktasal degerler incelendiginde,
bir ka¢ noktada cok kii¢iik farklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu farklar ise kullanilan programlar,

bilgisayarlarin kapasiteleri vb. durumlardan dolay1 6ngoriilebilir diizeydedirler.
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Cizelge 4.16 ile verilen cizelgede ise + = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v =1 ve
N = 80 degerleri icin Problem 1’in LIN-2 ile elde edilen sonuclari ile literatiirde yer alan
Ref. [34, 37, 44, 46]’daki sonuclarin karsilagtirilmasi verildi. Bu ¢izelgede niimerik olarak
verilen noktasal degerler ile problemin tam ¢oziimiiniin noktasal degerleri incelendiginde en
iyi sonuglarin biitiin ¢izelge boyunca Ref. [46] daki yontemle elde edildigi goriilmektedir. Diger
yontemlere bakildiginda, sol sinir bolgesinde LIN-2 ile elde edilen degerler, geriye kalan diger
ic yonteme gore tam ¢oziime daha yakindir. Ancak sag sinira yaklasildiginda Ref. [44] ile elde

edilen degerlerin tam ¢oziime daha yakin oldugu anlagilmaktadir.

Cizelge 4.17°de ise Problem 2’ninf =0.1,0 <x < 1,Ar=0.001, v=1ve N = 10, 20, 40, 80
degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari ele alinmistir. Cizelgeye bakildiginda
Problem 1°de oldugu gibi verilen araligin parcalanma sayis1 artirildiginda niimerik sonugclar ile
tam ¢Oziim arasindaki yakinlik ve bunun sonucunda hata normlarindaki diisiis net bir sekilde
goriilmektedir. Yine Problem 2’ninf =0.1,0<x <1, N=40,v =1 ve Ar =0.01, 0.005, 0.001,
0.0001 degerleri i¢in verilen Cizelge 4.18’e bakildiginda zaman adimu kiigiildiikge niimerik

cOziimlerin tam ¢oziimlere yaklastig1 ve hata normlarinin kii¢iildiigli gozlenebilmektedir.

Cizelge 4.19°da, 0 < x < 1, At = 0.00001, v = 0.1 ve N = 80 icin Problem 2’nin LIN-2 ile
literatiirde yer alan Ref. [32, 34,39] calismalarinin niimerik ¢oziimleri ile noktasal degerlerinin
ve tam ¢Oziimiiniin karsilagtirilmasi verildi. Verilen bu ¢izelgede LIN-2 ile elde edilen niimerik
sonuclarin literatiirdeki caligmalarla birbirlerine yakin degerler icerdigi goriilmektedir. Hatta
araligin sag sinir1 harig diger biitiin degerler i¢in tam ¢coziime daha yakin degerler elde edilmistir.
Sag sinirda ise Ref. [39] ile verilen ¢alismaya ¢ok yakin degerler elde edilmekle birlikte ¢ok

kiigiik bir farkla gerisinde kalmustir.

Cizelge 4.20’de ise Problem 3’tinr =1.1,0 <x <8, Ar=0.001,v=1ve N =38, 16, 32, 64
degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1 incelenmistir. Cizelgeye bakildiginda

N boliintii sayis1 arttik¢a hata normlarindaki diisiisler net bir bicimde goriilmektedir.

Cizelge 4.21 ve 4.22’de, t = 2.5, 0 < x <1, Ar = 0.01, v = 0.005 ve v = 0.0005,
boliintii sayist N = 200 iken Problem 3 icin LIN-2 ile elde edilen noktasal degerlerin ve
hata normlarinin Ref. [36,37,51] calismalarinda verilen noktasal degerler ile hata normlarinin
ve tam ¢oziimlerinin karsilastirilmasi sunuldu. Cizelgelere bakildiginda LIN-2 ile elde edilen
sonuclarin, literatiirdeki ¢aligmalarin sonuglartyla tam bir uyum icinde oldugu goriilmektedir.

Kargilastirllan makalelerdeki noktasal degerler ve verilen hata normlart ile tam ¢6ziim
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incelendiginde LIN-2 ile elde edilen sonuclarm diger ¢alismalara gére daha iyi oldugu acikca

goriilmektedir.

Problem 4’iin LIN-2 ile elde edilen ve Cizelge 4.23’te sunulan cizelgede, r =0.1,0 <x <1,
At =0.001, v=0.01, x =04, u = 0.6, y=0.125 ve N =40, 80, 120, 160 degerleri i¢in
niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1 yer almaktadir. Bu ¢izelgeye gore boliintii sayisinin
artistyla birlikte hata normalarinda baglangigta iyi bir azalma gozlenmekle birlikte boliintii sayisi

arttikca hata normlarindaki azalmalar daha kiiciik degerlerle meydana gelmektedir.

Cizelge 4.24 ile verilen cizelgede, t =0.5,0 <x <1,Ar =0.01, v =0.01 ve N = 36 degerleri
icin Problem 4’iin LIN-2 ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ve hata normlari ile literatiirde
sunulan Ref. [37, 45, 49, 55])’in nlimerik ¢oziimleri ile hata nomlarinin ve tam ¢6ziimiiniin
karsilastirilmas: verildi. Cizelgeye bakildiginda LIN-2 ile elde edilen degerlerin literatiirde yer
alan ¢alismalarla birbirine yakin ve uyumlu oldugu goriilmektedir. Caligmalarda verilen hata
normlari ile hata normlar1 verilmeyen Ref. [37,55] in noktasal degerleri gbz Oniine alindiginda
LIN-2 ile elde edilen degerlerin Ref. [45] (QBCA2)’den sonra tam ¢oziime en yakin de8erlere
sahip oldugu agiktir.

Cizelge 4.13 : Problem I'int =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, v=1ve N = 10, 20, 40,
80 igin LIN-2 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N =20 N =40 N =280 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10908758 0.10942573 0.10950942 0.10953031 0.10953815
0.2 0.20887686 0.20956342 0.20973378 0.20977629 0.20979215
0.3 0.29050326 0.29154797 0.29180760 0.29187241 0.29189635
0.4 0.34607376 0.34746067 0.30853159 0.34789237 0.34792391
0.5 0.36936151 0.37102179 0.34780610 0.37153997 0.37157748
0.6 0.35665570 0.35844524 0.37143636 0.35900534 0.35904558
0.7 0.30763540 0.30933387 0.30976023 0.30986692 0.30990500
0.8 0.22602114 0.22736475 0.22770272 0.22778733 0.22781741
0.9 0.11969020 0.12043517 0.12062299 0.12067002 0.12068669
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.62472208 0.40797369 0.10357036 0.02745852
L.x10° 2.38988339 0.60033655 0.15238573 0.04026775
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Cizelge 4.14 : Problem I'in t = 0.1, 0 < x <1, N =40, v =1 ve At = 0.01,
0.005, 0.001, 0.0001 igin LIN-2 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata

normlart.
Niimerik Coziim Tam
X At =0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10942200 0.10948819 0.10950942 0.10951029 0.10953815
0.2 0.20956642 0.20969320 0.20973378 0.20973545 0.20979215
0.3 0.29157546  0.29175132 0.29180760 0.29180992 0.29189635
0.4 0.34752987 0.34773915 0.30853159 0.34780886 0.34792391
0.5 0.37114106 0.37136482 0.34780610 0.37143931 0.37157748
0.6 0.35860672 0.35882390 0.37143636 0.35889615 0.35904558
0.7 0.30951113 0.30969994 0.30976023 0.30976271 0.30990500
0.8 0.22751818 0.22765807 0.22770272 0.22770456 0.22781741
0.9 0.12052444 0.12059918 0.12062299 0.12062397 0.12068669
1 0 0 0 0 0
Lox10° 0.31252442 0.15392054 0.10357036 0.10150514
L.x10® 044317473 0.22168161 0.15238573 0.14959169
4.4 LINEERLESTIRME-3 (LIN-3)
(4.0.1) ile verilen Burgers denklemini
U +20U,=0
ve
U[ - 2VUxx - 0

biciminde iki denklem olarak yazildiktan sonra ilk olarak lineer olmayan
Ui +20U, =0

denklemine yontem uygulanacaktir. Bu denklemde U U, lineer olmayan teriminde U = Z; olarak
almirsa, U; ve Uy, terimleri yerine de ileri fark ve Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlari

yazilirsa
Un—H —_yn Un—H un
+27;—= + O =

At 2

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0

U™ 4 AU = Ut — Z, AU
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Cizelge 4.15 : Problem 1’'in 0 < x < 1, At = 0.0001, N =40 iken v=1 ve v =
0.01 icin LIN-2 ile [55]’in niimerik ¢oziimleri ve tam ¢Oziimiiniin
karsilagtiriimasi.

v=1 v =0.01
X t LIN-2 [55] Tam Coziim  LIN-2 [55] Tam Coziim

0.25 0.4 0.01355 0.01355 0.01357 0.34192 0.34191 0.34191
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.26899 0.26896 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.22148 0.22148 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.18819 0.18819 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.07511 0.07511 0.07511

0.5 04 0.01921 0.01920 0.01924 0.66072 0.66071 0.66071
0.6 0.00267 0.00266 0.00267 0.52948 0.52942 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.43914 0.43914 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.00005 0.37442 0.37442 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.15018 0.15017 0.15018

0.75 04 0.01361 0.01361 0.01363 0.91029 0.91029 0.91026
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.76732  0.76725 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.00026  0.64740 0.64740  0.64740
1.0 0.00004 0.00004  0.00004  0.55605 0.55605 0.55605
3.0 0.00000 0.00000  0.00000  0.22490 0.22489 0.22481

Cizelge 4.16 : Problem 1'in r = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v =1 ve N = 80
icin LIN-2 ile [34], [37], [44] ve [46]'nin niimerik ¢Oziimleri ve tam
¢Ozlimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coztimler Tam
X LIN-1 [34] [37] [44] [46] Coziim
0 0.00000000  0.00000  0.00000  0.00000 0.00000 0.00000000

0.1 0.10953119  0.10978  0.10952  0.10952  0.10953815119  0.10953815
0.2 0.20977798 021019 020975 0.20976  0.20979214867  0.20979215
0.3 0.29187476  0.29238  0.29184  0.29186  0.29189635032  0.29189635
0.4 0.34789516  0.34845  0.34785  0.34788  0.34792391150  0.34792391
0.5 0.37154294 037212 037149 037153  0.37157747490  0.37157748
0.6 0.35900823  0.35960  0.35896  0.35900  0.35904557846  0.35904558
0.7 0.30986943 031044 030983  0.30986  0.30990499905  0.30990500
0.8 022778919  0.22827  0.22776  0.22779  0.22781740532  0.22781741
0.9 0.12067101  0.12097  0.12065 0.12067  0.12068669034  0.12068669

1 0.00000000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000000000  0.00000000

L,x10°  0.02537211 - - - -

L.x10°  0.03741177
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Cizelge 4.17 : Problem 2’nin¢ =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, v=1 ve N = 10, 20, 40,

80 igin LIN-2 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N=20 N =40 N =280 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11242395 0.11277608 0.11286257 0.11288411 0.11289225
0.2 0.21530230 0.21601614 0.21619197 0.21623576 0.21625214
0.3 0.29952205 0.30060692 0.30087452 0.30094120 0.30096586
0.4 0.35694635 0.35838591 0.35874187 0.35883062 0.35886306
0.5 0.38112483 0.38284936 0.38327709 0.38338381 0.38342242
0.6 0.36817528 0.37003724 0.37050061 0.37061632 0.37065784
0.7 0.31770252 0.31947353 0.31991575 0.32002627 0.32006569
0.8 0.23349659 0.23490051 0.23525201 0.23533991 0.23537115
0.9 0.12367655 0.12445601 0.12465173 0.12470069 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.68834533 0.42190093 0.10697776 0.02835499
L.x10® 248255138 0.62059646 0.15744144 0.04155922

Cizelge 4.18 : Problem 2’nin t = 0.1, 0 < x <1, N=40, v =1 ve Ar = 0.01,
0.005, 0.001, 0.0001 igin LIN-2 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata

normlari.
Niimerik Coziim Tam
X At=0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Cozim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11268054 0.11284744 0.11286257 0.11286350 0.11289225
0.2 0.21603069 0.21614936 0.21619197 0.21619374 0.21625214
0.3 0.30062718 0.30081558 0.30087452 0.30087695 0.30096586
0.4 0.35845732 0.35867269 0.35874187 0.35874473 0.35886306
0.5 0.38297360 0.38320372 0.38327709 0.38328012 0.38342242
0.6 0.37020760 0.37042947 0.37050061 0.37050354 0.37065784
0.7 0.31965475 0.31985354 0.31991575 0.31991831 0.32006569
0.8 0.23507539 0.23520596 0.23525201 0.23525392 0.23537115
0.9 0.12446097 0.12463425 0.12465173 0.12465277 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 0.34025011 0.15979895 0.10697776 0.10484370
Lox10° 0.45511666 0.22836066 0.15744144 0.15457570
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Cizelge 4.19 : Problem 2’nin 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v = 0.1 ve N = 80 icin
LIN-2 ile [32], [34] ve [39]’un niimerik cOziimleri ve tam ¢oziimiiniin
karsilagtirilmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X t LIN-2 [32] [34] [39] Coziim
(At =0.0001)

0.25 04 031753 0.32679 0.32091 0.31760 0.31752
0.6 0.24615 0.25117 0.24910 0.24618 0.24614

0.8 0.19957 0.20270 0.20211 0.19959 0.19956

1.0 0.16561 0.16780 0.16782 0.16562 0.16560

3.0 0.02776 0.02804 0.02828 0.02776  0.02775

0.5 04 0.58456 0.59661 0.58788 0.58460 0.58454
0.6 0.45801 0.46581 0.46174 0.45803 0.45798

0.8 0.36742 0.37293 0.37111 0.36744 0.36740

1.0 0.29836 0.30253 0.30183 0.29838 0.29834

3.0 0.04106 0.04155 0.04185 0.04107 0.04106

0.75 0.4 0.64557 0.64680 0.65054 0.64558 0.64562
0.6 0.50263 0.50852 0.50825 0.50269 0.50268

0.8 0.38528 0.39117 0.39068 0.38536 0.38534

1.0 0.29581 0.30066 0.30057 0.29589 0.29586

3.0 0.03043 0.03081 0.03106 0.03044 0.03044

Cizelge 4.20 : Problem 3’iint =1.1,0 <x <8, Ar =0.001,v=1ve N =8, 16, 32,
64 icin LIN-2 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam

N=28

N=16

N =32

N =064

Coziim

0N\ N W~ O

0
0.40925432
0.52860356
0.31728431
0.09319195
0.01330718
0.00110539
0.00005256

0.0

0
0.40714791
0.52777216
0.31678705
0.09425035
0.01515829
0.00142056
0.00007912

0.0

0
0.40661879
0.52771553
0.31652424
0.09459617
0.01554100
0.00151577
0.00009014

0.0

0
0.40648981
0.52770300
0.31645772
0.09468235
0.01563446
0.00153991
0.00009309

0.0

0
0.40644714
0.52769887
0.31643558
0.09471099
0.01566545
0.00154797
0.00009412
0.00000356

L,x10°
Loox103

4.18157238
2.80717937

1.02112194
0.70076556

0.25116948
0.17164654

0.06253498
0.04266722
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Cizelge 4.21 : Problem 3’tint =2.5,0 <x <1, Ar =0.01, v =0.005 ve N = 200 icin
LIN-2 ile QCBM [36], CBCM [36]’nin niimerik ve tam coziimleri ile
hata normlarinin kargilagtirtlmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X LIN-2 QBCM [36] CBCM [36] Coziim
0 0.00000000 0.00000000
0.1 0.03999971 0.04000 0.04000 0.03999971
0.2 0.07999896 0.08000 0.08000 0.07999895
0.3 0.11999576 0.12000 0.12000 0.11999572
0.4 0.15997714 0.15998 0.15998 0.15997687
0.5 0.19982707 0.19982 0.19983 0.19982525
0.6 0.23813181 0.23811 0.23812 0.23812066
0.7 0.25311829 0.25302 0.25275 0.25310477
0.8 0.10211139 0.10228 0.10269 0.10209570
0.9 0.00552364 0.00553 0.00568 0.00554249
1 0.00000000 0.00013987
L,x103  0.02129922 0.05103 2.11187
L.x10°  0.13987158 0.18902 25.1517

Cizelge 4.22 : Problem 3’iinr =2.5,0 <x <1, Ar =0.01, v =0.0005 ve N =200 icin
LIN-2 ile [37] ve [51]’in niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlarinin
karsilagtiriimasi.

Niimerik Coziimler Tam

X LIN-2 371 [51] Céziim

0 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

0.1 0.04000  0.04000  0.04003  0.04000

0.2 0.08000  0.08000  0.08000  0.08000

0.3 0.12000  0.12001  0.12000  0.12000

0.4 0.16000  0.16001  0.16000  0.16000

0.5 0.20000  0.20001  0.20000  0.20000

0.6 0.24000  0.24001  0.24000  0.24000

0.7 0.28000  0.28001  0.28000  0.28000

0.8 0.00829  0.00811  0.00994  0.00977

0.9 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

1 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000
L,x10°  0.28973 - -
L.x10®  2.38936 - -
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Cizelge 4.23 : Problem 4’iinf = 0.1, 0 <x <1, Ar=0.001, v=0.01, a =04, u =
0.6, y=0.125 ve N = 40, 80, 120, 160 i¢in LIN-2 ile niimerik ve tam

cOziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =40 N =280 N =120 N =160 Cozim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97676168 0.97610397 0.97598982 0.97595042 0.97416363
0.2 0.48638223 0.48438883 0.48391170 0.48373627 0.48347496
0.3 0.20728176 0.20780367 0.20789240 0.20792298 0.20796144
0.4 0.20012908 0.20014250 0.20014514 0.20014607 0.20014726
0.5 0.20000236 0.20000261 0.20000266 0.20000268 0.20000270
0.6 0.20000004  0.20000005 0.20000005 0.20000005  0.20000005
0.7 0.19999999 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.19999999 0.20000020 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.19999993  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 1.14285061 0.59957294 0.55096924 0.54262555
L.x10° 3.34305836 2.03916455 1.93743857 1.90162190

Cizelge 4.24 : Problem 4’tint = 0.5, 0 <x <1, Ar =0.01, v =0.01 ve N = 36 i¢in
LIN-2 ile [37], [45] (QBCA1), [45] (QBAC2), [49] ve [55] in niimerik
cOziimleri ile hata normlarinin ve tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coziim

Uygulanan Yontemler Tam
X LIN-2 [37] [45] (QBCAL) [45] (QBCA2) [49] [55] Coziim
(Ar =0.025)
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.999 0.999 0.998 0.999 0.998 0.999 0.998
0.333 0.983 0.986 0.980 0.982 0.982 0.983 0.980
0.389 0.845 0.850 0.842 0.850 0.844 0.845 0.847
0.444 0.457 0.448 0.458 0.452 0.458 0.456 0.452
0.500 0.237 0.236 0.240 0.238 0.238 0.237 0.238
0.556 0.203 0.204 0.205 0.204 0.203 0.203 0.204
0.611 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
Lox103  1.27329 1.72434 0.59530 1.45E-03
L.x10®  4.69339 5.78454 2.76077 5.97E-03
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elde edilir. Burada (2.2.4) ile verilen yaklasim ve bu yaklagimda kiibik trigonometrik

fonksiyonlarin kullanilmasiyla elde edilen ve (2.2.5) ile verilen yaklasimlar yerine yazilirsa

8% + 008 + o 81 + Zise (B8] + Bodl)

=00/ + 00 + a6y — ZiAt (B 6] + B2 )
olur ve sonunda

(061 —|—Z,'Atﬁ1)6in_-'_11 + (X25in+1 + ((Xl —{-ZiAl‘ﬁz)d-Til “4.4.1)

= (061 — Z,~At[31)6,~”,1 + OCQ(Sin + (061 _ZiAt,BZ)(si’ZH
elde edilir. Bu esitlik matris formunda

mp = 0 —l—Zl'Al‘Bl 4.4.2)
nmy = 0 —l—ZiAtﬁz
ny = o — Z;Atfy

ny) = 0o — ZiAtﬁz

olmak tizere

mp 0 mp "] ng o np 0",
mp Op my 56l+1 ng O np 5(')1
n+1 n
i mp Oy my 1L 5N+l i i np O np 1L 6N+1 i

bi¢iminde yazilabilir. Bu matris, (N 4 3) bilinmeyen ve (N + 1) tane denklemden olugan bir
sistem olusturur. Bu sistemde problemle birlikte verilen sinir sartlarinin kullanilmasiyla 6_; ve

Oy 1 bilinmeyenlerinin yok edilebilir.

x = x; noktasinda

U(xi,1) = 01 6j—1 + 0.0; + 01 811

yaklagimi yardimiyla 6_; bilinmeyeni, i = 0 i¢in x = x¢ noktasinda U (xp,t) = U(a,t)

oldugundan
Ul(a,t) — o161 — 020
o

o1 =

ve 9y bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,?) = U (b,t) oldugundan
U(b,t) — 0 ON_1 — 0N
09]
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seklinde digerleri cinsinden elde edilir. Bulunan bu ifadeler (4.4.1) denkleminde yerine yazilirsa

o

(061 —I—Z,'Al‘ﬁl) <
(Xz56l+1 + (OCl —|—ZiAtﬁ2)61n+1

U . 6n+1 . 311—0—1
=(061—ZiAf/31)< @) - 2% >+

o
OC266’ + (OCl —Z,Atﬁz)él”

Un+1(a,t) i (X15{1+1 N 06256'+1) .

olur ve i = 0 i¢in diizenlenirse

Z()Al‘OQB[
— OC—IS(S’“ + ZoAt (B — B1)51”+1

ZoAtop P o, n
- 06—150 + ZoAt(Br — B2) 81—

U™t(a,t U'(a,t
U700 (g 4 zarpy) + L%
(04] (0]

(061 — Z()Al‘ﬁl)

elde edilir.

Benzer sekilde i = N icin diizenlemeler yapilirsa

(o +2ZnAiBr) ST + andiyt '+
(o + ZyAtpa) (U"H (b,1) — o 8y} — oo™ )

o
= (061 —ZNAl‘ﬁl)S;\l;_l‘F

o

\ U (b,1) — a8 — n 8y
0626N + (OCl —ZNAlﬁz) < N—1 N

olur ve son olarak

ZnAto
Zus (B — )8 + (- 202 gy
ZnAto
= ZNAL (B — B1) SR + Na—lzﬁla;\g_

Ut (bt U"(b,t

o — ZnAt
@ @ (01 — ZyAt )
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seklini alir. Olusan yeni sistem matris formunda (4.4.2) ile verilenlere ek olarak

_ ZoArapf
S
02 = ZoAt (B, — Bi)

03 = ZNAt(B1 — B2)

01

ZnAton By
0y = ———
o
U™(a,t U'(a,t
D1 :—#(al—I—ZQAtBl)—{— ((Xl )((Xl—ZoAtﬁl)
U"t(b,t U"(b,t
P2 = —#(O{l —f—ZNAl‘ﬁz) + M(al —ZNAtﬁz)
ay o
esitlikleri kullanilarak
-—01 (0)) i -56l+1- -01 —0) | -5(’)1- -pl
mi O my 5{1+1 n o np 6{1
= +
i 03 04 1L 61(']+1 ] i —03 —04 8]'\1/ ] i D2
(4.4.3)
biciminde yazilabilir.
Ikinci olarak ise
U —2vU,y =0

lineer denklemi gz Oniine alalim. Denklemde U; terimi yerine

UVH—] —_yn
U= ——F1—
! At
ileri fark ve Uy, terimi yerine de
XX 2
Crank-Nicolson yaklagimlart yazilirsa
U"+l - Un _ 2V U)’cix+1 + U)?x — 0
At 2
bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
U”H‘l — U”l _ 2V U;lx+l + U)?X — 0
At 2
elde edilir. Once payda esitlemesi yapilirsa
Uttt —ut —vAr (UL +UL) =0
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olur ve devaminda ayn1 zaman adimina ait ifadeler esitligin ayni tarafinda olacak sekilde gerekli
diizenlemeler yapilarak

U —vAUm = UM - vAIU™

elde edilir. Burada (4.2.1) ile verilen esitlikler yazildiginda

oM + 8™ + oy 8 = vA(n 8T + e+ 8

=6l + 06 +0ud + VAL(1 0]+ 10+ 5{;1)
olur ve bu ifade diizenlenirse

(o — VArR) 8! + (00 — vAIp) 8! + (an — vArm) 8! (4.4.4)

= (a1 + VAY) &L + (0 + VALY )8 + (o + VALY ) 6/ |
bulunur. Bu sistem matris formunda

ry = 0_VAry (4.4.5)
rp = 0Oh— VAZ"}/z
r3 = 0oq + VAt’)/l

r4 = 0+ VAtp

olmak uizere

roror 5! 3oy 13 8",
rn rn n 5(’)1+1 r3s r4 13 561
n+1 n
I oo |6y ]| r3ora 13| | Oy

biciminde yazilabilir. Bu matris (N 4 3) x (N + 1) tipinde bir sistem olusturur. Simdi de
problemle birlikte verilen sinir sartlar1 kullanilarak &_; ve dy; bilinmeyenleri digerleri

cinsinden ifade edilecektir.

x = x; noktasinda

U(xi,t) = 16i—1 + 006; + 01 811

yaklagimi yardimiyla 8_; bilinmeyeni, i = 0 igin x = xo noktasinda U (xp,t) = U(a,t)

oldugundan
U(a,t) — 06161 — OC230
o
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ve Oy bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,t) = U (b,t) oldugundan

U(b,t) — OC15N_1 — 0625]\/
o

ON+1 =

seklinde digerleri cinsinden bulunur ve bu sonuglar (4.4.4)’te yerine yazilirsa i = 0 i¢in

o

(o — VALy) <

(0 — VAIR) S + (o — vAry ) 81!

= (o + VALY (U (1) —3151 _a26°> +
1

(0 + VArY) 6y + (o + VALY ) 6f

U'H'l(a,t) _ a15{1+1 _ a25(1)1+1> .

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
At
E (062’}/1 — 0 ’}’2) 561+1 +0.5{1+1
1

At
= 06_1 (a1, —on) &) +0.01 —

Utl(a,t) U"(a,t)
(04}

o] — VAL
p” (a N)+

(a1 + vAty)
esitligi saglanir. Benzer sekilde i = N icin yerine yazilip
(0 — VAR 83T + (00 — VA ST + (on — vAry ) 83T
= (o1 + VA1) 6y_1 + (0 + VALY ) Oy + (a + VALY ) Oy 4

diizenlemeler gerceklestirilirse

(o — VALY )T + (0 — vAry) S+
Un—H b,t —a 611—0—1 — 5n+1
(o — VAty) < (b,1) — oy, — a0y

Qg
= (on + vAry)8y_ + (0 + VAIY) Gy+

U"(b,t) — o187 _| — 0Oy
(oc+vAt71)( (b.1) (]fol 2 N)
1

olur ve son olarak
At
0.8571 + % (on —oup) Sut!

At
=0.80 ,+ o (1 —on)éy—

U™(b,t) U"(b,t)
(091

o] — VAL
p” (a 7)+

(a+VvAty)
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elde edilir. Ik matris, son elde edilen esitliklere gore yeniden diizenlenirse

(4.4.5) ile verilen esitliklere ek olarak

s—g(a —oyp)
iy 211 172

U™ Y a,t U"(a,t
= —#(al — VAry ) + g(al + VAry)
(04} 091
U™ (b,t U"(b,t
Vo = —#(al — VAty) + g(ajt VALy;)
(04] (091
olmak tizere
[ s __6(’)1“_ [ s __5(’)“_ _vl_
rn r» n 31”“ ry r4y r3 of
= _ ) + | (4.4.6)
I s__61’\1,+1_ I —s__51'\l,_ | v |

formunda (N + 1) x (N + 1) tipinde bir matris sistemi olusmus olur. Bu sistemin iteratif olarak
coziilebilmesi i¢in 8° bilinmeyenlerinin bulunmasi gerekir. §° bilinmeyenlerinin bulunmas ise
(4.2.5) ile verilen ve LIN-1 yoénteminde ayrintili olarak anlatilan sistemin ¢oziilmesi ile kolayca
elde edilebilir. §° bilinmeyenleri ilk olarak lineer denklem icin elde edilen ve (4.4.6) ile verilen
semada kullanildiktan sonra elde edilen ¢oziimler lineer olmayan denklem i¢in elde edilen ve
(4.4.3) ile verilen semada kullanilir ve bdylece bir adim i¢in niimerik sonuglar elde edilir. Bu

sekilde istenilen # zamanindaki sonuclara ulagilabilir.

Burada da Uy niimerik sonuclarimi iyilestirmek admna (4.4.3) ile verilen denklem
sistemindeki lineer olmayan terimler i¢in her bir zaman adiminda

1

S¥—&n
1 l+2

(6in+1 . aln)

biciminde tanimlanan i¢ iterasyon formiilii bir ka¢ defa kullanildi.

4.4.1 Niimerik Sonuclar

LIN-3’iin kullanilmasiyla elde edilen niimerik sonuglar ve hata normlari ile problemlerin
tam coziimleri ve literatiirde verilen degerlerle karsilastirllmalar1 asagidaki cizelgelerde verildi.
Cizelge 4.25 ile verilen ¢izelge, Problem 1'inr =0.1,0 <x < 1,Ar=0.001, v=1ve N =10, 20,
40, 80 degerleri i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlarini icermektedir. Bu

cizelgeye gore verilen araligin boliintli sayisinin artisina baglh olarak niimerik ¢oziimlerin tam

68



cOziime giderek yaklastigi, bu yaklagsma ile birlikte de L, ve L. hata normlarindaki degerlerin
diisiisii net bir bicimde goriilmektedir. Cizelge 4.26’daise t =0.1,0 <x < 1,N=40,v =1 ve
At = 0.01, 0.005, 0.001, 0.0001 i¢in Problem 1’in niimerik ve tam c¢oziimleri ile hata normlari
ele alindi. Burada da Ar zaman adim uzunlugunun kii¢iilmesiyle beraber niimerik sonuglarla tam

¢Oziim arasindaki yakinlagsma ve hata normlarindaki azalma agikc¢a goriilmektedir.

0<x<1, Art=0.0001, N=40 iken v =1 ve v = 0.01 degerleri i¢in, Problem 1’in
LIN-3 ile Ref. [55]’teki niimerik ¢oziimler ve tam ¢oziimlerin karsilastirilmasi Cizelge 4.27°de
sunuldu. Verilen ¢gizelge incelendiginde LIN-3 ve Ref. [55] ile verilen calismanin birbirine yakin
degerlere sahip oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte tam ¢oziime genellikle daha yakin olan
calisma Ref. [55] olarak goziikmektedir. LIN-3 ile verilen calisma ve tam ¢oziim arasindaki en
biiyiik fark ise x = 0.75, t = 3 ve v = 0.01 iken gerceklesmistir. Verilen noktada, LIN-3 ile
elde edilen noktasal degerle tam ¢oziim arasindaki hata 0.00033, Ref. [55] arasindaki hata ise

0.00041 olarak gerceklesmistir.

Problem I'in t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v =1 ve N = 80 degerleri i¢in LIN-3 ile
Ref. [34,37,44,46] daki noktasal degerlerin ve tam ¢Oziimiiniin karsilastirilmasi Cizelge 4.28’de
sunuldu. LIN-3 ile literatiirde yer alan ¢alsmalar birbirine yakin degerler icermektedir. Yine de
tam coziime en yakin degerler Ref. [46]’da, en uzak degerler ise Ref. [34]’te yer almaktadir.
Cizelgenin tamaminda LIN-3 ile elde edilen noktasal degerlerin Ref. [46]’dan sonra tam ¢oziime

en yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.29 ile sunulan cizelgede ise Problem 2’ninf =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, v =1
ve N = 10, 20, 40, 80 degerleri i¢in niimerik ve tam coziimleri ile hata normlar1 incelendi.
Burada boliintii sayisinin artmasina baglh olarak L, hata normu yine beklendigi gibi siirekli
olarak azalmaktadir. Ancak L., hata normunda boliintii sayisinin artmasina bagli olarak bir yere
kadar kiiciilmeler agik bir sekilde gozlense de belirli bir sayidan sonra ¢ok kiiciik bir artig ortaya
cikabilmigtir. Yine Problem 2’nin t = 0.1, 0 < x <1, N =40, v =1 ve Ar = 0.01, 0.005,
0.001, 0.0001 i¢in niimerik ve tam c¢oOziimleri ile hata normlar1 Cizelge 4.30’da verildi. Bu
cizelgede, sonuclarin, zaman adiminin kiiciilmesine paralel olarak iyilestigi, niimerik sonuglarin

tam c¢oziimle yakinlagtig1 hata normlarindaki azalmadan kolaylikla goriilebilmektedir.

Cizelge 4.31 ile verilen ¢izelgede, Problem 2’nin LIN-3 ile literatiirde yer alan Ref.
[32,34,39] caligmalariin x = 0.25, 0.5, 0.75 degerlerinin her biri i¢in ayr1 ayr1 olacak sekilde,

zamanin ¢ = 0.4, 0.6, 0.8,1,3 oldugu anlarda elde edilen noktasal degerleri ve tam ¢oziim
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kargilastirmali olarak sunuldu. Verilen cizelge incelendiginde LIN-3 ile elde edilen degerlerin
literatiirdeki ¢alismalarla yakin bir iliski icinde oldugu goriilmektedir. Bununla beraber LIN-3 ile
elde edilen degerlerin araliin sol sinir bolgesinden sag sinir bolgesine kadar literatiirde sunulan
degerlere gore tam ¢oziime daha yakindir. Yalnmizca sag sinir bolgesinden Ref. [39] ile verilen

caligmanin 107 birimlik bir farkla gerisinde kalmustir.

Cizelge 4.32°de ise Problem 3’iint = 1.1,0 <x < 8, Ar =0.001, v=1ve N =8, 16, 32,
64 degerleri icin niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1 yer almaktadir. Verilen cizelgeye
bakildiginda boliintii sayisinin artmasiyla elde edilen niimerik degerlerin, tam ¢oziime olan

yakinlagsmasi1 hata normlar1 araciligiyla kolaylikla fark edilmektedir.

Cizelge 4.33 ve 4.34 ile verilen ¢izelgelerde t =2.5,0 <x < 1,Ar=0.01, v=0.005 ve v =
0.0005, béliintii say1s1 N = 200 iken Problem 3 i¢in LIN-3 ile Ref. [36,37,51]e ait ¢calismalarin
niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlarinin karsilastirilmasi verildi. Cizelgelere bakildiginda
LIN-3 ile elde edilen sonuglar, literatiirde verilen ¢alismalarin sonuclariyla uyumlu degerler

icermektedir.

Problem 4’iin t = 0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v=0.01, «a =04, u = 0.6, y=0.125 ve
N =40, 80, 120, 160 degerleri icin elde edilen niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari
Cizelge 4.35’te yer almaktadir. Bu c¢izelge incelendiginde, boliintii sayis1 arttikca baslagigta
hata normlarinda azalmalar net bir sekilde goziikkmektedir. Bununla birlikte boliintii sayisinin
daha biiytik degerleri icin L., degerlerinde az da olsa azalmalar devam etmekte ancak L, hata

normunda ¢ok kiigiik artiglar goziikmektedir.

Problem 4’tin r = 0.5, 0 <x <1, Ar = 0.01, v =0.01 ve N = 36 degerleri i¢in LIN-3
ile literatiirde yer alan Ref. [37, 45, 49, 55] calismalarinda sunulan noktasal degerlerinin, L;
ile Lohata normalarinin ve tam ¢oziimiin karsilastirilmas: Cizelge 4.36’da verildi. Cizelge
incelendiginde LIN-3iin literatiirde yapilan ¢alismalarla uyum icerisinde oldugu goriilmektedir.
L, hata normu goz Oniine alindiginda en az hatanin Ref. [45] (QBCA?2) ile verilen ¢calismada yer
aldig1, daha sonra ise LIN-3 ile Ref. [49] calismas1 birbirine ¢cok yakin degerlere sahip olmasina
ragmen LIN-3 ile elde edilen degerlerin kiiciik bir farkla tam ¢oziime daha yakin oldugu
goriilmektedir. L., hata normunda da en diisiik degerler yine Ref. [45] (QBCA2) ¢alismasinda

yer almakla birlikte daha sonra LIN-3 ile elde edilmistir.
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Cizelge 4.25 : Problem I'inf =0.1,0 <x < 1, Ar =0.001, v =1 ve N = 10, 20, 40,

80 igin LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N=20 N =40 N =280 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10898897 0.10941435 0.10947780 0.10948408 0.10953815
0.2 0.20883298 0.20949531 0.20965783 0.20970016 0.20979215
0.3 0.29041011 0.29147046 0.29172899 0.29179381 0.29189635
0.4 0.34602834 0.34741050 0.34775580 0.34784207 0.34792391
0.5 0.36936348 0.37102296 0.37143746 0.37154104 0.37157748
0.6 0.35670744 0.35850294 0.35895109 0.35906310 0.35904558
0.7 0.30775133 0.30942936 0.30985727 0.30996394 0.30990500
0.8 0.22607875 0.22745419 0.22780256 0.22788771 0.22781741
0.9 0.11982302 0.12045216 0.12066518 0.12072868 0.12068669
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.60622467 0.39426538 0.10782478 0.07197867
L.x10° 233814175 0.55536675 0.17175400 0.14863661

Cizelge 4.26 : Problem I'in r = 0.1, 0 < x <1, N =40, v =1 ve At = 0.01,
0.005, 0.001, 0.0001 igin LIN-3 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata

normlari.
Niimerik Coziim Tam
X At=0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Cozim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.10899363 0.10930014 0.10947780 0.10950583 0.10953815
0.2 0.20890082 0.20933472 0.20965783 0.20972774 0.20979215
0.3 0.29089309 0.29138203 0.29172899 0.29180195 0.29189635
0.4 0.34709989 0.34750441 0.34775580 0.34780375 0.34792391
0.5 0.37116270 0.37137284 0.37143746 0.37143940 0.37157748
0.6 0.35911975 0.35909775 0.35895109 0.35890199 0.35904558
0.7 0.31034934 0.31014918 0.30985727 0.30977254 0.30990500
0.8 0.22828472 0.22804971 0.22780256 0.22771473 0.22781741
0.9 0.12016135 0.12020191 0.12066518 0.12063012 0.12068669
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.05960939 0.62337196 0.10782478 0.09974720
Lox10® 3.25587129 1.76745640 0.17175400 0.14362370
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Cizelge 4.27 : Problem 1’'in 0 < x < 1, At = 0.0001, N =40 iken v=1 ve v =
0.01 igin LIN-3 ile [55]’in niimerik ¢oziimleri ve tam ¢Oziimiiniin
karsilagtiriimasi.

v=1 v =0.01
X t LIN-3 [55] Tam Coziim  LIN-3 [55] Tam Coziim

0.25 0.4 0.01355 0.01355 0.01357 0.34192 0.34191 0.34191
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.26899 0.26896 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.22148 0.22148 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.00004 0.18819 0.18819 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.07511 0.07511 0.07511

0.5 04 0.01921 0.01920 0.01924 0.66071 0.66071 0.66071
0.6 0.00267 0.00266 0.00267 0.52947 0.52942 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.43914 0.43914 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.00005 0.37442 0.37442 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.15018 0.15017 0.15018

0.75 04 0.01361 0.01361 0.01363 0.91029 0.91029 0.91026
0.6 0.00189 0.00188 0.00189 0.76732  0.76725 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.00026  0.64740 0.64740  0.64740
1.0 0.00004 0.00004  0.00004  0.55605 0.55605 0.55605
3.0 0.00000 0.00000  0.00000  0.22448 0.22489 0.22481

Cizelge 4.28 : Problem 1'in r = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v =1 ve N = 80
icin LIN-3 ile [34], [37], [44] ve [46] nin niimerik cOziimleri ve tam
¢Ozlimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coztimler Tam
X LIN-1 [34] [37] [44] [46] Coziim
0 0.00000000  0.00000  0.00000  0.00000 0.00000 0.00000000

0.1 0.10953072  0.10978  0.10952  0.10952  0.10953815119  0.10953815
0.2 0.20977721  0.21019  0.20975  0.20976  0.20979214867  0.20979215
0.3 0.29187396  0.29238  0.29184 0.29186  0.29189635032  0.29189635
0.4 0.34789465  0.34845  0.34785  0.34788  0.34792391150  0.34792391
0.5 0.37154295 037212 037149 037153  0.37157747490  0.37157748
0.6 0.35900881  0.35960  0.35896  0.35900  0.35904557846  0.35904558
0.7 0.30987041 031044 030983  0.30986  0.30990499905  0.30990500
0.8 0.22779021  0.22827 022776 022779  0.22781740532  0.22781741
0.9 0.12067165  0.12097  0.12065  0.12067  0.12068669034  0.12068669

1 0.00000000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000000000  0.00000000

L,x10°  0.02518356 - - - -

L.x10°  0.03676822
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Cizelge 4.29 : Problem 2’nin¢ =0.1,0 <x <1, Ar =0.001, v=1 ve N = 10, 20, 40,

80 igin LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N=10 N=20 N =40 N =280 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11230977 0.11277045 0.11283145 0.11283419 0.11289225
0.2 0.21526016 0.21594419 0.21610998 0.21615352 0.21625214
0.3 0.29941941 0.30052328 0.30078943 0.30085609 0.30096586
0.4 0.35689780 0.35833132 0.35868706 0.35877578 0.35886306
0.5 0.38112649 0.38284993 0.38327756 0.38338423 0.38342242
0.6 0.36822934 0.37009875 0.37056226 0.37067792 0.37065784
0.7 0.31783011 0.31957571 0.32001994 0.32013044 0.32006569
0.8 0.23355127 0.23499450 0.23535935 0.23544794 0.23537115
0.9 0.12383129 0.12446472 0.12469236 0.12476242 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.66859435 0.40782438 0.11398168 0.08134062
L.x10° 242849412 0.57264554 0.18051474 0.19404062

Cizelge 4.30 : Problem 2’nin t = 0.1, 0 < x <1, N=40, v=1 ve Ar = 0.01,
0.005, 0.001, 0.0001 igin LIN-3 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata

normlari.
Niimerik Coziim Tam
X At=0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Ar=0.0001 Cozim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.11221476 0.11264200 0.11283145 0.11285874 0.11289225
0.2 0.21530976 0.21576163 0.21610998 0.21618541 0.21625214
0.3 0.29988666 0.30041531 0.30078943 0.30086832 0.30096586
0.4 0.35798651 0.35841658 0.35868706 0.35873916 0.35886306
0.5 0.38299093 0.38320910 0.38327756 0.38328015 0.38342242
0.6 0.37075638 0.37072183 0.37056226 0.37050977 0.37065784
0.7 0.32055490 0.32033286 0.32001994 0.31992886 0.32006569
0.8 0.23585671 0.23559771 0.23535935 0.23526487 0.23537115
0.9 0.12380237 0.12399402 0.12469236 0.12465933 0.12471805
1 0 0 0 0 0
L,x10° 1.36783571 0.79940667 0.11398168 0.10297828
L.x10° 4.95805878 2.40728356 0.18051474 0.14806351
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Cizelge 4.31 : Problem 2’nin 0 < x < 1, Ar = 0.00001, v = 0.1 ve N = 80 icin
LIN-3 ile [32], [34] ve [39]’un niimerik ¢oziimleri ve tam ¢oziimiiniin
karsilagtirilmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X t LIN-3 [32] [34] [39] Coziim
(At =0.0001)

0.25 04 031753 0.32679 0.32091 0.31760 0.31752
0.6 0.24615 0.25117 0.24910 0.24618 0.24614

0.8 0.19957 0.20270 0.20211 0.19959 0.19956

1.0 0.16561 0.16780 0.16782 0.16562 0.16560

3.0 0.02776 0.02804 0.02828 0.02776  0.02775

0.5 04 0.58456 0.59661 0.58788 0.58460 0.58454
0.6 0.45801 0.46581 0.46174 0.45803 0.45798

0.8 0.36742 0.37293 0.37111 0.36744 0.36740

1.0 0.29836 0.30253 0.30183 0.29838 0.29834

3.0 0.04106 0.04155 0.04185 0.04107 0.04106

0.75 0.4 0.64557 0.64680 0.65054 0.64558 0.64562
0.6 0.50263 0.50852 0.50825 0.50269 0.50268

0.8 0.38528 0.39117 0.39068 0.38536 0.38534

1.0 0.29581 0.30066 0.30057 0.29589 0.29586

3.0 0.03043 0.03081 0.03106 0.03044 0.03044

Cizelge 4.32 : Problem 3’iint =1.1,0 <x <8, Ar =0.001,v=1ve N =8, 16, 32,
64 icin LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam

N=28

N=16

N =32

N =064

Coziim

0N\ N W~ O

0
0.40923587
0.52861762
0.31727979
0.09318950
0.01330751
0.00110533
0.00005257

0.0

0
0.40714856
0.52777564
0.31678637
0.09424790
0.01515814
0.00142056
0.00007912

0.0

0
0.40661068
0.52771781
0.31652368
0.09459377
0.01554078
0.00151577
0.00009014

0.0

0
0.40648101
0.52770515
0.31645721
0.09467996
0.01563422
0.00153990
0.00009309

0.0

0
0.40644714
0.52769887
0.31643558
0.09471099
0.01566545
0.00154797
0.00009412
0.00000356

L,x10°
Loox103

4.17207719
2.78873025

1.01626713
0.70142060

0.24672855
0.16354238

0.05861075
0.04066889
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Cizelge 4.33 : Problem 3’tint =2.5,0 <x <1, Ar =0.01, v=0.005 ve N = 200 icin
LIN-3 ile QCBM [36], CBCM [36]’nin niimerik ve tam coziimleri ile
hata normlarinin kargilagtirtlmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X LIN-3 QBCM [36] CBCM [36] Coziim
0 0.00000000 0.00000000
0.1 0.03999948 0.04000 0.04000 0.03999971
0.2 0.07999847 0.08000 0.08000 0.07999895
0.3 0.11999496 0.12000 0.12000 0.11999572
0.4 0.15997590 0.15998 0.15998 0.15997687
0.5 0.19982594 0.19982 0.19983 0.19982525
0.6 0.23815205 0.23811 0.23812 0.23812066
0.7 0.25348573 0.25302 0.25275 0.25310477
0.8 0.10154570 0.10228 0.10269 0.10209570
0.9 0.00537128 0.00553 0.00568 0.00554249
1 0.00000000 0.00013987
L,x103  0.22841061 0.05103 2.11187
L.x10°  0.74150223 0.18902 25.1517

Cizelge 4.34 : Problem 3’iinr =2.5,0 <x <1, Ar =0.01, v =0.0005 ve N =200 icin
LIN-3 ile [37] ve [51]’in niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlarinin

karsilagtiriimasi.
Niimerik Coziimler Tam
X LIN-3 371 511 Cozim
0 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

0.1 0.04000  0.04000  0.04003  0.04000
0.2 0.08000  0.08000  0.08000  0.08000
0.3 0.12000  0.12001  0.12000  0.12000
0.4 0.16000  0.16001  0.16000  0.16000
0.5 0.20000  0.20001  0.20000  0.20000
0.6 0.24000  0.24001  0.24000  0.24000
0.7 0.28000  0.28001  0.28000  0.28000
0.8 0.00620  0.00811  0.00994  0.00977
0.9 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

1 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

L,x10°  0.73223 - -

L.x10°  5.95954 - -
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Cizelge 4.35 : Problem 4’iinf =0.1,0 <x <1, Ar=0.001, v=0.01, a =04, u =
0.6, y=0.125 ve N = 40, 80, 120, 160 i¢in LIN-3 ile niimerik ve tam

cOziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =40 N =280 N =120 N =160 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97649777 0.97610708 0.97604889 0.97602954 0.97416363
0.2 0.48612032 0.48413579 0.48366050 0.48348577 0.48347496
0.3 0.20727461 0.20779338 0.20788160 0.20791201 0.20796144
0.4 0.20012907 0.20014248 0.20014512 0.20014605 0.20014726
0.5 0.20000236 0.20000261 0.20000266 0.20000267 0.20000270
0.6 0.20000004  0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.19999999  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.19999999 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.19999999  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 1.04534831 0.57995491 0.56709781 0.57213427
L.x10° 3.01845716 2.01337878 1.95955730 1.94508081

Cizelge 4.36 : Problem 4’tint = 0.5, 0 <x <1, Ar =0.01, v =0.01 ve N = 36 i¢in
LIN-3 ile [37], [45] (QBCA1), [45] (QBAC2), [49] ve [55]in niimerik
cOziimleri ile hata normlarinin ve tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coziim

Uygulanan Yontemler Tam
X LIN-3 [37] [45] (QBCAL) [45] (QBCA2) [49] [55] Coziim
(Ar =0.025)
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.999 0.999 0.998 0.999 0.998 0.999 0.998
0.333 0.984 0.986 0.980 0.982 0.982 0.983 0.980
0.389 0.849 0.850 0.842 0.850 0.844 0.845 0.847
0.444 0.453 0.448 0.458 0.452 0.458 0.456 0.452
0.500 0.235 0.236 0.240 0.238 0.238 0.237 0.238
0.556 0.203 0.204 0.205 0.204 0.203 0.203 0.204
0.611 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
Lox103  1.41492 1.72434 0.59530 1.45E-03
L..x10®  5.09912 5.78454 2.76077 5.97E-03
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4.5 LINEERLESTIRME-4 (LIN-4)
(4.0.1) ile verilen Burgers denklemine
V=-U,
doniisiimii uygulanirsa
V4+U,=0

ve

U —UV+vV,=0

biciminde birbirini etkileyen ve birlikte ¢coziimii gereken iki denkleme doniisiir. Simdi bu
iki denkleme kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 yardimiyla kollokasyon yontemini
uygulayalim.

U=2

olmak tizere

U:+V =0

doniisiimii yapilarak

U—-2V+vV,=0

seklinde yazilabilir. Burada

U, — Un—H —_yn
At

v Vn—H Lyn
2

v, — vitl4vr
2

ileri fark ve Crank-Nicolson yaklagimlar: kullanilirsa denklem

UnJrl —_yn Vn+1 yn Vn+1 yn
—7Z; * +Vv X * X =0
At 2 2
haline gelir. Burada esitligin iki tarafi da At ile carpilarak
ZiAt VAt
Un—H N gL 5 (Vn—H +Vn)+7(vxn+1 +Vxn> -0

ifadesi yazilabilir ve ayn1 zaman adimlarina ait ifadeler esitligin ayn1 yerinde yazilmak iizere

diizenlenirse
Z;At VAt Z;At VAt
Un—i—l 12 Vn—f—l 5 ‘rxn—H Un 12 Vn 5 Vxn
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elde edilir. Burada (2.2.4) ile verilen yaklasim ve bu yaklagimda kiibik trigonometrik

fonksiyonlarin kullanilmasiyla elde edilen ve (2.2.5) ile verilen yaklagimlar yerlerine yazilirsa

ZiAt
o 6in:r11 + oc26i”“ + 6in++11 — 12

VAt
+ 7(310{’:?1 +l320,~'f11)

(a0 + a0l + oo t)]

ZiAt
=0 6l~n_l + (X25in + 0 5;:_1 + IT [(OC] Gl'n_l -+ a26,~" =+ 0 Gﬁ_l)] —

VAt
T (ﬁl Ginfl + ﬁ26ir<l|»1)

esitligi olusur ve bu esitlik de diizenlenerek

i+1 2 2

ZiAtop 1 VA, ZiAroy 1
+ (—T) o+ )

VAt ZiAtal
Ot15l-n_+11 + 0625l'n+] + oy 8+ ( b -= l) C’in—Jrll (4.5.1)

ZiAtal VAt
=016+ md"+ oy ﬁHJr( Ly Bl) o+

2 2

Z;Atoy Z;At oy VAt [32
(555 )or (5257 o

haline gelir.

Problemin ¢oziimii i¢in simdi de ikinci denklem olan
V4+U,=0

denklemini goz oniine alalim. Bu ¢oziim icin de benzer siirecler takip edilecektir. Oncelikle

V_vn+1_|_Vn
B 2

Un+l_|_Un

Ux: X 2 X

Crank-Nicolson yaklagimlar: kullanilirsa

0

Vn-‘rl Lyn N U;H_l +U)’c1 _
2 2

halini alir. Ayn1 zaman adimina ait ifadeler bir arada olacak sekilde diizenleme yapilirsa

uptt4ymtt  ypyyn
2 B 2

olur. Burada
Uy = B10i—1+ B26i+1
V=010;_14+ 00;+ 0 0;+1
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yaklagimlari yerlerine yazilirsa

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
P67 + P26y, N 10, +00;  + 010

2 2
n n n n n
_ B8+ B8, auol + oo+ o0

2 2
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler, birlikte

- VAtﬁl ZiAtoy

Y1 2 3
 ZiNm
Y2 = 3
. VAZ‘BZ Z;Atoy
y3 = 2 3

(4.5.2)

(4.5.3)

olmak iizere (4.5.1) ve (4.5.2) sistemlerindeki 6 ve o parametrelerinin (N +3) x (N + 1)

tipindeki katsayilar matrisleri olan [A1;], [A12], [B21], [B22] ile 8 ve o parametrelerini igeren

(N +3) x 1 tipindeki [Dy1], [Ry1] vektorleri

-061 Oh O 1
o 0 0gq
+17 _
AT =
o O 04
[ yi v o |
yi Y2 Y3
+17 _
A1) =
i yroy2 y3 |
- B B .
LA
7 0 7
+17 _
[By] =
B B
! 2 0 7]
[ o o o 7
2 2 2
o [9%) o
2 2 2
+17 _
(B3] =
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[ o1 Oy 04 ]
o 0 o
[AT]
o O 0O
V1 Y2 —)3
Y1 Y2 —Yy3
[AT,] =
i Y1 TY2 )3
[ B Bz i
LA I
1 2
2 0 -3
1By =
Bi B2
i 7 0 -7 ]
[ _ o o T
2 2 2
_ a;
2 2
[By,] =
(241 [0%) o
L 2 2 2
_ 5, _ _ o _
o) 00
[Dy1] = , [R11]
| v+ | | ON+1 |
olmak tizere tiim sistem

) P el ) <[ ] ] )
B3] [A%] L Byl A% R
seklinde yazilabilir. Bu yazim sonucunda (2N + 6) x (2N + 2) tipinde bir matris sistemi elde

edilmis olur. Bu sistemde sinir sartlar1 kullanilarak 6_1, Oyi1, O_1 ve Oy parametrelerini
digerleri cinsinden yazilacaktir.

x = x; noktasinda

U'(xi,t) = B16i—1 + B20i1
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yaklagimi yardimiyla 6_; bilinmeyeni, i = 0 igin x = xp noktasinda U’(xq,t) = U'(a,r)

oldugundan
S 1= U/(a,t) — ﬁ25i+1
1 =
B

ve Oy bilinmeyeni ise i = N i¢in x = xy noktasinda U’ (xy,t) = U’(b,t) oldugundan

S . U/(bJ)_ﬁlaNfl
N+1 — [32

seklinde digerleri cinsinden bulunur.

Ayni sinir sartlarimi V' icin uygulanirsa

V'(xi,t) = B1Oi—1 + B20i41

yaklagimi yardimiyla o_; bilinmeyeni, i = 0 i¢in x = xo noktasinda V'(xo,t) = V/'(a,r)

oldugundan
V'(a,t) — B20i+1
B

ve Oy bilinmeyeni ise i = N igin x = xy noktasinda V' (xy,t) = V'(b,t) oldugundan

V'(b,t) — Bioy_1

ON+1 = B,

o_1 =

seklinde digerleri cinsinden bulunur. Elde edilen §;_; ve o;_; ifadeleri (4.5.1) esitliginde yerine

yazilip i = 0 alinirsa

U’ 1 n+1 _ 5n+1
o <( (a )) '82 1 —|—062561+1—|—06151n+1+

Bi

VAlﬁl Z()AtOtl (V’( ))n+1 ﬁanJrl
( 2 2 ) ( B )+
(_ZoAztocz) ot + <vA2tl32 B ZoA2t0ﬂ> e
— o ((U (Cl t))ﬁ ﬁ261n+1> —|—062561+(X151n+

1
<Z()At061 VAIB1> <(V/(a,t))n—ﬁ20?) +
B

ZoAtay\ , [ ZoAtoy VAR ,

(5% ai (235257 ) o

81



esitligi olusur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

a ZoAt o
o088 4 (0 — —1B2)5f+1 + (——0 2) ot

B 2
+ [ZoAtal(ﬁ 22;3 b )} oyt
— a8 + (a1 “113?2)6" (Z"Azm‘z)og
+[ZoAta1(ﬁ12B1B2)} "
(U'(a,t))"+! (V'(a,))"t! vAtB;  ZoAtay
B e B ( 2 2 )
LU (g;t)) al+(V (gl,t)) (ZOAztal _VAztﬁl)

olur. Ayni sekilde ;11 ve 0;1 ifadeleri yerine yazildiginda i = N igin

(U' (b)) =iy, o VAlﬁl_ZiAtal)GnH

o S+ o8 4 oy (

B2 ) 2 2 N-1
_Z,'AtOCZ ntl VAZ‘BZ r ZiAtoy %4 ( ))n+1 ﬁ 61,\1’+11
G LA G e ) [
U'(b,t))" — 168 _ ZiAtoy VAt
:a15]’\‘,_1—|—a25]6+a1(( ( ))/32 Proy 1)—I—( > - Zﬁl)GN—l
ZiAtop . ZiAtoy VAZ‘[;Z V/(b,t))" - ﬁ] G]’\l,_]
(557 (50152

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(o — ——
B2

{ZNAml(ﬁlzgzﬁz)} ol (_ZNAztw) ot
= (ou— 061151 )Oy—_1 +dy+
[ZNAta ([32 ﬁﬁl )} oy |+ <ZNA;O‘2) ol

v’ "“ VAL, ZNAmq (V’(b,t))"ﬂ
- ( ) B2

% (b t)) ZnAtoy vAtﬁz (V!(b,1))"
o p> ' < 2 2 ) B2

olur.
Ikinci denklem igin ise x = x; noktasinda
U (xi,t) = 0161 + 02.6; + 041 i1 |
V(x,-,t) = 01 0j—1 + 0 O; + 01 O
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yaklagimlar1 yardimiyla 6_; ve o_; bilinmeyenleri, i = 0 i¢in x = xo noktasinda U (xg,7) =

U(a,t) ve V(xo,t) =V (a,t) oldugundan

U(a,t) —OC151 —OCQ50

0_1=
i
V(a,t) — opo, — 01
Oo_1 =
ay

bulunur. oy ve oy bilinmeyenleri ise i = N i¢in x = xy noktasinda U (xy,t) = U(b,t) ve

V(xy,t) =V (b,t) oldugundan

U(b,t) — 0 5N—1 — OC25N

ONt1 =
(04]
V(b,l‘) — 0Oy — ON—|
ON+1 = o
1

seklinde digerleri cinsinden bulunur. Elde edilen bu doniisiimler denklemde yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapildiginda

i =01icin
— 1, BB 1 1 1
2—(116n+ +(T)5{1+ +OG(I)1+ +O Gn+
(x Y
22(51 8 -l-(ﬁl 2B2)5{1+0.65’+0.cfl
ﬁlUn—H(aal) Vn+1(a7l) ﬁlUn(aat) Vn(avt)
Zal 2 2061 2

ve i = N i¢in

(ﬁ1;ﬁ2)6n+1+(_a2ﬁ2)6n+1+0 n—|—l+0 n+1

2 GN 1
— o
:(ﬁzzﬁl)@@ﬁ‘( 2ﬁ2)6N+0 On_1 +0.0y—
BU" ! (byt) V”“(bﬁ) _BU"(b,t) V()
20 2 20 2
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esitlikleri olugur. Denklem sistemini elde edilen yeni sonuclarla tekrar yazarsak (4.5.3) ile

birlikte

ve ayrica

o
o
2= (0 — %)
- _ZiAl‘Otz
73 = )
B> —Bi
= ZA
24 i tal( zﬁl )
Bi—B
= ZA
25 i tal( 2ﬁ2 )
o= oy L@ (V@)™ vApy Zohien
B Bi 2 2
(U'(a,t))"  (V'(a,0))" ZoAtay  VALB;
+a - -
\ Bi Bi ( 2 2 )
N U)LY (vab:_2iva)
B2 B> 2 2
h (U'(b,t))" N (V'(b,1))" <ZNAtoc1 y vAtﬁz)
B> B> 2 2
BN ar) Va)  BiU(ar)  V'(at)
7 20, 2 20, 2
70 = _ﬁZUnJrl(b?t) N Vn+1(b7t) . ﬁZUn(bat) i Vn(b7t)
o 20 2 204 2
. i}
o o0y 0o
[AlT!] =
. Z2 a2 -
. i}
yi Y2 ¥3
[A13]
L Z4 Z3 .
[ —ofi  B—PBi 7]
2[;11 2 Bz
5 0 7
(B3] =
Bi—B —wp
L 2 20,
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0O 0 O
o o o
7 2 2
B3] =
—(XQ 71
o 0 O
[AT] =
[ 23 —u
-1 —y2 —¥3
[AT,] =
[ wf Bi—p
“ % By
-7 0 -7
[By] =
[0 0 0
_a %
7 >
[By,] =
5 ]
01
[Dy1] = , [Ra1]
L
[G11] = , G2
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olmak uizere

[art] AL } { D] } _ { {A’h} {A’fz} } { {D’flJ }+[ (Gl }

Bt (B '] L [Ry By [B%) | Ry (G2
seklinde (2N +2) x (2N +2) tipinde bir matris sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde
iterasyona baslamak icin 8° ve o parametrelerinin bulunmasi gerekir. LIN-1’de ayrintili
bir sekilde adimlari anlatilarak elde edilen ve (4.2.5) ile verilen sistemin ¢oziimiinden 89
parametrelerinin elde edildigi gibi benzer adimlar uygulanarak ¢ parametreleri de kolayca

elde edilebilir. Daha sonra §° ve 6 parametreleri kullamilarak istenilen ¢ zamanindaki niimerik

sonugclar elde edilir.

Burada Uy niimerik c¢oziimlerini iyilestirmek adina (4.2.4) denklem sisteminde lineer
olmayan terimler icin

5 = 8+ 5(8 30

seklinde tanimlanan i¢ iterasyon formiilii birka¢ defa kullanildi.

4.5.1 Niimerik Sonuclar

Problem 3 ve Problem 4’iin LIN-4 ile elde edilen niimerik sonuglari ve tam ¢oziimleri
ile literatiirde yer alan caligsmalarla karsilastirilmalart asagidaki cizelgelerde verildi. Cizelge
4.37 ile verilen cizelgede, Problem 3’iin t = 1.1, 0 < x < 8, Ar =0.001, v=1 ve N =8,
16, 32, 64 degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlart incelendi. Cizelgeye
bakildiginda boliintii sayisinin artmasiyla beraber niimerik sonuclarin tam ¢oziime yaklagsmasi
bununla birlikte hata normlarindaki azalma ¢ok nettir. Ozellikle boliintii sayisinin 16 ile 32

arasindaki hata normlarinin farki ¢cok dikkat cekmektedir.

Cizelge 4.38 ile verilen c¢izelgede ise t = 2.5, 0 < x < 1, Ar = 0.01, v = 0.005 ve
boliintii sayist N = 200 iken Problem 3 icin LIN-4 ile Ref. [36](QBCM ve CBCM)’deki
niimerik ¢oziimler ve tam ¢6ziim ile hata normlarinin karsilastirilmasi yer almaktadir. Cizelge
incelendiginde LIN-4 ile elde edilen degerlerin, literatiirde verilen ¢alismalar ile uyumlu oldugu
goriilmektedir. Bununla birlikte LIN-4 ile elde edilen noktasal degerlerin tam ¢oziime daha yakin

degerler icerdigi ve hata normlarinin diger ¢caligmalara gore daha kiiciik oldugu aciktir.

Cizelge 4.39’daise r =0.1,0<x <1, Ar =0.001, v=0.01, « =04, u = 0.6, y=10.125
ve N = 40, 80, 120, 160 i¢in Problem 4’iin niimerik ve tam c¢oziimleri ile hata normlari

yer almaktadir. Bu c¢izelge incelendiginde ise boliintli sayisinin artis1 baglangicta beklenilen
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Cizelge 4.37 : Problem 3’iint =1.1,0 <x <8, Ar =0.001,v=1ve N =8, 16, 32,

64 icin LIN-4 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

N=28

N =16

N =32

N =064

Tam
Coziim

0NN NN~ O

0
0.40466785
0.53000226
0.31413649
0.09614996
0.01575514
0.00123436
0.00011489

0.0

0
0.40636144
0.52780181
0.31630942
0.09477837
0.01567036
0.00153688
0.00009100

0.0

0
0.40644227
0.52770382
0.31642980
0.09471454
0.01566588
0.00154721
0.00009344

0.0

0
0.40644683
0.52769917
0.31643526
0.09471119
0.01566546
0.00154783
0.00009361

0.0

0
0.40644714
0.52769887
0.31643558
0.09471099
0.01566545
0.00154797
0.00009412
0.00000356

L,x10?
Loox103

3.99184275
2.30338664

0.14797988
0.12616807

0.00777016
0.00578205

0.00167134
0.00355741

iyilesmeyi saglamakla birlikte N’in artis1 devam ettik¢e hata normlarindaki azalis daha kiiciik

bir sekilde gerceklesmektedir.

Problem 4’tint =0.5,0 <x <1, Ar =0.01, v=0.01 ve N = 36 i¢in LIN-4 ile literatiirde
yer alan Ref. [37,45, 49, 55] caligmalarina ait karsilagtirma ¢izelgesi Cizelge 4.40 ile sunuldu.
Verilen cizelge incelendiginde L, hata normu i¢in en iyi degerler Ref. [45] (QBCA?2) ile verilen
calismada elde edilmis olup daha sonra ise LIN-4 6ne ¢ikmaktadir. L., hata normu goz oniine
alindiginda ise yine en iyi sonuglar Ref. [45] (QBCA2) calismasinda yer aliyor olup daha
sonra Ref. [45] (QBCAI1) ile verilen degerler daha az hataya sahiptir. LIN-4 ile Ref. [49]
calismasindaki L., hata normalari birbirine ¢ok yakin olmasina ragmen kiiciik bir farkla LIN-4

kullanilarak daha iyi sonuca ulagilmistir.
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Cizelge 4.38 : Problem 3’tint =2.5,0<x <1, Ar=0.01, v=0.005 ve N =200 i¢in
LIN-4 ile QCBM [36], CBCM [36]’nin niimerik ve tam ¢oziimleri ile
hata normlarinin kargilastirtlmasi.

Niimerik Coziimler Tam
X LIN-4 QBCM [36] CBCM [36] Coziim
0 0.00000000 0.00000000
0.1 0.03999949 0.04000 0.04000 0.03999971
0.2 0.07999847 0.08000 0.08000 0.07999895
0.3 0.11999497 0.12000 0.12000 0.11999572
0.4 0.15997580 0.15998 0.15998 0.15997687
0.5 0.19982385 0.19982 0.19983 0.19982525
0.6 0.23812007 0.23811 0.23812 0.23812066
0.7 0.25311333 0.25302 0.25275 0.25310477
0.8 0.10207550 0.10228 0.10269 0.10209570
0.9 0.00552138 0.00553 0.00568 0.00554249
1 0.00000000 0.00013987
Lyx103  0.01826597 0.05103 2.11187
L..x10®  0.13987158 0.18902 25.1517

Cizelge 4.39 : Problem 4’iinr =0.1,0<x <1, Ar=0.001, v=0.01, x =04, u =
0.6, ¥ = 0.125 ve N = 40, 80, 120, 160 icin LIN-4 ile niimerik ve tam
coziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim Tam
X N =140 N =280 N =120 N =160 Cozim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97610169 0.97538900 0.97532444 0.97529026 0.97416363
0.2 0.48177682 0.48341483 0.48348633 0.48349612 0.48347496
0.3 0.20793691 0.20796371 0.20796374 0.20796363 0.20796144
0.4 0.20014323 0.20014746 0.20014747 0.20014745 0.20014726
0.5 0.20000233  0.20000273 0.20000272  0.20000271 0.20000270
0.6 0.19999999  0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.19999999  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000  0.20000000
L,x10° 0.68573982 0.37353280 0.35448299 0.34525511
L.x10° 2.70939383 1.28450471 1.24276625 1.20516706
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Cizelge 4.40 : Problem 4’iin r =0.5,0 <x <1, Ar =0.01, v =0.01 ve N = 36 icin
LIN-4 ile [37], [45] (QBCALI), [45] (QBAC?2), [49] ve [55]’in niimerik
¢Ozlimleri ile hata normlarinin ve tam ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi.

Niimerik Coziim

Uygulanan Yontemler Tam
X LIN-4 [37] [45] (QBCAL)  [45] (QBCA2) [49] [55]  Cozim
(Ar =0.025)
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.998 0.999 0.998 0.999 0.998 0.999  0.998
0.333 0.982 0.986 0.980 0.982 0.982 0.983 0.980
0.389 0.853 0.850 0.842 0.850 0.844 0.845 0.847
0.444 0.450 0.448 0.458 0.452 0.458 0456 0452
0.500 0.239 0.236 0.240 0.238 0.238 0237  0.238
0.556 0.204 0.204 0.205 0.204 0.203 0.203 0.204
0.611 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
1.000 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200  0.200
Lox10°  1.12826 - 1.72434 0.59530 1.45E-03 -
L.x10® 592254 - 5.78454 2.76077 5.97E-03 -
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5. SONUC

Bu boliimde, Bolim 4’te Burgers denkleminin farkli lineerlestirme teknikleri kullanilarak
kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik semalarin model
problemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuclar kendi igerisinde karsilastirildi. Her bir problem

icin hangi lineerlestirmenin daha 1yi sonug verdigi ¢izelgeler halinde sunularak incelendi.

Cizelge 5.1-5.4°de Problem 1'int = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, v = 1 ve boliintii sayis1
N =10, 20, 40, 80 icin lineerlestirmelerin karsilagtirilmas1 sunuldu. Cizelge 5.1 ve Cizelge
5.2 incelendiginde kullanilan her ii¢ lineerlestirmenin de birbirine ¢ok yakin degerler verdigi
gozlenmektedir. Bununla birlikte bu cizelgelerde hata normlari gz 6niine alindiginda LIN-3 ile
elde edilen hata normlarinin diger lineerlestirme teknikler ile elde edilen hata normlarina goére
daha 6n plana c¢iktig1 goriilmektedir. LIN-1 ve LIN-2 ile elde edilen sonuglarin birbirine ¢ok

yakin olmasiyla beraber LIN-1"in LIN-2’ye gore biraz daha iyi sonug verdigi anlagilmaktadir.

Cizelge 5.3 ve 5.4 ile verilen cizelgelerde ise boliintii sayisinin artmasiyla birlikte LIN-3 ile
elde edilen sonuglarda iyilesmenin diger lineerlestirmelere gore daha yavas oldugu goézlendi.
LIN-1 ve LIN-2 hata normlar1 agisindan birbirine yakin sonuglar vermekle beraber en iyi
sonuglar LIN-1 ile bulunmustur. Ozetle boliintii sayisinin azaldig1 durumlarda LIN-3 iyi sonuclar

verirken boliintii say1sinin artmastyla LIN-1 tam ¢oziime daha yakin sonuclar vermektedir.

Cizelge 5.5-5.8’de Problem 1’in zaman adim uzunlugunun degisimine bagli olarak LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile elde edilen niimerik sonuclar ve hata normlar1 karsilastirildi. Cizelge 5.5
ve Cizelge 5.6 incelendiginde LIN-1’in zaman adimimin kiiciilmesiyle en iyi sonucu verdigi
goriilmektedir. LIN-2, LIN-1’e cok yakin sonuclar vermekle beraber hata normlar1 ¢ok az bir
fark olsa da daha biiyiiktiir. Bununla birlikte zaman adiminin daha biiyiik oldugu bu iki cizelgede

LIN-3 ile elde edilen hata normlari diger iki lineerlestirmeye gore cok daha biiyiiktiir.

Cizelge 5.7 ye bakildiginda ise LIN-3 ile elde edilen sonuglarin diger lineerlestime teknikleri
kullanilarak elde edilen sonuglara yakin oldugu ¢ok rahat goriilmektedir. Ancak bu cizelgeden en
iyi sonuclarin LIN-1 yaklagimu ile elde edildigi sdylenebilir. Cizelge 5.8’de ise zaman adiminin
daha da kiiciilmesiyle beraber LIN-3 ile elde edilen hata normlariin diger iki lineerlestirmeden
daha kiigiik oldugu agiktir. Sonug olarak zaman adiminin kiiciik degerleri icin LIN-3 iyi sonuclar

verirken zaman adiminin daha biiyiik degerleri icin LIN-1 daha iyi sonuclar vermektedir.

90



Cizelge 5.1 : Problem 1'in# =0.1,0 <x <1, At =0.001,v=1ve N =10 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.10908768 0.10908758 0.10898897 0.10953815
0.2 0.20887654 0.20887686 0.20883298 0.20979215
0.3 0.29050309 0.29050326 0.29041011 0.29189635
0.4 0.34607360 0.34607376 0.34602834 0.34792391
0.5 0.36936149 0.36936151 0.36936348 0.37157748
0.6 0.35665582 0.35665570 0.35670744 0.35904558
0.7 0.30763557 0.30763540 0.30775133 0.30990500
0.8 0.22602149 0.22602114 0.22607875 0.22781741
0.9 0.11969008 0.11969020 0.11982302 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 1.62470084 1.62472208 1.60622467
L.x103 2.38975662 2.38988339 2.33814175

Cizelge 5.2 : Problem I'int =0.1,0 <x <1, At =0.001, v=1ve N =20 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.10942554 0.10942573 0.10941435 0.10953815
0.2 0.20956320 0.20956342 0.20949531 0.20979215
0.3 0.29154775 0.29154797 0.29147046 0.29189635
0.4 0.34746051 0.34746067 0.34741050 0.34792391
0.5 0.37102177 0.37102179 0.37102296 0.37157748
0.6 0.35844536 0.35844524 0.35850294 0.35904558
0.7 0.30933409 0.30933387 0.30942936 0.30990500
0.8 0.22736499 0.22736475 0.22745419 0.22781741
0.9 0.12043539 0.12043517 0.12045216 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.40794665 0.40797369 0.39426538
L..x10° 0.60021910 0.60033655 0.55536675

91



Cizelge 5.3 : Problem 1’in7 =0.1,0 <x < 1, At =0.001, v =1 ve N = 40 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.10950929 0.10950942 0.10947780 0.10953815
0.2 0.20973357 0.20973378 0.20965783 0.20979215
0.3 0.29180738 0.29180760 0.29172899 0.29189635
0.4 0.34780594 0.30853159 0.34775580 0.34792391
0.5 0.37143633 0.34780610 0.37143746 0.37157748
0.6 0.35889341 0.37143636 0.35895109 0.35904558
0.7 0.30976044 0.30976023 0.30985727 0.30990500
0.8 0.22770295 0.22770272 0.22780256 0.22781741
0.9 0.12062314 0.12062299 0.12066518 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10354297 0.10357036 0.10782478
L.x103 0.15223656 0.15238573 0.17175400

Cizelge 5.4 : Problem I'int =0.1,0 <x <1, Ar=0.001, v=1ve N =80 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlar1

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.10953018 0.10953031 0.10948408 0.10953815
0.2 0.20977608 0.20977629 0.20970016 0.20979215
0.3 0.29187219 0.29187241 0.29179381 0.29189635
0.4 0.34789222 0.34789237 0.34784207 0.34792391
0.5 0.37153994 0.37153997 0.37154104 0.37157748
0.6 0.35900546 0.35900534 0.35906310 0.35904558
0.7 0.30986714 0.30986692 0.30996394  0.30990500
0.8 0.22778756  0.22778733 0.22788771 0.22781741
0.9 0.12067017 0.12067002 0.12072868 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.02743295 0.02745852 0.07197867
L..x10° 0.04013340 0.04026775 0.14863661
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Cizelge 5.5 : Problem I'inf =0.1,0 <x < 1,N =40, v =1 ve Ar =0.01 icin LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.10940916 0.10942200 0.10899363 0.10953815
0.2 0.20954541 0.20956642 0.20890082 0.20979215
0.3 0.29155334 0.29157546 0.29089309 0.29189635
0.4 0.34751466 0.34752987 0.34709989 0.34792391
0.5 0.37113869 0.37114106 0.37116270 0.37157748
0.6 0.35861854 0.35860672 0.35911975 0.35904558
0.7 0.30953291 0.30951113 0.31034934  0.30990500
0.8 0.22754123 0.22751818 0.22828472 0.22781741
0.9 0.12053933 0.12052444 0.12016135 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.31208820 0.31252442 1.05960939
L..x103 0.43984924 0.44317473 3.25587129

Cizelge 5.6 : Problem 1’in7 =0.1,0 <x < 1, N =40, v = 1 ve At = 0.005 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢dziimleri ile hata normlar1

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.10948501 0.10948819 0.10930014 0.10953815
0.2 0.20968795 0.20969320 0.20933472 0.20979215
0.3 0.29174579 0.29175132 0.29138203 0.29189635
0.4 0.34773535 0.34773915 0.34750441 0.34792391
0.5 0.37136423 0.37136482 0.37137284 0.37157748
0.6 0.35882685 0.35882390 0.35909775 0.35904558
0.7 0.30970538 0.30969994 0.31014918 0.30990500
0.8 0.22766383 0.22765807 0.22804971 0.22781741
0.9 0.12060288 0.12059918 0.12020191 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.15351772 0.15392054 0.62337196
L.x10® 0.21948027 0.22168161 1.76745640
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Cizelge 5.7 : Problem 1'int =0.1,0 <x <1, N=40,v=1 ve At =0.001 i¢in LIN-1,
LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.10950929 0.10950942 0.10947780 0.10953815
0.2 0.20973357 0.20973378 0.20965783 0.20979215
0.3 0.29180738 0.29180760 0.29172899 0.29189635
0.4 0.34780594 0.30853159 0.34775580 0.34792391
0.5 0.37143633 0.34780610 0.37143746 0.37157748
0.6 0.35889341 0.37143636 0.35895109 0.35904558
0.7 0.30976044 0.30976023 0.30985727 0.30990500
0.8 0.22770295 0.22770272 0.22780256 0.22781741
0.9 0.12062314 0.12062299 0.12066518 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10354297 0.10357036 0.10782478
L.x103 0.15223656 0.15238573 0.17175400

Cizelge 5.8 : Problem 1'int =0.1, 0 <x <1, N=40, v =1 ve Ar = 0.0001 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.10951029 0.10951029 0.10950583 0.10953815
0.2 0.20973545 0.20973545 0.20972774 0.20979215
0.3 0.29180992 0.29180992 0.29180195 0.29189635
0.4 0.34780886 0.34780886 0.34780375 0.34792391
0.5 0.37143931 0.37143931 0.37143940 0.37157748
0.6 0.35889615 0.35889615 0.35890199 0.35904558
0.7 0.30976271 0.30976271 0.30977254 0.30990500
0.8 0.22770456 0.22770456 0.22771473 0.22781741
0.9 0.12062398 0.12062397 0.12063012 0.12068669
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10150485 0.10150514 0.09974720
L..x10° 0.14959020 0.14959169 0.14362370
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Problem 2 i¢in kullanilan LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 lineerlestirmelerinden diigiim noktalarinin
sayisinin degisimine gore hangi lineerlestirmeden daha iyi sonug elde edildigi Cizelge 5.9-5.12
ile sunuldu. Cizelge 5.9 ve Cizelge 5.10 incelendiginde LIN-1 ve LIN-2 ile birbirine ¢cok yakin
sonuclar alindig1 bununla birlikte diigiim noktalarinin gérece daha diisiik oldugu bu cizelgelerde
LIN-3 ile daha iyi sonuglar elde edildigi goriilmektedir. Boliintii sayisinin daha biiyiik oldugu
Cizelge 5.11 ve Cizelge 5.12’de ise LIN-3 ile elde edilen sonuglarda boliintii sayisinin artmasiyla
beraber goriilen iyilesme, LIN-1 ve LIN-2’ye gore daha azdir. LIN-1 ve LIN-2 ile elde edilen
sonuclar birbirine olan yakinligin1 korumakla beraber boliintii sayisinin biiyiik degerleri icin
LIN-1’in daha iyi sonuglar verdigi aciktir.

Cizelge 5.9 : Problem 2’nin t = 0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v =1 ve N = 10 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.11242409 0.11242395 0.11230977 0.11289225
0.2 0.21530194 0.21530230 0.21526016 0.21625214
0.3 0.29952188 0.29952205 0.29941941 0.30096586
0.4 0.35694618 0.35694635 0.35689780 0.35886306
0.5 0.38112480 0.38112483 0.38112649 0.38342242
0.6 0.36817542 0.36817528 0.36822934 (0.37065784
0.7 0.31770268 0.31770252 0.31783011 0.32006569
0.8 0.23349699 0.23349659 0.23355127 0.23537115
0.9 0.12367638 0.12367655 0.12383129 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 1.68832152 1.68834533 1.66859435
L.x10® 248241267 2.48255138 2.42849412

Cizelge 5.13-5.16’da ise Problem 2’nin ¢6ziimii icin kullanilan ii¢ lineerlestirmeden zaman
adim uzunlugunun degisimine gore hangisinin daha iyi sonuglar verdigi incelendi. Cizelge
5.13 ve Cizelge 5.14 incelendiginde secilen zaman adimlari icin LIN-1 ile LIN-2 ve LiN-3

lineerlestirmelerine gore daha iyi sonuglar alindig1 goriilmektedir.

Cizelge 5.15 ile verilen cizelge incelendiginde ise hem LIN-2 hem de LIN-3’iin, LIN-1"¢
yakin sonugclar verdigi ancak yine de LIN-1 ile elde edilen hata normlarinin daha diisiik oldugu

goriilmektedir. Zaman adiminin en kiiciik secildigi Cizelge 5.16’da ise en iyi sonuclar LIN-3
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Cizelge 5.10 : Problem 2’nin ¢t =0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v=1 ve N = 20 i¢in
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.11277588 0.11277608 0.11277045 0.11289225
0.2 0.21601592 0.21601614 0.21594419 0.21625214
0.3 0.30060670 0.30060692 0.30052328 0.30096586
0.4 0.35838576 0.35838591 0.35833132 0.35886306
0.5 0.38284935 0.38284936 0.38284993 (.38342242
0.6 0.37003737 0.37003724 0.37009875 0.37065784
0.7 0.31947376 0.31947353 0.31957571 0.32006569
0.8 0.23490077 0.23490051 0.23499450 0.23537115
0.9 0.12445626 0.12445601 0.12446472 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.42186725 0.42190093 0.40782438
L.x103 0.62046778 0.62059646 0.57264554

Cizelge 5.11 : Problem 2’nin r = 0.1, 0 <x < 1, Ar =0.001, v=1 ve N =40 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.11286243 0.11286257 0.11283145 0.11289225
0.2 0.21619176 0.21619197 0.21610998 0.21625214
0.3 0.30087430 0.30087452 0.30078943 0.30096586
0.4 0.35874173 0.35874187 0.35868706 0.35886306
0.5 0.38327708 0.38327709 0.38327756 0.38342242
0.6 0.37050074 0.37050061 0.37056226 0.37065784
0.7 0.31991598 0.31991575 0.32001994 0.32006569
0.8 0.23525225 0.23525201 0.23535935 0.23537115
0.9 0.12465189 0.12465173 0.12469236 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10694288 0.10697776 0.11398168
L.x10® 0.15727983 0.15744144 0.18051474
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Cizelge 5.12 : Problem 2’ninr = 0.1, 0 <x <1, Ar =0.001, v=1 ve N = 80 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢dziimleri ile hata normlar1

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.11288399 0.11288411 0.11283419 0.11289225
0.2 0.21623555 0.21623576 0.21615352 0.21625214
0.3 0.30094098 0.30094120 0.30085609 0.30096586
0.4 0.35883047 0.35883062 0.35877578 0.35886306
0.5 0.38338380 0.38338381 0.38338423 0.38342242
0.6 0.37061645 0.37061632 0.37067792 0.37065784
0.7 0.32002650 0.32002627 0.32013044 0.32006569
0.8 0.23534016 0.23533991 0.23544794 0.23537115
0.9 0.12470084 0.12470069 0.12476242 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.02832185 0.02835499 0.08134062
L.x10® 0.04141275 0.04155922 0.19404062

ile elde edilmistir. LIN-2 ile elde edilen sonuglar LIN-1 ile elde edilen sonuglara ¢cok yaklagsmig

olmasina ragmen hala daha biiyiik hatalara sahiptir.

Cizelge 5.17-5.20°de Problem 3’iin ¢6ziimiinde kullanilan LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4
lineerlestirmeleri N = 8, 16, 32, 64 degerleri i¢in karsilastirdi. Bu cizelgelerden boliintii
sayisinin en az se¢ildigi Cizelge 5.17°ye bakildiginda elde edilen sonuclarin birbirine yakin
oldugu gozlenmektedir. Yine de LIN-4’iin sonuclarinin digerlerine gére daha iyi oldugu aciktr.
LIN-4’ten sonra ise hata normlar1 goz oniine alindiginda LIN-3 digerlerine gore daha iyi

sonuglar vermistir ve daha sonra da LIN-2 ve LIN-1 seklinde siralama yapilabilmektedir.

Cizelge 5.18’de ise her iki hata normlari diisiiniildiigiinde LIN-4 ile elde edilen sonuclardaki
tyilesme digerlerine gore cok daha fazla olmustur ve tam ¢oziime daha yakindir. L, hata normu
icin bakildiginda LIN-4’ten sonra en iyi sonuglar sirastyla LIN-3, LIN-1 ve LIN-2 ile elde
edilirken L., hata normunda ise LIN-4’ten sonraki siralama LIN-1, LIN-3 ve LIN-2 seklinde

olmaktadir.

Cizelge 5.19 ve Cizelge 5.20’ye bakildiginda ise boliintii sayisinin artmasiyla birlikte en iy1
sonuglar LIN-4 ile elde edilirken daha sonra ise birbirine yakin degerler veren ii¢ lineerlestirme
icerisinden LIN-3 daha 6n plana ¢ikmaktadir. Diger iki lineerlestirme arasinda ise LIN-1 ¢ok

kiiciik farkla da olsa LIN-2’ye gore daha iyi sonuclar vermistir.
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Cizelge 5.13 : Problem 2’nin t = 0.1, 0 <x <1, N =40, v =1 ve Ar = 0.01 i¢in
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlar.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.11266704 0.11268054 0.11221476 0.11289225
0.2 0.21600953 0.21603069 0.21530976 0.21625214
0.3 0.30060499 0.30062718 0.29988666 0.30096586
0.4 0.35844244 0.35845732 0.35798651 0.35886306
0.5 0.38297202 0.38297360 0.38299093 0.38342242
0.6 0.37022067 0.37020760 0.37075638 0.37065784
0.7 0.31967811 0.31965475 0.32055490 0.32006569
0.8 0.23509988 0.23507539 0.23585671 0.23537115
0.9 0.12447721 0.12446097 0.12380237 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.33924477 0.34025011 1.36783571
L.x103 0.45120217 0.45511666 4.95805878

Cizelge 5.14 : Problem 2’ninr = 0.1, 0 <x <1, N =40, v =1 ve Ar = 0.005 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.11284419 0.11284744 0.11264200 0.11289225
0.2 0.21614405 0.21614936 0.21576163 0.21625214
0.3 0.30081005 0.30081558 0.30041531 0.30096586
0.4 0.35866897 0.35867269 0.35841658 0.35886306
0.5 0.38320333 0.38320372 0.38320910 0.38342242
0.6 0.37043274 0.37042947 0.37072183 0.37065784
0.7 0.31985936 0.31985354 0.32033286 0.32006569
0.8 0.23521208 0.23520596 0.23559771 0.23537115
0.9 0.12463819 0.12463425 0.12399402 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.15922180 0.15979895 0.79940667
L.x10® 0.22571204 0.22836066 2.40728356
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Cizelge 5.15 : Problem 2’nint =0.1, 0 <x <1, N =40, v =1 ve Ar = 0.001 i¢in
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Cozim
0 0 0 0 0
0.1 0.11286243 0.11286257 0.11283145 0.11289225
0.2 0.21619176 0.21619197 0.21610998 0.21625214
0.3 0.30087430 0.30087452 0.30078943 0.30096586
0.4 0.35874173 0.35874187 0.35868706 0.35886306
0.5 0.38327708 0.38327709 0.38327756 0.38342242
0.6 0.37050074 0.37050061 0.37056226 0.37065784
0.7 0.31991598 0.31991575 0.32001994 0.32006569
0.8 0.23525225 0.23525201 0.23535935 0.23537115
0.9 0.12465189 0.12465173 0.12469236 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10694288 0.10697776 0.11398168
L.x103 0.15727983 0.15744144 0.18051474

Cizelge 5.16 : Problem 2’nin r = 0.1, 0 <x <1, N =40, v =1 ve Ar = 0.0001 icin
LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 ile niimerik ve tam ¢Oziimleri ile hata normlari

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 Coziim
0 0 0 0 0
0.1 0.11286350 0.11286350 0.11285874 0.11289225
0.2 0.21619374 0.21619374 0.21618541 0.21625214
0.3 0.30087695 0.30087695 0.30086832 0.30096586
0.4 0.35874473 0.35874473 0.35873916 0.35886306
0.5 0.38328012 0.38328012 0.38328015 0.38342242
0.6 0.37050355 0.37050354 0.37050977 0.37065784
0.7 0.31991832 0.31991831 0.31992886 0.32006569
0.8 0.23525393  0.23525392 0.23526487 0.23537115
0.9 0.12465277 0.12465277 0.12465933 0.12471805
1 0 0 0 0
L,x10° 0.10484335 0.10484370 0.10297828
L.x10® 0.15457408 0.15457570 0.14806351
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Cizelge 5.17 : Problem 3’iinr =1.1,0<x <8, Ar =0.001,v=1ve N =8 i¢in LIN-1,
LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlar.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.40925432  0.40925432 0.40923587 0.40466785 0.40644714
0.2 0.52860356 0.52860356 0.52861762 0.53000226 0.52769887
0.3 0.31728431 0.31728431 0.31727979 0.31413649 0.31643558
0.4 0.09319195 0.09319195 0.09318950 0.09614996 0.09471099
0.5 0.01330718 0.01330718 0.01330751 0.01575514 0.01566545
0.6 0.00110539 0.00110539 0.00110533 0.00123436 0.00154797
0.7 0.00005256 0.00005256 0.00005257 0.00011489 0.00009412
0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00000356
0.9
1
L,x10° 4.18157274 4.18157238 4.17207719 3.99184275
L.x10° 2.80718043 2.80717937 2.78873025 2.30338664

Cizelge 5.18 : Problem 3’iinr = 1.1, 0 <x < 8, At =0.001, v=1 ve N = 16 i¢in
LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile niimerik ve tam c¢oziimleri ile hata

normlart.
Niimerik Coziim
Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.40714790 0.40714791 0.40714856 0.40636144 0.40644714
0.2 0.52777217 0.52777216 0.52777564 0.52780181 0.52769887
0.3 0.31678705 0.31678705 0.31678637 0.31630942 0.31643558
0.4 0.09425035 0.09425035 0.09424790 0.09477837 0.09471099
0.5 0.01515829 0.01515829 0.01515814 0.01567036 0.01566545
0.6 0.00142056 0.00142056 0.00142056 0.00153688 0.00154797
0.7 0.00007912  0.00007912 0.00007912 0.00009100 0.00009412
0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00000356
0.9
1
L,x10° 1.02112067 1.02112194 1.01626713 0.14797988
L.x10° 0.70075809 0.70076556 0.70142060 0.12616807
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Cizelge 5.19 : Problem 3’iint = 1.1, 0 < x < 8, Ar = 0.001, v=1 ve N = 32 icin
LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile niimerik ve tam c¢oziimleri ile hata

normlari.
Niimerik Coziim
Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.40661879 0.40661879 0.40661068 0.40644227 0.40644714
0.2 0.52771553 0.52771553 0.52771781 0.52770382 0.52769887
0.3 0.31652424 0.31652424 0.31652368 0.31642980 0.31643558
0.4 0.09459617 0.09459617 0.09459377 0.09471454 0.09471099
0.5 0.01554100 0.01554100 0.01554078 0.01566588 0.01566545
0.6 0.00151577 0.00151577 0.00151577 0.00154721 0.00154797
0.7 0.00009014 0.00009014 0.00009014 0.00009344 0.00009412
0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00000356
0.9
1
L,x10° 025116818 0.25116948 0.24672855 0.00777016
L.x10® 0.17164395 0.17164654 0.16354238 0.00578205

Cizelge 5.20 : Problem 3’iinr = 1.1, 0 < x < 8, At =0.001, v =1 ve N = 64 i¢in
LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile niimerik ve tam c¢oziimleri ile hata

normlart.
Niimerik Coziim
Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 0 0 0 0 0
0.1 0.40648981 0.40648981 0.40648101 0.40644683 0.40644714
0.2 0.52770300 0.52770300 0.52770515 0.52769917 0.52769887
0.3 0.31645772 0.31645772 0.31645721 0.31643526 0.31643558
0.4 0.09468235 0.09468235 0.09467996 0.09471119 0.09471099
0.5 0.01563446 0.01563446 0.01563422 0.01566546 0.01566545
0.6 0.00153991 0.00153991 0.00153990 0.00154783 0.00154797
0.7 0.00009309 0.00009309 0.00009309 0.00009361 0.00009412
0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00000356
0.9
1
L,x10° 0.06253367 0.06253498 0.05861075 0.00167134
L.x10° 0.04266499 0.04266722 0.04066889 0.00355741

101



Cizelge 5.21 : Problem 4’iin t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, v = 0.01, a = 0.4,
1 =0.6,y=0.125 ve N = 40 icin LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile

niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97693301 0.97676168 0.97649777 0.97610169 0.97416363
0.2 0.48638738 0.48638223 0.48612032 0.48177682 0.48347496
0.3 0.20728185 0.20728176 0.20727461 0.20793691 0.20796144
0.4 0.20012908 0.20012908 0.20012907 0.20014323 0.20014726
0.5 0.20000236 0.20000236 0.20000236 0.20000233 0.20000270
0.6 0.20000004  0.20000004 0.20000004 0.19999999 0.20000005
0.7 0.19999999  0.19999999 0.19999999 0.19999999  0.20000000
0.8 0.19999999  0.19999999 0.19999999 0.20000000 0.20000000
0.9 0.19999999  0.19999993  0.19999999 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 1.16176188 1.14285061 1.04534831 0.68573982
L.x10° 3.34370822 3.34305836 3.01845716 2.70939383

Cizelge 5.21-5.24’te diigiim noktalarinin N = 40, 80, 120, 160 oldugu durumlarda Problem
4 icin elde edilen sonuclari karsilastirabilmek i¢in her bir boliintii say1si i¢in ayri ayrn cizelgeler
verildi. Verilen bu cizelgelerden Cizelge 5.21 ve Cizelge 5.22°de boliintii sayisinin sirasiyla 40
ve 80 degerleri icin karsilastirilmalar yer almaktadir. Bu iki cizelge de en iyi sonuclar LIN-4 ile
elde edilirken daha sonra ise LIN-3 ile elde edilmistir. Diger iki lineerlestirme icin ise Cizelge
5.22’e bakildiginda LIN-2, LIN-1’e gore daha iyi sonug verirken Cizelge 5.22’de tam tersi bir

durum ortaya ¢ikmaktadir.

Cizelge 5.23’de her iki hata normu g6z oniine alindiginda LIN-4 tam ¢6ziime daha yakin
sonuclar vermektedir. Ancak hata normlar1 acisindan LIN-4 disinda kalan diger ii¢ lineerlestirme
arasindaki siralamada farkliliklar olmaktadir. L, hata normu igin siralama LIN-2, LIN-1 ve
LIN-3 seklinde olurken L., hata normu icin en iyi sonuclarin sirastyla LIN-2, LIN-3 ve LIN-1

ile elde edildigi goriilmektedir.

Cizelge 5.24’te ise en iyi sonuglar yine LIN-4 ile elde edilirken daha sonra sirasiyla LIN-2,
LIN-1 ve LIN-3 ile elde edilmistir.

Sonug olarak, bu tezde goz oniine alinan Burgers denklemine, denklemdeki UU, lineer

olmayan terimi yerine dort farkli lineerlestirme teknigi kullanilarak kiibik trigonometrik
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Cizelge 5.22 : Problem 4’tin t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, v = 0.01, o = 0.4,
1= 0.6, y=0.125 ve N = 80 icin LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4 ile

niimerik ve tam ¢oziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97617184 0.97610397 0.97610708 0.97538900 0.97416363
0.2 0.48438915 0.48438883 0.48413579 0.48341483 0.48347496
0.3 0.20780375 0.20780367 0.20779338 0.20796371 0.20796144
0.4 0.20014250 0.20014250 0.20014248 0.20014746 0.20014726
0.5 0.20000261 0.20000261 0.20000261 0.20000273  0.20000270
0.6 0.20000005  0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.20000020  0.20000020 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 0.61498010 0.59957294 0.57995491 0.37353280
L.x10® 2.10411199 2.03916455 2.01337878 1.28450471

Cizelge 5.23 : Problem 4’iin t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, v = 0.01, a = 0.4,
1 =006, y=0.125 ve N = 120 icin LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4

ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97602633 0.97598982 0.97604889 0.97532444 0.97416363
0.2 0.48391082 0.48391170 0.48366050 0.48348633 0.48347496
0.3 0.20789248 0.20789240 0.20788160 0.20796374 0.20796144
0.4 0.20014514 0.20014514 0.20014512 0.20014747 0.20014726
0.5 0.20000266 0.20000266 0.20000266 0.20000272 0.20000270
0.6 0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 0.55999319 0.55096924 0.56709781 0.35448299
L.x10® 1.97111503 1.93743857 1.95955730 1.24276625
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Cizelge 5.24 : Problem 4’iin t = 0.1, 0 < x < 1, Ar = 0.001, v = 0.01, a = 0.4,
1 =006, 7y=0.125 ve N = 160 icin LIN-1, LIN-2, LIN-3 ve LIN-4

ile niimerik ve tam ¢6ziimleri ile hata normlari.

Niimerik Coziim

Uygulanan Lineerlestirmeler Tam
X LIN-1 LIN-2 LIN-3 LIN-4 Coziim
0 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 0.99951130
0.1 0.97597336 0.97595042 0.97602954 0.97529026 0.97416363
0.2 0.48373487 0.48373627 0.48348577 0.48349612 0.48347496
0.3 0.20792306 0.20792298 0.20791201 0.20796363 0.20796144
0.4 0.20014607 0.20014607 0.20014605 0.20014745 0.20014726
0.5 0.20000268 0.20000268 0.20000267 0.20000271 0.20000270
0.6 0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005 0.20000005
0.7 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.8 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
0.9 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
1 0.20000000  0.20000000 0.20000000 0.20000000 0.20000000
L,x10° 0.54830453 0.54262555 0.57213427 0.34525511
L.x10® 192230207 1.90162190 1.94508081 1.20516706

B-spline kollokasyon sonlu eleman yonteminin basarili bir sekilde uygulanabildigi ve iyi
sonuglar elde edildigi goriildii. Dolayisiyla tezde kullanilan bu yontemin fizik ve miihendislikte
karsilagilan benzer yapidaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere de kolaylikla

uygulanabilecegi anlasilmaktadir.
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