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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ‘‘Harmonik Déniisiimler Uzerine”’
baslikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima
basvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem
metin icinde hem de kaynakg¢ada yontemine uygun bi¢imde gosterilenlerden
olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Kiibra ATLIHAN
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Danisman: Prof. Dr. Rifat GUNES

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu c¢alisma bes boliimden
olusmaktadir.

Birinci bolim tezin amaci ve kullanim alanlarini belirtmek iizere giris
kismina ayrilmstir.

Ikinci boliimde, Riemann manifoldlar1 ile ilgili diger béliimlerde
kullanilacak temel kavramlara yer verilmistir.

Uciincii  béliimde, Oklidyen uzayda harmonik doniisiimler ve bu
dontistimlerin  minimal yiizeylerle iliskisi verilerek Riemann manifoldlar
arasindaki harmonik doniisiimlerin 6zellikleri ele alinmistir.

Dordiincii boliimde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ile ilgili
temel tanimlar verilerek Kenmotsu manifoldlar ve kosimplektik manifoldlarin
Ozellikleri verilmistir.

Son boliimde ise 6nceki boliimlerde verilen kavramlar géz ontine alinarak
sirastyla Kenmotsu manifoldlar ve kosimplektik manifoldlar iizerinde harmonik
doniigsiimlerin 6zellikleri derlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kenmotsu Manifoldlar;, Kosimplektik Manifoldlar,
Holomorfik Doniisiimler, Harmonik Ddniisiimler,
Harmonik Morfizm, Hemen Hemen Kontakt Metrik
Manifoldlar, Tamamen Jeodezik Doniistimler.
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This study which is prepared as a master thesis consists of five chapters.

The first chapter, of this thesis is devoted to the introduction part which
states the aim and usage areas of the thesis.

The second chapter contains fundamental definitions which are concerned
with Riemann manifolds that will be used in other chapters.

In the third chapter, harmonic maps in the Euclidean space, their reltions
with minimal surfacesand the properties of harmonic maps between the
Riemannian manifolds are given.

In the fourth chapter, properties of Kenmotsu manifolds and cosymplectic
manifoldsare presented by giving fundamental definitionswhich are concerned
with almost contact metric manifolds.

In the last part,the properties of harmonic maps on Kenmotsu manifolds
and cosymlectic manifolds are compiled, respectively as considering the concepts
which are mentioned in previous chapters.

KEYWORDS: Kenmotsu Manifolds, Cosymplectic Manifolds, Holomorfic
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1. GIRIS

Matematik ve matematiksel fizikte Onemli bir yere sahip harmonik
fonksiyonlar kavrami genel olarak Laplace denklemini saglayan tiim fonksiyonlar1
ifade etmek icin kullanilmaktadir. Harmonik fonksiyonlar ile ilgili calismalar
Jacobi’nin 1848 yilinda yayimlanan ve 3-boyutlu uzayda Laplace denkleminin

kompleks degerli ¢oziimlerini verdigi makalesi ile basladi.

Sampson 1954 yilinda Hodge teorisinin homotopi versiyonunu bulmaya
calisirken harmonik dontistimleri tanimladi. Ancak Sampson’un bu raporu
yayinlanmadi. Ayni yil Sampson’ un tanimi birinci varyasyon formiilii ve Hopf
doniisiimiiniin harmonikligini de kapsayacak sekilde Fuller tarafindan verildi.
Riemann manifoldlar arasindaki harmonik doniistimler iizerine ilk kapsamli

calisma 1964 yilinda Eells [29] ve Sampson tarafindan yapildi.
R ve (' sirasiyla reel ve kompleks sayilar cismini gostermek iizere
p:WCR —C

C* -sinifindan kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu

r=(x,,,2,) €W igin

3 82@
Ap= =0,
T

7

ile tanimlanan Laplace denklemini sagliyorsa ¢ ye bir harmonik fonksiyon denir.

Riemann manifoldlarindan tanimlanan reel degerli diferensiyellenebilir bir f
fonksiyonu Af =(divograd) f =0 ile tamimlanan Laplace denklemini sagliyor ise

f ye M Riemann manifoldu {izerinde bir harmonik fonksiyon denir.
Harmonik doniisiimler varyasyonel hesap ile yakindan iligkilidir:

(M , g) ve (N ,h) Riemann manifoldlart olsun. Eger diferensiyellenebilir

p:(M,g)—(N,h) donisimi  E(p)= [

M

@.| v, ile tammlanan enerji

fonksiyonelinin kritik noktas1 ise ¢ ye bir harmonik doniisim denir. Enerji



integrali icin birinci varyasyon formiilii hesaplandiginda, genel olarak Riemann
manifoldlar1  arasinda tanimlanan  diferensiyellenebilir  bir  doniisiimiin
harmonikligi, doniisiimiin ikinci temel formunun izi olarak tanimlanan tensiyon

alaninm sifir olmasi ile karakterize edilir. Ozel olarak ¢ bir immersiyon olacak
sekilde segilirse bu doniisiimiin  harmonikligi ile go(M ) altmanifoldunun

minimalligi birbirine denk olur.

Harmonik fonksiyonlari, esas uzay tizerindeki harmonik fonksiyonlara geri
cekmek suretiyle koruyan doniisiimler harmonik morfizmler olarak bilinmektedir.
Harmonik fonksiyonlar, diizlemdeki konformal doniisiimler, Riemann
yiizeylerindeki holomorfik doniistimler, Killing ve jeodezik alanlardan dogan belli

bazi submersiyonlar harmonik morfizmlerin 6rneklerini icermektedir.

1978-1979 yillarinda Riemann manifoldlar1 arasindaki harmonik morfizmler
teorisinin ¢alisildigi ¢alismalar birbirinden bagimsiz olarak ortaya ¢ikmistir. 1978
de Fuglede [28] bu teoriyle ilgili ortaya ¢ikan pek c¢ok temel Ozelligi igeren
makalesini yayimmlamigtir. Ishihara [27] 1979 yilinda harmonik fonksiyonlari
kapsayacak sekilde Riemann manifoldlar1 arasinda ¢esitli fonksiyon siiflarini
koruyan doniigsiimlerin karakterizasyonlarini belirlemistir. Giiniimiizde harmonik
morfizmler {izerine yapilan c¢aligmalarin c¢ogunda bu iki c¢aligmadan

esinlenilmistir.

Bu calismanin amaci Riemann manifoldlar1 arasindaki harmonik
dontigiimlerin anlagilmasi i¢in temel tanimlart sunmak ve bunlarin Kenmotsu
manifoldlar, kosimplektik manifoldlar gibi bazi 6zel manifoldlar {izerindeki

uygulamalarini1 gosteren ¢alismalar1 derlemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Riemann geometri ile ilgili temel kavramlara ayirdigimiz bu boliim {i¢ alt
béliim olarak diizenlenmistir. ilk alt béliimde Riemann manifoldlar ile ilgili
sonraki boliimlerde de kullanilacak bazi temel kavramlar ve goOsterimler
aciklanmistir. ikinci alt boliimde vektdr demetlerinden bahsedilmistir. Ugiincii
alt boliimde ise bir doniisiimiin ikinci temel formu ve tensiyon alani tanitilarak

tamamen jeodezik donilisiimlere yer verilmistir.

2.1 Riemann Manifoldlar:

Tamm 2.1.1. M bir manifold ve M manifoldu {izerindeki diferensiyellenebilir

fonksiyonlarm kiimesi C'*(M,R) olsun. Bu durumda her f,g € C™(M,R) ve

a,b €R igin
V. (af +bg)=aV,f+bV g
V.(f9) =V, (Ng+1V,(9)
sartlari1  saglayan V, : C~(M,R) — R doniisiimiine A manifoldunun p

noktasindaki tanjant vektori denir.

Tanimdan kolayca goriiliir ki tanjant vektorlerin kiimesi reel sayilar cismi

tizerinde bir vektor uzay1 yapisina sahiptir. Bu vektor uzaymna A manifoldunun

p noktasindaki tanjant uzayi denir ve 7 M ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. M bir manifold ve 7, M manifoldun p noktasindaki tanjant uzayi
olsun. Bu durumda her p € M noktasina T/ M uzayinda bir tanjant vektor karsilik

getiren bir diferensiyellenebilir X doniisiimiine M iizerinde bir vektor alani denir.

Boylece M manifoldu {izerinde bir X vektor alani
X:M—J M

ile tanimlanan bir diferensiyellenebilir dontisiimdiir [3].



Tammm 2.1.3. M, N iki manifold ve F : M — N bir donilisim olsun. Bu

durumda (U,p) ve (V,p) swasiyla peM ve F(p)eN noktalarinin

komsulugundaki haritalar olmak tizere
poFop :p(U)CR" = p(V)CR"

dontigimii  diferensiyellenebilir ise F  doniisimiine p€ M  noktasinda

diferensiyellenebilirdir denir [3].

Tammm 2.1.4. M ve N diferensiyellenebilir iki manifold ve FF: M — N

diferensiyellenebilir doniigiim olsun. X € T M i¢in M de segilen a(t) egrisine

a(t,)=p noktasinda X vektorii teget olsun. Bu durumda F(p)= F(a(t,))

noktasinda F(«a(t)) egrisine teget olacak sekilde F.(X) vektorini karsilik
getiren F. :TM — T,,N donisimiine tirev dontsiimii denir. Tirev

donisiimii dF' ile de gosterilir [3].
Tanim 2.1.5. M manifoldunun bos olmayan, agik, baglantili bir U altkiimesine
M nin bir tanim kiimesi denir. Eger U tanim kiimesi kompakt U kapanisina

sahip ise D =U bigiminde tanimlanan D kiimesine M nin bir kompakt tanim
kiimesi denir [3].
Tamim 2.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold, M manifoldunda bir U agik
kiimesi tizerinde vektor alanlart X ve Y olmak iizere, f € C™(U,R) fonksiyonu
i¢in

L]: T(TM)xT'(TM) — I'(TM)

(X, Y]f = X(Yf) - Y(Xf) (2.1.1)

ile tanimlanan doniisiime X ve Y vektor alanlarinin Lie (parantez) operatorii

denir. Burada X(f), f fonksiyonunun X vektor alanina gore tiirevidir [23].



Lemma 2.1.1. M bir diferensiyellenebilir manifold, M manifoldunda bir U agik

kiimesi {izerinde vektor alanlart X ve Y olmak d{zere f,ge€C™(U,R)
fonksiyonlar1 ve A\ € Rigin Lie parantez operatorii asagidaki 6zellikleri saglar [3]:
() [XYI(+0) = [XY)(H) +[XY](9),
(i) [X,Y](Af) = AXY](f),

(ii1) [X7 Y] (fg) = [Xv Y] (flg + [Xv Y] (g)f7
(iv) [X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0.

Tamm 2.1.7. M bir manifold olsun. Bu durumda X,Y,Z € I'(TM) vektor
alanlari ve f € C™(M,R) igin

V:T(TM)xI'(TM) — I'(TM)
ile taniml1 ve

(1) V., 2=V Z+V 7,
2 V,.Y+2)=V Y+V Z,
(3) V, Y =fvy,

@ V (Y) =X +/V7Y,

sartlarini saglayan V déniisiimiine bir afin (lineer) konneksiyon ad1 verilir. VY
vektor alanina Y vektor alaninin X vektor alani boyunca kovaryant tiirevi denir
[3].

Tanm 2.1.8. F': M, — M, bir donisim olsun. X,Y €I[(TM)) ve

U,V €T ,(TM,) iginbir V" : I(TM,)x T (TM,) — T (TM,) déniisiimii

i) V., U=V.U+VU,

X+Y

(i) VI U=hVU, heC*(M,R),

(iii)y VLU +V)=ViU+ VLV,

(iv) Vi (hU)= X(h)U + hV U,



sartlarm1 sagliyorsa V' operatdriine F doniisiimii boyunca bir konneksiyon
denir. Ozel olarak M =M,=M ve F birim ise V , M iizerindeki afin

konneksiyon olur [3].

F:M — M, bir doniisiim ve V", M, izerinde F boyunca bir

2

konneksiyon olsun. p, € M, olmak iizere (ViU)(p,) degeri yalmz X vektor
alaninin p, noktasindaki degerine baglidir. Dolayisiyla VU , X e [(TM,) ve

X(p,) ==z olmak lizere
V.U =(ViU)(p,)
seklinde tanimlanir [3].

Tamim 2.1.9. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M manifoldu tizerindeki

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi I'(7M ) olsun. Bu durumda
g : T(TM)XT(TM) — C®(M,R)

ile tanimlanan ¢ bilineer formu simetrik ve pozitif tamimli ise, yani

VX,Y eT(TM) igin

D 9(X,)Y)=g(Y,X),
(i) ¢(X,X)>0 ve g(X,X)=0& X =0

sartlar1 saglaniyor ise ¢ bilineer formuna bir Riemann metrigi veya metrik tensor

denir. Bu durumda (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir [3].

Ornek 2.1.1. R” Oklidyen uzaymn1 ve bu uzay iizerinde
<X,)Y >= z Z,Y;
i=1

i¢ carpimin1 goz Oniine alalim. Burada kolayca goriiliir ki <,> déniisiimii bilineer,

simetrik ve pozitif tanimhidir. Dolayisiyla <,> bir Riemann metrik ve (R",<,>)

ikilisi de bir Riemann manifoldudur [3].



Tanim 2.1.10. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. {([a,b],«)} atlasi ile verilen
egrinin teget vektor alan1 T ise, a([a,b]) C M egrisinin «(a) dan a(b) ye kadar

olan yay uzunlugu

=[Je(T(), () dt,  tel

b

olarak tanimlanir. Burada verilen uzunluk ds ile gosterilir. Dolayisiyla metrik

tensoriin lokal koordinatlardaki ifadesi

ds’ = gijdxidxj
ile verilir [3].
Tanmm 2.1.11. M, ve M, iki manifold ve f:M, — M, bir doniisim olsun.
Vp, € M, i¢in X(p,)€T,, M, ise X:M, —T(TM,) doniisimiine f boyunca
bir vektor alan1 denir. f: M, — M, doniisiimii boyunca vektor alanlarinin kiimesi
I‘f(TMQ) ile gosterilir. I‘f(TMQ) kiimesi C*°(M,,R) halkas1 iizerinde bir

modiildiir. Ozel olarak M,=M,=M ve f O&zdeslik doniisimi ise

I, (TM,)=T(TM), M iizerindeki vektdr alanlarmimn kiimesidir [18].

Bir donilisiim boyunca vektdr alam1 kavramina en basit ornek o: ] — M
boyunca tanimli olan X vektor alanidir. Gergekten o boyunca tanimli X vektor

alani, her ¢ € I parametresine «(t) noktasinda M deki tanjant vektorii karsilik
getirir. Buna gore & = 04*(%) vektorii o boyunca bir vektor alanidir ve bu vektor

alan1, X e I'(TM) vektor alaninin X kisitlanmigidir [3].

Onerme 2.1.1. M bir Riemann manifoldu, «:I— M bir egri, t€l ve

z €T, ,M olsun. Bu durumda X(¢) =z olacak sekilde a boyunca paralel bir tek

X vektor alan1 vardir [3].



Tammm 2.1.12. M bir Riemann manifoldu olsun. a: I CR— M, oft)=p,

a(t,)=gq, t,t, € I olacak sekilde bir egri ve X, X(¢, )=z saglayan o boyunca

paralel bir vektor alan1 olsun. Bu durumda

Pi(a): T.M — M
v = Ba)@)=2X(,)=>

sekilde tanimli Ptf’ (a)) déniisiimiine p den ¢ noktasma o boyunca bir paralel
oteleme ad1 verilir [3].

Tamim 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Herhangi bir

f: M—R

diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in
grad : C*(M) -» I'(TM)

olmak lizere gradf vektor alani bir tek X vektor alani ve biitiin Y vektor alanlar

cinsinden
g&X,Y) =df(Y) =YI[f]
ile tanimlanir. Bu durumda X = gradf i¢in
g(gradf,y) = df(Y) = Y[f]
karakterizasyonu yapilabilir [23].

Onerme 2.1.2. (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir lokal koordinat sistemi

(x%,x2,...,x™) olsun. Bu durumda f: M — R diferansiyellenebilir fonksiyonu

icin lokal koordinatlar cinsinden

dir.



Eger M = R" ise g¥ =&/ ve

o=y (L)
gradf = = dxt/ oxt

olur [23].

Tanim 2.1.14. (M,g) bir Riemann manifold ve V, M iizerinde lineer

konneksiyon olsun. Eger V konneksiyonu VXY, Z € I'(TM) igin

1. [X,Y]=VXY_VyX,

sartlarin1 sagliyor ise V ya M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir [15].
M fizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu VX,Y,Z € I'(TM) igin

29(VyY,2) =X(g(¥,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(g(X,Y))
—g(X,[Y,2D) + gV, [Z,Y]) + g(Z, [X, Y])
Kozsul esitligi ile belirlenir [15] .
Herhangi bir g metrik tensériin, VX,Y,Z € I'(TM) igin
(Vx9)(V,2) = Xg(¥,2) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
ile verilen kovaryant tiirevi, V bir Levi-Civita konneksiyon ise
Vg=0

biciminde de yazilabilir [15].

Tamm 2.1.15. (M, g), m-boyutlu bir Riemann manifold ve (x!,x?,..,x™), M

nin bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda



ile karakterize edilen I’U’-c bilesenlerine V nin bilesenleri veya Christoffel

katsayilar1 denir ve

d o) =1
Y \Va g ) =1

olarak tanimlanir [15].

Tanim 2.1.16. M, m-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda X,Y,7Z € I'(TM)
igin
R:T(TM)XTI'(TM)xI'(TM) — I'(TM)
(X,Y,Z) > R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z

R(X, Y)Z = VvaZ - VvaZ - V[X’y]Z

olarak tanimlanan R tensor alinina V konneksiyonunun egrilik tensorii denir [15].

Tamm 2.1.17. (M, g), m-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Bu durumda
K:T(TM)XI'(TM)xTI'(TM)x I'(TM) — C*(M)
X,Y,Z,W) > K(X,Y,ZW) = g(R(X,Y)Z, W)

olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensdre M iizerinde Riemann

Christoffel egrilik tensorii denir [15].

Tamm 2.1.18. (M,g), m-boyutlu bir Riemann manifold ve M nin bir p

noktasindaki tanjant uzayinin 2-boyutlu bir alt uzay1 P olsun. P yi geren birim

vektorler X, Y, ve M tizerindeki Riemann Christoffel egrilik tensorii K olmak
uzere

K(X,, Y, X, Y,)

degerine M nin p noktasindaki P diizlemine gore kesit egriligi denir ve

10



KM(XAY) ile de gosterilir [15].
Tamm 2.1.19. (M,g), m-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Bu durumda
X,Y € I(TM) igin

S: I'(TM)x I'(TM) - C*(M)

m

S(X,Y) = iz(RX, =)= Y) = =) g(R(X,¢,)e;.Y)

olarak tanimlanan tensér alanina M nin Ricci tensor alani denir. Burada {e;}, M

de ortonormal bir ¢atidir [15].

Ricci operatorii ise (1,1) tipinde bir tensordiir. Q ile gosterilir ve

XY, Z e T'(TM) igin

9(QX),Y) =SX,Y)
ile karakterize edilir [15].

Onerme 2.1.3. Ricci operatdrii self-adjointtir. Yani (M, g) bir Riemann manifold

ve X)Y € I(TM) igin
9(QX),Y) = g(X,Q(Y))
dir [15].

Tamm 2.1.20. (M, g), m-boyutlu bir Riemann manifold olsun. p € M olmak

lizere T, M nin 2-boyutlu altuzaylarina gére kesit egriliklerinin toplamina skaler

egrilik denir ve {e;}, M de ortonormal bir ¢at1 olmak tizere

ile tanimlanir [15].

Tanmim 2.1.21. M bir Riemann manifold ve K(P), M iizerinde kesit egriligi olsun.

Eger biitiin P diizlemleri ve biitiin p noktalar1 i¢in K(P) sabit ise bu durumda M
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ye sabit egrilikli uzay denir. Sabit egrilikli Riemann manifolduna da bir uzay form

denir [15].

Teorem 2.1.1. Eger M sabit ¢ egrilikli uzay form ise VX,Y,Zel'(TM) olmak

uzere
R(X,Y)Z =clg(Y,Z)X — g(X,Z)Y]
ile verilir [15].
Tanim 2.1.22. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde 6 bir 1-form ve

E de bir vektor alan1 ise T*M deki konneksiyon
V:I[(TM)x I['(T*M) - I'(T*M)
(E,0) > Vg0
Veb(6) = E(6(G)) — 6(V,6)
biciminde tanimlanir. Boylece
E(6(6)) = V:0(G) + 6(V5G)
Leibniz ¢arpim kurali elde edilir [23].

Tamm 2.1.23. (M,g), n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. 6 1-formunun

divengensi
divd = divVe
ile gosterilir ve

divg = izV6 = gV (Vx,0)% = gV {x, (6(X))) - 6(Vx, %)}

= ?:1(Vei9)ei = ?:1{91'(9(91')) - Q(Veiei)}
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biciminde tanimlanir. E' vektor alaninin divergensi div E ise
n m
divE = iZVE = ) g(V, E.e) = ) {ei(g(Ee)) — g(E, V. 0}
i=1 i=1
ile verilir. Burada {X;}, M {izerinde keyfi ¢at1 sistemi ve {e;}, T,M igin

ortonormal bir bazdir [23].

Onerme 2.1.4. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifold ve (x!,x?%,...,x™), M

nin bir lokal koordinat sistemi olsun.
6 =6 0x eI'(T*M)

Ve
E=E g r(TMm)
r axfe

alalim. Bu durumda lokal koordinatlarda
: ij 691' k
divd =g Fria I3 6y,

Ve

i

) 0E j ok
dlUE = W + E I—;j
ile verilir.

Ayrica |g| = detifyg;; ) olmak lizere

divd =——(/Tglg"4)

maxi

Ve

divE = ﬁ%(my)

dir [23].
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Tamm 2.1.24. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Bu durumda 6 bir 1-form

olmak tizere kodiferasiyel d*

d* = —divb

seklinde tanimlanir [23].

Tamim 2.1.25. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar olsun.
@:(M,g) = (N, h)

bir diferensiyellenebilir doniisiim olmak iizere A metrigini pull-backi @™/ ile

gosterilir ve X, Yel'(TM) igin
@ h(X,Y) = h(de,(X),do,(Y)), xeM
bigiminde tanimlanir [23].

Tanim 2.1.26. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlari

@:(M,g) > (N, h)

bir diferensiyellenebilir donilisiim ve x€M olmak iizere x noktasinda ¢ nin tiirev
dontistimiiniin Hilbert-Schmidt normu |d¢, | ile gosterilir ve T, M tanjant uzayinin

bir {e;}/X; baz1 igin

do. I = ) h(dp(e, dp(e))
i=1

ile tanimlanir.

Lokal koordinatlarda ise

|dg,1? = gY 9f @ hag

dir. Buradan

[do I = > h(dg(ed, dp(e)
i=1
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m
= Z @ h(e; e;)
i=1

= izQ*h
oldugu goriiliir [23].
Tamim 2.1.27. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlart
@ :(M,g) = (N,h)

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin d¢, tiirev donilisiimiiniin eki d¢y

ile gosterilir ve XeT, M, YET, )N igin

g(X,de; (V) = h(de,(X),Y)
biciminde karakterize edilir. Boylece
@ h(X,Y) = h(dp,(X),dp, (V)
= g(dgxode,(X),Y)
elde edilir [23].
Tamm 2.1.28. Oklidyen uzay R™ de Laplasyan, f€C*(R") olmak iizere
A C*(R™") - C*(R™)
f = div(gradf)

. o0 (0f\ OO0
Af = div(gradf) = ) = (ﬁ) = 2522
=1 t i=1 i

olarak tanimlanir [23].

Gradiyent ve divergens tanimlar1 kullanilarak Laplasyan tanimi keyfi bir

Riemann manifolduna genisletilebilir:

Tamm 2.1.29. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M {izerindeki

Laplasyan ya da Laplace-Beltrami operatorii A = AM = A, ile gosterilir ve
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Af =div(gradf) = divdf = —d*df = izVdf

bigiminde tamimlamir. Burada f,UCM acig1 iizerinde tanimli reel-degerli C? -

sinifindan bir fonksiyondur [23].
Tanim 2.1.30. (M, g) bir Riemann manifoldu ve feC*(M) olsun. Bu durumda
Af=0

esitligi Laplace denklemi olarak adlandirilir ve bu denklemin ¢6ziimlerine UCM

tizerinde harmonik fonksiyonlar denir [23].

M manifoldunun {e;};Z; ortonormal ¢atisin1 g6z 6niine alalim. Bu durumda
m
Af = ) felei() - (Vie))f)
i=1

olur [23].

Onerme 2.1.5. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. (x!,x?%, ...,x™), M {izerinde

bir lokal koordinat sistemi ise | g |= det(g,,) olmak iizere

dir [23].

Tanim 2.1.31. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. f : (M,g) - C*(M,R)

foksiyonu olsun. Bu durumda
hy r'(T™M) - r'(T™M)

lineer doniigiimiine (M, g) tizerinde f fonksiyonunun Hessiyan tensorii denir [3].



Tanmm 2.1.32. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. f : (M, g) » C*(M,R)

foksiyonu olsun. Bu durumda
He: I'(TM) x I'(TM) - C*”(M,R)
X,Y) - Hy(X,Y) = g(he(X),Y)
tensoriine (M, g) tizerinde f fonksiyonunun Hessiyan formu denir [3].

Tanim 2.1.33. M, 2n-boyutlu bir manifold ve ¢, M iizerinde (1,1) mertebeli

tensor alan1 olsun. Bu durumda pe M i¢in

¢, Tlp) — To(p)

lineer doniisimii 7',(p) tizerinde 902:—1 sartin1 sagliyor ise ¢ ye M {lizerinde

hemen hemen kompleks yap1 denir. M ye de ¢ kompleks yapisiyla birlikte bir

hemen hemen kompleks manifold denir [18].
Tanim 2.1.34. M ve M' sirasiyla ¢ ve ¢’ hemen hemen kompleks yapilari ile
birlikte hemen hemen kompleks manifoldlar olsun. Eger o f, = f.op ise f ye

hemen hemen komplekstir veya f, ¢ ve ¢’ yapilarini korur denir [18].

Onerme 2.1.6. M ve M’ kompleks manifoldlar olsun. Bu durumda f': M — M’

doniisiimiiniin holomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M ve M' kompleks

manifoldlariin kompleks yapilarina gore f nin hemen hemen kompleks

olmasidir.

Tamm 2.1.35. M hemen hemen kompleks manifold ve M nin hemen hemen

kompleks yapist ¢ olsun. g, M ilizerinde bir Riemann metrigi olmak iizere

X, Yex (M) i¢in
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9(pX, pY)=9(X,Y)
ise g fonksiyonuna Hermityen metrik denir.

Tamm 2.1.36. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger ¢ Hermityen
metrigi tanimli ise M ye hemen hemen Hermityen manifold denir. Eger M bir
kompleks manifold ve M {lizerinde g Hermityen metrigi taniml ise M ye
Hermityen manifold denir.

Tammm 2.1.37. M bir hemen hemen kompleks manifold ve ¢ M iizerinde

Hermityen metrik olsun. Bu durumda M ftizerinde tanimlanan ® temel 2-formu

kapali ise (dP=0) g Hermityen metrigine Kaehler metrik denir.

Tamm 2.1.38. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger g Kaehler
metrigi tanimli ise M ye hemen hemen Kaehler manifold denir. M bir kompleks
manifold ve M lizerinde g Kaehler metrigi taniml ise M ye Kahler manifold
denir.

Teorem 2.1.2. M bir Hermityen manifold olsun. Eger M nin bir Kaehler manifold

olmasi icin gerek ve yeter sart V=0 olmasidir.

2.2 Vektor Demetleri

Tanmm 2.2.1. £, B, F diferensiyellenebilir manifoldlar ve 7:F — B bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. B manifoldunun agik bir ortisii {U,},.;

olmak tizere, eger
(metp )z,y)=x,2€U, ,yeF
olacak sekilde

Y, U CBxF—7n'(U)CE—">B
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(#,9) = ¥, (2,y) = (o), ) (v) = =

diffeomorfizmlerinin bir {¢ } _, ailesi varsa 7 , F' ye gore yerel carpim

ozelligine sahiptir denir. D={(U,,v,)},., sistemine de 7w donlisimiiniin yerel

a€cl
ayrismast denir. Eger, C™(E,B)={r|n:E — B} modilinin herhangi bir
eleman1 yerel ¢arpim Ozelligine sahipse o zaman bu doniisiim orten ve agik bir
doniistimdiir [3].

Tanmm 2.2.2. M, ve M, diferensiyellenebilir manifoldlar ve 7w:M, — M,
diferensiyellenebilir bir Orten doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki sartlar

saglaniyorsa E (MI,MQ,W) ye M, lizerinde bir vektor demeti denir [3]:

(i) Her pe M,, = '(p) vektor uzayr yapisina sahiptir. Bu uzaym boyutu
her zaman sabit kabul edilmektedir. 7 '(p) vektdr uzaymna vektdr
demetinin lifi denir ve L (E) veya L, ile gosterilir.

(i) Herhangi p € M, noktasi igin, M, de p noktasinin bir komsulugu U,

n >0 sayisi ve

h:UxR" -7 '(U,)
difeomorfizmi var dyle ki herhangi ¢ €U igin

h,:R" — 7 '(U)

q

y— h(q,y)

doniisimiiR" ile 7 '(g) arasinda bir lineer izomorfizmadir.

Bu durumda M, manifolduna taban manifoldu, A/, manifolduna iis
manifoldu, 7 doniisiimiine projeksiyon déniisimii, 7 '(p) uzayma p
noktasindaki 1if ve (U,h) ikilisine de M, manifoldunun koordinat haritasi denir.

Eger U, M, olarak almirsa ' vektor demetine asikar vektor demeti denir. Bir lif
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demeti ile bir vektor demeti karsilastirildiginda F'=R" ve F nin bir vektor

uzay1 oldugu goriiliir [ 18].

Tamm 2.2.3. S, £ vektor demetinin )/, iis manifoldundan J, total manifolduna

bir diferensiyellenebilir doniisiimii olsun. Eger

moS=1

ise S, donilisimiine £ vektor demetinin bir capraz kesiti denir. Burada I, M

tizerindeki birim doniisimdiir. F vektdr demetinin capraz kesitlerinin kiimesi

['(E) ile gosterilir [3].

2.3 Bir Déniisiimiin Ikinci Temel Formu ve Tensiyon Alani

2
Tamm 23.1. F:(M,,g)— (M,,g,) bir donisim olsun. F boyunca V
2
konneksiyonunun geri gekme konneksiyonu V" olmak iizere
VE:T(TM)xT'(TM,) —T',(TM,)
2 1
(VE)X,Y)=V'xFY —F(VxY)

seklinde tanimlanan V F, doniisiimiine F' doniisiimiiniin ikinci temel formu denir

[3]. he C™(M,)ve X,Y,Z € '(TM,) olsun. Bu durumda

(VE)X,hY) = Vs B(hY)—E(Va(hY))

2

= V'x(hEY)— E(X(R)Y + WV Y)
— X(W)(EY)+hV* x EY — X(h)(EY)—hE(Vx Y)

(Y x EY)— E(VxY))
— W(VE)(X,Y)
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elde edilir. Benzer sekilde
(VE)(hX,Y)=h(VFE.)(X,Y),
(VE)(X+Z,Y)=(VE)(X,)Y)+(VE)(Z,)Y)
(VE)(X,)Y+2Z)=(VE)(X,Y)+(VE)(X,2)

olacagindan ikinci temel form VE. bilineerdir. p, € M noktasinda (VE)(X,Y)
ikinci temel formunun degeri yalmizca (VE)(X,Y) ve (VE)(X,Y) vektor
alanlarinin p, € M, noktasindaki degerine baglidir. Dolayisiyla X,Y € I'(TM,),

X(p,)==z, Y(p,) =y olmak iizere
(VE)(2,y) = (VE)(X,Y)(p,)
dir.

Onerme 2.3.1. F:(M,,g,)— (M,,g,) bir doniisim olsun. Her X,Y € T'(TM,)
i¢in
(VE)(X.Y)=(VE)(Y.X)

dir. Yani V F. ikinci temel formu simetriktir [3].

F:(M,,g,)— (M,,g,) bir doniisim olsun. Ikinci temel form

VX eI'(TM,) i¢in

VE:T(TM,)—T,(TM,)
seklinde goz Oniine alinirsa

(Vi E)(Y)=(VE)(X,Y)

lineer doniistimiiyle tanimlanir. V,F, doniisiimiiniin lineerligi VF, formunun

bilineerliginden kolayca goriiliir.
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(VE)(X,Y) formunun p, € M, noktasindaki degeri X , ¥ nin p, € M,
noktasindaki degerine bagli oldugundan VzeT, M, i¢cin XY €I(TM,) ,

X(p,)==, Y(p,) =y olmak iizere

V‘,L.Es : prlMl - TF(Z’1>M2

(V.E)(y) = (Vi E)Y))(p) = (VE)(X,Y)(p,)

lineer doniigiimii tanimlanabilir.
Diger taraftan F: (M,,g,) — (M,,g,) ile tammh
EM : (Tlel’glp] ) o (TF(Pl)M2792F(p1))
doniisimii Vp, € M, i¢in (T, M,,g, ) ve (TFm)Mz’g%m) ic c¢arpim uzaylar
arasinda bir lineer doniistimdiir.
Onerme 2.3.2. M,, M, ve M, birer manifold, F, : M, — M, ve F,: M, — M,
doniistimleri olsun. Bu durumda F, o F] doniisiimiiniin ikinci temel formu
V(EeF). = E(VE)+(VE) (. F)
dir [3].

Tamm 2.3.2. F:(M",g,)— (M,,g,) bir doniisiim olsun. {e,,....e, }, T'M, i¢in

yerel ortonormal ¢ati olsun. F' doniigiimiiniin tensiyon alan1 7(F') ile gosterilir ve

f(F)=i2(VE) =Y (VE)(e,e,)

i=1
ile tamimlanir [3].

Bir F:(M,,g,) — (M,,g,) doniisiimiiniin tensiyon alani F' boyunca bir

vektor alanidir, yani 7(F') € I',(TM,) dir [3].

Onerme 2.3.3. M", M} ve M} Riemann manifoldlari olsun. F,: M" — M, ve

E,: M} — M) doniisiimlerinin bileskesi olan F, o F, doniisiimiiniin tensiyon alani
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T(Fyo 1) = Fu(7(F)) +i2(VEy) (F, B
dur [3].

Tamm 2.3.3. F:(M,,g,)— (M,,g,) donisiminin ikinci temel formu sifir ise

F' doniigiimiine tamamen jeodeziktir denir. Tamamen jeodezik doniisiimler afin

doniisiimler olarak da adlandirilir [3].

Tamm 2.34. F:(M,,g,)— (M,,g,) bir doniisiim ve I CR bir a¢ik aralik olmak
lizere y:1 — M, bir egri olsun. -y boyunca X vektor alani i¢in Fovy:I — M,
doniisiimii de bir egri tanimlar. Dolayisiyla ¢ €1 igin Foy boyunca F.X bir

vektor alanidir ve

(EX)(t)=F. , X(t

*y(t)
dir. Her v:I — M, egrisi ve 7y boyunca paralel her X vektor alami i¢in F.X,

For:I— M, egrisi boyunca paralel ise F' paralel dtelemeyi korur denir [3].

Onerme 2.33. F:(M,,g,)— (M,,g,) bir déniisim olsun. F déniisiimiiniin

tamamen jeodezik olmasi icin gerek ve yeter kosul F' doniisiimiiniin paralel

otelemeyi korumasidir [3].

Ispat. I CR bir agik aralik, v:1 — M, bir egri ve X, v boyunca bir paralel
vektor alani olsun. X = X'o~ olacak sekilde X', M, ilizerinde yerel tanimli

vektor alant olsun. Bu takdirde
FX =(FX')oy

dir. Buradan
2 2 2 2
V2R =V2((FX')er) =V, 2 X' =V, X'

0
ot

olur. Burada doniisiimiin ikinci temel formu kullanilirsa
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1

2
Vo F = (VE)(#X o)+ F(V; X)

ot

1

=(VE)(1,X)+ E(VL(X 0y))

o
ot

1

=(VE)(4,X)+F(V2 X)

=(VE)(1,X)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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3. HARMONIK DONUSUMLER

Harmonik dontisiimler ile ilgili temel tanimlarin verildigi bu boliim ¢ alt
boliim olarak diizenlenmistir. ilk alt bolimde Oklidyen uzayda harmonik
doniisiimler ile ilgili bazi bilgiler verilmistir. ikinci alt bdliimde minimal
yiizeyler ile harmonik doniisiimler arasindaki iliski ele alinmistir. Son alt
boliim ise daha genel olarak Riemann manifoldlar1 arasindaki déniistimlerin

harmonikligi ile ilgili temel kavramlara ayrilmistir.
3.1 Oklidyen Uzayda Harmonik Déniisiimler

m -boyutlu Oklid uzayr R" nin bir agik alt kiimesi U ve (z,,7,,...,7, ) €U
olsun. f:U—R veya f:U — C seklinde reel veya kompleks degerli bir f
fonksiyonu i¢in Laplace denklemi

m an

1

seklinde wverilir. Laplace denklemini saglayan fonksiyonlara harmonik

fonksiyonlar ad1 verilir [25].

Tamm 3.1.1. M ve N Oklid uzaylarinin iki acik alt kiimesi olsun. Buna gére
V C N bir agik altkime ve ¢ (V)= @ olmak iizere f:V — R fonksiyonu V'

tistlinde bir harmonik fonksiyon iken
fod:o (V)R

bileske doniisiimii de ¢~'(V/) iizerinde bir harmonik fonksiyon ise ¢ doniisiimiine

bir harmonik morfizm denir [25].

Bu tanima gore, harmonik morfizmler; harmonik fonksiyonlar1 harmonik

fonksiyonlara geri ¢eken doniistimlerdir.

1848 yilinda Jakobi yaptigi bir ¢alismada “ U C R™ agik alt kiimesi
tizerinde bir ¢:U — C diizgiin dontisim ve V C C igin f:V — C seklinde bir

V' acik altkiimesi istiinde verilen holomorfik bir fonksiyon olmak iizere fo¢
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bileske  fonksiyonunun  harmonik  olmasi i¢in ¢  hangi  sartlar

gerceklestirmelidir?’’ sorusuna yanit aramistir.

Herhangi bir harmonik fonksiyon lokal olarak bir holomorfik fonksiyonun

reel kismi1 oldugundan ¢ nin Jakobi kosulunu gerceklestirmesi i¢in gerek ve yeter
sartin ¢ nin bir harmonik morfizm olmas1 gerektigi asikardir. Bu durumda zincir

kuralindan
A(fod)= Z];Aqwrd fz =0 (3.1.1)

elde edilir. ¢:U — C herhangi bir noktada keyfi birinci ve ikinci mertebeden

kismi tiirevlere sahip bu doniisiimiin bir harmonik morfizm olabilmesi icin

asagidaki sartlarin saglanmasi gerektigi goriliir [25]:

(i) A¢=0,

(i) (grad &)= 3 (52

=0.

Yukaridaki tanimda verilen (3.1.1) ifadesinde (ii) kosulunu gercekleyen

diizgiin bir fonksiyona yari-konformal doniisiim denir.

3.2 Minimal Yiizeyler ve Harmonik Doniisiimleri

Tammm 3.2.1. UCR? veya U C C baglantili ve acik bir altkiime olsun. C’-

sinifindan
X:U—R
seklinde bir doniisiime R® de bir diizgiin parametrik yiizey denir [25].

dX tirev doniigiimiiniin birebir olmasi halinde X(U)CR® kiimesi

iistiinde ylizeyin normal vektor alani

X, xX,

=] (3.2.1)
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olacak sekilde daima bulunur. Burada (u,v)€U, X, _ X ve X, _oX dir.

u ov
Diger taraftan yiizeyin birinci ve ikinci esas formlarinin katsayilar1 sirastyla

E=<X,X,>,F=<X,X>,G=<X,X,>

Ve

e=<X N>, f=<X, ,N>=<X ,N>,g=<X,N>
seklinde verilir. Burada
2 2 2 2
qu = a )2( > Xuv = a X > Xvu = a X > er = 8 )2(
ou Oudv Ovou ov

dir. Dolayisiyla yiizeyin ortalama egriligi

H:—liz(dN):leG+gE_22fF
2 2 EG-F

(3.2.2)

olur. Burada dN vyiizeyin sekil operatoriinii ifade etmektedir. N ise yiizeyin

birim normal vektdrlerini S birim kiiresi {izerine resmeden Gauss doniisiimii

olarak adlandirilir.

Eger ylizeyin ortalama egriligi H =0 kosulunu sagliyorsa X yiizeyine bir

parametrik minimal yiizey denir.
V C U bir kompakt altkiime ve V' nin kapanis1 V' olsun.
h:V—-R
fonksiyonu C'-sinifindan bir fonksiyon olmak iizere
X, (u,v) = X(u,v) + th(u,v) N (u,v), (3.2.3)

donilisimiine X in A tarafindan tanimlanan bir normal varyasyonu adi verilir.
Burada t € (—¢,¢) ve (u,v) €V dir. (3.2.3) ifadesinin sirasiyla u ve v ye gore

kismi tiirevleri alinirsa

oX,
u

= X, +thN, +th N
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Ve

ox,

ov

= X, +thN, +th N

elde edilir. Burada X, nin birinci esas formunun katsayilarnn E,, F,, G, ile

gosterilirse

E,=E+th(<X,N,>+<X,N,>)+t’h* <N, N, >+t’h.h,

u? u)

E=F+th(<X, N, >+<X,,N,>)+t’h> <N, N, >+t’h h,
G, =G+th(<X,,N,>+<X,,N,>)+t’h> <N, N, >+t’hh,
bulunur. Simdi (3.2.2) denklemini kullanirsak

EG,—F'=EG—F* —2th(Eg—2Ff +Ge)+ R

=(EG—F?)(1-4thH)+ R

t—0

o . R - :
elde edilir. Burada lim 72 0 oldugunu goéz oniine alip £ degerini yeteri kadar

kiiciik secersek X, nin bir diizgiin parametrik yiizey tamimlayacag: agiktir.

Buradan X, (V) nin alan1 A(t) olmak {izere

Alt)= |JEG, — F*dudv

v

= [N1—4thH + RN EG — F* dudv
Vv

olacak sekilde verilir. Burada R zﬁ dir. Eger ¢ yeteri kadar kiiciik ise

A(t) tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve ¢ =0 daki tiirevi

A(0)=—[2hHVEG — F*dudv (3.2.4)
7

seklindedir.
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Teorem 3.2.1. X : U — R® diizgiin parametrik bir yiizey ve U nun smurl bir
altkiimesi V' CV C U olsun. X in minimal olmas i¢in gerek ve yeter kosul X (V)

nin her bir normal varyasyonu ve U nun her simrli V. CV C U altkiimesi i¢in
AX, (V)] =0

olmasidir [25].

Ispat. X in minimal olmas1 durumda ortalama egriligi H = 0 oldugundan (3.2.4)

ifadesinden A'(X,(V))],_, =0 elde edilir. Tersine eger A'(X,(V))|,., =0 ise bazt

p €V noktalarinda H(p)=0 oldugunu kabul edelim. h : V — R fonksiyonunu
H(p)=0 seklinde tanimlayalim ve p nin kiigiik bir komsulugu disinda h =0
oldugunu kabul edelim. Buradan segilen h =0 fonksiyonunun tanimlayacagi
varyasyon i¢in A'(X, (‘7))|t:0 = 0 buluruz ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla V' nin

tamaminda h =0 olmalidir. Bu durumda H = 0 olacagindan X minimaldir.
Tamim 3.2.2. R*® de C*- siifindan bir diizgiin yiizey
E=G, F=0

olacak sekilde bir koordinat sistemine sahip ise ylizeye bir yiizeye izotermal

yiizey denir [25].

X in bir izotermal yiizey oldugunu kabul edelim. X in Laplasyan1 AX ise
AX in yiizeye dik oldugunu asagidaki gibi gosterilebilir:

<X, ,AX>=<X_,X, +X,6 >

w? u? Ul v

=< Xu,?Xu'u, >—< anXv >
ETEYI
=0

dir. Benzer sekilde
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<X, AX>=<X_ X +X, 6 >

v? uu

=< X, X, >—-<X

v v uv?

XU >

10y p 10 ke
C20v Y 280

=0

bulunur. Béylece AX, hem X, hem de X ye dik olacagindan yiizeye de dik

olmak durumundadir. Ustelik yiizeyi izotermal parametrelendirildigi icin

E =G, F=0dir. Ortalama egriligi veren (3.2.2) ifadesi kullanilirsa

leG+gE—-2/F
2 EG-F?

elde edilir. Buradan

_<NX

U,

> + < N7 X’U’U >
2F

<N, X, +X, >

uu VU

2F

<N, AX>
2F

bulunur.
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Sonu¢ 3.2.1. X :U — R? diizgiin izotermal parametrik bir yiizey olsun. X in

minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X in harmonik olmasidir [25].
Bu durumda minimal parametrik bir yiizey
X:UCC—R?
seklinde F=G, F=0 ve AX =0 kosullarim1 gergeklestiren bir izotermal
ylizeydir.

U CC agik altkiimesinin basit baglantili oldugunu kabul edelim. Bu

durumda X in izotermal olusuna esdeger olarak

WY (oY (00, _
(mj*(&%(&j‘“
dir [25].

U CC basit baglantili bir agik altkiime olsun. X :U — R? diizgiin

izotermal parametrik bir minimal yiizey olsun. Yani

X, Y <X, X,>=0, AX =0

u

— |Xv

kosullarini saglasin. O takdirde U iistiinde tanimlanan ve 6zdes olarak sifirdan

farkli meromorfik f ve g fonksiyonlari, f ve fg° holomorfik ve Vz, €U igin

X(z)=X(z)+Re I F(w) (A= g(w)’,i(1+ g(w)’),29(w) Jdw

20

olacak sekilde Weierstrass gosterimi vardir. Tersine yukaridaki gibi tanimlanacak

her meromorfik f ve g fonksiyon ¢ifti bir minimal parametrik yiizeyi bu sekilde

tanimlar [25].
3.3 Riemann Manifoldlar1 Arasindaki Harmonik Doniisiimler

Tamm 3.3.1. (M,q,) ve (M,,q,) swrasiyla m ve n boyutlu Riemann

manifoldlar1 ve F': M, — M, bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. = € M| i¢in

31



e(F): M, —[0,00)

2

rz—e(F), ==

T

E

*z

(3.3.1)

seklinde tanimlanan fonksiyona F' doniisiimiiniin enerji yogunlugu denir [3].

M, ve M, Riemann manifoldlar1 ve F': M, — M, bir diferensiyellenebilir

doniisiim ve = € M, olsun. Bu durumda {e,,...,e,, }, 7. M, i¢in bir ortonormal baz

olmak lzere

= er;gQ(E;,;(@,;);Em(@i))

= ZF*92<6M61‘,)
=1
=1z, F g,

oldugundan F' doniisiimiiniin z noktasindaki enerji yogunlugu

1. . 1 .
G(F)T:§ ZglF 92:§<91,F 92> (332)

olur [3].

Tamm 3.3.2. (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlar;; D, M, manifoldunun

bir kompakt altkiimesi ve F': M, — M, bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun.

O halde

1 2
E(F;D)= [ e(F)dV, = 5 [ |E[ay, (3.3.3)

ile taniml1 fonksiyona F' doniisiimiiniin enerji integrali denir [3].

(3.3.3) ifadesinden E(F;D)>0 esitsizligi elde edilir. Esitligin olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul /' doniisiimiiniin D {izerinde sabit olmasidir. Eger M,
manifoldu kompakt ise E(F;M,) yerine sadece E(F) gosterimi kullanilir. Enerji

integrali sadece g, ve g, metriklerine baghdir.
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Tamm 3.3.3. (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlari ve
C*(M,,M,)={F|F: M, — M,, F bir diferensiyellenebilir doniisiim}
olsun. F': M, — M, doniisiimii, kompakt bir bolge tizerinde
E(;D):C*(M,M,)— R

seklinde tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise /' doniigiimiine bir

harmonik doniistim denir [3].

Tanmmm 3.3.4. M, ve M, Riemann manifoldlar1 ve F': M, — M, bir dontisimu

olsun. € >0 olmak tzere
F: M, x(—¢,e)— M,
(z,t) = F(z)M

ve F,=F ile tanimlanan F], doniisimiine F' doniisiimiiniin bir varyasyonu
denir. {F;} doniisimii sadecet € (—¢,e) parametresine bagh diferensiyellenebilir

doniigiimlerinin bir ailesidir [3].

Tanmmm 3.3.5. M, ve M, Riemann manifoldlari, F': M, — M, bir doniisim ve
reM, olsun. Her x€ M, i¢in ¢t— F)(z) doniisimii F(z)€ M, noktasindan

gecen bir regiiler egri tanimlar. Bu egrinin

ile tammlanan ve indirgenmis F~'TM, demetinin bir kesiti olan hiz vektériine F,

doniisiimiiniin bir varyasyon vektor alan1 denir [3].

Tanmm 3.3.6. M, ve M, Riemann manifoldlari, D, M, manifoldunun bir
kompakt altkiimesi olsun. F': M, — M, bir doniisiimiinin bir {F,} varyasyonu
her ¢t noktast igin M, \D° lzerinde F,=F kosulunu sagliyorsa {F,}

varyasyonu D i¢inde desteklenir denir.
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Bu durumda Tanim 3.3.3 asagidaki sekilde de verilebilir:

Tamm 3.3.7. (M,,gq,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlart olsun. F': M, — M,
donlisimii M, manifoldunun biitin D kompakt bolgeleri ve D iginde

desteklenen biitiin {F,} varyasyonlari igin

d
%E(E}D)h:ozo (3.3.4)

oluyorsa F' donilisiimiine harmonik doniisiim denir [3].

Teorem 3.3.1. (Birinci Varyasyon Formiilii) M, ve M, Riemann manifoldlari,
F:M, — M, bir déniisim olsun. {F}, F donisiminin D C M, kompakt
altkiimesi i¢inde desteklenen bir varyasyonu olsun. Bu takdirde <, >, F'TM,

indirgenmis demeti tizerindeki metrik olmak tizere

d
;Eﬂﬂﬂmﬂ:—h<uﬂﬂ>d% (3.3.5)

dir [3].

Ispat. D, M, manifoldunun bir kompakt altkiimesi, {F,}, F déniisiimiiniin D

i¢inde desteklenen bir varyasyonu ve v € I'(F~'"T'M,) bir varyasyon vektdr alani

olsun. O halde
¢: M x(—ee)— M,
(2,1) = ¢(x,1) = Fy()
doniistimii ve
E=¢ 'TM, — M, x(—¢,¢)

vektor demeti tanimlansin. E demeti iizerindeki geri-cekme konneksiyonu V*

ile gosterilir. Bu durumda

P(p,0)=F, ¢(p,t) = F,(p)
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dir. M, manifoldu tizerindeki bir X manifoldunu vektdér alani ayni1 zamanda

M, x(—¢,¢) tzerinde bir vektor alan1 oldugundan

0

elde edilir. M, manifoldu iizerindeki {e,...,e, } yerel ortonormal gati olmak

lizere %,ei e '(TM,) igin

‘ ,, 0 0
Vo a(e)— Vi (=)—d(=,e])=0
6(6) = Vi (g~ (05
dir. Boylece
s 610
Va@(ei)ZVe,@(a—) (3.3.6)
5 t
dir. Diger taraftan (3.3.1) den
d 10, p
Z(e(F))==-—=
dt (e£)) 20t %
dir. Buradan
d 10
Z(e(F)) === . .
SHelF) =55 2 < ble) le) >

elde edilir. Boylece metrik konneksiyon olma durumu kullanilirsa
d < A
—(e(F)) =2 <V5y0(c),a(e)>
dt i=1 a
bulunur. (3.3.6) ifadesi kullanilirsa
() =3 < Via().000) >
dt — €; T at % \74

elde edilir. Diger taraftan (3.3.3) ifadesinden
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d
SEED),= [, 2 <V 6e)>aV, |y (3:3.7)

olur. Buradan

) Vi (e)> (3.3.8)

bulunur. Simdi M, manifoldu lizerinde her Y € x (M,) igin

9(X,,Y)=g,(a(=

=).a())

olacak sekilde X, vektor alan1 tanimlansin. Buradan
Z e < QS Z e,9,(X

1
olur. V, M, manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

1

< 0
D <6).0(0)>= 30V Koe)+0,(X, Vere)
=1

elde edilir. birinci ifade X, vektor alani i¢in diverjens tanimi oldugundan

Z <¢ (e,)>=div(X %—Z:g1

bulunur. Burada X, vektor alaninin tanimi kullanilirsa

ze<¢ (€)> = din(X)+ 3 <656V, e)> (3.3.9)

olur. Boylece (3.3.9) ifadesi (3.3.8) ifadesinde yerine yazilirsa
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Z<VO (e,)>=div(X Z<¢ V. e)>

_N 9\ o
5 <o) Vi) >

dir. Bu son ifade (3.3.7) denkleminde yerine yazilir ve diverjens teoremi

kullanilirsa

4,
Pl D)o =], Z{< ¢ (Vie))>
d\ oo
—<a(5) Veale) > 1V, (3.3.10)
elde edilir. Boylece ¢t =0 yazilirsa
(2)(0,9)=V(p)
o) (0P p),

¢.(,)(0,p) = F.(e:(p)),
¢ (V.e)(0,p)=E(V e)(p)

oldugundan, ikinci temel formun tanimindan

d o

G EED) o= [, (<0, 2 (TE) o) >}V,

olur. Boylece tensiyon alaninin tanimi kullanilirsa

d
EE(E;D)L:O —— [ <uvr(F)>av,

bulunur ve ispat biter.

Sonu¢ 3.3.1. M, ve M, Riemann manifoldlari, D , M, manifoldunun bir
kompakt altkiimesi ve F:M, — M, bir donlisim olsun. Bu durumda F

doniigiimiiniin harmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul 7(F') =0 olmasidir [3].

Sonug 3.3.1 de ifade edilen 7(F)=0 denklemine harmonik denklem veya

Euler-Lagrange denklemi veya tensiyon alani denklemi denir.
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Sonu¢ 3.3.2. i: M — M izometrik immersiyonun harmonik olmast i¢in gerek ve

yeter kosul (M) altmanifoldunun minimal olmasidir [3].

Diger taraftan F': M, — M, bir Riemann submersiyonu olsun. Burada
X,Y ex"(M)igin(VE)(X,Y)=0

Ve

1
UV ex'(M)igin(VE)(U,V)=~F.(Vu V) =—F(T,V)
oldugundan asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 3.3.3. M, ve M, Riemann manifoldlar: olsun. Bu durumda F': M, — M,

Riemann submersiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul liflerin

minimal olmasidir [3].

Asagidaki 6nermelerde bazi1 6zel doniisiimler i¢in harmonik olma sartlar

sunulmaktadir.

Onerme 3.3.1. F:U CR"™ — R" déniisiimiiniin harmonik olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart her bir £ : U C R™ — R bileseninin harmonik fonksiyonlar olmasidir

13].

Ispat. R" ve R" sirastyla m ve n boyutlu Oklidyen uzaylar ve D C M, bir

kompakt altkiimesi olmak iizere F': R" — R" doniisiimii i¢in

E(F;D)= [ e(F)dV,

2
Efav,

1
-1l

olur. {z',....2"} ve {y',...,y"} swrasiyla R™ ve R" iizerinde standart lokal

koordinat sistemleri olmak tzere
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1< 0 0
E(F;D)=— F(—),F.(==)>dz"...dz"
(FiD) =35 [, X< G0 g0 > do'. o

lh _OF 0 KoF 0 . .
5 ID§<§ 9 8y“7(§1 or dy° >dr...dz

1 OF°
= IDZ( o~ Y da'...dz"

elde edilir. Ayrica R™ deki standart metrik goz 6niine alinir ve Laplasyan A ile

gosterilirse

N , O°F" N

bulunur ve ispat biter.

Bir Riemann manifoldundan Oklidyen uzaya tanimlanan déniisiimler i¢in

harmonik olma sart1 agagidaki onermede verilmistir.

Onerme 3.3.2. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R" Oklidyen uzay olsun. Bu
durumda ¢: M — R" donilistimiiniin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢
doniisiimii igin A" (¢”) = 0 dir [3].

Ispat. {2',...,2"} ve {¢',...,y"} swrastyla z€ M ve ¢(z)E€R" noktalarmdaki

yerel koordinat sistemi ve 7(p) = 7(p)" iﬁ olmak tizere

dy
() = g%
g 00" 00 L 09 O’
_ (2P _1* +0
I (8:10183:‘7 Y oxt 7 O’ 8x7)

bulunur. Ffj ve L), swasiyla M ve R" manifoldlarinin  Chrisstoffel

sembolleridir. Buradan

() = AYp" +g(grady”, grade®)L] ,
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dir. Oklidyen uzayda Chrisstoffel sembolleri sifir oldugundan

L) = g%,
;0% p O’
— v ——F -
g (ax’ax’ Y 895")
= A"(¢")

bulunur. Burada A", M iizerindeki Laplasyan operatdriidiir.

Onerme 3.3.3. (M,g) bir Riemann manifoldu ve F': (M,g) — (R,dt ®dt) olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir [3].

(i) F tamamen jeodeziktir.
(i) F fonksiyonunun Hessiyan formu sifirdir.

(iii)) F' harmonik fonksiyondur.
ispat. VXY € T(TM)igin

(VE)(X.Y) = H(X,Y) oo F

oldugundan
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bulunur. Burada

(F) = —(AF)%oF

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.3.4. [ CR bir agik aralik ve (M,g,) bir Riemann manifoldu olsun.
Bu takdirde her harmonik F: ([,dt®dt)— (M,g,) doniisimi tamamen

jeodeziktir ve F': I — M doniisimii de (M, g,) manifoldunun bir jeodezigidir [3].

Ispat. Tensiyon alan1 tanimindan

o(F) = (VE)(o 2

dir. Boylece F' harmonik ise F' tamamen jeodeziktir. Diger taraftan

0 0

0="(F) =(VE)(.=)
8 g D,
ot - ot * o Ot

olur. Buise F' doniisiimiiniin bir jeodezik oldugunu gosterir.

Tamm 3.3.8. (M,g), (N,h) Riemann manifoldlari ve

¢ : (Mg) — (N,h)

bir C* doniigiimii olsun. Bu durumda z€ M noktasinda X,Y € T,M igin

h(dp,(X),dp,(Y)) = A(2)9(X, Y)

olacak bi¢cimde bir A(z) sayist varsa ¢ donlisiimiine € M noktasinda bir zayif

konformal donlisim denir. VzeM i¢in yukaridaki ifade saglaniyorsa ¢
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doniigiimiine M {izerinde bir zayif konformal doniisiim denir [23].
Tanim 3.3.9. M ve N Riemann manifoldlar ve

p o (Myg) — (N.h)

bir C*° déniisiimii ve z€ M olsun. Bu durumda

V, =V

x T

(¢) = cek dp,={XeT M |dp(X)=0} C T,M
ve

H,=H(p) =Vy C T,M

olarak tanimlansin. V, uzayma ¢ nin z noktasindaki dikey uzay: denir. M deki g

metrigine gore V, dikey uzaymin dik tiimleyeni olan H, uzayma ise ¢ nin z

noktasindaki yatay uzayi denir [6].

Tanim 3.3.10. M ve N Riemann manifoldlar1 ve
p: M— N

bir C*° déniisiimii ve z€ M olsun. Bu durumda

(i)  dp,=0
(i) dy, tirev donistimii H, yatay uzaymu TN tzerine konform olarak

resmeder. Yani dp, ortendir ve VX, Y € H, icin

h(dp,(X),de,(Y))=A(2)g(X, Y)

42



olacak bigimde bir A(z)=0 say1s1 vardir.

sartlarindan herhangi bir1 saglanmiyorsa ¢ ye x€M noktasinda yatay zayif

konformal doniisiim veya yar1 konformal doniisiim denir [23].

Tanim 3.3.11. M ve N Riemann manifoldlar1 ve

p: M— N

bir C* déniisiimii ve x€ M olsun. VC N agik altkiime ve o~ '( V)=@ olacak sekilde

her

f: V=R

harmonik fonksiyonu igin fop, ¢ '(V) iizerinde harmonik oluyorsa ¢ ye

harmonik morfizm denir [6].

Onerme 3.3.5. (M",g) ve (N",h) Riemann manifoldlari olsun. Bu durumda

o: M"— N"

harmonik ve yatay zayif konform doniisiimii bir harmonik morfizmdir [18].
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4., KENMOTSU MANIFOLDLAR VE KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu béliimde Kenmotsu manifoldlar ve kosimplektik manifoldlar ile ilgili

temel kavramlara yer verilmistir.

4.1 Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Tanim 4.1.1. M, (2m+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. £ bir
vektor alanmi; ¢, (1,1)-tipinde bir tensér alani; 7, M iizerinde bir

diferensiyellenebilir 1-form olmak iizere (¢, &, n) Gglist

lineer

X (M) — x(M)
dif .bilir
n:x(M) —— C*(M, R)
n(§)=1ve ¢* =—I+n®E

sartlarint sagliyor ise bu li¢liiye bir hemen hemen kontakt yapi, (M, ¢, & n)

dortliisline de bir hemen hemen kontakt manifold adi verilir [13].

Tamm 4.1.2. M hemen hemen kontakt manifold ise (M,n) manifoldu iizerinde

X=£igin

ve

dn(&,X)=0

olacak sekilde bir {€x(M) vektor alam varsa; & vektor alanina n—kontakt

yapisinin 6z (karakteristik) vektor alan1 denir [8].
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Teorem 4.1.1. (2m+1)-boyutlu M hemen hemen kontakt manifoldu iizerinde
VXex (M), £ex (M) ve X=£ vektor alanlari igin

(i) (=0

(ii) now=0

(iii) rankep=2m

esitlikleri saglanir [13].
Tanmm 4.1.3. (M, ¢, &, 1), (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifoldu

olsun. (e x (M) ve VX, Yex (M) igin
n(X)=9(X.8)
ile

I X0 Y)=g(X,Y)—n(X)n(Y)

sartlarini saglayan bir g Riemann metrigi tanimli ise; (¢, &, 1,9) dortliisiine hemen

hemen kontakt metrik yap1, (M,ip, & n,9) beslisine de bir hemen hemen kontakt

metrik manifold denir [13].

Teorem 4.1.2. M, (o, &, n) yapist ile verilmis (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen

kontakt manifold olsun. Bu durumda M iizerinde VX, Y€ x (M) i¢in

I X Y)=g(X,Y)—n(X)n(Y)

olacak bigimde bir ¢ Riemann metrigi daima vardir [13].

Sonu¢ 4.1.1. (2m+1)-boyutlu M hemen hemen kontakt manifoldu iizerinde
VX, Yex (M) icin

9(pX,Y)=—g(X,pY)
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dir. Bu ifade ise ¢o—nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir

[13].
Sonu¢ 4.1.2. (2m+1)-boyutlu M hemen hemen kontakt manifoldu {izerinde
VX, Yex(M) igin
9(p X, X)=0
dir [13].
Teorem 4.1.3. (2m+1)-boyutlu M hemen hemen kontakt manifoldu iizerinde bir

n kontakt yapisi verilsin. VX, YEx (M) i¢in

lineer

:x (M) — x (M)
9I(X,pY)=dn(X,Y)

olacak sekilde (¢, &, 1, g) hemen hemen kontakt metrik yapisi vardir [13].

Tamm 4.1.4. M, (2m+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M
tizerinde bir (¢, &, 17,g) hemen hemen kontakt metrik yapisi verilsin. Bu durumda

VX, Yex (M) icin

P(X,Y)=g(X,pY)

olacak sekilde tanimli ® tensoriine (¢, & 7, g) hemen hemen kontakt metrik
yapisinin temel 2-formu adi verilir [13].

Onerme 4.1.1. (2m+1)-boyutlu M hemen hemen kontakt manifold iizerinde bir
(¢, & m, g) hemen hemen kontakt metrik yapisi verilsin. V, M tizerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda VX, Y€y (M) igin

(Vx®)(Y,2)=g(Y,(Vx¢)Z)
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(Vx®)(Y, Z)+(VxP) (Y, 0Z)=n(Z)(Vxn) Y —n(Y)(Vxn)oZ
(Vxn)Y =g(Y, (Vx&§)=(Vx®)(& ¢Y)

2dn(X,Y)=(Vxn)Y — (Vyn)X

3dD(X,Y,Z)= & (VyP)(Y,2)

X,Y,Z

esitlikleri gecerlidir [8]. Burada, & ifadesi X, Y, Z vektor alanlar tizerinden
XY, Z

alinan devirli toplam1 belirtmektedir.

Tamm 4.1.5. M, (2m+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger M

tizerinde her yerde diferensiyellenebilir bir 7 1-formu var ve

nA(dn)"= 0

kosulunu sagliyorsa M ye bir kontakt manifold ya da bir kontakt yapiya sahiptir

denir. Dolayisiyla 7 1-formuna da bir kontakt form ad1 verilir [24].
Tamm 4.1.6.( M, n) bir kontakt manifold olsun. Bu durumda

D ={XeTM |n(X)=0}
bicimde tanimlanan D distribiisyonuna kontakt distribiisyon denir [24].

Onerme 4.1.2. M, (2m+1)-boyutlu hemen hemen kontakt manifoldu her yerde

TI/\(D’ITLI 0

olacak sekilde global bir n 1-formuna ve global bir ® 2-formuna sahip

diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Burada M"™ ! manifoldu bir n kontakt

formuna sahip ise, temel 2-formu
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P =dn

olacak bigimde bir (¢, & 7, g) hemen hemen kontakt metrik yapist vardur.

Dolayisiyla M ye bir kontakt metrik manifoldu (hemen hemen Sasakian

manifoldu) ad1 verilir [24].

Tamm 4.1.7. ¢ tensor alanmnin Nijenhuis tensori VX, Yex (M)igin

NX Y=’ [ XY+ [p X Y- plpX, V- ¢[ X0 Y]
bi¢ciminde tanimlidir. Burada
N(X,Y)+2dn(X,Y)é= 0
ifadesi saglaniyor ise (¢, &, 1, g) hemen hemen kontakt metrik yapisina normaldir
denir [24].

4.2 K-Kontakt Yapilar

Tamm 4.2.1. M, (¢, & m, g) hemen hemen kontakt metrik yapisina sahip bir

hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger £ 6z vektor alan1 g ye gore bir
Killing vektor alani ise M manifoldu tizerindeki kontakt metrik yapiya K-kontakt

yap1 ve M ye de bir K-kontakt manifold denir [24].

Onerme 4.2.1. M*™"' bir K-kontakt manifold olsun. Bu durumda M>™!

manifoldunun bir K-kontakt metrik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul
Vx§=—¢X

olmasidir [24].
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Onerme 4.2.2. M, (2m+I1)-boyutlu (¢, & 7, g) hemen hemen kontakt metrik

yapisina sahip bir K-kontakt manifoldu olsun. Bu durumda £ vektor alanini igeren

herhangi bir diizlemin kesit egriligi 1 dir [24].
4.3 Kenmotsu Manifoldlar:

Tamm 4.3.1. M, (¢, & 1, g) hemen hemen kontakt metrik yapisi ile verilmis

(2m+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifoldu olsun. Eger M,

hemen hemen kontakt metrik manifoldu lizerinde
dn=0
ve

dd= 2nN\P
esitlikleri saglaniyorsa M ye bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu denir [12].

Tamm 4.3.2. M, (o, &, 1, g) yapist ile verilmis (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen

kontakt metrik manifoldu olsun. Eger M manifoldu iizerinde

(V@)Y = = g(X, oY) = n(Y)pX (4.3.1)

kosulu saglaniyorsa M ye Kenmotsu manifoldu denir [12].
M bir Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda VX, Yex(M)igin

Vx&=X—n(X)¢
(Vxn)Y =g(X,Y)=n(X)n(Y)
esitlikleri saglanir [36].

Ornek 4.3.1. N (J,h) Kaehlerian yapisi ile birlikte bir Kaehler manifoldu ve

f:R—R, f(t)=ce', c€R, ¢>0 ile tanmimlanan bir fonksiyon olsun.
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Buna gore, M =R x; N ¢arpim manifoldu

B 1 0
Y=o P,

ile tanimlanan bir Riemann metrigine sahip bir Riemann manifoldudur. Eger

herhangi bir (¢,2) € Rx N noktas1 ve M ye teget olan herhangi bir vektor alani

Xigin &=, n(X) = g(X,£) ve

Plia) = [0 exp((tf))*Jm@xp((_tf))*}

alinirsa M Kenmotsu manifoldu olur [12].

Tamm 4.3.3. M bir Kenmotsu manifoldu olsun. TpM tanjant uzaymndaki pe M
noktasinda¢ vektor alanmna dik bir X birim vektér alam1 {X,pX} ortonormal

olacak bi¢cimde var ise {X,pX} diizlemine TpM tanjant uzaymin @—kesitseli

denir.

Burada

K(XpX)=g(R(X,0X)p X, X)
seklinde tanimlanan ifadeye ise M nin p—kesitsel egriligi ad1 verilir [12,36].

Tanim 4.3.4. M Kenmotsu manifoldunun (2m+1)-boyutlu R egrilik tensorii

VX,Y,Zex (M) i¢in
R(X.¥) 2= V.2) X~ (X.2) V]

X2 Y-n(YIn(2)X
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+n(Y)g(X,2)§—n(X) g(Y,2)§

+9(Xp2)pY—g(Y,02)pX+29(X,pY)pZ ]
seklinde verilirse M ye c=sabit ¢p—kesitsel egriligine sahip Kenmotsu uzay form
ad1 verilir [12].

4.4 Kosimplektik Manifoldlar

Tanmm 4.4.1. M, (o, &, n, g)yapist ile verilmis (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen
kontakt metrik manifoldu, 7 bir 1-form ve ® bir temel 2-form olsun. Eger n ve ®
kapali ise M ye hemen hemen kosimplektik manifold denir. (¢, & 7, g) hemen

hemen kontakt metrik yapisi normal ise (M, ¢, & 7, g) hemen hemen kontakt

metrik manifolduna kosimplektik manifold denir [32].

Teorem 4.4.1. (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldu verilsin.
(M, o, & n, g) manifoldunun kosimplektik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢—nin

paralel olmasidir. Burada V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

V=0

esitligi saglanir.

(M, o, & n, g) kosimplektik manifoldu i¢in

(1) V=0
(i) Vn=0
(i) VE&=0

dur [33,34].
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Teorem 4.4.2. (M, ¢, &, 1, g) kosimplektik manifoldu verilsin. Bu durumda M nin

egrilik tensori ve kesit egriligi V.X, Yex (M) igin

()  R(pX.pY)=R(X,Y)

(i) K(pX,pY)=K(X.Y)

(iil) K(X,£)=0
ozelliklerini saglar [16,32].

Teorem 4.4.3. (M, ¢, & n, g) bir kosimplektik manifold olsun. Herhangi

X, Yex (M) i¢in X,Y ve pX,pY vektorlerinin ortonormal olmasi halinde M nin

egrilik tensori ve kesit egriligi

esitligini saglar [35].
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5. KENMOTSU MANIFOLDLARI VE KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR UZERINDE HARMONIK DONUSUMLER

Bu boliim sirasiyla Kenmotsu manifoldlart ve kosimplektik manifoldlar

tizerindeki harmonik dontistimler ile ilgili baz1 karakterizasyonlara ayrilmistir.
5.1 Kenmotsu Manifoldlar1 Uzerindeki Harmonik Déniisiimler

M(p, &, n, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve N(J,h)bir hemen
hemen Hermityen manifold olsun. Eger F:M(p,&,n,9)— (N,J) dontsimi
dF op = JodF sartin1 saghiyor ise F ye bir (p,J)- holomorfik doniigiim denir.
M(p, &, 1, g) manifoldunun bir Kenmotsu manifold olmasi durumunda asagidaki

teoreme ulasilir [17]:

Teorem 5.1.1. M(p,&,m,9) bir hemen hemen kontakt metrik manifold,

N(J,h) bir hemen hemen Hermityen manifold ve F': M — N bir (o, J)—

holomorfik doniisiim olsun. Bu durumda

J(T(F)) = dF(divp) —tr,3 (5.1.1)

dir. Burada VX,Y € T'(TM) i¢in B(X,Y)=(V,J)(dFY) dir [17].

Ispat. dF o ve J odF anlamhdir. F', (¢, J)— holomorfik déniisiimii ve V'

N deki Levi-Civita konneksiyonu oldugundan
V'(dF o p)=V'(J o dF) (5.1.2)
dur. w, 1-formu ve VX, Y € T(TM) icin
(Vu)(X, V) =(V,w) (V) =V, w(Y)=wV,Y (5.1.3)
oldugunu biliyoruz.

Simdi w = dF o alalim.
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=(V'(dF o ¢))(X,Y)
=V (dF o) (Y)—dF o p(VYY)
=V dF(pY)—dF o p(VYY)
= (V dF) (@Y )+ dF(VY@Y) —dF o (VYY)
= (V4dF)(pY) +dF (VY — (VYY)
=(VdF)(@Y) +dF((V sp)(Y))

olur. Burada
ap(X,Y)=(VAF)(X,Y) = (V dF)(Y)
esitliginden av,(X,pY) = (@ +AdF)(©Y) olur. Dolayisiyla
(V'(dF 0 9))(X,Y) = ap(X,0Y) + dF((V ) (Y))
elde edilir.
Simdi (5.1.3) ifadesinde w = J o dF" alalim.
(Vw)(X,Y)=(V'(JedF))(X,Y)

(V
V(JodF)(Y)—JodF(VYY)

V. J(dF(Y))—JodF(VYY)

WDAF(Y))+J(V dF(Y)) = J(dF(VYY))
=(V J)(AF(Y))+J(VdF(Y)—dF (VYY)
WAF(Y))+T((V,dF)(Y))
dir. Dolayistyla
(V'(JodF))(X,Y)=(VJ)(dF(Y))+ I (ap(X,Y))
elde edilir. (5.1.2) ifadesinden dolay
(Vi )dF(Y)) + J(ap(XY)) = ap(X,0Y) +dF((Vip)(Y))  (5.1.4)
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olur. M hemen hemen kontakt metrik yapisina sahip bir manifold olup (5.1.4)

ifadesinin izi alinirsa
2m+l 2m+1
S ANV D@ER(e)) + I (ep(ene)) = D {ap(e,pe) +dF((V, 0)(€))}
i=1 i=1

elde edilir. B(e;e,)=(V,J)(dF(e;)) =128, divg=(V,p)(e;) ve ikinci

temel formun izi tensiyon alan1 oldugundan
J(T(F))+iz08 = dF (divp)
J(7(F)) = dF(divp)—tr 3

elde edilir ve ispat biter.

Onerme 5.1.1. M (p,&,m,¢g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold,
N(J,h) bir hemen hemen Hermityen manifold ve F':M — N bir yatay
konformal (¢, J) — holomorfik doniisiim olsun. Bu durumda T3 =0 ise
divJ =0 dir [17].

Teorem 5.1.2. M(p, &, n, g) bir Kenmotsu manifoldu, N(J,h) bir Kaehler

manifoldu ve F': M — N bir (,J)- holomorfik doniisiimii olsun. Oyleyse F' bir

harmonik doniistimdiir [5].

Ispat. F: M — N bir (i,J)- holomorfik doniisiim ise

J(7(F)) = F.(divp) —tr,(

dir [17]. Burada 6(X,Y):(%X J)EY ve %; F7'TN geri ¢ekme demetine
indirgenen konneksiyondur. {e,,...,e, ,pe,,...,e, &} TM nin yerel ortonormal

p-bazi olmak iizere
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2m+1

dive = (V. ¢

i=1

2m—+1

= 2 glpene)E—nle)pe

i=1

olur. Diger taraftan N Kaechler manifoldu oldugu i¢in V.J =0 dir. Dolayisiyla
J(T(F))=0 yani 7(#)=0 olup F' nin harmoniktir [5].

Ornek 5.1.1. F': M — N kanonik projeksiyonunun bir Kenmotsu manifoldundan

bir Kaehler manifolduna tanimlanan bir (p,J)— holomorfik déniisiim olsun.

Dolayistyla Teorem 5.1.1 geregi F'nin harmonik oldugu goriiliir [5].

N(J,h) bir hemen hemen Hermityen bir manifold ve M(y, &, n, g) de bir

hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger F:N—M
diferensiyellenebilir doniisiimii dF' oJ = podF esitligini sagliyorsa F' ye bir
(J,¢)— holomorfik déniisiim denir [5].

Teorem 5.1.3. N(J,h) bir Kaehler manifoldu, M(p, &, n, g) bir Kenmotsu
manifoldu ve F': N — M bir (J,¢)— holomorfik doniisiim olsun. Bu durumda F'

nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart F' nin sabit olmasidir [5].
Ispat. (J,¢)— holomorfik bir déniisiim igin, (5.1.1) esitligine benzer sekilde

o(T(F)) =dF(divJ)—tr,3

dir. Burada 5(X,Y)= (% x ¢)(dFY) dir. N bir Kaehler manifoldu oldugu i¢in

2n
div] = Y (V,J)e; =0

i=1
dir. {e;},_; 5, TN de bir yerel ortonormal baz ise (4.3.1) kullanilarak

2n ~ 2n

Tnﬁ = Z(Vﬁi (10) (dFez) = _277([';6;)90}16“

i=1

olur. Buradan
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o(r(F)) = S n(Fe)oFe

i=1

elde edilir. Diger taraftan, F' bir (J,¢)- holomorfik doniisiim oldugundan
n(ke;) = _U(EJQGi) = —n(eF.Je) =0

olur. Boylece ¢(7(F)) = 0, yani 7(F) = n(r(F))¢ elde edilir. Ote yandan

2n

g(r(F),&) = Yg(V. Fe,—EV,e,8)

i=1

2n ~ 2n
= Zg(vﬂz 'F:Fei7 5) - Zg(ﬂvq € 5)
i=1 i=1

= DoV PlF ().~ slee EUV, 6).6))

dir. Son esitlikte N nin Kaehlerian manifold ve F' nin de bir (/,¢)— holomorfik

dontisiim oldugu goz Oniine alinirsa

2n

g(7(F),&) = —Zg (Vi oF.(Je;) Zg (Vi F.Je),)

2n
= =2 9(Vi. 9F.(Je).€)
i=1

olur. (4.3.1) ve n(Ele;) = 0 oldugundan

2n

ZgFe Fe,)

bulunur. O halde :=1,...,2n i¢in g¢(F.e;, Fe;)=0 ve dolayisiyla F sabit bir

doniisiim ise F' harmonik bir doniistimdiir [5]. Tersine F' harmonik ise sabittir.

Harmonik morfizmler i¢in Fuglede [28] ve Ishihara [27] tarafindan ortaya
konulan karakterizasyon g6z Oniine alinarak Kenmotsu manifoldlarinda

tanimlanan harmonik morfizmler i¢in asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 5.1.4. M(p, &, n, g) bir Kenmotsu manifold, N(J,h) bir Hermityen
manifold ve F': M — N bir yatay konformal (¢, J)- holomorfik doniisiim olsun.

F' déniisiimiiniin harmonik morfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N nin yar1

Kaehler manifold olmasidir [5].

Ispat. Bir hemen hemen kontakt metrik manifolddan, hemen hemen Hermityen

manifolda tanimlanan yatay konformal bir (¢, /) — holomorfik F' doniisiimii i¢in,

asagidaki kosullardan herhangi ikisinin kalan {igiincii kosulu ifade ettigini

biliyoruz [17]:
() div =0
(ii) dF (divp)=0

(iii) ' harmonik ve dolayisiyla harmonik morfizmdir.

Simdi {e,,...,e, ,pe,...,pe, £} TM nin bir (o — baz1 olsun, sonra
S

2m—+1

d?’vsp = Z (veigp)ei
i=1

2m+1

- Z (e, e,)§ —nle; )pe,

i=1

=0

almr. F' yatay konformal (¢,J)—holomorfik bir doniisiim oldugundan, F' nin

bir harmonik morfizm olmasi igin gerek ve yeter sart divJ =0 yani N nin bir
yar1 Kaehler manifold olmasidir [5].
Teorem 5.1.5. M(yp, &, 1, g) bir Sasakian manifold, N(J,h) bir hemen hemen

Hermityen manifold ve F': M — N bir yatay konformal (¢, J) — holomorfik

doniisiim olsun. F' doniisiimiiniin harmonik morfizm olmasi icin gerek ve yeter

kosul IV nin yar1 Kaehler manifold olmasidir [17].

Ispat. M(p,&,1,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve F' yatay
konformal (¢, J)— holomorfik déniisiim olsun. Asagidaki iki sart iiglinciiyii

saglar:
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(i) diwJ =0

(if) dF (divp)=0

(iii) F' harmonik ve dolayisiyla harmonik morfizmdir.

Gergekten divJ =0 ise F yatay koformal (p,J)— holomorfik oldugunda

onerme 5.1.1°¢ gore 17,3 =0 dir. Ayrica dF(divp) =0 ise
J(T(F)) = dF(divp) —tr 3
ifadesinden 7(F) =0 yani F' harmonik olur.

Simdi {e,,...,e, e ,....,0e &} TM nin bir ¢ —bazi olsun. M bir

Sasakian manifold ve divp = 2m& olmak iizere

(vci(p)ei =¢
(V. e)pe,=¢
(VgSO)f =0

dir. F | (¢,J)— holomorfik bir déniisim oldugundan dF(§)=0 yani

dF(divp)=0 dir. F  yatay konformal (4,J)— holomorfik bir déniisim

oldugundan, F' nin bir harmonik morfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sart

divJ =0 yani N nin bir yar1 Kaehler manifold olmasidir [17].

5.2 Kosimplektik Manifoldlarin Harmonik Doniisiimleri

Teorem 5.2.1. F': N; — N, doniisiimii Kaehler manifoldlar1 arasinda taniml1 bir
holomorfik veya anti-holomorfik doniisiim ise F bir harmonik doniisiimdiir.
Ayrica N; kompakt ise enerji fonksiyoneli homotopi sinifinda bir mutlak

minimumdur [14].

Teorem 5.2.2. f : M — N doniisiimii agagidaki kosullardan birini sagliyorsa f

bir harmonik doniistimdiir:
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(1) f, N Kaehler manifoldu ve M kosimplektik manifoldu arasinda bir
(¢,J)—holomorfik veya (¢,.J)—anti-holomorfik doniistimdiir.

(i) f, N kosimplektik manifold ve M Kaehler manifoldu arasinda bir
(J,0)—holomorfik veya (J,¢)—anti-holomorfik doniisimdiir.

(ii1) f, iki kosimplektik manifold arasinda bir ¢ —holomorfik doniistimdiir.
Ayrica M kompakt ise enerji fonksiyoneli homotopi sinifinda bir mutlak

minimumdur [14].

Ispat. Yukaridaki iic kosul igin ispatlar benzerdir. Bu nedenle sadece (iii)

kosulunu ispatlayalim:

f @ M, — M, kosimplektik manifoldlar tlizerinde bir ¢—holomorfik

déniisim olsun. F : M{" — My : (zy) — (f(2)(y)) doniisimii Kaehler

manifoldlar iizerinde bir holomorfik déniisiimdiir. Dolayisiyla F' doniistimi bir

harmonik doniistimdiir.

Sonu¢ 5.2.1. M bir kompakt manifold, (M,P) ve (N,P’) Kaehler veya
kosimplektik manifoldlar olsun. Eger f, : M — N doniisiimii, harmonik
dontisiimler boyunca (P,P')—holomorfik doniisiimiiniin diferensiyellenebilir bir

deformasyonu ise bu durumda her f,, (P,P’)—holomorfiktir [14].
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