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In the first chapter of this thesis consisting of three chapters, some fundamental
information and concepts that will be used in the thesis as well as some substantial
information about the classical finite difference and the separation of variables
methods frequently encountered in the literature and used for obtaining the
approximate and exact solutions of the one-dimensional heat equation given
together with the initial and boundary conditions are given.

In the second chapter constituting the main body of the thesis, exact (Fourier
series) solution has been obtained by the method of separation of variables via the
classical finite difference schemes of the one dimensional heat equation subject to
two different initial and boundary conditions.

In the third chapter, which is the last chapter of the thesis, two test problems
have been taken into consideration for one dimensional heat equation. Numerical
solutions of each test problem have been obtained by using the classical finite
difference schemes as called discretized numerical schemes and the method of
separation of variables of these schemes. The obtained numerical results are
compared with analytical solution and presented in tables together with the error
norms Ly and L.,. Moreover, to show the continuity of the obtained results, some
graphs have been illustrated.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde bazi temel tanim ve kavramlarla birlikte baglangic ve simir
sartlariyla verilen bir kismi tirevli denklemin analitik ¢oziimiini bulmada
kullanilan Fourier seri yontemi ile niimerik ¢oziimlerini bulmada kullanilan en
yaygin yontemlerden biri olan klasik sonlu fark yontemleri hakkinda bazi bilgiler
verildi. Ayrica bu béliimde 1-boyutlu 1s1 iletim denklemi igin biri homojen Dirichlet
sinir sartlariyla digeri homojen Neumann sinir sartlariyla verilen iki baslangic ve
sinir deger probleminin degiskenlerine ayirma yontemi ile Fourier serisi cinsinden
tam cozlimleri elde edildi. Bunlarin diginda bu boliimde baglangi¢ sarti niimerik
hesaplamalar sirasinda belirlenecek olan Dirichlet ve Neumann sinir sartlariyla
verilen 1s1 denklemi i¢in ayr1 ayri goz oniine alinan iki test problemin klasik sonlu
fark yontemleri kullanilarak niimerik semalar1 verildi. Ayrica her bir gsemanin
degigkenlerine ayirma yontemi ile ayrik ¢oziim olarak bilinen Tam-Sonlu Fark
(oztimleri  verildi. Bunlarinda otesinde ayrik semalarin  kararhlhiginin
incelenmesiyle birlikte tam ve ayrik coziimlerin terim terim karsilagtirilmasi
hakkinda bazi onemli bilgiler verildi.

Bu boliimdeki kavramlarin bir gogu [3] referansh kitabin 3. boliimii ve ézellikle
4. boliimii esas alinarak hazirlanmigtir. Okuyucu daha detayl bilgi i¢in referans
verilen kitaba ve i¢indeki referanslara bakabilir.

Bu tezde farkl baglangic ve sinir sartlariyla verilen 1-boyutlu 1s1 iletim denklemi
i¢in agagidaki iki test problem g6z ontine alindi.

Problem 1 (Drichlet siir garth 1s1 iletim problemi):

ou 0*u
—=— 0 1, t>0
or op2 VSTSL P2

u(0,t) =0, t>0

uw(l,t)=0, t>0



u(z,0)=f(zx), 0<zx<1

Burada f(z) verilen bir fonksiyondur.
Problem 2 (Neumann simir sarth 1s1 iletim problemi):
ou

Err L O<zx<l, t>0

u (0,¢8) =0, t>0

up (1,1) =0, >0

u(z,0)=g(x), 0<zx<1

Burada ¢(z) verilen bir fonksiyondur.

Ayrica bu tez calismasinda yapilanlar genel cercevede agagidaki sekilde
ozetlenebilir:

Once her bir test problemin degiskenlerine ayirma yontemiyle tam ¢oziimii
bulundu. Sonra her bir test problemin klasik sonlu fark semalar1 elde edildi.
Niimerik semalarin kararliligi incelendi. Daha sonra her bir test problem i¢in elde
edilen klasik sonlu fark semalarinin degiskenlerine ayirma yontemiyle Fourier seri
¢oziimu verildi. Bu konu tezin esas amacin olusturmaktadir. Son olarak elde

edilen niimerik sonuglar tablolar ve grafikler halinde sunuldu.

1.1 Lineer Fark Denklemleri

ag, ai, ..., a, ler reel sabit olmak tlizere n. mertebeden sabit katsayili homojen

lineer bir fark denklemi

aoY; + a1Yji+1 + ...+ nlYj+n = 07 (an 7& O) (111)

seklindedir. Bu tip denklemlerin ¢oziimleri, m reel veya kompleks say1 olmak

uzere,

I
SQK

Yj



formunda aranir. Bu durumda y; = m? fonksiyonunun (1.1.1) denklemini 6zdes
olarak saglamasi gerekir. O halde y; = m/ = y;11 = m/ T y; 00 = mI*2 L yjn =

m?*" olup bunlar (1.1.1)’de yerine yazilirsa
agm? +aym’ ™ 4+ 4 a,miT =0 = m’ (ag + aym + ... + a,m™) =0
bulunur. m’ # 0 oldugundan
ap+am—+ ...+ a,m" =0 (1.1.2)

n. dereceden cebirsel denklemi elde edilir. Bu denkleme (1.1.1) fark denkleminin
karakteristik denklemi denir. Bilindigi tizere (1.1.2) denkleminin n tane kokii
vardir. m nin durumlarina goére (1.1.1) denkleminin ¢6ziimii sabit katsayili homojen
lineer adi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerine benzer gekilde bulunur.

Simdi 2. mertebeden
apyj + a1yj+1 + a2yjr2 =0 (1.1.3)
fark denklemini ele alalim.
Y = m’ = Yjr1 = m’ Yjr2 = m’ 2
dir. Bunlar (1.1.3) de yerlerine yazilirsa
ap + aym + aym?® =0 (1.1.4)

karakteristik denklemi elde edilir. Bilindigi iizere (1.1.4) cebirsel denkleminin
my ve my gibi iki tane koki vardir. Bu koklerin durumlarima goére (1.1.3) fark
denkleminin ¢oztiimiinii yazalim.

Koklerin Farklh Reel Sayr Olmasi Durumu: Bu durumda fark denkleminin

¢OzUmi, ¢ ve ¢y reel sabitler olmak tizere,
- J J
Yj = cimy + Camy

dir.



Koklerin Cakisik Reel Sayr Olmasi Durumu: Bu durumda fark denkleminin

¢Ozumiu, ¢y , co reel sabitler ve m = m; = my olmak tizere,
y; = (c1 + caj) m?

dir.
Koklerin Eslenik Kompleks Sayr Olmasy Durumu: my o = a £ b olsun. p =
Va2 + 102 ve 0 = arctan (b/a) olmak iizere my, = pe*® olarak yazlabilir. Bu

durumda fark denkleminin ¢oztimii

yj = dlmjl + dgmg, (dl, dQ < R)
— d, (peie)j +dy (pe—w)j

= (crcosj + cosinjf), (c1 = dy + dy, e =i (dy — dy))

dir.



1.2 Degiskenlerine Ayirma Yontemi

Kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimii i¢in bir ¢ok etkili analitik yontem vardir.
Denklemlerin analitik ¢oziimleri incelenerek niteliksel davraniglari hakkinda bir
¢ok sey soylenebilir. Bu niteliksel bakis daha karmagik denklemlerin
anlagilmasina da yardimei olur. Kismi tiirevli denklemleri analitik olarak ¢ozmek
igcin sikga kullanilan yontemlerden biri Fourier yontemi olarak bilinen
degiskenlerine ayirma yontemidir. Bu yontem ftizerine ilk ¢aligma Fransiz fizikci
Joseph Fourier (1768-1830) tarafindan baglatildi. J.Fourier, 1s1 problemini analiz
ederken kismi tiirevli denklemleri ¢ozmenin en etkili yollarindan biri olan bu
yontemi yani Fourier seri yontemini buldu.

Baglangic ve smir kosullariyla verilen bir kismi tiirevli denklemin
¢oziimiini her zaman bir analitik yontem kullanilarak elde etmek miimkiin
olmayabilir. Bu tip problemlerin ¢oztimiinii bulmak icin genellikle niimerik
yontemler kullanilir. Bunun bir kag¢ sebebi vardir. Bunlar analitik yontemlerden
biri olan Fourier yonteminin ana zorluklar1 géz oniine alinarak agagidaki gibi
ozetlenebilir:

Lineer olmayan problemler: Fourier yontemi lineer olmayan denklemleri
ele alamaz. Hem degiskenlerin ayrilmasi hem de siiperpozisyon prensibi genel
olarak bu tiir denklemlere uygulanamaz. Uygulamada kargilagilan bir cok problem
lineer olmadigindan Fourier yontemi gibi lineer tekniklerin bu tip denklemlere
uygulanabilmesi ic¢in lineerlestirmeye yonelik giiglii bir egilim vardir. Lineer
olmayan kismi tiirevli denklemler onemli ntimerik yontemlerden biri olan sonlu
fark yontemleri kullanilarak ele alimabilir. Ancak bu durumda lineer olmayan
cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii gibi zorluklar ortaya c¢ikabilir.

Degisken katsayilar: Degisken katsayilara sahip lineer problemleri bile
Fourier yontemini kullanarak ¢ozmek zor olabilir. Bu durum ozellikle siireksiz

katsayilar icin gecerlidir. Ancak degisken katsayili lineer problemler sonlu fark



semalari ile kolayca ele alinabilir.

Integral: Fourier katsayilarmmn hesaplanmasinda karsilagilan  bazi
integrallerin analitik olarak hesaplanmasi zor ve hatta bazen imkansiz olabilir.
Bu gibi durumlarda bu tip integraller ntiimerik olarak hesaplanir.

Sonsuz seriler: Bir problemin Fourier ¢oztimiintin grafigini ¢izebilmek igin
serinin toplamini hesaplamak gerekir. Seri sonsuz ise serinin bir yerde
kesilmesine dayali bir yaklagima gilivenmek zorundayiz. Ayrica bazi siradan
durumlar harig serinin kismi toplaminin bir bilgisayar kullanilarak niimerik olarak
hesaplanmasi gerekir.

Yukaridaki agiklamalardan Fourier yontemi ile coziilemeyecek pek c¢ok
problemin oldugu sonucuna varilir. Coziimii bulunabilecek bir ¢ok problemin
¢oziim grafigini ¢izmek icin bazi ntimerik prosediirlere ihtiya¢ duyulur. Bu
gozlemler niimerik yontemlerin daha genel bir ortamda incelenmesini agik bir
sekilde motive etmektedir.

Degigskenlerine ayirma yontemi baslangic ve simir deger problemlerini
¢ozmek icin en sik kullanilan yontemlerden biridir. Bu yontemin bir probleme
uygulanabilmesi i¢in problemde verilen kismi tiirevli denklemin lineer ve homojen
(katsayilarinin sabitler olmasi gerekmiyor) ve ayrica sinir gartlarinin lineer ve

homojen olmasi gerekir. Bu yontemin uygulanigini agagidaki iki problem iizerinde

verelim.
PROBLEM 1:
@—@ O<z<l t>0 (1.2.1)
ot 0x2’ S o
w(0,6) =0, t>0 (1.2.2)

uw(1,)=0, t>0

u(z,0)= f(x), 0<z<1 (1.2.3)



Burada f fonksiyonu z’in bilinen bir fonksiyonu olup nitimerik hesaplamalar

sirasinda verilecektir.

PROBLEM 2:
ou  0%u
—_— = 1 1.24
5 = a2’ O<ax<l, >0 ( )
uy (0,8) =0, t>0 (1.2.5)

ug (1,6) =0, t>0

u(z,0)=g(x), 0<zx<1 (1.2.6)

Burada ¢ fonksiyonu z’in bilinen bir fonksiyonu olup niimerik hesaplamalar
sirasinda verilecektir.

Degiskenlerine ayirma yontemi ile Problem 1’in ¢oziimii agagidaki gekilde
bulunur:

Adum 1: ( Adi Tiirevli Denklemlere Indirgeme)

X sadece z’e bagh ve T sadece t’ye bagh herhangi iki fonksiyon olmak tizere

181 denkleminin ¢oziimii

u(z,t) = X(x)T(t) (1.2.7)

formunda aranir. (1.2.7)’den

/

w (z,t) = X ()T (t)

ve

Upe (2,1) = X"(2)T(t)

dir. Bunlar (1.2.1) 181 denkleminde yerlerine yazihir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

"

() _ X'(x)

esitligi elde edilir. Sol tarafi sadece t’ye sag tarafi sadece x’e bagh olan bu esitlik

ancak




seklinde herhangi bir ¢ € R sabitine egit olmasi ile saglanir. ¢ sabitine ayirma

katsayis1 denir. Buradan agagidaki iki adi tiirevli denklem elde edilir:
T — ¢l =0 (1.2.8)

X" —eX =0 (1.2.9)

Boylece  (1.2.1)  ile  verilen  kismi  tiirevli  denklem  iizerinde
caligilmasi daha kolay olan (1.2.8) ve (1.2.9) ile verilen iki tane adi tiirevli denkleme
indirgenmis olur.

Advm 2: ( Swnar sartlariman kullanalmast)

(1.2.7) ¢oztimii (1.2.2) de verilen siir gsartlarin saglayacagindan
u(0,t) = X(0)T(t) =0veu(l,t) = X()T(t)=0, t>0

olur. Bu egitlikler ya tiim ¢ ler i¢in 7(¢) = 0 ya da X(0) = X(1) = 0
olmasiyla saglanir. Her ¢ > 0 i¢in 7(t) = 0 ise u(x,t) = 0 dir. Bu da agikar
¢oziimdiir. Oysa bu ¢oziim her zaman vardir. Agikar olmayan ¢oziimiin elde
edilebilmesi i¢in X(0) = X (1) = 0 olmaldwr. Boylece (1.2.9) denklemi igin

agsagidaki sinir deger problemi
X"(z) —eX(x) =0

X(0)=X(1)=0 (1.2.10)

elde edilir. Burada ¢ < 0, ¢ > 0 ve ¢ = 0 durumlarinin ayri ayri incelenmesi
gerekir. Bunun icin A > 0 herhangi bir sabit olmak iizere ¢ < 0 iken ¢ = —\? ve
¢ > 0 iken ¢ = \? durumlarim goz oniine almak daha uygundur.

Durum 1: (A > 0igin ¢ = A? > 0) Bu durumda (1.2.9) denkleminin genel

¢Ozumi, c¢; ve co herhangi iki keyfi reel sabit olmak iizere,

X(z) = 1M 4 cpe™™



dir. Bu ¢6ziimde (1.2.10) de verilen X(0) = 0 ve X(1) = 0 s sartlarimin
kullanilmasiyla

C1+ Ccy = 0
cleA + 026_/\ =0

elde edilir. Buradan ¢; = 0 ve ¢ = 0 olarak bulunur. Boylece X (z) = 0 olup
u(z,t) = 0 elde edilir. O halde ¢ > 0 durumunda (1.2.9) denkleminin ve dolayisiyla
(1.2.1) denkleminin agikar olmayan (sifirdan farkli) ¢oziimii yoktur.

Durum 2:(c = 0) Bu durumda (1.2.9) denkleminin genel ¢éziimii, c3 ve ¢4 iki

keyfi reel sabit olmak ftizere,
X(z) =c3+ ey

dir. (1.2.10) smur sartlarmin kullanilmasiyla c; = ¢4 = 0 bulunur. Boylece X (z) =
0 olup u(z,t) = X(z)T'(t) = 0 elde edilir. Dolayisiyla ¢ = 0 durumunda da agikar
olmayan ¢oziim yoktur.

Durum 3: (A > 0igin ¢ = —\? < 0) Bu durumda (1.2.9) denkleminin genel

¢Oziimil, c5 ve cg birbirinden bagmsiz iki keyfi reel sabit olmak tizere,
X(z) = ¢5 cos (A\x) + cgsin (A\x) ,
dir. (1.2.10) simr kogullarinin kullanilmasiyla
cs = 0,

5 cos () + ¢gsin (A) =0,

cebirsel denklem sistemi bulunur. Acikca ¢; = 0 oldugundan cgsin A = 0 dir.
cgsin A = 0 ise ya sin A = 0 yada ¢g = 0 dir. ¢ = 0 dan u(z,t) = X(x)T(t) =0
agikar ¢oziim elde edilir. ¢g # 0 iken sin A = 0 ise A =nmw, n =0,F1, F2,...elde
edilir. Boylece A = nw , n =1,2,3,...iken (1.2.9) denkleminin agikar olmayan

bir ¢oziimi vardir. Burada n = 0 gozontine alinmiyor. Cinki n = 0 ise ¢ = 0



olur ki bu durum Adim 2’de incelendi. Boylece ¢ = —\? ézdegerine karsilik gelen

agikar olmayan yani sifirdan farkli X, ¢oztimleri, a,,’ler keyfi sabitler olmak tizere,
X, (x) = ay, sin(nrz), (1.2.11)

dir.
Advm 3: (Baslangi¢ sartinin kullanimast)
Simdi (1.2.8) denklemini g6z 6niine alalim. Bu denklemin 7,, ¢oziimleri b,,’ler

keyfi reel sabitler olmak ftizere,

dir. ¢ = —\? = —(n7)? oldugundan
T, (t) = bpe~ ™, (1.2.12)

bulunur.
(1.2.12)'un (1.2.11) ile birlestirilmesi ile u(z,t) = X(x)T'(t) ¢dziimii, c,’ler

keyfi reel sabitler olmak {izere,

up(z,t) = X (2)To(t)
(nm)2t

= ap sin(nmz)b,e”

(nm)?t

=cpe” sin(nrx), (¢, = apb,, n=1,2,3..)

olur. GOz oOntline alman baglangic ve sinir deger problemi lineer ve homojen
oldugundan stiperpozisyon ilkesinden problemin uygun yakinsaklik davranigina
sahip bir sonsuz seri ¢oziimi

Zun x,t) = che Fsin(nmz), (1.2.13)

n=1

olarak elde edilir.
(1.2.13) ¢oziimii (1.2.3) baslangic sartini saglayacagindan

chsmmrx f(x), 0<z<1

n=1

10



dir. Boylece f () fonksiyonu
f(z) = Z Cp sin(nmx)
n=1
formunda bir agilima sahiptir. Bu ise Fourier sintis serisi olup ¢, katsayilari
1
Cp = Z/f(x) sin(nrz)dx (1.2.14)
0

dir. O halde (1.2.14) katsayilar1 ile verilen (1.2.13) sonsuz serisi
Problem 1'in degigkenlerine ayirma yontemi ile elde edilen tam (Fourier serisi)
¢Ozuimudiir.

(1.2.4)- (1.2.6) ile verilen Problem 2'nin degiskenlerine ayirma yontemi
ile ¢oztimi yukaridakine benzer sekilde elde edilebilir. Soyleki d,,’ler belirlenecek

olan reel sabitler olmak tizere,

u(z,t) = Z up(x,t) = Z d, e ()t cos(nmx) (1.2.15)
n=1 n=1

olup bu ¢6ziim (1.2.6) baslangig sartin saglayacagindan
u(z,0) = Zdn cos(nrz) =g(z), 0<z<1
n=1

olur. Boylece g (z) fonksiyonu

g(z)= Z d,, cos(nmx)

formunda bir agilima sahiptir. Bu ise Fourier kosiniis serisi olup d,, katsayilari
1
d, = 2/g(a:) cos(nmx)dx (1.2.16)
0

dir. O halde (1.2.16) katsayilar1 ile wverilen (1.2.15) sonsuz serisi

Problem 2'nin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde edilen tam ¢oziimiidiir.

11



1.3 Klasik Sonlu Fark Yontemleri

Baslangi¢ ve siir sartlariyla verilen bir kismi tiirevli denklemin niimerik
¢oziimlerini bulmak igin kullanilan en yaygin yontemlerden biri sonlu fark
yontemleridir.

Sonlu fark yonteminin bir baglangic ve sinir deger problemine uygulanmasinda
izlenen genel adimlar sunlardir: Once problemin ¢oziim bolgesi diizgiin veya belirli
geometrik gekiller igeren kafeslere boliiniir ve yaklagik ¢oziim her bir kafesin
diigiim (grid veya mesh) noktalari tizerinde hesaplanir. Sonra problemdeki tiirevler
yerine Taylor serisi yardimi ile elde edilen uygun sonlu fark yaklagimlar: yazilir.
Boylece basglangic ve sinir gartlariyla verilen lineer veya lineer olmayan diferansiyel
denklemin ¢o6ziimii problemi, fark denklemlerinden olusan lineer veya
lineer olmayan bir cebirsel denklem sisteminin ¢oztimi problemine indirgenir.
Daha sonra niimerik semanin yakinsakhgi, tutarliligi ve kararlihg: incelenir. Son
olarak elde edilen cebirsel denklem sistemi direkt veya iteratif yontemlerden biri
yardimiyla c¢oziilerek problemin diigiim noktalarindaki yaklagik ¢oziimii bulunur.

(x,t) € [0,1] %[0, T] olmak tizere u bir kismi tiirevli denklemi saglayan x-konum

ve t-zaman degiskenlerine baglh bir fonksiyon olsun.
zj =jAx =jh; j=0,1,..n; [=nh

ve

tm =mAt=mk; m=0,1,... M

olmak iizere (z,t,,) diigiim noktalarindaki u (x, )’ye bir yaklagim v} ile gosterilir.
Burada Az (= h) konum uzunlugu ve At (= k) zaman adim uzunlugudur.
Bir kismi tiirevli denklemi sonlu fark formunda ifade etmek icin siklikla
kullanilan yontemler
-Agik (Explicit) Yontem

-Kapali (Implicit) Yontem
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-Crank-Nicolson Yontemi
dir. Bu yontemlere klasik veya standart sonlu fark yontemleri de denilmektedir
[1, 2]. Bu yontemler uygulamali matematikte, matematiksel fizikte ve
miithendislik bilimlerinde kargilagilan lineer veya lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerden olusan baglangic-sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde siklikla
kullanilan niimerik yontemlerdir.
Asagidaki kisimlarda Problem 1 ve Problem 2'nin acik, kapali ve

Crank-Nicolson sonlu fark semalar: verilecektir.

1.3.1 Acik Sonlu Fark Yaklagimi (ASFY)

Bu kisimda (1.2.1) ile verilen

ou  O*u
D g<z<1l. t>0
Bt Bz ST =

1s1 denkleminin acgik sonlu fark yaklagimi verilecektir.

n > 1 bir tam say1 olmak iizere x yoniindeki diigim araligt Az = 1/n ile
tanimlansin. z yoniindeki diigiim noktalar: z; = jAz(= jh),j =0, ..., n ile verilir.
Benzer sekilde m > 0 tam sayilar icin ¢,, = mA#(= mk) tanimlanir. Burada
At zaman adimini gosterir. Bilindigi tizere sonlu fark yontemlerindeki temel fikir
kismi tirevli denklemdeki % ve % tirevleri yerine Taylor seri

acilimindan sirasiyla elde edilen

ou u(z,t + At) —u(x,t)

E(Lt) = A + O(At)
ve
0*u ~u(r — Aw,t) = 2u(z,t) + u(r + Az, t) 9

yaklagimlarimi yazmaktir. u(z;,t,)" ye bir yaklagim vf* ile gosterilir ve hatalar

ihmal edilirse u; ve u,, tirevleri



ve

m m m
i1 — 207 + v

e = T (A2

olur. Bunlar (1.2.1) de yerlerine yazilirsa 1s1 iletim denkleminin agik sonlu fark

yaklagimi

j R A Tl R A
1~ By (1.3.1)

veya r = At/ (Az)? olmak iizere

oMt =0l (L =2r 0 oy, j=1,2,..,n—1, m>0 (132)

J J

dir.

Problem 1’in Ac¢ik Sonlu Fark Semasi

(1.2.1) denkleminin (1.3.2) acik sonlu fark yaklagiminda (1.2.2) simr
sartlarindan elde edilen

vyt =0vev =0 (1.3.3)

degerleri kullanilirsa Pronlem 1’in agik sonlu fark semasi, herhangi bir m.zaman

adimi icin

v = (1 —2r) vl + vy, j=1

ot =l 4+ (1 =2r) 0 + ol j=2(1)n —2

J J
ot =t 4+ (1=2r)u), j=n—1

olur. (1.2.3) baglangig sart1 hesaplamalar sirasinda goz 6niine alinacaktir. Boylece

(1.3.2)’den yanhzca t,, zaman seviyesindeki bilinen v7* degerleri yardimiyla bir

sonraki t,,41 zaman seviyesindeki v;”H bilinmeyen degerleri bulunur. Bu gema
cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiine gerek kalmadan her bir bilinmeyen sadece
bir denklemden kolayca elde edilebildiginden acik sema olarak bilinir. Bu semanin

hesaplama molekiilii Sekil 1.1 de oldugu gibidir.
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® m+1

J-1 ] j+1
Sekil 1.1. Agik Semanin Hesaplama Molekiili

Problem 2’nin Ag¢ik Sonlu Fark Semasi

(1.2.5) ile verilen smir sartlarinda g—z tiirevi yerine Taylor serisi yardimiyla

elde edilen
m m
u Vi1 — U

or 2At

merkezi fark yaklagimi yazilir ve problemin ¢ozim bolgesi igine digmeyen v}
degerleri (1.3.2) agik sonlu fark yaklagimimin kullanilmasiyla yok edilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa (1.2.4)-(1.2.6) denklemleriyle verilen Neumann simnir garth

181 probleminin agik sonlu fark semasi, herhangi bir m.zaman adimi igin

v;’“rl - 27“1);»11 +(1—-2r) U;”, j=0
oMt =l 4+ (L =2r) 0 + ol j=1(1)n—1 (1.3.4)
U;”“ =2rvi ) + (1 =2r)vf", j=n

olarak elde edilir. (1.2.6) baslangig sarti hesaplamalar sirasinda goz oniine

alinacaktir.

1.3.2 Kapali Sonlu Fark Yaklasimi (KSFY)

(1.2.1) 151 denkleminde 2% tiirevi yerine ileri fark formiilii
Ou v =

ot At

15



2 . .
ve 372” yerine (m + 1). zaman adimindaki

2 m+1 m+1 m+1
Pu v 207 + ol

or? (Am)z

olarak verilen merkezi fark formiilii yazilirsa denklemin kapali sonlu fark yaklagimi

ot — o B U}"jl — 2@}"“ + v;-'jjl (135
- 2 .. )
At (Az)
veya r = At/ (Az)® olmak iizere
_rv;”:;l + (14 2r) U}”"‘l _ TU]T'Til =o', j=01)n, m>0 (1.3.6)

olarak elde edilir.

Problem 1’in Kapali Sonlu Fark Semasi
(1.3.6) kapali sonlu fark yaklagimiyla birlikte (1.2.2) nin yani
vy =0vev, =0

sinir gartlarinin kullanilmasiyla Problem 1’in kapali sonlu fark semasi herhangi

bir m. zaman adimi i¢in

(1+2r) U;”H — TU;TEI =v", j=1

—rof 4+ (L4 2r) o — ol =0 i =2(1)n—2,m >0 (1.3.7)

—rv;"jl + (1+2r) v;-”“ =v, j=n-1 (1.3.8)

olarak bulunur. (1.2.3) baglangig sart1 hesaplamalar esnasinda kullamlacaktir.

Problem 2’in Kapali Sonlu Fark Semasi

(1.2.5) ile verilen smir sartlarida 9% tiirevi yerine (m+1). zaman adimmdaki
m+1 m+1
du Vi — Vi

or At

merkezi fark formili yazilirsa ve problemin ¢oziim bolgesi igine diismeyen v}

degerleri (1.3.6) kapali sonlu fark yaklagimi kullanilarak yok edilip gerekli

16



diizenlemeler yapilirsa Neumann simir sarth 1s1 probleminin kapali sonlu fark

semasi, herhangi bir m.zaman adimi igin
(L+2r) ot =2l =0, =0 (1.3.9)
TUWH + (1 + 2r) vj motl Tv;T;l =v, j=1(1)n—-1

—27’vm+1 + (14 2r) vj mtl — =vj", j=n

olarak bulunur. (1.2.6) baglangig sarti daha sonra hesaplamalar sirasinda

kullanilacaktir.

1.3.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimi (CNSFY)

Bu yontem (1.3.1) ve (1.3.5) denklemleri ile verilen acik ve kapali sonlu fark
yaklagimlarimin sag taraflarmin averajlarimin alinmasiyla elde edilmistir. (1.2.1)

ile verilen 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

1 1 1 1
vt —v 1 vtk < 207 Lol +vjml—2@ + o7y
At 2 At (Ax)?

veya r = At/ (Az)? olmak iizere

rvm+1 + (2 + 2r) vj mtl TU;-TEI = vt + (2= 2r)v]" +rofi, (1.3.10)

dir.

Problem 1’in Crank-Nicolson Fark Semasi

(1.2.2) ile verilen smir sartlarmdan herhangi bir m. ve (m + 1). zaman

m m—+1

adimlarindaki v, v, v ve v™t! degerleri bilindiginden Problem 1’in

Crank-Nicolson sonlu fark semasi herhangi bir m.zaman adimi igin,

2+2r) o — ol = 2= 2r) 0 4ol =1

P 220 =+ (2 20 ey, = 2()n 2
—rof 4+ 24 2r) 0 =+ (2-20)0), j=n—1

olur.
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Problem 2’in Crank-Nicolson Fark Semasi

(1.2.5) ile verilen smir sartlarmda 9% tiirevi yerine m. ve (m + 1). zaman
adimlaridaki merkezi fark formilleri yazilir ve problemin igine digsmeyen v}
hayali degerleri (1.3.10) Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yardimiyla yok edilir
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Problem 2'nin Crank-Nicolson sonlu fark semas,

herhangi bir m.zaman adimi i¢in
2+ 2r) 0" = 2rT = (2= 2r) 0] 4+ 2r0]Y,, =0

ot (24 2r) o T — o =+ (2= 200 ey, j=1(1)n—1
—2r0T Y 4 (24 20) 0T = 20 (2 20) 0, j=n

olarak bulunur.
(1.2.1) ile verilen 1s1 denklemi i¢in yukarida bahsedilen agik, kapali ve

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlar:, 0 < 6 < 1 olmak tizere,

{0 OB = ) + (L= 0) (i~ 2 + o))

J £ J

At Az?

veya

THU;”JEI—I—(I + 2r0) v mtl r@vmﬁl =r(1—=0)vi,+(1—2r(1—0))v]"+r (1 —0)vi,

(1.3.11)
olarak verilen agirlikli averaj yaklagimiyla temsil edilebilir. Soyle ki (1.3.11)
yaklagimi 6 = 0 i¢in (1.2.1) 1s1 denkleminin acik sonlu fark yaklagimini, 6 = 1
i¢cin kapal sonlu fark yaklagimim ve # = 1/2 igin Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimini verir. Burada r = At/(Az)? dir. Bu sema 6 > 1/2 oldugunda Vr > 0
i¢in kararhdir. Bu durumda gema sartsiz kararhdir denir. 0 < 6 < 1/2 oldugunda
semanin kararl ¢oziimleri igin r < 1/[2(1 — 6)] esitsizliginin saglanmasi gerekir.

Bu durumda gema garth kararhdir denir [9].
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1.3.4 Klasik Sonlu Fark Semalarinin Degiskenlerine Ayirma
Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda Problem 1 ve Problem 2'nin bir onceki kisimda verilen klasik
sonlu fark yaklagimlarinin degiskenlerine ayirma teknigi ile ¢oziimlerinin nasil
bulunacagindan bahsedilecektir. Sadece Problem 1’in agik semasinin degiskenlerine

ayirma yontemi ile seri ¢oziimiiniin elde edilisi detayh olarak verilecektir.

Problem 1’in Acik Sonlu Fark Yaklasiminin Degiskenlere Ayirma

Yontemi ile Coziimii

Kisim 1.2 den (1.2.1) ve (1.2.2) denklemleri ile verilen problemin degigkenlerine

aylirma yontemi ile tam ¢oztimiiniin
u(z,t) = X(x)T(t)

formunda  arandigt  biliniyor. Bu  durum = ayrik  semalar  icinde
uygulanabilir. Béylece (1.3.1) agik sonlu fark yaklagimimin (1.2.2) siir sartlaria

bagh ozel ¢oziimleri de
wi = X;Ty,, j=0,..,n, m2=>0 (1.3.12)

formunda aranir. Burada X, m den bagimsiz n bilesenli bir vektor,{T),}, ., ise

bir reel sayilar dizisidir. (1.3.12) esitligi (1.3.1) denkleminde yerine yazilirsa

Xij+1 - XJTm . Xjfle - 2XJTm + Xj+1Tm
At (Az)?

elde edilir. Sadece agikar olmayan ¢oztimler aradigindan X;7,,, # 0 olup yukaridaki

esitlik
T — T _ Xj1—2X;+ X5
AtT,, (Az)? X;

J

olarak yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’ye bagh

oldugundan her iki ifade (—p) gibi ortak bir sabite egit olmahdir. Yani,

Tm+1 - Tm _ Xjfl - 2X] + Xj+1 _
Atirm (AQS’)2 Xj
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olmalidir. Boylece agagidaki iki fark denklemi elde edilir:

Tm+1 - Tm
R L —; 1.3.13
A7 7 (1.3.13)
Xj—l — 2Xj2+ Xj+1 _ —/JJXj
(Az)

(1.3.3) de verilen siur kogullarindan
Xo=X, =
dir. Tlk olarak (1.3.13) denklemini yani
Ti1=1—Atu) T, m>0
fark denklemi goz oniine alinsin. Buradan
Tongr = (1 = Atp) Ty = (1 — Atp)* Ty = ...
yazilabilir. Boylece T}, ¢oziimii
T, =(1-Atw)™, m>0 (1.3.14)

olarak bulunur. Burada basitlik olsun diye 7y = 1 alindi. Hemen belirtmek

gerekirse Tj sifirdan farkl herhangi bir sabit say1 da alinabilir. Boylece

4
[ = ssin’(knAz/2), k=1,2..n (1.3.15)
(Ax

ile verilen pq, po, ..., i, Ozdegerleri elde edilir. Bu ozdegerlere karsilik gelen

ozvektorler Xy = (Xp1, Xk2y .oy Xkn) € R" k= 1,...,n olup bilesenleri
Xy,j =sin(kmz;), j=0,..,n
dir. Boylece wy?; ozel ¢oziimleri
wy'y = (1 — Atpy)™ sin(kr;) (1.3.16)

olarak elde edilir.
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Bundan bdyle bu tezde (1.3.16)’ye yani agik sonlu fark gemasimin
degiskenlerine ayirma yontemi ile elde edilen ¢oztimiine Tam-Acik Sonlu Fark
Coziimi (T-ASFC) yontemede Tam-Agk Sonlu Fark Yéntemi (T-ASFY)
denilecektir. Diger semalar i¢in de benzer tanimlamalar kullanilacaktir. Simdiye
kadar (zj,t,) grid noktalarmda wy’; degerleri ile verilen ozel ¢Oziimlerin bir
{wg},_, ailesi elde edildi. Bu 6zel ¢oziimlerin herhangi bir lineer kombinasyonu,

v lar skalerler olmak tizere,

v = Z’kak

k=1
(1.2.1) nin (1.2.2) smur sartlarma baglh ayni zamanda bir ¢éziimiidiir. Son olarak

v?:f(a:j), j=1,.,n

baslangi¢ sartin kullamlarak {7} katsayilarim belirlenebilir. ¢ = 0 da w;, = X

oldugundan {v;}'lar

n
Z’kak,j = f(xj>7 ] == 17 ey 1
k=1

olacak gekilde belirlenir. ~; lar

Vi = 2AIZf () Xy, k=1,...,n
k=1

olarak bulunur.
(1.3.1) yaklagiminin ve (1.2.2) sinir sartlarini saglayan sonlu fark gemasinin

genel ¢ozlimiiniin bir temsilini tiiretmek icin alternatif bir yol da vardir. Varsayalim

ki Ae R}
2 -1 0 0
-1 2 -1
A= (Alx)Q 0 . . .0 (1.3.17)
-1 2 -1
0 0 -1 2




formunda bir vektor olsun. O zaman fark semasi denk bir sekilde
V"™ = (I — AtA)™
formda yazilabilir. Burada I birim matristir. Bunun basit bir sonucu olarak
V™ = (I — AtA)™° (1.3.18)

elde edilir. Boylece yukarida verilen X vektorleri A matrisinin u; 6z degerlerine
karsilik gelen 6zvektorleridir. Dolayisiyla X aym zamanda (I — AtA)™ matrisinin
(1 — Atug)™ ozdegerine karsilik gelen ozvektordiir. Boylece eger v = X, ise
(1.3.18)’den

vy = (1 — Atpg)™ sin(kmr;)

(1.2.2) siur sartlarim saglayan (1.3.1) yaklagiminin bir 6zel ¢oziimiidiir. Bu ¢oziim
tam olarak (1.3.16)’ye karsihk gelir. Yukaridakine benzer gekilde sonlu fark

semasimin genel ¢oziimii 7" lerin lineer kombinasyonu alimarak elde edilir.

Analitik ve Ayrik Coziumlerin Karsilastirilmas:

Simdi hem (1.2.1) siirekli problemin hem de (1.3.2) ayrik problemin
¢oziimlerinin acik formiillerine sahibiz. Referanslari kolay olsun diye bu formiilleri

tekrar ediyoruz. Siirekli problemin analitik ¢oziimi
u(z,t) = Z cpe M sin (kma)
k=1
ile verilir. Burada X\, = (k7)* ve

Ck = 2/0 f (x)sin (krz) dx (1.3.19)

dir. Bu analitik ¢oztimii bir onceki kisimda verilen

vt = Z Ye(1 — Atpy,)™ sin(kmz;) (1.3.20)

k=1
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ayrik ¢oziimle kargilagtiralim. Burada k =1, ..., n igin

e = (g% sin? (krAz/2)
T

ve

Yo = 2Axi [ (z;)sin (kmrx;)

Jj=1

dir. Analitik ve niimerik ¢éztimii (z;,t,,) grid noktasinda karsilagtirmak icin

[e.e]
ui' = (x),ty,) = Z cre ki sin (k)

k=1

egitligini goz Oniine alalim. Burada esas ama¢ Az ve At grid parametrelerinin

iizerine konulan uygun kosullar altinda

olacak sekilde bir argiimanin belirlenmesidir. Teknik prosediirden kaginmak icin
mesh parametrelerinden bagimsiz ¢ > 0 igin ¢,, > ¢ olmak {izere (z;,t,,) sabit
diigiim noktasini goz oniine alinsin. Bunun 6tesinde baglangic fonksiyonu olan
f 'min bir diizgiin fonksiyon oldugu ve sinir kosullarini yani f(0) = f(1) = 0
sagladigi kabul edilsin. Son olarak Az ve At mesh parametleri yeterince kiigiik

olsun.

m

Uj

ve vj" kargilagtirmak i¢in

o0
m __ —Agt :
ui' = E cge” Fmsin (k)

k=1
n oo
= E cre M sin (k) + E cre M sin (k)
k=1 k=n+1

esitligini goz ontinde bulundurarak

o
Z cpe M sin (k) & 0

k=n+1

oldugunu gostermek yeterlidir.
Bir kere f fonksiyonu diizgiin ve ayn1 zamanda sinirli oldugundan tiim

E’lar i¢in (1.3.19) ile verilen ¢; Fourier katsayilar: sinirhidir. Dolayisiyla tiim &'lar
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i¢in |¢x| < ¢ olacak sekilde sonlu bir ¢ sabiti vardir. Ayrica [sin (k7z;)| < 1 oldugu

bilinmektedir. Bu durumlar kullanarak n'nin biiyiik degerleri i¢in

o o
. -~ 2
E cxe M sin (k)| < max ey E e~ (km)"tm
k
k=n+1 k=n+1
o 2¥ k
<c E (e_” )
k=n+1

N\ n+1 1
_ -2t ~
=) e =

elde edilir. Burada geometrik seriler icin toplam formiilii kullanildi ve ¢,, > t

gerceginden yararlanildi. Boylece

o0

Z cxe M sin (k) & 0
k=n+1
olup
uj' = cre M sin (krx;) (1.3.21)

k=1
dir. Simdi (1.3.21) ve (1.3.20) sonlu toplamlarim karsilagtiralim. Coziimlerin

tiiretilmesinden hareketle bu iki toplam terim terim karsilagtirilacaktir. Bunun
i¢in k sabit tutulup
cre M sin (kra;)

ve

(1 = Atyu)™ sin(krz,)
ifadeleri karsilagtirilmalidir. Her iki ifadenin siniisli kisimlari ayni oldugundan
geriye Fourier katsayilari ¢ ve v;'lar ve zamana bagh e ™ ve (1 — Atju)™
terimlerini kargilagtirmak kalr. Ilk olarak Fourier katsayilarini goz oniine alalim.

ZAwZ f (z;)sin (krx;)

j=1

ifadesi

) /O () sin (k) i
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ifadesinin ~ dikdortgen  kuralina  goére  yaklasimi  oldugu  i¢in
katsayilar1 ¢, katsayilari icin iyi bir yaklasimdir. Gergekten yeterince diizgin f
icin
e =l = O ((A2)°)
dir.
Son olarak agagidaki kisimda zamana bagh e im ve (1 — Atpy)™

terimlerinin karsilagtirmasi verilecektir.

Kararlilik ile flgil’i Durumlar

Kargilagtirmaya ge¢gmeden once kullanilacak olan ilgili biiyiikliiklerden kisaca

bahsedelim. \.t,, pozitif oldugu i¢in
|e_’\’“tm‘ - R | A

ve ayni zamanda

11— At <1, k=1,...,n

dir. Buradan Aty < 2 veya buna denk olan

ZVAN;
(Az)”

sin? (krAr/2) <2 k=1,..,n

esitsizligi elde edilir. Boylece

<1/2 (1.3.22)

elde edilir. Bu sarta kararhilik sart: denir. Hemen belirtilmeli ki (1.3.22) kararhilik
sartina uyulmadiginda ¢oziimlerde ciddi salinimlar ortaya cikabilecektir. Bunun
sebebi baz1 k lar igin eger |1 — Atuy| > 1 ise m artarken (1 — Atuy)™ teriminin
oldukca biiytimesinden kaynaklanmaktadir. Boylesine bir davranig analitik
¢oziimde ortaya ¢ikamayacagindan giivenilir niimerik sonuglari elde edebilmek icin
(1.3.22) sartinin saglanmasi gerekir. Bu kararhlik sart1 daha sonra diger teknikler

kullanilarak tekrar turetilecektir.



Yaklasimain Dogrulugu

Yukarida bahsedilen dogruluk konusuna tekrar donelim. Suandan itibaren
mesh boyutlarinim (1.3.22) sartinin saglanacak sekilde secildigini varsayiyoruz.
Geriye kalan problem (1 — Atu)™ teriminin e *'m terimine ne kadar iyi
yaklagtigini tartigmaktir. Bu soruyu ele almak icin ¢,,’yi t,, = 1 gibi sabit bir
zaman secerek ve At = (Az)*/2 oldugunu varsayarak problemi biraz
basitlegtirelim. Sonug olarak

ap=e
ve
B = (1 — Atyy,) YAt = (1 — 2sin® (kﬂM))l/At
terimlerini kargilagtirmak istiyoruz. Acgik¢a k'min biiyiik degerleri i¢in «y ¢ok

kiigiiktiir ve ilk ii¢ degeri Matlab yardimiyla sirasiyla
a1 ~5.172-107°, ap =~ 7.157 - 1078, a3 = 2.65 - 1073

olarak bulunur. S, ’'nin degerleri hem k’ya hem de mesh parametrelerine baghdir.
Az mesh uzunlugunun uygun se¢imiyle 6rnegin Az = 1/100 igin f; larn ilk g

degeri Matlab kullanilarak
By~ 5.164-107° By ~ 6.973- 1078, 53 ~ 2.333 - 10~

olarak elde edilir.

Bu hesaplamalar acik¢a k arttikca hem «j; hem de fp'nin gittikge ok
kiigiildiigiinii gosterir. Bununda otesinde (;,'nin a4 ’ya yeterince yaklastigr acikca
goriilmektedir. Bu problemi biraz daha yakindan ele almak uygun olacaktir. Hem
ay hem de [, k'nin biiytik degerleri i¢in ¢ok kiiciik oldugundan bunlar: kiiciik k
icin karsilagtirmak yeterlidir.

k nin kiiclik degerleri i¢in oy ve [;’y1 kargilagtirmak amaciyla

sin (y) =y + O (y*)
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oldugunu hatirlayalim. Boylece

2 sin? <k7r\/r/2> ~ (km)* At

elde edilir. Bunun 6tesinde yeterince kiiciik ¢ icin genel olarak

¥ ~ (1 +ey)"*

dir. Bu gercekleri kullanarak

Br = (1 — 2sin? (kw\/F/Q))

1/At

1/At

~ (1- (km)? At)

~ ei(kﬂ-)Q

bulunur. Bu durum zamana bagh e~*#™ terimine ayrik karsiligi olan (1 — Atpy,)™

ile daha iyi bir sekilde yaklagildigin1 gosterir.

Karsilastirmanin Ozeti

Yukarida yapilan analizleri 6zetlemek icin

oo

u(z,t) = Z cpe M sin (kma)

k=1
ile verilen tam ¢ozimi ve

n

o =3 (1 = Atyay) " sin(kray)
k=1

ile verilen ayrik c¢oziimii tekrar géz Oniine alalim. Fourier serisini bir noktada

keserek

(1) u(zj,tm) =~ che’A’“tm sin (kmz;)
k=1
oldugu goriildii. (z)’de Fourier katsayilari niimerik integrasyonun dikdértgen

kuralina gore

(i) ¢ = 2/0 f (z)sin (krz) de ~ 2Ax Z [ (x;)sin (krx;) = %

J=1
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saglar. Bunun da otesinde eger mesh parametreleri

esitsizligini sagliyorsa o zaman ozdegerlerin ozelliginden
(iii) e M (1 — Atpy)™
olur. (7), (iz) ve (i17) gozlemleri

U(J:j, tm) ~ Z’Yk(l - At,uk)m Sin(/{nm:j) = Ugm
k=1

oldugunu gerektirir. Bu durum Az ve At'nin uygun secimleri i¢in neden iyi
yaklagimlar elde edildigini agiklar.

Yukarida iyi davranigh niimerik yaklagimlar elde etmek i¢in saglanmasi
gereken (1.3.22) kararlilik sart1 tiiretildi. Ikinci olarak analitik ¢oziimdeki her bir
onemli terimin ayrik ¢oztimdeki benzer bir terimle iyi bir sekilde yaklagik olarak
elde edildigini gostermek i¢in Fourier metodunun ayrik bir versiyonu kullanildi.
Bu analiz her ne kadar hassas bir hata tahmini sunmasa da hesaplamalarda
neler olup bittigini ¢ok iyi aciklar. Bir sonraki kisimda kararlilik analizi i¢in von
Neumann yonteminden bahsedilecektir. Bu teknigin temel fikri bu kisimdaki ile
ayni olup tiim yaklagimin kararliligi 6zel ¢oziimlerin analiz edilmesi ile incelenir.
Not etmek gerekirse bu yontem sadece lineer problemler icin gegerlidir. Lineer

olmayan problemler i¢in benzer bir yontem hentiz yoktur.

1.3.5 von Neumann Kararlilik Analizi

Yukaridaki kisimda Fourier yonteminin ayrik versiyonun bir niimerik gemanin
onemli Ozelliklerinin anlagilmasina yardimei oldugu goriildii. Temel gozlem,
kararhlik ve yakinsaklik ile ilgili sorularin analitik ve niimerik ¢oziimlerin terim
terim karsilagtirilmasi ile analiz edilebilecegidir. Dolayisiyla her iki problemin 6zel

¢oziimleri ¢cok onemlidir. Bu kisimda ayni fikir iizerinde devam edilecektir. Amag
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bir gemanin kararlhiligini incelemenin bu yolunu daha genig denklem siifi ve sinir

kosullarim1 kapsayacak sekilde genellegtirmektir.

Ozel Céziimler: Siirekli ve Ayrik

U = Uy € (0,1) t>0

ile verilen 181 denkleminin bazi 6zel ¢oztimleri;
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
Dirichlet sinir sartlar verildiginde 6zel ¢oztimler
Fp = {T} (1) sin (k‘m)}iil

dir. Burada

Tk (t) = ei(kﬂ) t

dir.

ug (0,t) =u, (1,t) =0, ¢t>0

Neumann sartlar i¢in 6zel ¢oztimler
Fn = {Tx(t) cos (kmz)},2,
ile verilir. Son olarak
u(—=1,t) =u(l,t) ve u,(—1,t) =u,(1,t)=0, t>0
Periyodik smir sartlar: igin konum degigkeni x € (—1, 1) olmak {izere,
Fp=FpUFy

dir.
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Tim bu o6zel c¢oziimleri bir tek tarzda ele alabilmek icin bunlar1 biraz

farkli bir formda yazmak daha uygundur. Cebirden
e = cos (v) +isin(z), i*=-1

oldugu biliniyor. Dolayisiyla

1 ix —iT
cos () = 5 (e +¢e7™)
ve
: 1 1T —ix
sin (x) = % (e —e™™)

dir. Bu formiiller kullanarak, Fp, Fiy ve Fp ailelerindeki tiim fonksiyonlar
F = {Tk (t) eikwx}:’:_oo

fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Benzer sekilde karsilik

gelen ayrik problemler

FA _ {(ak>m 6ik7r:rj }:O:

—00
formundaki 6zel ¢oziimlerin bir ailesine sahiptir. Burada o4 ayrik c¢oziimlerin
zamana bagl oldugunu gosterir. Is1 denklemi i¢in acik semada bu terim oy =

(1 — Atpy) ile verilir. Bu terime genellikle semanin giiglendirme faktorii denir.

Ornekler

Von Neumann yonteminin temel fikri analitik ve ayrik ozel c¢oziimlerin
biiyiimesini kargilagtirmaktir. Daha dogrusu, ayrik ¢oztimlerin biiyiimesi analitik
¢oziimlerin bliytimesiyle sinirlanacak sekilde Ax ve At mesh parametreleri tizerine
sartlarin tiiretilmesidir. Burada ne yapilmak istenildigini acikhiga kavusturmak

icin agsagidaki iki ornegi goz oniine alahim.

Ornek 1.3.1.
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Up = Uy (1.3.23)

olarak verilen 1s1 denklemini g6z ontine alalim.
u (x,t) = Ty, (t) €™
formunda verilen bir 6zel ¢oziimiin (1.3.23) de yerine yazilmasiyla
Ty (t) = — (km)* Thc (1)
elde edilir. Boylece
T (t) = e~ (km)t (1.3.24)

olur. Burada bilindigi gibi 7}, (0) = 1 dir. (1.3.23) ile verilen kismi tiirevli denklemin

¢Oziimiine
m m m
£ ; Uity — 20" + Ui

At Az?

semasit ile yaklagilir.

U;n — (ak)m eikwxj

formundaki bir 6zel ¢oziimiin yukaridaki semada yerine yazilmasiyla

m—+1 m S s o
(ak) — (ak:> Jikma; _ eikmzi1 _ Qeikmz; y ikmaji (ak)m

At (Azx)?

bulunur. z; = jAz oldugundan yukaridaki esitlik

ag — 1 B e—ilmrAm N eilmrAm
At (Az)?
_ cos (krAx) —1
- (Az)?
4
= B sin? (krAx/2)
olur. Boylece buradan
4At
ap=1-— (Ar)? sin? (krAx/2)
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bulunur. (1.3.24) ile verilen T}, her k igin
T ()] <1
esitsizligini sagladigindan yine her £ i¢in
(o)™ <1

dir. Yukarida verilen (1.3.22) de oldugu gibi bu esitsizlik yani | (ay)™| < 1 egitsizligi

<1/2 (1.3.25)

sart1 saglanirsa gegerlidir. Boylece Dirichlet, Neumann ve periyodik sinir kogullar:
ile verilen bir problemin makul yani kabul edilebilir ntimerik sonuclarini elde

etmek i¢in (1.3.25) sart1 saglanmahdir.
Ornek 1.3.2.
Simdide yukarida bahsedilen iglemi
Up = Upy + U (1.3.26)
denklemine uygulayalim.
u (2, 1) = Ty (1) €™

ozel ¢oziimiiniin (1.3.26) denkleminde yerine yazilmasiyla
T, () = (1= (k) T4 ()

elde edilir. Boylece
Tk (t) _ 6(1—(kﬂ)2)t

olup her k igin
ITe ()] <e', t>0 (1.3.27)

dir. (1.3.26) denkleminin ¢oziimiine

m+1l _  m mo m m
v; vj vty = 207 + v

At Ax?

<
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semasit ile yaklagilir.

,Ujm — (ak)m eikﬂxj

ozel ¢oziimii yukaridaki son semada yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ap — 1 6—ik7rAm ) eilmrAm
- +1
At (Az)?
veya
4At
o =14+ At — A sin? (krAx/2) (1.3.28)

bulunur. Analitik ¢6ztim i¢in (1.3.27) simriyla birlikte ayrik niimerik ¢oziimiin
her k ic¢in

[()™| < €'

esitsizligini saglamasi gerekir. Varsayalim ki

<1/2 (1.3.29)
sart1 saglasi. O zaman (1.3.28) den

()™ | < o™

4Nt "
< ([1- 22 g2
(‘1 (Ar)? sin (k‘ﬂ'A[E/Q)‘ + At)
< (1+ A"

< 6mAt — etm

dir. Burada her y > —1 i¢in gecerli olan onemli
I+y)" <e™, m=>0

esitsizligi kullanildi.
Bu ornegin sonucu olarak kararhi sonuglar elde etmek igin (1.3.29) sarti
saglanmak zorundadir. Simdiye kadar yapilan tartigmalar soyle 6zetlenebilir. Eger

ayrik  Ozel c¢oziimlerin biiyiimesi stirekli  6zel c¢oziimlerin  biiyiimesiyle
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sinirlandirilabiliyorsa o zaman bir niimerik ¢oziim von Neumann anlaminda

kararhdir denir. Daha dogrusu,
T(t)= max Ty (1)]
oldugunda eger her ¢, > 0 icin
max | (x)"| < T (t)

oluyorsa niimerik sema von Neumann anlaminda kararlidir denir.

1.3.6 Kapali Sonlu Fark Semasi

Bir énceki kisimda 1s1 denklemini ¢6zmek i¢in (1.3.2) ile verilen agik gema
olarak adlandirilan 6zel bir ntimerik yontem caligildi. Bazi iyi 6zelliklere sahip olan
bu semanin bilgisayara uygulanmasi oldukga basittir. Fakat agik yontem kararlilik
sartindan dolay1 ¢ok kiiciik zaman adimlarinin kullanilmasini gerektirdiginden bu
durum agik yontem igin bir dezavantajdir.

Bu sebepten dolay1 (1.3.22) ile verilen

<1/2 (1.3.30)

kararlilik sartina biraz daha yakindan bakalim. Is1 denkleminin ¢ = 1 zamaninda
makul yani kabul edilebilir dogrulukta niimerik ¢oziimiiniin hesaplanmasi icin
konum adim uzunlugunun kiigiik secilmesi gerekir. Varsayalim ki n = 100 olsun.
O zaman kararlilik sartindan

At < ;
20402

olmahdir. Coztim t); = 1 zamaninda istendiginde, M = 20402 zaman adini
alinmalidir. n = 1000 se¢ilmesi durumunda zaman adim sayist M = 2004002
olur. Acikga bu ¢ok basit problem bile ¢ok giicli olmayan baz bilgisayarlar

zorlayabilir. Bu durum iki veya ii¢ boyutlu problemlerde daha da sikintili olur.
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Acik semanin bu istenmeyen Ozelligi daha yiliksek hesapsal etkinlige sahip
alternatifleri aragtirmaya yonlendirir. Bu kisimda en basit ve muhtemelen en
popiiler metod olan standart kapali sema goz oniine alinacaktir. Burada farkh
yontemlerin ayrintisina girilmeyecektir.

Simdi

U =y € (0,1), t>0

w(0,6)=0, t>0 (1.3.31)

u(l,t)=0, t>0

u(z,0)=f(x), z€]|0,1]

ile verilen problemin kapali semasini verelim. Is1 denklemindeki u; ve u,, tirevleri

yerine
u(z,t + At) —u(z,t)

w (x,t+ At) =~ A7

ve

u(x — Az, t+ At) —2u (z,t + At) + u (v + Az, t + At)
(Az)*

Uz (2,8 4+ Al) =

yaklagimlar: alinip agik semada verilen notasyonlar kullanilirsa 1s1 denkleminin

kapali sonlu fark gemasi

O VL VA L A S i
j i Y j i+ . >
Y = ALl 7=0,...,n, m=>0

olarak elde edilir. Bu semanin hesaplamali molekiilii Sekil 1.2 deki gibidir.

(1.3.31) sinir sartlarindan tiim m > 0 igin
vy =0veuv =0

ve basglangi¢ sartindan

U;-) = f(x;) i¢cin j =0,...,n
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® ® ® m+1

J-1 i j+1

Sekil 1.2. Kapali Semanin Hesaplama Molekiilii

dir. Bu semay1 daha uygun bir formda yazmak igin v = (v}, ..., UZ”‘)T bilegenini
v™ € R™ vektoriinii tanimlayalim. O zaman gema
(I +AtA) ™ =0™ m>0 (1.3.32)

olarak yazilabilir. Burada I € R™" birim matristir ve A € R™" yukarida (1.3.17)

ile verilen

2 -1 0 0
-1 2 -1
1
A:
(Az)Q 0 0
-1 2 -1
0 0 -1 2

formunda bir matristir. Bu gsema yardimiyla niimerik ¢oziimleri hesaplamak igin
her zaman adiminda (1.3.32) lineer cebirsel denklem sistemini ¢6zmek gerekir.
Bu nedenle v™’in v™ yardimiyla tek bir sekilde elde edilebilmesi igin (I + AtA)

matrisinin tekil olmadigin1 gostermek gerekir.
Lemma 1.3.1. :

(I + AtA) matrisi biitiin Az ve At mesh parametreleri igin simetrik ve

pozitif tanimhidir.
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ispat:

A matrisi simetrik oldugundan (I + AtA) matrisi de agikc¢a simetriktir.
Bununda &tesinde A'min 6zdegerleri p olmak tizere (I + AtA)nin Ozdegerleri
(1 + Atp) formundadir. (1.3.15) ile verilen A'min 6zdegerlerinin tiimii pozitif
oldugundan (I + AtA)'min da tiim 6zdegerleri pozitiftir. Dolaywsiyla (I + AtA)
matrisi pozitif tanimlidir.

(I + AtA) matrisi simetrik ve pozitif tanimh oldugundan (1.3.32) sisteminin
bir tek ¢oziimi vardir. (1.3.32) ile verilen lineer cebirsel denklem sisteminin
¢oziimu literatiirde mevcut olan direkt yontemlerden biri yardimiyla kolayca
bulunabilir. Hesaplama agisindan (1.3.32) da verilen (I + AtA) katsay1 matrisinin
zamanla degigsmedigi agiktir. Bu durum semadaki toplam hesaplama yiikiini

azaltmak icin kullanilabilir.

Kararlilik Analizi
(1.3.31) 1s1 denkleminin 6zel ¢oziimlerinin
Tk (t) = 67(]“-) t

olmak tlizere

w (,1) = T (1) €7

oldugunu hatirlayalim.

(1) = (o)™ e

formunda verilen 6zel ¢oziimii (1.3.32) kapali semada yerine yazilirsa

ag — 1 efikﬂ’Am — 24 eikﬂ’Am

At (Az)? ik
4
= (A(jnk)2 sin? (krAz/2)
elde edilir. Buradan
1
. =
S % sin? (krAz/2)
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dir. Ttim K'lar igin

Tk ()] <1

oldugu goz ontine alinirsa

[(ar)™[ <1 (1.3.33)
olmas1 gerekir. Kesinlikle pozitif olan tiim py’lar i¢in

1

ap=———
T Aty

oldugundan (1.3.33) sart1 biitiin grid parametreler i¢in saglanir.

Grid parametrelerin herhangi bir se¢imi i¢in iyi davranig sergileyen niimerik
yontemlere sartsiz kararhidir denir. Dolayisiyla kapali sema sartsiz kararhidir. Agik
semaya benzer bir sekilde sartls kararlidir denir.

Her ne kadar keyfi uzunlukta zaman adimlar1 kullanilarak yaklasik ¢oztimler
hesaplanabildiysede ¢oztimiin dogrulugu konusu heniiz ele alinmadi. Agik¢a At’nin
¢ok biiyiik secilmesi hesaplama dogrulugunu zayiflatir. Ntimerik analizde bu mesele
halen devam eden 6nemli bir tartigma konusudur: agik sema mi1 yoksa kapali sema
m1 kullanilmalidir. Bu konu bilgisayar agisindan miimkiin oldugunca az CPU

zamani ve hafiza kullanarak iyi yaklagimlarin nasil hesaplanacagidir.

1.3.7 Enerji Argiimanlari

Suana kadar (1.2.1) baslangic smir deger probleminin u ¢dziimiiniin bir
formiiliinii bulmamiza izin veren Fourier yontemi diye adlandirilan bir teknigi
inceledik. Fakat aslinda bir diferansiyel denklemin ¢oziimiinii detayli olarak
bilmeksizinde ¢oztimiiniin bazi 6zelliklerini tiiretmek miimkiindiir. Bu tiir teknikler
¢oziimiin analitik gosteriminin tiiretilmesinin genellikle imkansiz oldugu lineer
olmayan problemlerin analizinde ozellikle onemlidir. Enerji argtimanlar: bu tiir
tekniklerin tipik 6rnekleridir ve burada bu tiir argiimanlarin (1.2.1) problemine

nasil uygulanabileceginden bahsedilecektir.
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Bunun icin

U=z x€(0,1),6>0 (1.3.34)
w(0,t) =u(l,t)=0 t>0 (1.3.35)
u(z,0)=f(z) =x€]l0,1] (1.3.36)

olarak verilen basglangi¢c ve sinir deger problemini tekrar goéz oniine alalim ve
u(x,t) ¢oztim fonksiyonunu bulmaya g¢aligalim. Bu kisim da v = w(z,t)
fonksiyonunun asagidaki sartlar1 sagladigi kabul edilecektir:

® U, Uy, Uy € C'([0,1] X [0,00)) dir.

e u, (1.3.34)-(1.3.36)’in bir ¢Oztimidiir.

Her ¢ > 0 igin
1

E (1) :/u2 (2.1) da

olsun. Simdi skaler degigken olan E (¢)'nin ¢ zamanina gore nasil bir davranig
sergiledigini aragtiralim. Bunun i¢in £ (¢)’nin

1

E'(t) = %/u2 (z,t)dz

0

birinci mertebeden tiirevini goz oniine alalim. Diizgiin u fonksiyonlar: i¢in tiirev

ve integralin sirasi degistirilebildiginden oyleki ¢t > 0 icin

E'(t) = /1

| @

u? (x,t) dv (1.3.37)

S

t

39



yazilabilir. Bu durumda (1.3.34)-(1.3.35) denklemlerinden ve kismi integrasyondan

1

!

E (t) :2/u(m,t)ut(x,t)dx

0
1

= 2/u(x,t) Ugg (2, 1) da
0

1

= 2[u(z,t) up (z,1)] — 2 /(um (z,1))*dx

0

1
— -2 [ (w5, 0P <0
0
elde edilir. O halde, E(t) artmayan bir fonksiyondur yani

E(t) < E(0)

dir.
Yukarida ifade edildigi gibi bu esitsizligin ¢ikarimi tiirev ve integralin yerlerinin
degistirilerek (1.3.37)’un gegerli olmasim gerektirir. Bu durum aslinda agagida

verilen (1.3.1) 6nermesinden gelir.

Onerme 1.3.1.

b

Fly) = /f(fc,y)dﬂf

a

ile verilen F' ve f ile f,’'nin ikisininde [a,b] x [c,d] araliginda siirekli oldugunu
varsayalim. Bu durumda her y € (¢,d) icin F” (y),

b

F'(y) = /fy(x,y)dl’

a

vardir.

Simdi yukaridaki sonuglar1 soyle ozetleyebiliriz.

Teorem 1.3.1. :
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Uy Upy Uy € C ([0, 1] x [0,00)) olmak lizere eger u,

(1.3.34)-(1.3.36)’in bir ¢dziimii ise o zaman

1

/u2 (x,t)dx < /f2 (x)dx t>0 (1.3.38)

0
dir.

(1.3.38) formundaki bir esitsizlige siklikla kararhlik tahmini denir. Ciinki
bu E(t) integrali ile 6lgiilen ¢éziimiin boyutunun f baglangi¢ verisinin kargilik
gelen boyutu ile sinirli olabilecegini ifade eder. Bunun bir sonucu baslangic
fonksiyonundaki kiiclik perturbasyonlarin ¢oziimde kiiciik perturbasyonlara yol
acacagidir. Bunu goérmek icin (1.3.34)-(1.3.36)’in f; ve fy gibi baglangig
fonksiyonlar ile uy (z,t) ve uy (x,t) gibi iki ¢oziimii oldugunu varsayalim. w =

U1 — Uy olsun. O zaman
w(0,t) =w(1,t) =0vew(0,t) = f1 — fo
olur. Bununda oOtesinde

wy = (u1), — (u2), = (1), — (U2),, = Waa

dir. Dolayisiyla w, f; — fo baglangig sart1 ile verilen (1.3.34)-(1.3.36)’in bir

¢Oztimiidiir. (1.3.38)’dan
1 1 1

/(u1 —u5)? (2, ) dx:/w2 (2,t)dz < /(f1 B (et)de (1.3.39)

0 0

elde edilir. Dolayisiyla ¢t zamaninda ¢oziimlerin farkinin boyutu baglangic
fonksiyonlarmin farkinin boyutu ile smirhdir. (1.3.39) tahmini 6zel olarak eger
fi = fo ise o zaman uy (x,t) = us (z,t) oldugunu gerektirir. Boylece her bir
baslangi¢ fonksiyonu i¢in (1.3.34)-(1.3.36) probleminin en fazla bir ¢6ziimii yani
bir tek ¢oziuimii vardir.

Bu bolimiin  baginda enerji argiimanlarinin  ¢oziimiin  temsiline

dayanmadigini bu yiizden de enerji argiimanlarinin ayni zamanda lineer olmayan
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problemlere de uygulanabilecegi iddia edilmigti. Bunu gostermek icin

(1.3.34)-(1.3.36) yerine agagida verilen lineer olmayan problemi goz éniine alalim:

Uy = Upy —u®, € (0,1),t>0 (1.3.40)
uw(0,t) =u(l,t) =0 (1.3.41)
u(z,0) = f () (1.3.42)

Bilindigi {izere denklemde goriilen u?® lineer olmayan teriminden dolay1r bu
probleme Fourier metodunu uygulamak miimkiin degildir. Buna ragmen yukarida

oldugu gibi

olsun. Buradan

&
G
I
[\
IS
w
~
~—
£
w
N
QL
S

) / (@, 1) (g (2, 1) — 0 (2, 8))da

1 1

_ _2/(% (2, 1)) 2dz — 2/u4 (. 8)dz < 0

0

bulunur. Dolayisiyla (1.3.40)-(1.3.42) denklemleri ile verilen problem nonlineer

olmasina ragmen u ¢ozuimil

1

1
/u2(:17,t)dm§/f2(x)dx t>0
0 0

esitsizligini saglar. Fakat bu enerji tahmini lineer durumlarda gozlemledigimiz

sekliyle bir kararlilik anlamina gelmez.

Enerjyi Argiimanlar: ile Numerik Kararlilik

Bir onceki kisimda 1s1 denkleminin ¢oziimii igin kararlilik 6zelligini tiiretmek

amaciyla enerji argiimanlari sunuldu. Benzer bir analiz siklikla sonlu fark
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¢oziimleri icinde yapilabilir. Coziimi detayli olarak bilmeksizin sonlu fark
metodunun belirli 6zelliklerini tiiretmek miimkiindiir ve bunlar (1.2.1) baslangig
ve siir deger problemine uygulanan (1.3.2) agik sonlu fark yonteminin ¢oztimi

yardimiyla verilecektir. S6z konusu problemin daha 6nce verilen

vgmH = v+l — 20" +vfy), j=1..n m=>0 (1.3.43)

vyl =vr =0, m>0 (1.3.44)

acik sonlu fark semasmi tekrar goz oniine alalim. Burada r = At/ (Az)” dir.

Ayrica bu kisimda (1.3.22) kararlilik sartinin yani
1—2r>0 (1.3.45)

sartinin gecerli oldugu kabul edilecektir. Bir onceki kisim dogrultusunda m > 0

her bir zaman seviyesi i¢in
n

E" = Az (1) (1.3.46)

J
j=1

olarak verilen ayrik enerjinin skaler degiskeninin dinamikleri ile ilgilenilecektir.

Daha dogrusu E’nin zamanla azaldigi yani
E"<E™ m>0 (1.3.47)

oldugu gosterilecektir. Bir onceki kisimda oldugu gibi enerjinin zamana gore

tiirevini hesaplamak yerine buna karsilik gelen

n

BB = Ary (o) - (o)) (1.3.48)

j=1

=By (o o) (o o)
j=1

=rAz Z (vgn“ + v;”) (v;” | — 207 + UJH)
=1

n m m+1 o™
:rAx{ Zj:lvj <J 1_2U +UJ+1) 229 1 ]+ }

+ 305 o (0 uf)
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zaman farki géz 6ntine alinir. Burada (1.3.43) fark semasi kullanildi. Sag taraftaki
ii¢ parcanin herbirinin ayr1 ayr1 goz oniine alinmasi gerekir. Ik olarak (1.3.44) smur

sartlarinin ve genel olarak verilen

Z (Yj+1 = Y5) 2 = Ynt+1Zn41 — Y020 — Z (Zj+1 = 2) Yj1
j=0 j=0

kismi toplaminmin kullamlmasiyla (1.3.48)'nin birinci parcasi

n n

S (v =2 o) == (v =)

j=1 j=1
olarak yazilabilir. Ayrica (1.3.43) fark semasimin ve kismi toplamin bir defa daha

uygulanmasiyla

-2 Z U;”“vm = Z ( gt 2r ( v L= 200+ vﬂl) 11;”)
j=1
=23 () 42 3 (o~ )’
j=1 j=1

elde edilir. Son olarak

esitsizligini kullanarak

iv}%ﬂ( L ul) < n ((U;z+1)2+ % <(U;n_1)2+ (Uﬁ1)2>)

j=1 j=1

elde edilir. Bu iig esitsizligin bir araya getirilmesi ve (1.3.45) kararhlik sartininin

kullanilmasiyla (1.3.48) den
B < (BT - B —r(1-20) Az Y (o, — o)
<r (Em+1 — Em)

bulunur. Buradan

(1=r)(E™'—E™) <0
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yazilabilir. Bu son esitsizlikten (1.3.45) sartinin tekrar kullanilmasiyla (1.3.47)
esitsizligi elde edilir ve boylece ayrik enerji icin istenilen sart gosterilmis olur.

Yukarida tartigilan durumlar agagida verilen teorem ve sonucla 6zetlenebilir.
Teorem 1.3.2.

{vr}, (1.3.43) ve (1.3.44) sonlu fark semasmm ¢oziimii ve buna kargilik
gelen {E™} enerjiside (1.3.46) ile verilmis olsun. Eger (1.3.22) kararlilk sart:
saglaniyorsa o zaman { E™} enerjisi m’ye gore artmayandir.

Bu teoreme gore (1.3.22) veya (1.3.45) kararhilik sarti agik sonlu fark
semasinin siirekli problem igin verilen (1.3.38) tahminine benzer bir tahmini
benimsedigini gerektirir yani kabul eder. Bu tahmin stirekli olan problemlerde
oldugu gibi farkl basglangi¢ verileri ile verilen iki ¢oziim arasindaki fark: tahmin
etmede de kullanilabilir. Sonlu fark semasinin iki ¢oziimiiniin fark: yeni bir sonlu

fark ¢oziimii oldugundan bu sonuca varilir. Bu durum asagidaki sonugla verilebilir.
Sonug 1.3.1.

(1.3.22) kararhihk sartmm saglandigy, {v"} ve {w™} 'nin (1.3.43)-(1.3.44)

sonlu fark semasinin iki ¢oztimi oldugu kabul edilirse tiim m > 0 igin

n 0
Aay (v —wi) < Awy (o) — )
J=1 Jj=1

dir.
Bu sonucun yorumu sudur: Baslangic verisindeki hata karsilik gelen
¢oztimdeki hatayi sinirlandirdigr i¢in fark semasi kararli bir dinamik sistemdir.
Enerji argimanlar1 daha onceki kisimda verilen agik semadakine benzer

sekilde kapali sema icin de verilebilir.
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2. TEST PROBLEMLER ve TAM-KLASIK

SONLU FARK SEMALARI

Bu béliimde, tammlanmig baglangic ve sinir sartlariyla verilen (1.2.1) 1s1
iletim denklemi i¢in agagidaki iki test problemin Boliim 1’de elde edilen klasik

sonlu fark yaklagimlarinin degiskenlerine ayirma teknigiyle ¢oziimleri verildi.

2.1 Problem 1

Bu problemde

ou  0%*u
—_— = — 1 2.1.1
% = 9e2’ O<z<l, t>0 ( )
181 iletim denklemi
u(0,t) =0, t>0 (2.1.2)

u(l,t)=0, t>0
Dirichlet sinir sartlari ve
u(x,0) =sinmz, 0<z<1 (2.1.3)
baglangi¢ sart1 ile goz oniine alindi. Problemin tam ¢oziimi
u(z,t)=e "isintr, 0<z<1

dir [1].

2.1.1 Problem 1’in Tam-Acik Sonlu Fark Cozumiu

Bu kisimda Problem 1’in Bolim 1’de

v§”“ =rvfty + (L =2r)uf" + vy, r= K/ (2.1.4)
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olarak verilen klasik agik sonlu fark yaklagiminin

vyt =0 (2.1.5)
vyt =10
sinir gartlar: ve
v) = sinma; (2.1.6)

basglangic sartlarn altinda degigskenlerine ayirma yontemi ile tam (Fourier seri)
¢ozumil elde edilecektir.
.1.4) acik sonlu fark yaklagiminin degiskenlerine ayirma yontemiyle Oze
2.1.4 k lu fark yakl degiskenleri ontemiyle Ozel
¢oziimleri

wi' = X;jTn, j=0,..,n, m2>0 (2.1.7)

olacak sekilde aranir. Burada X, m den bagimsiz n bilesenli bir vektor,{T},},,5,

ise bir reel sayilar dizisidir. (2.1.7) esitligi (2.1.4) denkleminde yerine yazlirsa,

Xij+1 - Xij . Xjfle - 2X]Tm + Xj+1Tm

k h?

elde edilir. Burada r = k/h? dir. Sadece agikar olmayan ¢oziimler arandigindan

X,T,, # 0 olup yukaridaki esitlik

Tm+1 . TXj,l + (1 - QT)XJ -+ TXjJrl

T,, X;

olarak yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’'ye bagh
oldugundan her iki ifade p gibi ortak bir sabite esit olmalidir. Boylece agagidaki
iki fark denklemi elde edilir:

Topt — iTn =0, m>0 (2.1.8)
1—2r— .
X1+ (#)Xj +Xj =0, j=0,..n (2.1.9)

(2.1.5) de verilen siir kogullarindan

Xo=X, =0 (2.1.10)
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dir. 1k olarak (2.1.8) denklemini yani
Tsr — Ty =0, m >0

fark denklemi goz oniine alinsin. Buradan 7, = A" alimirsa A = p bulunur.

Boylece T, ¢oztiimi

olur.
Simdi (2.1.10) smur sartiyla verilen (2.1.9) denklemine yani
1—-2r—
Xj 4 (— )X+ X =0=0
donelim.
a=(1—2r—p)/r (2.1.11)

olmak tlizere

Xjp+aX;,+X;.,=0
denklemi 2. mertebeden homojen fark denklemi olup Kisim 1.1’den ¢oziimii
X; =N
formunda aramr. Fark denklemine X; = \ yazilirsa
M4ad+1=0 (2.1.12)

karakteristik denklemi bulunur. A = a?—4 < 0 oldugundan karakteristik denklemin
kokleri
Mg =a=xi =pcosLipsind

veya

A = pew ve Ay = pe’w
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dir. O halde 2. mertebeden (2.1.12) fark denkleminin genel ¢oztiimii, ¢; ve ¢y iki

keyfi sabit olmak tizere,

J

X; = ai(pey + e (pe )
veya gerekli iglemler ve diizenlemeler yapilirsa
X;=DBcosjl+ Dsinjl, (B=ci+cy,D=1i(c1—c2))
olarak bulunur. Sinir gartlar1 uygulanirsa
Xo=0dan B=0

ve

X, =0dan Dsinnf =0

bulunur. Sadece agikar olmayan ¢oziimler arandigindan D sinnf = 0 ise sinnf = 0

olmahidir. Buradan nf = kn, (k =0, 1,...) olup X; ozel ¢ozlimii

ik
X, =sin?", k=0,1,..
n

olarak bulunur.
(2.1.12) denkleminin kéklerinin ¢arpimindan A Ay = 1 olup p = 1; koklerin
toplamindan
A+ A= —a

olup

1—2r—
cosh=—2 = T H

2.1.13
2 2r ( )

dir. (2.1.11) ile verilen a'nin degeri (2.1.13) de yerine yazilirsa
0
— 1 4rsin®
o rsin” o

olarak bulunur. O halde T,, 6zel ¢oztimii

k m
T, = (1 — 4r sin? 2—7T>

n
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olur. Boylece w* 6zel ¢oztimleri

kr\™ . jk
- (1 — 47 sin? 2—”) sin 20 (2.1.14)

olup

vt = (), tm)

oo k m
Z Ck (1 — 47 sin® g) sin(kmz;)

k=0

- o kT\"
=co-0+ Z Ch (1 — 47 sin? 7) sin(kmx;)

k=1
oo k m
= Z Ck (1 — 47 sin® 771') sin(kmzx;)
k=1

elde edilir. Bu ise Fourier siniis serisi olup (2.1.6) baglangi¢ sartinin yani

v?:f(xj), j=0,...,n

kullanilmasiyla

bulunur. Burada ¢, Fourier katsayisi
1
Cp = 2/ sinmxsin krxdx, k=1,2,...
0
olup dikdortgen kuralindan
c. = 2h Z sin rx; sin kma;

J=0

ile hesaplanir.
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2.1.2 Problem 1’in Tam-Kapali Sonlu Fark Cozumi

Problem 1’in Bolim 1’de verilen

—rof 4+ (L 2r) ot — ol =0 =R/ (2.1.15)

kapali sonlu fark yaklagimin verilen baglangic ve sinir sartlar: altinda degiskenlerine
ayirma yontemi ile tam (Fourier serisi) ¢oziimii elde edilecektir. (2.1.15)

ozel ¢oziimleri (2.1.7) ile verilen
wi = X;T, j=0,..,n, m2>0

formunda aranir. Burada X, m den bagimsiz n bilesenli bir vektor,{T,,}, -, ise

bir reel sayilar dizisidir. (2.1.7) esitligi (2.1.15) denkleminde yerine yazilirsa

X]Tm = _erf]_Tm+1 + (1 + 27") Xij+1 = TXj+1Tm+1

elde edilir. Sadece agikar olmayan ¢oztimler aradigindan X;7,,, # 0 olup yukaridaki

esitlik
Tm - —TXj,1 + (1 + 27’)Xj — TXj+1 .

Tm+1 Xj

olarak yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’ye bagh
oldugundan her iki ifade p gibi ortak bir sabite esit olmalidir. Boylece agagidaki

iki fark denklemi elde edilir:

Ty — pTmsr =0, m >0 (2.1.16)

12
XH+( TT+“)Xj+Xj+1:o, j=0,..n (2.1.17)

(2.1.5) de verilen siir kogullarindan
Xo=X, = (2.1.18)

dir. Tk olarak (2.1.16) yani

Tm - ,uTerl =0
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fark denklemini ele alalim. Burada 7;, = A™ alinirsa A = g bulunur. Boylece T,

()

olarak bulunur. Simdi de (2.1.17) fark denklemini ele alalim. Bu fark denklemi

¢Ozumi,

a=(—1-2r+pu)/r (2.1.19)

olmak tlizere

Xj—l + CLXj + Xj+1 =0

olarak yazilabilir. Acik sonlu fark ¢oziimiindekine benzer iglemler yapilirsa X;

¢oziimii, B ve D keyfi sabitler olmak tizere,
X, = Bcos j0 + Dsin j0
olarak bulunur. (2.1.18) siur gartlar uygulanirsa
Xo=0dan B=0

ve

X, =0dan Dsinnf =0

bulunur. Sadece agikar olmayan ¢oziimler arandigindan D sinnf = 0 ise sinnf = 0

olmalidir. Buradan nf = kn, (k =0, 1, ...) olup X 6zel ¢dziimi

X; = sinjk—ﬂ, k=0,1,..
n
olarak buunur.
(2.1.12) denklemi ile verilen denklemin kokler toplamindan A + Ay = —a ve
kokler carpimindan A\ Ay = 1 olup
a 142r+
cosf = —2 = TM (2.1.20)

dir. Buradan (2.1.19) ile verilen a'nin degeri (2.1.20) da yerine yazilirsa
6
p =1+ 4rsin? 3
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olarak bulunur. O halde, T, 6zel ¢oziimii

1 m
I = T L A2 0
1 + 4rsin 5

olur. Boylece wi" 6zel ¢oztimleri

- 1 " kn
w. = _— S111 —
J 1+4rsin2§ n

olup
v (25, tm)
—— | sin(kwz;
kX_: <1+4TSI g) (kma;)
=cy- O—{—ch ; sin(kmz;)
i 1+ 4rsin g

_ G sin(kmr.
r <1+47"Sl g) 1n( W%)

elde edilir. Bu ise Fourier siniis serisi olup baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla

Mg

v? =sinmx

[ee)
. Jkm
sinmx = E Cr sm —
n

k=1
o0
= E ¢ sin kmx

k=1
bulunur. Burada ¢, Fourier katsayisi
1

=2 / sin wx sin krxdz

0

olup dikdortgen kuralindan

n
c, = 2h E sin wx; sin kmx;
=0

ile hesaplanir.
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2.1.3 Problem 1’in Tam-Crank-Nicolson Sonlu Fark Cozumii
Problem 1’in yine Boliim 1’de verilen
_rvﬁtl + (2 + 2r) UJT.”‘H — rvjr.’jr"il = TU;'n—l +(2—-2r) U]m + TU]T"-Li-l (2.1.21)

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimin degiskenlerine ayirma yontemi ile tam
(Fourier serisi) ¢oztimii elde edilecektir. Burada da verilen problemin o6zel

¢Oztimleri 6ncekilerle ayni sekilde (2.1.7) yani
wi* = X;T, j=0,..,n, m2>0

formunda aranir. (2.1.7) esitligi (2.1.21) denkleminde kullanilirsa

Tm+1 o ’I‘Xj_l + (2 — QT)X]‘ + T‘Xj+1 -
Tm —TXj_1+(2+2T)Xj _TXj—s—l

esitligi elde edilir. Sadece asikar olmayan coztimler arandigindan X,;7,, # 0
olmalidir. Bu egitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’ye baglh oldugundan
her iki oran p gibi ortak bir sabite egit olmalidir. Boylece agagidaki iki fark
denklemi elde edilir:

Thsr—pl, =0, m>0 (2.1.22)

T’Xj_l + (2 - 2T>Xj + T’Xj+1

—y, j=0,..n 2.1.23
X+ 22X, —r X (2.1.23)

(2.1.5) de verilen siir kogullarindan
Xo=X,=0

dir. Tlk olarak (2.1.22)

Tsr — T = 0

fark denklemi ele alinsin. Bir onceki kisimdakine benzer seklinde 7, = A" alinirsa

(2.1.22)’nin T, ¢oziimii



olarak bulunur.

Simdi de (2.1.23) ile verilen fark denklemini ele alahm. Bu fark denkleminde

C2(1=p)—2r(1+p)
o= e (2.1.24)

olmak tlizere

Xj_1 + CLXj + Xj+1 =0

olarak yazlabilir. Agik sonlu fark ¢oziimiindekine benzer iglemler yani X; = M
yapilirsa

M4+ad+1=0 (2.1.25)

karakteristik denklemi bulunur ve X; ¢oztimi
X, = Bcos jO + Dsin jo
olur. Xy = X, = 0 sinir gartlar1 uygulanirsa
Xo=0dan B=0

X, =0dan Dsinnf =0

bulunur. Sadece agikar olmayan ¢oziimler arandigindan D sinnf = 0 ise sinf = 0

olmalidir. Buradan nf = kn, (k =0, 1,...) olup X; ozel ¢oziimii

ik
X;=sin?", k=0,1,..
n

olarak buunur. (2.1.25) denkleminin kokler toplamindan A\ + Ay = —a, kokler

carpimindan A\ Ay = 1 olursa
a

cosf = —3 (2.1.26)

dir. (2.1.24) ile verilen a 'nin degeri (2.1.26) de yerine yazilirsa

r(1—cosf) —1
r(cosf —1) —1

u:
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olarak bulunur. O halde, T}, ¢oziimleri

o (m — cosf) — 1>m

r(cosd —1) —1

olur. Boylece wj" 6zel ¢oziimleri

m (7T (1 —cosf)—1 ms' jkm
hg = r(cosf —1) —1 _—

olup

1 —cosf) —1\" |
cosf—1) = 1) sin(kmx;)

- 1— —1\"
=¢o- 0+ Z Ck (T (L~ cosf) ) sin(k7a;)

I
(e

%)

ES
Y
< |3
[ Ea

&= r(cosf —1) —1
= r(1—cosf) —1\"™
h in(km;
ch (r(cos@ —-1)— 1> sin(krz;)
k=1
elde edilir. Bu ise Fourier siniis serisidir. v? = sin 7 baglangic sartinin kullanilmasiyla
. —~ . jkm
s = S
inmx Z cx sin =
k=1
= Z cpsin kmx
k=1

bulunur. ¢; Fourier katsayilar

1
=2 / sin wx sin krxdz
0

olup dikdortgen kuralindan

n
. = 2h E sin x; sin kma;

=0
ile hesaplanir.
2.2 Problem 2
Bu problemde ise
ou  *u
— = — 1, ¢ 2.2.1
5 = a2’ O<z<l, t>0 ( )
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151 denklemi

uz (0,¢) =0 (2.2.2)
uz (1,t) =0
Neumann tipi sinir sartlar ve
u(x,0) =94 3cos (mx) + 5cos (4mx) (2.2.3)

baglangic sartina bagl olarak g6z 6niine alindi. Bu problemin tam ¢éziimii
u(x,t) =9+ 3¢ ™ cos (mz) + be " cos (dmz), 0<az <1

dir [3].

2.2.1 Problem 2’nin Tam-Acik Sonlu Fark Cozumii

Bu kisimda Problem 2'nin ¢éziimii yukarida verilen Problem 1’in ¢éziimiine

benzer sekilde yapilacaktir. (2.2.1) ile verilen 1s1 iletim denkleminin

vt =l (L= 20) o) oy, =k (2.2.4)

agik sonlu fark yaklagiminin

Vg (To,tm) =0 (2.2.5)

Vg (Tpyt) =0

sinir sartlar1 ve

v}) = 9+ 3cos (mz;) + 5 cos (4mz;)

baslangic sartlarn altinda degiskenlerine ayirma yontemi ile tam (Fourier seri)
¢Oztimii elde edilecektir. (2.2.4) agik sonlu fark yaklagimimin degigkenlerine ayirma

yontemiyle ozel ¢oztimleri

wi' = X;Tp, j=0,..n, m2>0 (2.2.6)



formunda aramr. Burada X, m den bagimsiz n bilesenli bir vektor,{7,,},,-, ise
bir reel sayilar dizisidir. (2.2.6) esitligi (2.2.4) denkleminde yerine yazilirsa ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Tor  rXja+ (1 =2r)X; +7X5,

T, X;

olarak yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’ye bagh
oldugundan her iki ifade (u) gibi ortak bir sabite egit olmalidir. Béylece agagidaki
iki fark denklemi elde edilir:

Tt — pTn =0, m>0 (2.2.7)
1—2r— .
X1+ (%)Xj + X =0, j=0,..n (2.2.8)

(2.2.5) de verilen siur kogullarindan
XU —d (2.2.9)
dir. Tlk olarak (2.2.7) denklemini yani
Tir — T =0, m >0

fark denklemi goz ontine alinsin. Bu fark denkleminin ¢oziimii problem 1’dekine

benzer olarak yani 7;, = A" seklinde aranirsa 7, ¢oziimii
T,=u", m2>0

olarak bulunur.

Simdi de (2.2.9) siur sartiyla verilen (2.2.8) fark denklemini yani

1—2r— .
XJ71+<%)XJ+XJ+1 :07 j :O,...,TL
ontne alalim. Bu denklemde
1—-2r—p
o= —
r
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olmak tizere,

denklemi 2. mertebeden homojen fark denklemi olup ¢oziimii

X, =N

J

formunda aramir. Fark denklemine X; = M yazilirsa
NM4+ar+1=0 (2.2.11)

karakteristik denklemi bulunur. A = a?—4 < 0 oldugundan karakteristik denklemin
kokleri

M2 =a=xil=pcos £ipsinf

veya
A = pe? ve Ay = pe ¥

dir. O halde 2. mertebeden (2.2.10) fark denkleminin genel ¢oziimii, ¢; ve ¢

iki keyfi sabit olmak tizere,
X; = c1(pe®) + ¢y (pe”'g)j
veya gerekli igslemler ve diizenlemeler yapilirsa
X;=DBcosjl+ Dsinjh, (B=ci+c,D=1i(c1—c2))
olarak bulunur. Buradan

X

; = —BOsin j0 + Do cos j6

dir. (2.2.9) ile verilen simr sartlar: uygulanirsa
X,=0dan D=0

ve

X =0 dan (—Bsinnf) = 0
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bulunur. Sadece agikar olmayan c¢oziimler arandigindan sinnf = 0 olmalidir.
Buradan nf = km, (k=0,1,...) olup X, 6zel ¢6ziimii
ik
X = COSu, k=0,1,....n
n

olarak bulunur. (2.2.11) denkleminin kokler ¢arpimindan Ay = 1 olup p = 1;

koklerin toplamindan

)\1 +/\2 = —Qa
olup
1—2r—
cosh=—2 =1 (2.2.12)
2 2r

dir. a'nin degeride (2.2.12) de yerine yazilirsa
0
=1 —4rsin® =
L rsin 2

olarak bulunur. O halde T;, 6zel ¢oztimii

]{: m
T, = (1 — 4rsin® —W)
2n

olur. Boylece wj" 6zel ¢oziimleri

olup

oo m
k
v;” = E Cr (1 — 4 gin? g) cos kmx;

k m
co + Z Cr, (1 — 4sin? %) cos kmx;

k=1

bulunur. Bu ise Fourier kosiniis serisi olup, ’U? =g (x;), (j=0(1)n) baslangig

sart1 kullanilmasiyla ¢y ve ¢; katsayilar: sirasiyla

coz/olg(:c)da:

= /1[9 + 3 cos (mx) + 5 cos (4mx)|dx

=9
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ve
1
= 2/ g (x)coskrxdr, k=1,2,..
01
= 2/ 9 + 3cos (mx) + 5 cos (4mx)] cos krzdz
0
olarak bulunur. ¢, katsayisi dikdortgen kuralindan

cr = 2h 2[9 + 3 cos (mx;) + 5cos (4mx;)| cos kmw;
=0

ile hesaplanir.

2.2.2 Problem 2’ninTam-Kapali Sonlu Fark Coziumii
(2.2.1) 1s1 iletim denkleminin

—rof 4+ (L 2r) o™ — o =0, G =01)n, m=0(1)M (22.13)

kapali sonlu fark yaklagimimin (2.2.2) smir ve (2.2.3) baglangic sartlar1 altinda

degiskenlerine ayirma yontemi ile tam (Fourier seri) ¢oztimi elde edilecektir.

(2.2.13)’in ¢6ziimii
w*=X;Tn, j=1,..,n, m=>0
formunda aranacagindan yine benzer iglemler yapilirsa
XiTy =—1X; 1T + (1 +2r) X;T0 1 — X1 T

elde edilir. Sadece agikar olmayan ¢oztimler aradigindan X;7,,, # 0 olup yukaridaki

esitlik
Tm o —’I“Xj_l + (1 + QT)X]‘ — TXj+1 .

Tm—l—l Xj

olarak yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi sadece m’ye ve sag tarafi sadece j’ye bagh
oldugundan her iki ifade p gibi ortak bir sabite esit olmahdir. Boylece agagidaki

iki fark denklemi elde edilir:




—T‘Xj_l + (]. + 27“)Xj - T‘Xj_H
Xj

=u, j=0,...n (2.2.14)

Ik olarak

Tm - ,UTm—i—l =0

fark denklemini ele alalim. Problem 1’e benzer iglemler yapilirsa T, ¢ozimii
1 m
1

Simdi de diger fark denklemini yani (2.2.14) denklemini ele alalhm. Bu denklemde

olarak bulunur.

—1—-2r+pu
- —— —
r

olmak tizere,

Xjfl + CLXj - Xj+1 =0

olarak yazilabilir. Yine benzer sekilde X; = M seklinde ¢6ziim aranir.
M4ad+1=0 (2.2.15)

karakteristik denklemi bulunur. Buradan denklemin kokleri
A = pe? ve Ay = pe™ ¥
dir. Boylece fark denkleminin X; ¢oztimii

X, = Bcos jO + Dsin jo

olarak bulunur. Buradan

X; = —B0sin jO + DO cos j0

olup (2.2.9) siir sartlart uygulanirsa

X,=0dan D =0
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ve
X, =0dan — Bcosnf =0
dir. Sadece agikar olmayan ¢oziimler arandigindan —Bsinnf = 0 ise sinnf = 0
olmahdir. Buradan nf = kn, (k= 0,1,...) olup X, 6zel ¢6ziimii
gk

Xj=cos—, k=0,1,..
n

olarak buunur.
(2.2.15) denklemi ile verilen denklemin kokler toplamindan A + Ay = —a ve

kokler ¢arpimindan A\ Ay = 1 olup

1+2
cosf Lo 1tarth
2 2r

(2.2.16)
dir. Buradan a’'nin degeri (2.2.16) de yerine yazilirsa

@ =1+ 4rsin? g
olarak bulunur. O halde T;, 6zel ¢oztimii

1 m
Tn=\ "7 29
1+ 4rsin 5

olur. Boylece w3 6zel ¢oziimleri

m 1 " Jkm
W' = —m—— oS ¥
J 1+4Tsin2§ n

bulunur. Burada

vyt = (@), tm)

1S9 1 m
cp | ———————— cos(kmx;
z:: k<1+4rsin28) (kma;)

k=0

0o 1 m
co + E cp | ————— cos(kma;
’ k<1+47“sin2g> (kma;)

k=1

IS 1 m
=co+ E ¢, | ————— | cos(kmz;
0 k<1+4rsin2g> (kma;)

k=1
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elde edilir. Bu ise Fourier kosiniis serisi olup v? = g(x;) baglangic sartinin kullanmilmasiyla

- gk
g(z;) =) cpcos—
k=1 n

= Z c cos kmx;
k=1
olur. Burada benzer gekilde cy katsayisida

coz/olg(:c)da:

- /1[9 + 3 cos (mx) + 5 cos (4mx)|dx

=9
dir. Fourier katsayilar ¢, degeride,
1
k= 2/ [9 + 3 cos (mz) + 5cos (4mx)] cos kradr, k=1,2,..
0

olup dikdortgen kuralindan

ck = 2h Z [9 4+ 3 cos (mz;) + 5cos (4mx;)] cos krxjdx
=0

ile hesaplanir.

2.2.3 Problem 2’nin Tam-Crank-Nicolson Sonlu Fark Cozuimii

(2.2.1) ile verilen 1s1 iletim denkleminin

—ij”ﬁl + (2 +2r) v;’”’l — rv;’ﬁl =rvjty +(2=2r)v]" + 17
Crank-Nicolson klasik sonlu fark yaklagmminin (2.2.2) sir ve (2.2.3) baglangig

sartlar1 altinda degigskenlerine ayirma yontemi ile tam (Fourier seri) ¢oztimii elde

edilecektir. Burada da verilen problemin 6zel ¢oziimleri

w*=X;Tn, j=0,..,n, m=>0
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formunda aranir. Yukaridakilerine benzer iglemler yapilirsa 7;, ¢ozimii

T =pu"
ve X ¢ozimii
'k
X = cos JET
n

olarak bulunur. Boylece w}" 6zel ¢oztimleri

m __ ,m .
wi" = p" cos kmx;

olup
V" = (T, )
S (=0
e (S e
o S () e

olur. Baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla ¢y ve ¢ katsayilar: Fourier kosiniis serisinden

coz/olg(x)d:v

= /1[9 + 3 cos (mx) + 5 cos (4mx)|dx

=9

ve

1
cp =2 / 9 + 3 cos (mx) + 5 cos (4mx)] cos knxdz
0

olarak elde edilir. ¢; katsayis1 dikdortgen kuralindan
cx = 2h Z [9 + 3cos (mz;) + 5cos (4mx;)] cos kma;dx
=0

ile hesaplanir.
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3. TEST PROBLEMLERIN NUMERIK

SONUCLARI

Bu boliimde, bir 6nceki béliimde ele alinan problemlerin klasik sonlu fark
yontemleri ve ayrik semalarin degiskenlerine ayirma yontemi ile ntimerik ¢oztimleri
elde edildi. Bulunan sonuclar analitik sonuclarla kargilastirildi ve tablolar halinde
sunuldu. Ayrica elde edilen ¢oziimlerinin stirekliligini gostermek icin baz grafikler
verildi.

Bunlarinda 6tesinde niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere ne oOlclide yakin
oldugunu gostermek icin
1
N 3
2
Ly = hz |u (@, tm) — vy |

j=1

ve

Loo = max |u (z;,t,) — vj
j

olarak tanimlanan hata normlar1 hesaplandi.

3.0.1 Problem 1’in Numerik Sonuclari

Bu kisimda, ilk olarak Problem 1" in ASFY ve T-ASFY yontemleri kullanilarak
elde edilen niimerik gemalarin farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan
noktasal degerleri problemin analitik sonuclariyla karsilastirildi ve Ly , L., hata
normalari ile birlikte Tablo 3.1-3.4 de sunuldu.

Problem 1’in k£ = 0.00001 ve A konum adim uzunlugunun 0.1, 0.05,0.025 ve
0.0125 degerleri icin t = 0.1,0.5 zamanlarinda ASFY ve T-ASFY ile elde edilen
noktasal degerleri ve hata normlar: sirasiyla Tablo 3.1 ve 3.2 de verildi. Tablo 3.1
ve 3.2’den elde edilen niimerik sonuglarin tam ¢oziimle iyi uyum ic¢inde oldugu

h konum adim uzunlugu kiigiildiikge tam ¢oziime yaklagtigi ve hata normlarinin
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kayda deger

olclide

kiicildiigii  agiktur.

Tablo 3.1 ve 3.2 kendi

iginde

kargilagtirildiginda ise Tablo 3.1 de sunulan ASFY ile elde edilen sonuglarin

Tablo 3.2 de sunulan T-ASFY ile elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu

noktasal degerlerden ve hata normlarindan goriilmektedir. Tablolardan T-ASFY

ile elde edilen hata normlarinin biitiin h degerleri i¢cin ASFY ile elde edilen hata

normlariyla iyi uyum iginde oldugu aciktir.

Tablo 3.1: Agik Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'nin farkl degerleri igin
t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim

h=0.1

h =0.05

h =0.025

h =0.0125

Tam
Coziim

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.1161031170

0.1154012357

0.1152258896

0.1151820609

0.1151730561

0.2

0.2208412519

0.2195061943

0.2191726662

0.2190892992

0.2190721707

0.3

0.3039619062

0.3021243572

0.3016652951

0.3015505502

0.3015269742

0.4

0.3573286512

0.3551684828

0.3546288230

0.3544939323

0.3544662158

0.5

0.3757175781

0.3734462427

0.3728788108

0.3727369783

0.3727078334

0.6

0.3573286507

0.3551684824

0.3546288226

0.3544939318

0.3544662104

0.7

0.3039619054

0.3021243564

0.3016652944

0.3015505495

0.3015269640

0.8

0.2208412510

0.2195061936

0.2191726655

0.2190892984

0.2190721566

0.9

0.1161031165

0.1154012352

0.1152258891

0.1151820605

0.1151730395

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

Lox 103

2.1282128443

0.5221361767

0.1209012450

0.0206105076

Loox 103

3.0097447634

0.7384093047

0.1709774092

0.0291448836

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.0023136089

0.0022445167

0.0022275164

0.0022232832

0.0022224142

0.2

0.0044007457

0.0042693245

0.0042369879

0.0042289359

0.0042272830

0.3

0.0060571068

0.0058762211

0.0058317135

0.0058206309

0.0058183559

0.4

0.0071205560

0.0069079122

0.0068555904

0.0068425620

0.0068398876

0.5

0.0074869957

0.0072634087

0.0072083943

0.0071946954

0.0071918834

0.6

0.0071205560

0.0069079122

0.0068555904

0.0068425620

0.0068398875

0.7

0.0060571068

0.0058762211

0.0058317135

0.0058206309

0.0058183557

0.8

0.0044007457

0.0042693245

0.0042369879

0.0042289359

0.0042272828

0.9

0.0023136089

0.0022445167

0.0022275164

0.0022232832

0.0022224139

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

Lyx 103

0.2086759770

0.0505761208

0.0116750679

0.0019884699

Lo x10?

0.2951123428

0.0715253822

0.0165109858

0.0028120675
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Tablo 3.2: Tam-Agik Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'nin farkli degerleri

icin t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 (oztim

0.1 00 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1161031176 | 0.1154012363 | 0.1152258902 | 0.1151820616 | 0.1151730561
0.2 | 0.2208412530 | 0.2195061956 | 0.2191726675 | 0.2190893004 | 0.2190721707
0.3 | 0.3039619080 | 0.3021243590 | 0.3016652970 | 0.3015505521 | 0.3015269742
0.4 | 0.3573286535 | 0.3551684852 | 0.3546288254 | 0.3544939347 | 0.3544662158
0.5 | 0.3757175808 | 0.3734462454 | 0.3728788136 | 0.3727369810 | 0.3727078334
0.6 | 0.3573286535 | 0.3551684852 | 0.3546288254 | 0.3544939347 | 0.3544662104
0.7 | 0.3039619080 | 0.3021243590 | 0.3016652970 | 0.3015505521 | 0.3015269640
0.8 | 0.2208412530 | 0.2195061956 | 0.2191726675 | 0.2190893004 | 0.2190721566
0.9 | 0.1161031176 | 0.1154012363 | 0.1152258902 | 0.1151820616 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 2.1282147580 | 0.5221381279 | 0.1209032054 | 0.0206124705

Loo x 103 | 3.0097474671 | 0.7384120623 | 0.1709801801 | 0.0291476579

t z

0.51{0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0023136089 | 0.0022445168 | 0.0022275164 | 0.0022232832 | 0.0022224142
0.2 | 0.0044007457 | 0.0042693246 | 0.0042369879 | 0.0042289359 | 0.0042272830
0.3 | 0.0060571068 | 0.0058762211 | 0.0058317136 | 0.0058206309 | 0.0058183559
0.4 | 0.0071205561 | 0.0069079123 | 0.0068555905 | 0.0068425620 | 0.0068398876
0.5 | 0.0074869958 | 0.0072634088 | 0.0072083944 | 0.0071946955 | 0.0071918834
0.6 | 0.0071205561 | 0.0069079123 | 0.0068555905 | 0.0068425620 | 0.0068398875
0.7 | 0.0060571068 | 0.0058762211 | 0.0058317136 | 0.0058206309 | 0.0058183557
0.8 | 0.0044007457 | 0.0042693246 | 0.0042369879 | 0.0042289359 | 0.0042272828
0.9 | 0.0023136089 | 0.0022445168 | 0.0022275164 | 0.0022232832 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 10° | 0.2086760151 | 0.0505761587 | 0.0116751058 | 0.0019885078

Lo x 103 | 0.2951123967 | 0.0715254359 | 0.0165110394 | 0.0028121211
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Tablo 3.3 ve 3.4 de, Problem 1’ in h = 0.05 ve k& zaman adim uzunlugunun
0.001 ile 0.0005 ve h = 0.0125 ile £ zaman adim uzunlugunun 0.00005 ve 0.00001
degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamaninda ASFY ve T-ASFY ile elde edilen noktasal
degerleri ve hata normlar1 sunuldu. Tablo 3.3 incelendiginde beklendigi gibi k
zaman adim uzunlugunu kiiciildiikce hata normlarinda iyilesme goriillmektedir.

Tablo 3.4 den k zaman adim uzunlugunun verilen biitiin degerleri i¢in ntimerik
sonuclarin  elde edildigi  goriilmektedir. Tablodan &k zaman adim

uzunlugunun kiigiilmesi ile hata normlarinda oldukc¢a azalma oldugu aciktir.
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Tablo 3.3: Agik Sonlu Fark Yontemi: h = 0.05 ve h = 0.0125 degerleri i¢in k
nin farkl degerleri icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam

¢ozumleri
Niimerik Coziim Tam
h =0.05 h =0.0125 Coziim

t x k = 0.001 k = 0.0005 k = 0.00005 | k= 0.00001

0.1 0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1148447193 | 0.1151263562 | 0.1151596205 | 0.1151820609 | 0.1151730561
0.2 | 0.2184476372 | 0.2189833425 | 0.2190466149 | 0.2190892992 | 0.2190721707
0.3 | 0.3006673783 | 0.3014047133 | 0.3014918003 | 0.3015505502 | 0.3015269742
0.4 | 0.3534557014 | 0.3543224908 | 0.3544248676 | 0.3544939323 | 0.3544662158
0.5 | 0.3716453178 | 0.3725567140 | 0.3726643594 | 0.3727369783 | 0.3727078334
0.6 | 0.3534557010 | 0.3543224903 | 0.3544248672 | 0.3544939318 | 0.3544662104
0.7 | 0.3006673776 | 0.3014047126 | 0.3014917996 | 0.3015505495 | 0.3015269640
0.8 | 0.2184476365 | 0.2189833418 | 0.2190466141 | 0.2190892984 | 0.2190721566
0.9 | 0.1148447189 | 0.1151263558 | 0.1151596200 | 0.1151820605 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 10 | 0.7513100367 | 0.1068555946 | 0.0307387856 | 0.0206105076

Loo x 103 | 1.0625155883 | 0.1511193823 | 0.0434739800 | 0.0291448836

t T

0.51]0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 0.0021909159 | 0.0022179122 | 0.0022211182 | 0.0022232832 | 0.0022224142
0.2 | 0.0041673697 | 0.0042187197 | 0.0042248179 | 0.0042289359 | 0.0042272830
0.3 | 0.0057358923 | 0.0058065695 | 0.0058149630 | 0.0058206309 | 0.0058183559
0.4 | 0.0067429458 | 0.0068260318 | 0.0068358990 | 0.0068425620 | 0.0068398876
0.5 | 0.0070899528 | 0.0071773146 | 0.0071876896 | 0.0071946954 | 0.0071918834
0.6 | 0.0067429458 | 0.0068260318 | 0.0068358990 | 0.0068425620 | 0.0068398875
0.7 | 0.0057358923 | 0.0058065695 | 0.0058149630 | 0.0058206309 | 0.0058183557
0.8 | 0.0041673697 | 0.0042187197 | 0.0042248179 | 0.0042289359 | 0.0042272828
0.9 | 0.0021909159 | 0.0022179122 | 0.0022211182 | 0.0022232832 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 103 | 0.0720757826 | 0.0103016062 | 0.0029654066 | 0.0019884699

Lo x 103 | 0.1019306017 | 0.0145687242 | 0.0041937717 | 0.0028120675
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Tablo 3.4: Tam-Acik Sonlu Fark Yontemi: h = 0.05 ve h = 0.0125 degerleri ile
k 'nin farkl degerleri igin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam

¢oziimleri
Niimerik Coziim Tam
h =0.05 h =0.0125 (oziim

t x k = 0.001 k = 0.0005 k =0.00005 | k= 0.00001

0.1 0.0 |00 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1148447199 | 0.1151263568 | 0.1151596211 | 0.1151820616 | 0.1151730561
0.2 | 0.2184476385 | 0.2189833437 | 0.2190466161 | 0.2190893004 | 0.2190721707
0.3 | 0.3006673802 | 0.3014047152 | 0.3014918022 | 0.3015505521 | 0.3015269742
0.4 | 0.3534557038 | 0.3543224931 | 0.3544248700 | 0.3544939347 | 0.3544662158
0.5 | 0.3716453205 | 0.3725567167 | 0.3726643622 | 0.3727369810 | 0.3727078334
0.6 | 0.3534557038 | 0.3543224931 | 0.3544248700 | 0.3544939347 | 0.3544662104
0.7 | 0.3006673802 | 0.3014047152 | 0.3014918022 | 0.3015505521 | 0.3015269640
0.8 | 0.2184476385 | 0.2189833437 | 0.2190466161 | 0.2190893004 | 0.2190721566
0.9 | 0.1148447199 | 0.1151263558 | 0.1151596211 | 0.1151820616 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 103 | 0.7513080948 | 0.1068536481 | 0.0307368233 | 0.0206124705

Lo x 103 | 1.0625128433 | 0.1511166308 | 0.0434712063 | 0.0291476579

t x

0.51{ 0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0021909159 | 0.0022179122 | 0.0022211182 | 0.0022232832 | 0.0022224142
0.2 | 0.0041673697 | 0.0042187197 | 0.0042248180 | 0.0042289359 | 0.0042272830
0.3 | 0.0057358923 | 0.0058065696 | 0.0058149631 | 0.0058206309 | 0.0058183559
0.4 | 0.0067429458 | 0.0068260319 | 0.0068358991 | 0.0068425620 | 0.0068398876
0.5 | 0.0070899528 | 0.0071773147 | 0.0071876896 | 0.0071946955 | 0.0071918834
0.6 | 0.0067429458 | 0.0068260319 | 0.0068358991 | 0.0068425620 | 0.0068398875
0.7 | 0.0057358923 | 0.0058065696 | 0.0058149631 | 0.0058206309 | 0.0058183557
0.8 | 0.0041673697 | 0.0042187197 | 0.0042248180 | 0.0042289359 | 0.0042272828
0.9 | 0.0021909159 | 0.0022179122 | 0.0022211182 | 0.0022232832 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 10° | 0.0720757456 | 0.0103015687 | 0.0029653687 | 0.0019885078

Loo x 103 | 0.1019305493 | 0.0145686711 | 0.0041937182 | 0.0028121211

Ikinci olarak Problem 1’in KSFY ve T-KSFY yontemleriyle yine farkh

konum ve zaman adimlarinda elde edilen noktasal degerleri ile birlikte Ly ve Lo,

hata normalar:1 Tablo 3.5-3.8 de sunuldu.

Tablo 3.5 ve 3.6 da Problem 1’ in A konum adim uzunlugunun kiiciilmesi

durumunda nitimerik sonuclarin nasil bir davranig sergiledigini gormek amaciyla
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k = 0.00001 ve h konum adim uzunlugunun 0.1,0.05,0.025 ve 0.0125 degerleri
icin t = 0.1,0.5 zamanlarinda sirasiyla KSFY ve T-KSFY ile elde edilen noktasal
degerleri ve hata normlar1 verildi. Tablo 3.5 ve 3.6 'ya bakildiginda hem KSFY
hem de T-KSFY ile edilen sonuclarin birbiriyle iyi uyum ic¢inde olduklar1 A konum
adim uzunlugu kiiciildiikge tam coziime yaklasgtigi ve hata normlarimin oldukga
kiictldigi agikca gortilmektedir. Tablo 3.5 ve 3.6 da sunulan sonuclar kendi i¢inde
kargilagtirildiginda ise Tablo 3.5 de sunulan KSFY ile elde edilen sonuglarin Tablo
3.6 da sunulan T-KSFY ile elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu noktasal
degerlerden ve L, ile L., hata normlarindan da goriilmektedir. Her iki tablodan,
KSFY ile elde edilen hata normlarinin biitiin h degerleri icin T-KSFY ile elde

edilen hata normlarindan daha kiiciik oldugu agiktir.
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Tablo 3.5: Kapali Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'nin farkh degerleri icin
t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in ntimerik ve tam ¢oztimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1]0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1134172211 | 0.1150723771 | 0.1151945033 | 0.1151879506 | 0.1151730561
0.2 | 0.2158733473 | 0.2188974556 | 0.2191150393 | 0.2191007603 | 0.2190721707
0.3 | 0.2974228844 | 0.3013221832 | 0.3015903885 | 0.3015668748 | 0.3015269742
0.4 | 0.3500769567 | 0.3542777067 | 0.3545472266 | 0.3545139285 | 0.3544662158
0.5 | 0.3685905078 | 0.3725696602 | 0.3728004498 | 0.3727589307 | 0.3727078334
0.6 | 0.3510142747 | 0.3543910532 | 0.3545612710 | 0.3545156798 | 0.3544662104
0.7 | 0.2989396091 | 0.3015055858 | 0.3016131131 | 0.3015697084 | 0.3015269640
0.8 | 0.2173902110 | 0.2190808633 | 0.2191377645 | 0.2191035940 | 0.2190721566
0.9 | 0.1143547638 | 0.1151857318 | 0.1152085484 | 0.1151897019 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 2.9746550845 | 0.1198211302 | 0.0659418141 | 0.0361372588

Loo x 10° | 4.3892590563 | 0.2047910024 | 0.0954553826 | 0.0511750674

t z

05100 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0022705103 | 0.0022401103 | 0.0022279145 | 0.0022242803 | 0.0022224142
0.2 | 0.0043187673 | 0.0042609430 | 0.0042377451 | 0.0042308325 | 0.0042272830
0.3 | 0.0059442733 | 0.0058646849 | 0.0058327558 | 0.0058232413 | 0.0058183559
0.4 | 0.0069879125 | 0.0068943506 | 0.0068568157 | 0.0068456308 | 0.0068398876
0.5 | 0.0073475261 | 0.0072491492 | 0.0072096826 | 0.0071979221 | 0.0071918834
0.6 | 0.0069879127 | 0.0068943506 | 0.0068568157 | 0.0068456308 | 0.0068398875
0.7 | 0.0059442737 | 0.0058646849 | 0.0058327558 | 0.0058232413 | 0.0058183557
0.8 | 0.0043187677 | 0.0042609430 | 0.0042377451 | 0.0042308325 | 0.0042272828
0.9 | 0.0022705105 | 0.0022401103 | 0.0022279145 | 0.0022242803 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 103 | 0.1100560812 | 0.0404931266 | 0.0125860327 | 0.0042701092

Loo x 103 | 0.1556427498 | 0.0572658752 | 0.0177992845 | 0.0060387927
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Tablo 3.6: Tam-Kapali Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve h 'min farkli degerleri

icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Co6ziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1]0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1161142429 | 0.1154124319 | 0.1152371033 | 0.1151932790 | 0.1151730561
0.2 | 0.2208624148 | 0.2195274908 | 0.2191939960 | 0.2191106373 | 0.2190721707
0.3 | 0.3039910346 | 0.3021536693 | 0.3016946532 | 0.3015799197 | 0.3015269742
0.4 | 0.3573628939 | 0.3552029415 | 0.3546633357 | 0.3545284584 | 0.3544662158
0.5 | 0.3757535833 | 0.3734824749 | 0.3729150998 | 0.3727732814 | 0.3727078334
0.6 | 0.3573628939 | 0.3552029415 | 0.3546633357 | 0.3545284584 | 0.3544662104
0.7 | 0.3039910346 | 0.3021536693 | 0.3016946532 | 0.3015799197 | 0.3015269640
0.8 | 0.2208624148 | 0.2195274908 | 0.2191949960 | 0.2191106373 | 0.2190721566
0.9 | 0.1161142429 | 0.1154124319 | 0.1152371033 | 0.1151932790 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 21536723331 | 0.5477562494 | 0.1465614405 | 0.0462807313

Lo x 10° | 3.0457499147 | 0.7746415569 | 0.2072664040 | 0.0654480611

t x

05100 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0023147176 | 0.0022456057 | 0.0022286004 | 0.0022243660 | 0.0022224142
0.2 | 0.0044028546 | 0.0042713959 | 0.0042390499 | 0.0042309956 | 0.0042272830
0.3 | 0.0060600094 | 0.0058790721 | 0.0058345516 | 0.0058234658 | 0.0058183559
0.4 | 0.0071239683 | 0.0069112637 | 0.0068589268 | 0.0068458946 | 0.0068398876
0.5 | 0.0074905836 | 0.0072669327 | 0.0072119025 | 0.0071981996 | 0.0071918834
0.6 | 0.0071239683 | 0.0069112637 | 0.0068589268 | 0.0068458946 | 0.0068398875
0.7 | 0.0060600094 | 0.0058790721 | 0.0058345516 | 0.0058234658 | 0.0058183557
0.8 | 0.0044028546 | 0.0042713959 | 0.0042390499 | 0.0042309956 | 0.0042272828
0.9 | 0.0023147176 | 0.0022456057 | 0.0022286004 | 0.0022243660 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 103 | 0.2112129910 | 0.0530679631 | 0.0141556796 | 0.0044662777

Loo x 103 | 0.2987002223 | 0.0750493794 | 0.0200191004 | 0.0063162169

Problem 1’in h = 0.025 ve k zaman adim uzunlugunun 0.01, 0.001, 0.0001 ve

0.00005 degerleri icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda KSFY ve T-KSFY yontemleri

ile elde edilen niimerik sonuglar sirasiyla Tablo 3.7 ve 3.8 de sunuldu. Tablo

3.7 incelendiginde goriildiigii gibi k£ zaman adim uzunlugu kiiciildiikce niimerik

sonuclarin tam c¢oziime yaklagtigi ve Lo, L., hata normlarimin biylk olciide

kiigiildiigi goriilmektedir. Benzer durum Tablo 3.8 de sunulan sonuclar i¢in de
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sOylenebilir. Her iki yontemin birbirlerine gore tistiinliikleri incelendiginde Tablo

3.8 de verilen T-KSFY ile elde edilen sonuclarin Tablo 3.7 de verilen KSFY ile

elde edilen sonuclara birbirleri ile iyi uyum i¢inde oldugu agiktir.

Tablo 3.7: Kapali Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve k& 'min farkli degerleri icin
t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oztimleri

Niimerik Coziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 (oztim

0.1 00 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1205650957 | 0.1157464664 | 0.1152448707 | 0.1152168935 | 0.1151730561
0.2 | 0.2293332266 | 0.2201651255 | 0.2192108605 | 0.2191576354 | 0.2190721707
0.3 | 0.3156598031 | 0.3030360996 | 0.3017223096 | 0.3016490323 | 0.3015269742
0.4 | 0.3710936610 | 0.3562473102 | 0.3547023579 | 0.3546161882 | 0.3544662158
0.5 | 0.3902051726 | 0.3745886194 | 0.3729636179 | 0.3728729840 | 0.3727078334
0.6 | 0.3711195155 | 0.3562624455 | 0.3547165004 | 0.3546302761 | 0.3544662104
0.7 | 0.3157018206 | 0.3030605901 | 0.3017451930 | 0.3016718274 | 0.3015269640
0.8 | 0.2293754742 | 0.2201896173 | 0.2192337444 | 0.2191804310 | 0.2190721566
0.9 | 0.1205913227 | 0.1157616039 | 0.1152590140 | 0.1152309822 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 12.3713554161 | 1.3298143035 | 0.1809719538 | 0.1169933429

Loo x 103 | 17.4973392404 | 1.8807860591 | 0.2568753627 | 0.1668090236

t x

0.51{0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0027988089 | 0.0022818597 | 0.0022327942 | 0.0022300826 | 0.0022224142
0.2 | 0.0053236510 | 0.0043403550 | 0.0042470269 | 0.0042418692 | 0.0042272830
0.3 | 0.0073273770 | 0.0059739861 | 0.0058455311 | 0.0058384321 | 0.0058183559
0.4 | 0.0086138483 | 0.0070228419 | 0.0068718339 | 0.0068634886 | 0.0068398876
0.5 | 0.0090571361 | 0.0073842530 | 0.0072254738 | 0.0072166990 | 0.0071918834
0.6 | 0.0086138483 | 0.0070228419 | 0.0068718339 | 0.0068634886 | 0.0068398875
0.7 | 0.0073273770 | 0.0059739862 | 0.0058455311 | 0.0058384321 | 0.0058183557
0.8 | 0.0053236510 | 0.0043403550 | 0.0042470269 | 0.0042418692 | 0.0042272828
0.9 | 0.0027988090 | 0.0022818597 | 0.0022327942 | 0.0022300826 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 10° | 1.3189328923 | 0.1360259045 | 0.0237520354 | 0.0175473155

Loo x 103 | 1.8652527168 | 0.1923696241 | 0.0335903969 | 0.0248155980
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Tablo 3.8: Tam-Kapali Sonlu Fark Yontemi: A = 0.025 ve k 'nin farkh degerleri
igin t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 ¢Ozim

0.1 00 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1206166554 | 0.1157898301 | 0.1152875391 | 0.1152595238 | 0.1151730561
0.2 | 0.2294265122 | 0.2202453449 | 0.2192899306 | 0.2192366424 | 0.2190721707
0.3 | 0.3157785035 | 0.3031417107 | 0.3018266958 | 0.3017533509 | 0.3015269742
0.4 | 0.3712198947 | 0.3563644539 | 0.3548185610 | 0.3547323390 | 0.3544662158
0.5 | 0.3903236962 | 0.3747037613 | 0.3730783134 | 0.3729876542 | 0.3727078334
0.6 | 0.3712198947 | 0.3563644539 | 0.3548185610 | 0.3547323390 | 0.3544662104
0.7 | 0.3157785035 | 0.3031417107 | 0.3018266958 | 0.3017533509 | 0.3015269640
0.8 | 0.2294265122 | 0.2202453449 | 0.2192899306 | 0.2192366424 | 0.2190721566
0.9 | 0.1206166554 | 0.1157898301 | 0.1152875391 | 0.1152595238 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 12.4562981090 | 1.4113361341 | 0.2619708954 | 0.1978651548

Loo x 103 | 17.6158628202 | 1.9959279158 | 0.3704800191 | 0.2798208120

t z

0.51{0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0027996707 | 0.0022825622 | 0.0022334816 | 0.0022307692 | 0.0022224142
0.2 | 0.0053252901 | 0.0043416914 | 0.0042483345 | 0.0042431753 | 0.0042272830
0.3 | 0.0073296331 | 0.0059758255 | 0.0058473309 | 0.0058402297 | 0.0058183559
0.4 | 0.0086165004 | 0.0070250042 | 0.0068739497 | 0.0068656018 | 0.0068398876
0.5 | 0.0090599247 | 0.0073865265 | 0.0072276984 | 0.0072189209 | 0.0071918834
0.6 | 0.0086165004 | 0.0070250042 | 0.0068739497 | 0.0068656018 | 0.0068398875
0.7 | 0.0073296331 | 0.0059758255 | 0.0058473309 | 0.0058402297 | 0.0058183557
0.8 | 0.0053252901 | 0.0043416914 | 0.0042483345 | 0.0042431753 | 0.0042272828
0.9 | 0.0027996707 | 0.0022825622 | 0.0022334816 | 0.0022307692 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 10° | 1.3209047551 | 0.1376335577 | 0.0253251202 | 0.0191184899

Loo x 10% | 1.8680413519 | 0.1946431891 | 0.0358150747 | 0.0270375741
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Son olarak, Problem 1’'in CNSFY ve T-CNSFY yontemleri igin farkli konum ve
zaman adimlarindaki noktasal degerleri, Ly ve L., hata normalar1 Tablo 3.9-3.12
de sunuldu.

Problem 1’in & = 0.00001 ve A konum adim uzunlugunun 0.1, 0.05,0.025
ve 0.0125 degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda CNSFY ve T-CNSFY ile
elde edilen noktasal degerleri ve hata normlari sirasiyla Tablo 3.9 ve 3.10 da
verildi. Tablo 3.9 ve 3.10 incelendiginde beklendigi gibi her iki yontemle de elde
edilen sonuclarin A konum adim uzunlugu kiicildiik¢e tam c¢oziime yaklagtig
ve hata normlarimin kayda deger olciide kiigiildiigii aciktir. Tablo 3.9 ve 3.10
kendi i¢inde karsilastirildiginda ise Tablo 3.9 da sunulan CNSFY ile elde edilen
sonuglarin Tablo 3.10 da sunulan T-CNSFY ile elde edilen sonuclara gore daha iyi
oldugu noktasal degerlerden ve hata normlarindan goriilmektedir. Tablolardan,
T-CNSFY ile elde edilen hata normlarinin biitin A degerleri icin CNSFY ile elde

edilen hata normlariyla da iyi uyum ic¢indedir.
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Tablo 3.9: Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve h 'nin farkh
degerleri i¢in t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 (oztim

0.1 00 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1161086798 | 0.1154068336 | 0.1152314963 | 0.1151876698 | 0.1151730561
0.2 | 0.2208518330 | 0.2195168422 | 0.2191833308 | 0.2190999679 | 0.2190721707
0.3 | 0.3039764699 | 0.3021390127 | 0.3016799736 | 0.3015652344 | 0.3015269742
0.4 | 0.3573457718 | 0.3551857114 | 0.3546460786 | 0.3545111946 | 0.3544662158
0.5 | 0.3757355798 | 0.3734643579 | 0.3728969543 | 0.3727551289 | 0.3727078334
0.6 | 0.3573457713 | 0.3551857109 | 0.3546460781 | 0.3545111941 | 0.3544662104
0.7 | 0.3039764690 | 0.3021390119 | 0.3016799728 | 0.3015652337 | 0.3015269640
0.8 | 0.2208518322 | 0.2195168414 | 0.2191833300 | 0.2190999671 | 0.2190721566
0.9 | 0.1161086793 | 0.1154068331 | 0.1152314958 | 0.1151876693 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 103 | 2.1409419500 | 0.5349455576 | 0.1337306835 | 0.0334449583

Loo x 103 | 3.0277464372 | 0.7565245048 | 0.1891209750 | 0.0472955383

t z

0.51{0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0023141632 | 0.0022450612 | 0.0022280583 | 0.0022238245 | 0.0022224142
0.2 | 0.0044018000 | 0.0042703601 | 0.0042380188 | 0.0042299656 | 0.0042272830
0.3 | 0.0060585580 | 0.0058776465 | 0.0058331325 | 0.0058220482 | 0.0058183559
0.4 | 0.0071222620 | 0.0069095878 | 0.0068572585 | 0.0068442281 | 0.0068398876
0.5 | 0.0074887895 | 0.0072651706 | 0.0072101482 | 0.0071964473 | 0.0071918834
0.6 | 0.0071222620 | 0.0069095878 | 0.0068572585 | 0.0068442281 | 0.0068398875
0.7 | 0.0060585580 | 0.0058776465 | 0.0058331325 | 0.0058220482 | 0.0058183557
0.8 | 0.0044018000 | 0.0042703601 | 0.0042380188 | 0.0042299656 | 0.0042272828
0.9 | 0.0023141632 | 0.0022450612 | 0.0022280583 | 0.0022238245 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Ly x 103 | 0.2099443751 | 0.0518219332 | 0.0129152651 | 0.0032272651

Loo X 103 | 0.2969061286 | 0.0732872271 | 0.0182648895 | 0.0045639885
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Tablo 3.10: Tam-Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve h 'nin farkh
degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Co6ziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1]0.0 |0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.1161086804 | 0.1154068342 | 0.1152314969 | 0.1151876704 | 0.1151730561
0.2 | 0.2208518342 | 0.2195168434 | 0.2191833320 | 0.2190999691 | 0.2190721707
0.3 | 0.3039764716 | 0.3021390145 | 0.3016799755 | 0.3015652363 | 0.3015269742
0.4 | 0.3573457742 | 0.3551857138 | 0.3546460810 | 0.3545111970 | 0.3544662158
0.5 | 0.3757355825 | 0.3734643606 | 0.3728969571 | 0.3727551317 | 0.3727078334
0.6 | 0.3573457742 | 0.3551857138 | 0.3546460810 | 0.3545111970 | 0.3544662104
0.7 | 0.3039764716 | 0.3021390145 | 0.3016799755 | 0.3015652363 | 0.3015269640
0.8 | 0.2208518342 | 0.2195168434 | 0.2191833320 | 0.2190999691 | 0.2190721566
0.9 | 0.1161086804 | 0.1154068342 | 0.1152314969 | 0.1151876704 | 0.1151730395
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 103 | 2.1409438637 | 0.5349475085 | 0.1337326439 | 0.0334469213

Lo x 10° | 3.0277491408 | 0.7565272620 | 0.1891237459 | 0.0472983127

t x

05100 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.1 | 0.0023141632 | 0.0022450612 | 0.0022280584 | 0.0022238245 | 0.0022224142
0.2 | 0.0044018000 | 0.0042703602 | 0.0042380188 | 0.0042299656 | 0.0042272830
0.3 | 0.0060585580 | 0.0058776465 | 0.0058331325 | 0.0058220482 | 0.0058183559
0.4 | 0.0071222621 | 0.0069095879 | 0.0068572585 | 0.0068448282 | 0.0068398876
0.5 | 0.0074887895 | 0.0072651706 | 0.0072101483 | 0.0071964474 | 0.0071918834
0.6 | 0.0071222621 | 0.0069095879 | 0.0068572585 | 0.0068448282 | 0.0068398875
0.7 | 0.0060585580 | 0.0058776465 | 0.0058331325 | 0.0058220482 | 0.0058183557
0.8 | 0.0044018000 | 0.0042703602 | 0.0042380188 | 0.0042299656 | 0.0042272828
0.9 | 0.0023141632 | 0.0022450612 | 0.0022280584 | 0.0022238245 | 0.0022224139
1.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Lo x 10% | 0.2099444132 | 0.0518219711 | 0.0129153030 | 0.0032273030

Loo x 103 | 0.2969061825 | 0.0732872807 | 0.0182649431 | 0.0045640421

Tablo 3.11 ve 3.12" de, Problem 1’ in A = 0.025 ve k zaman adim uzunlugunun

0.01,0.001,0.0001 ve 0.00005 degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda CNSFY ve

T-CNSFY ile elde edilen noktasal degerleri sunuldu. Tablolara bakildiginda her iki

yontemle elde edilen niimerik sonuclarin kendi aralarinda iyi uyum ic¢inde oldugu

gibi

analitik

sonuclara

oldukca

yakin

oldugu

acikca

gorillmektedir. Tablo 3.11 ve 3.12 incelendiginde k zaman adim uzunlugu
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kiiciildiikge noktasal degerler analitik ¢oziimden uzaklagmaktadir.

Tablo 3.11: Crank Nicolson Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve

k ‘nin farkh

degerleri icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam coziimleri

Nimerik Coztim

k=0.01

k =0.001

k = 0.0001

k = 0.00005

Tam
Coziim

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.1151392219

0.1152305663

0.1152314871

0.1152314941

0.1151730561

0.2

0.2190078145

0.2191815619

0.2191833134

0.2191833265

0.2190721707

0.3

0.3014383961

0.3016775389

0.3016799497

0.3016799678

0.3015269742

0.4

0.3543620872

0.3546432165

0.3546460505

0.3546460718

0.3544662158

0.5

0.3725983482

0.3728939450

0.3728969248

0.3728969472

0.3727078334

0.6

0.3543620868

0.3546432160

0.3546460500

0.3546460713

0.3544662104

0.7

0.3014383954

0.3016775382

0.3016799490

0.3016799671

0.3015269640

0.8

0.2190078138

0.2191815611

0.2191833127

0.2191833258

0.2190721566

0.9

0.1151392216

0.1152305659

0.1152314867

0.1152314936

0.1151730395

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.0022191518

0.0022279684

0.0022280575

0.0022280581

0.0022224142

0.2

0.0042210775

0.0042378478

0.0042380171

0.0042380184

0.0042272830

0.3

0.0058098147

0.0058328971

0.0058331302

0.0058331319

0.0058183559

0.4

0.0068298468

0.0068569818

0.0068572558

0.0068572578

0.0068398876

0.5

0.0071813260

0.0072098573

0.0072101454

0.0072101476

0.0071918834

0.6

0.0068298468

0.0068569818

0.0068572558

0.0068572578

0.0068398875

0.7

0.0058098147

0.0058328971

0.0058331302

0.0058331319

0.0058183557

0.8

0.0042210775

0.0042378478

0.0042380171

0.0042380184

0.0042272828

0.9

0.0022191518

0.0022279684

0.0022280575

0.0022280581

0.0022224139

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0
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Tablo 3.12: Tam-Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve k 'min farkh
degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 1’in niimerik ve tam ¢oztimleri

Niimerik Coziim

k=0.01

k =0.001

k = 0.0001

k = 0.00005

Tam
Coziim

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.1151392225

0.1152305669

0.1152314878

0.1152314947

0.1151730561

0.2

0.2190078157

0.2191815631

0.2191833147

0.2191833278

0.2190721707

0.3

0.3014383980

0.3016775408

0.3016799516

0.3016799697

0.3015269742

0.4

0.3543620897

0.3546432189

0.3546460529

0.3546460742

0.3544662158

0.5

0.3725983510

0.3728939477

0.3728969276

0.3728969500

0.3727078334

0.6

0.3543620897

0.3546432189

0.3546460529

0.3546460742

0.3544662104

0.7

0.3014383980

0.3016775408

0.3016799516

0.3016799697

0.3015269640

0.8

0.2190078157

0.2191815631

0.2191833147

0.2191833278

0.2190721566

0.9

0.1151392225

0.1152305669

0.1152314878

0.1152314947

0.1151730395

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.0022191518

0.0022279685

0.0022280575

0.0022280581

0.0022224142

0.2

0.0042210775

0.0042378478

0.0042380172

0.0042380184

0.0042272830

0.3

0.0058098148

0.0058328971

0.0058331302

0.0058331319

0.0058183559

0.4

0.0068298469

0.0068569818

0.0068572558

0.0068572579

0.0068398876

0.5

0.0071813260

0.0072098574

0.0072101454

0.0072101476

0.0071918834

0.6

0.0068298469

0.0068569818

0.0068572558

0.0068572579

0.0068398875

0.7

0.0058098148

0.0058328971

0.0058331302

0.0058331319

0.0058183557

0.8

0.0042210775

0.0042378478

0.0042380172

0.0042380184

0.0042272828

0.9

0.0022191518

0.0022279685

0.0022280575

0.0022280581

0.0022224139

1.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.0
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3.0.2 Problem 2’nin Niumerik Sonuclari

Burada, ilk olarak Problem 2'nin ASFY ve T-ASFY yontemleriyle farkl
konum ve zaman adimlarinda elde edilen noktasal degerleri problemin analitik
sonuclariyla karsilagtirildi ve Ly ile L., hata normalar1 Tablo 3.13-3.16 da verildi.

Problem 2’'in £ = 0.00001 ve A = 0.1,0.05,0.025,0.0125 icin t = 0.1,0.5
zamanlarinda ASFY ve T-ASFY ile elde edilen noktasal degerleri ile Ly ve L,
hata normlar1 sirasiyla Tablo 3.13 ve 3.14 de verildi. Tablo 3.13 ve 3.14
incelendiginde hem ASFY hem de T-ASFY ile edilen niimerik sonuglarin h
konum adim uzunlugu kiiciildiikce tam ¢oziime yaklastigi ve hata normlarininda
kiicildiigii  agiktir. Aymi  zamanda Tablo 3.13 ve 3.14 kendi icinde
kargilagtirildiginda ise Tablo 3.13 de verilen ASFY ile elde edilen niimerik sonuglarin
Tablo 3.14 de verilen T-ASFY ile elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu
noktasal degerlerden ve hata normlarindan goriilmektedir. Tablolara
bakildiginda, biittin h degerleri icin T-ASFY ile elde edilen hata normlarinin

ASFY ile elde edilen hata normlariyla uyumludur.
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Tablo 3.13: Agik Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'nin farkli degerleri igin
t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2’nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 | 0.0 | 10.1271576550 | 10.1203398630 | 10.1186372031 | 10.1182116335 | 10.1181241933
0.1 | 10.0719874666 | 10.0655057933 | 10.0638867018 | 10.0634820074 | 10.0633988534
0.2 | 9.9118817199 | 9.9063721405 | 9.9049952502 | 9.9046510740 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625197620 | 9.6585176583 | 9.6575173702 | 9.6572673276 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483108796 | 9.3462040712 | 9.3456779216 | 9.3455464137 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000049475 | 9.0000011671 | 9.0000008042 | 9.0000007325 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516922013 | 8.6537966836 | 8.6543226114 | 8.6544540756 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374722953 | 8.3414805426 | 8.3424814244 | 8.3427315847 | 8.3427829059
0.8 | 8.0881103431 | 8.0936260659 | 8.0950035499 | 8.0953478437 | 8.0954185012
0.9 | 7.92801156291 | 7.9344949758 | 7.9361138454 | 7.9365184961 | 7.9366015588
1.0 | 7.8728522582 | 7.8796624890 | 7.8813644229 | 7.8817898491 | 7.8818771931

Ly x 103 | 6.3839995178 | 1.5663337800 | 0.3626579270 | 0.0617888766

Loo x 103 | 9.0249349329 | 2.2147041145 | 0.5127701914 | 0.0873726637

t z

0.5 | 0.0 | 9.0224610065 | 9.0217902529 | 9.0216252114 | 9.0215841151 9.0215756501
0.1 | 9.0213616876 | 9.0207237633 | 9.0205667997 | 9.0205277148 9.0205196626
0.2 | 9.0181713398 | 9.0176286901 | 9.0174951691 | 9.0174619216 9.0174550675
0.3 | 9.0132022566 | 9.0128080006 | 9.0127109924 | 9.0126868368 9.0126818487
0.4 | 9.0069408466 | 9.0067335774 | 9.0066825780 | 9.0066698789 9.0066672422
0.5 | 9.0000000201 | 9.0000000274 | 9.0000000292 | 9.0000000297 8.9999999995
0.6 | 8.9930591936 | 8.9932664775 | 8.9933174804 | 8.9933301805 8.9933327569
0.7 | 8.9867977836 | 8.9871920543 | 8.9872890660 | 8.9873132226 8.9873181505
0.8 | 8.9818287004 | 8.9823713648 | 8.9825048893 | 8.9825381377 8.9825449320
0.9 | 8.9786383526 | 8.9792762916 | 8.9794332587 | 8.9794723446 8.9794803371
1.0 | 8.9775390337 | 8.9782098020 | 8.9783748470 | 8.9784159442 8.9784243499

Ly x 10° | 0.6260243633 | 0.1517256352 | 0.0350233803 | 0.0059641535

Loo x 103 | 0.8853162126 | 0.2145479016 | 0.0495029397 | 0.0084585468
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Tablo 3.14: Tam-Ac¢ik Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'nin farkl degerleri
icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin ntimerik tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 ] 0.0 | 10.1271527475 | 10.1203930819 | 10.1186908714 | 10.1182653951 | 10.1181241933
0.1 | 10.0720373225 | 10.0655571414 | 10.0639382429 | 10.0635335909 | 10.0633988534
0.2 |9.9119294149 | 9.9064170436 | 9.9050399264 | 9.9046957088 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625555025 | 9.6585505303 | 9.6575499961 | 9.6572999074 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483260412 | 9.3462205027 | 9.3456944907 | 9.3455630113 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516739588 | 8.6537794973 | 8.6543055093 | 8.6544369887 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374444975 | 8.3414494697 | 8.3424500039 | 8.3427000926 | 8.3427829059
0.8 | 8.0880705851 | 8.0935829564 | 8.0949600736 | 8.0953042912 | 8.0954185012
0.9 | 7.9279626775 | 7.9344428586 | 7.9360617571 | 7.9364664091 | 7.9366015588
1.0 | 7.8727932525 | 7.8796069181 | 7.8813091286 | 7.8817346049 | 7.8818771931

Lo x 10% | 6.4229182531 | 1.6048799336 | 0.4012109842 | 0.1003424472

Loo x 103 | 9.0839406348 | 2.2702749984 | 0.5680644500 | 0.1425881506

t x

0.5 | 0.0 | 9.0224663686 | 9.0217955119 | 9.0216304449 | 9.0215893422 9.0215756501
0.1 | 9.0213667863 | 9.0207287636 | 9.0205717756 | 9.0205326846 9.0205196626
0.2 | 9.0181756740 | 9.0176329395 | 9.0174993975 | 9.0174661447 9.0174550675
0.3 | 9.0132054001 | 9.0128110805 | 9.0127140565 | 9.0126898969 9.0126818487
0.4 | 9.0069424897 | 9.0067351836 | 9.0066841751 | 9.0066714736 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9930575103 | 8.9932648164 | 8.9933158249 | 8.9933285264 8.9933327569
0.7 | 8.9867945999 | 8.9871889195 | 8.9872859435 | 8.9873101031 8.9873181505
0.8 | 8.9818243260 | 8.9823670605 | 8.9825006025 | 8.9825338553 8.9825449320
0.9 | 8.9786332137 | 8.9792712364 | 8.9794282244 | 8.9794673154 8.9794803371
1.0 | 8.9775336314 | 8.9782044881 | 8.9783695551 | 8.9784106578 8.9784243499

Ly x 103 | 0.6298330198 | 0.1554656879 | 0.0387456822 | 0.0096816819

Lo x 10% | 0.8907185474 | 0.2198618422 | 0.0547948292 | 0.0136921263

Tablo 3.15 ve 3.16 de Problem 2'nin h = 0.05 ve k£ zaman adim uzunlugunun

0.001 ile 0.0005 ve

h = 0.0125 ile k£ zaman adim uzunlugunun 0.00005 ve

0.00001 degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda ASFY ve T-ASFY ile elde edilen

noktasal degerleri ve hata normlarina bakildi. Tablo 3.15 e bakildiginda k& zaman

adim uzunlugunun kii¢iilmesiyle hata normlarinda da kiigiilme goriilmektedir. Bu

durumTablo 3.16 incelendiginde de aynidir.
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Tablo 3.15: Agik Sonlu Fark Yontemi: h = 0.05 ve h = 0.0125 degerleri i¢in k
'nin farkh degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2’nin niimerik ve tam

¢ozumleri
Niimerik Coziim Tam
h =0.05 h =0.0125 Cozum

t x k = 0.001 k = 0.0005 k = 0.00005 k = 0.00001

0.1 | 0.0 | 10.1149362591 | 10.1176707585 | 10.1179937425 | 10.1182116335 | 10.1181241933
0.1 | 10.0603671930 | 10.0629676570 | 10.0632748028 | 10.0634820074 | 10.0633988534
0.2 | 9.9020018748 | 9.9042136284 | 9.9044748522 | 9.9046510740 | 9.9045803464
0.3 | 9.6553426580 | 9.6569495223 | 9.6571393026 | 9.6572673276 | 9.6572159301
0.4 | 9.3445342661 | 9.3453792727 | 9.3454790817 | 9.3455464137 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000003383 | 9.0000006489 | 9.0000006980 | 9.0000007325 | 9.0000006670
0.6 | 8.6554659768 | 8.6546211619 | 8.6545213863 | 8.6544540756 | 8.6544810210
0.7 | 8.3446568846 | 8.3430495175 | 8.3428596654 | 8.3427315847 | 8.3427829059
0.8 | 8.0979976730 | 8.0957854166 | 8.0955241213 | 8.0953478437 | 8.0954185012
0.9 | 7.9396330632 | 7.9370327916 | 7.9367256794 | 7.9365184961 | 7.9366015588
1.0 | 7.8850644340 | 7.8823305564 | 7.8820076711 | 7.8817898491 | 7.8818771931

Ly x 10° | 2.2539461156 | 0.3206048371 | 0.0922584127 | 0.0617888766

Loo x 103 | 3.1872408645 | 0.4533632994 | 0.1304780437 | 0.0873726637

t T

0.5 ] 0.0 | 9.0212698849 | 9.0215319705 | 9.0215630976 | 9.0215841151 | 9.0215756501
0.1 | 9.0202288640 | 9.0204781222 9.0205077259 | 9.0205277148 9.0205196626
0.2 | 9.0172077036 | 9.0174197353 9.0174449181 | 9.0174619216 9.0174550675
0.3 | 9.0125021360 | 9.0126561860 9.0126744830 | 9.0126868368 9.0126818487
0.4 | 9.0065727749 | 9.0066537638 9.0066633841 | 9.0066698789 9.0066672422
0.5 | 9.0000000274 | 9.0000000274 9.0000000297 | 9.0000000297 8.9999999995
0.6 | 8.9934272800 | 8.9933462911 8.9933366752 | 8.9933301805 8.9933327569
0.7 | 8.9874979189 | 8.9873438688 8.9873255763 | 8.9873132226 8.9873181505
0.8 | 8.9827923513 | 8.9825803195 8.9825551412 | 8.9825381377 8.9825449320
0.9 | 8.9797711909 | 8.9795219326 8.9794923334 | 8.9794723446 8.9794803371
1.0 | 8.9787301699 | 8.9784680843 8.9784369617 | 8.9784159442 8.9784243499

Ly x 10° | 0.2162300643 | 0.0309075523 0.0088976008 | 0.0059641535

Loo x 10% | 0.3058200094 | 0.0437343865 0.0126117890 | 0.0084585468
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Tablo 3.16: Tam-Agik Sonlu Fark Yontemi h = 0.05 ve h = 0.0125 degerleri igin
k nin farkli degerleri igin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin ntimerik ve
tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam
h =0.05 h =0.0125 Cozlim

t x k =0.001 k = 0.0005 k = 0.00005 k = 0.00001

0.1 | 0.0 | 10.1149359616 | 10.1176701502 | 10.1179930865 | 10.1182109431 | 10.1181241933
0.1 | 10.0603671115 | 10.0629674794 | 10.0632746101 | 10.0634818040 | 10.0633988534
0.2 | 9.9020021406 | 9.9042141456 | 9.9044754066 | 9.9046516563 | 9.9045803464
0.3 | 9.6553429155 | 9.6569500312 | 9.6571398484 | 9.6572679013 | 9.6572159301
0.4 | 9.3445341598 | 9.3453790705 | 9.3454788633 | 9.3455461847 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6554658402 | 8.6546209295 | 8.6545211367 | 8.6544538153 | 8.6544810210
0.7 | 8.3446570845 | 8.3430499688 | 8.3428601516 | 8.3427320987 | 8.3427829059
0.8 | 8.0979978594 | 8.0957858544 | 8.0955245934 | 8.0953483437 | 8.0954185012
0.9 | 7.9396328885 | 7.9370325206 | 7.9367253899 | 7.9365181960 | 7.9366015588
1.0 | 7.8850640384 | 7.8823298498 | 7.8820069135 | 7.8817890569 | 7.8818771931

Lo x 10% | 2.2538870045 | 0.3205239852 | 0.0922113014 | 0.0618398448

Loo x 103 | 3.1868453175 | 0.4526566801 | 0.1309977270 | 0.0881361860

t x

0.5 ] 0.0 | 9.0212698584 | 9.0215319441 | 9.0215630689 | 9.0215840864 | 9.0215756501
0.1 | 9.0202288375 | 9.0204780957 9.0205076972 | 9.0205276860 9.0205196626
0.2 | 9.0172076769 | 9.0174197087 9.0174448892 | 9.0174618927 9.0174550675
0.3 | 9.0125021091 | 9.0126561592 9.0126744539 | 9.0126868077 9.0126818487
0.4 | 9.0065727477 | 9.0066537366 9.0066633547 | 9.0066698495 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9934272523 | 8.9933462634 8.9933366453 | 8.9933301505 8.9933327569
0.7 | 8.9874978909 | 8.9873438408 8.9873255461 | 8.9873131923 8.9873181505
0.8 | 8.9827923231 | 8.9825802913 8.9825551108 | 8.9825381073 8.9825449320
0.9 | 8.9797711625 | 8.9795219043 8.9794923028 | 8.9794723140 8.9794803371
1.0 | 8.9787301416 | 8.9784680559 8.9784369311 | 8.9784159136 8.9784243499

Ly x 103 | 0.2162274622 | 0.0309049314 0.0088963333 | 0.0059652960

Loo x 103 | 0.3057916479 | 0.0437060134 0.0125811545 | 0.0084363632

Ikinci olarak, Problem 2’ nin KSFY ve T-KSFY yéntemleri icin farkl konum

ve zaman adimlarindaki noktasal degerleri, Ly ve L., hata normlar: Tablo 3.17-3.20

de sunuldu.

Tablo 3.17 ve 3.18 de, Problem 2'nin £ = 0.00001 ve A konum adim uzunlugunun

0.1,0.05,0.025 ve 0.0125 degerleriigin t = 0.1,0.5 zamanlarinda KSFY ve T-KSFY
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ile elde edilen noktasal degerleri ve hata normlar1 verildi. Her iki tabloda
incelendiginde, hem KSFY hem de T-KSFY ile edilen sonuclarin A konum adim
uzunlugu kiigiildiikce tam ¢oziime yaklasgtigi ve hata normlarimin kayda deger
olctide kiiciildigii aciktir. Tablo 3.17 ve 3.18 kendi i¢inde karsilastirildiginda ise;
Tablo 3.17 de sunulan KSFY ile elde edilen sonuglarin Tablo 3.18 de sunulan
T-KSFY ile elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu noktasal degerlerden ve
Lo ile L., hata normlarindan goriilmektedir. Tablolardan, T-KSFY ile elde edilen
hata normlarinin biitiin A degerleri i¢in KSFY ile elde edilen hata normlariyla

uyumlu oldugu agiktir.
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Tablo 3.17: Kapali Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve h 'nin farkl degerleri
icin t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 | 0.0 | 10.1272657575 | 10.1204485785 | 10.1187460812 | 10.1183205525 | 10.1181241933
0.1 | 10.0720902171 | 10.0656091706 | 10.0639902386 | 10.0635855841 | 10.0633988534
0.2 | 9.9119690227 | 9.9064600495 | 9.9050833031 | 9.9047391626 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625831702 | 9.6585815220 | 9.6575813400 | 9.6573313238 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483442851 | 9.3462376661 | 9.3457115668 | 9.3455800715 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000050425 | 9.0000011941 | 9.0000008235 | 9.0000007502 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516588546 | 8.6537631053 | 8.6542889782 | 8.6544204287 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374087332 | 8.3414166352 | 8.3424174233 | 8.3426675597 | 8.3427829059
0.8 | 8.0880228864 | 8.0935381132 | 8.0949154657 | 8.0952697264 | 8.0954185012
0.9 | 7.9279129374 | 7.9343916153 | 7.9360103207 | 7.9364149304 | 7.9366015588
1.0 | 7.8727443459 | 7.8795538275 | 7.881255836 7.8816809656 | 7.8818771931

Ly x 103 | 6.4603588107 | 1.6431862329 | 0.4396319440 | 0.1387933337

Loo x 103 | 91328471715 | 2.3233655652 | 0.6216094904 | 0.1962274567

t z

0.5 | 0.0 | 9.0224717699 | 9.0218008247 | 9.0216357356 | 9.0215946274 9.0215756501
0.1 | 9.0213719242 | 9.0207338177 | 9.0205768088 | 9.0205377125 9.0205196626
0.2 | 9.0181800476 | 9.0176372429 | 9.0175036834 | 9.0174704262 9.0174550675
0.3 | 9.0132085832 | 9.0128142146 | 9.0127171784 | 9.0126930157 9.0126818487
0.4 | 9.0069441727 | 9.0067368443 | 9.0066858302 | 9.0066731273 9.0066672422
0.5 | 9.0000000201 | 9.0000000274 | 9.0000000292 | 9.0000000297 8.9999999995
0.6 | 8.9930558675 | 8.9932632106 | 8.9933142283 | 8.9933269320 8.9933327569
0.7 | 8.9867914569 | 8.9871858403 | 8.9872828801 | 8.9873070436 8.9873181505
0.8 | 8.9818199925 | 8.9823628120 | 8.9824963751 | 8.9825296331 8.9825449320
0.9 | 8.9786281159 | 8.9792662372 | 8.9794232497 | 8.9794623468 8.9794803371
1.0 | 8.9775282702 | 8.9781992302 | 8.9783643228 | 8.9784054319 8.9784243499

Ly x 10° | 0.6336352922 | 0.1592010488 | 0.0424650977 | 0.0133974204

Loo x 103 | 0.8960797194 | 0.2251197326 | 0.0600270976 | 0.0189627150
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Tablo 3.18: Tam-Kapali Sonlu Fark Yontemi: & = 0.00001 ve

h ‘nmin farkh

degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 ] 0.0 | 10.1272607499 | 10.1204474248 | 10.1187452993 | 10.1183198443 | 10.1181241933
0.1 | 10.0720886817 | 10.0656088245 | 10.0639900070 | 10.0635853752 | 10.0633988534
0.2 | 9.9119731037 | 9.9064610080 | 9.9050839595 | 9.9047397592 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625872448 | 9.6585824723 | 9.6575819880 | 9.6573319118 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483427288 | 9.3462372956 | 9.3457113099 | 9.3455798370 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516572712 | 8.6537627044 | 8.6542886901 | 8.6544201630 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374127557 | 8.3414175277 | 8.3424180120 | 8.3426680882 | 8.3427829059
0.8 | 8.0880268963 | 8.0935389920 | 8.0949160405 | 8.0952602408 | 8.0954185012
0.9 | 7.9279113183 | 7.9343911755 | 7.9360099930 | 7.9364146248 | 7.9366015588
1.0 | 7.8727392501 | 7.8795525752 | 7.8812547007 | 7.8816801557 | 7.8818771931

Lo x 10% | 6.4610455226 | 1.6432480159 | 0.4396392092 | 0.1387854050

Loo x 103 | 91378607369 | 2.3245356636 | 0.6224102047 | 0.1969551760

t x

0.5 | 0.0 | 9.0224717507 | 9.0218007982 | 9.0216357074 | 9.0215945987 9.0215756501
0.1 | 9.0213719050 | 9.0207337912 | 9.0205767805 | 9.0205376838 9.0205196626
0.2 | 9.0181800282 | 9.0176372162 | 9.0175036549 | 9.0174703973 9.0174550675
0.3 | 9.0132085637 | 9.0128141877 | 9.0127171497 | 9.0126929867 9.0126818487
0.4 | 9.0069441529 | 9.0067368171 | 9.0066858013 | 9.0066730980 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9930558471 | 8.9932631829 | 8.9933141987 | 8.9933269020 8.9933327569
0.7 | 8.9867914363 | 8.9871858123 | 8.9872828503 | 8.9873070133 8.9873181505
0.8 | 8.9818199718 | 8.9823627838 | 8.9824963451 | 8.9825296027 8.9825449320
0.9 | 8.9786280950 | 8.9792662088 | 8.9794232195 | 8.9794623162 8.9794803371
1.0 | 8.9775282493 | 8.9781992018 | 8.9783642926 | 8.9784054013 8.9784243499

Ly x 103 | 0.6336387531 | 0.1592036637 | 0.0424668118 | 0.0133986059

Loo x 103 | 0.8961006670 | 0.2251481382 | 0.0600573011 | 0.0189486507

Problem 2’ nin A = 0.025 ve k zaman adim uzunlugunun 0.01, 0.001, 0.0001

ve 0.00005 degerleri i¢in Tablo 3.19 ve 3.20 de ¢t = 0.1,0.5 zamaninda KSFY ve

T-KSFY ile elde edilen noktasal degerleri ve hata normlar: sunuldu. Tablo 3.19

incelendiginde k£ zaman adim uzunlugunun kiigiildiikce tam ¢oziime yaklastigi ve

hata normlarimin biiyiik olgiide kiigiildiigii goriilmektedir. Benzer durum Tablo

3.20 de de goriilmektedir. Her iki tablo kendi i¢inde karsilagtirildiginda Tablo 3.19
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da verilen KSFY ile elde edilen sonuclar Tablo 3.20 de verilen T-KSFY ile elde

edilen sonuglarla karsilagtirildiginda noktasal degerlerin ve hata normlarinin daha

iyi sonug verdigi gortilmektedir.

Tablo 3.19: Kapali Sonlu Fark Yontemi: A = 0.025 ve k 'min farkl degerleri icin
t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2’nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 Coziim

0.1 | 0.0 | 10.1713747919 | 10.1241136655 | 10.1192358141 | 10.1189637843 | 10.1181241933
0.1 | 10.1137844255 | 10.0690940875 | 10.0644559431 | 10.0641972609 | 10.0633988534
0.2 | 9.9470088839 | 9.9094231815 | 9.9054793563 | 9.9052593640 | 9.9045803464
0.3 | 9.6879529171 | 9.6607340922 | 9.6578690692 | 9.6577092470 | 9.6572159301
0.4 | 9.3619747292 | 9.3473702412 | 9.3458629025 | 9.3457788407 | 9.3455193576
0.5 | 9.0004037404 | 9.0000024229 | 9.0000009156 | 9.0000008634 | 9.0000006670
0.6 | 8.6382748282 | 8.6526312919 | 8.6541376992 | 8.6542217288 | 8.6544810210
0.7 | 8.3113939046 | 8.3392620825 | 8.3421295451 | 8.3422894517 | 8.3427829059
0.8 | 8.0523379479 | 8.0905729991 | 8.0945192634 | 8.0947393402 | 8.0954185012
0.9 | 7.8864651584 | 7.9309074610 | 7.9355446731 | 7.9358033230 | 7.9366015588
1.0 | 7.8294327217 | 7.8758911994 | 7.8807660349 | 7.8810379603 | 7.8818771931

Ly x 103 | 37.3556790816 | 4.2338994470 | 0.7858570419 | 0.5935416714

Loo x 103 | 53.0679617359 | 5.9859937085 | 1.1111581840 | 0.8392327848

t x

0.5 | 0.0 | 9.0271798021 | 9.0221596078 | 9.0216831235 | 9.0216567910 9.0215756501
0.1 | 9.0258495293 | 9.0210750409 | 9.0206218774 | 9.0205968337 9.0205196626
0.2 | 9.0219889274 | 9.0179275049 | 9.0175420210 | 9.0175207176 9.0174550675
0.3 | 9.0159758989 | 9.0130251027 | 9.0127450323 | 9.0127295544 9.0126818487
0.4 | 9.0083990409 | 9.0068477156 | 9.0067004738 | 9.0066923367 9.0066672422
0.5 | 9.0000000292 | 9.0000000292 | 9.0000000292 | 9.0000000292 8.9999999995
0.6 | 8.9916010175 | 8.9931523428 | 8.9932995846 | 8.9933077218 8.9933327569
0.7 | 8.9840241595 | 8.9869749557 | 8.9872550261 | 8.9872705040 8.9873181505
0.8 | 8.9780111310 | 8.9820725535 | 8.9824580374 | 8.9824793409 8.9825449320
0.9 | 8.9741505291 | 8.9789250176 | 8.9793781811 | 8.9794032248 8.9794803371
1.0 | 8.9728202563 | 8.9778404506 | 8.9783169349 | 8.9783432674 8.9784243499

Ly x 10° | 3.9627121383 | 0.4128987073 | 0.0759734147 | 0.0573535256

Loo x 103 | 5.6040936174 | 0.5838993554 | 0.1074150346 | 0.0810825190
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Tablo 3.20: Tam-Kapali Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve k’'min farkh degerleri
icin t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 Coziim

0.1 | 0.0 | 10.1709710886 | 10.1241112839 | 10.1192349402 | 10.1189629626 | 10.1181241933
0.1 | 10.1136596842 | 10.0690933616 | 10.0644556831 | 10.0641970170 | 10.0633988534
0.2 | 9.9473355106 | 9.9094251322 | 9.9054800873 | 9.9052600528 | 9.9045803464
0.3 | 9.6882795367 | 9.6607360346 | 9.6578697917 | 9.6577099272 | 9.6572159301
0.4 | 9.3618499663 | 9.3473694903 | 9.3458626172 | 9.3457785715 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6381500337 | 8.6526305097 | 8.6541373828 | 8.6542214285 | 8.6544810210
0.7 | 8.3117204633 | 8.3392639654 | 8.3421302083 | 8.3422900728 | 8.3427829059
0.8 | 8.0526644894 | 8.0905748678 | 8.0945199127 | 8.0947399472 | 8.0954185012
0.9 | 7.8863403158 | 7.9309066384 | 7.9355443169 | 7.9358029830 | 7.9366015588
1.0 | 7.8290289114 | 7.8758887161 | 7.8807650598 | 7.8810370374 | 7.8818771931

Ly x 103 | 37.3689070818 | 4.2340211825 | 0.7859255913 | 0.5936084194

Loo x 103 | 52.8482816731 | 5.9884769600 | 1.1121332697 | 0.8401556484

t z

0.5 | 0.0 | 9.0271797741 | 9.0221595796 | 9.0216830953 | 9.0216567628 9.0215756501
0.1 | 9.0258495013 | 9.0210750126 | 9.0206218491 | 9.0205968054 9.0205196626
0.2 | 9.0219888992 | 9.0179274765 | 9.0175419926 | 9.0175206891 9.0174550675
0.3 | 9.0159758704 | 9.0130250741 | 9.0127450036 | 9.0127295258 9.0126818487
0.4 | 9.0083990121 | 9.0068476867 | 9.0067004449 | 9.0066923077 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9916009879 | 8.9931523133 | 8.9932995551 | 8.9933076923 8.9933327569
0.7 | 8.9840241296 | 8.9869749259 | 8.9872549964 | 8.9872704742 8.9873181505
0.8 | 8.9780111008 | 8.9820725235 | 8.9824580074 | 8.9824793109 8.9825449320
0.9 | 8.9741504987 | 8.9789249874 | 8.9793781509 | 8.9794031946 8.9794803371
1.0 | 8.9728202259 | 8.9778404204 | 8.9783169047 | 8.9783432372 8.9784243499

Ly x 10° | 3.9627140385 | 0.4129004463 | 0.0759751337 | 0.0573552429

Lo x 10% | 56041240557 | 0.5839295672 | 0.1074452241 | 0.0811127222
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Son olarak, Problem 2" nin CNSFY ve T-CNSFY yontemleri igin farkli konum
ve zaman adimlarindaki noktasal degerleri ile Ly ve L., hata normalar1 Tablo
3.21-3.24 de verildi.

Problem 2’ nin k£ = 0.00001 ve h konum adim uzunlugunun 0.1, 0.05, 0.025 ve
0.0125 degerleriic¢in ¢t = 0.1,0.5 zamanlarinda CNSFY ve T-CNSFY ile elde edilen
noktasal degerleri, L, ve L, hata normlar sirasiyla Tablo 3.21 ve 3.22 verildi.
Tablo 3.21 ve 3.22 incelendiginde hem CNSFY hem de T-CNSFY ile edilen
sonuclarin A konum adim uzunlugu kiiciildiikce tam ¢oziime yaklagtigi ve hata
normlarinin kayda deger olgiide kiigiildiigii aciktir. Tablo 3.21 ve 3.22 kendi icinde
karsilagtirildiginda ise Tablo 3.22 de verilen T-CNSFY ile elde edilen sonuclarin
Tablo 3.21 de verilen CNSFY ile elde edilen sonuglarla iyi uyum sagladigi noktasal

degerlerden ve hata normlarindan goriilmektedir.
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Tablo 3.21: Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve A 'min farkh
degerleri i¢in t = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 | 0.0 | 10.1272117074 | 10.1203942221 | 10.1186916435 | 10.1182660943 | 10.1181241933
0.1 | 10.0720388431 | 10.0655574832 | 10.0639384715 | 10.0635337971 | 10.0633988534
0.2 | 9.9119253736 | 9.9064160962 | 9.9050392778 | 9.9046951194 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625514671 | 9.6585505910 | 9.6575493560 | 9.6572993265 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483275827 | 9.3462208691 | 9.345694446 9.3455632430 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000049948 | 9.0000011805 | 9.0000008138 | 9.0000007413 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516755274 | 8.6537898940 | 8.6543057943 | 8.6544372517 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374405136 | 8.3414485882 | 8.3424494231 | 8.3426995714 | 8.3427829059
0.8 | 8.0880666138 | 8.0935820885 | 8.0949595067 | 8.0953037840 | 8.0954185012
0.9 | 7.9279642819 | 7.9344432942 | 7.9360620818 | 7.9364667119 | 7.9366015588
1.0 | 7.8727983005 | 7.8796081568 | 7.8813100019 | 7.8817354059 | 7.8818771931

Lo x 10% | 6.4221801451 | 1.6047609707 | 0.4011458998 | 0.1002920662

Loo x 103 | 9.0788925876 | 2.2690362617 | 0.5671912401 | 0.1417913701

t z

0.5 | 0.0 | 9.0224663879 | 9.0217955384 | 9.0216304732 | 9.0215893708 9.0215756501
0.1 | 9.0213668056 | 9.0207287902 | 9.0205718039 | 9.0205327132 9.0205196626
0.2 | 9.0181756934 | 9.0176329662 | 9.0174994260 | 9.0174661735 9.0174550675
0.3 | 9.0132054198 | 9.0128111074 | 9.0127140852 | 9.0126899260 9.0126818487
0.4 | 9.0069425096 | 9.0067352108 | 9.0066842041 | 9.0066715029 9.0066672422
0.5 | 9.0000000201 | 9.0000000275 | 9.0000000293 | 9.0000000296 8.9999999995
0.6 | 8.9930575307 | 8.9932648442 | 8.9933158545 | 8.9933285563 8.9933327569
0.7 | 8.9867946205 | 8.9871889476 | 8.9872859734 | 8.9873101332 8.9873181505
0.8 | 8.9818243468 | 8.9823670887 | 8.9825006326 | 8.9825338857 8.9825449320
0.9 | 8.9786332347 | 8.9792712648 | 8.9794282546 | 8.9794673460 8.9794803371
1.0 | 8.9775336524 | 8.9782045165 | 8.9783695854 | 8.9784106884 8.9784243599

Ly x 10° | 0.6298295507 | 0.1554630695 | 0.0387439670 | 0.0096805114

Loo x 103 | 0.8906975343 | 0.2198334127 | 0.0547645644 | 0.0137101915
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Tablo 3.22: Tam-Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: £ = 0.00001 ve h 'nin farkh
degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oziimleri

Niimerik Coziim Tam

t x h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125 Coziim

0.1 ] 0.0 | 10.1272067475 | 10.1203930819 | 10.1186908714 | 10.1182653951 | 10.1181241933
0.1 | 10.0720373225 | 10.0655571414 | 10.0639382429 | 10.0635335909 | 10.0633988534
0.2 |9.9119294149 | 9.9064170436 | 9.9050399264 | 9.9046957088 | 9.9045803464
0.3 | 9.6625555025 | 9.6585505303 | 9.6575499961 | 9.6572999074 | 9.6572159301
0.4 | 9.3483260412 | 9.3462205027 | 9.3456944907 | 9.3455630113 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6516739588 | 8.6537794973 | 8.6543055093 | 8.6544369887 | 8.6544810210
0.7 | 8.3374444975 | 8.3414494797 | 8.3424500039 | 8.3427000926 | 8.3427829059
0.8 | 8.0880705851 | 8.0935829564 | 8.0949600736 | 8.0953042912 | 8.0954185012
0.9 | 7.9279626775 | 7.9344428586 | 7.9360617571 | 7.9364664091 | 7.9366015588
1.0 | 7.8727932525 | 7.8796069181 | 7.8813091286 | 7.8817346049 | 7.8818771931

Lo x 10% | 6.4229182531 | 1.6048799336 | 0.4012109842 | 0.1003424472

Loo x 103 | 9.0839406348 | 2.2702749984 | 0.5680644500 | 0.1425881506

t x

0.5 | 0.0 | 9.0224663686 | 9.0217955119 | 9.0216304449 | 9.0215893422 9.0215756501
0.1 | 9.0213667863 | 9.0207287636 | 9.0205717756 | 9.0205326846 9.0205196626
0.2 | 9.0181756740 | 9.0176329495 | 9.0174993975 | 9.0174661447 9.0174550675
0.3 | 9.0132054001 | 9.0128110805 | 9.0127140565 | 9.0126898969 9.0126818487
0.4 | 9.0069424897 | 9.0067351836 | 9.0066841751 | 9.0066714736 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9930575103 | 8.9932648164 | 8.9933158249 | 8.9933285264 8.9933327569
0.7 | 8.9867946999 | 8.9871889195 | 8.9872859435 | 8.9873101031 8.9873181505
0.8 | 8.9818243260 | 8.9823670605 | 8.9825006025 | 8.9825338553 8.9825449320
0.9 | 8.9786332137 | 8.9792712364 | 8.9794282244 | 8.9794673154 8.9794803371
1.0 | 8.9775336314 | 8.9782044881 | 8.9783695551 | 8.9784106578 8.9784243599

Ly x 103 | 0.6298330198 | 0.1554656879 | 0.0387456822 | 0.0096816819

Lo x 10% | 0.8907185474 | 0.2198618422 | 0.0547948292 | 0.0136921263

Tablo 3.23 ve 3.24 de, Problem 2’ nin A = 0.025 ve k zaman adim uzunlugunun

0.01,0.001,0.0001 ve 0.00005 degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda CNSFY ve

T-CNSFY ile elde edilen noktasal degerleri sunuldu. Tablo 3.23 incelendiginde

k zaman adim uzunlugunun kiigiildiikge tam ¢oziime yaklagma c¢ok az da olsa

goriilmektedir. Benzer durum Tablo 3.24 icinde gegerlidir. Yani, £ zaman adim

kiigiildiikce noktasal degerler tam ¢oziime yaklagmaktadir.
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Tablo 3.23: Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve & 'min farkh
degerleri icin ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2’nin niimerik ve tam ¢oztimleri

Nimerik Coziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 Cozim

0.1 | 0.0 | 10.1177950394 | 10.1186825903 | 10.1186915546 | 10.1186916219 | 10.1181241933
0.1 | 10.0630862547 | 10.0639298775 | 10.0639383871 | 10.0639384510 | 10.0633988534
0.2 | 9.9043151809 | 9.9050319940 | 9.9050392063 | 9.9050392605 [ 9.9045803464
0.3 | 9.6570234426 | 9.6575440695 | 9.6575493041 | 9.6575493434 | 9.6572159301
0.4 | 9.3454176789 | 9.3456919470 | 9.3456947171 | 9.3456947379 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000286 | 9.0000007889 | 9.0000008136 | 9.0000008137 [ 9.0000006670
0.6 | 8.6545823749 | 8.6543085765 | 8.6543058216 | 8.6543058009 | 8.6544810210
0.7 | 8.3429766074 | 8.3424547499 | 8.3424494754 | 8.3424494358 | 8.3427829059
0.8 | 8.0956848749 | 8.0949668308 | 8.0949595786 | 8.0949595241 | 8.0954185012
0.9 | 7.9369138095 | 7.9360706603 | 7.9360621659 | 7.9360621021 | 7.9366015588
1.0 | 7.8822049789 | 7.8813190050 | 7.8813100902 | 7.8813100233 | 7.8818771931

t T

0.5 | 0.0 | 9.0215440063 | 9.0216296003 | 9.0216304646 | 9.0216304711 | 9.0215756501
0.1 | 9.0204895690 | 9.0205709738 | 9.0205717957 | 9.0205718019 9.0205196626
0.2 | 9.0174294728 | 9.0174987198 | 9.0174994190 | 9.0174994243 9.0174550675
0.3 | 9.0126632612 | 9.0127135721 | 9.0127140801 | 9.0127140839 9.0126818487
0.4 | 9.0066574842 | 9.0066839343 | 9.0066842013 | 9.0066842033 9.0066672422
0.5 | 9.0000000292 | 9.0000000292 | 9.0000000292 | 9.0000000292 8.9999999995
0.6 | 8.9933425742 | 8.9933161242 | 8.9933158571 | 8.9933158551 8.9933327569
0.7 | 8.9873367972 | 8.9872864863 | 8.9872859783 | 8.9872859745 8.9873181505
0.8 | 8.9825705857 | 8.9825013386 | 8.9825006394 | 8.9825006342 8.9825449320
0.9 | 8.9795104895 | 8.9794290847 | 8.9794282627 | 8.9794282566 8.9794803371
1.0 | 8.9784560502 | 8.9783704581 | 8.9783695939 | 8.9783695874 | 8.9784243499
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Tablo 3.24: Tam-Crank Nicolson Sonlu Fark Yontemi: h = 0.025 ve k 'nmin farkh
degerleri i¢in ¢ = 0.1,0.5 zamanlarinda Problem 2'nin niimerik ve tam ¢oztimleri

Niimerik Co6ziim Tam

t x k=0.01 k =0.001 k = 0.0001 k = 0.00005 Cozliim

0.1 | 0.0 | 10.1177950530 | 10.1186818432 | 10.1186907828 | 10.1186908499 | 10.1181241933
0.1 | 10.0630862690 | 10.0639296566 | 10.0639381587 | 10.0639382225 | 10.0633988534
0.2 | 9.9043151941 | 9.9050326224 | 9.9050398547 | 9.9050399090 | 9.9045803464
0.3 | 9.6570234472 | 9.6575446894 | 9.6575499440 | 9.6575499834 | 9.6572159301
0.4 | 9.3454176676 | 9.3456917008 | 9.3456944633 | 9.3456944841 | 9.3455193576
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000006670
0.6 | 8.6545823324 | 8.6543082992 | 8.6543055367 | 8.6543055159 | 8.6544810210
0.7 | 8.3429765528 | 8.3424553106 | 8.3424500560 | 8.3424500166 | 8.3427829059
0.8 | 8.0956848059 | 8.0949673776 | 8.0949601453 | 8.0949600910 | 8.0954185012
0.9 | 7.9369137310 | 7.9360703434 | 7.9360618413 | 7.9360617775 | 7.9366015588
1.0 | 7.8822049470 | 7.8813181568 | 7.8813092172 | 7.8813091501 | 7.8818771931

t %

0.5 | 0.0 | 9.0215439780 | 9.0216295721 | 9.0216304363 | 9.0216304428 | 9.0215756501
0.1 | 9.0204895407 | 9.0205709455 | 9.0205717674 | 9.0205717736 9.0205196626
0.2 | 9.0174294443 | 9.0174986914 | 9.0174993906 | 9.0174993958 9.0174550675
0.3 | 9.0126632326 | 9.0127135435 | 9.0127140515 | 9.0127140553 9.0126818487
0.4 | 9.0066574553 | 9.0066839054 | 9.0066841724 | 9.0066841744 9.0066672422
0.5 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 | 9.0000000000 8.9999999995
0.6 | 8.9933425447 | 8.9933160946 | 8.9933158276 | 8.9933158256 8.9933327569
0.7 | 8.9873367674 | 8.9872864565 | 8.9872859485 | 8.9872859447 8.9873181505
0.8 | 8.9825705557 | 8.9825013086 | 8.9825006094 | 8.9825006042 8.9825449320
0.9 | 8.9795104593 | 8.9794290545 | 8.9794282326 | 8.9794282264 8.9794803371
1.0 | 8.9784560220 | 8.9783704279 | 8.9783695637 | 8.9783695572 | 8.9784243499

Niimerik c¢oztimlerin siirekliligini ve problemin dogru fiziksel davranigini

sergiledigini gostermek i¢in tam ¢oziimle birlikte asagidaki grafikler verildi. Elde

edilen niimerik c¢oziimler tam ¢ozlime oldukga yakin oldugundan her iki ¢oziimde

ayni grafik tizerinde olup ayirt edilememektedir.
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Sekil 3.1: Problem 1’in tam ve h = 0.0125, £ = 0.00001 i¢in £ = 0.1,0.5,1.0,2.0
zamanlarinda T-KSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimleri
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Sekil 3.2: Problem 1’in tam ve h = 0.0125, £ = 0.00001 i¢in ¢ = 0.1,0.5,1.0,2.0
zamanlarinda KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri
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Sekil 3.3: Problem 2'nin tam ve h = 0.0125, k

zamanlarinda T-KSFY ile elde edilen ntumerik
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Sekil 3.4: Problem 2'nin tam ve h = 0.0125, £ = 0.00001 i¢in ¢t = 0.1, 0.5, 1.0, 2.0
zamanlarinda KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri

Sonug: Bu tezde gz 6niine alinan baglangig ve sinir deger problemlerinin
sonlu fark yontemleriyle elde edilen niimerik gemalarini ¢ézmek icin sunulan
degiskenlerine ayirma teknigi, uygulamali matematik ve miihendislikte kargilagilan
homojen ve lineer olan bir¢ok baglangic ve simir deger problemine rahatlikla

uygulanabilir.
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