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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IKiLI BURGERS DENKLEMININ
TRIGONOMETRIK B-SPLINE KOLLOKASYON YONTEMI ILE
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121+ix sayfa
2021

Danigsman: Dog. Dr. Yusuf UCAR

Bu yiiksek lisans tezi beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, tezin temel amacindan
kisaca bahsedildi ve sonlu eleman yontemi hakkinda bilgi verildi. Ikinci bodlimde, bu tez
calismasinda kullandigimiz temel kavramlar olan sonlu eleman yontemi, kollokasyon yontemi
ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar hakkinda bilgi verildi. Ayrica bu bdliimde tezde
goz oniine almacak olan sonlu eleman yonteminin tarihsel gelisiminden bahsedildi. Uciincii
boliimde ikili (coupled) Burgers denklemi ile ilgili literatiirdeki ¢alismalar sunuldu ve niimerik
¢Oziimii yapilacak olan ikili Burgers denkleminin farkli baglangi¢ ve sinir sartlar1 ile verilen
tic model problemi tanitildi. Dordiincii boliimde, ikili Burgers denklemindeki lineer olmayan
terimler yerine LIN-1 ve LIN-2 olmak iizere iki farkli lineerlestirme teknigi kullanilarak
kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile niimerik
semalar1 elde edildi. Bu niimerik semalarin onceki boliimde verilen {ic model probleme
uygulanmasiyla elde edilen niimerik sonuglar mevcut tam ¢oziimle ve/veya literatiirdeki farkl
calismalardaki sonuclarla cizelgeler halinde karsilastirildi. Her iki lineerlestirme tekniginde
elde edilen niimerik semalarin kararlilik analizleri benzer olacagindan LIN-1 ve LIN-2 igin
kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemleriyle elde edilen semalarin kararlilik analizi
von Neumann yontemiyle incelendi. Besinci ve son boliimde, uygulanan her iki lineerlestirme
tekniginden elde edilen sonuglar her bir model problem icin kendi igerisinde cizelgeler halinde
kargilastirildi.

Anahtar Kelimeler: Ikili Burgers Denklemi, Sonlu Eleman Yontemleri, Kollokasyon
Yontemi, Trigonometrik B-Spline Fonksiyonlar
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This master thesis consists of five chapters. In the first chapter, the main purpose of the
thesis was briefly mentioned and some information about the finite element method was given.
In the second chapter, information was given about the basic concepts that we used in this thesis,
the finite element method, the collocation method and trigonometric B-spline basis functions.
In addition, in this chapter, the historical development of the finite element method, which
is going to be considered in the thesis, is mentioned. In the third chapter, the studies related
to the coupled Burgers equation in the literature are presented and three model problems of
the coupled Burgers equation to be solved numerically with different boundary and initial
conditions are introduced. In the fourth chapter, using two different linearization techniques,
LIN-1 and LIN-2, instead of the non-linear terms in the coupled Burgers equation, numerical
schemes were obtained by cubic and quintic trigonometric B-spline collocation finite element
method. The numerical results obtained by applying these schemes to the three models given
in the previous section were compared with the available exact solution and/or the results from
different studies in the literature in tabular form. Since the stability analysis of the numerical
schemes obtained in both linearization techniques are going to be similar, the stability analysis
of the schemes obtained by the cubic trigonometric B-spline collocation methods for LIN-1 and
LIN-2 was examined by the von Neumann method. In the fifth and last part, the results obtained
from both applied linearization techniques were compared for each model problem in the form
of tables.

Keywords: Coupled Burgers Equation, Finite Element Methods, Collocation Method,
Trigonometric B-Spline Functions
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1. GIRIS

Dogada karsilagilan problemleri ¢zmek i¢in bilim insanlar1 temelde asagidaki iic yontemden

birini veya bunlarin kombinasyonunu kullanirlar:
1. Teorik yaklagim
2. Deneysel yaklasim
3. Niimerik yaklasim

Bu yaklagimlar i¢inden teorik yaklasim tam ¢oziimii vermesi gibi ¢ok énemli bir avantaja
sahiptir. Fakat tam ¢oziimii elde edilebilen problem sayisi sinirlidir. Deneysel yaklagimda ise
ele alinan probleme deney yapilarak yaklasilir. Bu yaklagimin en biiyiik dezavantaji deneylerin
olusturulmasinin teknik olarak zor, zaman alici1 ve yiiksek maliyetli olmasidir. Niimerik
yaklagimda ise bir probleme genellikle diferansiyel veya integral denklemler kullanmilarak
yaklagilir. Niimerik yaklasim evrensel, esnek, hassas ve diisiik maliyetli olmas1 bakimindan ilk

iki yaklagimin oniine gecer [1].

Bu ii¢c yaklasimdan hangisi kullanilirsa kullanilsin, doga bilimlerinin temel gorevi dogadaki
olaylar1 miimkiin oldugunca dogru bir sekilde tanimlamaktir. Bu dogru tanimlama doga
olaylarin1 daha iyi anlamay1 ve dogadaki nesnelerin belirli sartlar altinda nasil davrandiklar
ile ilgili bilgi edinmeyi saglar. Kuantum mekanigindeki madde konusundan evrenin orijinini
incelemeye kadar genis bir alani kapsayan bu calismalar1 deneysel olarak gdzlemlemek
her zaman miinkiin olmayabilir. Boyle durumlarda bilim insanlar1 dogadaki fiziksel olaylarin
niimerik simiilasyonuna bagvururlar. Dogadaki fiziksel olaylarin niimerik olarak simiilasyonu
doga bilim insanlarinin gozlem ve modellemelerine, miihendislerin teknik uzmanliklarina,
matematikcilerin niimerik yontemlerine ve bilgisayar alaninda ¢alisan bilim insanlarinin modern
teknik ve bilgisayar yazilimlarin1 gerektirir. Bu bilim dallar1 arasindaki isbirligi doga olaylarim
bilgisayarlarda simiile etmek kapasitemizi biiyiik 6l¢iide iyilestirecektir. Boylece pahali deney-
lerin yerine bilgisayar simiilasyonlar1 gececektir. Bununda otesinde, bilgisayar simiilasyonu
deneysel olarak test edilemeyecek islemlerin de incelenmesine olanak verir [2]. Dogadaki
olaylart modelleyen bu bilgisayar simiilasyonlar1 icin elde edilen denklemler genellikle
diferansiyel ve integral denklemler olarak karsimiza c¢ikarlar. Bu diferansiyel denklemlerden
bazilar1 adi diferansiyel denklem olsa da ¢ogunlugu kismi diferansiyel denklemlerdir. Ciinkii

adi diferansiyel denklemler tellerdeki titesim, sesin yayilimi, sivilarda dalga olusumu ve



yercekimi gibi konularin incelenmesinde yetersiz kalirlar. Kismi diferansiyel denklemler (KDD)
uygulamali matematigin hemen hemen tiim dallarinin temelini olusturur. Bu tiir denklemler
bircok gercek hayat sartlarinin matematiksel modellerinde ortaya c¢ikarlar. Ornegin kuantum
mekanigi Schrodinger denklemlerine, akiskanlar mekanigi Navier-Stokes denklemlerinin
degisik formlarina ve elektromanyetik teori Maxwell denklemlerine dayanmaktadir. Kismi
diferansiyel denklemler matematigin ¢ok genis bir ¢aligma alanini olustururlar ve dolayisiyla
hem analitik hem de niimerik ¢alismalar i¢in 6nemlidirler [3]. KDD fiziksel, kimyasal ve
biyolojik olaylarin matematiksel temelini olustururlar ve son zamanlarda ekonomi, finansal
tahmin, goriintii isleme gibi bir cok alanda da yaygin bir sekilde kullanilmaya baslandi. Bu
alanlarin tiimiinde KDD modellerinin tahminleri i¢in elde edilen bu denklemlerin ¢oziimlerine
cogunlukla niimerik olarak yaklasmak gerekir [4]. Ciinkii lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklem olarak modellenen bu siirekli sistemlerin niimerik analizi ile elde edilen sonuglarla doga
olaylarina karsilik gelen modeller hakkinda daha dogru bilgi edinmek miimkiin olacaktir [5].
Son yillarda bilgisayar teknolojisi ve niimerik yontemlerde kaydedilen muazzam ilerlemeler
niimerik simiilasyon yontemlerinin bir ¢ok alanda her gegen giin biraz daha 6nem kazanmasina
yol acmistir. Bu durum ozellikle tiim miihendislik dallart i¢in gecerlidir. Bir ¢ok durumda
niimerik yontemler {iriin imalati1 ve siire¢ yonetiminin optimizasyonu ve incelenmesi i¢in maliyet
yoniinden diisiik oldugu i¢in cazip hale gelmistir. Niimerik simiilasyon araglarint kompleks
endiistriyel problemlere uygulayan giiclii yazilimlarin olmasi ve ayni zamanda bu yazilimlarin
hizli bir sekilde gelismeye devam etmesi niimerik yontemleri vazgecilmez bir ara¢ haline
getirmektedir [6]. Niimerik yontemler kismi diferansiyel denklemleri bilgisayarlar1 kullanarak
¢coziimii ¢ok daha kolay olan cebirsel denklem sistemlerine doniistiiriirler [7]. Diferansiyel
denklemler miihendislik matematiginde temel bir oneme sahiptirler ciinkii bir ¢ok fiziksel
yasa ve bagint1 karsimiza diferansiyel denklem olarak ¢ikar. Ornegin hiz, ivme kavramlar bir
diferansiyel denklem ile sonu¢lanan model olarak karsimiza ¢ikarlar. Bu durumda bu model icin
bir ¢6ziim bulmak, onun 6zelliklerini incelemek, grafigini ¢izmek, bazi noktalardaki degerlerini
bulmak, fiziksel davranigini anlamak isteriz [8]. Bunun i¢in genellikle niimerik yontemlere
bagvurulur. Bu yontemler arasinda varyasyonel yontemler, sonlu fark yontemleri ve sonlu
eleman yontemleri (SEY) One c¢ikarlar. Bu tez calismasinda kullanilacak olan sonlu eleman
yontemi son yillarda en ¢ok kullanilanlar arasindadir. Sonlu eleman yontemi miihendislik ve
matematiksel fizikte ortaya cikan problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan niimerik yontemlerden
biridir. Sonlu eleman yontemi kullamilarak c¢oziilebilen miihendislik ve matematiksel fizik

problemlerinden bazilar1 yapisal analiz, 1s1 iletimi, akiskanlar mekanigi, toplu tagimacilik ve
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elektromanyetik potansiyel olarak verilebilir [9]. SEY son zamanlarda konut, tasimacilik,
telekomiinikasyon ve benzeri bir ¢ok alanda ileri miihendislik sistemlerinin modellenmesinde
ve simiilasyonunda vazgecilmez bir teknoloji haline geldi [10]. Aslinda karmasik geometrik
yapi, yiikk ve malzeme 6zelliklerini i¢eren fiziksel sistemler icin bu fiziksel sisteme karsilik gelen
analitik matematiksel ¢oziimleri elde etmek genellikle miimkiin degildir. Burada sozii edilen
analitik ¢oziimler bir ¢oziim bdlgesinin herhangi bir noktasinda bilinmeyenin degerini veren
matematiksel ifade olup ¢coziim bolgesinin sonsuz sayidaki noktasinda gecerli olan ¢oziimlerdir.
Bu analitik ¢oziimler genellikle miithendis, matematik¢i ve fizikgiler tarafindan olusturulan
adi veya kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri ile elde edilir. Bu ¢oziimler oldukga
maliyetli olan ¢ok sayida prototiplerin olusturulmasi ve test edilmesi ihtiyacini ortadan kaldirir.
Fakat karmagik geometri, yiik ve malzeme 6zelliklerinden dolay1 bu diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oztimleri genellikle elde edilemez. Dolayisiyla, bu denklemlerin ¢oziimiine yaklasan
sonlu eleman yontemi gibi sayisal yontemlere giivenmek gerekir. Bir problemin sonlu eleman
yontemi ile ele alinmasi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinden ziyade cebirsel denklemlerin
¢Oziimiinii gerektirir. Bu tiir niimerik yontemler bilinmeyenin yaklagik degerini yalnizca siirekli
¢oziim bolgesinin belirli diigiim noktalarinda verir. Iste bir model problemin ¢6ziim bolgesinin
daha kiiciik birimlere (sonlu elemanlar) ayrilmasi islemi ayriklastirma (diskritizasyon) olarak
adlandirilir [9]. Sonra her bir eleman iizerinde eleman denklemleri olusturulur. Daha sonra sonlu
elemanlar lizerinde elde edilen bu eleman denklemleri birlestirilerek tiim bolge iizerinde yaklasik
coziim elde edilir. Elde edilen bu yaklasik ¢6ziim mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki diger

niimerik sonuclarla tablolar ve sekiller halinde karsilastirilir.

Bu tezde, U (x,t) ve V(x,1) bilinmeyen fonksiyonlar olmak iizere,

U —Ux+kUUs+ka(UV)y =0 x€lab), t€0,T] (1.0.1a)

Vi =Vt k\VVe+ k3(UV)y =0  x€lab], t€[0,T] (1.0.1b)

biciminde goz Oniine alinan ikili Burgers denkleminin sonlu eleman yontemiyle niimerik
coziimleri elde edildi. Burada ki, k> ve k3 reel sabitlerdir. Ayrica x ve ¢ ise sirastyla konum ve
zaman tiirevlerini gosterir. Denklemde U U, ve V'V, lineer olmayan terimler, Uy, ve V,, difiizyon

terimleridir. Denklem



baslangic sartlar1 ve

Ul(a,t) = fi(a,t), U(b,t) = f2(b,t), t €]0,T]

Via,t) = gi(a,t), V(b,t) = ga(b,t), t€]0,T]

sinir sartlari ile goz Oniine alindi. Burada f(x), g(x), fi(a,t), f2(b,t), g1(a,t) ve g2(b,t) 6n
taniml1 fonksiyonlardir [11]. Bu ikili sistem Esipov [12] tarafindan ortaya atilmis olup yer ¢ekimi
etkisi altinda s1v1 siispansiyon veya kolloidler i¢inde iki cesit partikiiliin hacim yogunluklarinin
gelisimi veya ¢okeltisini modellemek icin kullanilan bir modeldir. Denklemdeki k; ve k3 sabitleri
péclet sayisi, partikiillerin yer ¢ekiminden kaynaklanan Stokes hizi ve Brownian difiizyon
katsayisi gibi sistem parametrelerine baglidir [11]. Esipov [12] ¢alismasinda (1.0.1) denkleminin

niimerik simiilasyonunu sunmus ve sonuglarini deneysel verilerle karsilagtirmigtir.

Bu yiiksek lisans tez c¢alismasinda ikili Burgers denkleminin trigonometrik B-spline

fonksiyonlar kullanarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle niimerik ¢oziimleri bulundu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Doga bilim insanlarinin gozlem ve modellemeleri, miithendislerin teknik uzmanliklari,
matematikcilerin niimerik yOntemleri, bilgisayar uzmanlarinin modern teknikleri ile birlikte
fiziksel olaylarin niimerik simiilasyonunun olusturulmasina olanak saglar [2]. Sonlu Eleman
Yontemi (SEY), ileri miithendislik sistemlerinin modellenmesinde ve simiilasyonunda ingaat,
tasimacilik, iletisim ve benzeri alanlarda vazgecilmez bir yontemdir. Miihendisler ve tasarimcilar
ileri bir miihendislik sistemi olustururken modelleme, simiilasyon, gorsellestirme, analiz,
tasarim, prototipleme, test ve son olarak da imalat gibi kompleks bir siireci takip ederler. Bu
nihai iiriiniin ¢alisilabilirligini ve imalat siirecinin mali etkinligini garanti etmek i¢in takip edilen
bir siirectir. Bu siirec, dogas1 geregi iteratiftir, yani bazi prosediirlerin, insa edilecek sistem i¢in
en diisiik maliyetle en uygun performansi elde etmek icin mevcut asamada elde edilen sonuglara
dayali olarak tekrarlandig1 anlamina gelir. Bu nedenle, hizli ve etkili bir sekilde modelleme ve
simiilasyonla ilgili teknikler giderek daha 6nemli bir rol oynamaktadir ve SEY, bir sistemin veya

iirtiniin gelistirilmesi icin standart bir arac¢ haline geldi [13].

Oyleyse SEY nedir? SEY ilk olarak kat1 ve yapisal analiz problemlerini ¢ozmek icin
kullanild1 ve 0o zamandan beri termal analiz, siv1 akis analizi, piezoelektrik analizi gibi bir¢cok
probleme uygulandi. Bazi analizciler yapisal mekanik analizinde yer de8isim, termal analizde 1s1
akis1 veya sicaklik, elektriksel analizde elektrik yiikii gibi bazi alan degiskenlerinin dagiliminm

belirlemeye calisirlar. SEY, analitik olarak elde edilmesi genellikle zor olan problemlerde alan

(a) Bir kag kabuk elamanina parcalanan yarim kiire (b) Laboratuvarda dinamik test icin 6l¢ekli bir ugak
sekli. modelinin tasarim ag1.

Sekil 2.1 : Sonlu eleman 6rnekleri [13].



Alan degiskeninin  DGgGmlerdeki alan
bilinmeyen degizkeninin bilinmeyen
Fix) fonksiyonu ayrik degerleri

o

elemanlar dasomler

Sekil 2.2 : Tek boyut i¢in sonlu eleman yaklagimi [13].

degiskenlerinin dagiliminin yaklasik bir ¢6ziimiinii arayan niimerik bir yontemdir. SEY’in ilk
adimu Sekil 2.1 ’de gosterildigi gibi basit bir geometriye sahip problem bodlgesinin elemanlar diye
adlandirilan bir takim kiigiik parcalara boliinmesiyle baglar. Daha sonra fiziksel ilkeler/kanunlar
her bir elamana uygulanir. Sekil 2.2, SEY ile yaklasimi yapilan bir boyutta herhangi bir
F(x) alaninin dagilimini sistematik olarak gostermektedir. Bu durumda F(x), kendisine lineer
parcal1 dogrusal fonksiyonlar kullanilarak yaklagim yapilan siirekli bir fonksiyondur. Bir boyutlu
durumda, her bir elemanin uglar1 diigiim olarak adlandirilir. SEY’deki bilinmeyen degiskenler
diigtimlerdeki alan degiskeninin ayrik degerleridir. Daha sonra, her bir eleman i¢in eleman
denklemlerini olusturmak amaciyla fiziksel ve matematiksel ilkeler takip edilir, devaminda
tiim bolge iizerinde alanin dagilimini tanimlamak icin elemanlar birbirine baglanir. Bu siirec,
istenilen alan degiskenini elde etmek i¢in biitiin sistem i¢in kolayca c¢oziilebilen bir dizi dogrusal

cebirsel eszamanli denklemlere yol acar [13].

Bir miihendislik sisteminde cok sayida fiziksel problem vardir. Bu problemlerin pahali
ve zaman alic1 deneylerin yerini her gecen giin bilgisayar simiilasyonlar1 almaktadir [2]. Bu
simiilasyonlarda karsimiza ¢ikan kismi diferasniyel denklemler matematikte 6zel ve onemli

bir yere sahiptirler. Kismi diferansiyel denklemler bilin¢li olarak bir ¢alisma alani olusturmak



icin olusturulmamis fakat adi diferansiyel denklemlerin tanimlamada basarisiz kaldiklari fiziksel
prensipleri tanimlamak iizere 18. yiizyilda ortaya ¢ikmiglardir [3]. Daha 6nce bahsedildigi gibi,
SEY baslangigta kat1 ve yapisal analiz i¢in kullanilmis olmasina ragmen diger bircok fiziksel
problem de SEY kullanilarak ¢oziilebilir. Miihendislik sistemlerinde meydana gelen bircok
fiziksel olay i¢in SEY’in matematiksel modeli formiile edilmistir. Standart SEY kullanilarak

coziilen yaygin fiziksel problemler:
* Katilar ve yapilar icin mekanik
* [s1 transferi
* Akustik
» Akigkanlar mekanigi
* Yukaridakilerin kombinasyonlari
* Digerleri
dir.
SEY kullanarak hesaplamali modelleme:

Diferansiyel denklemler miihendislik matematiginde temel bir 6neme sahiptirler, ¢iinkii
bircok fiziksel yasa ve baginti matematiksel olarak modellendiginde karsimiza diferansiyel
denklem olarak cikarlar. Bilim insanlar1 ilk once fiziksel sistemi bir durumu matematiksel
modele doniistiiriirler. Eger bir miihendislik problemi ¢oziilecekse, problem ilk 6nce degiskenler,
fonksiyonlar ve denklemler olarak matematiksel olarak ifade edilirler. Bu tiir ifadeler verilen
problem veya sistemin matematiksel modeli olarak bilinirler. Iste bu modelin olusturulmasi,
matematiksel olarak coziilmesi ve sonuclarin fiziksel olarak yorumlanmasi matematiksel
modelleme veya kisaca modelleme olarak adlandirilir [8]. Bir sistemdeki fiziksel bir olayin
davranigi, sistemin ¢Oziim bolgesine veya geometrisine, kullanilan malzeme veya ortamin
ozelligine, sinir, baslangic ve yiik sartlarina baghdir. Bir mithendislik sistemi i¢in, ¢dziim
bolgesi veya geometrisi cok kompleks olabilir. Bunun 6tesinde, sinir ve baglangic sartlart da
cok karmagik olabilir. Bu nedenle, genel olarak, diferansiyel denklemi analitik yollarla ¢6zmek
cok zordur. Pratikte problemlerin ¢ogu niimerik yontemler kullanilarak ¢6ziiliir. Bu yontemler
arasinda, bagin1 SEY’in ¢ektigi bolge ayriklastirma yontemleri, giivenilirlikleri, pratiklikleri, cok

yonliiliikleri ve saglamliklar1 nedeniyle en popiiler olanlardir [13].

SEY’i kullanan hesaplamali modelleme prosediirii genel olarak dort adimdan olusur:

7



* Geometrinin modellenmesi

* Ag olusturma (ayriklastirma)

* Malzeme 6zelliginin belirlenmesi

* Sinir, baslangi¢ ve ylikleme kosullarinin belirlenmesi
Simdi bu adimlar1 kisaca ele alalim.

Geometrinin Modellenmesi

Cogu fiziksel yapi, bilesen veya bolge genel olarak cok karmagiktir ve genellikle birden
cok bilesenden olusur. Otomobil, u¢ak ve gemi bunlara 6rnek olarak verilebilir. Bu nedenle,
modellemenin daha yonetilebilir olmast i¢in geometriyi basit parcalara ayirmak yaygin
ve 1yl bir uygulamadir. Bir yapinin geometrisi ve smir1 efimli yiizeylerden/dogrulardan
olusabilir, ancak SEY tabanli modelleme yaptigimizda, geometrinin sonunda bir dizi eleman
ve yiizey/dogrular tarafindan temsil edildigini akilda tutmak onemlidir. Bu elemanlarin diiz/diiz
parcalar/segmentler oldugu varsayilirsa (yani, dogrusallik varsayilirsa), parcali diiz ¢izgiler
veya diiz yiizeyler ile yaklagilabilir. Sekil 2.1, bir iliggensel elemanin kenarlarinin dogru
pargalariyla temsilini gostermektedir. Egri pargcanin temsilinin dogrulugu, Sekil 2.1°deki gibi,
kullanilan eleman sayisi ile kontrol edilir. Daha fazla elemanla, kavisli parcalarin diiz kenarlarla
temsilinin daha piiriizsiiz ve daha dogru olacagi aciktir. Ote yandan, daha fazla eleman
ile daha uzun hesaplama siiresi gereklidir. Ne yazik ki, modelleyiciler genellikle mevcut
hesaplama kaynaklar1 agisindan kisitlamalarla karsilagirlar ve genellikle modelde kullanilan
elemanlarin sayisint smirlamak gerekir. Bu nedenle, kullanilan optimum sayida elamana
karar vermek i¢in tavizler verilir. Bu tavizler genellikle, bu bolgeler icin ¢ok dogru sonuclar
gerekmedikge, geometrinin ince ayrintilarinin ihmal edilmesiyle sonucglanir. Analizciler daha

sonra simiilasyonun sonuclarin1 bu geometrik yaklasimlari akilda tutarak yorumlarlar [13].

Kullanilan yazilima bagl olarak, SEY ag1 icin bilgisayarda uygun bir geometri olugturmanin
bircok yolu vardir. Noktalar, koordinatlarin girilmesiyle olusturulabilir. Noktalar veya diigiimler
birlestirilerek dogrular ve egriler olusturulabilir. Mevcut dogrular1 veya egrileri birlestirerek,
dondiirerek veya cevirerek ylizeyler olusturulabilir. Katilar, mevcut yiizeyleri baglama,
dondiirme veya cevirme gibi ¢esitli islemlerle olusturulabilir. Noktalar, dogrular ve egriler,

yiizeyler ve katilar yenilerini olusturmak icin cevrilebilir, dondiiriilebilir veya yansitilabilir.

Ag olusturma



Geometrik bolge veya ¢oziim bolgesi, elemanlar veya hiicreler olarak adlandirdigimiz
kiigiik pargalara ayriklastirildiginda bu islem ag olusturma(meshing) olarak adlandirilir. Neden
bir ag yapisi olusturulur? Bunun arkasindaki gerekce aslinda cok mantiksal bir anlayisa
dayanmaktadir. Bir miithendislik probleminin ¢éziimiinii ¢ok kompleks olmasini ve problemin
¢Oziim bolgesi boyunca fonksiyonlar kullanilarak yaklasimda tahmin edilemez bir sekilde
degismesini bekleyebiliriz. Fakat ¢oziim bolgesi diigiim noktalar1 kullanilarak elemanlara
boliiniirse bir eleman iizerinde ¢6ziimiin varyasyonu polinom gibi basit fonksiyonlar kullanilarak
kolaylikla yaklasik olarak bulunabilir. Boylece tiim elemanlar i¢in ¢oziimdeki toplam varyasyon

biitiin problemin ¢6ziim bolgesindeki varyasyonu olusturur [13].

Ag olusturma, SEY’nin 6nemli bir adimidir. Analizciler i¢in ¢ok zaman alan bir gorev
olabilir ve genellikle deneyimli bir analizci kompleks bir problem i¢in daha giivenilir bir
ag olusturur. Coziim bolgesi, 2 boyutta licgenler ve dortgenler, 3 boyutta ise dort veya bes
yiizliiler gibi belirli sekildeki elemanlara uygun sekilde boliinmelidir. Eleman birlestirme gibi
bilgiler, daha sonra SEY denklemlerinin olusturulmasinda kullanilmak iizere ag olusturma
sirasinda olusturulmalidir. Ticari SEY yazilim paketlerinin bir pargasi olarak cogu 6n islemcide
yar1 otomatik bir ag olusturucu mevcuttur. Ayrica esas olarak ag olusturma icin tasarlanmis
paketler de vardir. Bu tiir paketler, diger modelleme ve simiilasyon paketleri tarafindan
okunabilen bir agin dosyalarim olusturabilir. Ucgen seklinde elemanlar kullanmak, iicgen
elemanlarla aglar olusturmanin en esnek ve iyi bilinen yoludur. Iki boyutlu diizlemler ve
hatta {i¢ boyutlu uzaylar i¢in neredeyse tamamen otomatik hale getirilebilir. Bu nedenle, cogu
on islemcide yaygim olarak bulunur. Uggen kullanmanimn ek avantaji, karmasik geometriyi
ve smirlarinin adaptasyonunda esnekliktir. Ucgenleri keskin bir geometri kosesine sigdirmak
kolayca gorsellestirilebilir. Ancak dortgenleri bozmadan bunun nasil yapilacagi durumu agik
degildir. Bununla birlikte, ticgen eleman kullanmanin dezavantaji, iiggen elemanlara dayanan
simiilasyon sonuglarinin dogrulugunun, dortgen elemanlar kullanilarak elde edilenden 6nemli
Olciide daha diisiik olmasidir. Dortgen eleman aglarinin otomatik bir sekilde iiretilmesi genellikle
daha zordur. Ayriklastirilmig kat1 ve yapilarin bazi 6rnegi Sekil 2.1 (b) ve Sekil 2.3’de verildi
[13].

Malzeme veya Ortam Ozellikleri

Bir¢ok miihendislik sistemi ¢ok sayida par¢adan olusur ve her bir parga farkli malzemeden
yapilmig olabilir. Aslinda bir tek parca icinde bile cok sayida malzeme olabilir. Kompozit

malzemeler buna 6rnek olarak verilebilir. Bu yiizden malzeme Ozellikleri bir grup eleman
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(a) Gerilim dagilimini gosteren bir simiilasyon agt. (b) Bir mentese baglantisinin agi.

Sekil 2.3 : Kati cisimler i¢in ag ornekleri [13].

veya her bir eleman igin tanimlanabilir. Iste bu yiizden SEY cok sayida malzemeden olusan
sistemler i¢in etkin bir sekilde islev goriir, bu SEY’in 6nemli avantajlarindan biridir. Farkli
fiziksel olaylarin simiile edilmesi i¢in farkli malzeme 6zelliklerine ihtiya¢ duyulur. Burada zor

olan bu 6zelliklerin elde edilmesidir [13].
Swur, Baslangi¢ ve Yiik Sartlart

Sinir, baslangic ve yiik sartlari simiilasayonda 6nemli bir rol oynar. Bu sartlarin tanimlanmasi
genellikle onceden yapilir ve grafiksel olarak sunulur. Bu sartlarin belirlenmesi geometrik
ozelliklerle (Nokta, dogru veya egri, yiizey ve katilar) veya ag ozellikleri (diigtim noktalari,
elementler, elementlerin kenarlari, elementlerin ylizeyleri) yardimiyla olur. Yine de bu
sartlarin gercek miihendislik sistemlerine uygulanmasi tecriibe, bilgi ve uygun miihendislik
degerlendirmelerini gerektirir. Sinir, baglangi¢ ve yiik sartlar1 problemden probleme degisir ve

her bir problem i¢in 6zel olarak ele alinir [13].

2.1.1 Kollokasyon yontemi

Sonlu elemanlar yonteminin integral formlar1 varyasyonel ve agirhikli kalan yon-
temleri olmak iizere iki farkli yoldan elde edilir. Bir diferansiyel denklemin tam
coziimii ile yaklasik ¢oziimii arasindaki farkin sifirdan farkli bir agirhik fonksiyonu
ile carpilip toplamlarinin minimum yapilmast islemine agirlikli kalan yaklasimi ve
bu yaklasima dayanan yontemlere ise agirlikli kalan yontemi denir. Agirhikli kalan
yonteminde, agirlik fonksiyonunun se¢imine gore yontem farkli isimler alir. Bunlardan
bazilar1 Galerkin, Petrov-Galerkin, Kollokasyon, En Kiiciik Kareler yontemleridir [14]. Bu
calismada Kollokasyon yontemi kullanilacaktir. Bu yontemin temeli asagida verilen adimlara

dayanir.
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L bir lineer diferansiyel operator, f(x) bilinen bir foksiyon ve U(x) aranan ¢6ziim olmak

uzere

LU (x) = f(x) 2.1.1)

diferansiyel denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in agirlikli kalan yontemi kullanildiginda, aranan

U (x) ifadesi yerine asagidaki formda Uy (x) sonlu yaklagim serisi kullanilir.

N
U(x) =~ Uy(x) = ;a iPj(x) (2.1.2)

Esitlikte verilen ®;(x), j = 1,...,N fonksiyonu diferansiyel denklemin tanim bolgesi lizerinde
tamml ve aj, j = 1,...,N bilinmeyen katsayilaridir. ®;(x) fonksiyonlar1 problem igin verilen

tiim sinir sartlarint saglayacak sekilde secilirler ama genelde diferansiyel denklemi saglamazlar.

(2.1.2) yaklagik ¢oziimii (2.1.1) operatodr denkleminde yerine yazilirsa

R(x) = LUn(x) — f(x) = LUn(x) — LU (x)

olarak tanimlanan R(x) kalani elde edilir. Agirlikli kalan yontemlerinde R(x) kalani, secilen
®;(.) fonksiyonlari ve a; bilinmeyen parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu yontemler yardimi
ile a; parametrelerinin belirlenmesinde, R(x) kalani ile bir W; agirlik fonksiyonunun garpiminin

Q bolgesindeki integralinin sifir olmas istenir:

/Wj(x)R(x)dx:O, j=1,..,N (2.13)
Q

Boylece (2.1.3) formundaki N bilinmeyenli N denklemden olusan bir cebirsel denklem sistemi

elde edilir [15].

Agirlikli kalan yonteminin bir uygulamasi olan kollokasyon yonteminde W; agirlik

fonksiyonlar1 olarak

Wj=8(x—x;)

Dirac Delta fonksiyonlar1 olarak segilirse R(x;) =0, j = 1,...,N oldugunda, (2.1.3) integralinin

sonucu Ozdes olarak sifir olacaktir. Dolayisiyla kollokasyon yontemi icin ¢oziim, (2.1.2)
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esitiliginin sayisal ¢oziimii aranan denklemde yerine yazilmasiyla

LUn(x)—LU(x) =0

N
L (Zﬂ@j(@) —f(x)=0
=

formunda elde edilir [15].

2.2 Trigonometrik B-Spline Fonksiyonlar

2.2.1 Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Spline keskin doniisleri olmayan bir egriyi ¢cizmek i¢in kullanilan basit bir mekanik aragtir.
Genellikle tahta veya bazi diger elastik maddelerden yapilan ince bir ¢cubuktur. Matematikte ise
reel degerli bir fonksiyon olup ard arda eklenmeleriyle istenilen bir poligon ¢izgisine yaklagimda

kullanilabilir. Trigonometrik spline fonksiyonlar Schoenberg [16] tarafindan i = 2k 4 1 boyutlu

T; = span{1,cos(x),sin(x), ...,cos(ix), sin(ix) }

uzayinda parcali fonksiyonlar olarak sunulmustur. Bunun yam sira, Schoenberg yerel destekli
trigonometrik spline olan trigonometrik B-spline varligimi da ispatlamistir. Bilinmeyen
fonksiyonlarin yaklagik ¢oziimlerinde kullanilan spline fonksiyonlar pargali polinomlar
sinifindan olup, tanimlanan [a,b] aralifimi sonlu sayida homojen veya homojen olmayan
alt araliklara bolerek, birbirini 6rtmeyen her bir alt aralikta diisiikk dereceden polinomlarla
yaklasim yapma esasina dayanir. Belirli bir derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon,
aynit derece ve diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile temsil
edilebilir. Dolayisiyla B-spline fonksiyonlar ayni dereceye sahip spline fonksiyonlar icin bir

tabandir. Bu nedenle bu fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir [17].

Sifirinc1 dereceden trigonometrik B-spline fonksiyonu asagida verilen adim fonksiyonu

1, x;<x<ux
0 ) >~ +1
17 (x) = { 0 l digferl

ile tammmlanir ve k = 1,2, 3, ... olmak iizere

—x; : Xith4+1—X
n (252 in (211317
T~k(x) _ ( 2 ) Tl-k_l(x)—{- k—l(x)

~ sin (x—i+"27xi> sin <Xi+k+21 *xi) i+l
iteratif bagintis1 kullanilarak yiiksek dereceden trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilir.

Trigonometrik B-spline T; ; baz1 T; uzayinda pargal bir fonksiyondur ve {7; s }xc7, fonksiyonlar1
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i. mertebeden trigonometrik spline uzayimi gererler. 7; ; B-spline bazinin destegi [xg, Xt olup
bu araligin i¢inde taniml olan baz sifirdan biiyiiktiir [ 18-20]. Eger [a, b] araligindaki parcalanma

diizgiin ise 0 zaman indirgeme bagintisi

sin (5% sin (T2
TF(x) = %Tik_l(x) %Ti’gl(x), k=1,2,3.. (2.2.1)
sm( 3 ) Sll’l( )

seklindedir.

(2.2.1) bagintisinda k = 3 alinirsa Ti3 (x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari
. [ x—x
p(x;) = sin ( 5 )

0= 51}:1(()222[) Tt spir(lxé%j; Tiil (X) =

olarak bulunur. Tl-3 (x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini elde edebilmek icin gerekli

olmak iizere;

olan kuadratik B-spline esitlikleri

oin(£) siiyon (%)

olmak tizere

, P (xi), X Sx < Xiy1
p~(xi)p(xit2)
p(x 1 X1 <x < x
P10 = 5 —plopligplsa), ST
2 p(xi)p*(xiy3), Xit2 <x < Xit3
0, diger
ve )
—p(Xita) P~ (Xit1), Xi <X < Xit1
p(Xiya)p(xip 1) p(xit3)
p(Xit4) 1 Xit] < x < Xjio
_Sm(lsh) 2 1) = 9 —p(xi)p(xit3) p(Xit1), . "
P3 (Xi+4), Xig2 < x < Xiy3
0, diger
seklinde yazilabildiginden (2.2.2) esitligi
( P (xi), xi <X < Xiq
—P2 (Xi)P(xi+2)
—px)p(xip3)p(Xix1)  xip1 < x < Xij2
. | —p(Xita) p*(xiv1),
T (x) = ) p(xi) P (xit3)
+p(Xira)p(xiv1)p(xir3) X2 <x<Xip3
+p? (Xipa)p(Xit1),
—p (Xit4), Xi43 <X < Xjt4
L 0, diger

olarak bulunur. Buradaki kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

13



I_ —————————————— === == == & - 1 1 1
| I 1 ] 1 1 |
[ [ I i I I i
| I 1 ] 1 1 I
03------ - A beomeee- T S - T— :
I I I I I
| I 1 1 I
1] S—— Y SRR PR, N L ! !
I Jfrm e e o - T
[ i
I

0dfp======- q====d-p-m=-n- . . :
! i | 1
! ] e I-——————- e et +
I 1 1 i
o= == deree el i i i
] I | 1 1 |
| I 1 I 1 I

i [ i
“ i i i
0y J' g ; r 0 2 4 6

(a) Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (b) Kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Sekil 2.4 : Kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar.

—X; . (R . . (3h
p(x;) = sin (x 2x ) , 0 =sin (5) sin(h) sin (7) ,i=0,...,.N

olmak tizere

PP (xi—2), Xicp < x < Xioq
—Pz(xi—z)l?(xi)
—p(xi2)p(xip1)p(xi1)  xim1 <x <X
| —p(xit2) P (xim1),
T (x) = 9 p(xi—2)p*(xit1)
+p(xir2)p(xi-1)p(xiv1) X <x <xig
+p* (xiy2) p(xi),
—p° (xi42), Xit1 S x < Xit2
L 0, diger

seklinde elde edilir.

Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak problemin analitik ¢6ziimii icin

genel yaklagim
N+1

U(x,t) = Un(x,t) = ) &(1)T7 (x)
i=—1
olarak tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 zamana bagli parametreleri ve Ti3 (x) fonksiyonlari

kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

T3(x) fonksiyonlari [x;_2,x;2] araliginin diginda sifirdir ve [x;_2,%;;2] araliginda dort

elemant rter. Her bir [x;,x;41] sonlu elemant T3 | (x), T (x), T, (x), T3, (x) seklindeki dort

14



kiibik trigonometrik B-spline tarafindan ortiileceginden
i+2
U(x,t) ~ Un(x,0) = ) 8

Jj=i—1

U(x,1) = Gt (T2 () + 8i(0)T7 (x) + 81 (0 T (x) + 8i22(1) T2 (x)

elde edilir. Bu yaklagim i¢in kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilarak x; noktasindaki

U (x;,t) ve birinci ve ikinci tiirevi i¢in yaklagimlar

i+2
UN()C,',[) =U; = Z 6]7}3(%)
j=i1
dUN(xt o f 5 dT3( )
dx sl
d’Uy(x,1) // B ’*i 5, L) d2T3(xl)
dx? el A2

olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

X h 3h
oy = sin’ (§> csc(h)csc <7)

2
1+ cos(h)

3 3h
B = —cse (7)

Oh =

olmak tlizere

Ui= 061+ 08+ a1+
U; = Bi8i—1 + Badir (2.2.3)

U =161+ 18 +71611

esitlikleri bulunur [17].
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2.2.2 Kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Tl.5 kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini hesaplamak i¢in ise (2.2.1) bagintisinda

k =5 alindiginda

p(x;) = sin (x_zxi>

olmak tizere

T = T~ BT 24

elde edilir. Kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin1 bulabilmek i¢in gerekli olan kuartik

trigonometrik B-spline esitlikleri

o (g) sifh () sin (%) sin (2h) sin (S—Zh>

olmak uizere

( P (x) X S X< Xy
—P4(Xi)P(Xi+2) = P3 (xi)p(xi3)P(xig1)
—p*(xi) p(xita) P2 (xi41) — P(x) p(xivs) PP (xi1)  ,xip1 <x < Xij2
P (%) p? (xix3) + P (x) p(xiva) (i 1) p(xit3)
+p*(xi) p*(xit4) p(xi42)
p(xi) 4 1 +p(x;) p(xi+5) P* (Xi1) p(xi43) Xip2 <X < Xig3
sin () L')=4 +p(xi) p(Xivs) p(Xiy1) P(Xiva) p(Xit2)
2 +p(xi) p? (xi+5) P? (xi42)
—p* ()P (xiya) — p(xi) p(xiys) p(xig1) P> (xiya)
—p(xi)p* (xigs)p(Xit2) p(Xita) Xig3 <X < Xigs
—p(x;)p? (xits)p(xit3)
p(x)p*(xits) s Xitd <X < Xjts
L 0 , diger durumlar
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veE

p(xi+6)Tzil X

sin (%)

—p(xize)p* (xiv1)
(xz+6)P (xi1)p(xit3)
+p(xl+6)P2(xz+1) (it )( 2)
+p(xive)p(Xiv1)p (xz—i-S)P (xi+2)
+p (xz+6)p3(xi+2)

—-p (Xi+6)1?2 (Xit1 )P2 (Xit4)

—p(Xi6) P(Xit1) P (Xits) p(Xit2) p(Xita)

—p(Xite)p(Xit1 )PZ (Xiys)p(xiv3)
—p?(Xit6) P* (Xi42) P (Xis4)
—P2 (Xit6)P(Xiv2)P(xits)p(xiy3)
—P3 (Xi+6)192 (xi13)
p(Xire)p(xi1) P> (xits)
+p? (xi+6)P(xi+2)P2 (Xiys)
+p (Xz+6)P(Xz+3)P(xi+5)
(xz+6) (Xita)

(xz+6)

17

yXit1 <x< Xit2

$Xip2 S X < Xj43

$Xit3 S X < Xit4

s Xitd <X < Xjg5

s Xigs < X < Xite
, diger durumlar



olarak yazilabileceginden (2.2.4) esitligi

(

3

( ) (i
p?(x;
+P(X:) (i
+p<xl) (lerS

p(xi) T_4( ) _ l +p2gxi+6)€3(xi+2)
sin (%) ' 0 —p~(xi)p> (Xiva)

\

—p*(x ) (xl+z)
(x )P(xl+4)
(x,)p(x,+5)
—p(Xive

p (X)

»
I

( i) p(xit3)p(Xit1)
Z(XH_])
(xH—l)
(lerl)
(x1+3)
4)p(xit1)p(xis3)
(XH—4) (XH—Z)
(xH-] )P (xiv3)
(x,+1) (Xiva)P(xit2)
+p(x,)p2(xl+5)p2(x,+2)
+p(xit6) P’ (xip1) p(xig3)
+p(xire) P (Xi1) p(xiva) P(xis2)
+p(xi6) P(xiy1) P(xits) p* (xis2)

—p(xi)p(xiv5)p(Xit1 )P2 (xiva)
—p(x;)p* (xigs) p(xi2) p(Xita)
—p(xi)p* (xi+5) p(xit3)
—p(xiy6)p* (Xig1) P (xiv4)
—p(Xir6)p(Xi1)P(Xits) p(Xit2) p(Xita)
_p(xi+6)p(xi+1 )P2 (xi+5)19(xi+3)
—p* (Xir6) P* (xi42) p(xisa)
— P (Xi46) P? (xi42) p(xiys) p(xit3)
— P (Xi46)P? (xi43)
p(xis1)p*(xigs) + P(xz+6)P(xz+1)
+p*(xi6) P(xit2) P
P (xir6)p(xi43)p(Xiss) + p (xz+6)p<xi+4)
—PS (xi+6)

X <x < Xiy1

s Xipl S X< Xjy2

, Xit2 <x< Xit3

3 Xit3 S x < Xjp4

3 Xit3 S X < Xjpq

Xird <X < Xjgs

s Xips S x < Xjte
, diger durumlar

seklinde bulunur. Sekil 2.4° de kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar gosterildi.

Kuintik B-spline fonksiyonlarin yazimi ile uyumlu olmasi i¢in diizenlemeler yapilirsa bo-

linme noktalarindaki 7} (x) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar p(x;) = sin (35%),6 =
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sin (%) sin(h) sin (%) sin(2h) sin (%) ,i=0,....,N olmak iizere

formunda bulunur.

(

(x, 3)
(x, 3)[9()51—1)
p (n 3)p(x )p( 2)
—p*(xi-3)p(xir1)p* (xi-2)

—p(xi—3)p(xi2) p* (xi- 2)—P(xz+3) *(xi2)

173()5; 3)p x,)
-Hﬁwkﬁp&wﬂp@ —2)p(x)
+p*(xi-3)p* (xix1) p(xi1)
+p(xi=3) p(xis2) P> (xi=2) p(xi)
+p(xi-3) p(xit2) p(xi-2) p(xiv1) p(xi-1)
+p(xi-3) p*(xir2) p*(xi-1)
+p(xi-3)p (xi—2) p(xi)
+p(xi43) p? (xi—2) p(xit1) p(xi1)
+p(xi13) p(xi—2) p(xis2) P (xi-1)
+P2(Xi+3)1?3(xl 1)
—p*(xi=3) P> (xig1)

—p(xi-3)p(xiy2) p(xi2) p* (xit1)
—p(xi,3)p2(x,+2) (xi—1)p(xit1)
—p(xi3)p (x,+2) (xi)
_P(xi+3)P (xle)pz(thl)
—p(xi13)p(xi2)p(xit2) p(xi-1)p(xit1)
—P(Xi+3)P(Xi—z)Pz(Xi+2)P(Xi—1)
—P2 (xi+3)P2 (xi—l )P(xi+1 )
—p*(xi43) p(xi-1) p(xit2) p(x)
—p* (xi3) p* (xi)
p(xif3)P4(xi+2) +P(xi+3)p(xz 2)P° (xi42)
+p (xl+3)p(x, 1) (x,+2)
+p*(xip3)p(x )P(xz+z) + p* (xig3)

4 (xl+3)
0

p(xiy1)

19

3 Xi—3 <X < Xj-2

X2 S x < Xj—|

X1 S x < X

X S x < Xjg1

Xigl < x < Xit2

s Xip2 S X < Xj43
, diger durumlar

(2.2.5)



j=i—2,i—1,i,i+1,i+ 2 olmak iizere

x—m}r X
lim —(T(x)) = lim i(T~5(x))
xﬂxj+ dx' x—xo dX !

&> s A s
ng;@(ﬂ (x)) _XILT?E(TI' (%))
lim d’ (T5( )) = lim d’ (TS( )

— (T (x)) = — (7T (x
x—xt dx3! X=X dx3!

d* a*

lim — (T (x)) = lim —(T?
xil?; 23 (I (%)) xgg_ 74 (1 (%)

oldugundan Ti5 (x) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, iigiincti ve

dordiinci tiirevinin x;_2,Xx; 1, X;,X; 1 X;42 boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin

i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii icin ise genel yaklasim kuintik trigonometrik B-spline

kullanilarak
N+1

Ul(x,t) = Uy(x,1) = '_Zz T2 (x)8i(t) (2.2.6)

seklinde tanimlanabilir. Burada o; katsayilar1 zamana bagli degiskenler olmak iizere Ti5 (x)

fonksiyonlar1 kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin1 gosterir.

T?(x) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar [x;_3,x;;3] araligim diginda stfirdir

ve Tl-5 (x) trigonometrik B-spline fonksiyonlari [x;_3,x;;3] arahiginda ardigik alti elemani

ortmektedir. Bu durumda (2.2.6) yaklagimi
i+3

U(x,t) = Uy(x,t) = Z Tj-s(x)Sj
j=i—2
Ux,t) =T (x)8i o+ T2 | (x) 81 + TP (x) 6+

i—

T3 ()81 + T () Bin + T7 4 (%) 813

elde edilir. Elde edilen bu yaklasim icin (2.2.5) kuintik trigonometrik B-spline esitliklerinin

kullanilmasiyla x; noktasindaki U(x;,7) ve birinci-ikinci-iigiincii ve dordiincti tiirevi i¢in
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yaklagimlar,

i+3
UN<)C,',Z‘) =U;= Z Tf(x)Sj
j=i—2
dUN(xi,t) . U, . H_Zs deS(x)é'
dx l_j:i—z dx
PUNGt) _ o R CT)
g U= X e
i=i—2
d*Upy (xi,1) —_y"— Hi d3Tj5(x)8
a3 7 _j:l.fz dx3
d*Uy(xi,1) U — Pri d4Tj5(x)5.
ax* Tt e, ddt /
olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
5 (h
sin’ (5
L s ()
0
2sin’ (%) cos (%) (16cos2 (%) —3)
ajy — )
0
4 (h 2 (h - 5 (h
o — 2 (1 +48cos (7) —16cos (7)) sin (2)
6 bl
5Sln (4)cos (&)
b =

5)
20
b 5s1n (%) cos? (% (8 cos? (%) —3)
) =

N— ~

9 b
5sin’ (%) (5cos2 (%) — 1)
= 46 ’
5sin’ (%) cos( )( 15cos? (g)+3—|—16cos (%))
) = ’
26
SSln (%) (16cos ( ) 5cos? (%) + 1)
3 = 20 5
5sin? (%) cos (%) (25cos? (%) —13)
di=- 86 ’
5s1n (%) cos ( ) (8cos* (%) 35cos? (%)4—15)
b= 40 ’
5 (125cos* (%) — 114 cos? (’%) +13) sin (g)
‘= 166 ’
5sin (g) cos (%) (1760036 (%) — 137 cos? (%) — 6cos? (%) + 15)
€) = — ’
80
5 (92cos6 (%) — 117 cos? (g) + 62 cos? (%) — 13) (—1 +4cos? (%)) sin (%)
€3 — ’
86
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olmak uizere

Ui=a10i—2+ax0i—1+a30; + a1 + a1 812
U =b18i_2+br8i_1 — b6 11 — b16i42
U'=c18 2+ 281+ ¢36+ 2811+ 1642
U" =d\6i_2+dr8—1 —d28;11 — d1 8142

4
UY = 0185 +e28 1+ 38+ €281 +e18:42

1

esitlikleri bulunur [17].
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3. IKiLIi BURGERS DENKLEMIi VE MODEL PROBLEMLER

3.1 Giris

Bir akigkan icindeki parcaciklarin hareketinin arastirllmasi FEinstein’a ve hatta
ondan da Brown’a kadar uzanir. Esipov [12] calismalarini, yer c¢ekiminin partikiiller
izerindeki etkisi iizerine yapmustir. Partikiillerin, kalan sividan daha agir olmasi
durumunda ortaya c¢ikan harekete sedimantasyon adi verildigi sonucuna vardi ki buna
‘creaming’ dedi. Bu cercevede ikili Burgers denklemi sedimantasyonun tanimlanmasinda
onemli bir rol oynar ve ayrica iki farkli partikiil c¢esidinin Olgeklenmis hacim
konsantrasyonunun sivi siispansyonlart veya yercekimi etkisi altindaki kolloidlerdeki
degisiminde de Onemli rol oynamaktadir [11]. ikili Burgers denklemi Esipov [12]
tarafindan tiiretilmis olup Onemli akis denklemlerinden biridir ve zengin dinamiklere
sahiptir. Esipov sedimantasyon hizinin, olusturan partikiillerin hacim fraksiyonuna
bagh oldugunu ve konsantrasyon profilleri icin Burgers benzeri denklemlere ihtiyag
oldugunu belirtti. Aslinda ikili Burgers denklemi yaygin olarak hem dogrusal
olmayan konveksiyon hem de viskozite terimleri icermesinden Navier-Stokes

denkleminin basit sekli olarak bilinir.

U (x,t) ve V (x,t) bilinmeyen fonksiyonlar olmak iizere, ikili Burgers Denklemi

U—Un+kUUs+ ko (UV)y =0  x€lab], 1€[0,T] (3.1.1a)

Vi~V + kiVVe+ k3(UV)y =0  x€lab], t€[0,T] (3.1.1b)

biciminde verilir. Burada ki, k, ve k3 reel sabitlerdir. Ayrica x ve ¢ ise sirasiyla konum ve zaman
acisindan tiirevleri gosterir. Denklemde U U, ve V'V, lineer olmayan terimler, Uy, ve V, difiizyon

terimleridir. Denklem

baslangic sartlar1 ve

Ul(a,t) = fi(a,t), U(b,t) = fa(b,t), t€10,7]
V(a,t) =gi(a,1), V(b,t) = ga(b,t), t€10,7T]



sinir sartlart ile goz Oniine alindi. Burada f(x), g(x), fi(a,t),f2(b,t), gi(a,t) ve g»(b,t) on

tanimli fonksiyonlardir [11].

Ikili Burgers denkleminin tam ¢oziimii baglangic ve simir sartlariin genis bir
araligr icin mevcut degildir. Bu nedenle denklemin niimerik ve yaklasik ¢6ziimiinii
bulmaya ihtiyac vardir. ikili Burgers denkleminin daha fazla ozelligini bulmak amaciyla
literatiirde bir¢ok calisma bulunmaktadir. Bunlarin arasinda, Kaya [21] ayristirma yOntemi
kullanarak uygun baglangi¢ sartlar ile birlikte verilen ikili viscous Burgers denklem sisteminin
¢Oziimiinii goz Oniine aldi. Kaya makalesinde ¢oziimii kolay hesaplanabilir bilesenlere sahip
yakinsak kuvvet serileri formunda elde etti. Abdou ve Soliman [22] Burgers ve ikili Burgers
denklemlerinin ¢oziimlerini varyasyonel iterasyon yontemi ile tam olarak elde ettiler ve elde
ettikleri sonuglari Adomian ayrigtirma yoOntemiyle elde edilen sonuclarla karsilastirdirlar.
Sonucta kendi yontemleri ile elde ettikleri sonug¢larin daha iyi oldugunu gosterdiler. Yazarlar
makalelerinde =~ Adomian  polinomlarin  hesaplanmasinda  ortaya c¢ikan  zorlugun
istesinden gelmek icin He’nin varyasyonel iterasyon yoOntemini sundular. Dehghan
vd. [23] calismalarinda, modifiye edilmis domian ayristirma yontemi ile Pade yaklasiminin
bir kombinasyonu olan ADM-PADE (MADM-PADE) teknigini uygulayarak homojen
ve homojen olmayan iki boyutlu parabolik denklemi ¢6zmeyi amacladilar ve bu
tekni8i ikili Burgers denklemlerini ¢6zmek i¢in kullandilar. Khater vd. [24] bazi lineer
olmayan kismi diferansiyel denklem tiirlerinin niimerik c¢oziimlerini elde edebilmek
icin diferansiyel Chebyshev polinomlarina dayali spektral kollokasyon yOntemini
incelediler. Ele aldiklari problemi dordiincii mertebe Runge-Kutta yontemiyle c¢oziilen adi
diferansiyel denklemler sistemine indirgediler. Yontemlerini 1-boyutlu Burgers, KdV-Burgers,
ikili Burgers, 2-boyutlu Burgers ve 2-boyutlu Burgers sistemlerine uyguladilar ve elde
ettikleri niimerik sonuglarin tam ¢oziimle iyi bir uyum i¢inde oldugunu buldular. Rashid ve
Ismail [25] bir boyutlu ikili Burgers denkleminin yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in Fourier
pseudo-spectral yontemini kullandilar. Bu ¢alismalari icin bilinen tam ¢dziime sahip iki test
problemini ele aldilar. Mittal ve Arora [26] uygun baslangi¢ ve sinir sartlar ile birlikte verilen
ikili viscous Burgers denklem sisteminin niimerik ¢6ziimii i¢in diizgiin dii§iim noktalari
tizerinde verilen kiibik B-spline kollokasyon semasini kullanan niimerik bir yontem Onerdiler.
Yazarlarin bu semast zaman yOniindeki integrasyon i¢in Crank-Nicolson formiilasyonuna ve
konum yoniindeki integrasyon icginde kiibik B-spline fonksiyonlarina dayaniyordu. Sadek ve

Kucuk [27] Burgers denklemlerinin ikili sisteminin en ideal kontrol noktasinin ¢éziimii i¢in bir
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metodoloji tanimladilar. Jia vd. [28] ikili Burgers denklemi icin H'-Galerkin sonlu eleman
yontemini ele aldilar ve ikili Burgers denkleminin yar1 ayrik ve tam ayrik semalarinin
uygun hata tahminlerini tiirettiler. Ugar [29] doktora tezinde ikili Burgers, ikili KdV ve
ikili mKdV denklemlerinin farkli dereceden B-spline fonksiyonlar kullanarak Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon yontemleri ile niimerik c¢oziimlerini elde etti.
Kutluay ve Ucar [30] Galerkin kuadratik B-spline sonlu eleman yontemi ile ikili Burgers
denklemini ¢ozdiiler. Coziimde kullandiklar1 yontemin performansini {i¢ test problemi iizerinde
incelediler ve elde ettikleri niimerik sonuclar1 literatiirde mevcut bazi1 diger sonuglarla
karsilagtirdilar. Desai ve Pradhan [31] Homotopy pertiirbasyon yontemini kullanarak
ikili Burgers denklemi ve Burgers denkleminin tam ¢Oziimiinii elde ettiler. Yazarlar elde
ettikleri c¢oziimlerin Adomiyan ayristirma yontemiyle elde edilen c¢oziimlerle tamamen
aynt oldugunu buldular. Srivastava vd. [32] diizgiin diigiim noktalar1 iizerinde bir
boyutlu ikili Burgers denkleminin ¢oziimii icin kapali sonlu fark yontemini Onerdiler.
Yazarlar onerdikleri yontemin irettigi lineer olmayan fark denklemleri sistemini her bir
iterasyonda cozerek yaklasik c¢oziimleri ele ettiler. Kumar ve Pandit [33] sonlu fark
yontemi ve Haar dalgaciklar yontemine dayali kompozit bir niimerik semayir zamana
bagli uygun baslangic ve smnir sartlarn ile birlikte verilen ikili Burgers denklemini
cozmek icin Onerdiler. Mittal ve Tripathi [34] ikili Burgers denkleminin yaklagsik
cOoziimiinii elde etmek icin kollokasyon temelli niimerik bir sema Onerdiler. Yazarlarin
kullandigi bu sema modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlarint kullanmistir.
Siraj-ul-Islam vd. [35] kuazi lineer olmayan hiperbolik denklemler ve ikili Burgers
denklemleri, ikili Korteweg-de Vries (KdV) denklemlerinin ¢oziimleri i¢in radyal baz
fonksiyonlara dayali kollokasyon (Kansa) formiilii gelistirdiler. Abdullah vd. [36]
ikili viscous Burgers denklemleri (CVBE) i¢in kiibik B-spline ve hermit formiillerine
dayali niimerik bir prosediir gelistirdiler. Yazarlar konum boyutuna Hermit formiilii
ve kiibik B-spline kombinasyonuna dayali bir yontemi uygularken zaman boyutuna
yaklasimda tipik sonlu fark yoOntemini kullandilar. Mittal ve Jiwari [37] diferansiyel
kuadratiir yontemini kullanarak ikili viscous Burgers denklemini c¢ozdiiler. Yazarlar
sunduklar1  yontemin dogrulugunu ve kullanilabilirligini gostermek igin iki test
problemini goz oniine aldilar. Bhatt ve Khaliq [38] hicbir lineerlestirme veya doniistiirme
teknigi  kullanmadan, orjinal formlarinda, lineer olmayan ikili viscous Burgers

denkleminin dogrudan integrasyonu icin dordiincii-mertebe sonlu farklar gemasiyla
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birlikte iki modifiye edilmis dordiincii-mertebeden iistel zaman farki Runge-Kutta
(ETDRK) yontemini sundular. Raslan vd. [39] uygun baslangic ve simir sartlariyla
ile birlikte verilen Burgers denkleminin ¢oziimii i¢in kiibik trigonometrik B-spline
(CTB) fonksiyonlarin1 olusturmus ve kollokasyon yontemini kullanmiglardir. Onarcan
ve Hepson [40] yiiksek dereceden trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin diisiik
dereceden olanlarina gore daha avantajli  oldugunu belirterek, ikili  Burgers
denkleminin c¢oziimiinde kuintik trigonometrik B-spline baz fonksiyonlarim1 kullanarak ele
ettiler. Zhang vd. [41] kararsiz lineer olmayan ikili Burgers denklemini ¢c6zmek icin gelistirilmis
geriye doniik yerine yerlestirme yontemini kullanarak bir ilk deneme gerceklestirdiler. Kapoor
[42] bir boyutlu lineer olmayan Burgers denkleminin analitik ¢6ziimiine ulagsmak i¢in Homotopy
perturbation yontemini 6nerdi. Nazir vd. [43] siirekli stokastik siirecler, akustik transmisyonlar
ve aerofoil akis teorisi ve akigkan dinami8i ¢alismasinda ortaya ¢ikan ikili viscous Burgers
denkleminin niimerik davraniglar icin yeni bir kiibik B-spline yaklagim teknigini tanittilar.
Yazarlar elde ettikleri kismi diferansiyel denklemler sistemini zaman yoniinde sonlu fark
formiilasyonunu kullanarak, konum yoniinde ise yeni kiibik B-spline baz yaklagimim

kullanarak ayriklagtirmis ve yaklasik ¢oziimii elde etmislerdir.

3.2 Model Problemler

3.2.1 Problem 1

Ik problem olarak, (3.1.1) ile verilen ikili Burgers denklemi, k; = —2 ve k, = k3 = 1 olmak

uzere

Uy — Uge —2UUc+ (UV)y =0

Vi = Ve —2VVe+ (UV), =0

biciminde ve

U(x,0) =sin(x), V(x,0)=sin(x)

baslangic sartlari ile gdz Oniine alindi. Bu problemin tam ¢oziimii
U(x,t) =V(x,t) = e 'sin(x)

dir [21]. Bu problemin kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman

yontemi ile yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasinda gerekli olan sinir sartlari tam ¢éziimden alindi.
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3.2.2 Problem 2

Ikinci problem olarak, (3.1.1) ile verilen ikili Burgers denklemi, k; = 2 olmak iizere

U — U+ 20U + ko (UV ) = 0

Vi = Ve +2VVe+ k3 (UV) = 0

biciminde goz oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii

1 [ 4koks —1
—0.05ved = —qq 2371
o vea =54 ( Dy — 1 )

olmak uizere

2k —1
4koks — 1

23 — 1 2y — 1
= -2 — h(A(x—2A
V(x,t) =ag (Zkz—l) (4k2k3_1)tan (A(x 1))

dir [44]. Bu problemin kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman

Ul(x,t) = ag— 24 ( ) tanh(A (x — 24t))

yontemi ile yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinda gerekli olan baglangi¢ ve siir sartlar1 tam

¢oziimden alindi.

3.2.3 Problem 3

Son olarak, (3.1.1) ile verilen ikili Burgers denklemi

sin(27x), x € [0,0.5]
U(x,0) :{ Ojr x€(0.5,1]

- 0, x€[0,0.5]
V(x,0) —{ —sin(27x), x€(0.5,1]

baslangic sartlar1 ve sinir sartlarinin tiimii sifir olarak alindi [26].

(3.1.1) ikili Burgers denklemi yukarida verilen farkli baslangi¢ ve sinir sartlarina sahip
tic model problem ile birlikte goz oOniine alindi. Her bir problem icin elde edilen niimerik

coziimlerin analitik ¢6zlime ne 0l¢iide yaklastigini incelemek icin

N

Y (U= (Un)il?
j=0

L..= max |U;— (Uy);
Fop o
=0

seklinde tanimlanan L, ve L. hata normlar1 hesaplandi.
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4. IKILI BURGERS DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE
KOLLOKASYON YONTEMI iLE NUMERIK COZUMLERI

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen ikili Burgers denkleminin, denklemdeki lineer olmayan terimler
icin LIN-1 ve LIN-2 olmak iizere iki farkli lineerlestirme kullanilarak kiibik ve kuintik
trigonometrik B-spline Kollokasyon yontemi ile niimerik semasi elde edildi. Daha sonra bu
sema kullanilarak 6nceki boliimde tanitilan iic model problemin niimerik ¢oziimleri bulundu.
Elde edilen bu niimerik ¢oziimler problemlerin mevcut tam ¢oziimii ve/veya literatiirdeki diger

arastirmacilarin verdikleri sonuglar ile cizelgeler halinde karsilastirildi.

4.1 Lineerlestirme-1 (LIN-1)

(3.1.1) denkleminde lineer olmayan terimlerdeki U ve V yerine sirasiyla U = Z; ve V = G;

alinirsa

Ui — U+ ki1 ZUy + kUG + ko Z;Vy, = 0

Vi — Vi +ki1GiVy +k3UGi+ k3 Z;V, =0

elde edilir. Denklemde goriilen U; ve V; terimleri yerine ileri fark yaklagimlart ve Uy, Vi, Uy,

V. terimleri yerine de Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlar yazilirsa

U U U™+ U (U U
At 2 2
Un+l Un VnJrl Vn
k> G; % +kyZ; % 0
VR v
At 2 2
Un+1 un VnJrl \VL
k3G; g + k3 Z; g -0
2 2
bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
2Un+1 n+1 n+1 n+1 n+1 20"
—U.,  +kiZU "W +koGU;" +kZV," = —+
At At
fo—klin)’: —sziU; —kZZiVxn (4.1.13.)
Vn—l—l yn
2~ — VI L GV bl GUMT kv = 2+
Vi —kiGiV] —ksGU! —ksZV! (4.1.1b)

elde edilir.
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4.1.1 Kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi (KBTBKY)

U(x,t) ve V(x,t)’ye bir yaklasim sirasiyla Uy(x,7) ve Vy(x,t), kiibik trigonometrik

fonksiyonlar kullanilarak

N+1 N-+1

UN(XJ) Z 6iT3( )Ve VN(X t) Z G,Tf(x)

i=—1 i=—1
seklinde yazilabilir. Bu yaklagimlarda, x = x; kollokasyon noktasinda kiibik trigonometrik

fonksiyonlarin kullanilmasiyla Boliim 2’de de ayrintili olarak anlatilan ve (2.2.3) ile verilen

U ve V ile U ve V nin birinci ve ikinci tiirevleri

U=Z=018_1+ 08+ 0011
Ur = B16i-1 + P20i1

=%6i—1+ 10+ 7,6i+1
V=G =0a10;_1+00;+ 010
Vi =P10i-1+P20i+1

Vix = Y10i-1 +%0i + ¥,0i11

. h 3h
oy = sin’ (§> csc(h)csc <7)

biciminde yazilir. Burada

o 2
>~ T+cos(h)
3 3h
B = —cse (7)
3 3h
B, = chc (7)
~ 3((143cos(h)esc? (4))
n= 16( ZCos( ) cos (%)
3cot? (4
L 3el()

2+4cos(h)
dir. (4.1.1) ile verilen sistemde bu yaklagimlar yerlerine yazilir ve (n+ 1). zaman seviyesindeki

bilinmeyenler sol tarafta, n. zaman seviyesindeki bilinmeyenler sag tarafta toplanirsa
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2(061 5-”:L1 + (X25in+1 + 0 5n+1)
S o s ) e Zi(Bi
+ B8 + ko Gi(Br 8 + o5

)+ kaZi(Broth + Baopt)

A7 (16" | + 00"+ oy iil) + (o + 1o+ 7’161";1)

—k1Zi(B16/L 1 + P20/ 1) — kaGi(B16" | + B2/ 1) — kaZi(B10i- | + 207 1)

2(061 G-n_—i_]] + OCan_H + o G-YH_]])
: Al‘l S A (’}’1(7{1__’_]1 + ’}/QGZ-IH_] + %Gﬁ:—ll) +k1Gi(By Gl-n_—i_ll
+ B0l ) + ks Gi( B 8 + Bo8 !

"+ kaZi(Biot + Baoth

=4, (0 + a0 + o106l ) + (N0 + 107 + %01 y)

—kiGi(B1o; | + P20y 1) — k3Gi(B16]" | + P20}y 1) — ksZi(Bro]" | + P20} )

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

200 2
5! (E — N+ ki Zii +kaGipr) + 0 (kaZiPr) + 8! (Eaz —p)+00)
2
+8! (A_Z‘al — N +kiZifs + k2 Gia) + o (kaZiB2)

200 2
=6/ (A_t] + 7 —kiZiB1 —kGif1) + 6i | (—kaZiB1) + 51'"(A—ta2 + 1)+ 0 (0)

n 2 n
+0 (o + 1 —kiZify —kaGiP2) + 67 (—kaZifa)

; 2 )
814 (ks Gify) + 01 (01 — 11+ ki Gy +ksZify) + 8/ (0)

) 2
+0! T (0 = 1) + 1 (aGifa) + 01 (01 = 11+ Gifa + kaZiB2)

At
n n 2 n
=6 1(—k3Gip1) + o (Eal +7 —kiGiff1 —k3Zif1) + 6;'(0)

2 2
+ Gi"(EOCz +%)+ 6/ 1 (=k3Gif2) + o} | (Eal + 1 —kiGif2 —k3Zip)
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elde edilir. Bu sistem

veE

olmak tizere

200
al = A_tl —N+kiZiB1 + kG
612 :kzziﬁl
3=—0n—
a Al 2— P
a4 =0
2
as = Eal —N+kiZi + kG
ab = kyZi3
al = k3G
2
a8 = AT +k1GiB1 +k3Zi3
a9 =0
10 2 o +
al) = —
I 21T Y
all :k3Giﬁ2

2
al2 = A% N +k1GiB2 +k3Zif3

200
bl = A_tl +1 —kiZif1 — koGiBi
b2 = —koZi 3
b3 = 2 o +
Y 21T Y2
b4 =0
2
b5 = A_tal +1 —kiZify — koGipo
b6 = —koZ; 3>
b1 = —k3Gif3
2
b8 = =
A7 o0+
b9 =0
b10 = 2 o+
= Al 21T
b1l = —ksG;B,

2
b12 = Aoty —ki1GiB2 — k3Zif3
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(al>5in_+]1 (a2) n—H (03)5;1—#-1 (a4) n+1 (05)5n+] (a6) n—H

i+1 i+1
= (b1)& + (b2)0i" | + (b3)]" + (b4) 0} + (b5) ]y | + (b6) T}

(@?)8M! + (a8)0/ ! + (a9)8! ! + (al0)o/ ! + (al1)874! + (al2) l’fll

= (b7)6{L + (b8)oiL | + (£9)5" + (b10)o]" + (b11)6] | + (b12)0} 4

bigciminde gosterilebilir. Bu sistemde (2N + 2) denklem ve (2N + 6) bilinmeyen vardir. Sinir

sartlar1 kullamlarak O0_1, &y4+1, 0—1, ve Ony; sistemden yok edilir. Bu amagla, x = x;
kollokasyon noktasindaki
U(xi,t) = 161 + 06 + a1 41
V(xj,t) = 001 0;_1 + 02.0; + 01 G4 |
yaklagimlari kullanilirsa 0_1, Oy+1, O_1, ve Oy parametreleri

U()Co,l‘) =Up=016_1+ 00+ 016
5. Uy — a8y — 01 0y
] =

o
V(X(),t) =Vo=a106_1+ 00; + 01 0]
Vo— ooy — a0y
Oo_1 =
041
U(XN,Z‘> =

Unv = 0q0n—1+ 010N + 0o On+1
Su. Uy — o éy-1— 0y
N+l =

o
V(XN,Z‘) =Vy=010y_1+ 00N + 01 ON+1
VN —aioy_1 — 0N
ON+1 =

(04]
bi¢ciminde bulunur. Boylece i = 0 i¢in yerine yazilir

Un+1 — o 6n+1 _ 5n+1 Vn+1 o o.n+1 o Gn+1
al(o 29 1 )+a2(0 0 107 )
(04} o

+ 87 (a3) + o)+ (ad) + 81 (a5) + 6 ()
U — o 6 — a7 Vi — ol — oo}
bl( 0 2 0 )+b2( 2 0 1 1)
o (09]

+ 6y (b3) + o (b4) + 07 (bS5) + o7 (b6)
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a7(U61+1 _ a256l+1 _ 06151n+l ) +a8(Vé1+1 _ a26(1)1+1 _ 06161n+1)
(04} 091
+ 5(1)1+1(a9) + G(r)erl

(a10) + &8 (all) + o7t (al2)
U} — 6] — a 67 VI — ol — oy of
:b7(0 2% 11)+b8(0 290 11)
(04] (04]

+ 68 (b9) + o (b10) + 6 (b11) + o7 (P12)

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

—al —a2
& C;az+a3)+65’+1(‘;—°‘2+a4)+5f+1(a5—a1)+af+l(a6—a2)

1 1

—bl —b2 blun
= 803 — — 2y L o (T2 4 51 (b5 — b1) + 67 (b6 — b2) + ——0
o1 o o
L b alUjt!  a2vgt!
a ay a

7o
6n+1 9_ a
o (a o

—bTon b8y
= &) "(b10 — —=
0 ( a )+ 00 ( a

8
)+ 0t (a10 - L2

pealis M all —a7) + ol (al2 —a8)
1

)4 81 (b11 —b7) + o] (b12 — b8)
b7Ur b8V q7UMY a8Vt
+ 0 + 0o 0 . 0

(041 (04] (04]

(04

elde edilir. Benzer islemler i = N i¢in olusan hayali noktalar i¢in yapilirsa;

Sa
Suti(al —aS)+optl (a2 —a6) + 84t (a3 - e

(0]

ago
)+ ol (a4 — 522

o
_ Sn n n az n 052
=88 _ (b1 —b5) +om_ (b2 —b6) + 8% (b3 —bsg) + GN(b6a—)
1 1
Uy, 14 Uyt Vit
b5(“NY +b6(-NY —a5(N ) — g6(XN
+ (a1)+ (al)a(al) a(al)

o 12c
8l (a7 —all) + oy} (a8 —a12) + 8 (a9 - - 22) + oy al0— S
1

(09]
b12
:5]’\}_1(197—1911)+G]@_1(b8—b12)+5}\1,(—b11%)+61(‘,(b10— aOtz)
1 1
un v Un+1 Vn+1
+bo11() +p12() —al1(A—) —al2(A—)
(04] (04] (04 (041
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bulunur. Boylece

AX"™H = BX"+C (4.1.2)

seklinde bir kapal1 sistem elde edilir. Burada A ve B matrisleri ile C ve X vektorlerinin elemanlari

—alo —a2o
Ap=—22 13 A=
(041 o

Aiz=a5—al, Aiu=ab6—a2
To 8
Ay =a9— L2 Ay —al0— L2
(04] 091

A23 =all —617, A24 =al2—a8
Ajj=al, Ajjr1 = a2, Ajj2 = a3, Ajj3 = a4,
A,-j+4:a5, Aij+5 :a6, i:3(2)2N—1, j:i—2

Aij:a7; Aij—H =a8 7Aij+2:a97 Aij—|—3 :alo,

A,-j+4:a11, A,-j+5:a12, i:4(2)2N,j:i—3
Aont12nv—1 =al —as5, Aant1.2n = a2 — ab,
asSop abop
AoNt12N+1 = a3 — ; AoNt12N+2 = ad — )
(0] a
ANi2on—1 =dT —all, AaNi2on = a8 —al2,
allop al2op
Aoni2oN+1 = a9 — ,  Aani2on+2 =al0—
(04] 041
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—bloy —a2ohp

By =b3— , Bip= + a4,
(04 (041
B3 =b5—-b1, Bj4=b6—->b2
—bTon b80€2
By = By =b10— ——
21 o s 22 = o

Byy = b1l —b7, Boy—b12—b8
Bij=bl,  Bj1=b2, Bja=b3,  Bijz=Dbd,
Bija=b5  Bijss=b6, i=3Q22N—1, j=i-2
Bjj=b7,  Bij1 =08,  Bjji2=h9,
B;j+3 =b10, Bjji4 =Dbl11,
Bijys=b12,  i=4(2)2N, j=i-3
Bonti1onv—1 =b1—b5, Boyiionv = b2 — b6,
Bonyion+1 = b3 — b5%, Bontion+2 = b6%

Bont2on—1 =bT7—b11, Bonyoon =Db8—b12,

(07 b12a
Bon 2N+l = —b11-2, Boni2on+2 =010 — 2
(04] (04]
C - b1Us b2V alygt  a2vgt!
(04] (04] (04] (04]
- b7U5 | B8VG alugt!  a8Vgt!
(09 o oq o
C; =0, i=3(1)2N
ur Un+l Vn+1
Covet = b5(2N) 4 b6 as —ab
v+ =b5( )+ (al) (2 p ) —a6(= o )
Un Vn Un+1 n+1
C2N+2—b11(—N)+b12( )—all(—X—) —a12(2~—)
o (04] o

X = [50,60,61,61 ..... 5N71,6N71,5N,GN]T

bicimindedir. Boylece (2N +2) x (2N +2) seklindeki denklem sistemi ¢oziilebilir. Bu sistemden
8"1 ve o"*! parametrelerinin hesaplanabilmesi icin oncelikle 8° ve o parametrelerinin
hesaplanmasi gerekir. Bu parametreler problemle verilen baglangi¢ ve sinir sartlari kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanabilir.

t =0icin
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olur. Baglangi¢ sartlarimin x; diiglim noktalarindaki

degerleri kullanilarak 51-0 parametreleri i¢in

ve O; parametreleri i¢in

olmak tizere

o 0
o
o 0
o

UN()C,',O) = U(x,-,O) = Ui

W (x;,0) =V (x;,0) =V,

U(xi,t) = a16i—1 + 006; + 01 811

V(xi,t) = 01 0;—1 + 00; + 04| Oy |

(04
(0]

(04
(0]

o

o

(09}

(04]

(04)
(04]

(04)]
o

041
(0)

(04]
0%)

(04|

(04]

0_1
o

ON

| ON+1 |

Vn-1
Vn

(4.1.3)

4.1.4)

matris formunda gosterilen (N +3) x (N + 1) tipinde denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem

sistemlerini (N + 1) x (N + 1) seklinde ¢6ziilebilir bir sistem haline getirmek igin U ve V’ nin

birinci tiirevleri sinirlarda kullanilarak &_1, dy+1, 01 ve Oy parametreleri sistemlerden yok

edilir. Burada x = x; kollokasyon noktasindaki

U =Bi8i_1 + Brbis

V: = B16i—1 + B20i+1

yaklagimi kullanilarak sirasiyla 6_1, Oy1, 01 ve O, parametreleri;

i =01icin

Up=P18_1+ P = &1 =

Vo=PB10-1+ 01 = 0_1 =
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!

o (%) + 0y + 0 0y _alg +oc250+{ <1—%)} o1

!

Vy—Bro v,
o <0B—11321>+(X260+06161—061[31-I-OCzG()—I—{ (1—%)}61

i =N i¢in
/ Uy — Biy-—

UN = ﬁlsN—l +ﬁ25N+1 — 6N—|—1 = %

/ V’ — Bioy_i

Vy = Bion—1+ B2On+1 = Ont1 = %
U, — B8y U
o Oy—1+ 020N + 0 (%) = [ (1—%)} ON— 1+a26N+a1 B,
U, — On_ /
R (%) a [al (1_%)} ON— 1+O£20N+O£1 ﬁz

bulunur. Bulunan bu ifadeler (4.1.3) ve (4.1.4) denklem sisteminde tekrar yazildiginda

- 7oA

r 1 - - _ - U,
(05) al(l - g_?) 5() U() —0q /3?
o o o o1 U, 0
: = : + :
(o} [0%) 5 o ON—1 Un—1 0
1 !
I a(1-5) o | | o | | Uv | _ —061% _
ve
_ _— _ _ _ r v
% al(l_%) o) Vo —aip
04 (0% o o1 Vi 0
= : + :
(071 o Qa ON-1 Vn-1 0
1
i (Xl(l—%—z) (07) L ON i | VN i i _al‘g;/ |

(4.1.5)

(4.1.6)

(N+ 1) x (N+1) seklinde c¢oziilebilir denklem sistemleri elde edilir ve bu denklem

sistemlerinden baslangic parametreleri bulunur. Boylece elde edilen §° ve ¢ parametreleri

(4.1.2) sistemde kullanilarak istenilen # zamanindaki niimerik ¢6ziimler bulunur.

Burada da Uy ve Vy yaklasik ¢oziimlerini iyilestirmek icin denklem sistemindeki lineer

olmayan terimler i¢in herbir zaman adiminda

* n 1 n n
6 =9 +§(5i+1_5i)
o' =o'+ % (o7t — o)

biciminde tanimlanan i¢ iterasyon formiilleri birka¢ defa uygulanda.
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4.1.1.1 Kararhlik analizi

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen ikili Burgers sistemindeki ilk denklem olan (3.1.1a) ’ ya

KBTBKY uygulanmasiyla elde edilen ve Z; = UveG = V olmak iizere

87 (al) + 01 (a2) + 87 (a3) + 01 (ad) + 81 (a5) + 07 (a6) 4.1.7)

— &7 (b1) + 07, (b2) + 87 (b3) + G (b4) + 87, (b5) + 07,1 (b6)

seklindeki semanin kararhilik analizi von Neumann yontemi kullanilarak incelendi. Burada

204

al = E —N +kll/]\ﬁ1 —i-kz‘//\ﬁl
a2:k221~[31
2
3=—op—
a A 2 2
ad =0
2 8 N
as = A_tal —Nn+kUB+kV B
ab = kyZ;f3
al =k3Gif
2 AN A~
al = EOC] —n+k VB +k3UPB
a9=>0
10 2 o +
al0 = —
A 2
all =ksGifB,

2 ~ —
al2 = Eal —Nn+kVB+kUpB,

ve
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200

bl = A—t1+71—k1(7/31—k2‘7[31
b2 = —k U
b3 = 30624—}’2
At
b4=0
2 ~ ~
b5 = EOC1+?’1—/€1UI32—/€2V[32
b6 = —krU Bs
b7 = —k3V B
2
b8 = A—IOC2+’}’2
b9 =0
b10 = 3062+72
At
b1l = —k3V B,

2 = ~
b12 = i +n—kiVB—kUp;

dir. Bu semada, A ve B harmonik genlikler, ¢ = kh, kK mod numarasi, i = v/—1 ve g semalarin

amplifikasyon faktorii olmak iizere, 5]” ve o} yerine

5 = AL explij9)

o7 = B exp(ij9)

Cn—O—l
8= en
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
X+
8= x —iy

elde edilir. Burada

X|=A {2 (061 —%—At) cos ¢ + (az_'}’Z_Af)} ,
2 2
X, =A {2 (OC] +leAt) cos ¢ + (Otz—i-’szAt)}

ve

koAt BokiAt ~ BrkoAt s BikiAf ~ koAt~ BakoAt ~
Y:[sin(p(A(ﬁzzz V+ﬁ221 U—ﬁlz2 V+ﬁ121 U>+B(—ﬁ122 U—i—ﬁzzz U))]
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dir. ikili Burgers denklemi igin Ref. [39] ile verilen calismada uygulanan lineerlestirme
tekniginin sonucunda elde edilen niimerik sema ile bu calismada (4.1.7) ile verilen niimerik
sema benzer oldugundan Ref. [39]’da gosterildigi gibi benzer sekilde |g| < 1 bulunur. Buradan
sema sartsiz kararlidir. U ve V ’'nin simetrik olmasindan dolay: (3.1.1) ile verilen ikili Burgers

sistemindeki ikinci denklem olan (3.1.1b) icinde benzer sonuglar elde edilir.

4.1.2 Kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi (KNTBKY)

U(x,t) ve V(x,t)’ye bir yaklasim sirasiyla Uy(x,7) ve Vy(x,f), kuintik trigonometrik

fonksiyonlar kullanilarak

N+2 N+2
Un(x,t) = Z ST (x) ve Viy(x,1) = Z GiTl-S(x)

i=—2 i=—2

seklinde yazilabilir. Bu yaklagimlarda, x = x; kollokasyon noktasinda kuintik trigonometrik
fonksiyonlarin kullanilmasiyla Boliim 2’de de ayrintili olarak anlatilan ve (2.2.7) ile verilen

U ve V ile U ve V nin birinci ve ikinci turevleri

U =a10i—+a8i—1+a36;+ax0;+1 +ai 642
Uy =b16;—2+b26;—1 — 2011 — 1612
U = c10i—2 + 201 +¢36; + ¢28i11 + 1042
V =a10;_2+a0;_1+a30;+ax0;y1 +ai0;>
Vi =b10;2+b0;_1 —b0;11 —b10;12

Vix = €10;_2 +€20i—1 +¢30; + ¢2041 + €10j42

biciminde yazilir. Burada

0 =sin(h/2)sin(h)sin(3k/2) sin(2h) sin(5h/2)

olmak tizere
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a; =sin(h/2)° /6
ap = (4sin(2h) — 11sin(3h) +4sin(4h) + 9sin(h))/(160)
— (2sin(h/2)> (48 sin(h/2)*) — 80sin(h/2)> +33)/6
by = —(5cos(h/2)sin(h/2)*)/(26)
by = —(5sin((h/2)*)8sin(h/2)*) — 13sin(h/2)* +5)/6
c1 =20sin(h/2)% — 25 xsin(h/2)°)/(40)
2 = —20(sin(2h) — 35sin(3h) + 20sin(4h) — 15sin(h)) /(646
= (5sin(h/2)3(43sin(h/2)* — 48sin(h/2)* 4 16sin(h/2)® — 12))/(26)
dir. (4.1.1) ile verilen ikili Burgers denkleminde bu yaklagimlar yerine yazihir ve (n+ 1).

zaman seviyesindeki bilinmeyenler sol tarafta, n. zaman seviyesindeki bilinmeyenler sag tarafta

toplanirsa

(a15" +a25”+1 +a35"+1 +a25’f11 +a; 51’_’:51)
At

— (18 + 28 e8I a8 e ) K Zi(bi 8y + ba8T | — ba8Ey — b18])

+haGi(b1 815 + b2 — b8 — 518 + ko Zi(b1 8y + b2 8| — b8l — b1 8],)
_ 2(a13l~_2—|—a23l._1 ~|—a36i +6125+1 +a161+2)
At

—k1Zi(b10]' 5 + 028" | — 28] | — b15]',)

+(c16{5 + 20 | + 36 + 26/ 1 +c16i5)

—kaGi(b18] 5+ b28]" | —b28]' | —b18]Y,)

—kyZ; (b1 2+b2 —sz'ier —blc{fﬂ)
2(a16n+1_|_a20.n+1_|_a3o.n+1+a20.n+1+a o.izjzl)
At

(616n+1 +C2Gn+1 +C3O'n+] +Cz(7n+l +C16n+])

+h1Gi(b1 85 +br &M — ba 81 — b5

+k3Gi(b16M5 +brof — bl — biot )+

2(611(7 2+6l2(7 | tazo!' +axo, +1+a1 H-Z)
At
+(016 2—|—C2 "+ c30] 40, +1+Cl ) le(b1G 2+b2 —bzGl-rf._l—blGﬁ_z)

k3Zi(b15n+l + b25n+1 5[_1’_—0—11 6::_—51)

—k3Gi(b1(7in_2 + bzGl-n_l — bzGﬁH — blGl-}:_2> — k3Z,'(b16l-n_2 + bzGin_l — b2(7£|_1 — b Gﬁ._z)
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elde edilir. Bu sistem

2
ml = —ay —c1+kiZiby +kyGib;

At
m2 = kyb1Z;
2
m3 = Eaz — o+ k1Ziby+ kyGiby
m4 = kzZ,'bz
2
mS5 = Eag —c3
m6 =0
2
ml=—ay—cr—ki1Ziby —kyGib;
At
m8 = —kzZibz
2
m9 = Eal —C1 —klz,-bl _k2Gibl
ml0 = —kzZibl
mll = k3G;b;

2
ml2 = Eal —c1+k1Giby + k3Z;bg
ml3 = k3G,‘b2

2
ml4d = A_ta2 — o+ k1Giby 4+ k3Z;by

ml5=0
ml6 = Eag —C3
ml7 = —k3Gib2
2
ml8 = A_ta2 —C) — leib2 - k3Zib2
ml9 = —k3G;b;

2
m20 = Eal —C1 _leibl —k3Zib1
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veE

2
fl=—ai+c1 —kiZiby —koGiby

At
f2=—kab1Z;
2
f3 — Eaz +cy)— klZin — kZGin
fad=—kybyZ;
2
f5 = A—ta3 +C3
f6=0
2
f7 — Eaz —cy+ki1Ziby + ko Gibs
f8=kobrZ;
2
f9 = A_tal —c1+kiZiby + kyGiby
f10 =kab,Z;
11 = —k3Gib

2
fl12 = Eal +c1 —k1Giby — k3Z;by
F13 = —k3Giby

2
14 = e +cy —k1Giby — k3Z;by

f15=0
f16 2 +
=—az+c

At 3 3
f17 =k3Giby

2
f18 = Eaz +cr+k1Giby + ksZiby
f19 =k3G;b;

2
20 = A_tal +c1+k1Giby + k3Z;by

olmak tizere

811 (1) + G5 m2) + 675 n3) + 074 )+ 87 )
+ o (m6) + 55;31 (mT)+ Gl.’fll (m8) + 51?51 (m9) + G{le (m10)
=65 (f1) + 0 ,(f2) + 61 (f3) + 0 (f4) + & (fS) + 6/ (f6)

+ 611 (f7)+ 0741 (f8) +81,(f9) + 015 (f10)
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M m11) + o (m12) + 8 (m13) + o (m14) + 8 (m15)
+ 0 (m16) + 8 (m17) + o (m18) + 875 (m19) + 674! (m20)
=6, (f11) +0/5(f12) + L, (f13) + 6i- (f14) + & (f15) + 0] (f16)

+ 641 (f17) + 0/ (f18) + 62 (f19) + 67, (f20)

bigciminde gosterilebilir. Bu sistemde (2N + 2) denklem ve (2N + 10) bilinmeyen vardir. Sinir
sartlar1 kullanilarak bu sistemden 0_», 01, On+1, ON4+2, O—2, O—1,0N+1, On42 parametreleri

yok edilir. Bu amagla, x = x; kollokasyon noktasindaki

(xi,t) = D162+ D261 — b8 1 — 18142

(xi,1) = €162+ ¢20;—1 +¢30; + €28i+1 + ¢10i42
Vi(xi,t) = b16;—2+b20i—1 — by0i11 — b1 612

(xi,1) =

€10;_2+€20;_1 +¢30; + 20741+ 1642

yaklasimlari kullanilirsa 6_2, 8_1, Oy+1, On42, O—2, O—1,0N+1, On+2 parametreleri

6, = b1Ux(x0,t) — c1Ux(x0,1)  b1c36p + (brca+¢1b261) +2b1c16»
(Czbl —Clbz) (Cle_CZbl)
6o — byUsx(x0,t) — c2Ux(x0,1) N byc300 + 2byc2 61 + (c1b2 + ¢2b1) &
(C1b2—C2b1) (Czbl _Cle)
Syt = b Ui (xn,t) — c1Ux(x,1) . 2¢1b10y—2 + (c1by+caby)On—1 +c3b1 Oy
(C2b1 —Clbz) (Clb2_c2b1)
Ssa = boUxy(xn,t) — c2Ux(xn, 1) (c1b2+c2b1)Onv—2 +2c2b20N—1 + bac3n
(Clbz—Cle) (C2b1 —Clbz)
o = b1V (x0,t) — c1Vi(x0,1) n bic300+ (bicy +c1b261) +2bic102
(02b1 —Clbz) (Clbz_CZbl)
6_p— szxx(x ) Vi (xo,t) byc300+ 2bycro1 + (C1b2 + C2b1)(72
B (c1by — caby) (c2by — c1by)
- b1V (xn,t) — c1Vi(xn, 1) n 2c1byon—2 + (c1by +coby)ON—1 + c3biON
(Czbl —C1b2) (Clbz—CZbl)
Oyin = boVix(xn,t) — caVi(xn,t)  (c1ba +cab1)On—2 +2¢2br0N—1 + bac30Nn
(Clbz—Cle) (02b1 —Clbz)

biciminde bulunur. Bdylece i = 0 i¢in yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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sntl (c3by)ml c3by
0 Czbl —C1b2 C1b2—C2b1

e n+1 (c3by)m2 n c3by
coby —c1by  c1by — by

m3 +m5>

m4 + m6>

+0'0

by ml coby+c1by
5n+1 2 3 7
* (Czbl—C1b2 C1b2—62b1m o
ntl Czbz m2  cby+c1by
4 8
o (02b1—61b2 C1b2—62b1m o
6n+1 Clb2+62b1 ml n 2c1by 3+ m9
C2b1 — C1b2 Clbz — C2b1
s C1b2—|—62b1 m2 2c1by
4 10
T ( c2by —c1by Clbz—Czblm o
4 1(b2Un+1 Xo,! —czU”“(xo,t))
m
(c1by —c2by)
. 2( Vn-H Xo, —szn+1(.x0,f))
m
(c1by—c2by)
N 3( Un+l x —clU"H(xo,t))
m
Czb1—Clbz)
i 4( bV (xo,t —ClV"H(xo,t))
m
(cab1 —c1b2)
by)f1 b
5 (c3b2)f 1C3 £34 f5
c2by —c1by C1b2—62b1
262b2 f1 bica+c1by
o 3+ 17
+ ! (Czbl—clbz Clbz—Clef +f )
b102+C1b2 fl (26‘1b1)
0y 3+ 19
* ( c2by —c1by +61b2—62b1f +/
(c3b2) f2 bics
44 f6
(Czb —Clbz Clbz—CZblf +f
26‘2172 f2 bicr+c1by
44 f8
+o (02b1—61b2 Clbz—Clef +f
bica+c1b)f2 (2¢1b1)
4 10
( Czbl—clbz +01192—02191f +/
byU (x0,t) — U (x0,1)
1 .XX
+f ( (c1by — caby)
R byVI(x0,t) — 2V (xo,1)
Clbz—Czbl
biU} (x0,t) — c1U (x0,t
3 XX
* < Czbl—clbz >
b1V )C(), C1V )C(),
4 XX
+ < (c2b1 —c1b2) )
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(c3by)mll c3by
c2by —c1by  c1by — by
T n-H( (C3b2)m12 C3b1
coby —c1by  c1by —caby
6n+1 2(c2b2)m11 n b1 +c1by
c2by —c1by  c1by — by
4 Gn+1(2(62b2)m12 cby+c1by
b Yeby—ciby  c1by—caby
(C]b2+02b1)m11 2c1bq
coby —c1by c1by —caby
(clb2+02b1)m12 n 2c1by

&

ml13+ml5)

ml4+ml6)

ml13+ml7)

ml14+ml8)

_|_52n+1(

ml13+m19)

n+1
+ 0,

14 20
Czbl—clbz Clbz—Clem +m )

szfjl XQ, — czU”+1(xo,t)>

+mll
Clbz—czbl)

V}’H-l x(), C2Vn+1(X(),t)

(

Fn2 e )
s
S

b, Un+1 x c1U”+1(xo,t)>
m

Czbl —c1by)
Vn+1 xO, C1V"+1(xo,t))
(c2by — c1by)
_ (c3by) f11 4 bics
coby —c1by  c1by — by
by)f12 b
e (c3ba) f 163
C2b1 — Clbz Clbz — 62b1
Z(Czbz)fll bicy+ci1by
13 17
by —c1by * c1by — Czblf tf
Z(Czbz)flz bicr+c1by
o 14 18
+ ! <C2b1 —C1b2 + Clbz —C2b1f +f
n (Clb2+C2b1)f11 2bicy
+ 96
c2by —c1by c1by — caby
b by)f12 2b
o (c1by+caby)f N 11
Czbl —Clbz Clb2 — 02b1
b xx X(), —CzU (X(), )
C]b2 — Czbl

+ml4

f13 +f15>

f14+f116)

1

£13 +f19>

fl4+ f20)

szx xo, — V! x(),

Clbz —Czbl

b U (xo,t) — iU (x0,t >

+f12(
13
+f ( (c2by — c1b3)
b1VI(xo,t) — c1 VI (xo,1)
(c2b1 —c1b2)

+ 13

elde edilir. Benzer islemler i = 1 icin yapilirsa;
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5n+1( C3b1 _|_m3)_|_ n+1( <C3b])m2 +m4)

Clbz — Czbl C]b2 — C2b1
+5n+1 02b1+61b2 m1+ S —I—Gn+1 (C2b1+61b2)m2+m6 n
c1by — by c1by — by
2c1b1 yml (2¢1by)m2
5n+1 m7 n+1 8
c1by — caby * ) 0 c1by — by o
+ 85 (m9) + 6511 (m10)
< UVH_1 XO, —C1U"+1(X(),l‘))
6251—01192)
N 2( Vn—H X(), clvn—H (x07t))
m
(c2b1 —c1b2)
c3b fl (b]C2+b2C])f1
5 3 o 5
<C]b2—62b1 +f >+ ! ( C1b2—C2b1 +f
2c1b1) f1
oy 7 83 (9
-3 (clbz_czb]+f )+ 1(79)
by)f2 b b 2
(e3b)f2 f4 (bica+brcy) f /6
c1by — caby c1by — by
2C1b1 f2
! 8 *(£10
+o (qbz_czb1 +5 )+63(f )
" (x0,1) clU"(xo,t))
+ 1(
! (cab1 —c1b2)
—|—f2 (blvx X0,1 —c1V”(x0,t))
(c2b1 —c1b2)
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by)ml1 (c3b1)m12
5n+1 3 ml3 "+1 = 14
(C]bz—C2b1 +o c1by — c2by o

_|_5n+1 62b1+01b2 mll Lml5) 4 ot (Czb1+clb2)m12+m16
c1by — crby %1 c1by — crby

Lo (2¢1by m11+ 17) + o+ (2C1b1)m12—|—m18
c1by — by c1by — by

+ 87 (m19) + o5+ (m20)
+mll <b1U)?x+l(x07l) - CIU):H—l(ant))
(cab1 —c1b2)

L ml2 <b1Vx’§C+1 (X(),t) — Clvxn+1 (X(),t))
(c2by —c1b2)

= 5 <—(C3b‘)f“ +f13> +of (—(C3b‘>f12 +f14) +

c1br — b c1by — by

(b162+b261)f11 (b102+b261)f12

o/ 15 16

! ( c1br — b +f c1by —c2by f
(2¢1b1) 11 (2¢161)F12

| ———— 17 —_— 18

2 <Clb2—02b1 +7 c1by — by +f

+ 8(f19) + 64 (f20)

b1U™ (xo,t) — c1U" (x0,t)
iy ( (c2b1 —c1b2) )

b1V (x0,t) — 1V (xo,t ))
/12 ( (caby1 —c1b2)
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olur. i = N — 1 icin ise;

St (m1) + optl(m2)

Lo ( 2c1b1)m9 N 3) o] <(2€1b1)m10+m4>

c1by — crb c1by — c2by
5”“ (c2by + c1by)m9 ms) +o n+1 (c2b1 +c1by)m10 m6
c1by —cab c1by — caby
bl m9 (C3b1)m10
5n—|—1 3 m7 n+l 8
(Clbz—Cle + +o, N c1by —caby o
+m9( Un—H XN, —clU"+1(xN,t))
(c2b1 —c1b2)
mlo (b1Vn+1(XN,t) —01V"+1(XN,t)>
(c2by —c1b2)

2¢1b1)f9
=51’&3(f1>+61’63(f2)+5]62(%+f3>

toll, ((chbl)f10+f4) 480, ((62b1+61b2)f9 +f5) L

c1by —caby c1by — by
(Czbl +C1b2)f10 (C3b1 )f9 )

n 6 oy| —————+f17
ON-1 < c1by — by A 4 c1by — by T
(03b1 )fl() blfo(xN, ) ClU (xN, ))

c1by — (Czbl - Clb2)

o 18+ f9(

ble'ﬁc(xN, ) — 1V (xy,t ))
(c2by —c1b2)

+f10<
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Sl (m11) + ot (m12)

2clb1)m19 (2C1b1>m20
sl 2erby)m19 13 T L ml4
N=2 <01b2—02b1 o TN c1by — by o

by +c1b2)m19 (C2b1 -+ Clbz)mzo
6n+l (CZ 15 n+1 16
N-1 < Clbz—Czbl +m +GN C1b2—C2b1 +m

! (—C(ICZSI_)?;Z +m17> +ont! (—C(fo?fbol +m18>
T ml9 (blU)’quJrl(xN,l‘) — CIU;HFI()CN,Z‘))
(c2b1 —c1b2)
20 (b1Vx’§C+] (xn,t) —c V! (xN,t))
(c2b1 —c1b2)
= Oy_3(f11) +oy_5(f12)+

3;\17_2 <(2Clb1)f19 +f13> +6],\;_2 ((2C1b1)f20 +f14)

C1b2—C2b1 Clb2—62b1
(C2b1 + C1b2)f19 (C2b1 +C1b2)f20
Oy_ 15 N 16
+ W ( C1b2—C2b1 +f +GN_1 C1b2—C2b1 +f
(C3b1)f19 C3b1 f20
oy 17 18
+ N (Clbz—Cle +f C1b2—C2b1 +f

Un (xN, ) ClU (xN, )
ﬂg( (c2b1 —c1b2) )

b1V (xn,t) — 1V (xn,t ))
720 ( (c2b1 —c1b2)

elde edilir. i = N i¢in ise sistem;
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b —|—a2b1)m9 2a1by
N- 2( a2b1—a1b2 +a1b2—a2b1m +m
ot (a1b2+a2b1)m10 2a1by
8 2
+ Oy~ 2( arb; —ai1bs +a1b2—a2b1m +m
5n+l (2apby)m9  (axby +a1b2)m7—|—m3
arby —a1by airbr —arb
2ayb,)m10  (arby +a1b
Lot (2a2b2) +(21 1b2)
arby —a1by aibr, —arby
bym9 b
aby —aiby  arby —axb;
b2m10 a3b1
Gn—i—l as 8 6
+ N (azln —a1b2 a1b2 —azblm tm
T (sz)’fx“(xN,t) —czU)’C‘H(xN,t))
(c1by — caby)
8 (szx’ﬁcJrl (xn,t) — caVIH! (xN,t)>
(C]b2 — Czbl)
mO (blngH(xN,t) —ClU;H_l(XN,Z‘))

m8 + m4)

m7 +m5>

(c2b1 —c1b2)
+m10 (blvx’iﬂ(m’t) r Cle"“(xN,t)>
(c2b1 —c1b2)
— 5 (a1b2+a2b1)f9 2biay
=2 arby —a1b airby —arby

(a1b2 +a2b1)f10 2biay
N 8412
GN_Z ( a2b1 —Cllbz + a1b2 — azblf +f

(2a2b2)f9 | (a1by +azby)
on 7+ f3
tON-1 <a2b1 —ai1by + airbr, —arby FT+73 )+

o (2a2b2) f10  (a1by +azby)
N=1\axby —arby ' a1by — asby

6}1\}( (a3b2)f9 + (a3b1)

f7+f1) +

f8+f4) +

axby —a1by  a1by —axby

f7+f5) +

(a3b) f10 (aszby)
4 8 6
GN (a2b1 —a1b2 + a1b2 —azblf +f
byUl (xn,t) — UM (xn, ¢ )
+ 7 XX
U ( (c1by —caby)
/8 <b2V " (xn, 1) — VI (xw, )
(c1by —c2by)
blU (XN, —CIU )CN, >
+ 9<
/ (caby —c1by)
n n
+£10 (blV L (xn,t) — eV (x, ))
(c2b1 —c1b7)
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N-2

6n+l ((alb2+a2b1)m19 I 2a1b1

17 11
arby —a1by albz—azblm o )

+o n+1 (alb2+a2b1)m20 2a1by
aby —aiby a1by — axby

5n+1 (2ayb2)m19 n (axby +a1bs)
arby —a1by arbr, —arby

ml8 +m12)

m17—|—m13)

4 ot (2a2b2)m20 n (a2b1 +a1b2)
N=U\ @by —aiby = ajby —azb;

5n+] a3b2m19 a3b1
N a2b1 —a1b2 albz—azbl
bom20 b
a2b1 —a1b2 albz—azbl

m18—|—m14>
m17—|—m15)

m18—|—m16>

byUl ! (xy,t) — UM (xy, 1)

(c1by —c2by)

(c1by —caby)

blU;lx_H (XN,I‘) = ClU;H_l (XN,Z‘)

(caby —c1b2)

blvxréchl(xNvt) - Clen+1(xNat)

(c2by1 —c1b2)

Eszﬁc’LI (x5 1) = eVt (o, 1)
(
(

_sn (01b2+a2b1)f19+ 2bia;
i arby —a1by arby —arby

f17+f11)

ON_2

g (alb2+azb1)f20+ 2b1a
aby —aiby ayby —aby

s (2a2b2)f19 (albz—l-azbl)
N1\ agby —arby * a1by — asby

£18 +f12) +

17 +f13>

g (2a2b2)f20 n (a1b2 —|—a2b1)
N-1 arby —a1by airbr, —arb;

2 [ (2azby) f19 (asby)
Oy +
a2b1 —a1b2 albz—azbl
(2a3b,) £20 (asby)
n
+OoN <a2b1 —a1bs + a1b, —arb

U (XN, )—CZU)?(XN,I))
+f17< (c1by —c2by)

bV (xn,t) — oV (xn,t ))
/18 < (c1by —c2by)

blU (XN, ) CIU;Z()CN,I)>
719 < (c2b1 —c1b2)

+ £20 <b1V (1) — eV (s ))

(c2b1 —c1b2)

seklinde elde edilir. Boylece

AX" =BX" +C
52

f18 +f14> +
f17+f15)

f18+f16)

(4.1.8)



seklinde bir kapal1 sistem elde edilir. Burada A ve B matrisleri ile C ve X vektorlerinin elemanlari

Aqp

Ap =
Az =

Al =

Als =

Al =

Ani

Ay =

Axs =

Arg =

A3z =

Azs =

37 —

Agz =

Ays

Ay =

b
(c3ba)m1 ¢sbi m3 +mS,
Czbl —C1b2 Clbz—CZbl
(C3b2)m2 C3b1 m4-|—m6,
02b1 —Clbz Clbz—Cle
2
(c2by)ml Czbl+61b2m3+m77
Czbl — Clbz Clbz — C2b1
2
(Czbz)m2 by +Clb2m4—|—m8
c2by—ciby  c1by —caby
b by)ml 2c1b
(c1by+crby)m LN,
c2by —c1ba c1by — by
2 2
(c1by +coby)m c1by md+ m10
C2b1 —Clbz C1b2 —C2b1
(c3by)mll c3by
13 15
cabi—ciby | ciby—caby T
(c3by)m12 c3b;
= 14 16
Czbl —Clbz C1b2—C2b1m o i
2
(Czbz)mll 02b1+CIb2m13+m17,
Czbl —Clbz C1b2 —C2b1
2(c2b2)m12 coby+c1by
14 18
Czbl —C1b2 C1b2 —C2b1m +m
b b 11 2c1b
(c1ba+caby)m SO 13 +ml9,
by —c1by c1by —cab
(C1b2 —|—c2b1)m12 2c1by
14 20
Czbl —C1b2 C1b2—C2b1m tm
(C3b1)m1 (C3b1)m2
NGOV 4 13, Agy = —220M2 g
c1by — caby mss A c1by — caby o
b b 1 b b 2
(c2by +c1by)m S, Asg = (c2by +c1by)m S+ m6
c1by — c2by c1by — c2by
(2¢1by)ml (2¢1by)m2
-_ 7, Azg = ——— 8
ctby—caby BT ey — by
(Cgbl)mll (C3b1)m12
-_— 13, Ay = ——— 14
Clb2—02b1 o fad C1b2—6‘2b1 tm
b b 11 b b 12
(b Ferba)mll | sy = (CbiTab)m2
Clbz —C2b1 C]bg —Czbl
(2¢1by)ml1 (2¢1by)m12
—_— 17, Ayg = ———— 18
c1by —cab tmli, Aag c1by — caby m
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Ajj=ml, Ajj1 =m2, Ajjo =m3, Ajj3 = md,
Aijra=m5,A;j15 =m6,A;j 6 =mT,
Ajjr7=m8,A;j; 8 =m9, Ajj19 =ml0
i=5(2)2N-3,j=i—4
Aij=mll, Ajj 1 =ml2, Ajj o =ml3, Ajj13 =ml4,
Ajjra=ml5,A;j 5 =ml6,A;j 6 =mlT,A;j 7 =ml8,
Ajjrg =ml9, Ajj19 =m20

i=6(22N—2,j=i—5

An—1oN-5 =ml, AN_12N—4 = m2,
2c1b1)m9 2c1b1)ml10
AoN_1oN-3 = (2e1by)m9 +m3, An_1ov—2= (2¢1by)m10 m4
c1by —c2by c1by —c2by
coby+c1by)m9 caby+c1by)m10
An_1oN-1 = ( ) +m5, An_1oN = ( )
Clbz—Cle Clb2—02b1
c3b1)m9 c3b1)m10
AN—1oN+1 = (csby)m9 +ml, An—12N42 = Lesby)m10 +m8
c1by —c2by c1by —c2by
Aonon—s5 =mll, Aonon—4 =ml2,
201b1 ml19 2C1b1 m20
AoNoN-3 = (2erby)m19 +ml3,AnoN—2 = (2¢1b1)m20 ml14
Clbz—Cle C]b2—02b1
cby +c1br)m19 coby 4 c1by)m20
AoNoN—1 = ( ) +ml5,An N = ( )
Clbz —62b1 Clbz —62b1
c3b1)m19 c3b1)m20
ANpN+1 = {esb)m19 +ml7,AonoNt2 = Lesby)m20 ml8
c1by —c2by c1by —c2by
airb, +arb1)m9 2a1b
ANt12N-3 = (a1b + azby) + B 7 4mi,
arby —a1bs aib) —arby
airbr +arb;)m10 2a1b
A2N+12N72:( 1ha +azb) + 1 w8 +m2
’ axby —ayby ayby —axb
2a>by)m9 ab1 +a1b
AoNy1oN-1 = (2a2b2) + (a2b1 + a1 2)m7—|—m3,

axby —a1by  aiby—axb
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2a;b,)m10  (axby +a1b
A2N+12N:( 2b2) (@201 + a1 2)m8+m4,
’ arby —aiby - aiby —asxb)
azbym9 azbq
A = 7 5
WHLNHL= a1bz—azb1m +m),
a3b2m10 a3b1
A = 8 6
2N+1,2N+2 axbi —arby albz—azblm + mo,
aiby +axb;)m19 2a1b
Aoy = (b2 tazb) Pl 17 4+ ml1,
a2b1 —Cllbz a1b2 —a2b1
aiby +ayb)m20 2a1b
A2N+2,2N—2=( 1by +azby) LIPS
arby —aby arbr —arby
2a>b 19 b b
AoN+22N-1 :( azby)m (azb) +a 2)m17+m13,
' arby —a1by airbr —arb;
2a->b 20 b b
A2N+22N:( azby)m (azb1 +a, 2)m18—|—m14,
’ arby —a1by airbr, —arby
a3b2m19 a3b1
A = 17 15
2N+22N+1 axb1 —arby a1bz—azb1m +mlS,
azbrm?20 aszb
A = 18 16
ON+2,2N+2 A a1b2—a2b|m +m
(c3by) f1 bicz
B = 3+f5
. coby —c1by clbz—czlnf + 73,
(C3b2)f2 b]C3
B, = 4+ f6
12 Czbl—clbz Clbz—Clef +f ’
(2¢c2b7) f1 bicr+c1by
Bz = 3 7
13 C2b1—C1b2 C1b2—C2b1f +f ’
(2C2b2)f2 bicr+c1bs
By = 4 8
14 by —c1bs clbz—czblf +f
(b]Cg—l—Clbz)fl (261b1)
Bi5 = 3 9
15 02b1—01b2 C]bz—CZblf +f ’
(b162+01b2)f2 (261]91)
Big = 4 10
16 C2b1 —Clbz Clbz—Clef +f
(Cgbz)fll b1C3
By = 13 15
21 C2b1—C1b2 C1b2—02b1f +f ’
(c3by)f12 bicz
By = 14 116
27 by —cib Clbz—CZblf /118,
2(caby) f11 b b
_ 2cabn)f 1c2+c] 2 (134 £17,
Czbl — 01b2 Clbz — C2b1
2(c2b2)f12 bicy+ci1by
By = 14 18
24 C2b1—61b2 C1b2—C2b1f +f
(C1b2—|—62b1)f11 2b1C1
Brs = 13 19
» c2by —c1by Clbz—CZblf 115,
b b)) f12 2b
By — (c1by+caby)f 1 f1a4 20
C2b] — C]b2 C]b2 — C2b1
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(eb)ft g (ab1)f2

33 C]b2—02b1 +f » D34 C]b2—62b1 +f
bica+bacy) f1 bica+bacy) f2
335:(102 1) f +f5,B36=(12 21)f /6
c1by —caby c1by — by
(261b1)f1 (261b1)f2
By = ———>—+f7 B3g= ——"— 8
37 C1b2 —C2b1 +f ) 738 Clbz—CZbl +f
b1)f11 by)f12
By — (c3b1)f +F13, By — (c3b1)f ey
c1by — caby c1by — caby
b b 11 b b 12
Bys — (biea+bacr)f L F15. Byg = (bica+bacr)f Y
c1by — by c1by — by
2¢1by) f11 2¢1by) f12
Bur — (2c1b1)f +F17, Bug = (2c1b1)f + 18
c1by —caby c1by —c2by
Bijya = f5,Bij+s = f0,Bijr6 = f1,Bij+7 = [8,
Bij+s = f9,Bij19 = f10
i=5(2)2N-3,j=i—4
Bij = f11,Bjjy1 = f12,Bjji2 = f13,B;j13 = 14,
Biji4 = f15,B;jy5 = f16,B;j 6 = f17,Bij17 = f18,
Bij+s = f19,Bij+9 = f20
i=6(2)2N—-2,j=i—5
Boy_1onv—5 = f1, Boy_12nv—4 = [2,
2¢1b1) f9 2¢1b1) f10
BZN7172N73 = % +f37 BZN7172N72 = % +f4
c1by — b c1by — by
cobr+c1b2) 9 cby +c¢1b2) 10
c1by —cab c1by — caby
(C3b])f9 (C3b1)f10
Boyn_ =———>=—+ 7, Bon_ = 8
-1V = T + 7, Ban—12N+2 Py S—— +f
Boyon—s = f11, Bonon—4= f12,
2c¢1b1) f19 2c¢1b1) 20
Bavan—s = POy s oy = ZAPVI20 )
c1by —caby c1by — by
by +c1b2)f19 b14c1b2) 20
Bonon—1 = <C2 L Z)f + f15, Bonon = (CZ LA Z)f +f16
c1by —caby c1by — caby
(C3b1)f19 (C3b1)f20
B = 17, B = 18
WANHL= S + f17, Banon+2 P S—— +f
(a1b2+a2b1)f9 2byay
B 3= 7 1,
2N+1,2N-3 arby —a1by + albz—azblf +f
by +axby) f10 2bia
Bont1on—2 = aibs +arb1)f + Tl s34+ 12
arby —a1by arby —arby
2a>by) f9 by +azb
Bonyion—1 = (2asb2)f + (aibs +a; ])f7+f37

axby —a1by  a1by —axb
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(2a2b,) 10

(a1by 4+ asby)

Boniionv =
azbl —a1b2 a1b2 —a2b1 f8+f4
Bontian+1 = (asb2) 9 (asb) 7
a2b1 —a1b2 a1b2 —azblf +f5’
Bavsi s = AP (s g g
a2b1 —a1b2 a1b2 —a2b1 +f
BzN+272N_3 _ (albz +a2b1)f19 2biay
aby —a1by ayby —azb1f17+f11’
BzN+272N72 _ (albz —|—a2b1)f20 2biayq
a2b1 —albz albz—azblfls_l_flz
Bovsaon-1 = (2a2b2)f19 (a1b2 +azb1) 1
a2b1 —a1b2 albz—azbl f 7+f137
Boysson = (2a2b2)f20 (a1b2 +a2b1)
arby —a1by arb) —axby F18+f14
Boni2oN+1 = (2a3b2)/19 (asb) 1
azbl —a1b2 albz—azblf 7+f157
Bont2on+2 = (2a3b2)20 (asb) 18
arby —aiby  ayb; —a2b1f 4r°

Ci=—ml (szfo(x(”t)

Vn+1 xO

— C2Uf+1(xO,t)
(c1by —c2by)

) CZVH+I(XO,I))

( (¢ 2—02171)
m3( Un-H x clU”H(xo,t)
CZbl_Cle) )
m4( Vn+l x()? —61V"+1(x(),t)
Czb1—C1b2) )
—|—f1 <b2 XX xo, C2U ()C(), )
(c1by —c2by) )
+f2 (bzvx X(), —Can X(),
(c1 2—02191 )
—|—f3 (blUx(x CIU xo,
(c2b1 —c1b2) )
—|-f4 (b]Vx X(), —c1V” X(),
(c2b1 —c1by) )
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C=-

mll <b2U;lx+1(X(),t) _CZU)’cl—i_l(xOJ))
(c1by —caby)

—mi2 <b2"x'3c“ (x0,1) — oV (ant))
(c1by —caby)

blfoJrl()C(),l) —C1Ug+l()€0,l))

(c2by —c1b2)

bIVx’;“ (X(),l‘) — C1VX’H_1 (X(),l‘)>

(c2by —c1b2)

" (x0,1) — CzU”(xo, ))

(
(
o (G
(
(
(

bV (xo,1) —C2Vn (x0,1)

(c1by —c2by)

blUx()C(), —ClUn )C(), )

C3 _J <blUn+1(x07t> _C1Un+l(x07t))
(c2by —c1b2)

b Vi (xg,t) — ¢ VAT (xoyf)>
Czb1 —c1by)

_m2< Uy (xo,1)
E U (xo,t) —ci xo,)

Czb1—61b2)
xo, —C1V ()C(), )>
(c2by —c1b2)
< Un+1 XOy —clU"H(xo,t))
czbl —c1by)
Vn—H x()’ C]Vn—H(x(),t)
< C2b] — Clbz) )

(x0,1) — c1U} (x0,t ))
+ 1 )CX
U ( (c2b1 —c1b2)

biVi(xo,1) — 1V (xo,t )>
+f12( (caby —c1by)
_5(1)2N =2
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Con—1 = —m9 <b1U;lx+l(xN=t) _ClUfH(xNat)
(caby —c1b2)
—mlo (blvx’;“(xN,t) — Clvxn—’_l(xN,t)
(caby —c1b2)

£ (blU)?x(xNv ) — Uy (xw, 1)
(c2b1 —c1b2) )
—|—f10 (ble’jC(xN, )—c1V (xN, )
(c2b1 —c1b2) )
Coy = —m19 (blfo—i_l(xN,t) — ClU;H—l (XN,l‘)
(c2b1 —c1b2) )
—m20 <b1Vx’§c+1(xN’t) - Clvxn+1(xN7t)
(c2b1 —c1b2) )
4 f19 (blfo(xN, ) —c1Uf (xw, 1)
(c2b1 —c1b2) )
+f20 (b1V" (XN, ) Clvxn(xN,l‘)
(c2b1 —c1b2) )
o— <b2U;’X+1(xN,t) — UM (1)
(c1by — c2by) )
—m8 (szx'i“ (o, 1) — 2V (o, )
(c1by —c2by) )
—m9 (blU;x_H(xN’t) - clU)ZH—I(xN?t)
(c2b1 —c1b2) )
— m10 <b1Vx’;+l(xN,l‘) — c1V"+1(xN,t))

(cab1 —c1b2
+f7 (sz;l ()CN, C2U )CN,
(c1by —c2by)
—|—f8( V (xN, Can XN,
(c1b2 —c2by)
£ (bl 7 (xn,t) — UM (xn, 1)
(c2by —c1b2)
L F10 (bl n(xn,t) — Vi (an, 1)
(c2b1 —c1b2)
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byUH (xy, 1) — UM (xy, 1)
Conga = —m17 [ 222 L x N,
ON+2 m < (c1b2— oy )

8 (bZer)lc_H (xn,1) — eVt (XNJ>)
(c1ba — c2by)

blU;'erl(xN,t) — C1Uf+1(xN,l))
(cab1 —c1b2)

bler)lc+1 (xNat) - clvxn+1(xN7l))
(c2b1 —c1by)

(
(
+ 17 (szfx(xN, ) — Uy (xw,t ))
(
(

(c1by —c2by)

bV (xn,t) — 2V (xw, t))
(c1by —c2by)

blU;lx(xN, ) C1U ()CN, ))
(c2b1 —c1b2)

b1V" (XN, ) Clvxn(xN,l‘))
(c2b1 —c1b2)

w0

X = [50,60,51,0'1 ..... 5N71,GN71,5N,GN]T

bicimindedir. Boylece (2N +2) x (2N +2) seklindeki denklem sistemi ¢oziilebilir. Bu sistemden
"1 ve o™*! parametrelerinin hesaplanabilmesi icin oncelikle 8° ve ¢° parametrelerinin
hesaplanmas1 gerekir. Bu parametreler problemle verilen baslangic ve sinir sartlar1 kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanabilir.

t =0i¢in
N+-2 N+4-2
=Y 877(x), Wwx,0= Y o7,
i=—2 i=—2
olur. Baglangi¢ sartlarinin x; dii§tiim noktalarindaki

UN(Xj,O) = U(Xl‘,O) =U;

Vn(xi,0) =V (x;,0) =V;
degerleri kullanilarak 51-0 parametreleri i¢in
U(xi,t) = a16i—2 +a26i-1+a36; + a26i11 + a1 612
ve GiO parametreleri i¢in

V(xi,t) = a10i_2 + a20i_1 +a30; + a20i11 + a1 Ci12
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olmak uizere

ap az
ai
ay a2
ai

as
az
ai

as
az
ai

a
as
aj

ai

az
as
az

ai

ai
aj
as

az
aj

a
az
as

az
ay

aj
az

as
az

ai
az

as
az

matris formunda gosterilen (N + 1) x

sistemlerini (N + 1) X

ai

az
as

ai

az
as

ai
az

aj

az ap

ai

0_» Uy
0_1 U
o) U
o= 4.1.9)
On Un—2>
ON+1 Un—1
| Ovi2 | | Un |
o_» 1 i Vo 1
Oo_1 Vi
00 Va
—| (4.1.10)
ON Vv_2
ON+1 Vn-1
| ON42 | | W

(N +5) tipinde denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem
(N + 1) seklinde ¢oziilebilir bir sistem haline getirmek i¢in gibi U ve

V’ nin birinci ve ikinci tiirevi kullanilarak 05, 0_1,0n+1, ON12, O_2, O_1, ON+] VE ON12

parametreleri sistemlerden yok edilir. Burada x = x; kollokasyon noktasindaki

XX

o

X xl7t

U(
(xi
(
(

xi,t

Xj, t) =

=b16i_2+b28i_1 —b20i+1 — b16i42

Oi—2+ 201+ 36+ 26111 + 1042

=b10;_2+by0,_1 —b20;41 — b0

€10i—2+¢20i_1 +¢30;+ 2041 + €1 6i42

yaklasimi kullanilarak sirastyla 8_5, 0_1, 8n-+1, On+2, O—2, O—1, Opt1, Ony2, parametreleri;
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6, = b1Ux(x0,t) — c1Ux(x0,1)  b1c36p + (b1ca+¢1b261) +2b1c16»
(Czbl —Clbz) (Clb2_c2b1)
6o — baUsx(x0,t) — c2Ux(x0,1) N byc30p + 2byc2 61 + (c1b2 + ¢2b1) &
(C]bz—Cle) (Czbl _C1b2)
Syey = b1Uxx(xn,t) — c1Ux(xn,1) N 2¢1b10n—2 + (c1b2 +c2b1)Oy—1 4 c3b1 6y
(C2b1 —Clbz) (Clb2_c2bl)
Ssa = boUxx(xn,t) — c2Ux(xn,1) n (c1by 4+ c2b1)6y—2+2c2b20n—1 + bac3 by
(Clbz—Cle) (C2b1 _C1b2)
o= b1Vix(x0,t) — c1Vi(x0,1) N bic3op+ (bica 4 ¢1b201) +2b1c102
(c2b1 —c1b2) (c1by — c2by)
6_p— szxx(x ) Vi (xo,t) byc300+2bycro1 + (C1b2 + C2b1)(72
(C1b2—62b1) (Czbl _Cle)
—_— b1V (xn,t) — c1Vi(xn, 1) n 2c1byon—2 + (c1by +coby)ON—1 + c3biON
(Czbl —C1b2) (C1b2—62b1)
- _ baVix(xn,t) —caVi(xn,t)  (c1ba+c2b1)ON—2 +2c2b20N—1 + bac3On
(Clbz—Cle) (CZbl _Cle)
i =01icin

U(xo,t) =Up=a16_2+axd_1 + a3+ axd + a5
W, (szxx(xo,f)—CzUx(xo,t) +b2C350+2b20251+(Clb2+c2b1)62> N

(Clbz—Cle) (Czbl _Cle)
a5 <b1Uxx(xO,t) - ClUx(X(),t) n bic3d + (b162 +C1b2)51 +2b1€132> n
(c2by —c12) (c1by —caby)
az0y+ayd) +a; &

V(X(),l‘) =W=a0_2+ar,0_1+azcp+ao;+a0,
—a (bZVxx(x07t)_CZVx(x07t) b26360+2520201+(Clbz+6‘zb1)62) N

(C]b2—62b1) (Czbl _Clb2)
“ <b1Vxx(xo,f)—C1Vx(xo,l) +b1€300+(b16‘2+61b2)61+2b1€162) n
(62b1 —Clbz) (Cle_CZbl)

az0op+ayo1 +a10;

denklemlerinden

aibscs arbics ai2bscr az(b102 —f—clbz)
60(a3+ + >+51 (az-i- + =+
(coby —c1by)  (c1by — caby) (coby — c1by) (c1by — caby)

5 (611 al(C1b2+C2b1) ar2bicy ) ta szxx(xo,t) —CQUX()C(),Z‘>
(c2by —c1b2)  (c1b2 —c2by) (c1by —c2by)
blUxx(x07t) _ClUx(-XOat)
(c2b1 —c1b2)

+ap
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o (a3 n aibscs arbics > +o (a2 n a12bsco ap (blcz + Clbz) >
(coby —c1by)  (c1by — caby) (coby — c1b2) (c1by — caby)
o (Cll ai(c1by + caby) a»2bicy ) +a1b2Vxx(x0,t) — caVi(x0,1)
(c2by —c1b2)  (c1by—caby) (c1by —c2b1)
b1 Vix(x0,t) — c1Vi(x0,1)
(c2by —c1b2)

+ap

i=11i¢in

U(xi,t) =U; =a10-1+ a8 +a36; + a0 +a; &
—a <blUxx(x07t)_ClUx(x0at> +b10350+(b162+61b251)+2b10152> N
(C2b1 —Clbz) (Cle_CZbl)
+ady +a301 + a6 +a16;

V(xl,t) =Vi=a10_1+arxop+azo1+aop+a; 03
B b1Vix(x0,1) = c1Vi(x0,t) = b1c3og+ (bica +c1b201) +2b1c1 0,
=a + +
(C2b1 —Clbz) (Cle_CZbl)
+ay0p+az01 +a0n +a103

b b b
50(( aibics )+a2>+61 (a3+al( 1c2+ ¢y 2))+

c1by — caby (c1by —caby)
a12bicq b]Uxx(X(),l‘) —C]UX(X(),Z‘)
& <a + —) +ar8y+a
2 (c1by —caby) 1%+ a (c2by —c1b2)

Go(( aibics )+a2)+61 (a3+al(blcz+clb2)>+

c1by — by (c1b2 — c2by)
a12bicy blvxx()Co,t) —Clvx(XO,l)
o2 <a2 i (c1b2 —C2bl)) Taosta (c2by —c1b2)

i=N-—1i¢in

U(xy_1,t) =Uy_1 = a16y_3+ardy_2+azdy_1 +axby +a10y+1

=a10y_3+axdy_2+az30y_1 +arOn
ta blUxx(xN,t) —clUx(xN,t) + 2¢1b1On_2 + (Clbz +62b1)5N_1 +c3b1 0N
! (02b1 —Clbz) (Cle_CZbl)
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V(xy-1,t) =VN_1 =a10ny_3 +a20N_2 +a30N_1 +a20N + a0y

=a10Ny—_3+a0n_» +a3z0nN_1+ar0On
b1\Vix(xn,t) —c1Vi(xn,t)  2c1byon—2 + (c1ba +caby)On—1 + c3biON
+a +
(C2b1 —Clbz) (Cle_CZbl)

a12c1b1

al(Clb2+Czb1))
——— |+ 06, (a +
(Cle—Cle) n-l 3 (Cle_C2b1>

ajczby ) . b1Uxx(xn,t) — c1Ux(xn,1)
(Clbz —C2b1) (Czbl _C1b2)

aj0n-3+ ON—2 (az +

ON (az +

ai2cy1by aj (C]bz—l—Czb])
ON— ON— — OnN—
a10N—3 + ON 2(a2+(c1b2—czb1))+ N 1(a3+ (c1ba—cab1)

ajcib; ) . b1Vix(x,N—1) —cVi(x,N—1)
(c1by — caby) ! (c2by —c1b2)

oy ((lz +

i =N icin

U(xi,t) =a10v—2+az2by—1 +az0, + az0pt1 + a10p42

=a10y-_2+a20y—1 +a30n+
o (blUxx(xNat) —c1Ux(xp, 1) N 2c1b16§-2+ (c1b2+c2b1)On—1 +C3b151v>

(02b1 —Clbz) (Cle_CZbl)
<b2Uxx(xN; 1) —caUx(xn,t)  (c1ba+c2b1)On—2 4 2c2b28n—1 + bac3 5N)
+a; +
(C]bz—Cle) (Czbl _Clb2>

V(xi,t) =a10ny_2+a20n_1 +a30,+a20,+1 +a10,42

=a10Ny_2»+aon_1+a3zon+
(blUxx(xNyt) —clUx(xN,t) n 2c1bioy_2+ (Clbz +02b1)61v_1 +C3b16N)

(C2b1 —Clbz) (C1b2_c2b1)
(bZUxx(xN; t) —c2Ux(xn,t)  (c1ba+cab1)On—2 +2c2b20n—1 + b2036N>
+a; +
(Clbz—CZbl) (CZbl _Cle)
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Sy (al N a2cb; aj (61b2+62bl))
N= (Clbz —Czbl) (Czbl — C]bz)
a (Clbz + Czbl) ai2cabs )

+6,_1ar+

n-l < 2 (c1by — caby) (c2by — c1by)
5 ( axczby aybacs > b1Ux(xn,t) — c1Ux(x, 1)
N | a3+

(c1by—caby)  (cab1 —c1b2) (c2b1 —c1b2)
bZUxx(xNal) - C2Ux(xN>t)
(c1by —c2by)

+a

ar2c1b ai(cibr +c2b
GN2(611+ 22¢1b; 1(c1by+ca 1))

(Clb2 —Czbl) (02b1 —Clbz)

ap (C1b2 + C2b1) ai2caby )
+oy_1|ar+
N1 ( 2 (C]bz —Czbl) (Czbl —Clbz)
. ( N arcibg arbrcz >
a
N 3 (Clbz — Czb1) (C2b1 —Clbz)

b1Uxx(xn,1) — c1Ux(xp, 1) n byUxx(xn,t) — c2Ux(xn, 1)

+a y
2 (Czbl —C1b2) ! (Cle_CZbl)

bulunur. Bulunan bu ifadelerde

bacs
(cab1 —c1b7)
b16‘3
(c1by —c2by)
2b2€2
(c2by —c1b2)
. (bica+c1by)
(c1by —caby)
2b1C1
(c1b2 — c2by)

S1 =

5y =

§3 =

§5 =

veE
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olmak iizere, (4.1.9) ve (4.1.10) denklem sisteminde tekrar yazildiginda

az+a1s1+axsy ay+ajs3+azsy

a+apsy
aj

Uo
Ui

Un—1
Un

56 = b]Uxx(xO, ) c1U; (X(),l‘)
(c2b1 —c1b2)

5 = szxx(x ) co Uy (XO,Z‘)
(c1b2 —c2by)

55 = blUxx(xN, ) clUx(xN,t)
(c2b1 —c1b2)

S0 = szxx(xN,l‘) — CzUx(xN,t)
(c1by —c2b1)

510 = b1 Vix(x0,t) — c1 Vi (x0,1)
(c2by —c1b2)

s1p = bzvxx(x ) Vi (X(),t)
(c1b2 —c2b1)

S1p = blvxx(xN, ) cle(xN,t)
(c2b1 —c1b2)

513 baVix(xn,1) — c2Vi(xy,1)

asz +aiss ar +aiss
ap as
aj ax+aiss
aj) +azss +ais4
—aisio —azs9
—aisio
+
—aisii
] | —a2811 —aisi2 |

(c1by —c2by)

ay +ay1s4+asss
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az

az+ad184
ax4axs4+ajps3

ai

a)+ais;
aziasy +apsy

(4.1.11)



az+ais1+axsy ay+aisz+axsy ayp+aisatarss

ar+aisy asz+aisq4 aj +aiss ai

ai a as a ai
ay a +aiss az4+ais4 a+aisy
ay +axss+ayss aryazsa+aisy azyazsy+ais
o) Vo —aisi4 —azs|3
o] Vi —ai514
X . = . + . 4.1.12)
ON-—1 Vn-1 —aisis

| Oon | | W | | —a@sis—aisie |

(N+1) x (N+1) seklinde ¢oziilebilir bir denklem sistemi elde edilir ve bu denklem sisteminden
baslangi¢ parametreleri bulunur. Boylece elde edilen §° ve 6° parametreleri (4.1.8) sisteminde

kullanilarak istenilen # zamanindaki niimerik ¢o6ziimler bulunur.

Burada da Uy ve Vy yaklasik ¢oziimlerini iyilestirmek icin denklem sistemindeki lineer

olmayan terimler i¢in herbir zaman adiminda

61'* _ ain +% (5;1—0—1 . aln)

of =o'+ 5 (0"~ af)

biciminde tanimlanan i¢ iterasyon formiilleri birka¢ defa uygulandi.

4.1.3 Niimerik sonuclar

Bu kisimda, ikili Burgers denklemine, denklemdeki lineer olmayan terimler yerine LIN-1
lineerlestirme teknigi kullanilarak kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu
eleman yonteminin uygulanmas: ile olusan sistemlerin ii¢c model probleme uygulanmasiyla ile
elde edilen niimerik sonuclarin mevcut tam ¢oziimle ve/veya literatiirdeki diger calismalardaki

sonugclarla karsilagtirilmasi ile hata normlar ¢izelgeler halinde sunuldu.

4.1.3.1 Problem 1

Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar [—m, 7] aralifinda yapildi. Cizelge 4.1’de At = 0.01
ve farkli boliintii sayilar icin farkli zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen L;
ve L. hata normlar1 sunuldu. Bu ¢izelgeden N boliintii sayis1 arttikca hem KBTBKY hem

de KNTBKY ile elde edilen hata normlarinin kayda deger olciide azaldigi goriilmektedir.
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Cizelge 4.1 : Problem 1’in Ar = 0.01, N = 50,100 ve 200 icin farkli zamanlarda
KBTBKY ve KNTBKY ile hesaplanan L; ve L., hata normlari.

KBTBKY
N=50 N =100 N =200
t L Lo L Lo L L.
0.1  1.22694e—04 1.10799¢—04  3.00195¢ —05 2.71628¢ —05  6.87807¢—06 6.22353¢ — 06
0.5 6.13619¢—04 3.71445¢—04 1.50107¢—04 9.10443e¢—05 3.43908¢—05 2.08591e—05
1.0 1.22762¢—03  4.50723¢—04  3.00236¢ —04 1.10451e—04  6.87828¢—05  2.53038e — 05
1.5 1.84199¢—03 4.10192¢—04 4.50388¢—04  1.00495¢—-04 1.03176e—04  2.30217e— 05
2.0 2.45674e—03 3.31827¢—04 6.00562¢ —04 8.12772¢—05 1.37570e—04 1.86181le—05
2.5 3.07186e—03 2.51656e —04  7.50759¢ —04  6.16260e —05 1.71966e —04  1.41158e —05
3.0 3.68737¢—03 1.83221e—04  9.00978¢ —04 4.48570e —05  2.06363e —04 1.02742¢ —05
KNTBKY
0.1 T1.00394¢—06 9.07529¢ —07  8.43609¢ —07  7.63698¢ —07  8.33815¢—07  7.54645¢ —07
0.5 5.00073¢e—-06 3.03764e—06 4.21016e—06 2.55768¢ —06  4.16519¢—06 2.52833¢—06
1.0 9.95481e—06 3.67096e —06 8.40074e—06 3.09647¢—06  8.32072¢—06 3.06399¢ — 06
1.5 1.48628¢—05 3.32544e—06 1.25719¢—05 2.81095¢—-06 1.24666e —05 2.78454e¢ —06
2.0 1.97251e—05 2.67730e—06 1.67237¢e—05 2.26810e —06 1.66029¢ —05 2.24934¢ —06
2.5  2.45423¢—05 2.02065¢—06 2.08562¢ —05 1.71566e —06  2.07296e —05 1.70342¢ —06
3.0  2.93146e—05 1.46401e—06  2.49695¢ —05 1.24586e —06  2.48467¢—05 1.23839¢ —06

Cizelge 4.2°de ise boliintii sayist N = 100 i¢in zaman adim uzunlugu Ar = 0.01,0.005 ve
0.001 degerlerinde KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen L, ve L. hata normlar1 sunuldu.
Bu cizelgeden zaman adim uzunlugu azaldikca KBTBKY ile elde edilen hata normlarinda
onemli bir degisiklik olmadigt KNTBKY ile elde edilen hata normlarinin ise dnemli Slgiide
azaldig1r aciktir. Bu c¢izelgeden zaman adim uzunlugu azaldik¢a hata normlarininda 6nemli
bir degisiklik olmadig1 goriilmektedir. Cizelge 4.3’de boliintii sayis1t N = 50 ve Ar = 0.01
icin farkli zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen L., hata normlar: literatiirdeki
diger caligmalarda sunulan sonuclarla karsilastirildi. Cizelgeden kiibik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemiyle elde edilen sonuglarin Ref. [34,37,40]’da verilen sonuglarla uyumlu
oldugu ancak Ref. [30]’da verilen sonuclardan az da olsa daha biiyilk hata normlar1 elde
edildigi aciktir. Kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemiyle elde edilen sonuclarin
ise tiim diger calismalarda verilen sonuglardan daha iyi oldugu anlasilmaktadir. Cizelge 4.4’te
ise N = 200 ve 400, Ar = 0.001 i¢in sonuclar [26,30]’da verilen sonuglarla karsilastirildi. Yine
kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemiyle elde edilen sonuglarin her iki kaynakla
uyumlu oldugu anlagilirken, kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemiyle elde edilen
sonuclarin ¢cok daha iyi oldugu acgiktir. Problem 1’in N = 100 ve At = 0.001 i¢in t = 1,2 ve
3 zamanlarinda KBTBKY ile hesaplanan Uy ve tam ¢oziimiin grafikleri Sekil 4.1°de verildi.
Sekilden goriildiigii gibi niimerik ve tam ¢oziim birbirlerine ¢cok yakin oldugu i¢in grafikleri

ayirt edilememektedir.
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Cizelge 4.2 : Problem 1’in N = 100, Ar = 0.01, 0.005 ve 0.001 icin farkl1 zamanlarda
KBTBKY ve KNTBKY ile hesaplanan L; ve L., hata normlari.

KBTBKY
At =0.01 At =0.005 At =0.001
t L Lo L Lo L Lo

. e— T e— . e — TT278e — . e — T e —
1.50107¢ — 04  9.10443¢—05  1.53229¢—04 9.29383¢—05 1.54229¢ —04  9.35443¢ — 05
3.00236e — 04 1.10451e—04 3.06482¢ —04 1.12748¢—04 3.08481e—04 1.13484e¢—04
4.50388¢—04 1.00495¢—04  4.59758¢—04 1.02586e¢ —04 4.62757¢—04  1.03255¢ — 04
6.00562¢ —04  8.12772¢ —05 6.13058¢ —04 8.29684¢ —05 6.17057¢ —04  8.35096¢ — 05
7.50759¢ — 04  6.16260¢ —05 7.66381e —04 6.29084¢ —05  7.71380e —04 6.33188¢ — 05
9.00978¢ —04  4.48570e —05  9.19728¢ — 04  4.57906¢ —05 9.25728e —04  4.60893¢ — 05

KNTBKY

. e—07 7. e—07 . e — 07 R e—07 . e — 71967 —

4.21016e —06  2.55768¢ —06  1.09245¢—06 6.63669¢ —07  9.48025¢ —08 5.75928¢ — 08
8.40074e — 06  3.09647¢—06 2.17983¢—06 8.03476¢—07 1.89165¢—07 6.97252¢ —08
1.25719¢—05 2.81095¢—06 3.26217¢—06 7.29389¢—07  2.83089¢ —07 6.32960¢ — 08
1.67237¢—05 2.26810e —06  4.33949¢ — 06 5.88530¢ —07 3.76579¢ —07 5.10724¢—08
2.08562¢ — 05 1.71566¢ —06 5.41181e—06 4.45185¢—07 4.69634¢ —07 3.86329¢ — 08
2.49695¢ —05 1.24586¢ —06  6.47916e —06  3.23280¢ —07  5.62259¢ —07 2.80541e — 08

W= O
oo

N T
chouhon

Cizelge 4.3 : Problem 1’in Ar = 0.01, N = 50 icin farkli zamanlarda KBTBKY ve
KNTBKY ile hesaplanan L. hata normlarinin Ref. [30, 34,37, 40]’daki
sonuglarla karsilagtirilmasi.

7 KBTBKY KNTBKY [30] [34] 371 [40]
0.5 3.71445x107% 3.03764x 10°° 22662x 10> 1.1030x 10~% 1.51688 x 10~% 7.9881x 10—+
1.0 4.50723x10°% 3.67096 x 107° 1.4617x 107> 1.3368x 10~* 1.83970x 10~% 9.6837 x 10~*
20 3.31827x107* 2.67730x107° 7.3805x10°° 9.8182x 1075 1.35250x 1074 7.1154x 1074
3.0 1.83221x107% 1.46401 x10°° 4.0272x10°° 1.0298 x 107> 7.46014 x 10> 3.9213 x 10~*

4.1.3.2 Problem 2

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < x < 10 aralifinda yapildi. Cizelge 4.5 ve Cizelge
4.6’da Problem 2’ nin zaman adimi uzunlugu Ar = 0.01, k = 0.1 ve k3 = 0.3 icin farkh ¢
zamanlarinda N boliinti sayisinin farkli degerleri i¢in kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemi kullanilarak Uy ve Vi i¢in elde edilen L, ve L. hata normlart sunuldu.
Cizelge 4.5den boliintii sayis1 N = 50 den N = 100’e artirildiginda hata normlarinda énemli bir
azalmanin oldugu ancak N = 200 alindiginda KBTBKY ile elde edilen hata normlarinda 6nemli
bir degisiklik olmadig: agiktir. Cizelge 4.6’dan ise N béliintii sayisi artttkca KNTBKY ile elde
edilen hata normlarinda az da olsa bir azalma oldugu anlasilmaktadir. Cizelge 4.7° de Problem
2’nin N = 100 ve Ar = 0.001 i¢in farkl1 zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen hata
normlar1 [24-26, 30]’da verilen sonuclarla kargilastirllmigtir. Cizelgeden sonuclarin birbiriyle

uyumlu oldugu goriilmektedir.

69



9-0T X010 -0l XST'0 -0l X9S'L ¢ 0IX+0T ¢_0I X688L0°C ¢-0I X€TSIE']8 o_0I X00I190°L ¢_0OT X8E6I6T 01
o- 0T X¥1°0 90l X9T'0 ¢-0I XTTY9 ¢ 0IXTOT ¢ 0IX9€6EST 40l XH0S8T'¥ o_0I X 8LOT8'S ¢_0I XS8965'6 S0
o- 0T X¥1°0 0L XL0'0 o-0I X981 ¢-0IXGS0T  OIXS6LLS'L ¢ 0IXS6ELE'S -0l XTLIEL'T o-01X9¢616'T 10 00F
9-0I XTTO0 ¢-0IX9€0 -0IXIT8 ¢-0IX00E ¢ 0IXSTIEE ¢ 01 XT198L6'8 0l XH¥BEEYT 01 X9IEO0L'L O]
9-0T X9€0 0T XLTO ¢ OIXO0I't ¢ OIX6FT ¢ 0IXETYTLT ¢ 01 XISH6r'y 01 X909€€T (0T X ISIS8’E S0
9-0T XTS0 Ol XLT'0 o O0IXSHL o 0IXIT8  0IX60ErI'8 0l X8EL66'8 01 X L8696'9 o 01 X06TOL'L 10 00T

7 “1 7 “1 7 a1 7 ‘7 1 N

AIGINY A9.L9Y
[0¢] [92]

ejey *7 9 U7 ueueldesay ot ASGLNY 94 ANELAY BPIR[UBWIRZ IR} UISI 00 94 00T = N ‘100°0 = /V UL, | WI[qo1d : p"p IBPZL)

‘1sewrjunSeisIey S[Io[ULIdA Bp,[€] *JOYy A [97] “Joy uruLIR[UWIOU

70



Sekil 4.1 : Problem 1’in N = 100 ve Ar = 0.001 icin t = 1,2 ve 3 zamanlarinda

KBTBKY ile hesaplanan Uy ve tam ¢oziimiin grafikleri.

Cizelge 4.5 : Problem 2'nin Ar = 0.01, k» = 0.1, k3 = 0.3, N = 50, 100 ve 200 icin

farkli zamanlarda KBTBKY ile hesaplanan L, ve L., hata normlari.

Uy

VN

~

L

L,

L

3=

W= — OO
SN OWDNO W

L,
5.97533¢ — 04
2.91102¢ —03
5.70536e — 03
8.42042¢ — 03
1.10693¢e — 02
1.36595¢ — 02
1.61963¢ — 02

3.86270e — 05
1.85436¢e — 04
3.62583¢ — 04
5.34584e — 04
7.03179¢ — 04
8.68399¢ — 04
1.03062¢ — 03

6.33197¢ — 04
3.07924e — 03
6.02668¢ — 03
8.88491e —03
1.16689¢ — 02
1.43872¢ — 02
1.70459¢ — 02

2.35912¢ — 05
1.11898¢ — 04
2.17005¢ — 04
3.18514e — 04
4.16985¢ — 04
5.12937e — 04
6.06530e — 04

[00 0.1 4.56627¢—05 3.12521e¢—06 8.75203¢—05 2.51865¢—06

W= —O

SUNOUDNOWn

33522e — 04
39151e — 04
.39763e — 04
1.03606e — 03
1.22850e — 03

2.21646e — 04
4.
6.
8

1.47074e — 05
2.83167¢ — 05
4.13487e — 05
5.39726e — 05
6.62820e — 05
7.83245e — 05

4.26445e¢ — 04
8.35758e — 04
1.23347e — 03
1.62153e — 03
2.00108e — 03
2.37286¢ — 03

1.24776e — 05
2.47485e — 05
3.68667¢ — 05
4.88525¢ — 05
6.07323e — 05
7.25176e — 05

200 0.1 9.23657¢—05 5.60410¢ —06 6.14491¢—05 2.86617¢ —06

W= O

SUNnOUnNO W

4.52154e — 04
8.89323e — 04
1.31629¢ — 03
1.73475e — 03
2.14567¢ — 03
2.54973e — 03

2.78132e — 05
5.51797e — 05
8.21730e — 05
1.08833¢ — 04
1.35194e — 04
1.61277e¢ — 04

2.95049¢ — 04
5.71858e — 04
8.36882¢ — 04
1.09248¢ — 03
1.34005e — 03
1.58055¢ — 03

1.35627e — 05
2.60320e — 05
3.78299¢ — 05
4.91045¢ — 05
5.99411e —05
7.04021e — 05
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Cizelge 4.6 : Problem 2’nin At = 0.01, kp = 0.1, k3 = 0.3, N = 50,100 ve 200 i¢in
farkli zamanlarda KNTBKY ile hesaplanan L; ve L. hata normlari.

Un Vn
N t Lo Lo L Lo
50 0.1 1.48899¢ —-04 9.34184¢—06 1.14452¢—-04 5.14174e¢—06

7.28664e — 04 4.57126e—05 5.54679¢—04 2.40139¢ — 05
1.43245¢ — 03 9.03097¢ —05 1.08243¢—03 4.62982¢ —05
2.11939¢ — 03 1.34155¢—04 1.59262¢—03 6.75867¢ —05
2.79237¢—03 1.77405¢—04 2.08869¢—03 8.80182¢—05
3.45307¢ — 03 2.20099¢ — 04 2.57265¢—03 1.07862¢ —04
4.10259¢ — 03 2.62290¢ — 04 3.04587¢—03 1.27149¢ — 04

[00 0.1 1.38311e—04 8.53910e —06 1.04253¢—04 4.60873¢—06
6.76629¢ — 04 4.20943¢ — 05 5.04449¢ —04 2.19331e—05
1.33020e — 03 8.32189¢ —05 9.83626¢—04 4.22821e—05
1.96822¢ — 03 1.23675¢—04 1.44643¢—03 6.16680e — 05
2.59334e — 03 1.63564¢ —04 1.89609¢ —03 8.03133e—05
3.20710e — 03 2.02964e — 04 2.33449¢ —03 9.83320e — 05
3.81053¢ —03 2.41934¢—04 2.76291e—03 1.15801e—04
1.38134¢ — 04 8.49587¢ —06 1.04076¢ —04 4.58839¢ —06
6.75728¢ — 04 4.18888¢ —05 5.03499¢ — 04 2.18263e —05
1.32847¢ — 03 8.28176e —05 9.81729¢ —04 4.20787e¢ —05
1.96571e— 03 1.23076e —04 1.44361e—03 6.13752¢ —05
2.59011e—03 1.62783e—04 1.89236¢—03 7.99252¢ —05
3.20319¢ — 03 2.02003¢ — 04 2.32986e¢ —03 9.78687¢ — 05
3.80599¢ — 03 2.40782¢—04 2.75740e —03 1.15278e—04

W= O
cUhouon

200

W DS O SN I I = = O
chouou—~Houhouho

4.1.3.3 Problem 3

Problem 3’iin ¢oziimleri Ar = 0.001 ve N = 50 i¢in 0 < x < 1 aralifinda bulundu. Cizelge
4.8’de ky =2, kp = k3 = 10 ve kp = k3 = 100 icin Problem 3’ iin farkli konum ve zamanlarda Uy
ve Vyy degerleri sunuldu. Cizelgeden her iki yontemle elde edilen sonuclarin birbiriyle uyumlu

oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.9’da k; = 2, kp = k3 = 10 ve kp = k3 = 100 icin Problem 3’ iin farkli zamanlarda
Uy ve Vy ¢oziimleri sunuldu. Problem 3 i¢in kiibik ve kuintik trigonometrik kollokasyon sonlu
eleman yontemiyle elde edilen Uy ve Vi coziimlerinin maksimum degerleri ile Ref. [30]’da
verilen sonuglar karsilastirildi. Cizelgeden Uy ve Vy nin hesaplanan maksimum degerlerinin
Ref. [30] dakilerle uyumlu oldugu ve bu maksimum degerleri ayn1 x noktalarinda aldiklari
aciktir. Problem 3 ’iin niimerik ¢oziimlerinin davraniglarim gostermek i¢in N = 50, Ar = 0.001,
ky =kz =10 ve ky = k3 =100 i¢in = 0.1,0.2,0.3 ve 0.4 zamaninda KBTBKY ile hesaplanan
Uy ve Vy grafikleri Sekil 4.2 ve Sekil 4.3” de sunuldu.
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0.15
—+—1t=0.1 +
X 1=0.2
t=0.3
- -t=04
0.1
\
= \
53
= A
§
\
005 oo, 1
xxxxxxxxxxxx :
x
XX \
x% L
., \W
x
0 SORRROPOOONUROOTIRIOEGNOOGG0000 Ao
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a) (b)

Sekil 4.2 : Problem 3’iin N = 50, Ar = 0.001, k; = k3 =101icin¢t = 0.1,0.2,0.3 ve 0.4
zamanlarinda KBTBKY ile hesaplanan (a) Uy ve (b) Vi grafikleri.

4.2 Lineerlestirme-2 (LIN-2)

(3.1.1) ikili Burgers denkleminin, denklemdeki lineer olmayan terimler yerine Rubin-Graves
tipi yaklasgim kullanarak Raslan vd. [39]’daki calismalarinda kiibik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemi ve Onarcan vd. [40]’daki ¢aligmalarinda kuintik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemi ile niimerik semalarim elde etmislerdir. Tezin bu kisminda ayni1 semalar

asagidaki gibi benzer sekilde elde edilerek iic model problem i¢in uygulandi.

Simdi (3.1.1) denkleminde zaman tiirevi yerine ileri fark, konum tiirevi yerine ise

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa

Ut —u" (Un)" + (Un)" Tk (U™ + (UU,)"
At 2 2
n+1 n

Vi v (V)" (V)"
Y 2
(VV )L (V)
2
OV vy
2

+ ki

+ k3 0
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0051
0.045 -
0.04
0.035 -
003

2 0025
002
0.015 -
001

0.005

Cizelge 4.9 : Problem 3’iin Ar = 0.001, k, = k3 = 10 ve k» = k3 = 100 i¢in KBTBKY
ve KNTBKY ile hesaplanan maksimum Uy ve Vi degerlerinin Ref.
[30]’daki sonuglarla kargilastirilmasz.

KBTBKY

0.2 0.0524766472 0.54 0.0507393000 0.54 0.05252 0.54
0.3 0.0193651433 052 0.0183943334 0.52 0.01945 0.52
0.4 0.0072026546 0.50 0.0067193054 0.50 0.00724 0.50
ko =k; =100 0.1 0.0418585873 0.48 0.0412168637 0.68 0.04108 0.44
0.2 0.0148195468 0.58 0.0143659883 0.58 0.01475 0.58
0.3 0.0053533388 0.54 0.0051018910 0.54 0.00536 0.54
0.4 0.0019840063 0.52 0.0018576243 0.52 0.00199 0.52
yN yN yN
=k =10 0.1 0. 0.66 0.1402937919 0.64 0.14238 0.
0.2 0.0470652748 0.56 0.0454810617 0.56 0.04723 0.56
0.3 0.0172840176 0.52 0.0164204036 0.52 0.01741 0.52
0.4 0.0064259079 0.50 0.0059958795 0.50 0.00648 0.50
=k = 1 0. 76 0. 76 0. 7
02 0.0104479504 0.64 0.0100867137 0.64 0.01049 0.64
0.3 0.0035493984 0.56 0.0033862245 0.56 0.00360 0.56
0.4 0.0013064330 0.52 0.0012256940 0.52 0.00133 0.52
0.05 e
oz 0045 | 1oz N\‘\
- oa AR AR 004 ] |- s K
N\ 0.035 \4
5 \\
\
/
/

xxxxx
XXXXXXXXXXX
X X
x X
x
0 X X
X
X
X
x
X
x
Ve
X

Sekil 4.3 : Problem 3’iin N = 50, At = 0.001, k; = k3 = 100 i¢in t = 0.1,0.2,0.3 ve

0.4 zamanlarinda KBTBKY ile hesaplanan (a) Uy ve (b) Vy grafikleri.

76




bulunur. Burada

(UUX)I’H-I — Un+1U;Z _|_UI1U)IC’£+1 o UnU)IC’l
(va)n+1 — Vl’l-l-lv;’l +Vﬂvxn+1 . anxn

= yrtlyn pyryntt —gryrn gty L gryrtt —gryn

seklinde verilen Rubin-Graves [45] tipi lineerlestirme kullamilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

2 Un+1 20U"
( ) - ( ) _U)?x_H —U;lx'i‘k]UrH_lU;l _l_klUnU;l-H +k2Un+1Vn _l_sz):an-H

At At
+ koUW 4 UVt = 0 (4.2.1a)
2(v" 1 1 1 1 1 1 1
- VIR 4 g VIHRVE + g VIV 4 UV + UV + UV UV
2(Vn
_ A Y ) + Vi (4.2.1b)
elde edilir.

4.2.1 Kiibik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi (KBTBKY)

U(x,t) ve V(x,t)’ye bir yaklasim sirasiyla Uy(x,7) ve Vy(x,t), kiibik trigonometrik

fonksiyonlar kullanilarak

N+1 N-+1

UN(XJ) = Z 5,~Tl-3(x) ve VN(X,I) = Z G,Tf(x)

i=—1 i=—1

seklinde yazilabilir. Bu yaklasimlarda, x = x; kollokasyon noktasinda kiibik trigonometrik
fonksiyonlarin kullanilmasiyla Bolim 2’de de ayrintili olarak anlatilan ve (2.2.3) ile verilen

U ve V ile U ve V nin birinci ve ikinci tiirevleri
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U=046_1+ 08+ 061
Ux =161+ B20i11
Urx = Y16i—1+ %26 + ¥ 6i11
V=0o10,_1+0p0;+ 004
Vi=B106;-1+ 2011

Vix =N0i—1+%0; + 701

. h 3h
oy = sin’ (5) csc(h)csc (7)

biciminde yazilir. Burada

dir.

(4.2.1) ile verilen ikili Burgers denkleminde bu yaklagimlar yerine yazilir ve (n+ 1).
zaman seviyesindeki bilinmeyenler sol tarafta, n. zaman seviyesindeki bilinmeyenler sag tarafta

toplanirsa
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2(a16?T14—035f+1+—a15”+1)
i—1 m i+1 __Oq6ﬁﬁl+ﬁéaﬁ+l+unagﬁﬁ

+hi(on 8 + a8 + 0y 87 (B8 + B2SE )

16" |+ + o6 ) (B 5,-"_+11 +l325i’3r+11)

(
(
+ha(on ol + 007 +a10; ) (B0 + Byt
(0! + 0] + o) (Brofy + Paof)
(0n 8 + 008 + 00 87 (Biof + B0l )
+hk(ool | +mol +aiol)) (Biof ! + ot

2
= E(%@n—l +é + 18y ) + (N0 +710 + 7,6 1)

20/ + oot + oot
At
1 1 1
+hi(on0 ! + 000! +ar o) (ot + Baoty )

n+1 n+1 n+1
—(no/"; +noi +v07)

(
(0101 + 007 + 0107, 1) (Br o' + Baof )
(@10 + ool + arof ) (B3 + B3t
(@10 + 007 + a6 (B1 67 + B2y )
(o (Sinjll + a26in+1 + 0 517:11)(131 o/ 1+ B0l )
(

+ha(on 8l + o8] + 018l ) (Brof + Baot)

2
= E(al O 1+ o + a0}, )+ (N0 | +7%0; +7,0/ )

elde edilir. Bu sistem
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20,

al = ~ N +kiou Ky + ki 1Ky + ko1 Ly + koo Ly
a2 = kyou K> + ko 1Ky
200
a3 = -~ Fr +kioKy +koopLy
a4 = kyon K,
204
as = ~ N + k1o Ky + k1 BoKy + ko oLy + koot Ly
a6 = kyou Kr + k2 oK
20
7="=
“ At th
200
§="—"
W= tr
2061
9=""1
a At n

a10 = k3BiL1 + k3o Lo

all = % — N +kionLy+ ki il + k3 i Ko + kson K
al2 =ksonls

al3 = % —P»+kiaply + k300K,

ald = k3BoLy + k3o Lo

al5 = % — N +kiogLy+ k1 BoLi + k3o Ky + k3 oKy

olmak uizere

al&' +a20/" +a38!"" +ado] ! +a56"1 + abo] !

=a7l6)" | +a86/ +a9d}"

al0§" ' +allo!! +a128!! +al36!! +al45"4! +al50] !
=dlo; | +a80; +a90;. |

bigiminde gosterilebilir. Bu sistemde (2N + 2) denklem ve (2N + 6) bilinmeyen vardir. Sinir
sartlar1 kullanilarak bu sistemden 6_1, dy41, 0—1, ve Oy parametreleri yok edilir. Bu amagla,

x = x; kollokasyon noktasindaki

U(xi,t) = a1 6i—1 + 00 8; + 01 811

V(xi,t) = 01 0;—1 + 0 0; + 01 O+ 1
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yaklagimlari kullanilirsa 8_1, 8y 1, O_1, ve Oy | parametreleri;

U(X(),t) =Uy= 0615_1 +(X250—|—O£151
5. Up — 020p — @1 6y
_1 =
(09}
V(Xo,l‘) =Vo=010_1+ 0oy + Q0]
Vo — 00y — 0 071
Qg

Oo_1 =

U(xy,t) =Uy = 01 Oy—1 + 00y + 01 Oy +1
Un — 01 6y—1 — 00N

ON+1 =
+ o
V(XN,Z‘) =Vy=010y_1+ 00N+ 0| ON+1
VN —aioy_1 — 0N
ON+1 =
o

biciminde bulunur.

Sistemde i = 0 i¢in 6_1, Oy+1, O—1, Ve Oy parametreleri yerine yukarida verilen esitlikleri

yazilirsa
o (07
S (a3 —al =2) + ot (a4 — a2 22)
(09} (04
81 (a5 —al) + o (a6 — a2)
o Un+1 Vn+1 U
=& (aS—a7;2> +6{(a9 —a7) —al ?X —a2 (()X +a7(x_0
1 1 1 1
% o
St (a12 —al0=>) 4 ot (a13—a11—2)
1041 (04]
8 (al4 —al0) + ot (al5 —all)
o Un—H n+1 yn
= 0p (08—07—2>+G{1(a9—a7)—a10 0 _ 4119 4470
o o 104 o
i =N igin

8t (al —aS) + optl (a2 — ab)

51’\’,Jr1 (a3 — aS%) + crl'\l,Jrl <a4 — a6%)

1 (04]
o un Un+1 Vn+1
= Oy(a7—a9) + &y <a8 - a9—2> L a9lN 45O e YN
aq (0] o o



Suti(alo—ald)+onti(all —al5)

o (04
D (a12 - a1452> +olt! <a13 - a15—2)
1

o /a8 Uit v
=on_((a7—a9) +on (aS—a9—2) —al5 Y — —q14N_ 4 49N
o 1 o 1
bulunur. Boylece
AX"™H = BX"+C (4.2.2)

seklinde bir kapal1 sistem elde edilir. Burada A ve B matrisleri ile C ve X vektorlerinin elemanlari

(04) o
Ay =a3—al—2, Ap=ad—a2-2,
11=a3—a o n=ad—a o
Apz=a5S—al, Ayy=ab—a2
(04 o
Axl =al2 —al0==, Ay =al3—all—2,
(04 (04

Ay =ald—al0, Ay =al5—all
Ajj=alAjj1 =a2,A;j 1 =a3,A;j13 = a4,
Ajjys =a5,Ajj45=0a6,i=3(2)2N—1,j=i—-2
Aij=al0,A;j1 =all,Ajj o =al2,A;j3 =al3,A;j 4 =al4,
Ajjrs =al5,i=4(2)2N,j=i-3
Any1onv—1 =al —a5, Ajniionv = a2 —ab,

) abop

o
Ant1oN+1 =a3—a5—, Aonyioni2 =ad—
o (09]

Aonioon—1 =al0—ald, Ajyizoy =all —als,

(05) 0%]
Aoni2oN+1 =al2 — a14oc_’ AoN+22N+2 =al3 — a15a—
1 1
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1%
By =a8—al—2, B =0,
ay
Bl3 =a9 —a7, By = 0,
o
By =0, By =a8—al—,
o
By3; =0, Byy=a9—adl,
Bij=al,Bjj+1 = 0,Bjji2 = a8,Bij13 =0,
Bij+4 = 619,B,'j+5 = O,i: 3(2)2N— l,j =i—2
Bij=0,B;j;1 =al,Bij;2 =0,Bj13 =a8,B;j14 =0,
Bij+5 = a9,i = 4(2)2N,] =i—3
Bonyion—1=aT—a9, Boniionv =0,
0%
Bont12n+1 = a8 — 61931, Bony1on12 =0,

Boni2onv—1=0, Boni2oy =al—a9,

(0]
Boni2onv+1 =0, Bonioon+2 =a8—a9—

(09]
Un+1 Vn+1 Un
Ci=—-al-2— — 20 470
(04 (04 (04]
n+1 Vn+1 n
C=—al02— —ql1-2— +47-2
(04] (04] (04]
Ci =0, i=2(1)2N
Un U}’H—l Vn+1
Cony1 =a9>N —a5 N g6
2N+1 =4 a a o a o
Conyr = —al5N— —q14= N _ 1 40N
(04] (04] (04]

X = [8,00,81,01.....08_1,0n_1, N, 0n]

bicimindedir. Sonug olarak (2N + 2) denklem ve (2N + 2) bilinmeyenden olusan ¢oziilebilir
denklem sistemi elde edilir. (4.2.2) ile verilen sistemden 8"T! ve ¢"*! parametrelerinin
hesaplanabilmesi i¢in 6ncelikle 8° ve o parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bu §° ve ¢
parametrelerinin hesaplanmasi (4.1.5) ve (4.1.6) ile verilen ve LIN-1’de KBTBKY ’inde ayrintili

bir bicimde anlatilan sistemlerin ¢oziilmesiyle kolay bir sekilde elde edilir.

4.2.1.1 Kararhlik analizi

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen ikili Burgers sistemindeki birinci denkleme LIN-2
lineerlestirme teknigi ile birlikte KBTBKY uygulandiginda LIN-1 KBTBKY ile elde edilen
sema ve Ref. [39] ile verilen ¢alismada uygulanan lineerlestirme tekniginin sonucunda elde

edilen niimerik sema ile benzer oldugundan LIN-1 KBTBKY de ve Ref. [39]’da gosterildigi
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gibi benzer sekilde |g| < 1 oldugu gosterilebilir. Buradan sema sartsiz kararlidir. U ve V ’nin
simetrik olmasindan dolay1 (3.1.1) ile verilen ikili Burgers sistemindeki ikinci denklem olan

(3.1.1b) i¢inde benzer sonuglar elde edilir.

4.2.2 Kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon yontemi (KNTBKY)

U(x,t) ve V(x,t)’ye bir yaklagim sirasiyla Uy(x,7) ve Vy(x,t), kuintik trigonometrik

fonksiyonlar kullanilarak

N+2 N+2
UN(XJ) = Z 61'Tl-5(x) ve VN(X,I) = Z GiTl-S(x)
=2 =2

seklinde yazilabilir. Bu yaklasimlarda, x = x; kollokasyon noktasinda kuintik trigonometrik
fonksiyonlarin kullanilmasiyla Bolim 2’de de ayrintili olarak anlatilan ve (2.2.7) ile verilen

U ve V ile U ve V nin birinci ve ikinci tiirevleri

U=ai16_2+ab_1+azd +ardiy1 +aidip
Uy =b16i—2+b26i—1 — 2011 — b16i12

U = 162+ 201+ ¢36; + 2811 + 1812
V =a10,_2+ax0;_1 +a30;+ax0;1 +a10i42
Vi=D010;_2+br0;_1 —b20;11 —Db10;1>

Vix = €10j_2 + 20,1 +¢30; + 20i11 + 10,42

biciminde yazilir. Burada

0 =sin(h/2)sin(h)sin(3k/2)sin(2h) sin(5h/2)

olmak uizere
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a = sin(h/2)° /6
ay = (4sin(2h) — 11sin(3h) +4sin(4h) + 9sin(h))/(160)
— (2sin(h/2)>(48sin(h/2)*) — 80sin(h/2)* +33)/6
by = —(5cos(h/2)sin(h/2)*)/(26)
by = —(5sin((h/2)")8sin(h/2)*) —13sin(h/2)*+5)/6
= 20sin(h/2)? —25xsin(h/2)°)/(46)
¢y = —20(sin(2h) — 35sin(3h) +20sin(4h) — 15sin(h))/(648)
— (5sin(h/2)3(43sin(h/2)? — 48sin(h/2)* + 16sin(h/2)® — 12))/(26)

dir. (4.2.1) ile verilen sistemde bu yaklagimlar yerine yazilir ve (n+ 1). zaman seviyesindeki

bilinmeyenler sol tarafta, n. zaman seviyesindeki bilinmeyenler sag tarafta toplanirsa

(a16n +a25n +a36n+1 +a25n+1 6n+1)

i+2
At
(c15" +025”+1 +C35”+1 +cz5l’_’:r]1 +cl5f:r21)

+ky (a15"+1 —|—a25”+1 —l—a36n+l +a25l’f11 —I—al(slr_l‘__zl)( 3” ) +b26 1 —b25l~n 1— b15l~" 2)

k(18! + a8 | +a38! +ax 8l | +ar 8 ) (0185 + b8 — by 8! — by 85

+ho(b 6n+1+b25n+1 glifll 5::51)(4110 »+axol | +azof +axo +1+a1 )

n—H n+1 n+1 n+1>

—|—k2(b M 2—|—b25 1 — b2 ir_lH b151+2)(a16 D) —f-azG +a3z0; ' +ax0;,; +ai0;;,

+ha(ar 8 + a8 + a3 8 + ar 8 + a1 81 ) (0167, + b0l — baoty — bio,)
(

ko (ay 1 2—1-(1261 1+(136 +a25+1 +a15l+2)(b16”+1 +b26n+1 b26n+1 by G;?LZI)
B 2(015i_2+a25i—1+a35i +025i+1+0151+2)
N At

+ (10 + 20" | + 36/ + 268/ + 16 ,)
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+1 +1 +1 +1 +1

2(a10/", + a0/ +a30]"" +axo})| +aio)y)
At

(CIO'n+1—|—C2C7n+1+C3Gn+1+C2 n—i—l_}_c1 n+1)

+ki(a10M5 +arol ! + a0 +an "+1+611 "H)(bl '+ b0l —b20] | —bi0},)

+k; 2+a2 _1—|—a30 +aro +1—|—a1 )(b16n+1+b26 b26n+1 b6n+1)

+h3 (D185 + 528 — 58] — 1815 ) (167, + az0]- | + a30] + ar07' + a1 6})

1

+hk3 (a1 85 + a8 4+ a3 8 + a8 +a15’f21)( 0 5 +by0 | —byGl | —biG},)

1

(a1
(
+k3(b10;" 5 + 020" | — b0/ | — b15l+2)(a16”+1—|—a26”+]—|—a36"+]+a2 ”+]+a1 "4“2])
(
(

+k3(a16 i 2+a25_1 +a35 —|—a25,+1 +a ﬁ._z)(bldnﬂ—l—bzdnﬂ b26n+1 b 6n+1)
2(6116 T ax0, _1+Cl36 +as0; 1+a1 )
B At

+ (€10;L, + 20} | +¢30] + 207y +¢1075)

elde edilir. Bu sistem

K| = a15,-",2 +6126-n,1 —I—a36,~" —|—6126+1 —I—GIS!}H
K2 = b13,~n,2 +b26l'ril —b26l'rj>1 —b16i12
Li=a0 2—|—a26 1—}-6{30 + a0 +1+a16 )

Ly = b0 2—|—b26 bzGin_H —blGﬁ._z

ve
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ve

2
ml = Eal —C1 —|—k1a1K2 +klb1K1 +k2b1Ll —|—k2(l]L2

m2 = koa1 Ky + kyb1 Ky
m3 = A%az —Ct+kiayKy +k1boKy + koby Ly 4+ kpar Ly
m4 = krar K> + krbr K
mS5 = %ag —c3+kiasKy + kpazlo
m6 = kyaz K>
ml = %az —cyt+kiapKs — k1bao Ky — kobo Ly + kaas Ly
m8 = kyarKr» — krbr K
m9 = %al —c1+ ka1 Kr —k1b1 Ky —kob L1 + koa Ly
ml0 = kya1 K> — kab1 Ky
mll = ksb L1 + kza1Lp
ml2 = %al —c1+kiaily + kb1 Ly +kza1 Ky + k3bi Ky
ml3 = kyby Ly + kzar Lo
ml4 = A%az —cy+kiarls +kibaLy + kzar Ky + k3br K
ml5 = kzaslL,
ml6 = %(13 —c3+kiazly + kzaz K>
ml7 = —kzby Ly + kzar Ly
ml8 = A%az —c+kiapLly — ki boLy + kzar Ky — ksbo K
ml9 = —ksb L1+ kza1 Ly

2
m20 = Eal —c3t+kiaily —kib1Li +kza1 Ky — k3b1 K
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f1 :Eal—f—cl
12 2 +
=—ay+c
At 2 2
f3 2 +
= —da c
A 3 3
A= Zar+
=—ay+c
A 2 2
2
fSZA—tal+C1
2
f6:E(11+C]
f7 2 +
=—ay+c
A 2 2
8= —as+
_Ata3 C3
f9 3 +
=—ay+c
At 2 2
£10 2
=—a;+c
At 1 1

olmak uizere

m18" 5+ m2o b +m38™ ! + mao! ™+ m58M ! + m6oo ! +m78] +m86n+1

+m98! L +m100] ! = f187,+ f28! + £38]' + fAS! | + £58/,

m118" 5 + m126/)! + m138 ! + mldo!™! + m1586"! + m160/ " +m178!

+m18c/ ! +m198" 4! +m2007 )
= f60;" , + f10{" | + f80; + f90;\ | + f100}, ,

bi¢ciminde gosterilebilir. Bu sistemde (2N +2) denklem ve (2N + 10) bilinmeyen vardir. Sinir
sartlar1 kullanilarak bu sistemden 0_5, 0_1, On+1, ON42, O—2, O—1,0N+1, On+2 parametreleri

yok edilir. Bu amagla, x = x; kollokasyon noktasindaki

(xi,t) = b10; 2 +b26 1 — b26 1 —b16i42

(xi,2) = 10,2 +¢20;-1 + 38+ 28141 + 1642
Vi(xi,t) = b16; 2 +br6;—1 — by6; 1 — b6 42

(xi,t) = c10;2 +¢20;_1 +¢30;+ 20741 + 1642
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yaklagimlari kullanilirsa 8_2, 6_1, On+1, On42, O—2, O—1,0N+1, Oy2 parametreleri

5 = b]Uxx()C(), ) c1Uy ()Co,l‘) bi1c3é + (b1C2—|—Clb251) +2bic1 6
(62b1 —Clbz) (Cle_C2b1)
5.y = szxx(x ) Uy (Xo,l‘) + brc360 +2brcy 61 + (Clbz +C2b1)52
(c1by —c2by) (c2by —c1b2)
Syay = b U (xn,1) — c1Ux(x,1) N 2¢1b18n—2+ (c1ba+ c2b1)Ey—1 + c3b1 6N
(C2b1 —Clbz) (Clbz_c2bl)
Syss = byU(xn,t) — c2Ux(xn,t)  (c1ba +c2bi)On—2 +2¢2b20n—1 + bac3On
(c1by — caby) (c2by —c1b2)
o= b1Vix(x0,t) — c1Vi(x0,1) n bic300+ (bica+c1b01) +2b1c102
(C2b1 —Clbz) (C1b2 —Czbl)
G, bZVxx(x ) Vi (X(),t) n brc30p+ 2bycro1 + (C]bz + 02b1)62
(Clb2 — Czbl) (02b1 — Clbz)
Ol = bIVxx(x ) c1Vy (xN,t) 2c1bion_o + (Clbz —|—62b1)GN_1 +c3bion
(c2by — c1by) (c1by — caby)
o = bzvxx<x ) — Vi (xN,t) (C1b2 —}—Czbl)O'Nfz +2coby0ON_1 + brc30ON
(Clbz—Czbl) (Czbl —Clbz)

biciminde bulunur. Bdylece i = 0 i¢in olusan hayali noktalar1 yok etmek icin yukaridaki esitlikler

kullanilir gerekli diizenlemeler yapilirsa;

by)ml c3by (c3by)m2 c3by
—ar s ms) 4 ot 44t
0 (Czbl —c1by +01b2—0251m m ) % c2by —c1by +C1b2_C2blm o

2(Czb2)m1 cb1+c1by Z(Czbz)mz cby+c1by
srl 3+m7 ntl 44 m8
o (Czb1—61b2+61b2—02171m i) o Czb1—61b2+61b2—02b1m me )
b by)ml 2c1b
52n+1 (Cl 2+ Co l)m C101 m3 - m9
Czbl —C1b2 C1b2—6‘2b1
ntl (C1b2+62b1)m2 2c1by
4 10
T O ( caby —clbz +c1b2—czb1m +ml0)
( UYH_1 X(), C2Un+1(X0,l‘)) w2 <b2Vx';+1(x0,t) —Cszn+1(xO,t))
m
Clbz—Cle) (Clbz_CZbl)
< U"Jrl x C1Un+l()€0,t)) o <b1er)lC+1(xO,t) —Clvxn+1(xO,l‘)>
m
C2b1 —Clbz) (C2b1 —Clbz)
c3by) f1 bics Z(Czbz)fl bicr +c1by
=9 2413 o7 2+ f4
(Czbl—clbz C1b2—C2b1f +f + ! C2b1—C1b2+C1b2—C2b1f +f
C1b2—|—C2b1 fl 2bicy
0y 24 f5
* ( Czb1—01b2 +C1b2_C2b1f +f
11 (b 7 (x0,t) — c2UM (x0,¢ )) +f2( (U (x0,t) — iU (xo0,t ))
Clbz—Cle) (CZbl _Cle)
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by)mll c3by
got (L3 13 4+ml5
0 (Czbl—clbz Clbz—czblm o
by)ml2 b
4ot (c3b2)m L
coby —c1by  c1by — by
2(6‘2[?2)17111 by +c1by
st 134+m17
+o (czbl—clbg clbz—czblm +m
2(coby)ml12  c3b; +c1b
4ot (c2b2) L Gbiteib
coby —ciby - c1by — by
+5§+1 (c1b2+c2b1)m11+ 2c1by
Czbl — Clbz C1b2 — C2b1
+Gn+1 (C1b2+C2b1)m12 2c1bq
2 C2b1 — C1b2 C1b2 — Czbl
il (szgjl(Xo,I) —C2U)?+1 (xo,t)) w2 (szx'?Ll(X(),t) —Cszn+1(XQ,t)>
(Clbz—CZbl) (Cle_CZbl)
n+1 _ n+1 n+1 r n+1
L ml3 (b]Uxx (X(),t) U} (xO,t))+m14 (b]Vxx (X(),t) aVy (X(),t)>
(C2b1 —Clbz) (C2bl _Cle)
by) f6 b 2(cobr)f6 b b
_ ol (c3ba)f 1 718 Lo (c2b2) f 1c2+ciby
coby —c1by  c1by — by coby —c1by  c1by — caby
(Clb2+62b1)f6 2bicy
oy 7 10
- 2( c2by —c1by +01b2—02blf +f
f6 (sz)gC(X(),t) —Cszn(xO,t)> —|—f7 <b1Vx’§C(XQ,t) —Clvxn(XQ,Z))
(Clbz—CZbl) (C2b1 _Cle)

m14—|—m16)

m14—|—m18>

m13+m19>

m14+m20)

1+ f9)

bulunur. Benzer sekilde i = 1 icin;

by)ml (c3by)m2
6n+1 (6‘3 3 n+1 4
0 Ye1by — by m3)+ o (Clbz—Czbl md)
b1+ c1by)ml (c2by +c1by)m2

5n+1 (C2 1 5 n+1 6

to ( c1by — b " )+Gl ( c1by — by " )+
2¢1by)ml (2¢1b1)m2
5n+1 (— 7 Gl’lJrl AT 8 6n+1 9 Gn+1 10
) Clb2—62b1+m )+0, <c1b2—c2b1+m )+ 0y (m9)+ o3 (m10)

ml <b1fo+l(X(),t) —ClUngl(X(),l‘)) 2 (blvygfl()q),t) —Clvxn+1()C0,l‘)>
(Czbl —Clbz) (C2b1 _Cle)
(C3b1)f1 (C1b2+C2b1)f1
=0 | —————+ 12 o1 3
0 <C1b2—62b1 +f + ! C1b2—C2b1 +f
(chbl)fl
=+ f4 )+ 0} (f5
P S——— +f4 )+ 85(f5)
blU;lx(X(),l‘) —ClU;l(Xo,t))
(c2b1 —c1b2)

+
2
7 N N
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b )mll b )m12
st (—(C3 L +m13>+ o (—(C3 m —I—ml4)

C]b2 — Czbl C]b2 — C2b1
+5{1+1 (Czbl —|—Clb2)m11 tmi5) +o n+1 (Czbl +C1b2)m12 Lml6) 4+
c1by — cabq c1by — crbyq
2¢1by)mll (2¢1b1)m12
5n+1 (— 17 n+1 [ \=HIVL)T = 18 5n+1 19 n+1 20
2 (C1b2—02b1 i) o c1by —e2by i) (m19) + 057 (m20)
n+1 - n+1 n+1 o n+1
mll (b]U (X(), ) U} (X(),l‘)) L ml2 (blvxx (X(),t) aVy (X(),t))
(02b1 —Clbz) (Czbl _Cle)
(C3b1)f6 (Clb2+62b1)f6 ( 1b1)f6
=oy | ———— 7 8 - 9 (£10
0 (Clbz—czbl 7 c1by —c2by 7 c1by — by T9)+03(/10)
+f6( 1V (%0, 1) — 1 Vi (%0, ))
(c2by —c1b2)
vei=N —1icin;
6n+l + 611\1]-1-;(’,”2)
261[?1 m9 (261]91)1’)110
6n+1 m3 n+1 4
(Cle—CZbl * ) ON-2 c1by — by "
by + c1by)m9 (c2by + ¢1b2)m10
61’1-‘1-1 2 5 n+1 6
( Clb2—62b1 +m +GN C1b2—02b1 K"
by)m9 (c3b1)m10
5n+1 e3 m7 n+1 8
<C]b2—62b1 + +O C1b2—C2b1 +m

n+1 n+1 n+1 _ n+1
mO (blU xN, ClU (XN,Z‘)) Lm0 (blvxx (XN,I) C1Vx (XN,Z)>
C2b1 —Clbz) (Czbl _Clb2)

=55+ 8, (S o)

C1b2—C2b1
(caby +c1b2) f5
on 3
+ Nl( c1byr — caby +f
(Cgb])fS
o | ——L2 =+ f4
ow (Clbz—czbl 7
/5 <b1U§’x(xN,f) _CIU)’:(XNJ))
(coby —c1b2)
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Suti(mll) 4+ opti(m12)

2c¢1b1)m19 2c1b1)m2
&' (—( b +m13> +opt) (—( by 0+m14>

c1by —cab c1by —cab
by +clb2)m19 (C2b1 +c1b2)m20
6n+1 (Cz 15 n+1 16
N-1 < c1by —caby +m + Oy c1by — caby +m
bl)m19 (C3b1)m20
6n+1 (03— 17 Gi’H—l ARSI 18
N (Clbz — by Fmil )+ on c1by — by o

1 (blUg;l(xN,t) — clUgH(xN,r)) 20 (blvyl(xw) — clvx"H(xN,t))
(Czbl — C1b2) (Czbl - Cle)

n n (2C1b1)f10
=oy_3(f6)+ 6y, (m

(Czbl —l—Clbz)flO
n

8
TN < c1by —ca2by +f

+ (T;\l, ( (C3b1)f10

c1by — by

+f7)

+9)

blvx’;(xN,t) = Clvxn(xN,t))
(c2b1 —c1b7)

+f10(

ve son olarak i = N i¢in;
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b2+C2b])m9 2c1 by
NZ( cby —c1by Clbz—Clem tm
by +cab 10 2c1b
ot (c1by + caby)m L Zab
cby —c1by c1by — crby
200b2)m9  (caby +c1b2)
tON-1 (Czbl—clbz c1by —caby mim
2¢2by)m10  (coby+c1b
e (2¢2b7) Jr(21 102)
cby —c1by c1by — caby

m& + m2>

m8 + m4)

51'\l,+1 ( C3b2m9 + C3b1
coby —c1by  c1by — by
c3bym10 c3b;
o <6221 —c1by 61523—6251m8+m6)
T <b1U;’X+1(xN,t) —ClU)’:+1(xN,l))
(c2b1 —c1b2)
T m8 <b1er)lC+](xN,l‘) —cle”H(xN,t))
(c2b1 —c1by)
L mO (szgx—i_l(xN,t) —CQU;:_H (XN,l‘))

m7—|—m5)

(c1by — c2by)
+ml0 (bng’}H(xN,t) - CZVX”H(xN,t))
(c1b2 —c2by)
_sn <(Clb2+62b1)f5 2bicy
-2 coby —c1by c1by —caby
n (2C2b2)f5 (C1b2 +Czb1)
+ 6N_1 (C2b1 —C1b2 + C1b2 — Czbl f4+f2>
n (203b2)f5 (C3b1)
+ 6N (62b1 — C1b2 + C1b2 — Czb1f4+f3)
—|—f4 (blfo(xN,t) — clU;’(xN,t))
(C2b1 — Clbz)
szgx(XN,t) — CQU)?(XN,I) )
(c1by —caby)

f4—|—f1>

w15

93



6n+1 (C]b2+62b1)m19 2c1 by
N-2 CQb] —Clbz C]b2—62b1
g n+1 (C1b2+C2b1)m20+ 2c1by
coby —c1by c1by — cabq
2¢coby)ml b b
4ot Qeabo)ml9 | (cabiterba) 1oy s
by —c1by c1by —cab
2cpbr)m20  (coby+c1b
Lot ( 2i) +(21_12)
C2b1 Cle Clbz 62b1
_{_517\1]4-1( C3b2m19 4 C3b1

ml7+m11)

m18+m12)

ml8 +m14>

c2by —c1by  c1by —c2by

i Gn+1 C3b2m20 C3b1
N Czbl —C1b2 C1b2—C2b1

ml7 +m15)

ml& —|—m16)

Un+1 XN, —ClUn+1(xN,t)>

( czbl —c1by)
("

n—H i n+1
s VI (xn, 1) — 1V (xN,t)>
Czbl —c1by)
n+l o n+1
ml19 ( U xN, 02U (XN,Z‘))
Clbz —c2by)
n+1 r n+1
+m20( V xN, C2V (XN,Z‘)>
(c1by —caby)
n C1b2 -l-Czbl)flO 2bicy
= 9+ f6
= ON-2 ( by —c1by c1by — Czblf +/
(2¢2b2) 10 (c1by + c2by)
v 9+ f7
+GN ! (Czbl —C1b2 + C1b2 —C2b1 f +f
n C3b2f10 (C3b1)
9+ f8
+ GN (C2b1 — C1b2 + C1b2 — Czblf +f

+/9 (blv e, ) — €1V (! )> +£10 (b2 (xNvf)—Csz”(XN,t))

(Czbl —Clbz) (Cle_CZbl)
seklinde elde edilir. Boylece
AX" =BX"4C (4.2.3)

seklinde bir kapal1 sistem elde edilir. Burada A ve B matrisleri ile C ve X vektorlerinin elemanlar

94



An = ciflbf)ﬂz c1b§3—b1:2b1 m3 +m3,
Ap = ci?lbi)::zz o b?—blcz b m4 + m6,
2 1
N
SR
Ais = (CIcizbj—czcbllb)zml clbzzcibclzblm?)+mg7
prg= (AT 2D g
Aat = cfifz_)zlblz c1b263—blczb1m13+m15’
Ay = (52‘2?2_)’21;2 . b§3_[’ 102 joml4£ml6,
oy = 2L DA 54y
Aoy = 2D LD gy g
Aps = (Clijl:izlc)lll);nn qbzzcib;zblmw +ml9
(Clijljl— C—Zilll)?’:lz Clbzzcibclzbl im0
P = S
(caby +c1by)ml S, Asg = (caby +c1by)m2 m
c1by — caby c1by — caby

% +ml3, Ay = % +ml4

_ (e2b1 +c1ba)mll mlS, Ay = (c2by + c1by)m12

c1by —caby c1by —caby

% +ml7, Agg = % ml8
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Ajj=ml, Ajj1 =m2, Ajjo =m3, Ajj3 = md,
Aijra=m5,A;j15 =m6,A;j 6 =mT,
Ajjr7=m8,A;j; 8 =m9, Ajj19 =ml0
i=5(2)2N-3,j=i—4
Aij=mll, Ajj 1 =ml2, Ajj o =ml3, Ajj13 =ml4,
Ajjra=ml5,A;j 5 =ml6,A;j 6 =mlT,A;j 7 =ml8,
Ajjrg =ml9, Ajj19 =m20

i=6(22N—2,j=i—5

An—1oN-5 =ml, AN_12N—4 = m2,
2¢1b1)m9 2¢1b1)m10
AoN_1oN-3 = (2e1by)m9 +m3, An_1ov—2= (2¢1by)m10 m4
C]b2 — Czbl C|b2 o Czbl
coby+c1by)m9 caby+c1by)m10
An_1oN-1 = ( ) +m5, An_1oN = ( )
C1b2 —Czbl Clb2 —02b1
c3b1)m9 c3b1)m10
AN—12N+1 = (csby)m9 +ml, An—12N42 = Lesby)m10 m8
c1by —cab c1by —cab
Aonon—s5 =mll, Aonon—4 =ml2,
201b1 ml19 2C1b1 m20
c1by —caby c1by —caby
cby +c1br)m19 coby 4 c1by)m20
AoNoN—1 = ( ) +ml5,An N = ( )
Clbz —62b1 Clbz —62b1
c3b1)m19 c3b1)m20
AoNoN+1 = Aesby)m19 +ml7,AN N2 = {e3by)m20 +ml8
C1b2 —C2b1 C1b2 — C2b1
airbr, +arby1)m9 2a1b
A2N+12N—3:( bz + a2b1) + P 7 +ml,
’ aby —aib; ayby —azby
arb, +arb1)m10 2a1b
A2N+12N—2:( 1ba +azh) -+ P 8 +m2
’ arby —a1by aibr, —arb;
2a>b>)m9 arby +a1b
AoN+12N-1 = (2a:b2) -l—( 217 2)m7-|—m3,
’ arby —aiby  ajby —asxby
2aob,)m10  (arby +a1b
AZN—HZN:( 2b2) +( S 2)m8—|—m4
’ arby —aby arbr) —arb
azb,m9 aszby
AoNyioN+1 = m7+mS5,

arby —aiby  ay1by —arb
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a3b2m10

azb;

A = 8 6
2N+1.2N+2 wabi —aibs a1b2—a2b1m +m
b b 19 2a1b
AoNt2N-3 = (a1by +azb1)m a1 ml7+mll,
' arby —a1bs arbr) —arby
b b1)m20 2a1b
AN i2an 2 = (a1by +azby)m ab et mi2
’ arby —a1b ayby —axby
2a>b 19 b b
ANi22N-1 :( azby)m (azbr 2)m17+m13,
’ axby —a1by  a1by—axby
2a>b 20 b b
A2N+22N:( azbz)m (azb1 +a 2)m18+m14
’ arby —a1by airbr, —arby
a3b2m19 a3b1
A = 17 15
ON+22N+1 axb1 —a1by a1bz—azb1m +mlS,
azbrm?20 azby
A = 18 16
W+2,2N+2 axby —a1by albz—azblm m
(c3by)f1 bics
B = 2 3
1 Czbl—clbz Clbz—CZblf +f ’
B =0,
2¢2by) f1 b b
_ (2¢2b2) f 1c2+cq 2 094 f4,
C2b1 —Clbz Clbz —Czbl
Bi4=0
(b162+C1b2)f1 (2C1b1)
Bis = 2 5
15 Czbl—clbz C1b2—C2b1f +f ’
Bl6 - 07
By =0,
(c3bn)f6 bics
By = 7 8
27 b —ciby Clbz—CZblf I8,
323 == 07
2(Czb2)f6 bicr +c1by
Byy = 7 9
# c2by —c1by Clb2—c2b1f +/
BZS = 07
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(c1by+c2by) f6 2bic

By = 7 10
26 by —c1br Clbz—czblf +/
c3br)f1
B31=%+f2, B3 =0,
c1by — by
bicr +bacy) f1
B33=( 1c2 + bact)f + /3, B34 =0,
c1by — by
2c¢1by)f1
3352(61—1)f+f4, B3g =0,
c1by — by
B37 = f5, B3g =0,
c3b1) f6
By =0, Byp = 30VI0
Clbz—Cle
bicor +brcy) f6
B4z =0, B44=( 1c2 ¥ bacr)f +/8
Clbz—(}zbl
2¢1b1) 6
B45:0, B46:ﬂ+f97
c1by — crby

By7 = 07 Byg = f107

Bij = f1,Bij+1=0,Bjj12 = f2,Bjj13 =0,
Bijta=f3,Bij15=0,Bij1 6 = f4,Bij1+7=0,
Bijig = f5,Bij+9 =0,

i=5Q2)2N-3,j=i—4

Bij =0,B;j+1 = f6,Bij12=0,B;j13= f7,
Bij14=0,B;j15 = f8,Bij16 =0,B;j17 = f9,
Bij+s = 0,Bij+9 = f10,

i=6(12)2N—-2,j=i-5

Boy_1onv—5 = f1, Boy—12v-4 =0,

98



(2¢1b1) f5

Bon_1oN-3 = +f2, Boy—1o8v—2 =0,
C1b2 — Czbl
b1 +c1by) 5
Bon_1oN—1= (cab1 +e1ba)f +f3, Bon—1o8v =0,
C1b2 — C2b1
c3by)f5
Bon_1oN+1 = _{esb)fS +f4, Bon—12812 =0,
c1by — by
Boyon—5 =0, Boyon—4 = f6,
2¢1b1) 10
Boyon—3 =0, Boyon—2 = (2e1b1)/10 + /7,
c1by — c2by
b1 +c1b2) f10
Boyon—1 =0, Boyon = (c2br +e1ba)f + /8,
C1b2 — Czbl
c3b1) f10
Boyony1 =0, By _on = {csb)/10 + /9,
c1by —cab
c1by +caby) 5 2bic
BzN+1,2N—3=( 1b2 + c2b)f + Bl ra4 11,
Czb1 — Clbz C1b2 — Czbl
Bony1onv—2 =0,
2¢2b7) 5 c1by +crb
Bontion—1= (@esba)f +( ey 1)f4+f27
C2b1 —C1b2 C1b2 — Czbl
Boyi1onv =0,
(2¢3by) f5 (c3by)
B = 4 3
NHLNL = T o + clb2—02b1f + f3,
Boni2on—3 =0,
c1br +c2b1) 10 2bic
BzN+272N—2:( 1b2 +c2b1)f + EL_ 9+ f6,
c2by —c1by c1by — caby
Boyi2on—1 =0,
2¢2by) 10 by +cab
BZN+2,2N:( €2b2)f +<Cl 27 1)f9+f77
coby—c1by  c1by — by
Bon2on+1 =0,
c3br 10 c3b
Bansaawia = 20210 (esb) g g

by —c1by by — by
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Ci=-ml (szgx—i_l(ant) _C2U;H_l(x07t)>
(c1by —c2by)

( Vn—i—l XO, CzV"H(xQ,t))
(c1by — c2by)
m3( Un+1 x —clU”H(xo,t)>
Czb1—61bz)
m4( Vn-H x0> —clV”H(xo,t))
Czbl —c1by)
Ll (bz 7 (x0,1) — c2UP (x0,¢ )>
Clb2—02bl)
L 12 <b2Vx x0,t) — 2V (xo,t ))
(c1by —c2by)

C2 =—mll <b2U3’C1X+1(x07t) - C2U;l+l(x07t))
(c1by —c2by)

—ml2 <b2vxr)lc+l (x0,2) — Csz"+1(x0,t)>

(c1by —c2by)

_ml3 (b]U"+1(Xo, ) ClUf—H(X(),t))
(c2by —c1b2)

—ml <b1vxr)lc+l(x07t)_clvxn+l(x07t))
(c2by —c1b2)

4
+f6( 2V (x0,1) — 2V (X0, ))
S

c1by —c2by)

(
1V (x0,1) — 1 Vi (xo, ))
(c2b1 —c1b2)

+f7
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G =-—ml (blngH(xO’t) _ClUfH(xo,l))
(C2b1 —Clbz)
—m2 <b1Vx’;+l(x0,t) — ClerH—l(xOvt))
(c2by —c1b2)
47l (blfo(XO,t)—ClU;(XO,I))
(c2by —c1b2)

Cy=—mll <b1U;lx+l(x0’t) _ClU)?H(XOJ))
(c2b1 —c1b2)
—ml2 (blvxr)lc+l(x07t) — Clvxn+1(x07t))
(c2b1 —c1b2)
ble’;(xo,t) —C1Vxn(X(),t)>
(c2b1 —c1b2)

w1

Ci=0, i=5(1)2N-2
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Con i = —m9 <blfo+1(xNaf) —ClU)?H(xNJ))
(caby —c1b2)
—mlo (blvx’;“(xN,t) — 01V;1+1(XN,I))
(caby —c1b2)
blU)?x(xNv ) C]U (XN7 ))
(c2by —c1b2)

w15

b UM (xy,t) — e UM (xy, 1)
Coy = —m19 [ 2120 UV -
2N " ( (c2by —c1b2)
— 20 (blvx’;“(xN,t) —Clvxn—i_l(xN,t))
(c2b1 —c1b2)

biVi(xn,t) — 1V (xn,t ))
+f10( (c2b1 —c1b2)

biUM  (xy,t) — i UM (1)
Cony1 = —mT < (cab1 —c1b2) )
8 (bIV;‘xH(xN,t) —clv;’“(xN,t))
(c2b1 —c1b2)
— O <b2foH(xNaf) r Csz“(XNJ))
(c1by — c2by)
—mlo <b2vxr)lc+l(x1\’=t) - CZVxn+1(xN7t))
(c1by — c2by)

fa (blU L(xn,t) — ClUf(xN,l))
(cab1 —c1b7)
+f5 (szfx(XN, ) — U (xn,t ))
(c1by — c2by)
blU”H(xN l‘) —C1Un+1(XN l)
—_ 17 XX Y X Y
w2 " < (c2b1 —c1b2)
~m18 (blvx@+l<xw,r> - CIVX"H(XNJ))
(cab1 —c1b2)
—ml9 (sz;’x—H (XN,Z‘) — CzU;H_l (xN,t))
(c1by —caby)
0 (bzvx’i“(xN,f) — CZVan(xNvt))
(c1b2 — c2by)
+f9( V (-xNa )—Clv ('xN7 ))
(caby —c1b2)

bV (xn,t) — oV (xn,t ))
+/10 ( (c1by —c2by)
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X = [5(),0(),61,61 ..... 5N_1,GN_1,5N,GN]T

bicimindedir. Boylece (2N +2) x (2N +2) tipinde ¢oziilebilir denklem sistemi elde edilir. (4.2.3)
ile verilen sistemden 6"! ve ¢”*! parametrelerinin hesaplanabilmesi icin dncelikle §° ve ¢
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bu 8° ve ¢ parametrelerinin hesaplanmasi (4.1.11)
ve (4.1.12) ile verilen ve LIN-1"de KNTBKY’inde ayrintili bir bicimde anlatilan sistemlerin
coziilmesiyle kolay bir sekilde elde edilir.

4.2.3 Niimerik sonuclar

Bu kisimda, ikili Burgers denklemine, denklemdeki lineer olmayan terimler yerine
LIN-2 lineerlestirme teknigi kullanilarak KBTBKY ve KNTBKY kullanarak olusturdugumuz
sistemlerin ii¢c model probleme uygulanmasiyla ile elde edilen niimerik sonuglarin mevcut tam
coziimle ve/veya literatiirdeki diger calismalardaki sonuglarla karsilagtirilmasi ile hata normlari

cizelgeler halinde verildi.

4.2.3.1 Problem 1

Problem 1 i¢in [—m, 7| aralifinda yapilan hesaplamalarda: Cizelge 4.10’da Ar = 0.01 ve
farkli N konum adim uzunluklar i¢in farkli zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile elde
edilen L; ve L., hata normlar1 gosterildi. Bu ¢izelgeden N boliintii sayis1 arttikca yani konum
adim uzunlugu azaldik¢a her iki yontem ile elde edilen hata normlarinda azalma oldugu
goriilmektedir. N = 100 ve zaman adim uzunlugunun Az = 0.01,0.005 ve 0.001 farkli degerleri
icin KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen L, ve L. hata normlar1 Cizelge 4.11°de verildi.
Cizelgeden Ar zaman adim uzunlugunun azalan degerleri icin KBTBKY ile elde edilen hata
normlarinda 6nemli bir degisiklik olmadigi ancak KNTBKY ile elde edilen hata normlarinda
ise onemli Olgiide azalma oldugu aciktir. Cizelge 4.12°de boliintii sayist N = 50 ve Ar =
0.01 icin farkli zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen L., hata normlar1 Ref.
[30, 34,37, 40)’daki sonuglarla karsilastirildi. Cizelgeden KBTBKY ile elde edilen sonuglarin
Ref. [34,37,40]’da verilen sonuglarla uyumlu veya yakin oldugu ancak Ref. [30] ile verilen ve
Galerkin sonlu eleman yontemi kullanilarak elde edilen sonuglardan az da olsa daha biiyiik
hata normlar elde edildigi, KNTBKY ile elde edilen sonuglarin ise cizelgede verilen tiim
calismalardaki sonuglardan daha iyi sonuclar verdigi anlasilmaktadir. Problem 1’in N = 200
ve 400, At = 0.001 icin elde edilen L, ve L., hata normlarinin Ref. [26,30]’da verilen sonuglarla
karsilastirilmasi Cizelge 4.13’te verildi. KBTBKY ile elde edilen hata normlarinin Ref. [26] daki
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Cizelge 4.10 : Problem 1’in Ar = 0.01, N = 50,100 ve 200 i¢in farkli zamanlarda
KBTBKY ve KNTBKY ile hesaplanan L; ve L. hata normlart.

KBTBKY
N =50 N =100 N =200
i L, Lo L, L 2 o0
0.1 1.22694e-04 1.10799e-04  3.00195e-05 2.71628e-05  6.87807e-06 6.22353e-06
0.5 6.13619e-04 3.71445e-04 1.50107e-04 9.10443e-05 3.43908e-05  2.08591e-05
1.0 1.22762e-03  4.50723e-04  3.00236e-04 1.10451e-04 6.87828e-05 2.53038e-05
1.5 1.84199e-03 4.10192e¢-04 4.50388e-04  1.00495¢-04 1.03176e-04 2.30217e-05
2.0 2.45674e-03 3.31827e-04 6.00562e-04 8.12772¢-05 1.37570e-04 1.86181e-05
2.5 3.07186e-03 2.51656e-04 7.50759e-04 6.16260e-05 1.71966e-04 1.41158e-05
3.0 3.68737e-03 1.83221e-04 9.00978e-04 4.48570e-05 2.06363e-04 1.02742e-05

KNTBKY

€- c- c- - e-

. e-
4.16519e-06

0.5 5.00073e-06 3.03764e-06 4.21016e-06 2.55768e-06 2.52833e-06
1.0 9.95481e-06 3.67096e-06 8.40074e-06 3.09647e-06  8.32072e-06 3.06399e-06
1.5 1.48628e-05 3.32544e-06 1.25719e-05 2.81095e-06 1.24666e-05  2.78454e-06
2.0 1.97251e-05 2.67730e-06  1.67237e-05 2.26810e-06 1.66029e-05  2.24934e-06
2.5  2.45423e-05 2.02065e-06 2.08562e-05 1.71566e-06  2.07296e-05 1.70342e-06
3.0  2.93146e-05 1.46401e-06  2.49695e-05 1.24586e-06  2.48467e-05  1.23839e-06

Cizelge 4.11 : Problem 1’in N =100, Ar = 0.01, 0.005 ve 0.001 i¢in farkli zamanlarda
KBTBKY ve KNTBKY ile hesaplanan L, ve L. hata normlari.

KBTBKY
At =0.01 At = 0.005 At = 0.001
t Lz Lo L2 L. L2 Lo

e- 7 e- 7727 8e- 7 e-

0.5 1.50107e-04 9.10443e-05  1.53229e-04 9.29383e-05  1.54229e-04  9.35443e-05

1.0 3.00236e-04 1.10451e-04 3.06482e-04 1.12748e-04 3.08481e-04  1.13484e-04

1.5 4.50388e-04 1.00495e-04  4.59758e-04 1.02586e-04 4.62757e-04  1.03255e-04

2.0 6.00562e-04 8.12772e-05 6.13058e-04  8.29684e-05 6.17057e-04  8.35096e-05

2.5 7.50759-04 6.16260e-05 7.6638le-04  6.29084e-05  7.71380e-04 6.33188e-05

3.0 9.00978e-04 4.48570e-05  9.19728e-04  4.57906e-05  9.25728e-04  4.60893e-05
KNTBKY

c- - c- - e-

. e-
9.48025e-08

0.5 4.21016e-06 2.55768e-06 1.09245e-06 6.63669¢-07 5.75928e-08
1.0 8.40074e-06 3.09647e-06 2.17983e-06 8.03476e-07 1.89165e-07  6.97252e-08
1.5 1.25719e-05 2.81095e-06  3.26217e-06 7.29389e-07  2.83089e-07  6.32960e-08
2.0 1.67237e-05 2.26810e-06  4.33949e-06 5.88530e-07  3.76579e-07 5.10724e-08
2.5 2.08562e-05 1.71566e-06 5.41181e-06 4.45185e-07 4.69634e-07  3.86329e-08
3.0 2.49695e-05 1.24586e-06  6.47916e-06  3.23280e-07  5.62259e-07  2.80541e-08

sonuclarla uyumlu ancak Ref. [30]’daki hata normlarindan daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

Ayrica ¢izelgeden KNTBKY ile elde edilen hata normlarinin her iki ¢calismadaki sonuglardan da

cok daha iyi oldugu agiktir.

Cizelge 4.12 : Problem 1’in Ar = 0.01 ve N = 50 i¢in farkli zamanlarda KBTBKY ve
KNTBKY ile hesaplanan L. hata normlarinin Ref. [30,34,37,40] daki
sonugclarla karsilagtirilmasi.

¢t KBTBKY " KNTBKY — [301 [@E4 @3 14—

0.5  3.739338645 x 10~%  3.037638625x 10°® 2.2662x 10> 1.1030x 10~% 1.51688x 10~%  7.9881 x 10~*
1.0 4.537448100 x 10~*  3.670955626 x 107¢  1.4617x 107>  1.3368x 10~*  1.83970x 10~*  9.6837x 1074
2.0  3.340530657 x 10~*  2.677302640 x 10°¢  7.3805x10°% 9.8182x 107>  1.35250x10~*  7.1154x10~*
3.0 1.844508121 x 10~*  1.464007635x 107°  4.0272x10°° 1.0298x 1075  7.46014x 105  3.9213x 10~*
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4.2.3.2 Problem 2

Problem 2 i¢in —10 < x < 10 araliginda yapilan hesaplamalarda: Cizelge 4.14 ve Cizelge
4.15’te zaman adimi uzunlugu Ar = 0.01, k, = 0.1 ve k3 = 0.3 icin farkli # zamanlarinda N
boliintii sayisinin farkli degerleri i¢in sirastyla KBTBKY ve KNTBKY ile Uy ve Vy i¢in elde
edilen L; ve L. hata normlar1 sunuldu. Cizelge 4.14’den boliintii sayist N = 50’den N = 100’e
artirtldiginda KBTBKY ile elde edilen hata normlarinda 6nemli bir diisiisiin oldugu ancak N =
200 alindiginda ise onemli bir degisiklik olmadig1 goriilmektedir. Cizelge 4.15’den ise boliintii
sayisinin artmasiyla KNTBKY ile elde edilen hata normlarinda az da olsa azalmanin oldugu
aciktir. Cizelge 4.16°da N = 100 ve Ar = 0.001 i¢in farkli zamanlarda KBTBKY ve KNTBKY ile
elde edilen hata normlar1 Ref. [24-26,30] daki verilen sonuglarla karsilagtirildi. Cizelgeden her
iki yontemle elde edilen L, ve L., hata normlarinin karsilagtirilan diger ¢calismalardaki sonuglarla

uyumlu veya yakin oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.14 : Problem 2’nin At = 0.01, k; = 0.1, k3 = 0.3, N = 50, 100 ve 200 icin
farkli zamanlarda KBTBKY ile hesaplanan L, ve L., hata normlari.

Uy Vn

N t L L. L Lo
50 O. 5.97526e-04 3.86266e-05 6.33190e-04 2.35910e-05

[

91099¢-03

1.85434¢-04

2

5.70530e-03  3.62579¢-04
8.42034e-03  5.34578e-04
1.10692e-02  7.03171e-04
1.36594e-02  8.68389¢-04
1.61961e-02 1.03061e-03

W == O
SN OUnNnOWn

3.07920e-03
6.02662e-03
8.88482e-03
1.16687e-02
1.43871e-02
1.70457e-02

1.11897e-04
2.17003e-04
3.18510e-04
4.16981e-04
5.12931e-04
6.06523e-04

AT e

SUNOUDNO W

2.21653e-04
4.33536e-04
6.39172e-04
8.39790e-04
1.03609¢e-03
1.22854e-03

1.47077e-05
2.83174e-05
4.13497e-05
5.39740e-05
6.62837e-05
7.83266e-05

4.26461e-04
8.35790e-04
1.23352e-03
1.62159¢e-03
2.00115e-03
2.37295e-03

1.24780e-05
2.47493e-05
3.68680e-05
4.88543e-05
6.07345e-05
7.25202e-05

e — <

SUNOUnNO W

4.52137e-04
8.89291e-04
1.31624e-03
1.73468e-03
2.14560e-03
2.54963e-03

2.78123e-05
5.51779e-05
8.21702e-05
1.08829¢-04
1.35189¢-04
1.61272e-04

2.95026e-04
5.71812e-04
8.36813e-04
1.09239e-03
1.33994e-03
1.58041e-03

1.35619¢e-05
2.60304e-05
3.78274e-05
4.91012e-05
5.99370e-05
7.03972e-05

Cizelge 4.15 :

Problem 2’nin Ar = 0.01, k, = 0.1, k3 = 0.3, N = 50, 100 ve 200 i¢in
farkli zamanlarda KNTBKY ile hesaplanan L, ve L., hata normlar.

Un

Vv

L,

L

Ly

L

. ~

W= =OO
cuhouhon-

1.48895e-04
7.28643e-04
1.43241e-03
2.11933e-03
2.79229e-03
3.45297e-03
4.10248e-03

9.34163e-06
4.57115e-05
9.03074e-05
1.34151e-04
1.77401e-04
2.20094¢e-04
2.62284e-04

1.14446e-04
5.54648e-04
1.08236¢-03
1.59252¢-03
2.08857e-03
2.57250e-03
3.04570e-03

5.14154e-06
2.40128e-05
4.62961e-05
6.75837e-05
8.80142e-05
1.07857e-04
1.27143e-04

100 U:l [.38307e-04 8.53888e-06 1.04247e-04 4.60853e-06
5.04419e-04 2.19321e-05

W= =O

SUNOUnNO W

6.76609¢e-04
1.33016e-03
1.96816e-03
2.59327e-03
3.20701e-03
3.81042e-03

4.20932e-05
8.32167e-05
1.23671e-04
1.63559¢-04
2.02959¢-04
2.41927e-04

9.83567e-04
1.44634e-03
1.89598e-03
2.33435e-03
2.76274e-03

4.22801e-05
6.16650e-05
8.03095e-05
9.83272e-05
1.15795e-04

“200 0.1 T1.38130e-04 8.49565e-06 1.04070e-04 4.58819e-06
6.75708e-04 4.18877e-05

W= O

SUNnOUnNnO W

1.32843e-03
1.96565e-03
2.59003e-03
3.20310e-03
3.80588e-03

8.28153e-05
1.23073e-04
1.62779e-04
2.01998e-04
2.40776e-04

5.03469¢-04 2.18253e-05

9.81669¢-04
1.44352e-03
1.89224e-03
2.32972e-03
2.75723e-03

4.20767e-05
6.13723e-05
7.99214e-05
9.78640e-05
1.15272e-04
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4.2.3.3 Problem 3

Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar O <x <1 aralifinda Az = 0.001 ve N = 50 i¢in yapild1.
Cizelge 4.17°de ky = 2, kp = k3 = 10 ve k» = k3 = 100 i¢in farkli konum ve zamanlarda
Uy ve Vy degerleri verildi. Cizelgeden, KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen Uy ve Vy
¢Oziimlerinin farkli # zamanlar1 i¢in verilen x noktasal degerlerinin birbirine olduk¢a yakin

oldugu goriilmektedir.

Problem 3’ iin k1 = 2, ky = k3 = 10 ve kp = k3 = 100 i¢in farkli zamanlarda Uy ve Vy
coziimlerinin maksimum degerleri ile bunlar1 aldigir x noktalar1 ve Ref. [30]’daki sonuglarin
kargilastirilmasi Cizelge 4.18’de sunuldu. Cizelgeden Uy ve Vy nin hesaplanan maksimum
degerlerinin Ref. [30] dakilerle uyumlu oldugu ve bu maksimum degerleri hemen hemen ayni x

noktalarinda aldiklart aciktir.
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Cizelge 4.18 : Problem 3’iin Ar = 0.001, k> = k3 = 10 ve k» = k3 = 100 icin KBTBKY
ve KNTBKY ile hesaplanan maksimum Uy ve Vy degerlerinin Ref.
[30]’daki sonuglarla karsilastirilmasi.

KBTBKY KNTBKY [30]
t Upa x Upax X Uppy X
ky =k3 =10 0.1 0.1445158820 0.58 0.1422799981 0.58 0.14348 0.58
0.2 0.0523625352 0.54 0.0506275878 0.54 0.05252 0.54
0.3 0.0193225256 0.52 0.0183533217 0.52 0.01945 0.52
0.4 0.0071867412 0.50 0.0067042649 0.50 0.00724 0.50
kpy =k3 =100 0.1 0.0416862849 0.46 0.0409850452 0.50 0.04108 0.44
0.2 0.0147706343 0.58 0.0143165413 0.58 0.01475 0.58
0.3 0.0053377348 0.54 0.0050862087 0.54 0.00536 0.54
0.4 0.0019783531 0.52 0.0018520234 0.52 0.00199 0.52
VII[YEIX VII]¥aX VI]I\llaX
0.2 0.0470127453 0.56 0.0454307790 0.56 0.04723 0.56
0.3 0.0172638480 0.52 0.0164013969 0.52 0.01741 0.52
0.4 0.0064183710 0.50 0.0059889022 0.50 0.00648 0.50
ky =k3 =100 0.1 0.0507466956 0.76 0.0491751509 0.76 0.04994 0.76
0.2 0.0103570010 0.64 0.0099985966 0.64 0.01049 0.64
0.3 0.0035175568 0.56 0.0033557953 0.56 0.00360 0.56
0.4 0.0012946724 0.52 0.0012146396 0.52 0.00133 0.52




5. SONUC

Bu calismada kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile
ikili Burgers denkleminin niimerik ¢éziimleri sunuldu. Denklemin ¢6ziimlerini elde etmek icin
denklemdeki lineer olmayan terimler yerine LIN-1 Lineerlestirme tekniginde U ve V yerine
sirastyla U = Z; ve V = G; olarak alindi. LIN-2 lineerlestirme tekniginde ise lineer olmayan
terimler yerine Rubin-Graves tipi lineerlestirme kullanildi. Her iki lineerlestirme teknigi
uygulandiktan sonra hem kiibik hem de kuintik B-spline kollokasyon yontemi ile elde edilen
sistemler ile tic model problem ¢oziildii. Boliintii sayis1 N ve zaman adim uzunlugu Az nin farkli
degerleri i¢in elde edilen sonuclar cizelgeler halinde verildi. Ayn1 zamanda literatiirdeki benzer
caligmalardan elde edilen sonugclar ile kargilagtirmalar cizelgeler halinde sunuldu. Cizelgelerden
beklendigi gibi uygulanan kiibik ve kuintik trigonometrik kollokasyon sonlu eleman yonteminin

yeterince 1y1 sonuglar verdigi anlagilmaktadir.

Simdi LIN1 ve LIN-2 lineerlestirme teknikleri icin kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline
kollokasyon yontemleri ile her bir problem icin elde edilen sonuclari kendi icerisinde
karsilagtiralim:

Cizelge 5.1 : Problem 1’in k1 = =2, kp = k3 = 1, At = 0.01, N = 50,100 ve 200
degerleri icin t = 3.0 zamaninda hesaplanan L, ve L. hata normlari.

N=50
L) L. Ly
3.687368608202¢ —03  1.832210133406e —04  2.063626743214e — 04

N =200

LIN-1-KBTBKY 1.027419257515¢ — 05

LIN-2-KBTBKY
LIN-1-KNTBKY
LIN-2-KNTBKY

3.687368608157¢ — 03
2.931456119347¢ — 05
2.931456119300e — 05

1.832210133382¢ — 04
1.464007634948¢ — 06
1.464007634691e — 06

2.063626746183¢ — 04
2.484670228531e¢ — 05
2.484670228572¢ — 05

1.027419258983¢ — 05
1.238393122591e — 06
1.238393122653¢ — 06

Problem 1’in ki = —2, ko = k3 =1, At = 0.01, N = 50,100 ve 200 degerleri icin t = 3.0
zamaninda LIN-1 ve LIN-2 lineerlestirmeleri kullanilarak KBTBKY ve KNTBKY ile elde
edilen L, ve L., hata normlar1 Cizelge 5.1°de verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere hem LIN-1
hem de LIN-2 lineerlestirme teknigi icin KNTBKY ile elde edilen sonuclarin KBTBKY ile elde

edilen sonuclara gore daha iyi oldugu anlagilmaktadir.

Problem 1’'in ky = =2, ko =kz =1, N =100, Ar = 0.01, 0.005, 0.001 degerleri i¢cin t = 3.0
zamaninda LIN-1 ve LIN-2 lineerlestirmeleri kullanilarak KBTBKY ve KNTBKY ile elde
edilen L, ve L. hata normlar1 Cizelge 5.2°de verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere zaman adim
uzunlugunun azalan biitiin degerleri i¢in hem LIN-1 hem de LIN-2 lineerlestirme teknigi icin
KNTBKY ile elde edilen sonuglarin KBTBKY ile elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu
acikca goriilmektedir. Her iki cizelgeden de LIN-1 ve LIN-2 icin KBTBKY ile elde edilen
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hata normlarinin kendi icerisinde, KNTBKY ile elde edilen hata normlarininda kendi igerisinde
birbirine ¢cok yakin oldugu ve yeterince kiiciik oldugu aciktir.
Cizelge 5.3 : Problem 2’nin k; = 2, k = 0.1, k3 = 0.3, Ar = 0.01, N = 50, 100 ve

200 degerleri i¢in t = 3.0 zamaninda hesaplanan Uy ’in L, ve L. hata
normlari.

N =50 N =100 N =200
L oo L L. L o0
LIN-1-KBTBKY  1.61963¢—02  1.03062¢ —03  1.22850e —03  7.83245¢—05 2.54973e—03 1.61277¢—04
LIN-2-KBTBKY  1.6196le—02 1.0306le—03  1.22854¢—03  7.83266e—05 2.54963¢—03  1.61272¢— 04
LIN-1-KNTBKY  4.10259¢—03  2.62290e —04  3.81053¢—03  2.41934e—04  3.80599¢—03  2.40782¢— 04
LIN-2-KNTBKY  4.10248¢ —03  2.62284e—04  3.81042¢—03  2.41927¢—04  3.80588¢—03  2.40776e — 04

Cizelge 5.4 : Problem 2’nin k; = 2, k = 0.1, k3 = 0.3, Ar = 0.01, N =50, 100 ve
200 degerleri i¢in t = 3.0 zamaninda hesaplanan Vy ’in L; ve L. hata
normlari.

N=50 N =100 N =200
L = L L. L oo
LIN-1-KBTBKY  1.70459¢ —02  6.06530e —04  2.37286e—03  7.25176e—05 1.58055¢—03  7.04021e¢—05
LIN-2-KBTBKY  1.70457¢—02  6.06523¢ —04  2.37295¢—03  7.25202¢ —05 1.5804le—03  7.03972¢—05
LIN-1-KNTBKY  3.04587¢—03  1.27149¢—04 2.76291e—03  1.1580le—04  2.75740e—03  1.15278¢—04
LIN-2-KNTBKY  3.04570e—03  1.27143¢—04  2.76274e—03  1.15795¢—04  2.75723¢—03  1.15272¢—04

Problem 2’nin k; =2, k; = 0.1, k3 = 0.3, Ar = 0.01, N = 50, 100, 200 degerleri icin t = 3.0
zamaninda U ve V i¢in hesaplanan L, ve L. hata normlan sirasiyla Cizelge 5.3 ve Cizelge
5.4’te verildi. Cizelgelerden goriildiigii iizere hem LIN-1 hem de LIN-2 kullanilarak elde edilen

sonuglarin kendi i¢inde uyumlu oldugu goriilmektedir.
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Problem 3’ilin ky = 2, ko = k3 = 10, At = 0.001, x = 0.2, 0.4 ,0.6 ,0.8 degerleri i¢cin t = 0.4
zamanindaki Uy ve Vi ¢oziimleri Cizelge 5.5 ve Cizelge 5.6’da verildi. Cizelgelerden verilen x
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noktalarinda LIN-1 ve LIN-2 icin KBTBKY ve KNTBKY ile elde edilen Uy ve Vi ¢oziimlerinin

birbiriyle uyumlu oldugu goriilmektedir.

Sonu¢ olarak, bu tez calismasi icerisinde, iki farkli lineerlestirme teknigi kullanilarak
ikili Burgers denklemine kiibik ve kuintik trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman
yontemi uygulandi. Bu boliimde verilen karsilastirma cizelgelerinden her iki lineerlestirme
icinde kuintik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile elde edilen sonuglarin kiibik
B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile elde edilen sonucglara gore daha iyi oldugu
aciktir. Bu calismada ikili Burgers denkleminin niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesi icin
kullanilan bu lineerlestime teknikleri ile trigonometrik B-spline kollokasyon sonlu eleman
yonteminin literatiirde dnemli yere sahip bazi diger ikili denklemlerinin niimerik ¢6éziimlerinde

de kullanilabilecegi anlasilmaktadir.
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