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(36203614037)

Matematik Anabilim Dalı
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∇F : F-Dönüşümü Boyunca Geri Çekme Konneksiyonu
[, ] : Lie Braket(Parantez) Operatörü
Ω : Temal 2-Form
A : Yatay Tensör Alanı
T : Dikey Tensör Alanı
J : Hemen Hemen Kompleks Yapı
çekF∗ veya V : Dikey Distribüsyon
(çekF∗)⊥ veya H : Yatay Distribüsyon
görF∗ : Görüntü Uzayı
(görF∗)⊥ : Görüntü Uzayının Tümleyeni
τ(F) : Tensiyon Alanı

vii



ÖZET
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Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci
bölümde, tez konusunun tarihsel süreci ifade edilerek tez konusu ile ilgili genel tanımlar
sunulmuştur.

İkinci bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere yer
verilmiştir. Ayrıca, Riemann submersiyonları üzerinde tanımlı O’Neill formullerinin ve
izometrik immersiyonlar üzerinde tanımlı Gauss Weingarten formüllerinin daha geneli olan
Riemann dönüşümleri üzerindeki temel formüller ifade edilmiştir. Daha sonra, Riemann
dönüşümler için tensör alanı ve ikinci temel form arasındaki ilişki gösterilmiştir.

Üçüncü bölümde, ilk olarak kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifolddan
Riemann manifolduna tanımlanan invaryant Riemann dönüşüm tanımı ifade edilip, bu
dönüşümün varlığı ile ilgili bir örnek verilmiştir. Daha sonra, hemen hemen Hermityen
manifolddan Riemann manifolduna tanımlanan anti-invaryant Riemann dönüşümünün bir
örneği verilerek bu dönüşümler yardımıyla total uzay (kaynak manifold) ve baz uzay (hedef
manifold) geometrisi incelenmiştir. Ayrıca anti-invaryant Riemann dönüşümler tarafından
tanımlanmış distribüsyonlar için ayrışım teoremleri verilmiştir.

Dördüncü bölümde, kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann
manifolduna tanımlanan yarı-invaryant Riemann dönüşüm tanımı ifade edilerek, bu dönüşümün
varlığı ile ilgili bir örnek verilmiştir. Yarı-invaryant Riemann dönüşümler tarafından
tanımlanmış distribüsyonları üzerine ayrışım teoremleri incelenmiştir.

Son bölümde ise, hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna tanımlanan
slant-Riemann dönüşümlerin tanımı ifade edilip bu dönüşümün varlığı ile ilgili örnekler
verilmiştir. Burada slant-Riemann dönüşümlerin var olma koşulları incelenilmiştir ve bu
dönüşümlerin harmonikliği araştırılmıştır. Ayrıca slant-Riemann dönüşümlerin tamamen
geodezik olabilmesi için gerekli ve önemli koşullar verilip ve total manifoldlar için ayrışım
teoremi incelenmiştir.
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This study was prepared as a master’s thesis which are consists of five chapters. In the first
chapter, the historical process of the thesis subject is expressed and general definitions about
the thesis subject are presented.

In the second part, the basic definitions and theorems that will be used in the next chapters
are given. In addition, basic formulas on Riemannian maps, which are more general of O’Neill
formulas defined on Riemannian submersions and Gauss-Weingarten formulas defined on
isometric immersions, are expressed. Then, the relationship between the tensor field and the
second fundamental form for Riemannian maps is shown.

In the third chapter, firstly, the definition of invariant Riemannian maps, which is
defined from almost Hermitian manifold to Riemannian manifold in complex geometry, is
expressed and an example is given regarding the existence of this map. Then, an example
of the anti-invariant Riemannian maps, which is defined from almost Hermitian manifold to
Riemannian manifold, is given and the geometry of total space (source manifold) and base
space (target manifold) is examined with the help of these maps. Also, decomposition theorems
for distributions defined by anti-invariantRiemannian maps are given.

In the fourth chapter, the definition of semi-invariant Riemannian maps, which is defined
from almost Hermitian manifold to Riemann manifold in complex geometry, is expressed and
an example of the existence of this map is given. Decomposition theorems on distributions
defined by semi-invariant Riemannian maps are studied.

In the last part, the definition of slant-Riemannian maps, which are defined from almost
Hermitian manifold to Riemann manifold, is expressed and examples about the existence of this
map are given. Here, the conditions of existence of slant-Riemannian maps are examined and
the harmonic of these maps is investigated. In addition, necessary and important conditions are
given for the slant-Riemannian maps to be completely geodesic and the decomposition theorem
for total manifolds is examined.
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1. GİRİŞ

Diferensiyel geometride Riemann manifoldlar (veya yarı-Riemann manifoldlar) arasında

tanımlanan dönüşümlerin temel olanları izometrik immersionlar (Riemann altmanifoldlar) ve

Riemann submersiyonlardır. Bu dönüşümlerin genel hali ise Riemann dönüşümlerdir. Bu

dönüşümler iki manifold üzerinde tanımlanan geometrik yapıları karşılaştırmak için yaygın bir

şekilde kullanılır. İzometrik immersiyonlar (Riemann altmanifoldları); Riemann manifoldları,

Riemann metrikleri ve Jakobiyen matrisleri ile birlikte karakterize edilmiş temel dönüşümlerdir.

Daha açık bir ifade ile, (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldları arasında tanımlanan

diferansiyellenebilir bir F : (M1,g1) → (M2,g2) verilsin, eğer F∗ türev dönüşümü birebir ve

∀X1,X2 ∈ Γ(T M) vektör alanları için,

g1(X1,X2) = g2(F∗X1,F∗X2) (1.0.1)

eşitliğini sağlıyorsa F dönüşümüne izometrik immersiyon denir [1]. Eğer F∗ türev dönüşümü,

örten ve yatay vektör alanı olan (çekF∗)⊥ın elemanları için (1.0.1) denklemini sağlayan

diferansiyellenebilir bir F dönüşümü mevcut ise bu dönüşüme Riemann submersiyon denir [1].

Görerelikte kompleks yapılar, uzay-zaman geometrisini anlamak için en etkili araçlardan

biridir [2]. Aslında; kompleks manifoldlar, Kaehler manifoldların iki ilginç sınıfına sahiptir.

Birincisi, Calabi-Yau manifoldlarıdır. Bu manifold türü süper cisim teorisideki uygulama

alanlarına sahiptir [3]. Bir diğeri, görerelikteki Teichmüller uzayları uygulamasıdır [4]. Ayrıca,

CR-yapıları, görereliğin uzay-zaman geometrisinde yaygın bir şekilde kullanım alanına sahiptir

[5].

Riemann submersiyonlar teorisi çeşitli alanlarda kullanılmıştır. Riemann manifoldları

arasındaki Riemann submersiyonları ilk olarak O’Neill [6] ve Gray [7] tarafından çalışılmıştır.

İnvaryant altmanifoldların bir benzeri olarak, Watson iki hemen hemen Hermityen manifold

arasında hemen hemen Hermityen submersiyon tanımını yaptı ve temel manifoldlar ve her lif,

belirlenen tüm uzaylar için yapıların aynı tür özelliğe sahip olduğunu gösterdi [8].

1992 de Fischer, izometrik immersiyon ve Riemann submersiyon kavramlarının bir genel-

leştirilmiş hali olan Riemann manifoldlar arasında Riemann dönüşümleri şöyle tanımlamıştır

[9]. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldları arasında tanımlanan diferansiyellenebilir bir

F : (M1,g1) → (M2,g2) dönüşümü olsun. p ∈ M1 noktasında türev dönüşümü olan F∗

lineer dönüşümünün çekirdek uzayı çekF∗p ve ortogonal tümleyen uzayı Hp = (çekF∗p)
⊥ ve
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boyM1 = m ve boyM2 = n için 0 < rankF < min{m,n} olsun. M1 nin p ∈ M1 noktasındaki

tanjant uzayı,

TpM1 = çekF∗p ⊕Hp (1.0.2)

ayrışımına sahiptir. Aynı şekilde p ∈ M1 noktasındaki F∗ türev dönüşümünün görüntü kümesi

görF∗p ve bu kümenin ortogonal tümleyen uzayı (görF∗p)
⊥ şeklinde alınsın. M2 nin tanjant

uzayı olan TF(p)M2 nin p ∈ M1 noktasında

TF(p)M2 = görF∗p ⊕ (görF∗p)
⊥ (1.0.3)

ayrışımına sahiptir. p1 ∈ M1 noktasında p2 = F(p1) olmak üzere

((çekF∗p1)
⊥, g1(p1) |(çekF∗p1)

⊥)

ve

((görF∗p1), g2(p2) |(görF∗p1
)

iç çarpım uzayları arasında Fh
∗p1

: (çekF∗p1)
⊥ → (görF∗p1) yatay kısıtlaması bir lineer izometri

ise F : (M1,g1) → (M2,g2) diferansiyellenebilir dönüşümüne p1 ∈ M1 noktasındaki Riemann

dönüşümü denir [9]. Yani X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için F∗ türev dönüşümü

g1(X1,X2) = g2(F∗X1,F∗X2)

denklemini sağlamış olur.

Son zamanlarda Riemann dönüşümleri yoğun bir şekilde çalışılmıştır. Özellikle,

Riemann manifoldlardan kompleks manifoldlara tanımlanan Riemann dönüşümleri,

Riemann manifoldları arasında tanımlanan Riemann dönüşümleri ve hemen hemen

Hermityen manifolddan Riemann manifolduna tanımlanan Riemann dönüşümlerinin invaryant,

anti-invaryant, yarı-invaryant ve slant olma durumları incelenmiştir. İki Riemann manifoldu

arasında tanımlanan bu kavramlar Şahin tarafından hemen hemen Hermityen manifolddan

Riemann manifolduna sırasıyla invariant Riemann dönüşümler, anti-invariant Riemann

dönüşümler, yarı-invaryant Riemann dönüşümler ve slant-Riemann dönüşümleri tanımlayarak

Riemann dönüşümlere yeni bir bakış açısı kazandırmıştır. [10–13]. Sonrasında, Akyol ve Şahin

tarafından bazı özel Riemann dönüşümler üzerine çalışılmıştır [14–18].

Bu yüksek lisans tezinde kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifoldlardan

Riemann manifolduna sırasıyla; invariant Riemann dönüşümler, anti-invariant Riemann

dönüşümler, yarı-invaryant Riemann dönüşümler ve slant-Riemann dönüşümler sunulmaktadır.
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Tezin esas kısımlarını oluşturan bölümleri üç, dört ve beşinci bölümlerdir. Üçüncü bölümde

kompleks geometride invaryant ve anti-invaryant Riemann dönüşümler çalışılmaktadır. Bu

başlık altında önce hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna tanımlanan

invaryant Riemann dönüşümler verilerek bu dönüşümün varlığı ile ilgili bir örnek verilmiştir.

Daha sonra, hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna tanımlanan

anti-invaryant Riemann dönüşümler verilerek bu dönüşümün varlığı ile ilgili örnek verilmiştir.

Son olarak gerekli teorem ve ispatlara yer verilip, ikinci alt bölümde tamamen geodezik

anti-invaryant Riemann dönüşümler işlenmiştir ve genel bir sonuç elde edilmektedir.

Dördüncü bölümde kompleks geometride, bir hemen hemen Hermityen manifoldlardan

Riemann manifoldlara tanımlanan yarı-invaryant Riemann dönüşümler konusu çalışılmaktadır.

Bu başlık altında önce hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna

tanımlanan yarı-invaryant Riemann dönüşümler verilerek bu dönüşümün varlığı ile ilgili örnek

verilmektedir. Daha sonra gerekli teorem ve ispatlara yer verilip, ikinci alt bölümde tamamen

umbilik noktalar ile yarı-invaryant Riemann dönüşümler işlenmiş ve genel bir sonuç elde

edilmektedir.

Son bölüm olan beşinci bölümde kompleks geometride, hemen hemen Hermityen mani-

foldlardan Riemann manifolduna tanımlanan slant-Riemann dönüşümler konusu çalışılmaktadır.

Bu başlık altında önce hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna

tanımlanan slant-Riemann dönüşümlerin tanımı yapılarak bu dönüşümün varlığı ile ilgili örnek

verilmektedir. Daha sonra gerekli teorem ve ispatlara yer verilmiştir. Son olarak slant-Riemann

dönüşümler yolu ile ayrışım teoremi verilmektedir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldlar

Bu bölümde Riemann manifoldları ile ilgili bazı temel kavramlar ve teoremlere yer

verilecektir.

Tanım 2.1.1. M bir diferansiyellenebilir manifold ve χ(M) ise bu manifold üzerindeki

diferansiyellenebilir vektör alanlarının kümesi olsun. ∀ X1,X2,X3 ∈ χ(M) ve a,b ∈ R için,

g1 : χ(M)×χ(M)→ C∞(M,R)

olmak üzere

1. g(X1,X2) = g(X2,X1), (Simetrik)

2. g(X1,X1)≥ 0, ∀X1 ∈ χ(M) için g(X1,X1) = 0 ⇐⇒ X1 = 0, (Pozitif tanımlılık)

3. İkilineer;

g(aX1 +bX2,X3) = ag(X1,X3)+bg(X2,X3)

g(X1,aX2 +bX3) = ag(X1,X2)+bg(X1,X3)

şartlarını sağlayan g dönüşümüne Riemann metriği (veya metrik tensör) ve (M,g) ikilisine

Riemann manifoldu adı verilir [19].

Tanım 2.1.2. M Riemann manifoldunun metrik tensörü g olsun. Bir Xp ∈ TpM tanjant

vektörünün uzunluğu, ∥∥Xp
∥∥=

√
g(Xp,Xp) (2.1.1)

reel sayısı ile hesaplanır [19].

Tanım 2.1.3. M Riemann manifoldunun metrik tensörü g olsun. Sıfırdan farklı Xp,Yp ∈ TpM

tanjant vektörleri arasındaki θ açısı,

g(Xp,Yp) =
∥∥Xp

∥∥∥∥Yp
∥∥cosθ (2.1.2)

eşitliği ile tanımlanır. Burada θ açısı [0,π] kapalı aralığındadır [20].
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Tanım 2.1.4. M1 ve M2 diferensiyellenebilir manifoldları arasında tanımlanan F : M1 → M2

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. X ∈ TpM1 için, M1 de seçilen α(t) eğrisine α(t0) = p

noktasında X vektörü teğet olsun. Bu durumda F(p) = F(α(t0)) noktasında β = F(α(t))

eğrisine teğet olacak şekilde F∗(X(α(t))) vektörünü karşılık getiren dönüşüme F dönüşümünün

türev dönüşümü denir ve F∗ : TxM1 → TF(x)M2 şeklindedir [1].

Tanım 2.1.5. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir C∞ dönüşümü olsun. Her p ∈ M1 ve Up,Vp ∈ TpM1 için;

g1(Up,Vp) = g2(F∗(Up),F∗(Vp)) (2.1.3)

eşitliği sağlanıyor ise F dönüşümüne M1 den M2 ye bir izometri denir [21], [22].

Tanım 2.1.6. M manifoldu üzerinde tanımlı X1 ve X2 iki vektör alanı olsun. C∞(M,R)

kümesinden seçilmiş bir f fonksiyonu alalım.

[, ] : χ(M)×χ(M)→ χ(M)

[X1,X2] f = X1(X2 f )−X2(X1 f ) (2.1.4)

şeklinde tanımlanan [, ] fonksiyonuna X1 ile X2 nin Lie (parantez) operatörü denir. Bu operatör

aşağıdaki özellikleri sağlar [23].

∀X1,X2,X3 ∈ χ(M), f ,g ∈C∞(M,R) ve a,b ∈ R olmak üzere

1. [X1,X2] =− [X2,X1]

2. [aX1 +bX2,X3] = a [X1,X3]+b [X2,X3] ,

3. [X1, [X2,X3]]+ [X2, [X3,X2]]+ [X3, [X1,X2]] = 0, (Jacobi özdeşliği)

4. [ f X1,gX2] = f [X1,X2]+ f (X1g)X2 −g(X2 f )X1

dır.

Tanım 2.1.7. M bir manifold Γ(T M) de bu manifold üzerinde tanımlanan diferensiyellenebilir

vektör alanlarının kümesi olsun. ∀X1,X2,X3 ∈ Γ(T M) ve f ∈ C∞(M,R) için,

∇̄ : Γ(T M)→ Γ(T M)

ile tanımlanan ve
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1. ∇̄X1+X2X3 = ∇̄X1X3 + ∇̄X2X3,

2. ∇̄X1(X2 +X3) = ∇̄X1X2 + ∇̄X1X3,

3. ∇̄ f X1X2 = f ∇̄X1X2,

4. ∇̄X1 f X2 = X1 [ f ]X2 + f ∇̄X1X2

şartlarını sağlayan ∇̄ dönüşümüne M üzerinde bir afin konneksiyon (veya lineer konneksiyon)

denir ve ∇̄X1 ifadesine de X1 vektör alanına göre kovaryant türev denir [23].

Tanım 2.1.8. M bir manifold, ∇ afin konneksiyon ve [, ] Lie braketi olsun. Bu durumda

X1,X2 ∈ Γ(T M) için,

T : Γ(T M)×Γ(T M)→ Γ(T M)

(X1,X2)→ T (X1,X2) = ∇X1X2 −∇X2X1 − [X1,X2] (2.1.5)

tensörüne torsiyon tensörü denir [24].

Tanım 2.1.9. M bir manifold ve ∀X1,X2 ∈ Γ(T M) için T (X1,X2) = 0 ise ∇̄ konneksiyonuna

simetrik veya sıfır torsiyonlu (torsiyonsuz) denir [24].

Tanım 2.1.10. M bir manifold, g simetrik ve non-singüler bilineer form olsun. Eğer ∇̄

konneksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyor ise bu konneksiyona Riemann konneksiyon veya

Levi-Civita konneksiyonu denir [25].

∀X1,X2,X3 ∈ χ(M) içini[

1. [X1,X2] = ∇̄X1X2 − ∇̄X2X1

2. X1g(X2,X3) = g(∇̄X1X2,X3)+g(X2, ∇̄X1X3) (konneksiyonun metrikle bağdaşabilme özelliği).

Tanım 2.1.11. M üzerindeki bir Levi-Civita konneksiyonu ∀X1,X2,X3 ∈ Γ(T M) için,

2(∇̄X1X2,X3) = X1(g(X2,X3))+X2(g(X3,X1))−X3(g(X1,X2))

−g(X1, [X2,X3])+g(X2, [X3,X1])+g(X3, [X1,X2]) (2.1.6)

eşitliği ile belirlenir. Bu eşitliğe Koszul eşitliği denir [25].

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu vardır [26], [27].
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Tanım 2.1.12. (M,g) bir Riemann manifoldu ve α : I → M bir eğri olsun. X ∈ Γ(T M) vektör

alanı için α̇ = α∗(
∂

∂ t ) olmak üzere ∇̄α̇X = 0 ise X vektör alanına α boyunca pareleldir denir

[26].

Tanım 2.1.13. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. α : I → M eğrisinin teğet vektör alanı α

boyunca parelel ise α eğrisine jeodezik eğri denir [26].

Tanım 2.1.14. Mm
1 ve Mn

2 Riemann manifoldları olsun.

F : Mm
1 → Mn

2

C∞ dönüşümü için boy(F∗(TpM1)) =m ise F nin p∈M1 noktasındaki rankı m olup rank(F) =m

ile gösterilir. Eğer boy(M1) = rank(F) ise F ye immersiyon (daldırma) denir. Bu durumda M1 e

de M2 nin immersed altmanifoldu denir [20], [28].

Tanım 2.1.15. Eğer F immersiyonu 1 − 1 ise F ye imbedding (gömme), M1 e de M2 nin

(gömülen) altmanifoldu denir [20], [28].

Tanım 2.1.16. (M1,g1) ve (M2,g2) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldları ve

F : M1 → M2

bir immersiyon olsun. ∀ X ,Y ∈ Γ(TpM1) için

g2(F∗X ,F∗Y ) = g1(X ,Y ) (2.1.7)

ise F dönüşümüne izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) denir [27] .

Tanım 2.1.17. M bir manifold x ∈ M olsun. Her x noktasına TxM nin bir Dx alt uzayını karşılık

getiren dönüşüme bir distribüsyon denir.

D : M → TxM

x → Dx ⊂ TxM

Her x noktasında Dx i geren r tane diferansiyellenebilir vektör alanları varsa Dx e

diferansiyellenebilir r-boyutlu distribüsyon denir [1], [27].

Örnek 2.1.1. Her vektör alanı 1-boyutlu bir distribüsyon tanımlar [1].
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Tanım 2.1.18. M bir C∞ manifold, M manifoldu üzerinde D; q−boyutlu bir C∞ distribüsyonu

ve M nin altmanifoldu M̂ olsun. Eğer ∀x ∈ M̂ noktasında M̂ altmanifoldunun tanjant uzayı ile

Dx aynı ise M̂ manifolduna D nin integral altmanifoldu denir [27]. Yani,

π : M̂ → M

bir imbedding olmak üzere ∀x ∈ M için

πx(TxM̂) = Dx (2.1.8)

dir. Eğer D distribüsyonunun M manifoldunu kapsayan başka bir integral manifoldu yoksa M

manifolduna D nin bir maksimal integral manifoldu (leaf) denir [27].

Tanım 2.1.19. M bir C∞-manifold ve M nin altmanifoldu M̂ olsun. Eğer ∀x ∈ M̂

için D distribüsyonunun x noktasını kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D

distribüsyonuna integrallenebilirdir denir [22].

Örnek 2.1.2. 1-boyutlu her distribüsyon integrallenebilirdir [1].

Tanım 2.1.20. D bir distribüsyon ve X ,Y ∈ D olsun. Eğer [X ,Y ] ∈ D ise distribüsyonu

involutivedir denir [1].

Teorem 2.1.2. (Frobenius Teoremi) M bir C∞-manifold ve D, M üzerinde r-boyutlu bir

distribüsyon olsun. Bu durumda her involutive distribüsyonu integrallenebilirdir. Üstelik D

distribüsyonun ∀p ∈ M noktasından geçen bir tek maksimal integral manifoldu vardır ve p

noktasını ihtiva eden diğer tüm integral manifoldlar bu maksimalin bir açık altmanifoldudur [1].

Tanım 2.1.21. (M,g) bir Riemann manifoldu ve (M,g) Riemann manifoldu üzerindeki lineer

konneksiyon da ∇̄ olsun. Eğer ∀X ∈ Γ(T M), Y ∈ Γ(D) için

∇̄XY ∈ Γ(D)

ise D distribüsyonu M de paraleldir denir [22].

Şimdi submersiyon ve Riemann submersiyon kavramları verilecek ve bu Riemann

submersiyonlari üzerinde tanımlanan eğrilik tensör alanları incelenecektir.

Tanım 2.1.22. (Mm
1 ,g1) ve (Mn

2 ,g2) Riemann manifoldları ve n < m olmak üzere

F : (M1,g1)→ (M2,g2)
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örten C∞ dönüşümü için

rankF∗x = boyM2

oluyorsa F ye x ∈ M1 noktasında bir submersiyon denir. ∀x ∈ M1 için F bir submersiyon ise F

ye M1 üzerinde bir submersiyon adı verilir [22], [29].

Tanım 2.1.23. (Mm
1 ,g1) ve (Mn

2 ,g2) Riemann manifoldları olmak üzere

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir C∞ dönüşümü olsun. x ∈ M1 için

Vx =Vx(F) = çekF∗x = {X ∈ TxM1 : F∗x(X) = 0} ⊂ TxM1

ve

Hx =V⊥
x ⊂ TxM1

olarak tanımlayalım. Vx uzayına F dönüşümünün x noktasındaki dikey uzayı denir. Vx dikey

uzayının dik tümleyen uzayı olan Hx e ise F dönüşümünün x noktasındaki yatay uzayı denir

[21], [22].

Böylece, M1 Riemann manifoldu x ∈ M1 için

TxM1 =Vx ⊕Hx =Vx ⊕V⊥
x (2.1.9)

ortogonal ayrışımı mevcuttur [22].

Tanım 2.1.24. (Mm
1 ,g1), (Mn

2 ,g2) Riemann manifoldları olmak üzere

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir C∞ dönüşümü olsun. x ∈ M1 noktasına TxM1 nin sırasıyla Vx ve Hx alt uzaylarını karşılık

getiren

x →Vx

ve

x → Hx

dönüşümleri M1 | CF üzerinde sırasıyla V = V (F) ve H = H(F) ile gösterilen C∞

distribüsyonlarını tanımlar. V = V (F) ye F nin dikey distribüsyonu veya dikey alt demeti,

H = H(F) ye ise yatay distribüsyonu veya yatay alt demeti denir [21], [22].
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Tanım 2.1.25. M1 üzerindeki herhangi bir X vektör alanı yatay distribüsyona ait ise X vektör

alanına yatay vektör alanı denir ve yatay vektör alanlarının kümesi χh(M1) ile gösterilir [1].

Tanım 2.1.26. M1 üzerindeki herhangi bir X vektör alanı dikey distribüsyona ait ise X vektör

alanına dikey vektör alanı denir ve dikey vektör alanlarının kümesi χv(M1) ile gösterilir [1].

Herhangi bir E ∈ Γ(T M1) vektör alanının dikey ve yatay bileşenleri sırasıyla vE ve hE ile

gösterilir [1].

Tanım 2.1.27. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları arasında

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

C∞ submersiyonu için her p ∈ M1 noktasında F∗p türev dönüşümü yatay vektörlerin uzunluğunu

koruyorsa yani, U,V ∈ Hp, p ∈ M1 için,

g1p(U,V ) = g2F(p)(F∗p(U),F∗p(V )) (2.1.10)

ise F dönüşümüne bir Riemann submersiyon denir [22], [29].

Şimdi de Riemann submersiyonlar için B. O’Neill tarafından tanımlanan temel tensörlerin

tanımı verilecektir.

Tanım 2.1.28. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

dönüşümü Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli T temel tensör alanı

X ,Y ∈ Γ(T M1) olmak üzere

TXY = h∇vX vY + v∇vX hY (2.1.11)

ile tanımlanır [6], [22].

T temel tensör alanı aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1. X ,Y,Z ∈ Γ(T M1) için TX anti-simetrik ve lineer operatördür. Yani g(TXY,Z) = −g(TX Z,Y )

dir.

2. X ∈ Γ(T M1) için TX , yatay ve dikey altuzayların rollerini değiştirir.

3. T dikey tensör alanıdır. Yani X ∈ Γ(T M1) için TX = TvX dir.
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4. T dikey tensör alanı simetriktir. Yani X ,Y ∈ Γ(V ) için TXY = TY Z dir [6], [22].

Tanım 2.1.29. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

dönüşümü Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel tensör alanı

X ,Y ∈ Γ(T M1) olmak üzere

AXY = h∇hX vY + v∇hX vY (2.1.12)

ile tanımlanır [6], [22].

A temel tensör alanı aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1. X ,Y,Z ∈ Γ(T M1) için AX anti simetrik ve lineer operatördür. Yani g(AXY,Z) =−g(AX Z,Y )

dir.

2. X ∈ Γ(T M1) için AX , yatay ve dikey altuzayların rollerini değiştirir.

3. A yatay tensör alanıdır. Yani X ∈ Γ(T M1) için AX = AhE dir.

4. A yatay tensör alanı alterneleyendir. Yani X ,Y ∈ Γ(H) için AXY =−AY X dir [6], [22].

Lemma 2.1.1. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları arasında tanımlanan

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

dönüşümü Riemann submersiyon olmak üzere X ,Y ∈ χh(M1) ve V,W ∈ χv(M1) için,

∇VW = TVW + ∇̂VW, (2.1.13)

∇V X = h∇V X +TV X , (2.1.14)

∇XV = AXV + v∇XV, (2.1.15)

∇XY = h∇XY +AXY (2.1.16)

dir [22], [30].
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Tanım 2.1.30. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

dönüşümü bir Riemann submersiyon olsun. Eğer T tensör alanı sıfır ise F dönüşümünün

herhangi bir F−1(x) lifine M1 manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu denir [22], [29].

Tanım 2.1.31. F : M1 → M2 bir dönüşüm ve M2 üzerindeki bir konneksiyon
2
∇ olsun. F boyunca

M2 üzerindeki
2

∇F konneksiyonuna F boyunca
2
∇ konneksiyonunun geri çekme konneksiyonu

(pullback) denir [31].

Tanım 2.1.32. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir dönüşüm olsun. F boyunca
2
∇ konneksiyonunun geri çekme konneksiyonu

2
∇ F olmak üzere,

∀X ,Y ∈ Γ(T M1) için

∇F∗ : Γ(T M1)×Γ(T M1)→ ΓF(T M2)

(∇F∗)(X ,Y ) =
2

∇
F
X F∗(Y )−F∗(∇1

XY ) (2.1.17)

şeklinde tanımlanan ∇F∗ dönüşümüne F dönüşümünün ikinci temel formu denir [1], [31].

Önerme 2.1.1. F : (M1,g1)→ (M2,g2) bir dönüşüm olsun. ∀X1,X2 ∈ Γ(T M1) için,

(∇F∗)(X1,X2) = (∇F∗)(X2,X1)

dir. Yani ikinci temel form simetriktir [1], [9].

Tanım 2.1.33. F : (Mm
1 ,g1)→ (Mn

2 ,g2) bir dönüşüm olsun. {e1,e2, ...,em} , Γ(T M1) için yerel

ortonormal çatı olsun. F dönüşümünün tensiyon alanı τ(F), ∇F∗ ikinci temel formunun izine

eşittir. Yani

τ(F) = iz(∇F∗) =
m

∑
i=1

(∇F∗)(ei,ei) (2.1.18)

dır. Bir F : (Mm
1 ,g1) → (Mn

2 ,g2) dönüşümünün tensiyon alanı F boyunca bir vektör alanıdır.

Yani τ(F) ∈ ΓF(T M2) dir [1], [9].

Tanım 2.1.34. Eğer τ(F) = 0 ise F : (M1,g1)→ (M2,g2) dönüşümüne harmonik dönüşüm denir

[1], [9].
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Tanım 2.1.35. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : M1 → M2

bir dönüşüm olsun. Bu durumda F dönüşümünün p ∈ M1 noktasındaki türev dönüşümü F∗p

olmak üzere X ∈ TpM1 ve Z ∈ TF(p)M2 için

g2(F∗p(X),Z) = g1(X ,F∗p(Z)) (2.1.19)

ile tanımlı F∗p dönüşümüne p∈M1 noktasındaki F∗p dönüşümünün adjoint dönüşümü denir [1].

2.2 Kompleks Manifoldlar

Bu alt bölümde kompleks manifoldlar ve kompleks manifoldlar üzerinde tanımlanan çeşitli

submersiyon türlerinin tanımı verilecektir.

Tanım 2.2.1. M1, bir Hausdorff uzayı ve M1 de bir açık {Uα}α∈I olsun. Eğer ∀p ∈ M1 için

Ψα : Uα ⊂ M1 →Wα ⊂ Cn

homeomorfizması var ve Uα ∩Uβ ̸=⊘ olmak üzere

φαβ = Ψα ◦Ψ
−1
β

: Ψβ (Uα ∩Uβ )→ Ψα(Uα ∩Uβ )

φβα = Ψβ ◦Ψ
−1
α : Ψα(Uα ∩Uβ )→ Ψβ (Uα ∩Uβ )

dönüşümleri holomorfik ise M1 e kompleks manifold denir. Cn ve R2n özdeş olduğundan

M1, 2n−boyutlu bir reel analitik manifolddur. Burada {(Uα ,Ψα}α∈I ya da M1 in holomorfik

koordinat komşuluğu denir [32].

Tanım 2.2.2. M1, reel 2n−boyutlu bir manifold ve M1 üzerinde (1,1) mertebeli tensör alanı J

olsun. Buna göre ∀p ∈ M1 için,

Jp : TpM1 → TpM1, J2
p =−I2m

şeklinde tanımlı J endomorfizmi (lineer dönüşümü) varsa J ye M1 üzerinde hemen hemen

kompleks yapı denir. M1 manifolduna ise J kompleks yapısı ile birlikte hemen hemen kompleks

manifold denir [17], [24].

Tanım 2.2.3. M, hemen hemen kompleks manifold olsun. Eğer V ⊂ M açığı üzerinde

J(
∂

∂xβ
) =

∂

∂yβ
, J(

∂

∂yβ
) =− ∂

∂xβ

olacak şekilde V nin
{

xβ ,yβ

}
koordinat sistemi varsa M e bir kompleks manifold denir [24].
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Sonuç 2.2.1. M bir hemen hemen kompleks manifoldu ise n = 2m dir. Burada n, M in kompleks

boyutu, 2m ise M in reel boyutudur [33].

Tanım 2.2.4. M bir hemen hemen kompleks manifold ve M nin hemen hemen kompleks yapısı J

olsun. M üzerinde bir Riemann metriği g olmak üzere ∀X1,X2 ∈ χ(M) için

g(JX1,JX2) = g(X1,X2) (2.2.1)

ise g bilineer dönüşümüne Hermityen metrik denir [24].

Tanım 2.2.5. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eğer M üzerinde bir g Hermityen

metriği tanımlı ise M e hemen hemen Hermityen manifold denir. M bir kompleks manifold ve

M üzerinde g Hermityen metriği tanımlı ise M e Hermityen manifold denir . Bu hemen hemen

Hermityen manifold ∀X1,X2 ∈ χ(M) için,

J2 =−I ve g(X1,X2) = g(JX1,JX2) (2.2.2)

eşitliğini sağlar [24].

Tanım 2.2.6. M hemen hemen Hermityen manifold, g ve J, M üzerinde sırasıyla Hermityen

metrik ve hemen hemen kompleks yapı olsun. ∀X1,X2 ∈ χ(M) için,

Ω(X1,X2) = g(X1,JX2) (2.2.3)

ile tanımlı tensöre temel 2-form denir [24]. Bu manifold üzerinde tanımlı Hermityen metriği

g ve hemen hemen kompleks yapısı J olan M hemen hemen Hermityen manifold (M,g,J) ile

gösterilir.

Tanım 2.2.7. M bir hemen hemen kompleks manifold ve g, M üzerinde bir Hermityen metrik

olsun. Eğer M üzerinde tanımlanan Ω temel 2- formu kapalı ise yani dΩ = 0 ise g Hermityen

metriğine Kaehler metrik denir [24].

Tanım 2.2.8. Eğer M bir kompleks manifold ve M üzerinde g Kaehler metriği tanımlı ise

(M,g,J) ye Kaehler manifold denir [24].

Teorem 2.2.1. (M,g,J) bir hemen hemen Hermityen manifoldun Kaehler manifold olması için

gerek ve yeter şart

∇J = 0 (2.2.4)

olmasıdır [24].
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Teorem 2.2.2. (M,g,J) bir hemen hemen Hermityen manifoldu bir Kaehler manifoldu ise,

∀X1,X2 ∈ T M için,

∇X1JX2 = (∇X1J)X2 + J∇X1X2
(∇X1J)X2=0

→ ∇X1JX2 = J∇X1X2 (2.2.5)

dır [24].

Şimdi bir kompleks manifold üzerinde tanımlanan submersiyon kavramları verilecek.

Tanım 2.2.9. (Mm
1 ,g1,J1) ve (Mn

2 ,g2,J2) (m > n) olacak şekilde bir hemen hemen Hermityen

manifoldlar olsun. F : (Mm
1 ,g1,J1)→ (Mn

2 ,g2,J2) bir C∞ submersiyonu aşağıda verilen şartları

sağlıyorsa bu F dönüşümüne bir hemen hemen Hermityen submersiyon veya holomorfik

submersiyon denir [24].

1. F bir Riemann submersiyon,

2. F bir hemen hemen kompleks dönüşümdür. Yani,

F∗J1 = J2F∗ (2.2.6)

dır.

Tanım 2.2.10. (M1,g1,J1) ve (M2,g2,J2) hemen hemen Hermityen manifoldlar olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2,J2)

dönüşümü bir Riemann dönüşümü olsun. Eğer

F∗J1 = J2F∗ (2.2.7)

ise p ∈ M1 noktasında F dönüşümüne bir holomorfik Riemann submersiyon denir [18].

Tanım 2.2.11. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (Mm
1 ,g1,J1)→ (Mn

2 ,g2)

dönüşümü (n < m) şartını sağlayan bir Riemann submersiyon olsun. Eğer dikey distribüsyon

J1e göre invaryant ise F dönüşümüne bir invaryant Riemann submersiyon denir. Yani,

J1(çekF∗) = çekF∗ (2.2.8)

dır [10].
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Tanım 2.2.12. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (Mm
1 ,g1,J1)→ (Mn

2 ,g2)

dönüşümü, (n < m) şartını sağlayan bir Riemann submersiyon olsun. Eğer çekF∗, J1 e göre

anti-invaryant ise F dönüşümüne bir anti-invaryant Riemann submersiyon denir. Yani,

J1(çekF∗)⊆ (çekF∗)⊥ (2.2.9)

dır [13].

Tanım 2.2.13. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (Mm
1 ,g1,J1)→ (Mn

2 ,g2)

dönüşümü, (n < m) şartını sağlayan bir Riemann submersiyon olsun. D1 ⊆çekF∗ distribüsyonu

var,

çekF∗ = D1 ⊕D2

ve

J1(D1) = D1, J1(D2)⊆ (çekF∗)⊥ (2.2.10)

ise F dönüşümüne yarı-invaryant Riemann submersiyon denir [12]. Burada D2, çekF∗ da D1

distribüsyonunun ortogonal tamamlayıcısıdır.

Tanım 2.2.14. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (Mm
1 ,g1,J1)→ (Mn

2 ,g2)

dönüşümü, (n < m) şartını sağlayan bir Riemann submersiyon olsun. Eğer p ∈ M1 noktasında

sıfırdan farklı X ∈çekF∗p vektörü için çekF∗p ve J1X arasındaki θ(X) açısı sabit yani, p ∈ M1 ve

çekF∗p deki X tanjant vektörlerinin seçiminden bağımsız ise F dönüşümüne slant submersiyon

denir [11]. Burada θ açısına da slant submersiyonun slant açısı denir.
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2.3 Riemann Dönüşümler

Bu alt bölümde Riemann submersiyonların O’Neill formüllerini ve izometrik immersiyon-

ların Gauss-Weingarten formüllerinin benzer şeklini Riemann dönüşümlere de uygulayarak

bunlar için temel formüller geliştirilecektir. Ayrıca Riemann dönüşümlerin tensör alanı ve ikinci

temel form arasındaki ilişki kullanılarak kullanışlı sonuçlar elde edilecektir. İlk olarak Riemann

dönüşümü tanımlanacaktır.

Tanım 2.3.1. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldlar olsun.

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. p ∈ M1 noktasında F∗ lineer dönüşümünün çekirdek

uzayı çekF∗p ve ortogonal tümleyen uzayının Hp = (çekF∗p)
⊥ ile gösterelim. M1 in p ∈ M1

noktasındaki tanjant uzayı

TpM1 = çekF∗p ⊕ (çekF∗p)
⊥ (2.3.1)

ayrışımına sahip olur. p∈M1 noktasında F∗ lineer dönüşümünün görüntüsü görF∗p ve ortogonal

tümleyen uzayının da (görF∗p)
⊥ ile gösterelim. Böylece M2 nin TF(p)M2 tanjant uzayı p ∈ M1

noktasında

TF(p)M2 = görF∗p ⊕ (görF∗p)
⊥ (2.3.2)

ayrışımına sahiptir. p1 ∈ M1 noktasında p2 = F(p1) olmak üzere

((çekF∗p1)
⊥, g1(p1)) |(çekF∗p1)

⊥

ve

((görF∗p1), g2(p2)) |(görF∗p1

iç çarpım uzayları arasında

Fh
∗p1

: (çekF∗p1)
⊥ → (görF∗p1) (2.3.3)

ile tanımlanan dönüşüm bir lineer izometri ise

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

diferansiyellenebilir dönüşümüne p1 ∈ M1 noktasındaki Riemann dönüşümü denir [9].
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Riemann dönüşümler için aşağıdaki aşağıdaki önemli lemmayı verelim.

Lemma 2.3.1. (M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldlar olsun.

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

Riemann dönüşüm olsun. ∀X1,X2,X3 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(X3)) = 0 (2.3.4)

eşitliği vardır [1].

İspat: F bir Riemann dönüşümü olduğu için (2.1.17) denkleminden,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(X3)) = g2((∇
F
X1

F∗(X2),F∗(X3))−g2((F∗(∇
M1
X1

X2),F∗(X3))

elde edilir. Burada F nin özelliğinden dolayı

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(X3)) = g2((∇
F
X1

F∗(X2),F∗(X3))−g1((∇
M1
X1

X2,X3) (2.3.5)

bulunur. Diğer taraftan ∇M1 , M1 nin bir Levi-Civita konneksiyonu olduğu için, Koszul

eşitliğinden;

2g1(∇
M1
X1

X2,X3) = X1g1(X2,X3)+X2g1(X1,X3)−X3g1(X1,X2)

+g1([X1,X2] ,X3)+g1([X3,X1] ,X2)−g1([X2,X3] ,X1)

yazılır. F∗([X1,X2]) = [F∗(X1),F∗(X2)] olduğu için, g1(X1,X2) = g2(F∗(X1),F∗(X2)) eşitliği

kullanılarak;

2g1(∇
M1
X1

X2,X3) = X1g2(F∗(X2),F∗(X3))+X2g2(F∗(X1),F∗(X3))−X3g2(F∗(X1),F∗(X2))

+g2([F∗(X1),F∗(X2)] ,F∗(X3))+g2([F∗(X3),F∗(X1)] ,F∗(X2))

−g2([F∗(X2),F∗(X3)] ,F∗(X1))

elde edilir. Ayrıca, ∇M2 , M2 üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olduğu için,

g1(∇
M1
X1

X2,X3) = g2(∇
F
X1

F∗(X2),F∗(X3)) (2.3.6)

olur. (2.3.5) ve (2.3.6) eşitlikleri kullanılarak,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(X3)) = 0

elde edilir. Buradan da

(∇F∗)(X1,X2) ∈ Γ((görF∗)⊥), ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) (2.3.7)

bulunur.
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Şimdi, ileriki bölümlerde teoremlerin ispatında kullanılan Riemann dönüşümleri için

Gauss-Weingarten formüllerinin elde edilişi gösterilecektir. Öncelikle altmanifoldlar için

Gauss-Weingarten formüllerinin tanımı verilecektir.

Tanım 2.3.2. M1 ve M2 sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldları olsun. M2 manifoldunun

altmanifoldu M1 olsun. ∇̄ ve ∇ sırasıyla M1 ve M2 manifoldlarının Levi-Civita konneksiyonları

olsun. ∀ X1,X2 ∈ Γ(T M1) olmak üzere,

h : χ(M1)×χ(M1)→ χ
⊥(M1)

∇̄X1X2 = ∇X1X2 +h(X1,X2) (2.3.8)

şeklinde yazılan denkleme Gauss denklemi denir. Burada ∇X1X2 ve h(X1,X2) sırasıyla ∇̄X1X2

nin teğet ve normal bileşenleridir ve h, M1 nin ikinci temel formudur [27].

Tanım 2.3.3. (2.3.8) denkleminde h = 0 ise M1 Riemann manifolduna tamamen jeodezik

altmanifold denir [27].

Tanım 2.3.4. M1 ve M2 sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldları olsun. M2 manifoldunun

altmanifoldu M1 olsun. M1 nin normal birim vektör alanı V ve −AV X1 ve ∇⊥
X1

V sırasıyla ∇̄X1V

nin teğet ve normal bileşenleri olmak üzere,

A : χ
⊥(M1)×χ(M1)→ χ(M1)

∇̄X1V =−AV X1 +∇
⊥
X1

V (2.3.9)

biçiminde yazılan eşitliğe Weingarten denklemi denir. Burada AV ye, V ye bağlı şekil operatörü,

∇⊥ konneksiyonuna da M1 in T⊥M1 normal demetindeki normal konneksiyonu adı verilir [27].

İkinci temel form ve şekil operatörü arasında

g(h(X1,X2),V ) = g(X2,AV X1) (2.3.10)

eşitliği vardır [1].

Altmanifoldlardaki Weingarten denklemini Riemann dönüşümlere uygulanırsa,

∇
2
F∗X1

V =−SV F∗X1 +∇
F⊥
X1

V (2.3.11)
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eşitliğine sahip oluruz. Burada SV F∗X1, ∇2
F∗X1

V nin F vektör alanı boyunca teğet bileşenidir.

SV F∗X1, V üzerinde bilineerdir. X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve V ∈ Γ((görF∗)⊥) için

(∇F∗)(X1,X2) = ∇
2
F∗X1

F∗(X2)−F∗(∇
M1
X1

X2)

dır. Burada F∗X2 ∈ (görF∗) olduğu için,

g2((∇F∗)(X1,X2),V ) = g2(F∗(X2),SV F∗X1) (2.3.12)

eşitliği vardır. (2.3.12) eşitliği, Riemann dönüşümler için dönüşümün ikinci temel formu ile şekil

operatörü arasındaki bağıntıyı verir. (∇F∗) simetrik olduğu için SV de (görF∗) ın bir simetrik

lineer dönüşümüdür [1].

Şimdi (2.1.12), (2.1.11) ve (2.3.11) denklemleri kullanılarak bir Riemann dönüşümün

tamamen geodezik olabilmesi için önemli bir tanım verilecektir.

Tanım 2.3.5. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldlar ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. ∀X1,X2 ∈ Γ(T M1) için (∇F∗)(X1,X2) = 0 ise bu F

dönüşümüne tamamen geodezik dönüşüm denir [1].

Teorem 2.3.1. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldlar ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

Riemann dönüşüm olsun. F dönüşümünün tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart,

1. AX1X2 = 0

2. SV F∗(X1) = 0

3. X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve V ∈ Γ((görF∗)⊥) için lifler tamamen geodeziktir [1].

İspat: İlk olarak (M1,g1,) ve (M2,g2) Riemann manifoldları arasında tanımlanan

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

dönüşümün tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart, ∀U,U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) ve

∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0, (∇F∗)(X1,U) = 0 ve (∇F∗)(U1,U2) = 0 (2.3.13)
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dır. (∇F∗)(X1,U) ∈ Γ(görF∗) olduğu için

(∇F∗)(X1,U) = 0

eşitliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

g2((∇F∗)(X1,U),F∗(X2)) = 0 (2.3.14)

olmasıdır. Burada (2.1.17) eşitliği kullanılarak,

(∇F∗)(X1,U) =−F∗(∇
M1
X1

U)

elde edilir. (2.1.15) denklemi kullanılarak,

(∇F∗)(X1,U) =−F∗(AX1U) (2.3.15)

elde edilir. (2.3.14) ve (2.3.15) eşitliklerinden yararlanılarak,

g2(F∗(AX1U),F∗(X2)) =−g2((∇F∗)(X1,U),F∗(X2)) = 0

bulunur. F bir Riemann dönüşüm olduğundan,

g1(AX1U,X2) =−g2((∇F∗)(X1,U),F∗(X2)) = 0 (2.3.16)

elde edilir. Buradan,

g1(AX1U,X2) =−g1(U,AX1X2) = 0

olup

AX1X2 = 0

olduğu görülür. Benzer şekilde (∇F∗)(U,V ) ∈ Γ(görF∗) için

(∇F∗)(U,V ) = 0

olması için gerek ve yeter şart X1 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

g2((∇F∗)(U,V ),F∗(X1)) = 0 (2.3.17)

olmasıdır. Burada yine (2.1.17) eşitliğinden yararlanılarak,

(∇F∗)(U,V ) =−F∗(∇
M1
U V )

eşitliği elde edilir. (2.1.13) özelliğinden yararlanılarak,

(∇F∗)(U,V ) =−F∗(TUV ) (2.3.18)
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elde edilir. (2.3.17) ve (2.3.18) eşitliklerinden,

g2(F∗(TUV ),F∗(X1)) =−g2((∇F∗)(U,V ),F∗(X1))

elde edilir. F bir Riemann dönüşüm olduğundan,

g1(TUV,X1) =−g2((∇F∗)(U,V ),F∗(X1)) (2.3.19)

elde edilir. Son olarak, X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0

olması için gerek ve yeter şart V ∈ Γ((görF∗)⊥) için

g2((∇F∗)(X1,X2),V ) = 0

dır. (2.3.12) eşitliği kullanılarak

g2((∇F∗)(X1,X2),V ) = g2(F∗(X2),SV F∗X1) = 0 (2.3.20)

elde edilir. Buradan da SV F∗X1 = 0 bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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3. İNVARYANT VE ANTİ-İNVARYANT RİEMANN DÖNÜŞÜMLER

Bu bölümde kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann

manifolduna tanımlanan invaryant ve anti-invaryant Riemann dönüşümler ile ilgili tanım,

teorem ve örneklere yer verilecektir. Anti-invaryant Riemann dönüşümlerden ortaya çıkan

distribüsyonların ayrık geometrisi incelenecek ve ayrışım teoremleri verilecektir. İlk olarak

kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna

tanımlanan invaryant Riemann dönüşümünün tanımı verilecektir.

3.1 İnvaryant Riemann Dönüşümler

Tanım 3.1.1. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifoldu ile (M2,g2) Riemann manifoldu

arasında tanımlanan

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

bir Riemann dönüşüm olsun. Eğer

J1(çekF∗) = çekF∗ (3.1.1)

şartı sağlanıyorsa F dönüşümüne invaryant Riemann dönüşüm denir [10]. (3.1.1) eşitliğinden

J1((çekF∗)⊥) = (çekF∗)⊥

olduğu da görülür.

Şimdi invaryant Riemann dönüşümü için aşağıdaki örneği verelim.

Örnek 3.1.1.

F : (R4,g1) → (R3,g2)

(x1,x2,x3,x4)→ (
x1 − x2√

2
,0,

x3 − x4√
2

)

dönüşümü verilsin. Bu dönüşüme karşılık gelen türev dönüşümün matrisi,

F∗ =


∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

∂ f1
∂x3

∂ f1
∂x4

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

∂ f2
∂x3

∂ f2
∂x4

∂ f3
∂x1

∂ f3
∂x2

∂ f3
∂x3

∂ f3
∂x4

=


1√
2

− 1√
2

0 0
0 0 0 0
0 0 1√

2
− 1√

2


olur. Burada rankF∗ = 2 olup doğrudan hesaplamalarla yatay ve dikey distribüsyonlar,

(çekF∗) =
{

X1 =− 1√
2

∂

∂x1
− 1√

2
∂

∂x2
, X2 =− 1√

2
∂

∂x3
− 1√

2
∂

∂x4

}
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ve

(çekF∗)⊥ =

{
X3 =

1√
2

∂

∂x1
− 1√

2
∂

∂x2
, X4 =

1√
2

∂

∂x3
− 1√

2
∂

∂x4

}
şeklindedir. Buradan,

g1(X3,X3) = 1 ve F∗X3 =


1√
2

− 1√
2

0 0
0 0 0 0
0 0 1√

2
− 1√

2




0
0
1√
2

− 1√
2

 =
[

0 0 1
]

bulunur.

Buradan g2(F∗X3,F∗X3) = 1 elde edilir.

Benzer şekilde,

g1(X4,X4) = 1 ve F∗X4 =


1√
2

− 1√
2

0 0
0 0 0 0
0 0 1√

2
− 1√

2




1√
2

− 1√
2

0
0

 =
[

1 0 0
]

bulunur.

Buradan g2(F∗X4,F∗X4) = 1 elde edilir.

Son olarak da g1(X3,X4) = 0 ve g2(F∗X3,F∗X4) = 0 elde edilir. J yapısını,

J(x1,x2,x3,x4) = (−x3,−x4,x1,x2)

şeklinde tanımlayalım. Direk işlemler ile,

J(X1) = J((− 1√
2
,− 1√

2
,0,0)) = (0,0,− 1√

2
,− 1√

2
) = X2

J(X2) = J((0,0,− 1√
2
,− 1√

2
)) = (

1√
2
,

1√
2
,0,0) =−X1

olup buradan

J(çekF∗) = çekF∗

olur. Benzer şekilde

J(X3) = J((
1√
2
,− 1√

2
,0,0)) = (0,0,

1√
2
,− 1√

2
) = X4

J(X4) = J((0,0,
1√
2
,− 1√

2
)) = (− 1√

2
,

1√
2
,0,0) =−X3

bulunur. Buradan da

J((çekF∗)⊥) = (çekF∗)⊥

ifadesi elde edilir. Bu işlemler ile birlikte F dönüşümü hemen hemen Hermityen manifolddan

Riemann manifolduna tanımlanan bir invaryant Riemann dönüşümüdür.
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Şimdi kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna

tanımlanan anti-invaryant Riemann dönüşümünün tanımı verilip, kaynak ve hedef manifoldların

geometrisi incelenecektir.

3.2 Anti-İnvaryant Riemann Dönüşümler

Tanım 3.2.1. (M1,g1,J1) bir hemen hemen Hermityen manifold, (M2,g2) bir Riemann manifold

ve

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

dönüşümü bir Riemann dönüşümü olsun. Eğer

J1(çekF∗)⊆ (çekF∗)⊥ (3.2.1)

şartı sağlıyorsa F bir anti-invaryant Riemann dönüşümüdür [13]. (3.2.1) eşitliğinden

(çekF∗)⊥ = J1(çekF∗)⊕µ

olduğu görülür. Burada µ , (çekF∗)⊥ de J1(çekF∗) ın ortogonal tamamlayıcı alt demetidir ve µ,

J1 ye göre invaryanttır.

Önerme 3.2.1. (M2m
1 ,g1,J) hemen hemen Hermityen manifold, (Mn

2 ,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

dönüşümü boy(çek F∗) = r eşitliği ile birlikte bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olsun. O

halde

boy(µ) = 2(m− r)

dir [13].

İspat: boy(çekF∗) = r ve F bir anti-invaryant Riemann dönüşümü olduğu için

boy(J(çekF∗)) = r

olur.

(çekF∗)⊥ = J(çekF∗)⊕µ

olduğundan

2m− r = r+boy(µ)
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dir. Buradan

boy(µ) = 2(m− r)

elde edilmiş olur.

(M2m
1 ,g1,J1) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (Mn

2 ,g2) bir Riemann manifoldu

olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

dönüşümü boy(çekF∗) = r eşitliği ile birlikte bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Eğer

F ,

J1(çekF∗) = (çekF∗)⊥ (3.2.2)

eşitliğini sağlıyor ise F dönüşümüne M1 den M2 ye bir Lagrange Riemann dönüşümü denir.

Buradan bir anti-invaryant F Riemann dönşümün bir Lagrange Riemann dönüşümü olması için

gerek ve yeter şart
boy(M1)

2
= boy(çekF∗)

eşitliğini sağlaması gerekir. Ayrıca bir anti-invaryant Riemann dönüşümü Lagrange dönüşümü

olması için gerek ve yeter şart µ = {0} olmasıdır [13].

Lemma 3.2.1. (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold

olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

bir anti-invaryant Riemann dönüşümü boy(çekF∗) = r eşitliği ile birlikte Lagrange dönüşümü

olması için gerek ve yeter şart
boy(M1)

2
= boy(görF∗)

olmasıdır [13].

Önerme 3.2.2. Her uygun F Riemann dönüşümü (F, ne izometrik immersiyon ne de Riemann

submersiyondur), (M1,g1,J1) hemen hemen Hermityen manifolddan (M2,g2) bir Riemann

manifolduna bir anti-invaryant Riemann dönüşümü bir anti-invaryant Riemann dönüşümüdür

[13].

Şimdi anti-invaryant Riemann dönüşümü için örnekler verilim.
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Örnek 3.2.1. Bir hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna her

anti-invaryant Riemann submersiyon,

(görF∗)⊥ = {0}

ile birlikte bir anti-invaryant Riemann dönüşümdür.

Örnek 3.2.2. Bir hemen hemen Hermityen manifoldun her anti-invaryant altmanifoldu,

çekF∗ = {0}

ile birlikte bir anti-invaryant Riemann dönüşümdür.

Örnek 3.2.3.

F : (R4,g1) → (R3,g2)

(x1,x2,x3,x4)→ (
x1 − x3√

2
,0,x2 cosα + x4 sinα)

dönüşümü verilsin. Bu dönüşüme karşılık gelen türev dönüşümün matrisi,

F∗ =

 1√
2

0 − 1√
2

0
0 0 0 0
0 cosα 0 sinα


olur. Burada rankF∗ = 2 olup direk işlemlerle yatay ve dikey distribüsyonlar,

(çekF∗) =
{

X1 =− ∂

∂x1
− ∂

∂x3
, X2 =−sinα

∂

∂x2
+ cosα

∂

∂x4

}
ve

(çekF∗)⊥ =

{
X3 =

1√
2

∂

∂x1
− 1√

2
∂

∂x3
, X4 = cosα

∂

∂x2
+ sinα

∂

∂x4

}
dır. Buradan,

g1(X3,X3) = 1 ve F∗X3 =

 1√
2

0 − 1√
2

0
0 0 0 0
0 cosα 0 sinα




1√
2

0
− 1√

2
0

 =
[

1 0 0
]

bulunur.

Buradan g2(F∗X3,F∗X3) = 1 elde edilir.

Benzer şekilde,

g1(X4,X4) = 1 ve F∗X4 =

 1√
2

0 − 1√
2

0
0 0 0 0
0 cosα 0 sinα




0
cosα

0
sinα

 =
[

0 0 1
]

bulunur.

Buradan g2(F∗X4,F∗X4) = 1 elde edilir.
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Son olarak g1(X3,X4) = 0 ve g2(F∗X3,F∗X4) = 0 bulunur. J yapısını,

J(x1,x2,x3,x4) = (−x3,x4,x1,−x2)

şeklinde tanımlayalım.

J(X1) = J((−1,0,−1,0)) = (1,0,−1,0) =
1√
2

X2

ve

J(X2) = J((0,−sinα,0,cosα)) = (0,cosα,0,sinα) = X4

elde edilir. Sonuç olarak

J(çekF∗)⊆ (çekF∗)⊥

elde edilir. O halde F dönüşümü hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna

tanımlanan bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olduğu gösterilmiş olur.

(M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifoldu olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan anti-invaryant bir Riemann dönüşüm olsun. ∀X1 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için;

JX1 = BX1 +CX1 (3.2.3)

yazılır. Burada BX1 ∈ Γ(çekF∗) ve CX1 ∈ Γ(µ) dır.

Şimdi dikey ve yatay distribüsyonlarının geometrisini inceleyelim.

Önerme 3.2.3. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan F dönüşümü bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Dikey

distribüsyonunun M1 üzerinde parelel olması için gerek ve yeter şart X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) ve

Z1 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

g2((∇F∗)(X1,BZ1),F∗(JX2)) = g2((∇F∗)(JX2,X1),F∗(CZ1)) (3.2.4)

dır [13].
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İspat: Tanım (2.2.2) ve (3.2.3) eşitliklerini kullanarak, ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) ve Z1 ∈ Γ((çekF∗)⊥)

için,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) = g1(∇
1
X1

JX2,BZ1)+g1(∇
1
X1

JX2,CZ1)

bulunur. Buradan direk işlemler ile,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) =−X1g1(JX2,BZ1)+g1(JX2,∇
1
X1

BZ1)+g1(∇
1
X1

JX2,CZ1)

yazılır. (2.1.17) denkleminden,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) =−g1(JX2,H∇
1
X1

BZ1)−g1(JX2,V ∇
1
X1

BZ1)+g1(∇
1
X1

JX2,CZ1)

olup direk işlemlerle,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) =−g1(JX2,∇
1
X1

BZ1)+g1(∇
1
X1

JX2,CZ1)

bulunur. F bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olduğundan,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) =−g2(F∗(JX2),F∗(∇1
X1

BZ1))+g2(F∗(∇1
X1

JX2),F∗(CZ1))

eşitliği yazılarak dönüşümün ikinci temel formundan,

g1(∇
1
X1

X2,Z1) =−g2(F∗(JX2),((∇
F
X1

F∗BZ1)− (∇F∗)(X1,BZ1)))+g2((∇
F
X1

F∗(JX2)

− (∇F∗)(X1,JX2)),F∗(CZ1))

yazılır. Direk işlemler ile

g1(∇
1
X1

X2,Z1) = g2(F∗(JX2),(∇F∗)(X1,BZ1))−g2((∇F∗)(X1,JX2),F∗(CZ1))

elde edilir. Son olarak dikey distribüsyonunun M1 üzerinde parelel olması için gerek ve yeter

şart

g2((∇F∗)(X1,BZ1),F∗(JX2)) = g2((∇F∗)(JX2,X1),F∗(CZ1))

eşitliğinin sağlanması gerekir. Bu şekilde teorem ispatlanmış olur.

Yatay distribüsyon için aşağıdaki önermeye sahibiz.

Önerme 3.2.4. (M1,g1,J) bir Kaehler manifoldd ve (M2,g2) bir Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)
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şeklinde tanımlanan F dönüşümü bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Yatay

distribüsyonun M1 üzerinde parelel olması için gerek ve yeter şart ∀Z1,Z2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve

∀X1 ∈ Γ(çekF∗) için,

g2((∇F∗)(Z1,BZ2),F∗(JX1)) =−g2((∇
F
Z1

F∗(JX1),F∗(CZ2)) (3.2.5)

dır [13].

İspat: Konneksiyonun metrikle bağdaşabilme özelliği ve (3.2.3) denkleminden

Z1,Z2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve X1 ∈ Γ(çekF∗) için,

g1(∇
1
Z1

Z2,X1) =−g1(JZ2,∇
1
Z1

JX1)

bulunur. (3.2.3) denkleminden

g1(∇
1
Z1

Z2,X1) =−g1(BZ2,∇
1
Z1

JX1)−g1(CZ2,∇
1
Z1

JX1)

elde edilir. F bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olduğundan

g1(∇
1
Z1

Z2,X1) = g2(F∗(BZ2),F∗(∇1
Z1

JX1))−g2(F∗(∇1
Z1

JX1),F∗(CZ2))

yazılır. (2.1.17) ve (2.2.1) denklemlerinden,

g1(∇
1
Z1

Z2,X1) =−g2(F∗(JX1),(∇F∗)(Z1,BZ2))+g2((∇F∗)(Z1,JX1),F∗(CZ2))

−g2(∇
F
Z1

F∗(JX1),F∗(CZ2))

elde edilir. Direk işlemlerle

g1(∇
1
Z1

Z2,X1) =−g2(F∗(BZ2),F∗(∇1
Z1

JX1))−g2(F∗(∇1
Z1

JX1),F∗(CZ2))

bulunur. Buradan da yatay distribüsyonunun M1 üzerinde parelel olması için gerek ve yeter şart

g2(F∗(JX1),(∇F∗)(Z1,BZ2)) =−g2(∇
F
Z1

F∗(JX1),F∗(CZ2))

dır. Bu şekilde ispat tamamlanır.

Önerme (3.2.3) ve (3.2.4) den aşağıdaki genel bir teorem elde edilir.

Teorem 3.2.1. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan F dönüşümü bir anti-invaryant Riemann dönüşüm olsun. M1,

M(çekF∗) × M(çekF∗)⊥ şeklinde yerel çarpım Riemann manifoldun üreteci olması için gerek ve

yeter şart (3.2.4) ve (3.2.5) eşitliklerini sağlamalıdır. Burada M(çekF∗) ve M(çekF∗)⊥ , (çekF∗) ve

(çekF∗)⊥ in integral manifoldlarıdır [13].
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3.3 Tamamen Geodezik Anti-İnvaryant Riemann Dönüşümler

Bu başlık altında ilk olarak Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invaryant

Riemann dönüşümlerin tamamen geodezik olması için gerekli ve yeterli şartlar verilecektir.

Daha sonra tamamen umbilik lifler ile bir anti-invaryant Riemann dönüşümün tamamen geode-

zik dikey distribüsyonuna sahip ve her pluriharmonik anti-invaryant Riemann dönüşümünün

total geodezik olduğu gösterilecektir. Ayrıca bir anti-invaryant Riemann dönüşümün kaynak

manifoldu için bir ayrışım teoremi verilecektir.

Lemma 3.3.1. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldlar ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir Riemann dönüşüm olsun ve ∀p1 ∈ M1 için F(p1) = p2 olsun. Kabul edelim ki ∇2, (M2,g2)

üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere ∀X ∈ Γ(T M1) ve ∀V ∈ Γ(T M2) için

∇
F2

X (V ◦F) = ∇
2
F∗XV (3.3.1)

eşitliği sağlanır [13].

Burada ∇F2
, ∇2 nin pullback konneksiyonudur. Bundan sonra kolaylık olması için (M2,g2)

nin Levi-Civita konneksiyonu hem de F boyunca pullback konneksiyonunu ∇2 ile göstereceğiz

[34].

(M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldları arasında tanımlanan

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

Riemann dönüşümü, ∀p1 ∈ M1 için F(p1) = p2 ∈ M2 şeklinde tanımlanan bir dönüşüm olsun.

F∗ türev dönüşümünün ∗F∗ adjoint dönüşümü X ∈ Tp1M1, Y ∈ TF(p1)M2 ve p1 ∈ M1 için

g1(X ,∗F∗p1Y ) = g2(F∗p1X ,Y ) tarafından karakterize edilir.

Fh
∗p1

: ((çekF∗)⊥(p1),g1p1((çekF∗)⊥(p1))
)→ (görF∗(p2),g2p2((görF∗)(p2))

)

lineer dönüşümünün adjoint dönüşümü∗Fh
∗p1

,

(∗F∗p1)
h : görF∗(p2)→ (cekF∗)⊥(p1)

(∗F∗p1)
hy =∗ F∗p1y ile tanımlanır. Burada y ∈ Γ(görF∗p1), F(p1) = p2, bir izomorfizmdir ve

(Fh
∗p1

)−1 = (∗F∗p1)
h =∗ (Fh

∗p1
) (3.3.2)
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dır [13].

Şimdi hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna bir anti-invaryant

Rieman dönüşümünün tamamen geodezik olabilmesi durumu incelenecektir. Öncelikle

aşağıdaki tanımı verelim.

Tanım 3.3.1. F, (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldları arasında bir diferansiyellenebilir

dönüşüm olsun. Bu dönüşüm ∀ X1,X2 ∈ Γ(T M1) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0 (3.3.3)

eşitliğini sağlıyorsa bu diferansiyellenebilir dönüşüme tamamen geodezik dönüşüm denir [13].

Teorem 3.3.1. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan F dönüşümü bir anti-invaryant Riemann dönüşümü olsun. F dönüşümünün

tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗), ∀Z̄1, Z̄1 ∈ Γ(µ),

∀Z2,Z3 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀V ∈ ((görF∗)⊥) için,

∗F∗(AV F∗(JX1)) ∈ Γ(µ), (3.3.4)

∗F∗(AV F∗(Z̄1)) ∈ Γ(J(çekF∗)), (3.3.5)

g2(F∗(JX2),(∇F∗)(X1,BZ2)) = g2((∇F∗)(X1,JX2),F∗(CZ2)) (3.3.6)

ve

g1(∇X1BZ2,BZ3) = g2((∇F∗)(X1,BZ2)+(∇F∗)(X1,CZ2),F∗(CZ3))

−g2(F∗(CZ2),(∇F∗)(X1,BZ3)) (3.3.7)

dır [13].

İspat: F bir Riemann dönüşüm olduğundan ve (2.1.17) denkleminden ∀X1 ∈ (çekF∗), ve

∀Z2,Z3 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için;

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z3)) =−g2(F∗(∇X1X2),F∗(Z3))
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bulunur. (2.2.1) ve (3.2.3) eşitliklerinden,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z3)) =−g1(∇X1BZ2,BZ3)−g1(∇X1BZ2,CZ3)−g1(∇X1CZ2,BZ3)

−g1(∇X1CZ1,CZ3)

yazılır. (2.1.7) denkleminden,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z3)) =−g1(∇X1BZ2,BZ3)−g2(F∗(∇X1BZ2),F∗(CZ3))

−g1(∇X1CZ2,BZ3)−g2(F∗(∇X1CZ2),F∗(CZ3))

elde edilir. Konneksiyonun metrikle bağdaşabilme özelliğinden,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z3)) =−g1(∇X1BZ2,BZ3)−g2(F∗(∇X1BZ2),F∗(CZ3))

+g1(CZ2,∇X1BZ3)−g2(F∗(∇X1CZ2),F∗(CZ3))

eşitliği elde edilir. (2.1.17) denkleminden,

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z3)) =−g1(∇X1BZ2,BZ3)+g2((∇F∗)(X1,BZ2),F∗(CZ3))

−g2(F∗(CZ2),F∗(∇X1BZ3))+g2(((∇F∗)(X1,CZ2)),F∗(CZ3))

bulunur. Yine benzer şekilde ∀X1, X2 ∈ Γ(çekF∗) ve ∀Z1 ∈ Γ((çekF∗)⊥)

g2((∇F∗)(X1,X2),F∗(Z2)) =−g2(F∗(JX2),(∇F∗)(X1,BZ2))+g2((∇F∗)(X1,JX2),F∗(CZ2))

elde edilir. Diğer bir taraftan, F bir Riemann dönüşüm ve (2.1.17) denkleminden, ∀Z̄1, Z̄2 ∈Γ(µ)

ve ∀U ∈ ((görF∗)⊥) için,

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) = g2((∇
F
Z̄1

F∗(Z̄2)−F∗(∇Z̄1
Z̄2),U)

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) = g2((∇
F
Z̄1

F∗(Z̄2),U)

yazılır. Dolayısıyla buradan,

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) =−g2(F∗(Z̄2),∇
F
Z̄1

U)

bulunur. Bu eşitlikte

∇
F
Z̄1

U = ∇
2
F∗(Z̄1)

U

olduğundan

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) =−g2(F∗(Z̄2),∇
2
F∗(Z̄1)

U)
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olur. Daha sonra (2.3.15) denklemi kullanılarak;

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) = g2(F∗(Z̄2),AV F∗(Z̄1))

elde edilir. Böylece (3.3.2) ifadesinden,

g2((∇F∗)(Z̄1, Z̄2),U) = g1(Z̄2,
∗F∗(AV F∗(Z̄1)))

olur. Benzer şekilde ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) ve ∀U ∈ ((görF∗)⊥) için

g2((∇F∗)(JZ̄1,JZ̄2),U) = g1(JZ̄2,
∗F∗(AV F∗(JZ̄1)))

eşitliği de elde edilir. Bu şekilde ispat tamamlanmış olur.

Lemma 3.3.2. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

bir Riemann dönüşüm olsun. Eğer X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için

h2(X1,X2) = g1(X1,X2)H (3.3.8)

eşitliği sağlanıyorsa tamamen umbilik lifler ile birlikte bir Riemann dönüşümdür. Burada

h2 ve H, dikey distribüsyonunun ortalama eğrilik vektör alanı ve ikinci temel formdur

ve bir anti-invaryant Riemann dönüşümü, dikey distribüsyonunun geometrisi üzerinde bazı

kısıtlamalar koyar [13].

Teorem 3.3.2. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

Dönüşümü tamamen umbilik lifler ile birlikte bir Lagrange Riemann dönüşümü olsun. p ∈ M1

için boy(çekF∗p)> 1 ise dikey distribüsyonu M1 üzerinde pareleldir [13].

İspat: F bir Lagrange dönüşümü olduğundan, ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) ve ∀Z ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(3.3.8) denkleminden,

g1(∇
1
X1

X2,Z) = g1(X1,X2)g1(H,Z)

yazılır. (2.2.2) eşitliği kullanılırsa,

g1(∇
1
X1

JX2,JZ) = g1(X1,X2)g1(H,Z)
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bulunur. Konneksiyonun metrikle bağdaşabilme özelliğinden,

g1(∇
1
X1

JX2,JZ) =−g1(JX2,∇X1JZ)

bulunur. (3.3.8) denkleminden,

−g1(X1,JZ)g1(H,JX2) = g1(X1,X2)g1(H,Z)

elde edilir. Buradan,

g1(H,JX2)JX1 = g1(X1,X2)H

eşitliğine sahip oluruz. (2.2.2) denkleminden

g1(H,JX2)g1(X1,X1) = g1(X1,X2)g1(H,JX)

sonucuna varırız. boy(çekF∗p)> 1 olduğu için, X1 ve X2 birim vektör alanlarını g1(X1,X2) = 0

şeklinde seçebiliriz. Böylece

g1(H,JX2)g1(X1,X1) = 0 (3.3.9)

eşitliği bulunur. F bir Lagrange dönüşümü olduğu için, (3.3.9) eşitliğinde H = 0 olup buradan

dikey distribüsyonun M1 üzerinde parelel olduğu sonucuna varılır.

Tanım 3.3.2. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifoldu olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

diferansiyellenebilir dönüşümünün ikinci temel formu olan ∇F∗, ∀X1,X2 ∈ Γ(T M1) için,

(∇F∗)(X1,X2)+(∇F∗)(JX1,JX2) = 0 (3.3.10)

ise bu dönüşüme pluriharmonik dönüşümü denir [35]. (M1,g1,J1) ve (M2,g2,J2) Kaehler

manifoldlar ve

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2,J2)

dönüşümü bir holomorfik dönüşüm ise, F pluriharmoniktir. Her pluriharmonik dönüşüm aynı

zamanda bir harmonik dönüşüm olduğu için, bir holomorfik dönüşüm Kaehler manifoldları

arasında bir harmonik dönüşümdür [35].

Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara tanımlanan Lagrange Riemann dönüşümler

için aşağıdaki teoreme sahibiz.
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Teorem 3.3.3. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) bir Riemann manifold ve

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

dönüşümü Lagrange Riemann dönüşümü olsun. F dönüşümü pluriharmonik ise total geodeziktir

[13].

İspat: F bir pluriharmonik Lagrange Riemann dönüşümü olsun. ∀X1,X2 ∈Γ(çekF∗) için (3.3.10)

denkleminden

(∇F∗)(X1,X2)+(∇F∗)(JX1,JX2) = 0

yazılır. Diğer taraftan

(∇F∗)(JX1,JX2) ∈ Γ((görF∗)⊥), (∇F∗)(X1,X2) ∈ Γ(görF∗)

dir.

T M2 = (görF∗)⊕ (görF∗)⊥

şeklinde olduğundan,

(∇F∗)(JX1,JX2) = 0

ve

(∇F∗)(X1,X2) = 0

olur. Ayrıca varsayımız ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için (∇F∗)(X1,JX2) = 0 olduğudur. Kabul edelim ki

F bir pluriharmonik dönüşüm ve (∇F∗)(X1,JX2) ̸= 0 olsun. Fakat burada F bir pluriharmonik

dönüşüm olduğu için,

(∇F∗)(X1,JX2)− (∇F∗)(JX1,X2) = 0

eşitliği elde edilir. (2.1.17) denkleminden

(∇F∗)(X1,JX2) =−F∗(∇1
X1

JX2)

ve

(∇F∗)(X2,JX1) =−F∗(∇1
X2

JX1)

bulunur. Buradan

−F∗(∇1
X1

JX2)+F∗(∇1
X2

JX1) = 0

olur. M1 bir Kaehler manifold olduğundan dolayı bu eşitlik,

−F∗(J∇
1
X1

X2)+F∗(J∇
1
X2

X1) = 0
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şeklinde yazılır. Dolayısıyla,

F∗(J [X1,X2]) =−F∗(J∇
1
X1

X2)+F∗(J∇
1
X2

X1)

olduğundan

F∗(J [X1,X2]) = 0

elde edilir. Buradan da J [X1,X2] ∈ Γ(çekF∗) ve [X1,X2] ∈ Γ((çekF∗)⊥) elde edilir. Bu sonuç ile

birlikte dikey distribüsyon integrallenemez ve rank teoremi ile çelişir. F bir alt immersiyon

olduğu için F in rankı M1 üzerinde sabittir. Bu da fonksiyonlar için rank teoreminin

yani; (çekF∗), (T M1) in bir integrallenebilir alt demeti olduğunu gösterir [36]. Bu yüzden,

∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için

(∇F∗)(X1,JX2) = 0 (3.3.11)

dır [36].

37



4. YARI-İNVARYANT RİEMANN DÖNÜŞÜMLER

4.1 Yarı-İnvaryant Riemann Dönüşümler

Bu bölümde kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann

manifoldlara tanımlanan yarı-invaryant Riemann dönüşümler ile ilgili tanım, teorem ve örnekler

verilecektir. Bu dönüşüm yardımıyla kaynak manifoldun geometrisi incelenecek ve ayrışım

teoremleri elde edilecektir.

Tanım 4.1.1. (M1,g1,J1) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) bir Riemann

manifoldu olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan F Riemann dönüşüm olmak üzere, D1 ⊆çekF∗ distribüsyonu var,

JD1 = D1

ve burada D2, çekF∗ da D1 distribüsyonunun ortogonal tamamlayıcısı olup

J1(D2)⊆ (çekF∗)⊥

ise F dönüşümüne yarı-invaryant Riemann dönüşüm denir [12]. Burada çekF∗ = D1⊕D2 dir ve

µ , (çekF∗)⊥ de J1(D2) distribüsyonunun ortogonal tamamlayıcısıdır ve J1 e göre invaryanttır.

Şimdi yarı-invarnt Riemann dönüşümler için bazı örnekler verelim.

Örnek 4.1.1. Hemen hemen Hermityen manifoldlar arasındaki her holomorfik submersiyon,

D1 =çekF∗ ve (görF∗)⊥ = {0} olan bir yarı-invaryant Riemann dönüşümdür [12].

Örnek 4.1.2. Hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna her anti-invaryant

Riemann submersiyon, D2 =çekF∗ ve (görF∗)⊥ = {0} olan bir yarı-invaryant Riemann

dönüşümdür [12].

Örnek 4.1.3. Hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna her yarı-invaryant

Riemann submersiyon, (görF∗)⊥ = {0} olan bir yarı-invaryant Riemann dönüşümdür [12].

R2m üzerinde bir hemen hemen kompleks J yapısı

J(a1, ...,a2m) = (−a2,a1, ...,−a2m,a2m−1)
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olsun. Eğer D1 ̸= {0}, D2 ̸= {0} ve µ ̸= {0} ise yarı-invaryant Riemann dönüşüme has

yarı-invaryant Riemann dönüşümü denir [12].

Şimdi has yarı-invaryant Riemann dönüşümü için bir örnek verelim.

Örnek 4.1.4.

F : (R8,g1)→ (R5,g2)

(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8)→ (
x1 − x5√

2
,x2 cosα + x6 sinα,

x3 + x7√
2

,x4 cosα − x8 sinα,0)

dönüşümü verilsin. Burada rankF∗ = 4 olup direk işlemler ile yatay ve dikey distribüsyonları,

(çekF∗) =

{
X1 =

∂

∂x1
+ ∂

∂x5
,X2 = sinα

∂

∂x2
− cosα

∂

∂x6
,

X3 =− ∂

∂x3
+ ∂

∂x7
,X4 = sinα

∂

∂x4
+ cosα

∂

∂x8

}
ve

(çekF∗)⊥ =

{
X5 =

1√
2

∂

∂x1
− 1√

2
∂

∂x5
,X6 = cosα

∂

∂x2
+ sinα

∂

∂x6
,

X7 =
1√
2

∂

∂x3
+ 1√

2
∂

∂x7
,X8 = cosα

∂

∂x4
− sinα

∂

∂x8

}
şeklindedir. Buradan,

g1(X5,X5) = 1 ve g2(F∗X5,F∗X5) = 1

bulunur. Benzer şekilde, yatay distribüsyonun diğer elemanları için bu eşitlik gösterilebilir. J

yapısını

J(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8) = (−x5,x4,x7,−x2,x1,−x8,−x3,x6)

şeklinde tanımlayalım.

J(X1) =− 1√
2

X5

J(X3) =
1√
2

X7

için

J(çekF∗)⊆ (çekF∗)⊥

ve benzer şekilde,

J(X2) =−X4

J(X4) = X2

elde edilir. Buradan,

J(çekF∗)⊆ (çekF∗)

olacağından, F dönüşümü hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolduna bir

yarı-invaryant Riemann dönüşümü olur.

39



(M1,g1,J) bir hemen hemen Hermityen manifold, (M2,g2) bir Riemann manifold ve

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

yarı-invaryant Riemann dönüşümü olsun. ∀U1 ∈ Γ(çekF∗) için,

JU1 = φU1 +wU1 (4.1.1)

yazılır. Burada φU1 ∈ Γ(D1) ve wU1 ∈ Γ(D2) dir. Ayrıca ∀X1 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

JX1 = BX1 +CX1 (4.1.2)

yazılır. Burada da BX1 ∈ Γ(D2) ve CX1 ∈ Γ(µ) dir [12].

Şimdi yatay distribüsyonunun integrallenebilirliğini, yatay ve dikey distribüsyonlarının

liflerinin geometrisini inceleyeceğiz. İlk olarak aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 4.1.1. (M,gM,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (N,gN) Riemann manifold

olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Yatay distribüsyonunun integrallenebilir

olması için gerek ve yeter şart, ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U ∈ Γ(çekF∗) için,

gM(BX2,AX1wU)−gM(BX1,AX2wU) = gM(∇X1BX2 −∇X2BX1,φU)+gN((∇F∗)(X1,φU)

−∇
F
X1

F∗(wU),F∗(CX2))−gN((∇F∗)(X2,φU)

−∇
F
X2

F∗(wU),F∗(CX1)) (4.1.3)

eşitliğinin var olmasıdır [12].

İspat: İlk olarak tanım (2.1.4) den ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U ∈ Γ(çekF∗) için,

gM([X1,X2] ,U) =−gM(X2,∇X1U)+gM(X1,∇X2U)

eşitliği yazılır. (2.2.2) denkleminden

gM([X1,X2] ,U) =−gM(JX2,∇X1JU)+gM(JX1,∇X2JU) (4.1.4)

elde edilir. (4.1.4) denklemine (4.1.1), (4.1.2) ve (2.1.16) eşitlikleri uygulanırsa,

gM([X1,X2] ,U) =−gM(BX2,∇X1φU)−gM(CX2,∇X1φU)−gM(BX2,∇X1wU)

−gM(CX2,∇X2wU)+gM(BX1,∇X2φU)+gM(CX1,∇X2φU)

+gM(BX1,∇X2wU)+gM(CX1,∇X2wU)
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yazılır. Yukarıdaki denklemde (2.3.7), (2.1.16), (2.1.17) ve (2.1.15) denklemleri kullanılarak,

gM(BX2,AX1wU)−gM(BX1,AX2wU) = gM(∇X1BX2 −∇X2BX1,φU)+gN((∇F∗)(X1,φU)

−∇
F
X1

F∗(wU),F∗(CX2))−gN((∇F∗)(X2,φU)

−∇
F
X2

F∗(wU),F∗(CX1))

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

Yatay distribüsyonunun liflerinin geometrisi için aşağıdaki sonuç elde edilir.

Teorem 4.1.2. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Yatay distribüsyonunun parelel olması

için gerek ve yeter şart ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U ∈ Γ(çekF∗) için,

gN(∇
F
X1

F∗(CX2),F∗(wU)) = gM(AX1φU,CX2)+gM(AX1BX2,wU)−gM(∇X1BX2,φU) (4.1.5)

dır [12].

İspat: F bir Riemann dönüşümü olduğu için ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U ∈ Γ(çekF∗) için,

gM(∇X1X2,U) = 0

yazılır. Direk işlemler ile (2.2.2), (4.1.1) ve (4.1.2) denklemlerinden,

gM(∇X1X2,U) = gM(∇X1BX2,φU)+gM(∇X1BX2,wU)+gM(∇X1CX2,φU)

+gM(∇X1CX2,wU)

elde edilir. Son olarak F bir Riemann dönüşüm olduğu için (2.1.15), (2.1.16), (2.1.17) ve (2.3.7)

denklemlerinden,

gN(∇
F
X1

F∗(CX2),F∗(wU)) =−gM(∇X1BX2,φU)+gM(AX1BX2,wU)+gM(AX1φU,CX2)

bulunur. Böylece yatay distribüsyonunun parelel olması için gerek ve yeter şart

∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U ∈ Γ(çekF∗) için,

gN(∇
F
X1

F∗(CX2),F∗(wU)) =−gM(∇X1BX2,φU)+gM(AX1BX2,wU)+gM(AX1φU,CX2)

olmasıdır. Buradan ispat tamamlanır.
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Dikey distribüsyonunun liflerinin geometrisi için aşağıdaki sonuç elde edilir.

Teorem 4.1.3. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

şelinde tanımlanan F dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü olsun. Dikey

distribüsyonunun parelel olması için gerek ve yeter şart ∀U,V ∈ Γ(çekF∗) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥)

için,

gN((∇F∗)(U,wV ),F∗(CX)) = gM(∇̂U φV,BX)+gM(TU φV,CX)−gM(wV,TU BX) (4.1.6)

olmasıdır [12].

İspat: Dikey distribüsyonunun parelel olması için gerek ve yeter şart ∀U,V ∈ Γ(çekF∗) ve

∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

(∇UV,X) = 0

dır. Burada, (4.1.1) denkleminden

gM(∇UV,X) = gM(TUV + ∇̂UV,X) (4.1.7)

yazılır. Burada (4.1.7) denklemine (2.1.13) ve (4.1.2) eşitlikleri kullanılırsa,

gM(∇UV,X) = gM(TU φV,BX)+gM(TU φV,CX)+gM(TU wV,BX)+gM(TU wV,CX)

+gM(∇̂U φV,BX)+gM(∇̂U φV,CX)+gM(∇̂U wV,BX)+gM(∇̂U wV,CX)

elde edilir. F bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olduğu için,

gM(∇UV,X) = gM(∇̂U φV,BX)+gM(TU φV,BX)+gM(TU wV,BX)+gM(∇̂U wV,CX)

olur. Diğer taraftan (2.1.13), (2.1.17), (4.1.1) ve (4.1.2) denklemlerinden,

gM(∇UV,X) = gM(∇̂U φV,BX)+gM(TU φV,BX)−gM(wV,TU BX)−gN((∇F∗)(U,wV ),F∗(CX))

elde edilir. Böylece dikey distribüsyonunun parelel olması için gerek ve yeter şart

∀U,V ∈ Γ(çekF∗) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

gN((∇F∗)(U,wV ),F∗(CX)) = gM(∇̂U φV,BX)+gM(TU φV,CX)−gM(wV,TU BX)

dır. Buradan ispat tamamlanır.
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(4.1.3) ve (4.1.2) teoremlerinin sonucu olarak aşağıdaki ayrışım teoremi elde edilir.

Teorem 4.1.4. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. M Riemann manifoldların yerel çarpım

manifoldu olması için gerek ve yeter şart ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) için

gN(∇
F
X1

F∗(CX2),F∗(wU1)) =−gM(∇X1BX2,φU1)−gM(AX1BX2,wU1)

+gM(AX1φU1,CX2) (4.1.8)

ve

gN((∇F∗)(U,wU2),F∗(CX1)) = gM(∇̂U1φU2,BX1)+gM(TU1φU2,CX1)

−gM(wU2,TU1BX1) (4.1.9)

dır [12].

(M,gM,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir Riemann dönüşümü ve

(çekF∗)⊥ = J(D2)⊕µ

olduğu için, X ∈ Γ(D2) ve Y ∈ Γ(µ) için,

gN(F∗(JX),F∗(Y )) = gM(JX ,Y ) = 0 (4.1.10)

olur. Bu eşitlik ile birlikte F∗(JD2) ve F∗(µ) distribüsyonlarının ortogonal olduğu görülür.

D̄2 = F∗(JD2) ve µ̄ = F∗(µ) alınırsa (görF∗) için,

(görF∗) = D̄2 ⊕ µ̄ (4.1.11)

yazılır [12].

Şimdi D1 ve D2 distribüsyonların ayrık geometrisini inceleyelim.
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Teorem 4.1.5. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü olsun. D1 distribüsyonunun M üzerinde

parelel olması için gerek ve yeter şart ∀X1,Y1 ∈ Γ(D1), ∀X2 ∈ Γ(D2) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥)

için

(∇F∗)(X1,JY1) ∈ Γ(µ̄) (4.1.12)

ve

gM(∇̂X1JY1,BX) = gN((∇F∗)(X1,JY1),F∗(CX)) (4.1.13)

eşitliklerin sağlanması gerekir [12].

İspat: Yarı-invaryant Riemann dönüşümün tanımından, D1 distribüsyonu M üzerinde paralel

olması için gerek ve yeter şart ∀X1,Y1 ∈ Γ(D1), ∀X2 ∈ Γ(D2) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

gM(∇X1Y1,X2) = 0 ve gM(∇X1Y1,X) = 0

olmasıdır. F bir Riemann dönüşümü olduğu için (2.1.17) ve (2.2.2) eşitliklerinden,

gM(∇X1Y1,X2) =−gN((∇F∗)(X1,JY1),F∗(JX2)) (4.1.14)

yazılır. Diğer bir taraftan, (4.1.2) eşitliğinden,

gM(∇X1Y1,X) = gM(∇X1JY1,BX)+gM(∇X1JY1,CX)

olur. F bir Riemann dönüşümü olduğundan (2.1.17) ve (2.1.13) denklemlerinden,

gM(∇X1Y1,X) = gM(∇̂X1JY1,BX)−gN((∇F∗)(X1,JY1),F∗(CX)) (4.1.15)

elde edilir. Son olarak (4.1.11) ve (4.1.15) denklemlerinden,

gM(∇̂X1JY1,BX) = gN((∇F∗)(X1,JY1),F∗(CX))

bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

D2 distribüsyonu için aşağıdaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.1.6. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)
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dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. D2 distribüsyonunun M üzerinde parelel

olması için gerek ve yeter şart, ∀X1 ∈ Γ(D1), ∀X2,Y2 ∈ Γ(D2) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(∇F∗)(X2,JY1) ∈ Γ(µ̄) (4.1.16)

ve

gM(TX2BX ,JY2) =−gN((∇F∗)(X2,JY2),F∗(CX)) (4.1.17)

dır [12].

İspat: Yarı-invaryant Riemann dönüşümün tanımından, D2 distribüsyonu M üzerinde parelel

olması için gerek ve yeter şart ∀X1 ∈ Γ(D1), ∀X2,Y2 ∈ Γ(D2) ve ∀X ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

gM(∇X2Y2,X1) = 0 ve gM(∇X2Y2,X) = 0

olmasıdır. Metrikle bağdaşabilme özelliğinden,

gM(∇X2Y2,X1) =−gM(∇X2X1,Y2)

olur. (2.2.2) ve (2.1.17) denklemlerinden,

gM(∇X2Y2,X1) = gN((∇F∗)(X2,JX1),F∗(JY2)) (4.1.18)

elde edilir. Benzer şekilde, (4.1.2) denklemini kullanılarak,

gM(∇X2Y2,X) =−gM(JY2,∇X2BX)+gM(∇X2JY2,CX)

elde edilir. F bir Riemann dönüşümü olduğu için (2.1.17) ve (2.1.13) eşitliklerinden,

gM(∇X1Y1,X) =−gM(JY2,TX2BX)−gN((∇F∗)(X2,JY2),F∗(CX)) (4.1.19)

bulunur. Son olarak (4.1.18) ve (4.1.19) denklemleri kullanılırsa,

gM(TX2BX ,JY2) =−gN((∇F∗)(X2,JY2),F∗(CX)) (4.1.20)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

(4.1.14) ve (4.1.18) ifadelerinden aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.1. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)
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dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü olsun. Liflerin Riemann manifoldunun yerel

çarpım manifoldu olması için gerek ve yeter şart; U ∈ Γ(çekF∗) ve Y1 ∈ Γ(D1) için

(∇F∗)(U,JY1) ∈ Γ(µ) (4.1.21)

olmasıdır.

Bu bölümde son olarak yarı-invaryant Riemann dönüşümlerin tamamen geodezik olması ile

ilgili aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 4.1.7. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. F dönüşümünün tamamen geodezik

olması için gerek ve yeter şart ∀Z,Z1,Z2 ∈ Γ((çekF∗)⊥), ∀X ,Y ∈ Γ(çekF∗), ∀U ∈ Γ(D2),

∀Z3 ∈ Γ(µ) ve ∀V ∈ Γ((görF∗)⊥) için

gM(∇̂X BZ1,BZ2) = gM(X ,ACZ1CZ2)−gM(TX BZ1,CZ2)−gM(TXCZ1,BZ2), (4.1.22)

gM(∇̂X BZ,φY ) =−{gM(φY,TXCZ)+gM(wY,TX BZ)+gM(AwYCZ,X)} (4.1.23)

ve
∗F∗(SV F∗(JU)) = 0, ∗F∗(SV F∗(Z3)) ∈ Γ(J(D2)) (4.1.24)

dır [12].

İspat: F yarı-invaryant Riemann dönüşümünün tamamen geodezik olması için gerek ve yeter

şart X ,Y ∈ Γ(çekF∗) ve Z, Z1,Z2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(∇F∗)(X ,Y ) = 0,(∇F∗)(X ,Z) = 0 ve (∇F∗)(Z1,Z2) = 0

olmasıdır. Yukarıdaki ifadelerden, ∀X ,Y ∈ Γ(çekF∗), ∀Z, Z1, Z2 ∈ Γ((çekF∗)⊥), ∀U ∈ Γ(D2) ve

∀Z3,Z4 ∈ Γ(µ) için,

gN((∇F∗)(X ,Z1),F∗(Z2)) = 0, gN((∇F∗)(X ,Y ),F∗(Z)) = 0

ve

gN((∇F∗)(JU,Z),V ) = 0, gN((∇F∗)(Z3,Z4),V ) = 0
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dır. F bir Riemann dönüşümü olduğu için (2.1.17), (2.2.2), (2.2.4) ve (4.1.2) denklemleri

kullanılırsa,

gN((∇F∗)(X ,Z1),F∗(Z2)) =−gM(∇X BZ1,BZ2)−gM(∇XCZ1,BZ2)

−gM(∇X BZ1,CZ2)−gM(∇XCZ1,CZ2) (4.1.25)

bulunur. (4.1.25) denkleminde (2.1.13), (2.1.14) ve (2.1.17) denklemleri kullanılırsa,

gN((∇F∗)(X ,Z1),F∗(Z2)) =−gM(∇̂X BZ1,BZ2)−gM(TXCZ1,BZ2)

−gM(TX BZ1,CZ2)+gN((∇F∗)(X ,CZ1),F∗(CZ2)) (4.1.26)

elde edilir.

Diğer taraftan, ikinci temel form simetrik olduğu için ve (2.1.17) eşitliğinden,

gN((∇F∗)(X ,CZ1),F∗(CZ2)) = gM(X ,∇CZ1CZ2)

dır. Burada (2.1.16) denkleminden,

gN((∇F∗)(X ,CZ1),F∗(CZ2)) = gM(X ,ACZ1CZ2) (4.1.27)

elde edilir. (4.1.27) ve (4.1.26) denklemlerini kullanarak,

gN((∇F∗)(X ,Z1),F∗(Z2)) =−gM(∇̂X BZ1,BZ2)−gM(TXCZ1,BZ2)

−gM(TX BZ1,CZ2)+gM(X ,ACZ1CZ2) (4.1.28)

bulunur. Benzer şekilde, ∀X ,Y ∈ Γ(çekF∗) ve ∀Z ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

gN((∇F∗)(X ,Y ),F∗(Z)) = gM(∇X BZ,φY )+gM(∇X BZ,wY )+gM(∇XCZ,φY )

+gM(∇XCZ,wY ) (4.1.29)

yazılır. Diğer taraftan (2.3.12) denkleminden,

gN((∇F∗)(JU,Z),V ) = gN(F∗(Z),SV F∗(JU))

olup buradan (2.1.19) denkleminden,

gN((∇F∗)(JU,Z),V ) = gM(Z,∗F∗SV F∗(JU)) (4.1.30)

elde edilir. Son olarak,

gN((∇F∗)(Z3,Z4),V ) = gM(Z4,
∗F∗SV F∗(Z3)) (4.1.31)
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yazılır. (4.1.28) ve (4.1.31) denklemleri kullanılarak,

gN((∇F∗)(X ,Y ),F∗(Z)) = gM(∇̂X BZ,φY )+gM(TX BZ,wY )+gM(TXCZ,φY )

+gM(AwYCZ,X)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

4.2 Tamamen Umbilik Yarı-İnvaryant Riemann Dönüşümler

Bu alt bölümde yarı-invaryant Riemann dönüşümlerin tamamen umbilik olması için bir

karekterizasyon elde edilecektir. İlk olarak aşağıdaki tanımı verelim.

Tanım 4.2.1. (M,gM,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (N,gN) Riemann manifold

olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

şeklinde tanımlanan F dönüşümü bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. Eğer

∀U,V ∈ Γ(çekF∗) için

TUV = gM(U,V )H (4.2.1)

eşitliği sağlıyor ise bu dönüşüme tamamen umbilik yarı-invaryant Rieman dönüşümü denir.

Burada H, dikey distribüsyonun ortalama eğrilik vektör alanıdır [12].

Lemma 4.2.1. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü tamamen göbek lifleri ile birlikte bir yarı-invaryant Riemann dönüşüm olsun. O halde

H ∈ Γ(JD2) dir [12].

İspat: M bir Kaehler manifold olduğu için, ∀X1,X2 ∈ Γ(D1) için

∇X JY = J∇XY

dır. Direk işlemler ile, W ∈ Γ(µ) için

gM(X1,JX2)gM(H,W ) =−gM(X1,X2)gM(H,JW ) (4.2.2)

elde edilir. X1 ve X2 nin rollerini değiştirilir ise,

gM(X2,JX1)gM(H,W ) =−gM(X1,X2)gM(H,JW ) (4.2.3)

48



bulunur. (4.2.2) ve (4.2.3) denklemlerinden,

2gM(JX2,X1)gM(H,W ) = 0

elde edilir. Buradan da H ∈ Γ(JD2) olup ispat biter.

Teorem 4.2.1. (M,gM,J) bir Kaehler manifold ve (N,gN) Riemann manifold olsun.

F : (M,gM,J)→ (N,gN)

dönüşümü tamamen umbilik liflere sahip bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü olsun. Burada

ya D2 bir boyutludur ya da lifler tamamen geodeziktir [12].

İspat: Lifler tamamen umbilik olduğundan, ∀U1,U2 ∈ Γ(JD2) için

gM(TU2U1,JU2) = gM(H,JU2)gM(U1,U2)

eşitliği yazılır. (2.1.13) denkleminden,

gM(TU2U1,JU2) =−gM(U1,∇U2JU2)

−gM(U1,∇U2JU2) = gM(H,JU2)gM(U1,U2)

bulunur. Buradan,

gM(JU1,∇U2U2) = gM(H,JU2)gM(U1,U2)

elde edilir. (2.1.13) ve (4.2.1) denklemleri kullanılarak,

gM(U2,U2)gM(H,JU1) = gM(U1,U2)gM(H,JU2) (4.2.4)

yazılır. U1 ve U2 nin rolleri değiştirilir ise,

gM(U1,U1)gM(H,JU2) = gM(U1,U2)gM(H,JU1) (4.2.5)

elde edilir. (4.2.4) ve (4.2.5) denklemlerinden,

gM(H,JU2) =
gM(U1,U2)

2

gM(U1,U1)gM(U2,U2)
g(H,JU2) (4.2.6)

bulunur. U1 ve U2 lineer bağımlı veya H = 0 olup buradan lifler tamamen geodeziktir. Buradan

ispat biter.
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5. SLANT-RİEMANN DÖNÜŞÜMLER

5.1 Slant-Riemann Dönüşümler

Bu bölümde hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifolduna slant-Riemann

dönüşümler tanıtılacaktır ve bu dönüşümün varlığı ile ilgili örneklere ve teoremlere yer

verilecektir. Burada slant-Riemann dönüşümlerin var olma koşulları incelenecek ve bu tür

dönüşümlerin harmoniği araştırılacaktır. Ayrıca slant-Riemann dönüşümlerin tamamen geodezik

olabilmesi için gerekli ve yeterli koşullar incelenecek ve kaynak manifoldlar için ayrışım

teoremi verilecektir.

Tanım 5.1.1. (M1,g1,J1) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) bir Riemann

manifold olsun.

F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2)

bir Riemann dönüşüm olsun. Eğer sıfırdan farklı X ∈ Γ(çekF∗) vektörü için, J1X ve çekF∗

distribüsyonu arasındaki θ(X) açısı sabit ise, yani; p ∈ M1 ve dikey distribisyonu içindeki

X tanjant vektörlerinin seçiminden bağımsız ise F dönüşümüne bir slant-Riemann dönüşüm

denir [11]. Bu durumda θ açısına da slant-Riemann dönüşümün slant açısı denir.

R2m üzerinde J1 bir uyumlu hemen hemen kompleks yapısı

J1(x1,x2, ...,x2m) = (−xm+1,−xm+2, ...,−x2m,x1,x2, ...,xm)

dır [11].

Aşağıda slant-Riemann dönüşümler için örnekler verilmektedir.

Örnek 5.1.1. Bir hemen hemen Hermityen manifolddan bir hemen hemen Hermityen manifoldu

üzerine her Hermityen submersiyon, θ = 0 ve (görF∗)⊥ = {0} olan bir slant-Riemann

dönüşümdür [11].

Örnek 5.1.2. Bir hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifoldu üzerine her

anti-invaryant Riemann submersiyon, θ = π

2 ve (görF∗)⊥ = {0} olan bir slant-Riemann

dönüşümdür [11].

Örnek 5.1.3. θ slant açısı ile beraber her has slant submersiyon, (görF∗)⊥ = {0} olan bir

slant-Riemann dönüşümdür [11].
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Şimdi has slant-Riemann dönüşümü için bir örnek verelim.

Örnek 5.1.4.

F : (R4,g1)→ (R4,g2)

(x1,x2,x3,x4)→ (x1,c,
x2 sinα + x4 cosα√

2
,0)

dönüşümü verilsin. Burada rankF∗ = 2 olup direk işlemler ile yatay ve dikey distribüsyonları,

(çekF∗) =
{

X1 =
∂

∂x3
, X2 =

−cosα√
2

∂

∂x2
+

sinα√
2

∂

∂x4

}
ve

(çekF∗)⊥ =

{
X3 =

∂

∂x1
, X4 =

sinα√
2

∂

∂x2
+

cosα√
2

∂

∂x4

}
dır. Buradan,

g1(X3,X3) = g2(F∗X3,F∗X3) = 1

ve

g1(X4,X4) = g2(F∗X4,F∗X4) = 1

elde edilir. J yapısını,

J(x1,x2,x3,x4) = (−x4,−x3,x2,x1)

şeklinde alalım.

JX1 = (0,−1,0,0)

olur.

cosθ =
g1(JX1,X2)

∥JX1∥∥X2∥

cosθ =
cosα√

2

α =
π

4
için θ =

π

3
, (0 < α <

π

2
)

bulunur. O halde F dönüşümü bir slant-Riemann dönüşümdür.

F , (M1,g1,J) bir Kaehler manifolddan (M2,g2) Riemann manifolduna bir Riemann

dönüşüm olsun. X1 ∈ Γ(çekF∗) için,

JX1 = φX1 +wX1 (5.1.1)

yazılır. Burada φX1 ∈ Γ(çekF∗) ve wX1 ∈ Γ(çekF∗)
⊥

dır Ayrıca Z1 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

JZ1 = BZ1 +CZ1 (5.1.2)
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eşitliği de yazılır [11]. Burada BZ1 ∈ Γ(çekF∗) ve CZ1 ∈ Γ(çekF∗)
⊥

dır. (2.1.13), (2.1.14), (5.1.1)

ve (5.1.2) denklemleri kullanılarak ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗)

(∇X1w)X2 =CTX1Y −TX1φX2 (5.1.3)

ve

(∇X1φ)X2 = BTX1X2 −TX1wX2 (5.1.4)

elde edilir. Son olarak ∇, M1 üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olduğundan ∀X1,X2 ∈Γ(çekF∗)

için,

(∇X1w)X2 = H∇X1wX2 −w∇̂X1X2 (5.1.5)

ve

(∇X1φ)X2 = ∇̂X1φX2 −φ ∇̂X1X2 (5.1.6)

dır. F : (M1,g1,J1)→ (M2,g2) bir slant-Riemann dönüşüm olsun. Eğer ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

(∇M1
X1

w)X2 = 0 ise w ye Γ(çekF∗) üzerinde ∇M1 Levi-Civita konneksiyonuna göre pareleldir

denir. Bu durumda

∇
M1
X1

wX2 = w∇
M1
X1

X2

dır [11].

Teorem 5.1.1. (M1,g1,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

dönüşümü bir Riemann dönüşüm olsun. F dönüşümü bir slant-Riemann dönüşümü olması için

gerek ve yeter şart h ∈ [−1,0] olmak üzere X1 ∈ Γ(çekF∗) için,

φ
2X1 = hX1 (5.1.7)

dir ve F bir slant-Riemann dönüşüm ise

h =−cos2
θ (5.1.8)

dır [11].

İspat: F bir slant-Riemann dönüşüm olduğu için ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

cosθ =
∥φX1∥
∥JX1∥
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dir. Buradan,

g1(φ
2X1,X1) =−g1(φX1,φX1) =−cos2

θg1(JX1,JX1) =−cos2
θg1(X1,X1) (5.1.9)

yazılır. (5.1.9) denklemi kullanılarak,

g1(φ
2X1,X2) =−cos2

θg1(X1,X2)

bulunur. Buradan, φ 2X1 = hX1 elde edilir.

Tersini kabul edelim. h ∈ [−1,0] ve φ 2X1 = hX1 olsun. X1 ∈ Γ(çekF∗) için, JX1 ve φX1

ifadelerinin arasındaki açı (2.1.2) eşitliğinden,

cosθ =
g(JX1,φX1)

∥JX1∥ · ∥φX1∥
=− g(X1,JφX1)

∥JX1∥ · ∥φX1∥
=− g(X1,φ

2X1)

∥JX1∥ · ∥φX1∥

=− hg(X1,X1)

∥JX1∥ · ∥φX1∥

=− hg(JX1,JX1)

∥JX1∥ · ∥φX1∥

=
h∥JX1∥
∥φX1∥

(5.1.10)

bulunur. cosθ = ∥φX1∥
∥JX1∥ olduğundan (5.1.10) denkleminden h =−cos2 θ elde edilir. Bu durumda

θ sabit ve F dönüşümü bir slant-Riemann dönüşümdür.

Şimdi yukarıdaki teoremi kullanarak aşağıdaki lemmayı verelim.

Lemma 5.1.1. (M1,g1,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

dönüşümü bir slant-Riemann dönüşüm olsun. ∀ X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

g1(φX1,φX2) = cos2
θg1(X1,X2) (5.1.11)

ve

g1(wX1,wX2) = sin2
θg1(X1,X2) (5.1.12)

dır [11].

İspat: Direk işlemlerle X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

g1(φX1,X2) =−g1(X1,φX2)
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şeklinde yazılabilir. Burada X2 yerine φX2 yazılır ve (5.1.8) denklemi kullanılarak,

g1(φX1,φX2) = cos2
θg1(X1,X2)

elde edilir. (5.1.1) ve (2.2.2) eşitliklerinden,

g1(X1,X2) = g1(JX1,JX2) = cos2
θg1(X1,X2)+g1(wX1,wX2)

yazılır. Buradan da,

g1(X1,X2) = cos2
θg1(X1,X2)+ sin2

θg1(X1,X2)

elde edilir. Yani,

g1(φX1,φX2) = cos2
θg1(X1,X2)

ve

g1(wX1,wX2) = sin2
θg1(X1,X2)

bulunur.

Benzer şekilde (5.1.11) denklemi kullanılarak,

g1(e1,e1) = g1(secθφe1,secθφe1) = 1

elde edilir. Buradan,

{e1,secθφe1,e2,secθφe2, ...,en,secθφen}

Γ(çekF∗) için ortonormal bir baz olduğu görülür ve (5.1.12) denklemi kullanılarak da,

{cscθwe1,cscθwe2, ...,cscθwen}

Γ(w(çekF∗)) için ortonormal bir baz olduğu görülür. Slant immersiyonlarda olduğu gibi,

{e1,secθφe1,e2,secθφe2, ...,en,secθφen,cscθwe1,cscθwe2, ...,cscθwen}

slant-Riemann dönüşümler için bir bazdır [11].

Dikey distribüsyon integrallenebilir olduğundan ve X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

TX1X2 = TX2X1 (5.1.13)

eşitliği yazılır [11]. Bu eşitlik ile birlikte teorem (5.1.1) kullanarak aşağıdaki lemma elde edilir.
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Lemma 5.1.2. Bir Kaehler manifolddan bir Riemann manifolduna tanımlanan F dönüşümü bir

slant-Riemann dönüşüm olsun. w, çekF∗ üzerinde ∇ ya göre paralel ise ∀X1,X2 ∈ Γ(çekF∗) için,

TφX1φX1 =−cos2
θTX1X1 (5.1.14)

eşitliği sağlanır [11].

Şimdi F dönüşümünün harmonik olabilmesi için gerekli ve yeterli koşullar verilecektir.

Teorem 5.1.2. (M1,g1,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M2,g2) Riemann manifold

olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

biçiminde tanımlanan F dönüşümü bir slant-Riemann dönüşüm olsun. F dönüşümünün

harmonik olabilmesi için gerek ve yeter şart

Tφeiφei =−cos2
θTeiei, (5.1.15)

iz |w(çekF∗)
∗F∗(SEiF∗(.)) ∈ Γ(µ) (5.1.16)

ve

iz |u ∗F∗(SEiF∗(.)) ∈ Γ(w(çekF∗)) (5.1.17)

eşitlikleri sağlanmalıdır. Burada,

{e1,secθφe1,e2,secθφe2, ...,en,secθφen,cscθwe1,cscθwe2, ...,cscθwen}, Γ(çekF∗) için

ve {Ek}, Γ((görF∗)⊥) için ortonormal bir bazdır [11].

İspat: İlk olarak,

T M1 = çekF∗⊕w(çekF∗)⊕µ

olduğundan sırasıyla
{

e1,secθφe1,e2,secθφe2, ...,ep,secθφep
}

, Γ(çekF∗)

ın ortonormal bazı,
{

cscθwe1,cscθwe2, ...,cscθwe2p
}

, Γ(w(çekF∗)) ın

ortonormal bazı ve {ē1, ē2, ..., ēn}, Γ(µ) nun ortonormal bazı olduğu için biz{
e1,secθφe1,e2,secθφe2, ...,ep,secθφep,cscθwe1,cscθwe2, ...,cscθwe2p, ē1, ē2, ..., ēn

}
bir kanonik ortonormal yapısını seçebiliriz. Burada θ slant açıdır. O zaman F dönüşümünün

harmonik olması için gerek ve yeter şart

p

∑
i=1

(∇F∗)(ei,ei)+ sec2
θ(∇F∗)(φei,φei)+ csc2

θ

2p

∑
i=1

(∇F∗)(wei,wei)+
n

∑
j=1

(∇F∗)(ē j, ē j) = 0

(5.1.18)
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olmasıdır. (2.1.17) ve (2.1.13) denklemleri kullanılarak,

p

∑
i=1

(∇F∗)(ei,ei)+ sec2
θ(∇F∗)(φei,φei) =−F∗(Teiei)− sec2

θF∗(Tφeiφei)

elde edilir. Buradan,

p

∑
i=1

(∇F∗)(ei,ei)+ sec2
θ(∇F∗)(φei,φei) =−F∗(Teiei + sec2

θTφeiφei) (5.1.19)

olup lemma (2.3.1) kullanılarak,

csc2
θ

2p

∑
i=1

(∇F∗)(wei,wei)+
n

∑
j=1

(∇F∗)(ē j, ē j) ∈ Γ((görF∗)⊥)

bulunur ve {e1,e2, ...,en} kümesi V iç çarpım uzayının ortonormal bir tabanı ise, ∀u ∈V için,

u =
n

∑
i=1

(u,ei)ei (5.1.20)

dır [1] eşitliğinden,

csc2
θ

2p

∑
i=1

(∇F∗)(wei,wei)+
n

∑
j=1

(∇F∗)(ē j, ē j) = csc2
θ

2p

∑
i=1

s

∑
k=1

g2((∇F∗)(wei,wei),Ek)Ek

+
n

∑
j=1

s

∑
k=1

g2((∇F∗)(ē j, ē j),Ek)Ek)

elde edilir. Burada {Ek}, Γ((görF∗)⊥) ın ortonormal bir bazdır. İşlemin devamında (2.3.12)

eşitliği kullanılır ise,

csc2
θ

2p

∑
i=1

(∇F∗)(wei,wei)+
n

∑
j=1

(∇F∗)(ē j, ē j) = csc2
θ

2p

∑
i=1

s

∑
k=1

g2(SEkF∗(wei),F∗(wei))Ek

+
n

∑
j=1

s

∑
k=1

g2(SEkF∗(ē j),F∗(ē j))Ek (5.1.21)

eşitliği elde edilir. (2.1.19) denkleminden,

csc2
θ

2p

∑
i=1

s

∑
k=1

g2(SEkF∗(wei),F∗(wei))Ek = csc2
θ

2p

∑
i=1

s

∑
k=1

g1(F∗SEkF∗(wei),wei)Ek

ve
n

∑
j=1

s

∑
k=1

g2(SEkF∗(ē j),F∗(ē j))Ek =
n

∑
j=1

s

∑
k=1

g1(F∗SEkF∗(ē j), ē j)Ek

elde edilir. (2.1.18) denkleminden,

τ(F∗) = iz(∇F∗) =
m

∑
i=1

(∇F∗)(ei,ei)
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olup,

iz |∗w(çekF∗) F∗(SEiF∗(.)) ∈ Γ(µ) (5.1.22)

ve

iz |∗µ F∗(SEiF∗(.)) ∈ Γ(w(çekF∗)) (5.1.23)

ifadeleri elde edilir. Bu şekilde ispat tamamlanır.

Lemma 5.1.3. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

dönüşümü bir slant-Riemann dönüşüm olsun. Eğer w paralel ise (5.1.15) eşitliği sağlanmalıdır

[11].

Şimdi bir F slant-Riemann dönüşümün tamamen geodezik olma durumu incelenecektir.

Tanım 5.1.2. (M1,g1) ve (M2,g2) Riemann manifold olsun.

F : (M1,g1)→ (M2,g2)

Riemann manifoldları arasında tanımlanan diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Bu

dönüşüm eğer ∀X1,X2 ∈ Γ(T M1) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0

ise bu dönüşüme tamamen geodezik dönüşüm denir [11].

Teorem 5.1.3. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) Riemann manifoldu olsun.

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

dönüşümü bir slant-Riemann dönüşüm olsun. F dönüşümünün tamamen geodezik olması için

gerek ve yeter şart ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) için,

g1(TU1wU2,BX1) =−g2((∇F∗)(U1,wφU2),F∗(X1))+g2((∇F∗)(U1,wV ),F∗(CX1)), (5.1.24)

g1(AX1wU1,BX2) = g2(∇
F
X1

F∗(wφU1),F∗(X2))−g2(∇
F
X F∗(wU1),F∗(CX2)) (5.1.25)

ve

∇
F
X1

F∗(X2)+F∗(C(AX1BX2 +H∇
1
X1

CX2)+w(V ∇
1
X1

BX2 +AX1CX2)) ∈ Γ(görF∗) (5.1.26)

dır. Burada ∇1, M1 in Levi-Civita konneksiyonudur [11].
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İspat: F slant-Riemann dönüşümünün tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart

∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve ∀U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) için,

g2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) = 0, g2((∇F∗)(X1,U1),F∗(X2)) = 0 ve (∇F∗)(X1,X2) = 0

dır. F bir Riemann dönüşüm olduğu için, (2.1.17) denkleminden,

g2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) = g1(U2,∇
1
U1

X1)

elde edilir. M1 bir Kaehler manifold olduğu için (5.1.1) ve (5.1.2) eşitliklerinden,

g2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) =−cos2
θg1(∇

1
U1

U2,X1)+g1(∇
1
U1

wφU2,X1)−g1(∇
1
U1

wU2,BX1)

−g1(∇
1
U1

wU2,CX1)

bulunur. F bir Riemann dönüşüm olduğu için (2.1.17) ve (2.1.14) denklemlerinden,

g2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) = cos2
θg2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1))−g2((∇F∗)(U1,wφU2)),F∗(X1))

+g2((∇F∗)(U1,wU2),F∗(CX1))−g1(TU1wU2,BX1) (5.1.27)

yazılır. (5.1.27) eşitliğinde cos2 θg2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) ifadesini sol tarafa atılıp eşitlik

düzenlenir ise,

g2((∇F∗)(U1,U2),F∗(X1)) = sec2
θ

{
−g2((∇F∗)(U1,wφU2)),F∗(X1))−g1(TU1wU2,BX1)

+g2((∇F∗)(U1,wU2),F∗(CX1))

}
(5.1.28)

eşitliği elde edilir. Benzer bir yolla,

g2((∇F∗)(X1,U1),F∗(X2)) = sec2
θ

{
−g2(∇

F
X1

F∗(wU1)),F∗(CX2))−g1(AX1wU1,BX2)

+g2(∇
F
X1

F∗(wφU1),F∗(X2))

}
(5.1.29)

elde edilir. Diğer bir taraftan, (2.1.17) ve (2.2.4) denklemlerinden, X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için,

(∇F∗)(X1,X2) = ∇
F
X1

F∗X2 +F∗(J(AX1BX2 +V ∇
1
X1

BX2 +AX1CX2 +H∇
1
X1

CX2)

yazılır. Buradan (4.1.5), (4.1.8), (5.1.1) ve (5.1.2) eşitliklerinden,

(∇F∗)(X1,X2) = ∇
F
X1

F∗X2 +F∗(BAX1BX2 +CAX1BX2 +φV ∇
1
X1

BX2 +wV ∇
1
X1

BX2

+φAX1CX2 +wAX1CX2 +BH∇
1
X1

CX2 +CH∇
1
X1

CX2)

olur. Direk işlemler ile,

(∇F∗)(X1,X2) = ∇
F
X1

F∗X2 +F∗(CAX1BX2 +wV ∇
1
X1

BX2 +wAX1CX2 +CH∇
1
X1

CX2) (5.1.30)
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elde edilir. Bu eşitlik ile birlikte (∇F∗)(X1,X2) ∈ Γ(görF∗) olduğundan

∇
F
X1

F∗X2 +F∗(CAX1BX2 +wV ∇
1
X1

BX2 +wAX1CX2 +CH∇
1
X1

CX2) ∈ Γ(görF∗)

elde edilir. Bu şekilde ispatlanmış tamamlanmış olur.

Uyarı 5.1.1. Bir slant-Riemann dönüşümün tamamen geodezik olabilmesi için gereken koşullar,

bir slant submersiyonun tamamen geodezik olabilmesi için gereken koşullardan farklıdır [11].

Bir Riemann submersiyon için, ikinci temel formu ∀X1,X2 ∈ Γ((çek)⊥) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0 (5.1.31)

eşitliğini sağlar. Fakat bir slant-Riemann dönüşüm için, ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) için

(∇F∗)(X1,X2) = 0

eşitliği garanti değildir [11]. Lemma (2.3.1) den, (∇F∗)(X1,X2) ifadesi Γ((görF∗)⊥) için

önemlidir. Yukarıdaki sonuçtan görüleceği üzere slant-Riemann dönüşümlerin geometrisini

incelemek için ekstra geometrik koşullar kullanmak gereklidir.

Son olarak aşağıdaki ayrışım teoremini verelim.

Teorem 5.1.4. (M1,g1,J) bir Kaehler manifold ve (M2,g2) Riemann manifold olsun. F,

F : (M1,g1,J)→ (M2,g2)

şeklinde tanımlanan bir slant-Riemann dönüşüm olsun. (M1,g1) bir yerel çarpım Riemann

manifoldu olması için gerek ve yeter şart, X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) için,

g1(TU1wU2,BX1) =−g2((∇F∗)(U1,wφU2),F∗(X1))+g2((∇F∗)(U1,wU2),F∗(CX1)) (5.1.32)

ve

g2((∇F∗)(X1,BX2),F∗(wU1)) = g2(F∗(X2),∇
F
X1

F∗(wφU1))−g2(F∗(CX2),∇
F
X1

F∗(wU1))

(5.1.33)

şartlarının sağlanması gerekir [11].

İspat: Öncelikle, ∀X1,X2 ∈ Γ((çekF∗)⊥) ve U1,U2 ∈ Γ(çekF∗) için, (2.1.16), (5.1.1), (5.1.2) ve

(5.1.1) denklemlerinden,

g1(∇
1
X1

X2,U1) = g1(X2,∇X1JφU1)−g1(BX2,∇X1wU1)−g1(CX2,∇X1wU1)
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elde edilir. Burada,

JφU1 = φφU1 +wφU1 = φ
2U1 +wφU1

olduğundan,

g1(∇
1
X1

X2,U1) = g1(X2,∇X1φ
2U1)+g1(X2,∇X1wφU1)−g1(BX2,∇X1wU1)−g1(CX2,∇X1wU1)

g1(∇
1
X1

X2,U1) =−cos2
θg1(X2,∇X1U1)+g1(X2,∇X1wφU1)+g1(∇X1BX2,wU1)

−g1(CX2,∇X1wU1)

bulunur. F bir Riemann dönüşüm olduğu için (2.1.17) denkleminden,

g1(∇
1
X1

X2,U1) = sec2
θ


−g2(F∗(X2),(∇F∗)(X1,wφU1))+g2(F∗(X2),∇

F
X1

F∗(wφU1))

−g2((∇F∗)(X1,BX2),F∗(wU1)))+g2((∇
F
X1

F∗(BX2),F∗(wU1)))

−g2(F∗(CX2),∇
F
X1

F∗(wU1))+g2(F∗(CX2),(∇F∗)(X1,wU1))


elde edilir. Lemma (2.3.1) den,

g1(∇
1
X1

X2,U1) = sec2
θ(g2(F∗(X2),∇

F
X1

F∗(wφU1))−g2((∇F∗)(X1,BX2),F∗(wU1)))

−g2(F∗(CX2),∇
F
X1

F∗(wU1))) (5.1.34)

bulunur. Son olarak (5.1.28) ve (5.1.34) denklemlerinden teorem ispatlanmış olur.
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