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ONUR SOZU
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metin i¢inde hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden
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1. GIRIS

1930’larda, R"+! Oklid uzaylarda M Einstein hiperyiizeylerin smiflandirilmas:
ilk olarak Fialkow[18] ve Thomas[19] tarafindan calsildi. Eger M, (n > 3)
baglantili Einstein hiperytlizey bazi v sabit i¢in Ric = g ise bu durumda ~'nin
non-negatif oldugu ispat edildi.

Ayrica

i) v = 0ise M, R™e lokal olarak izometriktir.

i1)y > 0 ise bu durumda M bir n— kiirede igerilir.

Bu galismamizdaki amag, yukaridaki klasik sonuclarin lightlike versiyonunu
caligmaktir.

Einstein manifoldlar sadece kendi iclerinde ilging degil; ayn1 zamanda Riemann
geometrinin bircok onemli konulariyla da baglantihdir. Ornegin; Riemann
submersiyonlar, Homojen Riemann uzaylar, Riemann fonksiyoneller ve kritik
noktalari, Yang- Mills teorisi, Dort boyutlu self-dual manifoldlar, Holonomi
gruplari, Kuaterniyonik manifoldlar, K3 yiizeyler araciligiyla cebirsel geometri
[21] bu konulardan bazilaridir.Caligilan bu konular giiniimiizde gelismekte olan
konulardir.

Son ceyrek yiizyildan itibaren manifoldlar teorisinin matematiksel fizikte
uygulama alan1 bulmasindan dolayi, belirsiz metrikler veya non-dejenere
metriklerle birlikte calisilmaya baglandi. Bu tiir manifoldlara semi-Riemann
manifoldlar adi verilmektedir. Bu tiir manifoldlarda, son yillarda lightlike alt
manifoldlarin biiyiiyen bir 6nemi ve genel baglantililikta genig bir kullanimi vardir.
Lightlike geometri non-dejenere durumuna gore biraz daha karmagiktir. Lightlike
altmanifoldlar ile non-dejenere alt manifoldlar arasindaki fark, normal demetin
tutumundan kaynaklanmaktadir. Non- dejenere alt manifoldlarda tanjant demeti

ile normal demetin kesigimi sifir iken , lightlike alt manifoldlarda normal demetin



bir kismi tanjant demette kaldigi i¢cin boyle bir durum s6z konusu degildir. Lightlike
alt manifoldlarda normal demetin boyutunun bir oldugu alt manifolda
lightlike hiperytizey denir.

Fialkow ve Thomas'in smiflandirmasimin lightlike versiyonlarim Duggal [15],
[20] Atindogbe[16] ve Sahin[l] ile birlikte yapt: ve sabit q indeksli (M,g)
manifoldunun (M, g) Einstein lightlike hiperyiizeyinin diferensiyel geometrik
teorisini caligti.

Skaler egrilik

r= Zm+2€ig(Eia E;) = ginij

7

ve M'nin FEinstein olmasi igin gerek ve yeter sart r’min sabit olmasi gerekir.

Ric = 5g oldugunu belirtir. Béylece bir Einstein lightlike M nin geometrik
kavrami, indirgenmis skaler egrilikle hesaplanmig bir simetrik Ricci tensoriinii
bulundurmasidir. Béylece M nin Ricci ile tanimlanan indirgenmis bir simetrik
bir Ricci tensoriiniin oldugu lightlike hiperytizeyinin bir sinifi goz oniine alinir.
Bu caligmada semi Riemann manifoldlar, Gauss-Codazzi denklemleri ve

Lightlike hiperyiizeyler caligilarak lightlike Einstein hiperyiizeylerin geometrisi

incelenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Semi Oklidyen Uzaylar

Tanim 2.1.1. V', m— boyutlu reel vektor uzayr olsun.
g:VxV =R

dontsumu Yx,y,z € V ve Ya,b € R i¢in
i.)g9(z,y) = g(y, )

ii.)g(ax + by, z) = ag(x, z) + by(y, 2)

9(z,ay +bz) = ag(z,y) + bg(z, z)

ozelliklerine sahip ise g donusimune V reel vektor uzayr tuzerinde simetrik

bilineer form denir.[}]

Tamim 2.1.2. E", n—boyutlu Oklid uzayinda (n — 1) boyutlu bir yiizey veya
(n — 1) ylizey diye E™’ deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, dyleki bu M

ctmlesi
dif bilir . .
M={xeUCE"|f:U "5 R,U bir agtk alt ciimle}
x— f(z)=rc
Vil,#0,VY pe M biciminde tansmlanar.

Ozel olarak E3’te bir 2—yiizeye sadece yiizey diyoruz.
E™ de bir (n—1) ylizey n > 3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak
adlandirilir. [5]

Tanim 2.1.3. I, R’ nin bir agik araligr olmak tzere
a: ] —R"

bigiminde (C* sinifindan) bir a déndisimine R™ uzay i¢inde bir egrs denir. [13]
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Tamim 2.1.4. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. T,M vektor
uzayma dual olan uwzayr T;(M) ile gosterelim. Boylece w, € T)(M) eleman

wy, : TyM — R lineer donisimiidir. Ty (M) uzayimn elemanlarina dual vektér

denir.[3]

Tanim 2.1.5. Herhangi bir x € M i¢in T M, T, M’ nin dual vektor uzayr

olarak tanimlanir ve
T"M = U T:M
xeM
dir. [2]

Tanim 2.1.6. R reel sayilar cismi tuzerinde p—tane vektor wzayr Vi, Vs, ...V,

olsun.

fVixVex..xV,=R

fonksiyonu u;,v; € V;; X € R icin

1) fluy, ug, ooy y + 04, o tty) = fug, ey Uiy ooy tp) + fUg, ooy U4y oy Uyp)

2)f (ur, ug, ..., Ay, up) = Af(ur, ug, ..., U, .. Up)

ozellikleri saglanwor ise f’ ye i-yinct yere gore lineerdir, ¥i = 1,2,..p
igin 1) ve 2) ézellikleri saglanwyorsa f - fonksiyonuna p—lineer fonksiyon adi

verilir.[12]

p—lineer fonksiyonlarn ctimlesi £(Vi, Vo, ..., Vi R) ={f | f: Vi x Vo x ... x
Vo p~ligeer R} ile gosterilir ve bu climle tizerinde toplama ve skalerle ¢arpma iglemi

tanimlarsak (£(V1, Vs, ..., V,, R), +,.) ticlisii bir vektér uzay: olur.

Tamim 2.1.7. V;, Vs, ..., V, ve Wy, Wy ..., W, reel vektor uzaylary olsunlar.

q—lineer

g:WixWyx..xW, — R

p—lineer

fVixVox..xV,” = R
fonksiyonlarimwn carpima f ® g ile gosterilir ve

V<U1,U2, ...Up,wl,wg,...,wq) S Vi X va X ... X ‘/p X W1 X W2 X ... X Wq
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elemanina bir

(o1, ..vp)g(wy, ...;wy) € R
elemaniny karsihk tutar. Bu fonksiyon da

(p+q)—lineer
N

(f®g):VixVax .. xV,x Wy xWyx..xW, R

(f ® g)(v1, 09, .., Uy, w1 Wa,..cwy) = f(v1,...0p)g(w1, ..., wy) € R
olarak tanymlanar. [12]

Tanim 2.1.8. R reel sayilar cismi uzerinde r—tane vektor uzayr Vi, Vs, ...V, ve

r— lineer dontsumlerinin cumles:
LOVL,Va, Vs R) ={f [ f:VixVex..xV, T_@)EETR}

nin R uzerinde vektor uzayr oldugunu biliyoruz. Bu vektor uzayina Vi, V5, ..., V*

dual vektor uzaylarinin tensor carpima denir ve
LV, Vi, Vi R) =V @V @ .. @ V)

ile gosterilir. V' @ Vo' @ ... @ V¥ tensor uzayimin her bir elemanina r—yinct

mertebeden kovaryant tensér denir. [12]

Ozel olarak;

ise
VixVox .. xV,=V"
olmak lizere
LV, Va, ..., Vi R)=L"(V;R)
=, V"

= Tr(v>

olarak ifade edilir.[12]



Ornek 2.1.1. V reel vektor uzayr uzerinde tanimlanan i¢ ¢arpim fonksiyonu 2.

dereceden kovaryant tensordir.

Tanim 2.1.9. Kovaryant tensorler icin verilen ifadelerde V' yerine V* alinarak
V* dizerinde s—lineer fonksiyonlarin wvektor uzayr elde edilebilir. Bu uzaya
kontravaryant tensor uzayr denir. Bu uzaiy

LV =LV VL VAR =V RV ..V =@V

s—tane

ve
T5(V*) = @V
olarak alacagiz. Boylece
(V") =R
TV =V

elde edilir. T*(V*) tensor carpvmina bir kontravaryant s—tensoér uzayr ve bu
uzaywn her bir elemanina da s inct dereceden bir kontravaryant tensor veya

bir kontravaryant s-tensér denir.[12]
Ornek 2.1.2. V' nin elemanlar kontravaryant tensorlerdir.

Tanim 2.1.10. R reel sayilar cismi uzerindeki n—boyutlu bir vektor uzay ile bu

uzaywn duali sirasy ile V- ve V* olsun. Bir
f:VixV® SR

dontigimi (r + s)—lineer olsun. (r + s)—lineer dondisimlerinin ciimlesini

r+s)—lineer
Ty

LV VSR = (| f:V x vt R}

seklinde gosterelim. Bu cumle tizerinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpma
wslemleri ile birlikte bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayr V* ve V' vektor uzaylar:

tizerinde bir tensor uzayi, daha dogrusu r-dereceden kovaryant s-dereceden



kontravaryant tensor uzayz olur. Bu uzayin elemanlarina (r, s) tipinde karigik

tensorler denir. Bu uzay daha kisa olarak
(V) =T.(V)@ T (V")
seklinde de gosterilir. [12]
Ornek 2.1.3.
VeVveV =V,
vevevieveVvieVi =V ' ?

Tanmim 2.1.11. Her bir x € M igin TP (M), vektér uzaywma biitin (p + q) lineer

dontsumlert i¢in goz onune alalim.

T,:ToMx ...xTyMxT,Mx..xT,M—R

Vv TV
p tane q tane

TP(M), in bir elemany x” te (p,q) tipinde bir tensordiir. [2]

Tanim 2.1.12. M, m—boyutlu reel diferensiyellenebilir manifold ve g, M tizerinde
(0,2) tipinde bir simetrik tensér alant olsun. Béoylece g, M’ nin her bir x noktasin
T, M tanjant uzayr tuzerinde bir simetrik g, bilineer formuna atar. Ayrica burada
g in T, M tzerinde non-dejenere oldugunu ve g, " in indeksinin bitin x € M i¢in
aynt oldugunu kabul edelim. Boylece her bir T, M, m—boyutlu bir sem: oklidyen
uzay olur. Yukaridaki sartlart saglayan bu tensor alanina bir semi-Riemann
metrik (metrik tensor alani) ve (g, M) ikilisine de semi-Riemann

manifold denir.[2]

Tamm 2.1.13. T, M bir semi-Oklidyen uzay oldujundan herhangi bir u € Ty M
tanjant vektoru i¢in eger;

- gz (u,u) > 0 veya u =0 ise spacelike,

- gz (u,u) <0 ise timelike

- gz(u,u) =0 ve u # 0 ise lightlike

oldugu séylenebilir. [2]



Bu smiftaki bir tanjant vektor tanimlandigr kausal karakterin igine diiger. [2]

Tanim 2.1.14. T, M’ nin lightlike vektorlerinin kimesi x € M’ de lightlike

koni olarak adlandirier. [2]

Tanim 2.1.15. M ’‘nin indeksi q olsun.

i) ¢ = 0 durumunda M manifolduna Riemann manifold, g metrigine de Riemann

metrik denir.

ii) ¢ = 1 durumunda M manifolduna Lorentz manifold, g metrigine de Lorentz

metrik denir.

iii) 0 < ¢ < m durumunda M manifolduna proper semi Riemann manifold

denir. [2]

Tanim 2.1.16. En genel anlamda vektor demeti, her p noktasinda vektor uzaiy

tayin eden bir diferensiyellenebilir manifolddur. [3]

Tanim 2.1.17. E, N Jdzerinde bir vektor demeti oyle ki x € N, her E, fibres:
tizerinde non-dejenere simetrik bilineer form g, olsun. Ayrica ¥V x € N i¢in g,’
n q indeksinin ayni oldugunu kabul edelim. Eger N’ nin her x noktast i¢in g,
N dizerinde diferensiyellenebilir ise bu durumda E’ ye semi-Riemann vektor

demetidir denir.

- q =0 durumunda E’ ye Riemann vektor demetz,

- q =1 durumunda E’ ye Lorentz vektor demet:
denir. [2]

Tanim 2.1.18. M, m—boyutlu reel diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M
uzerinde (0,2) tipinde simetrik bir tensor alans olsun; éyle ki herhangi x € M igin
T, M rzerinde g, sabit q indeksli olsun. Kabul edelim ki RadT M dontsiumi her
birx € M’ yi g, e karsilik olarak T, M ™ nin RadT, M alt uzayina gotirsin ki bu,

M dzerinde rank r > 0 olan bir distribisyon tanwmlar. Bu durumda M’ ye bir
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r—lightlike (r—dejenere manifold) ve g’ ye de r—dejenere metrik denir.

RadT M ise M’ nin radikal distribisyonu olarak adlandvriler.[2]

Yukaridaki tanmimla birlikte
9(&, X) =0,V € I'(RadTM), X € T(TM)
ifadesini elde ederiz.[2]

Tanim 2.1.19. M bir manifold olsun. M dizerinde bir distribiisyon, her p € M

noktasina T,M " nin D, alt uzayin karsilik getiren bir dondsimdiir. [2]
Tanim 2.1.20. M bir m—boyutlu manifold olsun. M fizerinde

D: M — UT,M

p— D, C T,M, boy(D,) =r
ile tamaml D dondigimine r—boyutlu distribisyon denir.[3]

Distribiisyonlar vektor alanlarinin genisletilmisidir. Ciinki

X=M-=T,M

p— X, € T,M

noktay1 bir tanjant vektore gotiiriir. Bu 1—boyutlu distriblisyon olarak diigtiniiliir.

X vektor alanima p noktasinda D’ye aittir denir.[2]

Tanim 2.1.21. Eger her p noktast icin D, alt wuwzaywna ait r tane
diferensiyellenebilir  lineer  bagimsiz — vektor wvarsa D distribiisyonuna

diferensiyellenebilirdir denir. [3]

Tanim 2.1.22. TM’ de RadT M’ ye komplement olan S(TM) distribisyonunu
goz oniine alalim. S(TM)’ nin lifleri x € M i¢in T, M’ nin screen alt uzaylar:

oldugundan S(T M)’ ye M tizerinde bir screen distribiisyon denir.[2]



Tanmim 2.1.23. Eger X € x(M) i¢in £xg = 0 ise yani,

ise X wvektor alanina Killing vektor alani denir. Eger VX € D i¢in £xg =0

wse D distribusyonuna Killing distribiisyon denir.

Tanim 2.1.24. M ve N sirasiyla m ve n—boyutlu diferensiyellenebillir manifoldlar
ve F' : M — N diferensiyellenebilir bir donusim olsun. Bu durumda
F donusuminin p € M noktasindaki rank:, F, dontusuminin p noktasindaki
rank: olarak tanimlanir. Eger her p noktasindaki F' donisuminin rank:s m ise,

yani rank(F.,) = m ise F' donisimine dolgulama veya immersiyon denir.[3]

Tanim 2.1.25. V' bir reel vektor uzay, g ise
g:VxV =R

seklinde V' tizerinde bilineer form olsun. Eger V' nin bir & # 0 vektori var ve
Yv eV igcin

9(&v) =0
oluyorsa g’ ye V izerinde dejeneredir denir.[2]
Tanim 2.1.26. V' bir reel vektor uzayi, g ise V dzerinde bilineer form olsun.
Eger Yv € V i¢in

g(u,v) =0
olmast ancak u = 0 ile mimkinse bu durumda g’ ye non-dejeneredir denir.[2]

V {izerinde non-dejenere bilineer form, V'’ nin bir alt uzayma ya dejenere ya

da non-dejenere bilineer form indirger.

Tanmim 2.1.27. V reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
V' uzayinin

RadV ={£ €V ]|g&v)=0,veV}

ile tanwimly alt vzayina V' uzaypinin g’ ye gore radikal uzayr ya da null uzayr

denir ve nullV ile gosterilir. Eger;

10



- nullV > 0 ise g dejeneredir.
- nullV =0 ise g non dejeneredir. [2]

Tanim 2.1.28. V' reel vektor uzayr tzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

Yo eV vewv #0 igin

i.)g(v,v) > 0 ise g’ ye pozitif tanyml,
ii.)g(v,v) < 0 ise g 'ye negatif taniml,

iti)g(v,v) > 0 ve g(u,u) < 0 olacak sekilde u,v € V- mevcut ise g’ ye definit
denir.[2]
Tanim 2.1.29. V reel vektor uzayr uzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
Yv eV igcin
i.)g(v,v) > 0 ve u # 0 i¢in g(u,u) = 0 ise g’ ye yart pozitif taniml,
ii.)g(v,v) <0 veu#0 i¢in gu,u) = 0 ise g’ ye yarr negatif tanvml ya da
indefinit form denir.

denir. [2]

Simdi V' nin W alt uzayini goz ontine alalim. Bu durumda ¢’ nin W x W
tizerinde kisitlanmasi da W {izerinde bir simetrik bilineer formdur ve g |y ile

gosterilir.

Tanim 2.1.30.
g ‘WI WxW —=R

negatif taniml olacak sekilde en biytk boyutlu W alt uzayinin boyutuna g’ nin V.

deki indeksi denir ve indV = q ile gdsterilir.[2]
Onerme 2.1.1. Her g simetrik bilineer formuna
h:V =R

v — h(v) = g(v,v)

11



seklinde tamamly bir kuadratik form karsihik gelir. Burada h ile g arasinda Yv,w €
V igin

(v, w) = 5 {h(v+ ) ~ h(v) — h(w)}
bagintisy vardar. [2]

Tanim 2.1.31. V reel vektor uzayr uzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

Bu durumda;

i.) g(zi,x) =0, 1#£]

ii.) gz, z;) = -1, 1<i<gq

iii.) g(xi,x) =+1, ¢+1<i<p+gq

) gz i) =0, prq+l<i<p+tqt+r=m

olacak sekilde V'’ nin bir B = {x1, ...x,, } ortonormal baz vardvr. Burada p+q+r =

m olup (p,q,r) tglisine g formunun tipi denir.[4]

V' nin E = {ey, ..., e, } bazina gore h kuadratik formu, \; € R ve (v%), ¢ €

{1,...,m} v nin koordinat bilegenleri olmak tizere

h(v) = g(v,v) = ZAi(Ui)2 (2.1.1)

kanonikal formuna sahiptir. (2.1.1) de p, ¢, r sirasiyla \; € R’ lerin pozitif, negatif
ve sifir olanlarinin sayisidir. (2.1.1) deki A nin kanonikal formu tek degildir. V"’

nin bazina gore degisir.[2]

Onerme 2.1.2. h, V idzerinde (p,q,r) tipinde g’ nin kuadratik formu olsun. O

zaman;
i.) r > 0 ise g dejeneredir; r = 0 ise non-dejeneredir.
ii.) p=m ise g, pozitif tanamhdir; ¢ = m ise g negatif tanvmlidor.

iii.) g, ¢ =0, p> 0, r > 0 ise yari pozitif tanuiml ya dap =0, ¢ >0, r > 0 ise

yary negatif tanimiidar .

[2]
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Tanim 2.1.32. V'’ nin keyfi bir bazs U = {uy, ...up } olsun. V dzerinde g simetrik
bilineer formu

gij = 9(u,uj), 1<j<m

olmak izere G = [g;] simetrik matrisi ile ifade edilebilir. Bu durumda G

mxXm

matrisine g’ nin U bazina karsilik gelen matrisi denir. [2]

Buradan E’ nin bazlarimdan birine kargt A’ nin (2.1.1) deki kanonikal formu
olugturulabilir 6yle ki {ey, ...e,,} G’ nin 6z vektorleri ve {A1...A, } de bu vektorlere

karg1 gelen 0z degerlerdir. Agikga gortlir ki

* ¢ nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart rankG = m

* ¢ nin dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart rankG < m

olmasidir. [2]

Tanim 2.1.33. BirV reel vektor uzaiyn tizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer g
formuna V' reel vektor uzay izerinde bir skaler ¢arpvm (yar: oklid metrigi)

ve (V,g) ikilisine de yary oklid uzay denir. [{]

Tanim 2.1.34. V' yar: 6klid uzayr tizerinde tanimle bir g skaler ¢carpim i¢in p.q #
0 olmast durumunda g’ ye proper yari 6klid metrik ve (V,q) ikilisine de

proper yari oklid uzay denir. [2]
Tanim 2.1.35. V' yar oklid uzayr uzerinde bir g skaler carpima icin
1. ¢ pozitif taniml ise ¢'ye Oklid metrigi, (V, g) ikilisine de Oklid uzayn,

2. ¢’ ninindeksi ¢ = 1ise ¢’ ye Lorentz (Minkowski) metrigi, (V, g) ikilisine

de Lorentz (Minkowski) uzay1 denir.|2]

Tamm 2.1.36. V yari Oklid uzaiy tzerinde bir g skaler carpvma icin

Il : V=R (2.1.2)

v = [loll =] g(v,0) [*, Yo eV
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dondigtimiine V' vektor uzay izerinde norm donigtimd denir. Genel olarak ||v||

sayst v vektéorunin uzunlugu olarak adlandurilir. [2]

Tanim 2.1.37. Uzunlugu 1 birim olan ; yani g(u,u) = +£1"in saglandigi vektorlere

birim vektor denir.[2]
Tanim 2.1.38. V' yar: oklid uzay uzerinde tanimly bir g skaler ¢arpima i¢in,
i.) g(v,v) > 0 veya v =0 ise v’ ye spacelike,
ii.) v # 0 d¢in g(v,v) < 0 ise v’ ye timelike,
iii.) v # 0 iken g(v,v) = 0 ise v’ ye lightlike (null veya isotropik) vektor
denir. v € V vektérinin bu tg¢ tipine v’ nin causal karakteri denir. [2]

Tamim 2.1.39. A tarafindan tanwmlanan V' nin lightlike (null) konisi V' nin

bitiun lightlike vektorlerinin kumesidir; yani
A={ve(V-{0})]g(v,v) =0}
dir.[2]
Tanim 2.1.40. u,v € V i¢in g(u,v) = 0 ise bu iki vektor ortogonaldir denir
ve u L v ile gosterilir. Benzer olarak V'’ nin iki alt kimest U ve V' olmak tizere

herhangi v € U ve w € W i¢in u L w ise bu iki kiime de ortogonaldir ve U L W

ile gosterilir. [2]

Ortogonal birim vektorlerinin kargilikli bir £ kiimesi ortonormal bir kiime
olarak adlandirilir ki bu kiime lineer bagimsizdir. Bu nedenle m—boyutlu V"’ nin

ortonormal vektorlerinin kiimesi V' nin ortonormal bazi olarak adlandirilir. [2]

Onerme 2.1.3. Sifirdan farkly bir V- semi-oklidyen uzayinin ortonormal bir baz

mevcuttur. [2]
Ayrica belirtelim ki V' vektor uzaymim E = {ey, ...e,,} ortonormal bazlarinin
kiimesinin bir vektorii sayesinde
glei, e;) = €l
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olur ve verilen herhangi bir v € V' vektorii igin

m

v=">¢e9(v,e)e;

=1

ifadesi izlenir.[2]
Tanim 2.1.41. {ey,...e,,} ifadesine E bazwmin isaretlenmest denir.

Buradan da ¢’ nin h ile baglantili kuadratik formunun geldigini goriiriiz.

h(v) = :151-9(1),61-)2 (2.1.3)

Ayrica p ve q, {e1,...e,, } isaretlenmesinde pozitif ve negatif isaretlerin sayisi ise

bu durumda semi-oklidyen metrik (p, ¢, 0) tipindedir.[2]

Ornek 2.1.4. R™ standart vektor uzayr ve R™ nin  kanonikal baz
E ={e; =(1,0...0),...,e,, = (0,0,..., 1)} olsun. O zaman R™ dzerinde 0 < ¢ < m
icin proper semi oklidyen metrik
q m
g(xz,y) ==> xy'+ >, %" ;Vr,y € R™ (2.1.4)
i=1 a=q+1

tanamlanabilir.

Ry ile m— boyutlu g— indeksli proper semi oklidyen uzayr g metrigi ile
tanimlansi. Ozel olarak R7*, Lorentz(Minkowski) vektor uzayidir. R7" nin lightlike
konisi Ry* tarafindan verilen A;”__ll hiperytizeyidir.

AP ={z e R —{0}) | - (@) + 3 (%) =0}

q
=1

dir. Sonug olarak R™, g metrigi tarafindan

m

g(z,y) = > zy?
A=1

ile verilen 6klidyen uzaydir.[2]
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2.1.1 Semi éklidyen Uzaylarin Alt Uzaylar:

(W, g) reel n—boyutlu lightlike vektor uzay1 ve W’ nin radikali RadW olsun.
Bu durumda W’ nin bir alt uzay1 dejenere olmayabilir. Bu ifadeyi desteklemek

icin agsagidaki onermeyi verebiliriz:

Onerme 2.1.4. (W, g), n—boyutlu lightlike vektér uzayr olsun;oyleki nulllW =

r <n olsun. O zaman RadW ’ ye komplement her alt uzay non-dejeneredir. [2]

Tanim 2.1.42. W’ de RadW ’ ye komplement alt uzay olan SW’ye W’ nin bir

screen alt uzayr denir. [2]

SW, g’ ye gore non-dejenere oldugundan bir semi oklidyen uzay olur. O
zaman onerme (2.1.3) ten SW’ nin {u,41, ..., U4, } ortonormal bazi mevcuttur.

Bu yiizden W’ nin baz verilen B = {f1, ..., .} ve f; € RadW i € {1,...,r} ile
W = RadW 1L SW (2.1.5)

ifadesine uyarlanir. Bunu dikkate alarak RadW’ nin herhangi bir vektori W’ ye

ortogonaldir ve biz B’ ye karsilik gelen matrisin;
O'I" T O'I" n—r
9] = B
On—’r,r €a75ab
ab € {r+1,...n}, eo = g(ug, up) oldugunu soyleriz. [2]

Tanim 2.1.43. (V, g) m— boyutlu semi éklidyen uzay ve W de V' nin bir alt uzayr
olsun. Bu durumda g |w dejenere olmasi durumunda W' ye lightlike (dejenere)

alt uzay denir. Aksi taktirde W’ ye non-dejenere alt uzay denir. [2]

WH={weV:gw) =0YvYweW}
alt uzayim goz oniine alalim.
Tanim 2.1.44. W, V'’ nin bir alt uzays ise
WH={weV:.ivl W}
ifadesinde V'’ nin alt uzayr olan W+ | W perp olarak adlandurilir. [4]
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Bu ifade W N W+ # {0} olmasi agisindan énemlidir. Buna érnek olarak su

ifadeyi verebiliriz:

Ornek 2.1.5. W = {(z,y,z,y) € R} : 2,y € R} alt uzayns goz oniine alabiliriz
ve buradan

WnW* ={(z,0,2,0) : z € R} #{0}
ifadesini elde ederiz.[2]

Onerme 2.1.5. (V,g) m— boyutlu semi oklidyen uzay ve W de V'’ nin bir alt

uzayr olsun. O zaman;

1. boyW + boyW+ =m (2.1.6)
2. (WhHt=w (2.1.7)
3. RadW = RadW* =W nW+ (2.1.8)

olur. [2]

V' bir vektor uzayi olsun. Wi ve Wy, V' nin iki alt uzay1 olmak iizere
1. W1 U WQ - V
2. WinWw, = {0}

ise V.= W) @ W, seklinde yazabiliyorduk.[5] Buradan hareketle su sonucu

verebiliriz:

Sonug 2.1.1. V' semi-oklidyen uzay ve W, V'’ nin bir alt uzayr olsun. Asagidaki

iddialar denktir:

1. W non-dejenere alt uzaydar.
2. W non-dejenere alt uzaydar.
3. W ve W, V7 nin komplement ortogonal alt uzaylaridr.

4.V, W ve Wt in ortogonal direkt toplamadur; yani V=W L W tir

[2]
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Ayrica (2.1.3) ve yukaridaki iv) ifadesini kullanarak
indV = indW + indW=+ (2.1.9)
ifadesini V" nin herhangi bir non-dejenere alt uzayi i¢in elde ederiz.[2]

Onerme 2.1.6. g, q indeksli m— boyutlu V vektor uzayr uzerinde bir proper-semi
oklidyen metrik olsun. O zaman V'’ nin min{q,m — q} boyutu ge¢meyen bir alt

uzay vardr, oyle ki g |yp=0 dur. [2]

Bundan sonra gorecegiz ki lightlike alt manifoldlar boyunca proper semi-
Riemann manifoldlarda en uygun cati yapilari lightlike vektor alanlarini igerir.
Bu yiizden burada bir lightlike alt uzay boyunca bazi semi-Oklidyen uzaylarm
baz1 0zel tabanlarinin nasil inga edilecegini gosterecegiz:

(V, g) m— boyutlu proper semi-Oklidyen uzay olsun. Bu yiizden birlestirilmis
quadratik form (p,q,0), p + ¢ = m ve p.q # 0’ dir. V’ nin ortonormal bazinin
{e1,...,en} oldugunu diigiinelim &yle ki {e1,...e;} ve {egt1,...,€44p} sirasiyla
timelike ve spacelike birim vektor kiimeleridir.

Baz lightlike vektorlerin bir bazini inga etmek i¢in agagidaki durumlari analiz

edelim:

Durum 2.1.1. ¢<p yapr vektorler:

fim %{eqﬂ. beld, fr = %{eqﬂ- e ie{l, . q) (2.1.10)
ki bu
9(fi, fi) = 9(fi f;) =0 (2.1.11)
ve
g(fi,f;) = 5@’]’, Z,j - {1, ,q} (2112)

ifadelerini bize verir. Boylece {fl, s S 1o s I3 s €20415 o0y eq+p} V'’ nin bir bazidir

ki 2q kadar lightlike vektor icerir ve p — q tane spacelike vektor icerir.
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Durum 2.1.2. p<q durumu i¢in

Ja = %{eq—‘ra +ea}, fo= %{ew —ea}, € {1,...,p} (2.1.13)

ve biz yine (2.1.11) ve (2.1.12) ifadelerini elde ederiz; fakat i,j yerine o, 3 €
{1,...,p} olarak se¢ilir. Bu taktirde bu baz {fl, s Jor f1s s £ epras ...,eq} olur.

O halde 2p tane lightlike vektor ve ¢ — p tane de timelike vektor vardar.

Durum 2.1.3. (p=q) durumunda m = 2p = 2q oldugundan { f1, ..., fg, f1, .-, fi}
lightlike bazlarny tanymlanan (2.1.10) veya (2.1.13) ile elde ederiz. Buradan

{Ufrs oo fos f15 s £2} lightlike bazlardur ve bu bazlar 2g = m tanedir. [2]

Tamm 2.1.45. Indeksi q = 1 olan non-dejenere 2—boyutlu bir vektor uzayina

(diizleme) bir hiperbolik diizlem denir.[2]

A € {1,...,max(p, q)} olmak tizere { f4, f}} tarafindan gerilmig herhangi diizlem
hiperbolik bir diizlemdir.
Boylece p # ¢ igin baz 6zel tabanlarin {istteki yapilari, keyfi proper-semi

oklidyen uzaylarin ifadesini agagidaki
V=W 1LW, L..1LW,1W

gibi belirler. Burada s ya g ya da p, W; i € {1, ..., s} hiperbolik diizlemler ve W

ya spacelike ya da timelike uzaylardir.

Tanim 2.1.46. p = ¢ ise bu aynsom V =W, L Wy L ... L W, olacak sekilde

ayrisir ve hiperbolik uzay[6] veya nétral uzay[7] olarak adlanduriler.

Tanmim 2.1.47. Eger asaqidaki sartlar saglanarsa, bir (V,g) proper semi dklidyen
uzayvan bir B = {f1,...fr, [T, [F w1, ..} tabany quasi ortonormal baz

olarak adlanduriler.
g(fwfj) = g(f:,f;) - 07'
g(fm f]*) = (5”-, ’l,j € {1, ,q}
9(Uas fi) = g(ua, f) =0 (2.1.14)

9(Ua,up) = €abap, a, B € {1, ...}, ¢, = g(e;, e;) = £1
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[2]

Tanim 2.1.48. m— boyutlu bir proper semi-oklidyen V uzayinin bir n— boyutlu
lightlike alt wzayr olan W’ yi goz ontune alalim. Bu durumda bir quasi ortonormal

B={f1,s frs [T s [ 01, oy u} baze varder oyle ki
W = Span{ fi ..., fr,u1, .. ;us} dimn=r+s, 1<s<t
veya
W = Span{ fi,..., fu} dirn <r ise

ifadesine W boyunca V ’nin quasi-ortonormal tabana denir. [2]
Onerme 2.1.7. W boyunca V 'nin bir quasi-ortonormal tabani vardar. [2]

Sonug 2.1.2. V' proper-semi oklidyen uzayinin bir proper lightlike alt uzays W

olsun. Bu durumda
indV = indW' 4+ indW" + nulliW

olur. [2]

Ozel olarak m—boyutlu V Lorentz uzaymin n—boyutlu lightlike W alt uzaymi
diigiinelim. O zaman 6nerme (2.1.6)" ya gore nullV = 1 elde ederiz. Bu yiizden

onerme (2.1.7)" nin ispatindan agagidaki formlar elde edilmelidir:

{fi, f{ w1, oo Up1, W1 oo W1}, 1 <m < m — 1 ise
{f17ff7w1,”‘7wm—n}7 n=1<m-—1ise
{flafikaul,---gunfl}, n=m-—1=11ise
ve
{fi,it,n=m—1=11ise

Ustelik bu {uq,we} vektorlerinin tiimii spaceliketar.
2— boyutlu lightlike 7 alt uzayr boyunca R} Minkowski uzaym bir quasi

ortonormal baz1 B = {f, f*, u, v} dortliisii tarafindan verilir ki bu (f, f*) ve (u,v)
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sirasiyla lightlike ve birim ortogonal spacelike vektorlerdir. Bu da bize gosterir ki

g(f. f) =1
olur ve
g(f,u) =g(f,v) =g(f*5u) =g(f*v)=0

dir. Bu durumda W = Span{ f, u} olur. Bu aym baz W’ nin boyutu 2 olmadiginda
da elde edilir. Ancak W = Span{f} oldugu gozlenir ve W = Span{f,u,v}
oldugundan sirasiyla 1 ve 3 boyutludur.

Daha sonra kabul edelim ki £ = {ey, s, €3, ¢4} birim timelike vektor olan e;
ve 3 tane birim spacelike vektor olan {es, e, €4} ile R}’ {in ortonormal bazidir. E’
nin bu dual baz1 E* = {wy, wy w3, w,} tarafindan ifade edilir. O zaman R}’ {in

Minkowski g metriginin A kuadratik formuyla ililgkisi
h=—(wi)® + (w2)? + (w3)* + (ws)?

ile ifade edilir.
Benzer sekilde B = {f, f*,u,v} quasi ortonormal bazin B* = {0,605, 05,0,}

dual baz diigtiniildiigiinde, ki burada

f= %{61 +e}, [f= %{62 —e1l,u=e3 v=oey

tur ve

h = 20,0 + (05)* + (64)?

elde edilir.[2]

Tanim 2.1.49. (V,g) ve (V,9) iki semi-oklidyen uzay ve T : V — V bir lineer

dontisum olsun. Bu durumda skaler ¢carpim korunuyorsa, yani;
9(T(v), T(w)) = g(v,w); Yo,w eV (2.1.15)

ifadesi saglanyorsa T bir lineer izometridir denir. [2]
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Onerme 2.1.8. T lineer donusumu bir izometridir gerek ve yeter sart V' tzerinde

g’ nin normu korunur; yani Yv € V' i¢in
1T () = vl (2.1.16)
dir. [2]
Tanim 2.1.50.
R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — [(TM)
(X,Y,Z) = R(X,Y)Z =VxVyZ -=VyVxZ —Vixy|Z
ile taniml R tensor alanina egrilik tensori denir.[3]
Tanim 2.1.51. M bir (yar) Riemann manifoldu olsun.
K x (M) x x(M) x x(M) = C%(M, R)
(X,Y,Z,W) = K(X,Y,Z,W) =< X, R(Z,W)Y >
olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore (K € T (x(M)), M tizerinde
Riemann- Christoffel egrilik tenséri denir.[17]

Tanim 2.1.52. (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M dizerinde lokal

ortonormal vektor alanlar ey, ..., e, olsun. Bu durumda X, Y € x(M) i¢gin
S:x(M)x x(M)— C*(M,R)
(X,)Y) = S(X,Y)=1izR(,,X)Y

dondigtimai ile tanimly (2,0)—mertebel

n

S(X.Y) = Y g(Rler, X)Y,c)

=1

tensdr alamina (M, g) manifoldunun Ricci tensori ady verilir. [3]

Tanim 2.1.53. (M, g) n—boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p
noktasindaki tanjant vzay T,M olsun. T,M uzayimn 2—boyutlu bir alt vzayr P
olsun. P duzlemini geren birim vektorler x ve y olmak tzere

g(R(z,y)y, )
9(x,2)9(y,y) — g(z,y)?

K(P)=K(z,y) =
degerine M manifoldunun P dizlemine gire kesit egriligi denir.[3]
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Not 2.1.1. Kesit egriligi, P dizlemi i¢in se¢ilen bazlardan bagimsizdar. [3]

Tamim 2.1.54. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant
wzay T,M olsun. T,M uzayimin 2—boyutlu alt uzaylarna gore kesit egriliklerinin
toplamana M manifoldunun skaler egriligi denir ve r ile gosterilir. Buna gore
T,M uzayinin ortonormal bazi {ey, ..., e, } olmak tizere

r=> S(e;e;)

i=1

dir.[3]

Tanim 2.1.55. M semi-Riemann manifoldunun kesit egriligi sabit ise M’ ye
sabit kesit egrilikli semi- Riemann manifold denir veya indefinite uzay

form denir .[}]
Eger M sabit C kesit egriligine sahip ise
Ryyz=C{< z,0>y— < zy>x}

ifadesi elde edilir. [4]
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3. SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN

LIGHTLIKE HIPERYUZEYLERI

Burada bir proper semi-Riemann A manifoldunun 1—lightlike M hiperyiizeyinin
diferensiyel geometride bir temelini olusturacagiz. Bu amagla bir non-dejenere
screen distribiisyonu tanitacagiz ve tr(TM) yi olugturacagiz. Ayrica lineer
konneksiyon, 2. temel form, sekil operatorii gibi geometrik konulardan yararlanarak

Gauss-Codazzi denklemlerini olusturacagiz.

3.0.2 Lightlike Hiperyiizeylerin Lightlike Transversal Vektor

Demeti

Tanim 3.0.56. (m + 2)—boyutlu m > 0, ¢ € {1,...,m+ 1} indeksli (M,g)
semi-Riemann manifoldunun bir hiperyizeyi M olsun. Herhangi w € M i¢in

T.M, (T,M,g,) semi-6klidyen uzaywmn bir hiperdiizlemi olacagmdan
T,M*+={V, e T,M:g,Vy,,W,) =0, YW, €T,M

ve

RadT, M = T, M NT,M*

ifadelerini goz onine alacagiz. Herhangi w € M’ de RadT,M # {0} ise M,
M’ nin Lightlike (null, dejenere) hiperyiizeyidir deriz (veya buna esdeger

olarak M’ min M’ deki immersiyonu lightlike (null, dejenere) deriz.[2]

M iizerinde bu semi-Riemann g metrigi M iizerinde (0, 2) tipinde bir g simetrik

tensor alanm tanimlar; yani v € M igin g,(X,,Y,) dur.

Onerme 3.0.9. (m + 2)—boyutlu semi-Riemann (M,g) manifoldunun bir
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hiperyiizeyi (M, g) olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir:

i) M, M’ mn Lightlike hiperyiizeyidir.
ii)g, M dizerinde sabit bir rank M’ ye sahiptir.

i) T M+ = UMTUML, M dizerinde bir distribisyondur.
ue

[2]

Non-dejenere hiperyiizeylerin klasik teorisinde iyi bilinmektedir ki TM*, M’
nin bir normal demetidir ve 2. Temel Form, Sekil Operatorii, Konneksiyon gibi
temel geometrik konularin tanitilmasinda onemli bir rol oynamaktadir.

Bu béliimde TM’ de T M’ ye nasil bir komplement (ortogonal olmayan) vektor
demetinin insa edilecegini gosterecegiz ki bu klasik teori ile birlikte 7M™’ in
roliinii oynayacaktur. Bu amacla ilk olarak 7'M’ de T M+’ in bir komplement

S(T M) vektor demetini gz Oniine alacagiz; yani biz;
TM = S(TM) L TM* (3.0.1)
ifadesine sahibiz.[2]

Tamim 3.0.57. Her bir S(TM),, T,M’ nin bir screen alt uzay: oldugu igin

S(TM)” ye M tizerinde screen distribiisyon denir. [2]

M parakompakt oldugundan daima S(7'M) mevcuttur. Burada S(T'M) bir

non-dejenere uzaydir. Boylece M boyunca
TM |y= S(TM) L S(TM)*+ (3.0.2)
ayrigimina sahip oluruz.|[2]

Teorem 3.0.1. (M, g, S(TM)) bir (M,q) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
hiperyiizeyi olsun. O zaman M fzerinde rank: 1 olan bir tr(TM) vektor demeti
meveuttur oyle ki U C M koordinat komsulugunda T M+ in sifirdan farkl herhangi

bir & kesiti i¢in tr(T M)’ nin U dzerinde bir M birim kesiti vardur ki bu bize

g(N,§) =1 (3.0.3)
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ve

G(N,N) =gG(N,W) =0 VYW € I'(S(TM) |v) (3.0.4)

ifadelerini verir. [2]

(3.0.3) ve (3.0.4)" ten tr(T'M)’ nin lightlike vektor demeti oldugu gozlenir;
oyle ki tr(TM), N T,M = {0}, Yu € M icin saglamr. Ustelik (3.0.2) ve (3.0.1)
den

TM |y=S(TM) L (TM* @ tr(TM)) =TM & tr(TM) (3.0.5)

elde edilir. Ayrica herhangi screen distribiisyon S(7°M) i¢in tek bir tr(T'M) elde
ederiz ki bu TM |5;” de TM’ ye komplement vektor demeti ve (3.0.3) ve (3.0.4)
saglanir. Bu ise S(T'M)’ ye gore M’ nin lightlike transversal vektor demetine

tr(T M) dedigimizin nedenidir.
Uyar1 3.0.1. Herhangi u € M’ de {&,, Ny} ¢ifti ile gerilmis dizlem hiperbolik
diizlem oldugundan
TM |y= S(TM) L (TM* @ tr(TM))
den ve
indT'M = indS(TM) + indS(TM)*

ifadelerinden S(TM) herhangi screen distribiisyonu, sabit ¢ — 1 indeksli, non-
dejeneredir. Ozellikle de, Lorentz manifoldun bir lightlike hiperytzeyi tuzerinde
herhangi screen distribiisyonu Riemann’ dur; yani S(T'M) dzerindeki indirgenmis

metrik pozitif tanimiidar.

Uyar1 3.0.2. Schouten([8])’ deki terimleri izlerken tr(TM)’ nin M lightlike

hiperyiizeyinde bir rigging oldugunu séyleyebiliriz. [2]

Uyar1 3.0.3. Bazen ilk olarak tr(T'M)’ yi elde etmek ve bundan sonra buna

karsilik gelen S(T'M) distribiisyononu elde etmek mimkindir. [2]
Asagida verecegimiz ornek iddiamizi destekleyecektir:
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Ornek 3.0.6. RY’ te M : 2% = 20 + $(z! + a?)? hiperyiizeyini goz onine alalim.
Yukaridaki uyary (3.0.3) ten yola ¢ikarak énce tr(T M)’ yi ve buna karsilik gelen
S(TM)’ yi bulabiliriz.

3.0.3 Lightlike Hiperytizeylerde indirgenmi§ Geometrik

Nesneler

(m + 2)— boyutlu semi-Riemann (M, g) manifoldunun lightlike hiperyiizeyi
(M, g) olsun ve V da M manifoldu iizerinde g’ ye karsilik gelen Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Kabul edelim ki S(T'M) ve tr(T'M) sirasiyla screen distribiisyon

ve buna karsilik gelen M’ nin lightlike transversal vektor demeti olsun. O zaman

(3.0.5) teki
TM |y=S(TM) L (TM* @ tr(TM)) =TM & tr(TM)

ayrigiminin 2. kismini kullanarak

VxY =VxY +h(X,Y) (3.0.6)
ve

va =-Ay X + VfXV (307)
ifadeleri herhangi X,Y € I'(T'M) ve V € I'(tr(T'M)) icin elde edilir. Burada
h(X,Y)ve VLV T(tr(TM)) ye bagh iken VxY ve Ay X de T'(T' M)’ ye baghdir.

V’ nin M iizerinde torsiyonsuz lineer konneksiyon oldugu ve A’ nin I'(T'M)

tizerinde I'(tr(T'M)) degerli simetrik bilineer form oldugu gosterilebilir.

Ay , T(TM) de bir F(M)— lineer operatordiir ve V* de tr(TM)’ de lineer

konneksiyondur. [2]

Tanim 3.0.58. V wve V' ye swraswyla TM wve tr(TM)’ de indirgenmis
konneksiyonlar denir. Riemann hiperytizeylerin klasik teorisiyle uyumlu olarak
h ve Ay’ ye de M’ de M lightlike immersiyonun swraswyla ikinci temel formu ve
sekil operatéri denir. Ayrica (3.0.6) ve (3.0.7) denklemlerine sirasiyla Gauss

ve Weingarten formdilleri denir.[2]
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{{, N}’ nin (3.0.1) de tanmmlanmig olan U C M iizerinde kesitlerin c¢ifti

oldugunu goz éniine alalim. (Teorem(3.0.1): g(N,§) =1, g(N,N) = g(N,W) =0

YW € T(S(TM) |p)).

Bu durumda, U iizerinde simetrik F(U)—bilineer form B ve 1—form 7

B(X,Y)=g(h(X,Y),&),V X,Y € (TM |p)

T(X) =g(VkN,£),V X eT(T'M |)
tanimlansin. Buradan
hMX,Y)=B(X,Y)N

ve

VYN =7(X)N
ifadelerinden U iizerinde (3.0.6) ve (3.0.7) denklemleri sirasiyla
VxY =VxY + B(X,Y)N

ve

VxN = —AxX + 1(X)N

(3.0.8)

(3.0.9)

(3.0.10)

(3.0.11)

(3.0.12)

(3.0.13)

olur. Lightlike hiperytizeylerin geometrisi secilen screen distribiisyona bagh

oldugundan, iki screen distribiisyon tarafindan indirgenmis geometrik nesneler

arasindaki iligkileri incelemek onemlidir. Bu acidan, asagidaki sonug lightlike

hiperytizeylerin tiim galigmasi i¢in énemlidir. [2]

Onerme 3.0.10. S(TM) ve S(TM)', M’ de iki screen distribisyon ve h ve R’

swraswyla tr(TM) ve tr(T M) ne gore ikinci temel formlar olsunlar.Bu durumda

U’ da B = B" diir ki M’ nin ikinci temel formu bu U’ da screen distribiisyon

se¢iminden bagimsizdur. [11]

Sonug 3.0.3. Lightlike hiperyizeylerin ikinci temel formu dejeneredir.[2]
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Ispat. B (X,Y) = B'(X,Y) = g(VxY, &) ifadesinden ve V' nin metrik konneksiyon

oldugu goz éniine alinarak Y yerine £ ahmirsa VX € I'(T'M)y igin

B(X,¢) = g(Vx&,€) (3.0.14)
ifadesini ele alalim.
9(£,6) =0
Xg(£,6) =0
g(ngv 6) =0

elde edilir. Bunu yukaridaki (3.0.14) denkleminde yerine yazarsak
B(X,6) =0 (3.0.15)
bulunur. Bu durumda
hX,§) = B(X,§)N

oldugundan

h(X,&) =0

bulunmus olur. O

Tamm 3.0.59. Eger B(V,W) = 0 ise bu durumda M dzerindeki V ve W vektor
alanlarina konguge(eslenik) denir. Eger g(V, V) = 0 ise bu self-konjuge vektir

alanina asimptotik vektor alanay denir. [9]

Onerme 3.0.11. Herhangi £ € T(TM* lv) , M’ nin lightlike hiperyiizeyi M
tzerindeki herhangi vektor alanwyla konjugedir. Ozellikle de & asimptotik vektor

alanidair. Yani

9(€,6) =0

dur. [2]
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Ayrica not edelim ki hem B hem de 7, £ € T'(TM* |y) kesitine baghdir.
Gergekten de £ = af aldigimizda bunu N = ()N takip eder ve (3.0.12) ve

(3.0.13) den B = aB ve
7(X) =7(X) + X(log o) (3.0.16)
ifadesini herhangi X € I'(T'M |i) igin elde ederiz. [2]

Onerme 3.0.12. (M, g, S(TM)), (M,g)’ nin lightlike hiperyiizeyi olsun. T ve T
nin swraswla & ve € ne gore U tzerinde 1—formlar oldugunu kabul edelim. Bu

durumda N tzerinde dr = d7’° dir.[2]

Eger P, TM = S(TM) L TM* ayrismasma gore S(TM) de TM’ nin

projeksiyon morfizmini tanimlarsa bu durumda

VxPY = V5%PY + h*(X,PY),VX,Y € I(TM) (3.0.17)
ve
VxU=—-A;X + ViU, X e (TM), U € T(TM™) (3.0.18)

burada Vi PY ve A5 X T(S(TM))ye bagl; h*(X, PY) ve Vitise T(TM~*)ye
baghdir. V*ve V*sirasiyla S(TM) ve TM* vektor demetlerinde lineer
konneksiyonlardir. h* bir T(T' M) degerli bilineer formdu, T'(T'M) x T'(S(TM))’
de deger alir ve Aj;, I'(S(T'M)) de deger alir ve I'(T'M)" de F(M)— lineer

operatordiir. [2]

Tanim 3.0.60. h* ve A}, ‘a siraswyla screen distribisyon Aj;’ in ikinci temel
formu ve gekil operatori deriz. Ayrica yukaridaki (3.0.17) ve( 3.0.18)
denklemlerine screen distribiisyon S(TM) i¢in sirasiyla Gauss ve Weingarten

denklemleri denir.[2]

(3.0.6), (3.0.7), (3.0.17) ve (3.0.18) kullamlarak direkt hesaplamalarla

g(AvY, PW) =g(V,h* (Y, PW)); g(AvY,V) = 0, (3.0.19)
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ve

9(A5 X, PY) = G(U.h(X, PY)); (A5 X, V) =0, (3.0.20)

herhangi X, Y,W € I(TM), U € T(TM*) ve V € T'(¢tr(T'M)) igin bulunur.

Lokal olarak U 1tizerinde

C(X,PY)=g(h"(X,PY),N) (3.0.21)
ve
e(X) =g(V¥EN) (3.0.22)
dir. Boylece
h (X, PY) = C(X, PY)¢ (3.0.23)
ve
Ve =e(X)E (3.0.24)

ifadeleri elde edilir. Diger taraftan (3.0.22), (3.0.23), (3.0.12),(3.0.3) ve (3.0.13)

denklemleri kullanilarak
€(X) = 9(Vx& N) = G(Vx§ N) = =g(6, Vi N) = —7(X)
elde edilir. Boylece (3.0.17) ve (3.0.18) lokal olarak
VyPY = ViPY + C(X, PY)¢ (3.0.25)

ve

V€ = —ALX — 7(X)¢ (3.0.26)

sirastyla elde edilir. Son olarak (3.0.19) ten ve (3.0.20) ten lokal olarak
g(ANY, PW) = C(Y, PW); G(AxY, N) = 0 (3.0.27)

ve
g(ALX, PY) = B(X, PY); g(A:X, N) = 0 (3.0.28)
sirayla elde edillir.[2]
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Onerme 3.0.13. (M, g,S(TM)), (M,g)’ nin lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu

durumda M’ nin sekil operatori Ax ° nin 6zdegeri sifirdur. [2]
Sonug 3.0.4. Screen distribiisyonun ikinci temel formu da dejeneredir. [2]

S(T'M) nin sekil operatoriinii goz Oniine alalm ve (3.0.28) ve (3.0.15)
denklemlerinden

A =0 (3.0.29)

elde edilir. Yani &, sifir 6z degerine karsilik, A¢ igin 6z vektor alamdir. Boylece

(3.0.12), (3.0.15),(3.0.26) ve (3.0.29)denklemleriyle;

Vel = Vel = —7(6,€) (3.0.30)

elde ederiz.

Kabul edelim ki § = Y &*5% olsun ve C' : u® = u(t), o € {0,...,m},
a=0

t el CR;yani&* = %L: veya buna egdeger olarak § = % ifadesini goz oniine

alalim. T'(§) # 0 durumunda bu null C' egrisi iizerinde segecegimiz yeni parametre
t* olsun oyle ki

d*t* T d )dt*
a " Na dt

=0

olur.

Ayrica bir parametre, C' iizerinde daima mevcuttur. Buradan kolayca goriiliir

ki

dir.[2]

Onerme 3.0.14. (M, g,S(TM)), (M,g)’ nin bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda & € I’(TML lv) 7 min bir integral egrisi; swaswyla YV wve V
konneksiyonlarina gore hem M’ nin hem de M’ niin bir null geodezigidir.
Onerme (2.1.3)" iin ispat1 izlenirse T(TM |y) ile V yer degigtirerek birim
vektor alam {W;}, i € {1,...,m} elde ederiz ki bu I'(S(T'M) |y) nin ortonormal

bir taban formudur. Simdi lokal ortonormal tabam {W/} ile bagka bir screen
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distribiisyonu olan S(T M)’ ve aym & € T'(TM* |) ya gore tr(TM |y) niin kesiti
N’ olan ifadeleri goz oniine alalm. Bu durumda hem S(T'M) hem de S(TM)
icin
1 m m
’r__ 2

VV; = ZAZ(W] — Ejij), 1 E {1, ,m} (3031)
j=1

elde ederiz. Burada ¢; ve Ag , U’ da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir ve {eq, ...€;, }
ler de {W7, ..., W,,}'in isaretleridir. Bir sonug olarak S(T'M) ve S(T'M)' ne gore
Gauss ve Weingarten denklemleriyle indirgenmis geometrik nesneler arasindaki

iligkileri agagidaki gibi elde ederiz:

"

VyY =VxY + B(X, Y){% { ei(ci)Q} = Zm: ciWi} (3.0.32)

=1

7'(X) =7(X) + B(X,N' = N), (3.0.33)

WX = AnX + 3 feeX () — (X)) — %ei(ci)QB(X, N — N

i=1

— ¢ C(X, W)} + Z{Ci(T(X) +B(X,N' = N)) — X(c:)}W; (3.0.34)

— in: CZV}I/VZ — % i EZ'(CZ')ZAZX,
i=1

=1
A¢ = AcX + B(X,N — N')¢ (3.0.35)
herhangi X, Y € I'(T'M |y).|2]

Teorem 3.0.2. (M,g,S(TM)), (M,g)" nin lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda, V indirgenmis konneksiyon tektir; yani V, S(TM)’ den bagimsizdr,

gerek ve yeter sart M’ nin ikinci temel formu h, M’ de sifirdir. [2]

Su not da onemlidir ki V indirgenmis konneksiyon, genelde metrik konneksiyon

degildir. Bu gergegi ifade etmek i¢in U tizerinde bir n 1—formunu
n(X)=9(X,N), VX e (T M |p) (3.0.36)

seklinde gosteririz. [2]
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Onerme 3.0.15. .

1)(3.0.17) yani VxPY =V PY + h*(X,PY),VX,Y € I(TM)’ denV™ lineer
konneksiyonu S(T'M)’ de metrik konneksiyondur. (3.0.37)
1i)M dzerine indirgenmis V konneksiyonu ¥X,Y,Z € T(TM |y) i¢in

(Vxg)(Y,2) = B(X,Y)n(Z) + B(X, Z)n(Y) saglar. (3.0.38)

[2]

Tamm 3.0.61. Indirgenmis konneksiyon NV’ ya gore M’ nin herhangi geodezidi,
V' ya gére M’ nin geodezigi olursa M’ ye M’ nin total(tamamen) geodezik

lightlike hiperyiizeyi denir.[2]
Agagidaki teorem, tanimin screen distribiisyona bagl olmadigini gosterir.

Teorem 3.0.3. (M, g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun lightlike

hiperytizeyi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. M total geodeziktir.

2. h, M’ de sifirdur.

3. A}, herhangi U € I'(RadT' M) i¢in M’ de sifirdir.
4. M iizerinde tek bir metrik konneksiyon vardir.
5. RadT M, V'’ ya gore paralel distribtisyondur.

6. RadT' M, M iizerinde bir Killing distribiisyondur.[2]

Ispat. 2)<4) ve 3)<5) denkliklerini ispatlayalim:

2)e4): h =0 < RadT'M Killing distribiisyondur.
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(£eg)(Y, Z) = 0 ise Killing distribiisyondur. £ € RadT' M igin

(£eg) (Y, Z2) = &9(Y, Z) — g([€, Y], 2) — 9V, [€, Z])

= 9(VeY, 2) + g(Y,VeZ) — g(VeY — Vv, Z) — g(Y, VeZ — V 5€)

=g(VeY, Z) + g(Y,VeZ) — g(VeY, Z) + g(Vy§, Z)

—9g(Y,VeZ) + g(Y,VzE)

Ote yandan
(Vyg)(& Z) = B(&,Y)n(Z) + B(Y, Z)n(§)

ifadesinden yola cikarsak

Y(9(§, 7)) —9(Vv€, Z) — g(&, Vv Z) = B(Y, Z)

= —9(Vy¢,Z) = B(Y, Z)

bu ifade (3.0.39) da yerine yazilirsa
(£eg)(V, Z2) = —2B(Y, Z)

bulunur. O halde

(£eg) =0 B=0&h=0

dir.

3)<5): Af, M iizerinde sifirdire RadT M paraleldir.

(3.0.39)

RadT M’ nin paralel olmasi i¢in £ € RadT M iken Vx¢& € RadT M olmalidir.

Vx§=—A; X - T(X)E
olup Y € S(T'M) igin

g<vX§7 Y) = _g(AzX? Y) - T(X)g(gv Y)

olup A =0 Vx¢ € RadT'M dir.
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Teorem 3.0.4. (M, g, S(TM)), (M,q) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike

hiperytizeyi olsun. Bu durumda asagidaki iddialar dektir:

i) S(TM) integrallenebilir distribisyondur.
i) h(X,Y)=h"(Y,X), VX, Y € ['(S(TM)).
i11) M’ nin sekil operatiri g’ ye gore simetriktir; yani

g(AyX,Y) = g(X, AyY); VX, Y € D(S(TM)); V € T(tr(TM))

[11]

Uyar1 3.0.4. S(T'M) integrallenebilir oldugundan M lokal ¢arpim uzayidar. Oyle
ki M bir C x M’ lokal ¢arpvmdur. Burada C bir null egri ve M', S(TM)’ nin
bir lifidir. Ozellilkle M’ nin 3— boyutlu Lorentz (M,g) manifoldunun lightlike
hiperytizeyi oldugunu kabul edelim. Buradan rankin 1 olmasindan dolay: herhangi
bir S(T'M) integrallenebilirdir. Béoylece M bir Cy x Cy lokal ¢arpumadar, burada

C ve Oy swraswyla M’ nin null ve spacelike egrisidir. B [2]

Simdi kabul edelim ki S(T'M) distribiisyonu V’ ya gore paralel olsun; yani
herhangi X,Y € I'(T'M) icin VxPY € I'(S(T'M)) olsun. V bir torsiyonsuz
konneksiyon oldugundan S(7'M) integrallenebilirdir. Dahas1 (3.0.17) ve (3.0.18)

denklemlerinden asagidaki onermeyi elde ederiz:

Onerme 3.0.16. (M, g,S(TM)), (M,g)’ nin bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu

durumda, asagidaki ifadeler denktir:

i) S(TM), indirgenmis V konneksiyonuyla birlikte paraleldir.
1)M dizerinde h* sifirdor.

1i1) M dizerinde Ay sifurdur.

[2]
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3.0.4 Lightlike Hiperytuzeyler igin Gauss-Codazzi Denklemleri

(M, g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi
ve V, M iizerinde Levi-Civita konneksiyon ve V da M iizerinde indirgenmis
konneksiyon olsun. V' nin egrilik tensérii R ile ve V' nin egrilik tensériinii de R

ile tanimlayalim. Daha sonra
R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) = VixyZ
denklemi ve (3.0.6) ve (3.0.7) denklemleri kullamlarak yani;
VxY =VxY +h(X,Y)

VxV =-AyX + V4V

denklemleri kullanilarak ;

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z + (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) + Anx,2)Y — Anipp X
(3.0.40)

elde edilir. Burada herhangi X,Y,Z € I'(T'M) i¢in
(Vxh)(Y,Z) = V% (WY, Z)) — h(VxY,Z)— h(Y,VxZ) (3.0.41)
dir.(3.0.40)’tan (3.0.10), (3.0.15) ve (3.0.19)’u gbz 6ntine alirsak; yani
h(X,Y) = B(X,Y)N

B(X,£) =0
g(AvY, PW) =g(V.h*(Y, PW)); g(AvY,V) = 0,

denklemlerini kullanirsak

G(R(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z,PW) + g(h(X, Z),h*(Y, PW))  (3.0.42)

—g(h(Y, Z),h*(X, PW))
J(R(X,Y)Z,U) =g((Vxh)(Y. Z) = 5(Vyh)(X, 2),U) (3.0.43)
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ve

g(R(X,Y)Z,V) = g(R(X.Y)Z,V) (3.0.41)
ifadeleri herhangi X,Y, Z, W € T'(TM), U € T(TM™*), V € T'(tr(TM)) icin elde
edilir.[2]
Tanim 3.0.62. (3.0.42), (3.0.43) ve (3.0.44) denklemlerine (M,g,S(TM))

lightlike hiperyizeyinin Gauss-Codazzi denklemleri denir. [2]

Gergekten bu denklemler S(T'M)" ye baghdir. Ancak (3.0.42), (3.0.43) ve
(3.0.44) denklemlerinde Z ile U 'nun yerini degigtirdigimizde VX,Y € TI'(T'M),
U € D(TM*) icin

R(X,Y)U = R(X,Y)U (3.0.45)

ifadesini elde ederiz. [2] Boylece su 6nermeyi verebiliriz:

Onerme 3.0.17. (M, g,S(TM)), (M,q)’ nin lightlike hiperyiizeyi olsun. TM*

uzerine V' mn egrilik formunun kisitlanmase S(TM)’ den bagimsizdr. [2]

Simdi teorem(3.0.1)’de oldugu gibi U C M iizerinde {&, N} ¢iftini goz 6niine
alalm ve (3.0.10), (3.0.11) ve (3.0.23)’ i kullanarak (3.0.42),(3.0.43) ve (3.0.44)

i¢in lokal ifadeleri elde etmis oluruz:

G(R(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z, PW)+B(X, Z)C(Y,PW)—B(Y, Z)C(X, PW)
(3.0.46)

G(R(X,Y)Z,€) = g(R(X,Y)Z,§) (3.0.47)

= (VxB)(Y, Z) = (Vy B)(X, 2) + B(Y, 2)7(X) = B(X, Z)7(Y)

(3.0.48)
G(R(X,Y)Z,N) =g(R(X,Y)Z,N) (3.0.49)

Herhangi XY, Z, W € I'(TM |y) igin
(VxB)(Y,Z) = X(B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (3.0.50)
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(3.0.28)’den
B(X, AY) = B(Y, A{X)

VX,Y € I'(TM |y) i¢in bulunur. [2]

Onerme 3.0.18. M’ nin lightlike hiperyuzeyi M’ nin  herhangt screen

distriblisyonunun sekil operatori M~ nin ikinci temel formuna gore simetriktir. [2].
G(R(X,Y)PZ,N) = (VxC)(Y, PZ) — (VyC)(X, PZ) + 7(Y)C(X, PZ)
(3.0.51)

—7(X)C(Y, PZ)

g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R*(X,Y)PZ,PW) + C(X, PZ)B(Y,PW) (3.0.52)

— C(Y,PZ)B(X,PW)
GR(X,Y)E,N) = C(Y,A{X) — C(X, AY) — 2d7(X,Y) (3.0.53)
herhangi X,Y,Z € T'(T'M |y) i¢in
(VxC)(Y,PZ) = X(C(Y,PZ)) —C(VxY,PZ) —C(Y,VxPZ)  (3.0.54)
elde ederiz.

Tanim 3.0.63. x € M ve T, M’ nin bir null vektori U olsun. Eger T, M’ nin bir
H dizlemi herhangi W € H i¢in g, (U, W) = 0 olacak sekilde bir U igeriyorsa ve
Ge(Wo, Wy) # 0 olacak sekilde Wy € H mevcut ise H diizlemine U tarafindan

yonlendirilmis bir null dizlem denir. [2]

H’ nin U ve V’ ya gére null kesit egriligi bir say1 olarak
9.(R(W,U)U, W)

Ru(H) = 7.(W, W)

(3.0.55)

dir.Burada W, H’ da keyfi bir non-null vektérdiir. Ky (H)” nin W’ den bagimsiz,

U iizerindeki kuadratik bi¢ime baghdir.[2]

Lemma 3.0.1. n > 3 olmak tizere bir n— boyutlu Lorentz manifold sabit egriliklidir

gerek ve yeter sart null kesit egrilikleri her yerde sifurdur. [2]
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uw € M yive & € T,M* tarafindan yonlendirilen 7,M’ nin bir null H
diizlemini goz oniine alalim. Benzer sekilde bir reel say1 olarak V ve §,’ya gore

H’ nin null kesit egriligi olarak

Kgu (H) B QU(Wua Wu)

(3.0.56)

gbz Oniine alalim. Burada W,, H’ da keyfi bir non-null vektordiir. O zaman

(3.0.46), (3.0.55), (3.0.56) ve (3.0.1)’den agagidaki 6nermeyi elde ederiz:

Onerme 3.0.19. (M, g, S(TM)), (M, g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike

hiperytizeyi olsun. O zaman su ifadeleri elde ederiz:
1. &, tarafindan yonlendirilmig 7, M 'nin herhangi null diizlemi i¢in
K¢, (H) = K, (H)
tar.

2. Ozellikle de M sabit egrilikli manifold ise bu durumda &, tarafindan
yonlendirilmig 73, M 'nin her H null diizlemi her yerde sifir null kesit egriliklli
K¢(H)tr.

Ap sekil operatortintin U’daki ranki M nin herhangi bir v noktasinda type
(tip) numarasi ¢(u)’dur; yani (3.0.27)’deki ikinci bagnti ile; yani g(AxY, N) =0

ifadesi ile herhangi v € M igin t(u) < m elde edilmis olur.

Teorem 3.0.5. Bir (m + 2)—boyutlu semi-Riemann (M,g) manifoldunun bir
lightlike hiperyizeyi (M, g, S(TM)) olsun; éyle ki herhangi w € M igin t(u) =m
olsun. Bu durumda M total geodeziktir gerek ve yeter sart M tizerinde indirgenmis
konneksiyon, M iizerinde indirgenmis konneksiyonla ayns egrilik tensorine sahip

ise; yani VX, Y, Z € T(TM) igin
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z

ise. [2]
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4. BIR LORENTZIAN UZAY FORMUNUN
EINSTEIN LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLERININ BIR

SINIFLANDIRILMASI

Tanim 4.0.64. M bir (m + 2)— boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bu

durumda Ric ile gosterilen M 'nin Ricci tenséri herhangi X,Y € T'(TM) igin
Ric(X,Y) = trace{Z — R(X,Z)Y} (4.0.1)
seklinde tanymlanar. [14]

Bu durumda Ric ifadesi
_ m+2 _
Ric(X,Y) = Y €g(R(E;, X)Y, E)
i=1

ile verilir. Burada {F\, ..., E,, 2} TM’ nin bir ortonormal bazidir.[14]

Eger M iizerindeki Ricci tensér sifir ise M Ricci flattir. [14]

Tanim 4.0.65. 7 skaler egriligi

m+2 _

=1

seklinde tanimlanar. [14]

4.0.5 indirgenmi§ Ricci ve Skaler Egrilikler

M iizerinde indirgenmis bir quasi-ortonormal {£,W,} ¢at1 alanimi goz éniine
alalm. Burada RadTM = Span{{}, S(TM) = Span{W,} ve E = {&, N,W,}

M’deki cat1 alanina karsilik gelsin. Bu durumda (4.0.1) kullanilirsa
Ric(X,Y) = S eg(R(W,, X)Y, W) +5(R(€, X)Y, N) + G(B(N, X)Y,€) (4.0.3)
a=1
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ifadesi bulunur. Burada ¢,, W, vektor alanmmin (£1) kausal karakterini gosterir.

Verilen
ROY(X)Y) =trace{Z — R(X,Z)Y}, VX,Y € I(TM) (4.0.4)

ifadesi ile R(®?, M iizerinde (0,2) tipinde indirgenmis tensor alanini géstersin.

M iizerinde {&, W, } indirgenmis quasi-ortonormal ¢ati alanii kullanarak

ROD(X,Y) = 3 eag(R(Wa, X)Y, Wa) +G(R(E, X)Y, N)
a=1
ifadesini elde ederiz.(3.0.46) ve (3.0.47) Gauss-Codazzi esitlikleri (4.0.3)’te yerine
yazildiginda ve sonrasinda
B(X,Y) = g(A;X,Y) ve C(X, PY) = g(AyX, PY)
esitliklerini kullandigimizda VX, Y € I'(T'M) i¢in
RO(X)Y) = Ric(X,Y) + B(X,Y)trAy — g(AnX, AfY) — G(R(£,Y)X, N)

(4.0.5)

denklemini elde ederiz.(3.0.53) ve (4.0.5) kullanilirsa ve Birinci Bianchi 6zdesligini

kullanirsak

ROY(X,Y) - ROY(Y, X) = 2d7(X,Y)
ifadesini bulmusg oluruz.[14]

Tanim 4.0.66. (M,q) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi
(M,g,S(TM)) olsun.

ROY(X)Y) =trace{Z — R(X,Z)Y}, VX,Y € T(TM)

ile verilen M’ nin bir R©? tensori simetrik ise bu tensor indirgenmis Ricci

tensor olarak adlandvrilur. [15]

Teorem 4.0.6. (M, g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
hiperyizeyi olsun. Bu durumda indirgenmis V konneksiyonunun Ricci tensorinin

simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart S(TM) tarafindan indirgenmis her bir T

1—formu kapalidir; yani herhangi U C M’ de dt =0 dur.[2]
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ispat. Bu ispatin yapilabilmesi igin
ROY(XY) - ROY(Y, X) = 2d7(X,Y)

ifadesini elde etmemiz gerekiyor. Bunun icin éncelikle R(*?)(X,Y)’yi bulahm.
X,Y e I'(TM) igin

n

Rie(X,Y) = 3-g(R(E;, X)Y, E)) + 5(R(, X)Y, N)

=1

dir. {§, En, ...E,}, M iizerinde
TM = S(TM) L TM*

ayrigimina gore ortonormal bir bazdir. ¢; = 1, 1 <17 < n. Buradan Gauss-Codazzi

denklemlerinden (3.0.42) denklemi kullanilarak

9(R(E;, X)Y, E;) = g(R(E;, X)Y, E;) + g(h(X,Y), h"(E;, E;)) — g(h(E;, Y), h*(X, E}))

§(R(E;, X)Y,E;) + B(X,Y).C(E;, E;) — B(E;,Y).C(X, E;)

dir. Boylece,

ig(R(Ei,X)Y, Ez)

=1

(R(E,, X)Y, E)) + B(X,Y).C(E, E)~ Y B(E,,Y)C(X, E)
R

:iilg
=S 3(R(E, X)Y. E) + BX.Y)g(AyEy. E)

gAY E)g(Ay X, )

:Zf:lg(R(Ei,X)Y, E,) + B(X,Y)(39(AyEi B)) + 5(AE, )

i=1

—g(ANX, AFY)

ve diger yandan

g(R(§, X)Y,N) = g(R(§, X)Y, N)

oldugundan
S 9(R(E:, X)Y, E;) + g(R(€, X)Y,N) = ég(R(Ei, X)Y, ;) + g(R(E, X)Y, N)

=1

+ B(X, Y)tTAN — g(ANX7 AEY)
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dir. Boylece
RO?(X,Y) = Ric(X,Y) = Rice(X,Y)+B(X,Y)trAy—g(An X, AY)—n(R(£,Y)X)
dir. Benzer sekilde
ROP(Y,X) = Ric(Y, X) + B(Y, X)trAy — g(AnY, ALX) + n(R(£,Y)X)
bulunmug olur. Boylece
RO(X,Y) — RO)(Y, X) = Ric(X,Y) + B(X,Y)trAy — g(AnX, AfY)
(4.0.6)
—g(R(6,Y)X,N) — Ric(Y, X) — B(Y, X)trAy
+g(ANY, AL X) — g(R(&, X)Y, N)
elde edilir.
Ric(X,Y) — Ric(X,Y) = g(R(N, X)Y,¢€)

Rie(Y, X) = Rie(Y, X) = g(R(N,Y)X,€)
denklemlerini (4.0.6) denkleminde yerine yazarak buldugumuz

0=g(R(N, X)Y.&) = g(R(§,Y)X, N) — g(AnX, ALY

0

g(R(N,Y)X, &) = g(R(&, X)Y, N) — g(AnY, A;X)

denklemleri alt alta ¢ikardigimizda

0=g(R(N,X)Y,&) = g(R(&,Y)X,N) — g(An X, AY) — g(R(N,Y) X, §)

+ g(R(&, X)Y,N) + g(AnY, A{X)

G(R(N, X)Y. &) + g(R(Y, )X, N) + g(R(X,Y), Ji) +2dr(X,Y)

(3.0.53) denkleminden

+2d7(X,Y) (1.Bianchi Ozdesligi'nden)

= 2d7(X,Y)
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bulunur. Boylece indirgenmis V konneksiyonunun Ricci tensoriiniin simetrik olmasi

i¢cin gerek ve yeter sart dr = 0 olmasidur. O

Not 4.0.2. Kabul edelim ki R simetrik bir Ric, Ricci tensori olsun. Bu
durumda yukaridaki teoremden T kapali 1—formdur. Boylece U tizerinde bir
diferensiyellenebilir f fonksiyonu vardwr éyle ki T = df 'tir. Sonug olarak 7(X) =
X(f) elde ederiz. Eger € = af alirsak bunun sonucunda 7(X) = 7(X) + X (In a)
olur. Bu esitlikte o = exp(f) ifadesini kullandigvmazda herhangi X € T'(T M)
icin T(X) = 0 elde ederiz. U dizerindeki {§, N} ¢ifti M’ nin kanonik null ¢ifti
olarak adlandirilur; eger bu ¢ifte karsilik gelen T 1—formu sufir ise.[14]

Tamim 4.0.67. Bir (M, ) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike (M, g, S(TM))
hiperyiizeyi ekran(screen) konformdur; ejer M’ nin Ay ve Af sekil operatorler

ve S(T'M) screen distribisyonu arasinda sirasiyla
An = @A

bagintist varsa. Burada , M’ nin U komsulugunda sifir olmayan bir fonksiyondur.

Eger ¢ sifir olmayan bir sabit ise M’ ye ekran homotetik denir.[16]

B(X,Y) = g(ALX,Y)
C(X,PY) = g(AxX, PY)

bagintilar1 gosterir ki M ekran konformdur gerek ve yeter sart B ve C ikinci temel

formlar1 U C M iizerindeki bazi diferensiyellenebilir ¢ fonksiyonlar: igin.
C(X,PY)=¢B(X,Y), VXY e (TMy)

ifadesini saglar. [14]
Ekran konform lightlike hiperyiizeyler i¢in asagidaki sonuglar verilebilir:
Sonug 4.0.5. (M,g,S(TM)), (M(c),g) semi-Riemann manifoldunun sabit

c egrilikli ekran konform lightlike hiperytizeyi olsun. Bu durumda M, bir

indirgenmis simetrik Ricci tensdrind verir.[16]
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Sonug 4.0.6. Genel olarak C(X,Y)—C(Y, X) =n([X,Y]) dir, VX, Y € I'(S(TM))
icin. M’ nin ekran konform lightlike hiperyuzey olmasindan dolayr herhangt X,Y €
L(S(TM)) d¢in n([X,Y]) = 0 dwr.Boylece S(TM) screen distribisyonu

integrallenebilirdir. [2]
ispat.

n([X,Y])

9([X, Y], N)

(VxY — VyX, N)

I
Q|

g(VxY,N) =g(VyX,N)

(V}K N) +§(h*(X7 Y)vN) - g(V*YX7 N) - g(h*(Y’X)7N)

Il
Q|

C(X,Y) - C(Y,X)

dir. M ekran konform lightlike hiperyiizey oldugundan sekil operatorleri degisimlidir.
Yani ;

g(ANX, Y) = g(X, ANY)
dir.
C(X,Y)=g(AnNX,Y)

ifadelerini kullanirsak

C(X,Y) = C(Y,X) = g(AyX,Y) — g(ANY, X)
= g(pA: X,Y) — g(pAFY, X)
= g(A:X,Y) — pg(AY, X)
= p(g(Ae X, Y) — g(AgY, X))
= ¢(B(X,Y) - B(Y, X))

=0

46



olur ve X|Y € TI'(S(TM)) iken [X,Y] € T'(S(T'M)) oldugundan S(T'M)

distriblisyonu integrallenebilirdir. O

Sonug 4.0.7. (M, g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir ekran
konform lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M bir C' x M* lokal ¢arpim

manifoldudur. Burada C bir null egri ve M*, S(TM)’ nin bir lifidir.[15]

Onerme 4.0.20. (M,g,S(TM)), (M(c),g)’ nin bir screen homotetik lightlike

hiperytizeyi olsun. Bu durumda
20(7)(€)B(X, PZ) = —cy(X, PZ)
dir.[1]

ispat. M, c sabit egrilikli bir semi-Riemann manifold oldugundan (3.0.47) den,

yani;
G(R(X,Y)Z,€) = (VxB)(Y, Z) — (VyB)(X, Z) + B(Y, Z)7(X) - B(X, Z)r(Y)
ifadesinden

(VxB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z) = B(X,2)r(Y) — B(Y, Z)7(X) (4.0.7)
esitligini elde ederiz. Ayrica (3.0.51) denkleminden; yani

g(R(X,Y)PZ,N) = (VxC)(Y, PZ) — (VyC)(X, PZ) + 7(Y)C(X, PZ)
—7(X)C(Y,PZ)
= o(VxB)(Y,PZ) — o(VyB)(X, PZ) + p(B(X, PZ))7(Y)

— (B, PZ))T(X)
dir.(4.0.7) denklemini kullanirsak

9(R(X,Y)PZ,N) = o(B(X,PZ)r(Y) — B(Y, PZ)7(X)) + ¢(B(X, PZ))T(Y)
—p(B(Y,PZ))T(X)

— 2p{ B(X, PZ)r(Y) - B(Y, PZ)r(X)}
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ifadesi elde edilir.Ote yandan M, ¢ sabit egrilikli oldugundan
= c{g(Y, PZ)n(X) — g(X, PZ)n(Y)}
dir. O halde (3.0.51) ve (4.0.8) denklemlerinin sol taraflari esit oldugundan sag
taraflar1 da esit olur ve
20{B(X, PZ)r(Y) = B(Y, PZ)T(X)} = c{g(Y, PZ)n(X) — g(X, PZ)n(Y)

ifadesi elde edilir. Bu son esitlikte Y yerine ¢ yazilirsa

20{B(X, PZ)7(¢) — B(§, PZ)T(X)} = {g(&, PZ)n(X) — g(X, PZ)n(&)}

20B(X, PZ)7(£)) = —cg(X, PZ)n(€)
20(T)(§)B(X, PZ) = —cg(X, PZ)

bulunmusg olur. O

4.0.6 Lightlike Einstein Hiperyiizeyler
Tamim 4.0.68. Ejer boy(M) > 2 ve

Ric = kg , k bir sabit (4.0.9)
ise bu durumda M bir Einstein manifolddur.[1]

o Eger boy(M) = 2 ise herhangi M Einsteindir; fakat (4.0.9)daki &’ nin sabit
olmasima gerek yoktur.[1]

o M Einstein'dir gerek ve yeter sart k = mL+2 dir. Burada 7, M’nin skaler
egriligidir.[1]

o Acik olarak bir (M, g, S(T'M)) lightlike Einstein hiperyiizeyinin bir geometrik
kavrami kendi skaler egriligini igermelidir. Boylece bir M lightlike Einstein
hiperyiizeyin iyi tanimh bir kavrami i¢in M bir simetrik Ricci tensortini iginde
bulundurmay:r garanti etmelidir ki bu indirgenmis skaler egrilik

hesaplanabilmelidir.[1]
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Tanim 4.0.69.

B(X,Y), = ag(X,Y),, VX,Y € T,M

1se non-dejenere durumundan dolayr M’ nin bir p noktas: umbilik olarak

adlandirilir. Burada a € R ve p’ye baghdr. [1]

Tanim 4.0.70. M ‘nin her bir noktas: umbilik ise; yani B = pg ise (burada p

diferensiyellenebilir bir fonksiyon) M, M de total umbiliktir denir.[1]

o M total umbiliktir gerek ve yeter sart her bir U’da p vardir 6yle ki
A{(PX) = pPX, her bir X € I'(T'My) (4.0.10)

icin.[1]
o Ozellikle

B=0<=p=0

ise M, M’de total geodeziktir. [1]

Not 4.0.3. énerme(4.0.20) nin hipotezi altinda sunu gosterebiliriz ki; T = 0 ise
c=0’dwr ve 7(€) # 0 ise M, M 'de total umbilik olur.[1/):

Ozellikle kabul edelim ki (M, g, S(TM)), ¢ sabit egrilikli (M(c),g) semi-

Riemann manifoldunun total geodezik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

ifadesini kullanirsak

R(&Y)X =g(X, V)¢

esitligini bulmug oluruz.(3.0.47) denkleminden;
g(R(§,Y)X,N) =g(R(§,Y)X,N)
elde edilir. Hem
RO2(X,Y) = Rice(X,Y) + B(X,Y)trAy — g(AnX, AfY) —g(R({,Y)X, N)
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denkleminden hem de teorem(3.0.3) nin (2) ve (3) maddelerinden
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) — cg(X,Y)

elde edilir; ki bu g simetrik oldugundan simetriktir.[1] Boylece asagidaki énermeyi

elde ederiz:

Onerme 4.0.21. M(c)’ nin herhangi bir total geodezik lightlike hiperyiizeyi bir

indirgenmis simetrik Ricci tensorind icerir.[1]

Agagidaki sonuclar1 vurgulayalim:

o Total geodezik screen distribiisyon ile M (c)’de hicbir lightlike hiperyiizey
yoktur.

o M(c)nin herhangi lightlike hiperyiizeyi proper total umbilik screen
distribiisyon ile ya total umbiliktir ya da M (c)’de total geodezik immerseddir.

o 3—boyutlu Lorentz manifoldun herhangi lightlike hiperyiizeyi ya total
umbiliktir ya da total geodeziktir.[1]

Simdi lightlike Einstein hiperyiizey kavramindan bahsedelim:

Tanim 4.0.71. (M, g, S(TM)), (m+2)—boyutlu semi-Riemann (M, g) manifoldunun
bur lightlike hiperytizeyi olsun oyle ki M bir indirgenmis simetrik Ric Ricci tensoruni

icersin. Bu durumda
Ric(X,Y) =kg(X,Y), VX, Y e I'(TM) (4.0.11)
ise M Einstein hiperytzey olarak adlandvrilir. Buradam > 1 ise k bir sabittir.[1]

Biz sabit k ile M’nin indirgenmis skaler egriligi arasinda baglant1 kurmadikca
genellikle yukaridaki tanim geometrik anlama sahip olmaz, ki bu herhangi bir
Mnin bir hiperyiizeyi i¢in miimkiin degildir.[1]

M’ nin (4.0.2)’da tanimlanan 7 skaler egriligi ve M nin r skaler toplamidan

(4.0.2) kullanilarak

F— Ric(6, €) + Ric(N,N) + 3" eaRic(W,, W)

a=1
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r=ROD(E &)+ Y e, RO (W, W,)
a=1

sirasiyla elde edilir. Bu bagintilardan ve (4.0.5)ten

RO2)(£,€) = Ric(¢,€)

ROD(W,, W,) = Ric(W,, W,) + g(AiW,, Wo)tr Ay — g(ANW,, ATW,)

- §(R(€, Wa)Waa N)
ifadelerini elde ederiz. Boylece

r=T+trA{trAy —tr(A{AN) — Y ea{g(R(E, Wo)We, N)
a=1

+g(R(N, W,)W,, N)}
dir. M bir Lorentziyen uzay formu oldugundan

R(€.Y)X = (X, V)¢

Ric(X,Y) = (m+1)cg(X,Y)

ve

=cm(m + 1)

!

G(R(N,W,)W,, N) =0
dir. Boylece
RO(X,Y) =mcg(X,Y) + B(X,Y)trAy — g(AnX, AY)
r=mlc+trAgrAy — tr(AgAy)
dir.(4.0.13), (4.0.14) ve M’ nin Einstein olmasindan dolay1
r = Ric(§, &) + f:leaRic(Wa, Wa)
— kgl&,€) + é €ag(Wa, Wo)

=km

o1

(4.0.12)

(4.0.13)

(4.0.14)



ifadesi elde edilir.Boylece

r

Rie(X,Y) = (—).9(X,Y) (4.0.15)

m
ifadesini elde ederiz ki bu lightlike Einstein hiperytizeylerin k = - sabitinin
gosterildigi gibi yorumlanmasim saglar [1]. §, AZ m 0 6zdegerine karsilik gelen 6z
vektor alani oldugu igin ve A7 'm I'(S(T'M))- degerli reel simetrik olmasmdan
dolay1 A%, S(T'M)’de m tane reel ortonormal 6z vektor alani igerir ve ortogonal
operator tarafindan kogegenlegtirilebilir. [1]
A 'm {¢, By, ..., By} 0z vektorlerinin bir gat1 alanimi goz éniine alalim. Oyle

ki {Fy, ..., B}, S(T'M)'nin ortonormal ¢at1 alanidir. Bu durumda
AfE = NE;, 1<i<m
M screen konformal ve Ric = kg oldugundan (4.0.13) denkleminden
g(ALX, ALY ) — sg(ALX,Y ) + o7 (B —me)g(X,Y) =0 (4.0.16)

ifadesine kisaltilr. Burada s = trAgdir.[1]

Gergekten de (4.0.13) denklemini kullanirsak

ROD(X,Y) = m.cg(X,Y) + B(X,Y)trAy — g(AnX, ALY)

ROD(X,Y) =m.cg(X,Y)+ g(A; X, YV)trAy — g(pA; X, ALY)

kg(X,Y) =m.cg(X,Y)+ g(A; X, Y)trAy — pg(A; X, AFY)

kg(X,Y) =m.cg(X,Y) + og(A; X, Y )tr Af — pg(AL X, AFY)

0g(ALX, ALY ) + kg(X,Y) —m.cg(X,Y) —pg(A; X, Y)s =0
(k —mc)g(X,Y) — psg(A: X, Y) + pg(AL X, ALY) =0
0 Yk —me)g(X,Y) — sg(Ag X, Y) + g(Ag X, ALY ) =0

bulunmus olur.(4.0.16) denkleminde X =Y = E; yazilirsa bu denklemin ¢6ziimii A;

olur.
2 —sz+ o H(k—me)=0 (4.0.17)
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olur. (4.0.17) denklemi en fazla 2 farkli ¢oziime sahiptir ki bunlar U’da
diferensiyellenebilir reel degerli fonksiyonlardir. Kabul edelim ki p € {0, 1, ..., m}
mevcut olsun oyle ki Ay = ... = A\, = a ve A\p11 = ... = A\, = 3, gerekirse yeniden

numaralandirilarak (4.0.17)’den
s=a+pB=pa+(m—p)p; af=¢ (k—mc) (4.0.18)
elde ederiz. Son bagitinin ilk denklemini indirgersek

(p—Da+m—-p—-1)=0

olur. [1]

M tizerinde asagidaki Dy, Dg, D;, ve Dj distribusyonlarim goz ontine alalim.

Do ={X € (TM)| ALX = aPX}, D} = Do N S(TM),

Dy ={U e (M) | A;U = BPU}, Dy = DgN S(TM).

Gozlenir ki By, ..., E, € I'(D}) ve Epyq, ..., By, € T(D3) dir,

(4.0.15) denklemi sadece bir ¢bziime sahiptire= a = <= D, = Dg(=
TM) dir.

o0 <p<miseD, # Dgve D, N Dg = Rad(TM) ’dir.m > 2 ve D, #
Dg olmasi halinde p = 0 ise bu durumda «, Ag'm bir 6z degeri degildir; fakat
(4.0.17)’nin bir koki ve D, = Rad(TM); Dz = TM ’dir.

o p=m ise bu durumda 3, Af'm bir 6z degeri degildir; fakat (4.0.17)nin bir

kokiidiir ve D, = TM; D = RadTM’dir.[1]
Lemma 4.0.2. D, # Dg ise bu durumda D, L, Dg ve D, Lp Dgdir. [1]

Ispat. 0 < p < m ise herhangi X € (D) icin AfPX = A;X = aPX ve
herhangi U € TI'(Dg) igin A;PU = AU = aPU dur. Boylece P projeksiyon
dontigimi D, dan Dy tzerine ve Dg dan Dj tizerine olur. PX ve PU reel

simetrik A7 operatoriiniin 6z vektor alanlari oldugundan sirasiyla farkh o ve (3

ozdegerlerine baghdir. PX 1 PU ve g(X,U) = ¢g(PX,PU) = 0 ’dir. Bu ise
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D, 1, Dg’dir. Ayrica B(X,U) = g(A{X,U) = ag(PX, PU) = 0 oldugundan
B(D,, Dg) = 0’dir. Buise D, Lp Dg’dir. p =0 veya p = m olursa bu durumda
sirasiyla D, = Rad(T'M); Dz = TM veya D, = TM ; Dg = Rad(T'M) olur.

Boylece D, L, Dg ve D, Lp Dg’dir.[1] O

Lemma 4.0.3. D, # Dg ise bu durumda TM = Rad(TM) @orin Dy, Dortn D

dir. Do, = Dy ise bu durumda TM = Rad(T'M) @opin, DS Boren, {0} 'dur.[1]

Ispat. 0 < p < m ise {E;}1<i<p Ve {Fu}pii<a<m vektor alanlar sirasiyla D? ve
Dj'nin kargilikh vektor alanlar oldugundan ve D;, ve D3, S(T'M)'nin ortogonal
alt vektor demetleri oldugundan gosterecegiz ki D7, ve Dj sirasiyla ranki p ve
(m — p) olan non-dejenere distribiisyonlardir. ve D; N D3 = {0} dir. Béylece
S(TM) = DE @orp D} dir.

o Do # Dg ve p =0 ise bu durumda D}, = {0} ve D = S(T'M)’dir.

o D, # Dg ve p = m ise bu durumda D, = S(T'M) ve Dj = {0} dur.
Ayrica S(TM) = DS @y, Dj'dir. Bunun sonrasinda D, = Dg ise bu durumda
D;, = Dj = S(TM) elde ederiz.[1] O

(3.0.1)’den asagidaki lemmay1 bulabiliriz:
Lemma 4.0.4. Im(A; — aP) C I'(D3); Im(A; — BP) C I'(Dy,) " dir.[1]

Ispat. (4.0.16)’dan
(A8)? — (a+ B)As + afP =0

ifadesini elde ederiz.

0<p<miseY €Im(A; —aP) alahm. Bu durumda X € I'(T'M) vardir 6yle
kiY = (Af—aP)X ve (A{=BP)Y =0veY € I'(Dg)’dir. Boylece Im(Af—aP) C
[(Dg) dir. Af—aP déniisiimii I'(T'M)’den I'(S(T'M)) iizerine oldugu igin Im(Af —
aP) C I'(Dj)'dir. Aynica ikilikten Im(Af — P) C I'(D;)’yi buluruz. p = 0 ise
bu durumda D}, = {0}; Dj = S(T'M) ve Dg = T'M oldugundan Im(A; — aP) C

L(S(TM)); AiX = BPX, VX € I(T'M); yani Im(Af — BP) = {0} veya p = m ise
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Dg, = S(TM); D3 = {0} ve D, = TM oldugundan A;X = aPX, VX € [(T'M)

igin elde ederiz. Yani Im(Af —aP) = {0}; Im(A; - P) C T'(S(TM)) olur. [1] O

Lemma 4.0.5. D; ve Dj distribisyonlar: daima integrallenebilirdir. Ozellikle

D, # Dg ise bu durumda D, ve Dg ayrica integrallenebilirdir.[1]
Ispat. D, # Dg ise bu durumda XY € I'(D,) ve Z € I(TM) igin

(VxB)(Y,Z) = —g((A; = aP)VxY,U) + aB(X,Y)n(U) + (Xa)g(PY, Z)

+a’n(Y)g(PX, Z)
dir.(4.0.19) denklemini ve
(VxB)(Y, Z) - (Vy B)(X. Z) = B(X, Z)r(Y) - B(Y, Z)7(X)
denklemini kullanarak
9((A; —aP)[X,Y], Z) = {Xa+ar(X) - o’n(X)}g(PY, Z) (4.0.19)

—{Ya+ar(Y)—ao®n(Y)}g(PX,Z)

denklemini bulmus oluruz. Z = U € I'(D3) yazarsak bu durumda
9((A; —aP)[X,Y],U) =0

olur. Dj distribiisyonu non-dejenere oldugundan ve Im(Af—aP) C T'(Dj) oldugundan
(Af —aP)[X,Y] = 0 olur. Béylece [X,Y] € I'(D,)’dir ve D,, integrallenebilirdir.
Ikilikten Dg’'nin da integrallenebilir oldugunu diigiinebiliriz. S(7°M) integrallenebilir
oldugundan herhangi XY € I'(D,,) i¢in [X,Y] € ['(D,) ve [X,Y] € T'(S(T'M))
olur. Béylece [X, Y] € I'(D})) ve Dj, integrallenebilirdir ve Dj de integrallenebilirdir.

Ayrica D, = Dy iken D} = Dj = S(T'M) integrallenebilirdir.[1] O
Lemma 4.0.6. 0 < p < m 1ise bu durumda

(da+ at —a®n) |p,=0; (dB + BT — 3°n) p;=0
ifadesini elde ederiz.[1]
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Ispat. (4.0.18)’den ; yani
s=a+f=pa+(m-p)f af =g (k—me)
ifadesinden herhangi X,Y € I'(D,) ve Z € I'(TM) i¢in
{(Xa+ar(X) - a*n(X)Yg(PY,Z) ={Ya+ar(Y) - o*n(Y)}g(PX, 7)

ifadesini elde ederiz. S(T'M) non-dejenere oldugundan

{(Xa+ar(X) —a’n(X)}PY = {Ya+ar(Y) —o*n(Y)} PX
ifadesini elde ederiz.

Kabul edelim ki bir X, € I'(D,,) vektor alan1 mevcut olsun dyle ki her z € M
noktasinda (da + a1 — a?n)(Xy) # 0 olsun. Bu durumda herhangi Y € T'(D,)
icin PY = fPX, olur. Burada f bir diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Bunu
da su takip eder: (D,), lifinden gelen biitiin vektorler (PXj), ile dogrudastir. Bu
ise (boy((D,).) = p+ 1 > 1 olarak bir celigkidir. Boylece (da + ar — a?n) |p,= 0

olur. Ikilikten biz ayrica (dB + BT — 8°n) |p,= 0 ifadesini de séyleyebiliriz.[1] O

Lemma 4.0.7. M, ¢ sabit egrilikli (M(c),q) Lorentz manifoldunun bir Einstein
screen homotetik lightlike hiperyizeyi olsun. 0 < p < m ise bu durumda o ve (8

S(T'M) boyunca sabittir gerek ve yeter sart S(T'M) dzerindeki T = 0’dwr. [1]

Ispat. Lemma(4.0.6)’dan biliyoruz ki (da + art)

ps=0ve (dB + pT)

D= 0 dur.
Boylece S(TM) tizerindeki 7 = 0’ dir gerek ve yeter sart D? iizerinde da = 0 ve
D3 uzerinde df = (0’dir. Ciinkit M screen homotetik oldugundan 7 = 0 ise ¢ = 0
olur. Bu durumda Not(4.0.3)ten ¢ = 0 dir. Ayrica a8 = ¢~ 'y oldugundan (ki

bu ifade (4.0.18)’in ikinci denklemidir.) bir sabittir.[14] O

Bunu asagidaki lemma takip eder:
Su ana kadar elde ettigimiz sonug, (M, g, S(TM)) c sabit egrilikli (M(c),q)
Lorentz manifoldunun bir {£, N} kanonik null ¢ifti ile donatilmig bir Einstein

homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda Not(4.0.2) ve Not(4.0.3) ten

7 = c =0 olur.[14]
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Uyari1 4.0.5. 0 < p < m ise bu durumda o ve 5 T M boyunca sabit degildir; fakat
S(TM) boyunca sabittir. Gercekten Not(4.0.2) geregi T = 0 dur. Lemma(4.0.7) den
a ve f S(TM) boyunca sabittir. Bunun akabinde ejer o ve B TM boyunca sabit
ise Lemma(4.0.6) dan bitin X € D, i¢in n(X) = 0 ve bitin U € Dg igin
n(U) = 0’dwr. Not edelim ki M izerindeki bir X vektor alaniy S(TM) ye bagldur;
gerek ve yeter sart lokal olarak her bir U C M ’de n(X) = 0°dwr. Bu da gdsterir

ki D, ve Dg distribisyonlars S(TM) nin alt vektor demetleridir. Sonug¢ olarak
D, = D;, ve Dg = Dj olur. Bu ise Rad(TM) C D, ve Rad(TM) C Dg ile

celigir. Bu durumda « ve 8 TM boyunca sabit degildir.[14]
Lemma 4.0.8. 0 < p < m ise bu durumda X € I'(D,,) ve U € I'(Dg) i¢in
VxU € I'(Dg); VyX € T'(D,) (4.0.20)
dur.[1]
Ispat. (3.0.47) denkleminden yararlanip 7 = 0 kullamlarak
(VxB)(U, 2) = (VuB)(X, Z)
yani;
9({(A; = BP)VxU — (A; — aP)VyX}, Z) = 0
herhangi Z € I'(T'M) i¢in bulunur. S(7'M) non-dejenere oldugundan

(AZ - BP)V)(U = (AZ - OzP)VUX

ifadesini elde ederiz. Son esitligin soldaki terimi I'(D;,)’de ve sag terim I'(Dj)’de

oldugundan ve Dj, N D3 = {0} oldugundan
(A7 = BP)VxU =0, (A} — aP)VyX =0
olur. Bu da gosterir ki VxU € I'(Dg) ve Vy X € I'(D,)” dur.[1] O
Lemma 4.0.9. 0 < p < m ise bu durumda X,Y € I'(D,) ve U,V € I'(Dg) i¢in
G(Vy X, U) = 0; g(X,VyU) =0 (4.0.21)
bulunmus olur.[1]
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Ispat. g(X, PU) = 0 oldugundan

Vy(9(X, PU)) —g(Vy X, PU) — g(X,VyPU)

= B(X,Y)n(PU) + B(Y, PU)p(X) =0

Vv (g(U, PX)) — g(VyU, PX) + g(U VyPX)

= B(V,U)n(PX) + B(V, PX)n(U) = 0

dir.
D, 1, Dgve B(D,,Dg) =0 oldugundan ¢g(VyX,U) = g(VyX,PU) =0 ve

9(X,VyU) = g(PX,VyU) = 0 bulunmus olur.[1] O

(4.0.21) denkleminden D7, ve D3'nin M’ nin paralel distribiisyonu oldugu elde

edilir.Bylece De Rham’in bilinen ayrigimindan agsagidaki ifadeyi yazabiliriz:[14]

Teorem 4.0.7. (M,qg,S(T'M)), sabit egrilikli (M(c),g) Lorentz manifoldunun
bir Einstein screen konformal lightlike hiperyuzeyi olsun. Bu durumda M lokal
olarak lightlike C' x (M" = M, x Mg) d¢li ¢carpym manifoldudur. Burada C' bir
null egri, M" S(TM ) 'nin bir integral manifoldu, M, ve Mgz siraswyla M 'nin  baz

distribiisyonlarinin yapraklarider. [1]

Lemma 4.0.10. 0 < p < m ise bu durumda v = paff = 0’dur. Ozellikle of =

0 dar.
Ispat. X € I['(D,) ve U € ['(Dy ) icin

tir. (4.0.21) denkleminin ikinci esitliginden biliyoruz ki ViU, D, ’'nin bilegenine
sahip degildir. P projeksiyon morfizmi oldugundan I'(D,,)'y1 I'(D3))'ye ve I'(Dg) 'y1

F(D;)’ye dontigtiiriir ve S(TM) = D @y, Dj dir.

VU = P(VyU) +n(VyU)§; P(VyU) € T(Dj)
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dir. Bunu da

9(VxVuU,X) = g(VxP(VyU), X) + Vx(n(VuU))g(§, X)

+n(VoU)g(Vx€, X) = —an(VyU)g(X, X)

ifadesi takip eder.
n(VoU) = oBg(U,U)

oldugundan

g(R(X,U)U, X) = —paBg(X, X)g(U,U)

dur. Ayrica M screen homotetik ve 7 = 0 oldugundan Not(4.0.3)’den ¢ = 0

oldugu goriiliir. Boylece Gauss-Codazzi (3.0.46) denkleminden
g(R(X, U)U, X) = pafg(X, X)g(U,U)

dur. Son iki egitlikten
v =paf =0

elde edilir.p sifirdan farkli bir sabit oldugundan a5 = 0 olur.[1] O

Yukaridaki sonuglardan, agagidaki temel teoremi elde ederiz:

Teorem 4.0.8. (m+2)—boyutlu sabit egrilikli (M (c), g) Lorentz manifoldunun bir
FEinstein screen homotetik lightlike hiperyizeyi (M, g, S(TM)) olsun. Bu durumda
¢ =0 wve M lokal olarak C x (M’ = M, x Mpg) t¢li ¢carpim manifoldudur. Burada
C' bir null egri, M" S(T'M) 'nin bir integral manifoldudur. M, ve Mg, M 'nin baz

distribisyonlarinin yapraklaridir oyle ki

1. k #0 ise; M, veya Mg, oo veya pB* sabit egrilikli total umbilik Riemann
manifolddur ki bunlardan biri m—boyutlu (pseudo)kiiresine ve digeri de bir

noktaya izometriktir.

2. k=0 ise; M, bir (m —1)—boyutlu veya m—boyutlu total geodezik 0klz'dyen

uzay ve Mg bir non-null egri veya M ’de bir noktadr.[1]
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Ispat. (1) k # 0 olsun. (trAf)? # 4o~ 'y olmast durumunda (4.0.17) denklemi
sifir olmayan iki farkli o ve [ ¢oziimlerine sahiptir. 0 < p < m ise bu durumda
Lemma(4.0.10)’dan v = 0 olur. Boylece p = 0 veya p = m’dir.

p = 0 ise bu durumda «, A sekil operatoriintin bir 6zdegeri degildir; fakat

(4.0.17) ve (4.0.18) denklemlerinin bir ¢6ztimii s’yi

s=a+B=mB;af=¢ 'y

ya indirger. Ayrica p = m ise 3, A} sekil operatoriintin bir 6zdegeri degildir; fakat

(4.0.17) ve (4.0.18) denklemlerinin bir ¢éziimii s’ yi
s=a+B=mao; af =¢ 1y

ya indirger.Sonug olarak, p = 0 veya p = m ise bu durumda « ve [ sabittir ve
sirastyla D, = {0}; S(TM) = D3 veya S(T'M) = D;; Dj = {0} dir. (3.0.46) ve

(3.0.52) denklemlerinden
R(X,Y)Z = po*{g(Y, Z)X — g(X, Z)Y}, ¥X,Y,Z € T(Da):

R(U V)W = oB*{g(V.W)U — (U, W)V}, VU, V,W € T(Ds)

dir.Boylece M,, ve My (ki bunlar sirasiyla D,, ve Dg’ nin yapraklandir. ) ¢a? ya
da p3? sabit egrilikli bir M* Riemann manifoldudur ve diger yaprak ise bir {z}
noktasidir. Eger M* = M, ise biitiin X,Y € I'(S(T'M)) i¢in B(X,Y) = ag(X,Y)
oldugundan biitiin X,Y € I'(S(TM)) i¢in C(X,Y) = pag(X,Y) olur. M* = My
ise biittin U,V € I'(S(T'M)) i¢in B(U,V) = Bg(U, V) oldugundan biitiin U,V €
[(S(TM)) i¢in C(U, V) = pBg(U, V') olur.Béylece M* yaprag: total umbiliktir ve
total geodezik degildir. Sonug olarak M ya lokal olarak bir C' x M* x {x } ya da
C x {x} x M* ¢carpim manifoldudur. Burada M*, ¢3% veya pa? sabit egrilikli bir
total umbilik Riemann manifoldudur ki bu bir m—(pseudo) kiireye izometriktir
ve {x} de bir noktaya izometriktir.-(tr Af)* = 4o~ 'y olmasi durumunda (4.0.17)
denklemi sifirdan farkh yalmz bir ¢oztime sahiptir ve adi o’dwr ve a, Ag sekil
operatoriiniin tek 6zdegeridir. Bu durumda (4.0.18) denklemi s’yi

2

s=2a=mau; o’ =@y
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dir. Boylece m = 2’ dir. (3.0.46) ve (3.0.52) denklemlerinden
R (X, Y)Z = k{g(Y, 2)X — (X, 2)Y},VX,Y, Z € D(S(T'M)) icin.

elde ederiz.Boylece M*, k sabit egrilikli Riemann 2— ylizeyidir. Biitiin
X,Y € I'(TM) i¢in B(X,Y) = ag(X,Y) oldugundan C(X,Y) = ¢ag(X,Y)
olur VX, Y € I'(S(T'M)) igin. Boylece M* yaprag1 da total umbiliktir ve total
geodezik degildir.Sonug olarak M bir C' x M* x {z } lokal ¢arpim manifoldudur.
Burada C, M’de bir null egridir ve M* sabit egrilikli Riemann 2—yiizeydir ki bu
2—(pseudo) kiireye izometriktir.

(2) k=0 olsun. (4.0.17) denklemi

ifadesine indirgenir.
trAf # 0 durumu i¢in a = 0 ve # = s olsun. Bu durumda s = 8 = (m — p)f3;
yani (m—p—1)8 = 0 dir. Boylece p = (m—p—1)§ = 0 dir. Béylece p = m—1"dir;

yani

&
[

B

dir.Af"m {{, Er, ..., B, } 6zvektorlerinin gati alamimi goz 6niine alahim. Oyle ki

{E;}i, S(T'M)'nin bir ortonormal ¢at1 alanidir; bu durumda

dir.Boylece D, 'nin M, yapragi (m — 1)— boyutlu total geodeziktir ve Dg'nin Mg
lifi bir egridir. (3.0.46) ve (3.0.52) denklemlerinden

9(R(E;, E;)E;E;) = g(R*(E;, E;)E;E;) =0
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dir. Boylece D,’'nin M, yapraginin K kesit egriligi

9(R*(E;, E;)E; E;)

=0
g(EZ7 El)g<EJ7 EJ) - QQ(EH EJ)

dir.Boylece M bir C' x M, x Mgz lokal ¢arpim manifoldudur. Burada M, bir
(m — 1)—boyutlu Oklidyen uzay ve Mjg, M’de bir egridir.

trA; = 0 olmasi durumunda a = § = 0’dir ve A7 = 0 veya buna denk olarak
B =0 ve Di = Dj = S(I'M)dir. Bylece M, M’ de bir total geodeziktir. M
screen homotetik oldugundan ayrica C' = Ay = 0’dir. Boylece S(T'M)’'nin M*
yapragi da total geodeziktir.M* yapragina teget herhangi X ve Y vektor alanlar:
icin VxY = %XY elde ederiz.Bu da gosterir ki M* bir Oklidyen m—uzaydur.
Boylece M lokal olarak C' x M* x {z } garpimidir.Burada C' bir null egri ve {x

} bir noktadir.[1] O
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