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1. GIRIS

Bilgisayar destekli geometrik tasarim ( kisaca CAGD) ’in basglangic1 konik kesitlerinin
ortaya konulmasi ve Roma donemlerine kadar uzansada bu alandaki bilimsel
aragtirmalar1 ikinci diinya savasi tetikledi. 2. Diinya savasi boyunca ugak sirketi
Mustang da calisan R. Liming Analytical Geometry with Application to Aircraft
kitabinda ilk kez analitik geometrinin bilinen yontemleri ile yeni sayisal hesaplama
tekniklerini  harmanladi.  Liming’in  sundugu bu yeni teknikler ucak
tasariminda kullanigh olmasina kargin, diger alanlarda kullanigh olmadigi gorildi.
Bununla birlikte CAGD teorisinin baglangict R. Liming’e dayandirilir.

Bilgisayar destekli geometrik tasarim icin iki isim bu teorinin olugmasina onemli
katkilar yapmiglardir. Citroen girketinde c¢aligan Casteljau, egri ve ylizeylerin
tasariminda Bernstein polinomlarini kullanarak egri ve ytizeyler i¢in, bu giin Casteljau
algoritmast adi verilen, sayisal yontemleri geligtirmistir. Aynm1 dénemde Renault
sirketinde calisan Bezier benzer yontemleri gelistirerek mekanik parca tasarimlarina
uygulamigtir. Bu giin Bezier egri ve yiizeyleri denilen bu kavramlar Renault sirketinin
kullandigi UNISURF i¢in temel olugturmustur.

Bezier egrileri yaygin olarak diferensiyellenebilir egrileri modellemede kullanilir.

n. dereceden bir Bezier egrisi;

B(t) = ibiBZ’?(t) L te[0,1]



olarak tammhdir. Burada by, ..., b, kontrol noktalar1 ve B!(t) = ( n ) (1—t)" "¢
i

olarak tanimli Bernstein polinomlaridir. Eger n=2 olarak alinirsa bu kuadratik Bezier
egrisi olur. Kontrol noktalari ile olugturulan bir Bezier egrisinde baglangic noktasi by
egrinin baglangici ve son nokta olan b, egrinin bitig noktasidir ve olugan ¢okgene
kontrol ¢okgeni denir. De Casteljau, Bezier egrilerindeki polinomlar yardimi ile yeni
bir metod olan yineleme metodunu geligtirmistir. De Casteljau'nin bu algoritmasi
Bezier egrisini keyfi bir parametre ile ikiye bolmek icin kullanilmigtir. Bir Bezier egrisi
kontrol ¢okgeni boyunca by ve b,, u¢ noktalarindan geger yani egri kontrol ¢cokgenine ug
noktalarda baghdir. Ayrica Bezier egrisi ¢ afin doniisiimi altinda invaryant’dir ve egri
koordinat eksenleri se¢iminden bagimsizdir. Bu konuyla ilgili bu iki ozellikten bagka
simetri 6zelligi, konveks kafes 6zelligi ve varyasyon azalimi ozelliklerine de sahiptir.
Bezier egrileri egri dizayninda 6nemli avantajlara sahiptir fakat bazi sinirlamalarda
mevcuttur. Eger egri kompleks bir sekilde modellenirse, egriyi dizayn etmek igin
Birlesik Bezier egrilerini kullanmak gerekir. Bu birlegtirilmis egrilerin birlesme
noktalarinda siireklilik sartlar1 aranir. Bu bitigik Bezier egrileri i¢in iki tip siireklilik
vardir. Bunlardan ilki parametrik stireklilik, ikincisi ise geometrik siirekliliktir.
Genellikle eger iki egri belli derecede ise parametrik olarak, iki egri ayni derecede ise
geometrik olarak siireklidir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Ornegin Cj siireklilik
sart1 iki egrinin nokta birlesimi olurken, C?' siirekli olan her egri Cj siirekli olup
bu stireklilik birlesme noktalarindaki teget vektorlerinin esit oldugu anlamina gelir.
Geometrik olarak siireklilik kavrami ise, bir parametrik fonksiyon ile ifade edilebilir.
G" siireklilik  kavrami, eger bir egri C™ siireklilige sahip olarak yeniden

parametrelendirilebiliyorsa mevecuttur. Ornegin, G° siireklilik iki egrinin bir noktada



karsilagtigini, G* siireklilik ise iki egrinin tanjant vektorlerinin birlesme noktasinda
orantili oldugu anlamina gelir.
m. mertebeden bir rasyonel Bezier egrisi by, ..., b,, ler kontrol noktalari, wy, ..., w;

ler agirhik fonksiyonlari, ¢ € [0, 1] parametre olmak tizere;

2 imo wibi B} (¢)
2izo wiB" (1)

olur ki burada B/" ler baz fonksiyonlaridir. Konikler ve ¢ember yaylari rasyonel

o(t) =

Bezier egrileri olarak aciklanabilir. Rasyonel Bezier egrileri de afin doniigiimii altinda
invaryanttir. Ayrica konveks kafes, ug nokta interpolasyonu ve azalan varyasyon ozelligi
saglanir. Rasyonel Bezier egrilerinin en onemli Ozelliklerinden biri genel projektif
dontigiimii altinda invaryanttir.

Bir B-spline egri ise bir Bezier egrisinin genellestirilmesidir ve spline baz
fonksiyonlar1 tarafindan olugturulur. Egrinin tamami bu spline baz fonksiyonlar igin
verilen tekrarli bagintilarin uygulamasindan tretilir. 1946 yilinda B-spline kavramini
bulan I.J. Schoenberg spline yaklagimlarimin baglamasia onciiliik etmigtir. Ayrica
B-spline 1970 yillarinin baglarinda de Boor tarafindan uygulamada kullanilmaya
baglanmigtir. Ayni zaman diliminde Cox da benzer ¢aligmalar yapmigtir. Giintimiizde
de bilgisayar destekli geometrik tasarimda bu temel kavramlar oldukca 6nemlidir ve
bu konular tizerine aktif ¢caligmalar devam etmektedir.

1960 larin ortalarinda otomotiv girketleri CAGD i kullanmaya baglamiglar ve
CAGD yardimiyla otomobil govdeleri elde edilmeye baglanmigtir. Boeing sirketinden
J. Ferguson, yiizeyi bir biitiin olarak degil ylizey yamalarinin birlestirilmesi ile elde
ederek yiizeylerin dizaynina yeni bir boyut kazandirmigtir. Ferguson’un bu bi-kiibik

yizey yamalar: F-yamalar olarak da bilinmektedir. Bezier, Ferguson'un bu fikirlerini



formiilize ederek ylizeyleri dizayn etmek i¢in yogun bir matematik kullanmigtir. Bu
ylzey yamalarinin olugumunda bilgisayarlarin kullanilmasi, gerekli olan ileri diizeyde
matematiksel hesaplamalar1 daha kolay hale getirmistir. Coon’s dort keyfi sinir egrisi
ile yiizey yamasi olusturmug bu ylizeyler iinlii ototmotiv sirketi Ford tarafindan
kullanilmigtir. Bu yiizey olusturma metotlar1 arasinda en popiileri tensor carpim
ylzeyi olmustur. Bu metod ilk olarak C. de Boor tarafindan bi-kiibik spline
interpolasyonu i¢in tanimlanmigtir. Ayni zaman diliminde de Casteljau tiggensel yiizey
yamalarini olugturarak CAGD’in gelismesine katkida bulunmuslardir. 1974 yilinda
General Motors sirketinden Gordon ve Riesenfeld yiizey ve egrilerin dizayni igin
B-spline’1 kullanmiglardir.

Yukarida verilen egri ve yiizey tasarim tekniklerinin onemi, egri veya ylizeyi
tamamen degistirmeden sadece yerel degigiklikler yaparak istenilen egri veya ytizeyi
elde etmemizi olanakli hale getirmesidir. Glintimiizde bu alandaki ¢caligmalar niimerik
analiz ve yaklagim teorisindeki bulgular yardimi ile daha da gelistirilmektedir.

Bu tezin temel amaci bilgisayar destekli geometrik tasarimda kullanilan yaygin
yizey tasarim teknikleri sunmaktir. Bu amacla tezin ikinci bolimiinde diger
boliimlerde kullanigh olan egrilerin ve ylizeylerin diferensiyel geometrisi verilmektedir.
Uciineii boliimde yizey tasariminin temel konulari olan tensor ¢arpim ytizeyleri,
Ferguson yiizey yamasi ve diger yiizey olugturma teknikleri sunulmaktadir. Dordiinci
boliimde ise verilen belirli egriler yardimi ile birlesik yilizey yamalarinin nasil

olusturulacag: detaylh olarak incelenmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde egrilerin ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi i¢in temel tanim ve

notasyonlar sunulmaktadir.

2.1 Egrilerin Diferensiyel Geometrisi
Tanim 2.1.1. I C R bir agik aralik ve (I, «) koordinat komsulugu verilsin.

a: ] - R"

)

olmak tzere u € I igin a(u) = (ai(u), az(u), ..., a,(u)) seklinde tanmvml a(u)’ ya
R™ de bir egri denir. Burada I araligina o egrisinin parametre araligi, v € I ya «

egrisinin parametresi denir.[1]
Tanmim 2.1.2. R" de bir M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.

oa: ] —-R"

u € I ve a(u) = (aq(u),as(u), ...,an(u)) olmak tzere o' (u) = (o (u), ..., ol (u)) ile

tanimly vektore M egrisinin hiz vektori denir.[1]
Tanmim 2.1.3. (/,«), R" de bir egri ve

&' : T =R



fonksiyonu verilsin. w € I igin |o/| (u) = |&/(u)| oluyorsa bu fonksiyona M egrisinin
(I, ) koordinat komsuluguna gére skaler hiz fonksiyonu, |o/(u)| € R reel saypsinada

skaler hiz denir.[1]

Tanmim 2.1.4. R" de bir M egrisi (I, «) koordinat kongulugu ile verilsin. Yu € I igin;
o/ (u)] =1

oluyorsa M egrisine (I, «) koordinat komsuluguna gore birim hizly egri denir.[1]

Tanim 2.1.5. Her noktasindaki hiz vektoru sifirdan farkly olan egriye regiiler egri
denir. Yani;
a: I —R"
olmak tizere Yu € I i¢in o/ (u) # 0 ise a egrisi regiiler egridir.[1]
Simdi egriler teorisinde ¢cok 6nemli olan Frenet 3- ayaklisi i¢in tiirev denklemlerini

hatirlatalim.

Tamim 2.1.6. R? de bir M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. u € I yay

parametresi i¢in «(t) noktasindaki Frenet 3—ayaklise {T'(u), N(u), B(u)} ise

T = o/ (u)
B a//(u)

V= 10w

B=TxN

olarak hesaplanir. Ayrica yay parametresi ile verilen egrinin egriliklerini hesaplamak
1¢IN;

b = = [a"(w)
det(a/(u), o (u), " (u))

ke =1 =
: o () x a”(u)?




esitliklert kullanivr. Eger u yay parametresi degilse;

o)
T = 1)

~d(u) x a"(u)
B = () x ()]
N=BxT

dir. Yay parametresi ile verilmeyen egrilerin egrilik ve burulmasi;

_ /() x a”(u)]
o (u)|”
_ det(a/(u), o (u), " (u))

o (u) x o (u)|”

ky =

olur. Ayrica

T/

kN
N = —-kT + 7B

B = —7N

esitlikleri de yazilabilir. Bu ifade matris formunda

T 0 k 0 T
N | =| -k 0 7
B’ 0O —7 0 B

olarak yazlur.[1]

Asagidaki tanmimlarda Bilgisayar destekli geometrik tasarimda oldukga 6nemli olan

Ferguson, Bézier ve Spline egriler tanitilmaktadir.



Tamim 2.1.7. P,(z;,y:,2) ve Pi1(xii1,yiv1, zir1) noktalar, u € [0,1] parametresi
icin swraswyla v = 0 ve u = 1 de u¢ noktalar olsun. Ayrica T;(pi,qi,1:) ve

Tiv1(Pis1, Giv1,Tiv1) de swraswyla bu noktalardaki egimler olmak tzere

seklinde taniml egriye Ferquson egrisi denir.[4]

Tanim 2.1.8. Verilen i = 0,1, ...,n olmak tzere (n+1) tane P; veri noktas: i¢in

n

r(w) =Y "Ci(l—uw)" WP =Y Bk, 0<u<l
=0

i=0
seklinde tanvml egriye Bézier egrisi denir. Burada B(u) = "C;(1 —u)""u' ifadesine

Bernstein polinomu denir. [4{]
Tanim 2.1.9. by, by, ..., b, kontrol noktalar, to,t1,...,t, knotlar olmak tzere
b(t) = Z Npp+i(t)b;
i=0

seklinde taniml egriye B- spline egri denir.[4]

2.2 Yizeylerin Diferensiyel Geometrisi

Tamim 2.2.1. U, R? uzaymn irtibath bir agik alt kiimesi olmak dizere o : U — R3,
diferensiyellenebilir bir donisim olsun. ¢ : U — @(U) déniisimi bir homeomorfizm

ise p(U) kiimesine, R® uzayinda bir basit yiizey denir. [2]



Tamim 2.2.2. M, R3 wzaywmn bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktas: icin
p € oU) ve p(U) C M olacak bi¢imde bir o(U) basit yizeyi bulunabiliyorsa M
kiimesine, R uzaynda bir yizey denir.[2]

-

Tanim 2.2.3. R? te bir yizey r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v);’—i— 2(u, U)E ile verilir. Bu

durumda

or(u,v or(u, v

) )
TU(UO,UO> - au ’(uo,’uo) ve T’U(”O) UO) - T }(uo,’uo)

tek olarak var ve

TU(UO7UO) X TU(UOJUO) #0

oluyorsa (ug,vy) noktasina regiler nokta denir. Eqger,

TU(UO, Uo) X TU(U(), Uo) =0

ise (ug,vo) noktasina singiler nokta denir.[4]

Tanim 2.2.4. Yizey dzerinde herhangi bir P(u,v) noktas: verilsin. Bu noktadaki

tegetler r,(u,v) ve r,(u,v) olmak tzere

N(u,v) = ry(u,v) X ry(u,v)

egitligine yizeyin normali denir.[4]
Bu vektor yiizeyin her noktasinda yiizeyin teget diizlemine diktir. Bagka bir ifade

ile yiizeyin normali hem r,(u,v) ye hem de r,(u,v) ye dik olan bir vektoérdiir. Ayrica



_ ru(u,v) X 7y (u,v)
|70 (w, v) X 1y (u, )|

esitliginede yiizeyin birim normali denir.[4] Yiizey tizerindeki P(ug,vo) noktasinda
teget vektorleri olan r, (u, v) ve r,(u, v) nin olugturdugu diizleme teget dizlem denir.[4]

Verilen bir yiizeyin kapali denklemi,

F(z,y,2) =0

olarak yazilir. Agiktirki bu durumda (Zanem 2.1.4) ile verilen normal vektéri’nii
bulmak miimkiin olmaz. Bu nedenle bu tiir denklemle verilen yiizeyin normalini ifade

etmek i¢in zincir kural uygulanirsa

or _or or o oy oF 0: _
ou Oxr'Ou Oy Ou 0Oz Ou

or _oror or oy oF o:
ov  Or dv Oy Ov 0z Ov

olur. Bu ifade diizenlenirse

oF . OF . O0F or Oy . 0z
_ il - - —Z - = 2.2.1
(ax”ay +8zk) (5’uz+8u +8uk) 0 (22.1)

a—Fi—i-a—F'-i-@—Fk 8—IZ+@j+%k =0
ox dy 0z v v

elde edilir. Ayrica

esitlikleri yukarida yerine yazilirsa

10



oF OF . OF
(%z + 8_3/ + §k> Tu(u,v) =0

oF . OF OF
(%z—l— Ty + 5/{:) To(u,v) =0

bulunur. Burada,

OF . OF . OF

oldugundan
VFE.(r,(u,v)) =0
VFE.(ry,(u,v)) =0

elde edilir ki VF hem r,(u,v) hem de r,(u,v) ye dik olur. Dolayisiyla F(z,y,z) =0

olarak verilen yiizeyin normali VF' dir.[4]
r(u,v) parametrik yiizeyi tizerinde herhangi bir egri ¢(t) = r(u(t),v(t)) olsun.

Bu egrinin tegeti,

de(u,v)  Or(u,v) du = Or(u,v) dv

T= = — + i
dt Oou dt ov dt
du
_ [ ] dt
- Tu Ty dv
dt
P
ou  Ov du
oy ooy || @
- ou ov [ dv ]
Jdz 0z dt
du  Bv

olarak yazilir.[4]

11



() (b)

Sekil 2.1. Parametrik bir yiizey iizerinde bir ¢(t) egrisi

Ayrica ¢(t) egrisinin yay uzunlugu

s:/]T|dt — ds = [T|dt

dir.[4] O halde

ds = |T|dt
s — de(u, v) gt
dt
U dv
ds = T“'E —i—rv.% dt

S = Tudt Udt r“dt ’l“vdt

olup r, ve r, yerlerine yazilirsa

12



_ - r du
_ du dv u dt
ds = L w @ ]| .[ru rv] dv dt
L v dt
- T du
s — du v Tu-Tu TuTo @ | g
dt dt dv
- L Ty Ty To.Ty i
- . du
— du dv dt
ds = G @ G i dt
dt

yazilir ve burada

E F
F G

G: = =

Gu G ]
G21 G22

Tw-Tu TuTo ]

Ty Ty ToTy

olup G matrisine yiizeyin birinci temel form matrisi denir.[4] Ayrica

G11 = Ty-Ty = FE
G12 == G21 = Ty-Ty = F

G22 =Ty.Ty :G

esitliklerine birinci temel formun katsayilar: denir.[4] Bu ifadeler yardimiyla yiizey

tizerindeki bir ¢(t) egrisinin yay uzunlugunu

@ du. dv dv

d82 = {GH( dt )2 —|— 2G12(a)(%) —|— G22(%)2} (dt)2

ds* = Gy1(du)* + 2G1adudv + Gogdv?

olarak yazabiliriz. O halde bir yiizeyin birinci temel formu

13



1
I = <G_) {(Gr1du + G12dv)* + (G11Ga2 — G,)dv* }
11

esitligi ile ifade edilir.

Egrinin birim teget vektorii ¢ olmak tizere,

Or(u,v) du + Or(u,w) dv Or(u,w) du + or(u,v) dv

— Ou _dt Ov _dt  _ Ou dt v dt
Or(u,v) du + or(u,v) dv du

Oou dt ov dt du  do G dat

dat dt dv

dt

dar.

r(u,v) ylizeyi tizerinde kesigen iki egri c¢(t1) ve c(t2) olsun. Bu egrilerin birim teget
vektorleri sirasiyla ¢, ve to olmak tizere,

or(u,v) du + ar(u,v)ﬂ or(u,v) du + or(u,v) dv

dt dt dt dty
tl — 8u 1 B’U 1 ve t2 — au 2 a’u 2
du du
du  dv dtq du  dv dts
[ dty  dty } ¢ v, [ dty  dty } ¢ dv.
dt1 dto
esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla
Or(u,v) du + Or(uyv) dv Or(u,v) du + r(u,v) dv
du  dt dv  di du  di v di
t1.ty = L 2 L2z Y2 — cosf
du du
du dv dty du dv dto
[ dty  dty }G dv. [ dty  dt ]G dv
dty dta

dir. Eger bu iki egri dik ise

Or(u,v) du  9Ir(u,v) dv\ (9r(u,v) du N Or(u,v) dv') _ 0
ou dtl ov dtl ou dtg ov dtg N

veya

du du (du du du du) dv dv
12

“nandn T \andn Tandn ) T Y
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olur. u = t; ve v = t9 olarak alimirsa

or(u,w) Or(u,w)
ou v G12

VG VG VGG

elde edilir. Buradan eger G5 = 0 ise t; ve ty birbirine dik olur.[4]

t1.ty = cosf =

Yiizey iizerinde iki nokta P = r(ug,vo) ve R = r(up + du,vy + dv) olsun. PR

vektoriiniin birim normal 77 ye dik izdiisimi d olmak tizere

d= PR.1l

d = (r(uo + du, vy + dv) — r(ug,v9)) .n

seklinde yazilabilir. Taylor agilimi yapilirsa

87“ 87“ 9r 1 9% 10%r,

2 1 2 1 2
= ry.ndu + r,.ndv + (ai&) ndudv + 5% n(du)?® + i%ﬂ(dvy

olur. Burada n birim normal vektori teget diizlemine dik oldugundan r,.n = r,.n =0

oldugundan

O*r 19%r 2, 10%r
5 ) ndudv+§w.n(du) 390" n(dv)? (2.2.2)

ou
L ao] [ e [

Tuw T Tup-T

Q.

dir. Buradaki D = [

ye ikinci temel formun matrisi denir.[4]
Tup- T Typ.T

15



G11G99 — G12Goy = (7’“ X Tv) . (Tu X Tv) e§1t11§1n1 kullanarak

Ty X Ty Tu X Ty
n = =

[(ru X 10)| \/G11Ga — G2,

yazilabilir. (2.2.2) den

uu- uv- d
2d = [ du dv ] [ Pt Tuo Tt ] [ " ] = rau.n(du)? + 2ry,.ndudv + ry,.0(dv)?

Tuw-T Top-T dv

veya

2d = L(du)?® + 2Mdudv + N (dv)? (2.2.3)

olarak yazilir ki burada L = ry,.n, M = ry,.n, N = ry,.n olup K, L, M ye ikinci

temel formun katsayilar: denir.[4] Dolayisiyla ikinci temel formun matrisi

o= ]

(2.2.3) esitliginde d = 0 alinirsa

dar.

—Mj:\/MQ—LNd
v

Ldu® + 2Mdudv + Ndv? =0 = du = 7

dir. Dolayisiyla ylizey iizerinde aldigimiz P noktasi i¢in,

1) M? — LN < 0 ise reel kok yoktur ve teget diizlem yiizeyi sadece P noktasinda
keser. Bu noktalara eliptik nokta denir.

2) M*—LN = 0 ise teget diizlem yiizeyi bir dogru boyunca keser ve bu P noktasina

parabolik nokta denir.

16



3) M2—LN > 0 ise teget diizlem yiizeyi iki dogru boyunca keser ve bu P noktasina
hiperbolik nokta denir.

4) L =M = N = 0 ise teget diizlem yiizeye birden fazla noktada teget olur ve bu
P noktasma flat nokta denir.[4]

Ayrica ylizeyin Gauss egriligi,

LN — M?

K=_——""""
G11Gay — Gy

ve ortalama egriligi,

. lGuN + GQQL — G12M
2 G11G22 — G%Q

H

dir.[4] Yiizey {izerindeki bir noktada maksimum ve minimum normal egrilikler sirasiyla

Kmax V€ Kmin Olmak tlizere,

Fmax = (H +VH? — K)

Fomin = (H — VH? — K)

dir.[4] Ve Gauss ve ortalama egriligi bu normal egrilikler ile,

K = RmaxRmin

Rmax + Rmin

2

H =

17



seklinde ifade edebiliriz. [4]
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3. YUZEY TASARIMI

Bu béliimde sonlu yiizey pargalarinin (yamalarinin) olugturulmas igin gesitli yontemler
verilecektir. Bu boliim alt1 alt boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tensor carpim
yiizeyler verilmektedir. Ikinci boliimde Ferguson yiizey yamalar ve ficiincii boliimde
bu tir yiizey yamalarinin geometrik ozellikleri incelenmektedir. Dordiincii ve beginci
boliimde siras ile verilen onalt1 nokta ile olugturulan yiizey yamasi ve Bezier yiizey
yamalar1 tanitilmaktadir. Son alt boliimde ise tiggensel yiizey yamalarinin nasil

olusturulacag: incelenmektedir.
3.1 Tensor carpim yiizey yamalari
Sonlu sayida ylizey parcgalari v ve v parametrelerine bagh olarak yazilabilir. Yani bir

yuzey,

fu,v) = [z(u,v) + y(u,v) + 2(u,v)], u € [0,1] ve v € [0, 1]

olarak yazilabilir. Ayrica bu ifade kapal formda ¢(x,y, z) = 0 olarak da yazlabilir.
Boylece bir yiizey yamasi f(u,0), f(u, 1), f(0,v) ve f(1,v) egrileri ile sinirhdar.

® ve U, ueUvewv eV olmak iizere,

= {pi(w)}ily ve W ={1;(v)},

seklinde tanimli iki kiime olsun. Bu durumda
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n m

r(u,v) = Cijpi(u);(v)

7=0 =0

seklinde tamiml yiizeye tensor carpim yuzeyi denir. Eger ylizey m = n = 2 ise
bi-kuadratik, m = n = 3 ise bi-kiibik’ dir. Asagidaki Ornekte, iki Ozel egrinin

olugturdugu ¢arpim yiizeyi goézoniine alinmaktadir.[4]

Ornek 3.1.1. Birinci ve ikinci mertebeden Bézier baz fonksiyonlariny goz oniine

alalim.

®(u) = [m(u) p1(u) } = [ (1—wu) u}

U(v) = [%(v) Pr(v) 1he(v) } = [ (1—v)% 20(1—v) 02
dir. Tensor carpum yiizeyinin esitliginden,

r(u,v) = Coopotbo + Corpotr + Coapotha

+ Crop1to + Criprin + Crap192
dur. Burada Cj; katsayilar
Coo:[() 0 0],0102[1 2 0},0012[0 2 4},

0112[1 2 4],0022[0 —1 3},0122[1 -1 3]

olarak alinirsa

20



Sekil 3.1. Bir tensor ¢arpim yiizey ornegi

seklinde yazilir. Olusan bu yizey (Sekil-3.1) deki gibidir. [4]

Bu tensor carpim yiizeyi genellestirirsek,

Dmn Dm(n—l)
Din—1yn  Dn—1)(n—1)

DOn DO(nfl)

olmak tizere,

seklinde yazlir.[4]

DmO
D(m—l)O

DOO

21
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3.2 Ferguson bi-kiibik yiizey yamasi

Egrinin ug noktalar: 7(0) ve (1) ve bu noktalardaki egim vektorleri r,,(0), r,(1) olmak

tizere r(u) Ferguson egrisi,

r(u) = @or(0) + ¢1r(1) + 2ru(0) + ¢sru(1)
seklinde yazilir. Burada ¢y = (2u® —3u®+1), @1 = (—2u®+ 3u?), ps = (u® —2u* +u),

03 = (u® — u?) geklinde tammh Hermite kesme fonksiyonlaridir. Bu esitlik matris

formunda,
_ 0) -
r(u) = [ Yo 1 P2 903] :((10)) (3.2.1)
ru(1) |
2 21 1 ][ 0 ]
_ [u?’ 2w 1} -3 3 -2 -1 r(1)
0 0 1 0 || r0
10 0 0 || )|
dur.[4]

Tensor carpim yiizey yamasi, Hermite-kesme fonksiyonlari i¢inde yazilabilir. Yani
i=0,1,2,3 icin ®;(u) ve j =0,1,2,3 igin ®;(v), u ve v iki parametre olmak iizere

iki Hermite-kesme fonksiyonu olsun. Bu durumda

Cio Cu Ci2 Cis
CQO C’21 CQ2 C'23
C130 C31 C(32 033




Egri(v=1
Egriu=0)  Tu grit=D)

r (LD

r (1,1)
u

Egri(u=1)

Too

Egri(v=0)
ru( 1,0)

Sekil 3.2. Hermite-Ferguson yiizey yamasi

olmak fizere,

)
r(w,0) = [ golw) @1(w) @2(w) es(w) | [C] ; (3:2:2)
)

olarak yazilir.[4] Bu 16 tane C}; fonksiyonlar1 agagidaki bilgiler 1g1g1inda belirlenebilir;

a) Yiizey yamasinin dort koge noktasi 7(0,0),7(0,1),7(1,0),r(1,1) dir.

b) Yiizeyin her kogesindeki u ve v ye gore sekiz tane teget vektorleri r,(0,0),
74(0,0) ,r,(0,1), r,(0,1), 7,(1,0), r,(1,0), r,(1,1), 7,(1, 1) dir.

¢) Yiizeyin koselerindeki dort tane biikiim vektorleri r,,(0,0), 7,,(0, 1), 74.(1,0),
Tup(1, 1) dir.[4]

Eger (3.2.2) de
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iG] = r(1, r(1,1 Ty ro(1,1
7.(0,0) 7,(0,1) 74(0,0) 7,/(0,1)
Tull, Tu 171 Tuw 170 Tuw 171
olmak tizere,
¢o(v)
¢1(v)
(o) = [ golw) @) @a(u) gsw) | [ (323
p2(v)
| #3(v) |

9 2 1 1 |
3 3 -2 -1
M =
0 0 1 0
1 0 0 0

ise bu durumda

[ wo(u) p1(u) @2(u) e3(u) ] = UM

esitligi yazilabilir. Ayrica V = [ 3 w2 v 1 } ve
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r(0,0) r(0,1) r,(0,0) 1r,(0,1)

r4(0,0) 7,(0,1) 7r4,(0,0) 74,(0,1)

olarak alimirsa (3.2.3) esitligi

r(u,v) = UMGM*V? (3.2.4)

dir.[4](3.1.1) esitligi cebirsel formda ve (3.2.4) esitligi geometrik formda yazilmig olup

bu iki ifade birbirine esittir. m = n = 3 i¢in

D33 D3z Dsi Dsg
Das Day Dar Do

[D] =
D3 Dy Du Dy
i Doz Doy Do1 Dy ]
olmak tizere
_ g -
3 3 v?
r(u,v) = ZZDMU%J = [ ud u w1 ] [D]

=0 =0 v

1

=UDVT =UuMGMTVT

elde edilir. Buradan ise D = MGMT veya G = M~ D(M7T)™! esitlikleri elde edilir. [4]

3.3 Ferguson Yiizey Yamalarinin Baz1 Geometrik Yapilari

Bir yiizey iizerinde aliman P(ug,v9) = P(zo,yo, 20) noktasmda r,(u,v) ve r,(u,v)

teget vektorlerini iceren diizleme teget diizlem denir. Bu teget diizlemin denklemini
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belirlemek i¢in teget diizlemi tizerinde verilen bu P noktasindan farkh bir Q(z,y, 2)

noktasi alahm. Diizlemin normali N (ug,vo) bu iki noktay1 birlestiren PQ) vektoriine

dik oldugundan PQ = (x — )i + (y — yo)j + (2 — 20)k igin

PQ.N =0
dir.[4] Buradan,

T—To Y—Y <— %0
PQ.(ry(u,v) X ry(u,v)) = Tu, Yu Zu =0

Ly Yo 2y

dir. Bu esitliklerden faydalanarak bir P = r(u;,v;) ve Q(x,y, z) noktalar1 ile

r(ui, v;) = @(us, v))i 4+ y(ui, vg)j + 2(wi, v5)k = i + Yy + zik (3.3.1)
Tu(ti; 0;) = Ty (Wi, v5)8 + Yu (Wi, )5 + 20 (Wi, v5)k = 250 + yihg + 25k

T (i v5) = T (Uiy )1+ Yo (i, v5)J + 2o(wi, vj)k = 50 + Yy + 25k
olup bu ifadeyi

U

u v
Y=Yj5 Yij Yij
2T Zij Ry R

olarak yazabiliriz.[4]

Gy =7 (u,0) 7 (u,v)  Grg = ro(u,0).7(u,v)  Gag = 7y(u, )7 (u, v) (3.3.2)

L=ry.(u,v)n(u,v) M =ryu(u,v)n(u,v) N =ry(uov)n(u,v)
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esitliklerini kullanarak Gauss egriligi K ve ortalama egrilik H y1 hesaplayabiliriz.
Ayrica bu esitlikler yardimiyla LN — M? = 0 ise parabolik nokta, LN — M? > 0 ise
eliptik nokta ve LN — M? < 0 ise hiperbolik nokta seklinde nokta simflandirilmas:
yapilabilir.

Bir ylizey yamasinin yiizey alani,

5= / / ) )] (3.3.3)

ile hesaplanir.[4] Ayrica (3.2.4) esitligini kullanarak

ro(u,v) = UM*GMTVT (3.3.4)
ro(u,v) = UMG(M")"VT

Pou(u,v) = UM *GMTVT

Tuw(u,v) = UM*G(M*)'VT

oo (u,v) = UMG(M™)T'VE

ifadelerini elde ederiz.[4] Burada

0 0 0 0
6 -6 3 3
M" =M =
6 6 —4 —2
0 0 1 0

ve
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0 0 0 0
0 0 0 0
12 —-12 6 6
-6 6 -4 -2

Mll — M’UU —

dir.[4] Asagida bu duruma bir 6rnek verilmektedir.

Ornek 3.3.1. Bir Ferguson yuzey yamasimn geometrik katsayilar matrisi,

(6,0,0)  (6,0,6) (0,0,6) (0,0,6)
(0,6,0)  (0,6,6) (0,0,6) (0,0,6)
(0,5,0)  (0,5,0) 0 0

(=5,0,0) (=5,0,0) 0 0

olsun. Simdi bu yizeyin (u = 0.5,v = 0.5) noktasindaki normal, teget diizlemi, Gauss

egriligi ve ortalama egriligini hesaplayalim.

r(u,v) = UMGMTVT = [ (Tu® — 13u® +6) (—Tu® + 8u® + 5u) (6v) }

olup (u = 0.5,v = 0.5) noktasindaki koordinatlar: (3.625,3.625,3) dir. (3.3.4)

esitliklering kullanarak,

ru(u, v) = [ (212 — 26u) (—21u® + 16u+5) 0 }
ro(u,v) = [0 0 6]

dir. (u = 0.5,v = 0.5) noktasinda bu ifadeler

74(0.5,0.5) = { 775 7.75 01

74(0.5,0.5) = [ 00 6 }
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olur. Dolaisiyla birim normal
1 j k
—775 775 0 | =46.51 +46.55
0 0 6

dir.

46.5i + 4657 1,
n05.05) = e el Y

elde edilir. Ayrica,

rou(u,v) = UM GMTV = { (42u — 26) (—42u+16 0
ruo(u,v) = UMAG(M*)TVT = {0 0 0}
oo (u,v) = UMG(MY)TVT = [0 0 0]

olur. Ayrica

—1260u? + 1260u — 780

L=r..(u,v).n(u,v) =
() nt ) /(12607 + 96u + 30)2 + (— 12612 + 156u)2

M = ry(u,v).n(u,v) =0
N =ry(u,v).n(u,v) =0

dir. Bu durumda yizeyin Gauss egrilig,

LN — M?

K= =
GG — G,

=0
olur. Yiizeyin ortalama egriligi icin (3.3.2) esitlikleri kullamlarak,

G = ru(u,v).r,(u,v) = (21u* — 26u)? + (—21u* + 16u + 5)°
Gz = ry(u,v).ry(u,v) =0

Gog = 1y(u,v).1y(u,v) = 36
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elde edilir. Boylece

. GllN + GQQL — 2G12M . L . Tuu(0'5a 05)7?,(()5, O5)

H = =
2(G11G22 — G12)2 2G11 2G11(0.5, 05)

dir. Burada 74,(0.5,0.5) = (=5i — 55) ve n(0.5,0.5) = (i + j)/v/2 degerleri yerlerine

yazlirsa H = —0.0294 elde edilir. Tanjant dizlemi ise (3.3.1) kullanilarak,

(z —3.625) —7.75 0
(y—3.625) 775 0|=0

(z—3) 0 6

46.5(z — 3.625) + 46.5(y — 3.625) = 0

yani x +y = 7.25 elde edilir. Bu yuzey yamasimn alani

Sekil 3.3. Ferguson yizey yamalar:

(1, ) X 1y (u,v) = 6(—21u? + 16u + 5)i — 6(21u* — 26u)]
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oldugundan

N

P (u, v) X 7y (u, )] = 6 [(—=21u® + 16u + 5)* + (21u” — 26u)*]? = f(u)

dir. O halde

11
S = / f(u)dudv = 56.64
u=0 Jv=0

elde edilir.[4]

3.4 16 nokta ile ylizey yamasi olugturma

Yiizey yamasi iizerinde 16 nokta igin, (3.1.1) de verilen esitlikte m = n = 3 i¢in bir

bi-kiibik tensor ¢arpim yiizeyi olusturabilir.

r(1/73,1)  r(2/3,1)

1(0,13) J
D 1 (1,1/3)

& r(1/3,0) r(2/3,0)
r(0,0) r(1,0)

Sekil 3.4. 16 nokta ile bi-kiibik yiizey yamasi

m =n = 3 i¢in,
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r(u,v) = Z Z Diju'v? (3.4.1)

D33 D3y D31 Dy v
Doz Doy Do Do v?
Dys Dia D Dy v
Doz Doz Do1 Doo

—_

ile D;; leri belirleyelim. u € [0, 1] ve v € [0, 1] ve herbir aralikta [O, %, %, 1] alt araliklar
mevcut olsun.

Yiizey tizerinde esit araliklarla verilen 16 nokta gozontiine alinirsa

-7"33 T32 T31 7’30- -7"(171) 7’(17§) 7’(1’%) 7’<170)-
T3 T2z T21 T2 | 7“(§71) r(%,%) r(%,%) r(%,O) (3.4.2)
T3 T2 Ti1 Tio 7’(%71) r(%,%) r(%,%) T(%,O)
| 703 To2 Tor Too | _7’(071) 7“(07%) T(Oa%) T(an)_
yazilabilir. (3.4.1) ve (3.4.2) den
[ Dss Dy Dy D |
D] = Doz Doy Do Do
Dz D1y D Dy
i Dos Doz Dor Doo ]
olmak tizere,
(v e ot ot | | 1 1 1 1| [1 & L o]
T2z T22 T21 T2 _ % % % 1 [D] 1 % é 0 (3.4.3)
T3 Ti2 Ti1 T 2%%%1 1%%0
| 703 To2 Tor Too | _0 001_ _1 1 1 1_

w
N}



elde edilir.[4] Burada

icin

1 11
8 4 2
27 9 3
111
27 9 3
0 0 O
= M

—_ =

733
23
13

o3

732
T'22
T12

To2

31
21
11

To1

T30
20
10

Too

T

olur.[4] Dolayisiyla esit aralikli 16 nokta kullanilarak olugturulan bir yiizey yamasi,

seklinde yazilir.[4]

3.5 Bézier ylizey yamalari

733
23
13

To3

32
22
12

To2

31
21
11

To1

T30
20
T10

To0

(3.4.4)

¢t =0,..,mve j=0,.,n olmak tzere r;; kontrol noktalar1 ve u, v parametrelerine

gore Bernstein polinomlar Bj"(u) ile B} (v) tensor carpim Bezier yiizey yamasi

m

n

r(u,v) = Z Z 1y Bi"(u) B} (v)

i=0 j=0

ile verilir.[4]
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O
T30
Too
Sekil 3.5. Bi-kiibik Bezier yiizey yamasi
Too To1 To(n—1) Ton
T10 11 T1(n—1) Tin
[Ri] =
Tm-10 Tim-1)1 -+ T(m-1)(n-1) T@m—1)n
T'mo Tmi T'm(n—1) T'mn
olmak tizere bu egitlik
(1—w)"

n(l—ov)" v

dir.[4]

Ornegin bir bi-kiibik Bezier ylzey yamasl i¢in
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Too 7Tor To2 T7To3
o Tz Ti2 T13

oo To21 T22 T23

3o 731 T32 733

olmak tizere

_ " -
3v(1 — v)?
r(u,v) =1 (1 —u)?® 3u(l—u)? 3u*(1l—u) u® |[R
e e O T (I 1A
o3
veya
— - — _T_
-1 3 -3 1 -1 3 -3 1
3 -6 3 0 3 -6 3 0
r(u,v)—[u:” u? u 1} [R]
-3 3 0 0 -3 3 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
U
02
I[u3 u? 1}MB[R]M5
v
1

seklinde tanimhdir. Burada Mp matrisine Bézier katsayilar matrisi denir.[4]

Ornek 3.5.1. Bir kuadratik-kiibik Bézier yuzey yamast i¢in kontrol noktalar,

Too To1 7To2 T7To03 (0,0,0) (1,0, 1) (2,0, 1) (3,0,0)
[A] = o Ti1 Ti2 T13 = (07 17 0) (17 17 ]-) (27 ]-a 1) (37 17 0)
Too T21 T922 T93 (0,2,0) (1,2, 1) (2,2, 1) (3,2,0)
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olsun. Bu durumda yiizey tzerinde (u = 0.5,v = 0.5) noktasindaki birim normali,
tanjant dizleminin denklemini ve egriliklerini hesaplayalim. Burada (3.5.1) egitliginde

m =2 ven =3 dir. O halde verilen bu kontrol noktalar: ile yizey yamasina,

(1 - o)

3v(1 —v)?

r(u,v) = { (1—u)® 2u(l—u) u? } [A] ( )
3v%(1 —v)

(-0 ]

3v(1 —v)?

— {(1—u)2 2u(1 — u) UQ}[A] e

3v2(1 —v)

= [3v, 2u, 3v(1 — v)]
olarak (Sskil-3.6) bulunur.

Dolapsiyla yuzeyin birim normali,

Tu(u,v) X 7y (u,v) {6 —120,0, -6}
n = =
(i, 0) X a0, 0)] 6 = 1207 T 30

olur. Tangjant dizlemi r(0.5,0.5) = [1.5,1,0.75] de

— n(0.5,0.5) = {0,0, -1}

T—Tp Typ Typ zr—15 0 3
Y—Yp Yup Yop =0 = y—l 2 0|=0= 2=0.75

2= 2 Zup Zup z—075 0 0

elde edilir. Ayrica u = 0.5 ve v = 0.5 noktalarinda

r. =10,2,0}, r,=1{3,0,0}, 7.,,{0,0,0}

Tuw = {O, 07 0} y Tov = {0, O, _6}
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Sekil 3.6. Kuadratik-kiibik Bezier ylizey yamas:

olup

Gnu=4, Gi2=0, Gp=9

L=M=0, N=0

dvr. Buradan,

K LN — M? 0
= K1tk = =
T GGy — G

ve

1 GuN + Gl —2GM 1
H = — = —
5 (K1 ri2) 2(Cr1Gas — G2 3

dir. Simdi verilen bir yuzeyde kontrol noktalarinin degistirilmesi ile yuzeyde olusacak
degisikligi gozlemleyelim. Eqger yukarida olusturdugumuz yizeye ait olan ri9 ve 113
kontrol noktalariny siraswyla (0,1,0.5) ve (3,1,0.5) olarak degistirirsek bu durumda
yeni ylizey (Sekil-3.7) deki gibi olur.[4]
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Sekil 3.7. ki kontrol noktasimin degisimi ile kuadratik-kiibik Bezier yiizey yamasi
3.6 ﬂ'ggen seklinde yuzey yamalari

Bir tiggen yiizey yamasi olugturmak icin parametrelerimiz u,v ve w olsun. Burada
u+ v+ w = 1 olmahdir. Ucgen seklinde yiizey yamalarinm kontrol noktalar: Tijk

olmak tizere bu noktalar

n =2 1se
T020
Tro11 110

T'002 101 7200

ve
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T040
T031 7130
7022 T121 7220
T013 112 211 7310
T004 103 202 301 7400

seklinde ticgen seklinde dizilir. Herbir kontrol noktasi ii¢ boyutludur ve 4, 7, k indisleri
icin 0 < 4,5,k <nvei+j+ k = n dir. Burada n se¢imi keyfidir. Ayrica kontrol
noktasi sayismi 1(n + 1)(n + 2) ile belirleyebiliriz. Bu ifadelerle birlikte bir tiggen
yiizey yamasi, ylizeyin smur egrileri, {u = 0,v,w = (1 —v)} ,{u = (1 —w),v = 0, w}

ve {u,v = (1 —u),w =0}

Z To.5k 210y lk' (1—v)" ZTOW T iln — j) (L= (3.6.1)

i+k=n
n! .
r(u) = Z 3050 ljl 1_“3_2“”@ - n_l)l u'(l—u)"™
i+j=n
_ . & —w)k
—k; Tz,(],ki!k_! Zrn k)Okk' l{?) (1 )

olmak tlizere

r(u, v, w) Z Tzﬂc”kﬂ“’] wh, utvdw=1veit+j+k=n  (3.6.2)
i+j+k=n

elde edilir.[4]
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Ornek 3.6.1. n = 2 i¢in bir tuggen Bézier yizey yamasi olusturalim. Kontrol noktalars,

To20 = (1,3,1)
To11 — (05, 1,0);7”110 = (15, 1,0)

Too2 = (OaO,O);T’lol = (1,0, —1)37’200 = (2,070)

olarak verilsin. Bu durumda (3.6.2) esitligi yardimuyla (Sekil-3.8) elde edilir.[4]

Sekil 8.8. Ucgensel yiizey yamalar
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4. BIRLESIK YUZEYLER

Bu boliimde once verilen iki egriyi sinir egrileri kabul eden yiizey yamalar: sunulacak,

sonrada iki ylizey yamasinin olusturdugu yiizey yamasi tanitilacaktir.

4.1 Smir interpolasyon yiizeyler

Tanim 4.1.1. p(u) ve q(u) iki egri olsun. Bu iki egriye dayanarak hareket eden
dogrunun meydana getirdigi yilzeye regle yizey denir. Daha agik olarak r(u,v) =

(1 —v)p(u) + vq(u) seklinde tanwmly yiizeye regle yiizey denir.[3]

(W

r(w

I'(u)
I'Z(u) i

(a) (b)

Sekil 4.1. a) Regle yiizey ve b) loft yiizey

Regle yiizey yamalari, sinir interpolasyon yiizeylere iyi bir 6rnektir. 1 (u) ve ro(u),

41



[0, 1] araliginda iki parametrik egri olsun. Regle ylizeyin tanimi geregi,

r(u,v) = (1 —v)ry(u) + vre(u) (4.1.1)

=ri(u) + v [ra(u) — ri(u)]

seklinde yazilabilir. Ayrica t;(u) ve to(u), sirasiyla ri(u) ve ro(u) egrilerinin ¢apraz

siir tegetleri olsun. Bu durumda bu yiizey (3.2.1) yardimiyla,

r(u,v) = @o(v)ri(w) + 1 (v)r2(u) + 2(v)t () + 3(v)ta(u) (4.1.2)

olarak yazilir. Bu gekilde tamimh ytizeye loft yiizey denir.[4]

Ornek 4.1.1. r(u,0) = {cos [r(1 — u)],sin [—7u], 0} ve r(u, 1) = {(2u — 1), —2u(1 — u), 1}

egrileri, u € [0, 1] araliginda regle yizeyin iki sinwr egrisi olsun. v € [0, 1] igin yizey

r(u,v) = {(1 —v)cos[r(l —u)] + v(2u — 1), —(—vsin [ru] — 2u)(1 — u)v,v}

dir. Ayrica (u = 0.5,v = 0.5) noktasinda

1
TU(O5,O5> = {g + 17070} ) Tv(05705) = {07 57 1}

olup

1
Ty X Ty = {O, g +1, 5(% + 1)} = birim normal n = {0,0.895,0.448}

elde edilir.[4]
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Sekil 4.2. Regle yiizey

4.2 Coon’s ylizey yamalari

Poo, Po1, Pio, P11 kontrol noktalarindaki simir egrileri ag(v), ai(v), bo(u) ve by(u) olsun.

Regle yiizeyler bu egri parcalarindan karsilikli iki tanesinin birlegtirilmesiyle olustugundan,

r1(u,v) = (1 — v)bg(u) + vby(u) (4.2.1)

ro(u,v) = (1 — u)ag(v) + uay (v)

dir. Bir lineer Coon’s yamasi bu iki yamanin toplami olarak asagida verilen yontemle

bulunur. 11k olarak

r(u,v) = r(u,v) + ro(u,v) — r3(u, v) (4.2.2)
yazalir.[4]
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b
P 11
01 n 1
\ Iy 1
q]_{v) } ) 40
bn( u) o 10
P o P
00 (14, v) P 10
Jl'(u, v) 12(“‘ v oo (u.v)
3

Sekil 4.3. Bir bi-lineer Coon’s yamasinin olugumu

r(u,0) = bp(u) oldugundan

r(u,0) = ri(u,0) + ro(u, 0) — r3(u,0)
= bo(u) + (1 —u)ap(0) + uay (0) — r3(u,0)

= bo(U) + (1 — ’LL)POO + uP10 — 7“3(“, 0)

elde edilir. Boylece
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r3(u, 0) = (1 —u)Foo + uPrg (4.2.3)

olur. Benzer gekilde r(u, 1) = by (u) oldugundan

r(u,1) = ri(u, 1) + ro(u, 1) — rs(u, 1)
=by(u) + (1 —u)ap(l) +uay (1) — r3(u, 1)

= bl(U) -+ (1 — U)Pol + UPH — 7"3(“, 1)

dir. Buradan

r3(u,1) = (1 — u)For + uPny (4.2.4)

bulunur. (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerinden r3(u, v) egrisi igin iki sinir egrisi olan r3(u, 0)

ve r3(u, 1) nin v parametresine bagh lineer olduklar1 goriiliir. Dolayisiyla,

r3(u,v) = (1 —v)rs(u,0) + vrs(u, 1) (4.2.5)
= (1—?]) [(1—U)P00+UP10] +U[(1—U)P01+UP11]

=(1—=v)(1 —u)Py+ u(l —v)Pi+ (1 —u)vPy + uvPy

elde edilir. Aym sekilde 7(0,v) = ag(v) ve r(1,v) = a;(v) esitlikleri kullanilarak,

r(0,v) = (1 — v)bo(0) 4+ vb1(0) + ap(v) — r3(0,v)

= (1 —v)Py + vPo1 + ag(v) — r3(0,v) = ap(v)
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ve

r3(0,v) = (1 — v) Py + vPn (4.2.6)

bulunur. Ayrica

r(1,v) = (1 —v)by(1) + vbi (1) + a1 (v) — r3(1,v)

=(1—=v)Pio+vP+ai(v) —r3(1,v) = ai(v)

ve

7”3(1,1)) = (1 — U)Pl() + UP11 (427)

olur. r3(0,v) ve r3(1,v), u’ya bagh lineer fonksiyonlardir. Bu durumda bir lineer

Coon’s ylizey yamasi,

POO POl
PIO Pll

<1—v>]

dir. Burada [ (1—u) u } ve [ (1—v) v } fonksiyonlar1 Coon’s yiizey yamalar1 i¢in
kesme fonksiyonlaridir. [4]

Lineer Coon’s yiizey yamasi i¢in verilen yonteme benzer olarak Hermite kesme
fonksiyonlar: yardimi ile Hermite veya bi-kiibik Coon’s yiizey yamasi olugturulabilir.

Dort sinir egrisi ve koge noktalarina ilaveten sirasiyla gapraz sinir tegetleri so(v), s1(v),
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to(u) ve t1(u) olsun. by(u) ve by(u) simir egrilerinin ¢apraz sinir tegetleri ¢o(u) ve tq(u)

olmak fizere,

r1(u, v) = o(v)bo(u) + @1(v)b1(u) + @a(v)to(u) + @s(v)ti (u) (4.2.9)
yazilir. Benzer sekilde ag(v) ve aq(v) smir egrilerinin ¢apraz simr tegetleri so(v) ve

s1(v) olmak tizere,

ra(u, v) = @o(u)ao(v) + pr(u)ar(v) + pa(u)so(v) + ps(u)si(v) (4.2.10)

yazabiliriz. (4.2.2) te verilen bi-kiibik Coon’ ylizey yamasi i¢gin,

r(u,0) = ¢0(0)bo(u) + ©1(0)b1(u) + p2(0)to(u) + ¢3(0)t1(u)
+ po(u)ao(0) + p1(u)ai(0) + p2(u)so(0) + ¢3(u)s1(0) — r3(u,0)
= bo(’d)
r3(u, 0) = po(u)Poo + p1(w)Pro + p2(u)se(0) + ¢3(u)s1(0) (4.2.11)

elde edilir. Benzer sekilde,

r(u, 1) = @o(1)bo(u) 4+ 01(1)b1(u) + w2 (1)to(w) 4 @3(1)t1(u)
+ @o(u)ao(1) + p1(u)ar(l) + pa(u)so(1l) + wa(u)si(1) — rs(u, 1)
= bl(u)
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r3(u, 1) = o(w)Por + 1(u) P14 pa(u)so(1) + p3(u)si(1) (4.2.12)

dir.[4] Simdi olugturdugumuz bu r(u, v) ylizey yamasinn v ye gore diferensiyeli alimirsa,

0
= —7ri(u,v) + %TQ(U, v) — %rg(u, v) (4.2.13)
0

= T o) + - er(0)a(u) + 1-pa(w)iofu) + s} ()

+ o(u) -ao(v) + 01(u) oan(0) + () 5-su(w) + () 5-51(0) = (s v)

elde edilir.[4] Twist vektorleri y;; olmak {izere,

0? 0 0 . .
Xij = au(%?“(uav) luzip=j = %Si(v) lo=j = %tj(u) lu=i ,i=0,1ve j=0,1

(4.2.14)
olarak tanimlansin. Béylece v = 0 igin £ag(0) = to(0) ve La;(0) = to(1) olup (4.2.13)

esitligi,

%T(u, 0) = to(u) +@o(u)to(0) 4+ @1 (u)to(1) 4 po(u)xoo + @3(u) x10 — 27“3(u, 0) = to(u)

Jv
oldugundan
0
%T?)(U, 0) = @o(u)to(0) + @1(w)to(1) + @2(u)X00 + ©s(u)x10 (4.2.15)
dir. Benzer sekilde v = 1 i¢in 2ao(1) = t,(0) ve £a;(1) = t1(1) oldugundan,

%MW 1) = t1(w) +wo(w)t1(0) + @1 (u)ti (1) +pa(u)xor +w3(u)x11 — %7’3(% 1) = t1(u)
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oldugundan

%m(u, 1) = wo(u)t1(0) + o1 (u)t1(1) + @a(u)xo1 + p3(u)x11 (4.2.16)

dir. (4.2.11), (4.2.12), (4.2.15) ve (4.2.16) esitliklerinden

rs(u,0) = ole)rsos 0) + o1 (0)rs(u, 1) + pa(0) 570t 0) + ps(0) o 1)

veya

73(u,v) = @o(v) [po(u) Poo + w1 (w) Pro + @a(u)so(0) + @3(u)s1(0)]
+ ¢1(v) [po(u) Por + @1(uw) Prr + pa(u)so(1) + @3(u)si(1)]
+ ©2(v) [po(u)to(0) + @1 (u)to(1) + p2(u)xoo0 + ¢3(u)X10]

+ @3(v) [o(u)t1(0) + @1 (w)t1 (1) + pa(u)xor + p3(u)x11]

veya matris formunda

[ P Pu so(0) $1(0) |
Poo  Pu o so(1) si(1)
to(0) to(1)  xoo  Xio

| 0(0) t(1) xoo xu

ra(w.) = [ o) @1(0) @a(v) (o) (42.17)

olarak yazilir.[4] Dolayisiyla bir bi-kiibik yiizey yamasi,
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r(w0) = [ go() @u(0) a0) @s0) | [ bow) Bi(w) to(w) t(w) | (4218)

+ [ ao(v) ai1(v) so(v) sl(v)}

POO Pl()

_ [ wo(v) @1(v) @a(v) 903(1))] P Pn

r(0,0) = [ po(v) @i(v) pa(v) pa(v) | | bo(0)

+a(®) = [ @o(v) @) @) ¢s(o) ]

s0(0) s1(0) po(u)
so(1) si(1) p1(u)
Xoo  X10 p2(u)
Xor  X11 p3(u)

= ag(v)

ve

20




o) =) @) @) e ][ B0 b w60 e |

ra0) = [ pol) wil0) e e |

= ai(v)

bulunur.[4] Ayrica

%T(u,v) = [ wo(v) $1(v) w2(v) 803(0): [%bo(u) Dh ) Do) L)
[ Zo(u) |
+ [ ao(v) @) so() si(v) ] 20, (u)
g P2(1)
B3 (u)

| Po P s0(0) s1(0) 11 5%900( )
Py P so(1) si(1 2 1\u

_ |: ao(v) al(v) So(’U) 81(1)) :| ( ) ( ) au90 E ;
(u)

to(0) to(1) xo0 X0 3%902
_t1(0) t(1)  xo1  Xu | _3%903

olur.[4] Burada
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D00 = [ o) @) w0 w0 ][50 500 w0 xa ]
55(0)
#ao) = [ w) ale) ) ) ]|
Xo1
= s0(v) - -

%7’(1,1}>_|:(p0(y) P1(v) pa(v) 903(7])}[51(0) s1(1) x10 Xxn

s0(0)

so(1)
X10
X11

+a10) = [ @) @) @) e ]

= s1(v)
ile belirlidir.[4]
Ornek 4.2.1. Asagqidaki kontrol noktalarini kullanarak bir Coon’s yiizey yamast olusturalim.

ap(v) = reo = (0,0,0) 7191 = ($7ﬁ7%> Tozz(ﬁ—ﬁ,ﬁ%) ros = (v2,0,0)

)

bi(u) =110 = 703 11 = T02 T2 = (ﬁ—ﬁ,ﬁ—ﬁ,%) T3 = (\/5, \/570)
(
(

ay(v) =1y =113 21 = T12 7”222(%,\/5—3\/5,%) 7“23:(0,\/§,O)
bo(u) =7

30 — 723 31 = T'22 32 = To1 33 = To0
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Bir iki-lineer Coon’s yiizey yamast elde etmek igin dort swnir egrisi,

-1 3 -3 1 T00
3 —6 3 0 To1

]
—3 3 0 0 T02

1 0 0 0 T03
-1 3 -3 1 20
3 =6 3 0 91

]
-3 3 0 0 729

1 0 0 0 T23

—1 3 -3 1 T30
3 —6 3 0 731
]
-3 3 0 0 T'32

1 0 0 0 733

-1 3 -3 1 T10

3 —6 3 0 r11
bl(U): |:u3 U2 u ].:|
-3 3 0 0 T12

1 0 0 0 T13

dur. Bu egitlikler yardvmayla bir bi-lineer Coon’s yiizey yamasinin sinir egrisi, r1(u, v)
ylizeyi, ro(u,v) ylzeyi, r3(u,v) ylzeyi ve bunlarin birlestirilmesi ile olusan yiizey

(Sekil-4.4) daki gibidir.[4]
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Sekil 4.4. Bi-lineer Coon’s yuzey yamasimin olusumu

4.3 Ferguson Yiuzeylerinin Birlegtirilmesi

Bu alt bolumde iki ytizey yamasi verildiginde bunlarin olugturdugu yeni ytizey yamasi
ingaa edilecektir.
Ferguson bi-kiibik yilizey yamalarinda, iki bitigik ytlizey yamasiin koge noktalar:
ve egimleri ayni oldugundan bu karsilikh yiizey yamalar1 Cj siirekliligi saglamaktadir.
(Sekil-4.5) gozoniine almirsa I ve I numaral ortak sinirh yiizey yamalari igin

v parametresine bagl kiibik bir egridir (v = 1 igin /, v = 0 i¢in I dir). Bu ise
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Il?+2j+1

Sekil 4.5. Ferguson yiizey yamasinin sinirlari

r, egiminin bu smir egrisi boyunca siirekli oldugunu gosterir. Benzer olarak I ve
1117 iginde r, egimi bu sir egrisi boyunca stireklidir. (3.2.4) esitliginde fazla sayida
teget ve twist vektori gerektirdiginden bundan sakinmak igin bir yol olarak verilen
Pj;i1=20,1,..m ve 3 = 0,1, ...,n veri noktalarimin kiimesi i¢in bir Ferguson ytizey
yamas! uydurmak gerekir. v parametresi boyunca s;; ve v parametresi boyunca t;; ler

agagidaki gekilde hesaplanir;

Pty = Py |
sij = Cil L Gy =min(|Py; — Pyl [Pty — Pyl) (4.3.1)
|Pit1j — Pi—qj]
Py — Py |
tiy = Dyt Dy =min(|Py — Py, | Py — Pyl)
|Pijy1 — Pij1]

dir. Twist vektorler sifir olarak kabul edildiginde bir Ferguson yilizey yamasinin

geometrik matrisi,
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By Pyjn ty o tin
Py P tivy tivijm (4.3.2)
Sij Sij+1 0 0

Si+1j  Sit1j+41 0 0

elde edilir. Burada dikkat etmemiz gereken bir nokta, ¢ = 0 veya ¢ = m i¢in P_y;
ve Ppy1; bilinmeyenler olduklarindan tim j = 0,1,...,n icin so; ve sp,; ler keyfi
olarak secilebilir. Benzer sekilde t;y ve t;, de tiim ¢ = 0,1, ..., m ler i¢in keyfi olarak

segilebilir.[4]
Ornek 4.3.1. Kontrol noktalars,

Py =(0,0,0)  Pio=(1,0,0) Py =(2,0,0)

Py =(0,1,0) P =(1,1,0) Py =(2,1,0)

Py =1(0,1,2) Po=(1,1,2) Pyp=(21,4)
olarak verilsin. Bu noktalar: kullanarak bir Ferguson yuzey yamas: elde edelim. Burada
i=0,1,2 ve j = 0,1,2 igin keyfi olarak so; = smj = tio = tin, = (0,0,0) seklinde
segebiliriz. Arada kalan s;; egimlerini (4.3.1) esitliklerini kullanarak,

PZO_POO

s10 = [min (| Pro — Fool , [P0 — Prol)] Poo — Pool
20 — Foo

= min([(1,0,0) = (0.0.0)1.12:0.0) = (1,0.0))} 155 =57y = (1:0.0

. Py — P,
S11 = [m1n(|P11 - P01| ) |P21 - P11|)] 21 o

| Pa1 — Fot
= in((1,1.0) = (0.1,0)|(2:1,0) = (1 LOD] (51— = (10,0
. Pao — P
S12 = [Hlln(|P12 - P02| ) |P22 - P12D] m
~ min(|(1,1,2) = (0,121, 12.1.9) - (02D} 5T P g g = (50 75
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ve t;; egimlers

. Py — P,
tor = [min (| Por — Fool , |Poz — Foul)] H
02 — Loo
= [min([(0,1,0) — (0,0,0)[,[(0,1,2) — (0,1,0)])] 1(0,1,2) — (0,0,0)] = E’ ﬁ)
' Py — P,
t11 = [mln (|P11 - P10| ) |P12 - Pllm H
12 — 110

= fmin(|(1,1,0) = (1,0,0)],1(1,1,2) = (1, LO))] 11— g = (O,

P22_P20

tyr = [min (| Po1 — Paol, | Paz — Pa)] [Prs— Poo
92 — £

—
~
—~
no
=
(=)
~—

1 4
:(07 )

~ fuin(|2:1,0) = (2.0.0)1, 21,4 - (2L O] o — 0

)
bulunur. [4]

(4.3.2) de twist vektorleri sifir kabul edildi. Ancak bu yiizey icin giiglii bir
sinirlamadir. Bu durum diizlem durumunun ortaya c¢ikmasina neden olur. Bundan
sakinmak icin twist vektorlerini sifirdan farkli olarak segcmek gerekir. Dolayisiyla yiizey
yamasmim simirinda C? siireklilik sartini incelememiz gerekir. (3.2.4) esitliginden

(Sekil-4.5) deki I yiizey yamasi igin,

rf(u,v) = UMGIMTVT (4.3.3)
ifadesine sahibiz. Burada

Fj Pty bij41
Py Piiijr vy v+ (4.3.4)
Sij Sij+1 Xij Xij+1

| Sitly Skl Xitlg o Xitlj+l |

seklinde tamimhidir. I ve I] numarali yiizey yamalarmin ortak smniri boyunca C?
siirekliligi i¢in,
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[6 2 0 o}MGIMTVT:[o 2 0 o}MG”MTVT

[6 6 2 4]GIMTVT=[—6 6 —4 —2]G”MTVT

veya

6 -6 2 4|G'=|—-66 —4 —2 |G
| Jor=| ]

esitligi yazilir.[4] Bu durumda,

A) syt Asiy + sivej = 3(Pie; — Byj)

(4.3.5)

B) Xij + 4Xi+1j + Xit+25 = 3(ti+2j — f}ij) j sabiti i(;in 1= O, ceey M — 2

denklemleri elde edilir.

Benzer sekilde I ve I11] ylizey yamalar1 arasinda,

T T
UMG'MT [6 2 0 0| =UMGTM" [0 2 0 0]

T

UMGI[6 6 2 4}T:UMG”I[—6 6 —4 —2]
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veya

1 r 117 r
G 6—624]:(; [—66—4—2

yazilir. Boylece,

C) tij + 4tij+1 ‘|— tij+2 - S(Pij-l—Q - PZ ) (436)

D) Xij + 4Xi+1j + Xi+2j = 3(8@‘_,_2 — Sij) 1 sabiti 19111 j = O, = 2

elde edilir. Bu bilgiler yardimiyla, veri noktalar1 ¢ = 0,...,m ve j = 0,...,n F;; ler

olmak tizere s;; ler (A) ile, ¢;; ler (C) ile, x;; ler (B) ve (D) ile hesaplanabilir.[4]

4.4 Bézier Yiizeylerinin Birlestirilmesi

(Sekil-4.6) da iki bitigik bi-kiibik Bézier yilizey yamasim goézoniine alalhm. (3.5.2)

esitligini kullanarak,

! (u,v) = UMGLEMEVT (4.4.1)

r(u,v) = UMpGH MEVT

esitlikleri elde edilir. Bu sur egrisi boyunca her v degeri igin r/(1, v) = r'/(0, v) dir.[4]

Too To1 To2 T7To3
T T r r
Yani[l 1 1 1]MBGI :[O 00 1]M3vaeya[R]: 10 11 12 13

T20 To1 T22 723

T30 731 T32 733

olmak tizere,

29



[—,. T
=T

Sekil 4.6. Bitisgik Bezier ylizey yamasinin sinirlari

- -1 - ~ 11
T30 Too
r T
oo o L= =l1too0o|R ="
T'32 T02
7“33_ _7“03_

olup j =0, ..., 3 icin réj = réjf elde edilir. [4]

Ornek 4.4.1. S, ve S, iki quadratik Bézier yiizey yamas. olsun. S, nin kontrol

noktalar

Poo = {07070} Po1 = {07 172} Po2 = {07 27 2}
P1o = {1707 ]-} P11 = {]-a 173} P12 = {173a3}

P20 = {2,0,0} P21 = {2, 172} P22 = {2’ 2’ 2}
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ve Sy min kontrol noktalar:

q0 =10,2,2} g1 ={0,3,2} qo2 = {0,4,4}
dio = {1,373} Q11 = {1,4,3} Q12 = {1’575}

i q20 = {2, 2,2} q21 = {2,3, 2} Qoo = {2,4,4} i

olsun. (Sekil-4.7) swraswyla bu yiizeyleri ve bu yizeylerin birlestirilmesi ile olusan

birlestirilmis yizeyi gostermektedir.[4] Eger S, nin kontrol noktalarin degistirmeden

Z

i
0

%

gl
&

)7/

7177
,’l,”"l;ll’ 20K
1L, 0

AR
/l,,n{:,‘,': X
2

Sekil 4.7: Iki bi-kuadratik yiizey yamase ve bunlarin birlestirilmesi ile olusan
bi-kuadratik Bezier ylizey yamast
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Sy man kontrol noktalarina

qoo = {0,2,2} qo1 = {0,3,2} qo2 = {0,4,1}
¢o=1{1,3,3} qu={1,42} q.=1{1,5,2}
G0 =1{2,2,2} @1 =12,3,2} ¢ =12,4,1}
olarak degistirip bu yeni ytizeye Sq1 dersek bu ki ytizeyin birlestirilmesi ile olusturulan

yuzey (Sekil-4.8) deki gibidir.[4]

Sekil 4.8. S, ylzeyi ve S, ve Sy, yuzeyleri ile birlestirilmis yuzey yamalar:

C' siirekliligi igin v € [0, 1] araliginda v = 0 da I yiizey yamasi ile v = 1 de [
ylzey yamasinin tanjant diizlemleri ayni olmalidir bir bagka ifade ile simirdaki ytizeyin

normal dogrultusu ortak olmalidir. Yani

3'r*H(O, v) X

ou QTH(O?U) = \v)=—7!(1,v) x %rl(l,v) (4.4.2)

ov



yazilabilir.[4] Zr11(0,v) = Z7!(1,v) esitligi siireklilik saglandigindan (4.4.2) esitligi
icin iki durum so6z konusudur;

1. Durum

0 II _ 9 I
5r1(0,0) = Aw) 5 (1,0) (44.3)

[0 0 1 O]MBGIBIM;“VTzA(v)[:a 2 1 O}MBGEMEVT

dir. Gerekli diizenlemeyi yaptigimizda,

T{ZI - T(I)ZI = A(r?{z - Téi)? Z = 07 17 25 3 (444)
elde edilir.[4]
2. Durum
9 11 0 I 0 T
= = —r (1 —r'(1 4.4.
aur (0,v) )\(v)aur (1,v) —l—u(v)aur (1,v) (4.4.5)

ki burada A(v) ve pu(v) v ye bagh skalar fonksiyonlardir. Bu ifade matris formunda,

000 1 0| MsGEMEVT =A0)[ 3 2 1 0| MaGEMEVT  (4.46)

32

2v
+ p(v) [ 1111 } MpGLME

seklinde yazlir.[4]

Ornek 4.4.2. Iki bi-kiibik Bézier yiizey yamasi r'(u,v) ve r'(u,v) olsun. r'(u,v)

yuzey yamasimn kontrol noktalar:
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0,0,0

0,2,0

[ (0,0,0)
(0,1,0)
(0,2,0)

| (0,3,0)

0,3,0

1,11

=

—~ o~ o~

1,0,0

1,2,2

—_— — ~— ~—

1,3,3

2,1,1

) Y

~~ I~ —~

2,0,0

2,2,2

~— N N~

2,3,3

(3,0,0
(3,1,0
(3,2,0
(3,3,0)

ve r!(u,v) ye bitigik 7! (u,v) yiizey yamasimin kontrol noktalar ise,

olsun. Simdi [ Yoo Toi To2 To3 Tio T11 Ti2 T13

T00
710
(0,6,0)
(0,7,0)

To1
11
(1,6,5)
(1,8,0)

T02
T12
(2,6,5)
(2,8,0)

703
713
(3,6,0)
(3,7,0)

11

11

bilinmeyen kontrol noktalarini

belirleyip birlestirilmis yiizeyi elde edelim. Yiizey yamalarimn C° siirekliliginden

[ 1o e e | = [ 03.0) (13,3 (2.3.3) (33,0 ]

dir. C* siirekliligi icin yukarida tammladigimz iki durumu goz 6niine alalm. Ik

durum igin,

olup A = 2 secilirse

II II
T — Toi

)‘(Téi - Téi)?

i=0,1,2,3

II
0 Ti11 T12 7’13:| :[<O,3,0) (1,3,3) (2,3,3) (3,3,0):|

+2[(o,1,0) (0,1,1) (0,1,1) (0,1,0)}

— | (0,5.0) (15,5 (2.5.5) (3,5.0) |
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elde edilir. Tkinci durum icin (4.4.6) esitliginden,

[0 01 O}MBGEMEVTZAH 2 1 O}MBGIBMgvT

Cae ]

| 2v

o m@) [ 111 1| MpGhME 1

0

yazilabilir. V' nin katsayilar1 kiyaslandiginda,
330 0]GH=2[3 21 0]MG
_3M1 g 0 0O ]
0 2 2 0

+[1 11 1]MBGIBM§ H=Ho M;T

0 0w po
0 0 0 O

esitligi bulunur. A = py = p1 = 1 segilirse,

3 (7”10 — 7”00) (7"11 — 7”01) (7”12 — 7”02) (7’13 — 7’03) :|IIZ [(3, 3, 9) (4, 3, 9) (5, 3, 0) (6, 3, —18> ]

veya
= (0,3,0) + %(3,3,9) —(1,4,3)
P (1,3,3) + ;(4’3’9) _ (%,4,6)
P11 = (2,3,3) + ;(5,3,0) - (%,4,3)
P11 = (3,3,0) + ;(6,3,—18) — (5,4, -6)
olur.[4]
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4.5 B-Spline Yiizey Yamalari

Bir B-spline yilizey yamasini olugturmak icin B-spline egrileri ve tensor ¢arpimini
kullanacagiz. Eger knot vektorleri diizgiin ise bu durumda bir diizgiin kuadratik

B-spline yiizeyi,

1 -2 1
X]=1] -2 2 0
1 1 0

ve

Too Tor To02
[Rl] = | "o T11 Ti2
oo T21 T22

olmak tizere,

r(u,v) = (%

Pler v 1] XRIXT] 0 (4.5.1)
ve bir diizgiin kiibik B-spline yiizeyi

Too Tor To2 T7To3

o Ti1 Ti2 T13

[R] =
o0 T21 To2 T23
i 30 T31 T32 733 i
ve _ _
-1 3 -3 1
3 -6 3 0
Y] =
-3 0 3 0
1 4 1 0




olmak tizere,

r(u,v)z(%)Z w2 1| YR 1; (4.5.2)
1

esitlikleri ile yazilabilir.[4]

Eger B-spline yiizey kapali olarak olusturulacaksa asagidaki adimlar goézontine
alinir.

Kontrol noktalar1 r;; (i =0, ...,n) ve (j =0, ..., m) olmak iizere bir kapali diizgiin
kiibik B- spline yiizey olusturmak icin; rog, 701, 702, 703, 704, 705, 7065 7075 T00; 710, T'11,
12, T13, T'14, T'15, T16, T'17, T10; 7205 T'21, T22, T'23, T24, T'25, T'26, T27, T'20; 730, T"31, 732, 733, T'34,
735, 1’36, 137, 1305 7405 741, 742, T'43, 44, T45, T46, T47, 740 Seklinde 45 tane kontrol noktasina
ihtiyag vardir. Dikkat edecek olursak her parcanin son kontrol noktasi ile ilk kontrol
noktasi aynidir. Burada knot dizisini [0 123456789 10 11 12 13 14 ]

olarak alacagiz. Dolayisiyla bir kiibik B- spline yiizey i¢in, ylizey yamalarinin esitligi,

T0,(jmod8)+1 T0,((j4+1) mod8)+1 70,((j4+2) mod8)+1 T0,((j+3) mod 8)+1

T1,(jmod 8)+1 T1,((j+1)mod8)+1 T1,((j4+2) mod8)+1 7T1,((j4+3) mod8)+1

1
r17j+1(u,v):(6)2UM MTV
T2,(jmod 8)+1 T2,((j+1)mod8)+1 72,((j4+2) mod8)+1 72,((j+3) mod8)+1
| 73,(jmod8)+1 T3,((j+1) mod8)+1 T3,((j+2) mod8)+1 73,((j+3) mod8)+1 |
T1,(jmod8)+1 7T1,((j+1)mod8)+1 7T1,((j+2)mod8)+1 T1,((5+3)mod8)+1
1 T2.(j mo r j mo r j mo r j mo
Tg,j+1(u,v):(6)2UM 2,(jmod8)+1 T2,((j+1)mod8)+1 72,((j+2) mod8)+1 72,((+3) mod8)+1 MTV

T3,(jmod8)+1 T3,((j+1)mod8)+1 73,((j4+2) mod8)+1 73,((j+3) mod8)+1

T4,(jmod8)4+1 T4,((j+1)mod8)+1 7T4,((j4+2) mod8)+1 7T4,((j+3) mod 8)+1

olur. Burada
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-ug- -—1 3 -3 1- -Ug-
u? 3 —6 3 0 v?
U — . M= . V=
U -3 0 3 0 v
1 4 1 0 1

dir.[4]

Ornek 4.5.1. Asaqida verilen kontrol noktalarini kullanarak bir kapaly B-spline yiizey

yamast olusturalim.

0 (0,000 (-220) (-24,0) (0,6,0) (2,6,0) (4,4,0) (4,2,0) (2,0,0)
1 (0,0,1) (-22,1) (-24,1) (0,6,1) (2,6,1) (44,1) (421) (2,0,1)
2 (0,0,2) (-2,22) (-24,2) (0,62) (2,6.2) (442 (422) (2,0.2)
3 (0,03) (-2,23) (-24,3) (0,63) (2,6,3) (44,3) (4.2,3) (2,0,3)
4 (0,04) (-224) (-244) (0,64) (2,64) (444) (4,24) (2,04)
0 (0,000 (-220) (-24,0) (0,6,0) (2,6,0) (4,4,0) (4,2,0) (2,0,0)
1 (0,0,1) (-22,1) (-24,1) (0,6,1) (2,6,1) (44,1) (421) (2,0,)
2 (0,02 (-1,12) (-1,22) (0,3,2) (2.32) (222) (2,1,2) (1,0,2)
3 (0,03) (-2,23) (-24,3) (0,63) (2,6,3) (4.4,3) (4.2,3) (2,0,3)
4 (0,04) (-224) (-244) (0,64) (2,64) (444) (4,24) (2,04)
0 (0,000 (-2,20) (-24,0) (0,60) (2,6,0) (4,4,0) (42,00 (2,0,0)
1 (0,01) (-22,1) (-24,1) (0,6,1) (2,6,1) (44,1) (421) (2,0,1)
2 (0,0,2) (-2,22) (-24,2) (0,62) (2,6.2) (8,82 (422) (2,0.2)
3 (0,03) (-2,23) (-24,3) (0,63) (2,6,3) (44,3) (4.2,3) (2,0,3)
4 (0,04) (-224) (-244) (0,64) (2,64) (444) (4,24) (2,04)



Tablolarda verilen kontrol noktalarinda ve bazi nokta degisimleri ile ytlizey degisiklikleri

sekildeki gibidir.[4]

Sekil 4.9. Kapali B-spline yiizey yamalar:

Son olarak eger secilen egriler rasyonel B- spline ise olusturulacak yiizey rasyonel

B-spline ytizey olur. Boylece bir B-spline yiizey yamasi,

rlu,v) = Z Z Np pi(1) Nog 15 (v) P

i=0 j=0
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esitligi ile hesaplanir ve burada P;; ler (: = 0,....,m ve j = 0,...,n) icin kontrol
noktalari, p ve ¢ ise B-spline egrilerin sirasiyla v ve v ye goére mertebelerdir. Burada
knot vektorlerinin sayisi u parametrsine gore m~+p+1 ve v parametresine gore n+q+1

dir. Rasyonel B-spline ylizey yamasi,

Z;ZO Z?:O wiij,p-i-i (U)Nq,q-i—j (U)-Pz i
ZZLZO 2?:0 Wij Nppti(1) Nggq5(v)

olup burada w;; ler kullamic1 tarafindan secilen agirhk fonksiyonlaridir.[4]

r(u,v) =
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