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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Matris Etki Alanlarinin Altuzaylar
Uzerine” baghkli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir
yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin,
hem metin icinde hem de kaynakcada yOntemine uygun bi¢cimde gosterilenlerden
olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Asuman ULU



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Matris Etki Alanlarinin Altuzaylar1 Uzerine
Asuman ULU

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

58+v sayfa

2013
Danisman: Prof. Dr. Bilal ALTAY

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliimiinde, K- ve FK-uzaylar ile ilgili
genel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, diger boliimlerin daha kolay anlasilmasimi saglayacak temel
tanimlar ve teoremler verildi. Lokal konveks uzay ve dizi uzaylar1 gibi kavramlardan
bahsedildi.

Uciincii boliimde, K- ve FK- uzaylarinin bazi altuzaylar1 boliimsel operatorlerle
incelendi. Bu altuzaylarin 6zellikleri kullanilarak dual uzaylarla arasindaki iligki ve-
rildi.

Dordiincii boliimde, matris etki alanlarinin bazi altuzaylari incelendi.

Besinci boliimde, (Cesaro, Zweier ve Fark Matrisi gibi) 6zel matrislerin etki alan-
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The present thesis consists of five chapters. In the first chapter, brief history of
K- and FK-spaces and general knowledge were given.

In the second chapter, for understand other chapters some basic definitions and
theorems and basic concepts such as topological space, locally convex space and se-
quence spaces were mentioned.

In the third chapter, some subspaces of K- and FK-spaces were examined by
section operators. Using the properties of these subspaces, relation among the dual
spaces were given.

In the fourth chapter, some subspaces of the matrix domain were investigated.

In the fiveth chapter, some subspaces of the special matrix (such as Cesaro,
Zweier and Difference) domain were investigated.

KEYWORDS: Sequence space, K-space, FK-space, AK, AB, SAK, FAK and AD
property, Matrix domain, Convergence domain.
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SEMBOLLER

: Dogal sayilar ciimlesi,

: Reel sayilar ciimlesi,

Q = =z

: Kompleks sayilar climlesi,

K: CveyaR

||| : A uzaymndaki x elemaninin normu,

e+ k. terimi 1, diger terimleri O olan dizi,

e : Biitiin terimleri 1 olan dizi,

Il (x) dizisinin, )n: xiek ile elde edilen n—li kismu,
w : Tiim dizilerin 111512(; uzayl,

A : w dizi uzaymin herhangi bir altuzayi,

¢ : Sonlu adette sifir olmayan terimlerden olusan dizilerin uzayi,
@ : @ uzayinin kapanisi,

(X,Y): A: X —Y seklindeki biitiin matris siniflari

A* : A uzaymin cebirsel duali,

A’ : A uzayinn siirekli duali,

A4 ;A matrisinin A— etki alani,

ca : A matrisinin yakinsaklik alani,

A% : A dizi uzayinin o—duali,

AB . A dizi uzaynin B—duali,

AY : A dizi uzayinin y—duali,

A 1 A dizi uzaymin f—duali,

lo : Sturli dizilerin uzayi,

¢ : Yakinsak dizilerin uzayi,

co : Sifira yakinsayan dizilerin uzayi,

bs : Kismi toplami1 sinirli seri olusturan dizilerin uzayi,
c¢s : Kismi toplami yakinsak seri olusturan dizilerin uzayi,
¢ : Mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin uzayi,

¢, : p— mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzay1,
bv : Smrli-salinimli dizilerin uzayi,

bvy : bvNcy



1. GIRIS

Giintimiizde 0zellikle dizi uzaylar1 ve matris doniisiimii ¢caligmalarinda K- ve
FK-uzaylar1 6nemli yer tutar. FK-uzaylar teorisi, Zeller [1] tarafindan ¢aligilmigtir.
Daha sonra Zeller [2] calismasinda, FK uzaylarin, boliimsel yakinsaklik (AK), zayif
boliimsel yakisaklik (SAK) ve fonksiyonel boliimsel yakinsaklik (FAK) 6zeliklerine
sahip elemanlarin olusturdugu altuzaylarin bazi Ozelliklerini incelemistir.  BK-
uzaylarinda boéliimsel sinirliligi da Sargent [3] calismistir. Topolojik dizi uzaylarinda
AK ve AB o6zelikleri Garling [4] tarafindan verilmistir.

Forier seriler teorisinde Cesaro toplabilme onemli bir yere sahiptir. Yukaridaki
boliimsel altuzaylarina parelel olarak boliimsel Cesaro yakinsak ve boliimsel Cesaro
sinirlilik altuzaylart Buntinas [5] tarafindan tanimlanmig ve ozellikleri incelenmistir.
Toplanabilme teorisinde Cesaro metoduna benzer Euler, Riesz gibi énemli topla-
nabilme metodlart mevcuttur. T bir toplanabilme metodu olmak {izere T-boliimsel
yakinsaklik (TK) ve T-boliimsel sinirlilik (TB) yine Buntinas [6] da calisilmistir. E
bir FK-uzay ve c¢ yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere c.E = E esitliginin saglanmasi
icin gerek ve yeter sartlar Sember [7] tarafindan verilmistir. A herhangi bir dizi uzay1
olmak iizere Goes [8] tarafindan verilen AE C E ve E C AE igerme teoremleri Ben-
nett ve Kalton [9], Snyder ve Wilansky [10] tarafindan incelendi. AK ve AB altuzay-
larina paralel olarak KK, KB, KB&AD gibi 6zellikler Grosse-Erdmann [11] tarafindan
tanimlanarak icerme ve esit olma teoremleri verilmistir.

Toplanabilme teorisinde, topolojik dizi uzaylar1 kadar bu uzaylarin cesitli dualleri
de onemli rol oynar. Dizi uzaylari ile uzaylarin dualleri (a—, B—, y— ve f— dual-
leri) ile boliimsel altuzaylar arasindaki bazi iligskiler Buntinas [6], Sember ve Raphael
[12], Noll [13] mevcuttur. Mesela, bir A FK-uzaymin AB 6zeligine sahip dizilerin
B* () uzay1, A uzaymin f-dualinin y-dualine esittir yani B+ (L) = A/Y, FAK &zeligine
sahip dizilerin F* () uzay1, A uzaymim f-dualinin B-dualine esittir yani F (1) = A/P.
Matris etki alanlart ile bazi altuzaylar1 arasindaki iligkileri belirlemek miimkiindiir.
Ornegin, ¥ AK o6zelligine sahip bir FK-uzay ve A, Y, D ¢ olacak sekilde bir matris
olsun. Matris etki alaninin L, = {x € Y, : t(Ax) = (tA)x,Vx € YP} olarak tanimlanan
altuzayi ile SAK o6zelligi ¢akisir.

K- ve FK- uzaylarin boliimsel altuzaylar ile ilgili baz1 diger calismalar [14-28]

olarak verilebilir.



1.1 Cahsmamn Kapsam

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu caligmada O6nce bahsedilen uzaylarin
boliimsel altuzaylarin1 tanitip bu boliimsel altuzaylar yardimiyla uzaymn dualleri
arasindaki iligkiyi inceleyecegiz. Elde ettigimiz bu sonuglar1 matris etki alanlarinin
bazi altuzaylarini incelerken kullanacagiz. Bunu yaparken once se¢ilen FK-uzayinin
sahip oldugu 6zelliklere gore sonra da matrisin Cesaro, Zweier, Fark matrisi gibi mat-

risler olarak alinmasi durumuna gore inceleyecegiz.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde, sonraki boliimlere temel teskil edecek olan bazi tanim ve teoremler
verilmistir. Vektor uzayi, topolojik uzay, normlu uzay, alt uzay, Banach uzay1 gibi bazi

temel kavramlarin bilindigi kabul edilmektedir.
2.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, genel topoloji ve fonksiyonel analizde kullanilan bazi tanim ve teo-
remler verilmistir.

Vektor uzaylarinin skalar K cismi, C kompleks veya R reel sayilar cismi, dogal
sayilar ciimlesi N = {1, 2, 3, ...} ve N’ = {0, 1, 2, 3, ...} olarak alinmustir. Diziler

ve serilerin indisleri belirtilmemigse sinirlar daima O veya 1 den oo ’a kadar alinacaktir.

Tamm 2.1.1. [29, shf. 2]

X bir lineer uzay ve (X,T) bir topolojik uzay olsun. Lineer uzayin cebirsel
islemleri T topolojisine gore siirekli ise, (X, T) ya topolojik vektdr uzay1 denir ve TVU
ile gosterilir.

Bir TVU na sifirin her komsulugu sifirin konveks bir komsulugunu ihtiva ediyorsa
yerel(lokal) konvekstir denir.

X bir topolojik vektor uzay ve A C X olsun. Eger A climlesi sifirin her komsulugu

tarafindan emilirse A ciimlesine sinirlidir denir.

Teorem 2.1.1. [29, Teorem 4.4.1]

X bir topolojik vektor uzay ve A C X olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(a) A ciimlesi simirlidir.
(b) €, — 0 olan her (g,) skaler dizisi ve her (x,) C A icin €,x, — 0 dir.
(c) Her (x,) C A dizisi igin x, — 0 dur

Tamim 2.1.2. [30, shf. 82]
X bir lineer uzay ve d ise X iizerinde taniml1 bir metrik olsun. Eger X iizerinde
tanimlanan toplama ve skalerle carpim islemleri d metriginin iirettigi topolojiye gore

stirekli ise X e lineer metrik uzay denir.



X ve Y birer vektor uzay1 olsun. X den Y ye biitiin lineer operatorlerin kiimesi
L(X,Y) ile gosterilir. ¥ nin R ya da C alinmasi durumunda L(X,R) yada L(X,C), X
tizerinde taniml biitiin lineer fonksiyonellerin kiimesi olur. Bu kiimelere X in cebirsel
duali denir. X ve Y nin normlu vektor uzaylari olmas1 durumunda X den Y ye biitiin
sinirli(siirekli) lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir. Eger Y = R veya C

ise, B(X,R) ve B(X,C) kiimelerine X in siirekli duali denir ve X’ ile gosterilir.

Tanim 2.1.3. X bir lineer uzay ve T, T, bu uzay iizerinde tanimlanan iki vektor topolo-
jisi olsun. Eger X uzayi T ve T, topolojilerine gore yerel konveks ve (X,1;)" = (X, 12)’

ise T1 ve T, topolojileri birbiriyle uyumludur denir.

Tammm 2.1.4. [31, Teorem 4.8.2]

X bir normlu uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olmak iizere her f € X’ igin

limy, e f(x4) = f(x)

oluyorsa (x,) dizisi x € X noktasina zayif yakinsar (ya da zayif olarak yakinsaktir)

denir ve x € X elemanina (x,) dizisinin zayif limiti denir. x,, — x ile gosterilir.

Lemma 2.1.2. [31, Teorem 4.8.3]

X bir normlu uzay ve (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda,
(a) Yakinsak her dizi ayni noktaya zayif yakinsaktir.
(b) Zayif limit bir tektir.
(c) Zayif yakinsak her dizi sinirlidir.

Teorem 2.1.3. [29, Teorem 3.3.11] X bir yarmormlu uzay ve E C X olsun. Her f € X’

icin, f(E) surl bir ciimle ise, E ciimlesi simirlidur.

Lemma 2.1.4. [32, Teorem 8.2.3]
X ve Y birer FK uzay ve E C X NY olsun. Bu durumda,

(a) Ty [EC tx |E
(b) E ciimlesinin X uzayinda sinirli olan her altciimlesi Y uzayinda da simirlidir.
(c) Y DEX

onermeleri denktir.



Teorem 2.1.5. [30, Teorem 16]
X bir reel ya da kompleks lineer uzay, Z ciimlesi X lineer uzaywmn bir alt lineer

uzayt olsun. p : X — R fonksiyoneli her x,y € X ve o skaleri icin

p(x+y) < p(x)+p(y) ve p(ox) = | p(x)

sartlarini saglasin. Eger f fonksiyoneli Z iizerinde

[f ()] < p(x)

esitsizligini saglayan bir lineer fonksiyonel ise, bu takdirde X iizerinde

8(x) <p(x)
olacak gekilde X uzaywna f fonksiyonelinin bir g genislemesi vardir.

Hahn-Banach teoreminin bir¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan biri;

X, bostan farkli bir yarinormlu uzay, Y, X in bir altvektor uzay1 ve x € X olsun.
Eger Y de f = 0 olan her f € X’ fonksiyonu i¢in f(x) = 0 oluyorsa bu durumda x € Y
elde edilir.

Tamm 2.1.5. [33, Teorem 6.3.31]
X ve Y yarinormlu uzaylar ve ¢, X den Y ye lineer operatorlerin bos olmayan bir

climlesi olsun. Eger, her x € X icin,

{T() 70}

climlesi Y uzayinda sinirli ise, ¢ noktasal sinirlidir denir. Eger,

sup{||7|| T € 0f <o
oluyorsa ¢ diizgiin sinirhidir denir.

Teorem 2.1.6. (Diizgiin Sinirlilik Prensibi)[33, Teorem 6.3.35]
(X,p) ve (Y,q) yart normlu uzaylar, (X, p) tam ve 0 # ¢ C B(X,Y) olsun. Eger

0 noktasal sinirly ise, diizgiin stnirlidir.

Tamm 2.1.6. [33, Teorem 6.3.32]

X ve Y yart metrik uzaylar1 arasindaki doniisiimlerin bir ailesi ¢ olsun. Eger,

Ve> 038 >0Vf e dVx,y e X 1di(x,y) <0=d,(f(x),f(y)) <&

5



oluyorsa ¢ es siireklidir denir.

Teorem 2.1.7. [32, shf. 103]
Bir Frechet uzayindan herhangi bir yerel konveks uzaya siirekli lineer operatior-

lerin bir dizisi noktasal sinirlt ise, es siireklidir.

Tamm 2.1.7. [33, Teorem 6.3.36]

X bostan farkl bir ciimle, (¥,7) bir topolojik uzay ve (f,), X ciimlesinden Y
uzayina tanimlanan doniisiimlerin bir dizisi olsun. Eger her x € X i¢in (f,,(x)) — f(x)
olacak sekilde, X ciimlesinden Y uzayina bir f doniisiimii mevcut ise, (f,) noktasal

yakinsaktir denir. f doniistimiine, (f;,) dizisinin noktasal limiti denir.

Eger, (Y,d) bir yar1 metrik uzay ve her x € X i¢in (f,(x)), (Y,d) uzaymnda bir

Cauchy dizisi ise, bu durumda ( f,,) dizisine noktasal Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.8. (Banach-Steinhaus Teoremi)[33, Teorem 6.3.38]
(X, p) tam yart normlu uzay, (Y,q) yart normlu uzay ve (T,), B(X,Y) ciimlesinde
bir dizi olsun. Eger (T,) dizisi bir T : X — Y doniigiimiine noktasal yakinsak ise bu

durumda T € B(X,Y) dir ve
I < liming, e ||| < sup,cys 175 < o0
esitsizlikleri gecerlidir.
Y = K alinirsa asagidaki teoremin saglandigi goriiliir.

Teorem 2.1.9. (Banach- Steinhaus Kapanis Teoremi)[32, Teorem 1.0.4]
X bir Banach uzay, Y normlu bir uzay, {f,} C X ve her x € X i¢in f(x) =

lim f;,(x) mevcut olsun. Bu durumda f € X' dir.

Teorem 2.1.10. (Yakinsaklik Lemmasi)[32, Teorem 1.0.5]
{fu} diizgiin simirly olsun. Bu durumda {x : lim,, f,(x) var } ve {x: f,(x) — 0}

uzaylart X in kapali altvektor uzayidir.

Teorem 2.1.11. [33, Teorem 6.5.21]
(X, P) local konveks bir uzay, S ve M X in bostan farkli altuzaylar olsun. Bu
durumda asagidaki denklik saglanir.

MC<S><:>Vf€X/: (S C Kernf = M C Kernf)

6



Tamm 2.1.8. [33, Teorem 6.6.1]
X ve Y aym K cismi iizerinde iki lineer uzay ve <,>: X x Y — K bilineer

doniislimii,
D1) Sifirdan farkli her x € X igin < x,y > 0 olacak sekilde en az bir y € Y vardur.
D2) Sifirdan farkli her y € Y igin < x,y > 0 olacak sekilde en az bir x € X vardur.
onermelerini saglhiyorsa (X,Y) ikilisine bilineer doniigiimii altinda dual ¢ifttir denir.

Teorem 2.1.12. [33, Teorem 6.6.13]
(X,Y) dual ¢ift ve A ciimlesi de X uzaywun lokal konveks bir alt ciimlesi olsun. O

halde, A ciimlesi, (X,Y) dual ¢ifti ile uyumlu olan biitiin topolojilerde aynidur.
2.2 Dizi Uzaylan

Bu kisimda dizi uzay1 tanimi verilerek bazi dizi uzaylarinin oo—, —,y— dualleri

incelenecektir.

Tamm 2.2.1. [33, Teorem 1.2.2]
Bu tezde reel terimli biitiin dizilerin climlesi w ile gosterilecektir. w ciimlesi,

x = (x¢), y = (yx) ve o bir skaler olmak iizere;
x+y = (X +yx) ve ox = 0y

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Bu uzayin A C w olacak
sekildeki bir alt uzayina dizi uzayi denir.

x = (xx) reel terimli bir dizi olsun. Her k € N i¢in |xz| < M olacak sekilde M > 0
say1s1 mevcut ise x dizisine sinirl dizi denir. Reel terimli sinirh dizilerin ciimlesi /o

ile gosterilir. Buna gore,
m=lo={x=(x) €w:|| x [Jo= supy |xx| < oo},

seklindedir. Sinirli olmayan bir diziye sinirsiz dizi denir.
Her € > 0 igin n > ng oldugunda |x, — a| < € olacak sekilde bir np € Nvea € R

mevcut ise (x,) dizisi a noktasina yakinsaktir denir ve

lim,eX, = a



seklinde gosterilir. Yakinsak dizilerin climlesi c ile gosterilir ve
c= {x = (xx) € w: limy x; mevcut }
seklindedir. Sifira yakinsak dizilerin ciimlesi de ¢ ile gosterilir ve
co= {x = (xx) € w: limgxy = O}

seklindedir. 1 < p < o olmak iizere Yi|x;|P < oo olan diziye p— mutlak yakinsak
seri olugturan dizi denir. p— mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin ciimlesi £, ile

gosterilir ve
Ly, = {x = (xx) Ew: Eglx|? < 00}
seklindedir. p = 1 mutlak yakinsak dizilerin uzayz,
(= {x: (xr) €w: Xl < 00}

ile gosterilir. Bunlarin diginda ¢ok kullanilan dizi uzay1 ornekleri, kismi toplamlar

dizisi sinirl seri olusturan dizilerin,
bs = {x = (xx) €wsup, |Z7_ x| < 00}
sinirli-salinimli dizilerin,
by = {x: (xr) Ew: Elap —xp1] < 00}
yakinsak seri olusturan dizilerin,
cs = {x =(x) ew: (Zf_ox) € c}
uzaylaridir. Ayrica,
my = {x = (xx) € w | {xx : k € N} sonlu bir Cl‘imle}
bvyg =bvNcy
ve sonlu adette terimi digindaki terimleri sifir olan dizilerin uzay1
0= {x: (xg) ew:dneN Vaniginxk:O}

ile gosterilir. Bu uzay ¢ ciimlesinin gerdigi uzaydir. (¢*) k. terimi 1, diger terimleri

sifir olan dizileri gostermek iizere,



p=<e'|keN>
esitligi gegerlidir. Yukarida tanimlanan dizi uzaylari arasinda,
OClCcCcpCcClaCw

kapsamasi gecerlidir.

le, c Ve co uzaylari,
[[x[leo = supy x|
£y(1 < p < o) uzay,
Il = (o i)
bs ve cs uzaylari,
Xl = sup,, [ X7 x|
bv ve by uzaylar da,
[y = X4y e — 21
normu ile Banach uzaylaridir.

Tanim 2.2.2. [34, shf. 272]

A C w dizi uzayi, her x = (x;) € A igin,
TEk(X) =xi, Vk €N

ile tamimh 7; kooordinat fonksiyonellerinin siirekli oldugu topolojiye sahip ise K—

uzay adini alir. Tam lineer metrik (normlu) K—uzaya FK-(BK-) uzay denir.

Tamm 2.2.3. [32, shf. 55]

H, Hausdorff topolojiye sahip bir vektor uzay1 olsun. X, H nin alt vektor uzay1
olmak iizere, X uzay1 yerel konveks Fréchet uzay1 ve topolojisi H nin indirgenmis
topolojisinden daha ince ise, X uzayina FH- uzay1 denir. Eger X bir Banach uzay ise,

BH- uzay1 denir.

”X ve Y iki FH uzay1 olsun” tabiri ile X ve Y uzaylarinin ayn1t H Hausdorff

uzayinin alt uzaylari oldugu kabul edilecektir.



Teorem 2.2.1. [32, Teorem 4.2.2]
X bir Fréchet uzay, Y bir FH uzay ve [ : X — Y doniisiimii lineer olsun. Eger
f: X — H siirekli ise, f: X —Y siireklidir.

Sonug 2.2.2. [32, Teorem 4.2.3]
X bir Fréchet uzay, Y bir FK-uzay ve f : X — Y doniisiimii lineer olsun. Eger

pno f: X — K doniigiimii her n igin siirekli ise, f : X — Y siireklidir.

Sonuc 2.2.3. [32, Teorem 4.2.4]
X veY, X CY olacak sekilde birer FH-uzayi olsunlar. Buna gore X in topolojisi
Y nin X e indirgenmis topolojisinden daha genistir. Topolojilerin ¢akisik olmasi icin

gerek ve yeter sart X in'Y nin kapali bir alt uzay: olmasidir.

Ornek 2.2.1. [33]

w, dizi uzayi,

_ —k =yl
d(x,y) =Yi2 EEp—

metriginden elde edilen T, topolojisiyle bir K-uzay teskil eder. (w,T,,) topolojik dizi

(n)

uzayinin bir x € X noktasina yakinsayan x(") = (x;"’) dizisini goz 6niine alalm. Bu

takdirde;

X = x = (x) € (w,1y) & (xl(")) — x; € K (koordinatsal)
onermesi gecerlidir. Yani, (x(")) dizisinin x = (x;) dizisine yakinsamast icin gerek ve

yeter sart Vk € N igin,
(n) _

limk xkn = Xk

olarak yakinsamasidir. Bu yakinsama koordinatsal yakinsaklik olarak bilinir. 7,
topolojisi de w lizerindeki koordinatsal yakinsaklik topolojisi adin1 alir. Bu topoloji

w lizerindeki 7 koordinat fonksiyonelini siirekli kilan en zayif topolojidir.

Tamm 2.2.4. [30, shf. 87]

X C w normlu bir dizi uzay1 ve (b;) C X olmak iizere, her bir x € X i¢in;
lim,, 0 ||x — X7 _gaxbi]| =0

olacak sekilde bir tek a = (ax) € w mevcut ise (by) ciimlesine X uzay1 i¢in bir Schauder

baz denir.
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ek ciimlesi co ve £ p uzaylari i¢in bir Schauder bazdur.

l1=e=(1,1,1,...) tiim terimleri 1 olan dizi ve ¢! = (1,0,0,...),¢* = (0,1,0,...) olmak
lizere e,e*(k € N) ciimlesi ¢ uzay1 i¢in bir Schauder bazdir. x = (x;) € ¢ dizisi igin
X — a(k — o) ise,

x=a-e+ Yy  (x—a)e

seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir.

Tamim 2.2.5. [33]

X ve Y dizi uzay1 olmak iizere,

X-Y:{xy:(xkyk):xEX,yEY}
XY ={aew:VxeXi¢inxa= (xar) €Y}

seklindedir.
Teorem 2.2.4. [33, Teorem 2.1.4]
(a) x= (xx) Ebvvey= (y) € csise xy = (xxyx) € cs
(b) x= (xx) € bvove'y = (yx) € bs ise xy = (xxyx) € cs
dir.

Tanm 2.2.6. [33, Tanim 6.7.4]
X bir yerel konveks uzay olsun. Eger X uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak

ise, X uzayina dizisel tamdir denir.

Tamm 2.2.7. [33, Tanim 7.1.4]

X bir dizi uzay1 olsun. Bu durumda;

X*={a=(ax) Ew:herx€Xiginax € (,},
xP = {a=(ax) € w:herx€X i¢in ax € cs},

XY= {a= (ax) € w:herx€X igin ax € bs}
ctimlelerine sirasiyla X uzayinin o, - ve y-duali denir.

Tanim 2.2.5 dan X* = X!, XB = X ve XY = X olarak gosterilebilir.
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Teorem 2.2.5. [33, Teorem 7.1.5]
X, w uzaymun bogstan farkli altuzay & € o, B,y olmak iizere asagidaki ifadeler

saglanir.
(@) 9 CX*CxPCxY
(b)) YCXCw=X5CY5
(c) I bir indeks kiimesi, X;(i € I) dizi uzaylart olmak iizere, eger X = J;c; X ise

X5 =x;

iel

esitligi saglanir.
(d) X c X&) = (Xﬁ)é
(e) x& — x¢&&&
Uyan 2.2.6. &, herhangi bir dizi uzay: olmak iizere, Y C X ise,
X v
kapsamast gecerlidir.

X bir dizi uzay1 ve § € o, 3,y olmak iizere genelde X # X & dir. Ancak esitligi

saglayan uzaylar icin asagidaki tanim kullanilir.

Tamm 2.2.8. [33, Tanim 7.1.6]
X bir dizi uzayi ve § € o, B,y olsun. Eger X =X & ise X uzayina {— uzay denir.

Ozel olarak oi— uzayina kisaca Kothe uzay (miikemmel dizi uzay1) denir.

Tamm 2.2.9. [33, Tanim 7.1.8]

X bir dizi uzay1 olsun. X uzayi i¢in,
{(ux) € w|3(xx) € X, VK €N: | < ||} € X
kapsamas1 gecerli ise X uzayina solid uzay denir.

Teorem 2.2.7. [33, Teorem 7.1.8]

X bir dizi uzayi olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir.
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(a) X uzaywmun solid olmast icin gerek ve yeter kosul (X C X kapsamasinin gecerli

olmasidir.

(b) Eger K = C(kompleks sayi cismi) ise X uzayinin solid olmast igin gerek ve yeter

sart
{u=(up) ew|Tx=(xx) € X,Vk e N: |ug| = |x¢|} C
kapsamasin gegerli olmasidir.

Bu teorem K = R i¢in dogru degildir. X = mg,u = (u;) = (k%l) Ewvex=

(xx) = e segilirse |ug| < |xi| saglanir. e € mg iken u ¢ mg dir. Bu nedenle mg uzay1

solid degildir. mg uzay1 teoremin sartini saglar fakat solid degildir.

Teorem 2.2.8. [33, Teorem 7.1.10]

X, w uzaywmn bir altuzayt olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir.
(a) X bir Kothe uzay ise, X solid uzaydir.
(b) X solid uzay ise X* = XP = X" egitligi saglanr.
Teorem 2.2.9. [33, Teorem 7.1.11(a),(b)]
(a) @, w, £,(0 < p <o), cove lo dizi uzaylari solid uzaylardir.
(b) c ve bv uzaylart solid degildir.

Teorem 2.2.10. [33, Teorem 7.1.11(c)]

1< p,g<oove })—l—é: 1 ve & € o, B,y olmak iizere

seklindedir.

Ispat. / » uzay1 solid oldugundan ispat1 § = f icin yapmamuz yeterli olacaktir. O halde,

y:(yk)Ew,p,qeRvel<p,q<oove%—|—é:101makijzere,

y= (%) € (Ep)B Sy=(n) €y

yazilabilir.
y = (yk) € {4 olsun. Holder esitsizliginden Y;° | yix serisi her x = (x;) € ¢, i¢in
yakinsak olur. O halde y = (y) € (¢ p)B elde edilir.

Tersine, y = (yx) € (¢ p)B olsun. Her n € N igin,

13



il =K xZ(xk)%fn(x):ZZZkaxk
lineer déniisiimiinii gdzoniine alalim. yl" = (¥1,Y25---,¥1, 0,0, ...) seklinde olup, il e
¢ C {4 dir. O halde her x € ¢, icin Holder esitsizliginden
)] < iy bl = X2 il < 15 gl

olup bu ise f;, fonksiyonelinin siirekliligini verir. Bu durumda her n € N icin,

1fall < I5¥1l

elde edilir. Tersine her n € N icin,

Iy lg < 11fall

oldugunu gosterelim. Eger y" = 0 ise ispat aciktir. Kabul ededlim ki y # 0 olsun. O

halde x(") = (x\")), dizisini

q
(n) |nyk‘ , Y #Ovek<n
xk =

0 , Diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu durumda x e g p dir ve ¢ = (¢ — 1) p olmak iizere,

q
p

1 1
I = (K bl @ 7)7 = (i bel)? = (1#0],)
seklindedir ve ||x(")||, # 0 oldugundan;
(2" e q [l g q(l_l)
] Emg el IV lg Hy[n]”q p) _ Hy[n]”q

Il T, I,

elde edilir. Bu nedenle |[y")||, < || £,/ elde edilir. Dolaystyla || f,|| = ||y, dir. £,
ve K uzaylar1 birer Banach uzaylari olduklarindan (f,,) dizisi i¢in, Banach-Steinhaus

teoremini uygularsak,
il =K x=(x) = fy(x) = limpse fu(x) = Xy v
doniisiimii siireklidir ve

11 < sup,, | full = sup, [y"]lg < e

saglanir.

Q=

1
sup,, [y [lq = sup, (X 1vel9) 7 = (X el9)

oldugundan y = (yx) € £, elde edilir.

Sonug olarak



elde edilir. O
2.3 Dizi Uzaylarinda Matris Doniisiimleri

Bu kisimda matris doniistimleri ile ilgili bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Bu boliimde incelenen matrisler sonsuz matrislerdir.

Tamm 2.3.1. [34, shf. 244]
X ve Y, K cismi iizerinde iki dizi uzay1 ve A = (ay), (n,k=1,2,3,...) bir sonsuz

matris olsun. Her x = (x¢) € X ve her n € N icin
An (x) = Zzozl AnkXk

serileri yakinsak ise, Ax = (A, (x)) yazilir. Eger herx = (x) € X i¢in Ax = (A,(x)) €Y
ise, A matrisi X den Y ye bir doniigiim tanimlar denir ve A : X — Y seklinde gosterilir.
Ax dizisine x in A doniigiimii denir. A : X — Y doniisiimlerinin ciimlesi (X,Y) seklinde

gosterilir.
Her n € N igin (a,x)x € @ olan A = (a,;) sonsuz matrisine satir-sonludur denir.

Teorem 2.3.1. [32, Teorem 8.3.8]
X bir FK-uzay ve Y dizilerin herhangi bir ciimlesi olsun. Eger A € (X,Y) ise bu
durumda AT € (YB,X7) dir:

Tamm 2.3.2. [32, Teorem 1.2.3]
Bir A = (a,x) sonsuz matrisi verilsin. Eger A matrisi yakinsak dizileri yakinsak
dizilere doniistiiriiyorsa A ya konservatif matris denir ve A € (¢, ¢) ile gosterilir. Ayrica

konservatif A matrisi limiti de koruyorsa A ya regiiler matristir denir.

Simdi bazi1 matris siniflarinin karakterizasyonunu veren teoremleri ispatsiz olarak

verelim.

Teorem 2.3.2. [33, Teorem 2.3.5]

Bir A matrisi igcin asagidakiler esdegerdir:
(i) A€ (loo,loo)

(ii) A € (co, =)
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(i) Al = sup, Ty lan| < oo

Teorem 2.3.3. /30, Teorem 7.1.4]

A € (c,c) olmast igin gerek ve yeter kosul;
i) sup, Y |an| < oo
ii) Her p icin, lim, ):Z’:p A,k mevcut
olmasidir.

Teorem 2.3.4. [30, Teorem 7.1.3]

A matrisinin regiiler (A € (c,c)) olmast igin gerek ve yeter kosul;
i) sup, Y |an| < o
ii) ayx — 0(n — oo,k sabit )
i) Ypan — 1(n— oo)
olmalidrr.

Tamm 2.3.3. [32, shf. 3]

wp = {x T Ax tammh}

ciimlesine A matrisinin etki alan1 denir.
¢ yakinsak dizilerin climlesi olmak iizere, c4 = {x tAx € c} ya A nin yakinsaklik
etki alan1 denir.

Y bir dizi olmak tlizere A matrisinin Y uzayindaki etki alani
Yy = {x tAx € Y}
seklinde tanimlanir.

A bir matris, x € ¢4 igin limy x = lim(Ax), olmak iizere limy : ¢4 — K olarak
tanimlansin. Buna gore eger A matrisi limgq x = mlimx sartin1 sagliyorsa m-garpimsal
denir. Eger m = 1 ise A matrisine regiilerdir denir.

A bir matris olsun. Eger c4 = cp olacak sekilde tiim siitunlar1 sifira yakinsayan

bir B matrisi varsa A ya replaceable denir.
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x(A) = limy e — ¥ limy e olarak tanimlanmak iizere, konservatif A matrisi igin
X(A) = 0 ise A matrisine conull , x(A) # 0 ise A matrisine coregulerdir denir.

X/ C cs olan FK- X uzayina yar1 konservatif (sc) uzay denir.

bv uzayim kapsayan yarikonservatif uzaya salinimli yar1 konservatif (vsc) uzay
denir.

X konservatif bir FK uzay olsun. Eger 10— zay1if yakinsak ise X uzayina
conull uzay denir. Eger bu yakinsama giiclii ise bu durumda X uzayina gii¢lii conull

uzay denir.

Teorem 2.3.5. [32, Teorem 4.3.12]
(X,q) bir FK-uzay ve A bir matris olsun. Bu durumda Xy = {x :Ax€ X}, pU
hUgqoA ile bir FK-uzaydir. Burada p,(x) = |x,|, hu(x) = sup,, | Li; amxk| olarak

tanimlanr.

Teorem 2.3.6. [33, Teorem 2.5.7]
Conull bir A matrisi hem sinirli iraksak dizileri hem de sinmirsiz dizileri toplar.

Yani x(A) = 0 olmasi c C mNcy S cq dir.

Teorem 2.3.7. [33, Teorem 2.5.8]
Eger conservative bir A matrisi sutmirli iraksak bir diziyi topluyorsa sinirsiz bir

diziyi de toplar. Yani c4 C m olmasi c4 = c oldugu anlamina gelir.

Tanim 2.3.4. [32, Teorem 4.3.4]
X bir FK-uzay ve z bir dizi olsun. Bu durumda x.z = (x,z,) olmak iizere 77X =

{x € w:x.z€ X} olarak tanimlanir. Buna gore M(X) = Nyexx'Y olur.

Teorem 2.3.8. [32, Teorem 4.4.10]
Y bir FK-uzay, z bir dizi, X = z~'Y olsun. Bu durumda X bir FK-uzay ve f €

X o f(x) =ox+g(zx), ocQ, geVY dnermesigecerlidir

Teorem 2.3.9. [33, Teorem 8.1.8]
A = (an) keyfi bir matris ve E bir FK-uzay olsun. Bu durumda E4,cp ve {4 nin

dualleri asagidaki sekilde temsil edilir.

(@) VfEE, Ja=(og)ewd IneckE:
J(x) = h(Ax) + Ly ouxye = h(Ax) +ox - (x = (xx) € Ea)
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(b) Vfec, FJueK =) el Hoc:(ock)Eva‘:
J(x) = plimax+ ¥, 10 Y @i + L arX

= plimy x 41 (Ax) + o (x = (x) € ca)

(c) eré;‘ d=(t,) €Em oc:(ock)ewﬁ:

f) =1(Ax) +ox  (x=(n) € la)
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3. FK UZAYLARININ BOLUMSEL ALT UZAYLARI
Bu boliimde K-uzayina ait bir elemanin n.kesimi (boliimii, kismi1) tanimlanarak,

bu sayede olusturulan alt uzaylar ve bu altuzaylarin 6zellikleri incelenecektir.
3.1 Boliimsel AltUzaylar

Tammm 3.1.1. [33, Tanim 7.2.10]

X, @ uzayini kapsayan bir K-uzay olsun. Bir x € X elemaninin n.kesimi(boliimii),
Kl = Y7o xpel®)
seklinde tanimlanir.

Eger, x"l — x (yani lim, .. |x — x"/|| = 0) ise x dizisi AK-6zelligine sahiptir
denir.

Eger {x[”] :neN } climlesi X uzayinda sinirli ise x dizisi AB-6zelligine sahiptir
denir.

Eger, x € @ ise x dizisi AD-0zelligine sahiptir denir.

Benzer sekilde X x yakinsamasi 6(X,X’) zayif topolojiye gore ise x dizisi
SAK-06zelligine sahiptir denir.

Her f € X' icin, ¥ xx.f(e¥) serisi yakinsak ise x dizisi FAK-6zelligine sahiptir
denir.

Yukarida tanimladigimiz 6zelliklere sahip olan dizilerin ciimlesi,

Xak=S=8(X) = {xeX:x AK-—ozelliine sahiptir}
Xsak =W =W(X) = {x€X:x SAK—ozelligine sahiptir}
Xk =F=F(X) = {x€X:x FAK—ozelligine sahiptir }

Xap=B=B(X) = {x€X:x AB-ozelligine sahiptir }

seklinde gosterilir.
X, @ uzayini kapsayan bir K-uzayindaki biitiin elemanlar yukaridaki 6zelliklerden

hangisine sahipse bu durumda uzay o 6zellige sahiptir denir. Bu durumda, X uzayz;
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AB-uzay Xap=B=X,

AK-uzay Xug=5=X,

SAK-uzay Xk =W =X,

r ¢ ¢ 0

FAK—uzay XFAK =F=X
ve

AD-uzay <

Sl
I
e

olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.2. [32, Tanim 10.2.3]

X, @ uzymi kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda,
Ft = FT(X)
= {z cw: {z} X de zayif Cauchy}
= {Z ew:VfeX' {zf(")} e cs}
ve
BT = BT(X)
= {Z Ew: {z(")}, X de smlrll}
= {z ew:{z.f(e")} € bs,VfEX’}
olarak tanimlanir.

Yukaridaki tanimlardan F = F™ NX, B = B" NX olarak yazabiliriz.

Her x € ¢ i¢in xl" — x dizisi sifir dizisi oldugundan,

(PCXAK

kapsamasi gecerlidir.

Lemma 2.1.2 (a) dan yakinsak her dizi zayif yakinsak oldugundan,
Xak C Xsak

kapsamasi gecerlidir.

x € Xsax igin, f(x"1) = f(x) oldugundan f(x"!) yakinsak olur. Bu ise,
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Xsak C Xrak

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir.

Lemma 2.1.2 (c) den zay1f yakinsak her dizi sinirli oldugundan,
Xrak C Xan

kapsamas1 saglanir.
x € Xsax alalm. Bu durumda, her n € N icin {x"/} C ¢ olup her f € X’ i¢in
f(xI") = f(x) oldugundan Teorem 2.1.12 dan x € 60()( X') = ©° olur ki bu ise,

Xsak CQ

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir.

Buna gore, @ uzayini kapsayan X uzayinin alt uzaylar1 arasinda,
¢ C Xak C Xsak C Xrak C Xap ve Xsax C
kapsamalar1 gecerlidir.

Teorem 3.1.1. /33, shf. 358]
£,(1 < p < ) uzayr bir AK-uzaydur.

Ispat. (£,)ax = £, esitligi gosterilmelidir. Tanimdan (£,)4x C ¢, oldugu agikardr.
¢, C (£p)ak kapsamasi igin x = (xi) € ¢, alalim. x dizisinin n.kismi
Xl = (x1,%2,...,%,,0,0,...)
seklinde olup
X —x = (0,0,0, ..., —Xpt1, —Xn42,---)

olur. Hx["} — x|, normunun 7 tizerinden limiti alinirsa,

1
lim [|x —x||, = 1lim ( lxx|P) 7
=0

elde edilir. Bu ise x = (x¢) € (¢)ax anlamina gelir. O halde ¢, C (£,)ax dir. Sonug

olarak ¢, = (£,) sk olup ¢, bir AK-uzaydir. O

Teorem 3.1.2. AK-uzay olan her X dizi uzayr AD-uzaydir. Yani,
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Xugk=X=>X=0
dir.
Ispat. X bir AK-uzay olsun. Her x € X icin X — x olup, {x["}} C ¢ oldugundanx € @
bulunur. Bu ise, X C ¢ oldugunu gosterir. ¢ C X oldugundan
=X
elde edilir. Bu ise X uzayinin bir AD-uzay oldugunu gosterir. L
Teorem 3.1.3. [32, Teorem10.3.19]

X, © uzaywmni kapsayan bir FK-uzayt olsun. X uzaymin AK-uzay olmasi icin gerek

ve yeter sart X uzaymmin AB- ve AD-uzay olmasidir.

Ispat. (=:) X uzay1 AK-uzay ise, X uzaymin AD-uzay oldugu Teorem 3.1.2 de
gosterildi. X uzayr AK-uzay oldugundan (x[”]) yakinsak bir dizi olup, {x[”] ‘ne N}
climlesi sinirlidir. Dolayisiyla X uzay1 bir AB-uzaydir.

(<:) X bir AB uzay olsun. f, : X — X, f,(x) = x — x| seklinde tammlayalim.
X uzay1 AB-uzay oldugundan f, ciimlesi noktasal sinirlidir dolayisiyla es siireklidir.
X € @ igin f;(x) dizisi 0 noktasina yakinsar. Teorem 2.1.10 den {x: f;,(x) — 0} ciimlesi
kapalidir. Bu nedenle f,(x) dizisi ¢ uzayinda O noktasina yakinsar. X bir AD-uzay
oldugundan @ = X olup bu ise f,(x) dizisinin X uzayinda O noktasina yakinsadigini
gosterir. Yani her x € X i¢in,

Ifal)ll = [lx =] =0

olup bu ise X uzayinin bir AK-uzay oldugunu gosterir. L

Tamm 3.1.3. [32, shf. 356]

X, @ uzayini kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu uzayin f-duali,
X = {(f()|Vf €X'}
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.4. [32, Teorem 7.2.11]

X, ¢ uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda,

X = @)
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esitligi gecerlidir.

Ispat. Bunun igin X/ C (9)/ ve (¢)/ C X/ oldugunu gostermeliyiz. y = (y;) € X/
alalim. Bu durumda y;, = f (ek ) olacak sekilde bir f € X" mevcuttur. f fonksiyonelinin
¢ uzayna kisitlanisint g = fg olarak alahm. y; = g(e*) olup g € (@) oldugundan
y € (9)/ elde edilir. Dolayisiyla,

x/ c (9)f (3.1.1)

kapsamasi gecerlidir.

Tersine, g € (9)’ ve yr = g(e*) olmak iizere y = (y) € (9)/ olsun. Hahn-Banach
teoreminden g fonksiyonelinin X uzayina g = f|g olacak sekilde bir f genislemesi
vardir. f € X’ olup y; = f(eX) esitligi gecerlidir. Bu ise y = (y;) € X/ oldugunu
gosterir. Dolayisiyla,

(@) cx/ (3.1.2)
kapsamasi elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) kapsamalarindan,

X = (@)
elde edilir. O

Teorem 3.1.5. [32, Teorem7.2.6]
Y, © uzaymi kapsayan bir FK-uzay ve X ise @ uzaymni kapsayan Y uzaymin bir

alt uzayt olsun. Bu durumda,
Xcy=vy/cx/

kapsamast gecerlidir. Eger X uzay1 Y icinde kapali ise,

xf=vyf
esitligi gecerlidir.
Ispat. u € Y/ alalim. Buna gore u; = f(¢*) olacak sekilde f € Y/ vardir. Eger g = f|x
denirse, g € X’ olup, f(e*) = ux = g(e*) oldugu goriiliir. O halde,

v/ cx/

elde edilir.
Diger taraftan @ C X C Y ve X kapali oldugundan Y uzay1 iizerindeki kapaniglar

alinir ve Teorem 3.1.4 kullanilirsa,
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x/cyf
icermesi elde edilir. L

Teorem 3.1.6. [32, Teorem 8.6.1]
X bir AD-uzay olsun. Bu durumda herhangi bir Y FK uzayiicinY DX < Y/ C
X/ dir.

Ispat. Gereklilik Teorem 3.1.5 den aciktir. Lemma 2.1.4 ii kullanarak yeterliligi is-
patlayalim. B,X de sinirli @ nin bir altciimlesi olsun. B nin Y de sinirlt oldugunu
gostermek icin Teorem 2.1.3 den zayif sinirli oldugunu gostermek yeterlidir. f € Y /
olsun. Hipotezden herbir k icin f(e®)) = g(e(®) olacak sekilde g € X' vardir. O halde
@ (6zel olarak B ciimlesi) lizerinde g = f olur. g[B] sinirli oldugundan f[B] sinrhidir.

Lemma 2.1.4(c) den Y D @™ = X elde edilir. O

Teorem 3.1.7. [32, Teorem 10.2.7]

X, ¢ uzaywmi kapsayan bir FK-uzay, 7 € w olsun. Bu durumda,
(i) ze€ Bt 771X D bvy . Ozel olarak 1 € Bt < X D by,
(ii) 7 € Xap <77 X D bv. Ozel olarak 1 € Xag < X D by,
(iii) z € FT < 771X sc uzaydir. Ozel olarak 1 € F™ < X sc uzaydur.
(iv) 7 € Xpag < 72 ' X vsc uzaydir. Ozel olarak 1 € Xpag < X vsc uzaydir.
(v) 7 € Xsax < 21X conull uzaydir. Ozel olarak 1 € Xsax < X conull uzaydur.

Ispat. (i): z7'X D bvg olsun. Her iki tarafin f—dualini alirsak (z7'X)/ C (bvy)/ = bs
olur. u € (z'X)/ alirsak u = (ux) = f(ek) € bs olacak sekilde en az bir f € (z7'X)’
vardir. O halde Teorem 2.3.8 den

Fe™) = o, +g(ze") =ty + g(zne") = 0w +2ug(e"),  @EQgEX

olur. Boylece { f(e()} € bs <z € B* elde edilir.
(i1): z € Xyp ise z € X dir. Boylece 1 € . ¢ olup (i) den z~'X O by dir. Tersine

1 € bv oldugundan 1 € z~'X yani z € X dir. (i) sartindan z € X4 elde edilir.

(iii): z7'X sc uzay olsun. O halde (z7'X)/ C cs olup (i) ye benzer olarak bs

yerine cs alinarak ispat yapilir.
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(iv): (iii) ye benzer olarak yapilir.
(v): f € (z7'X) olsun. Boylece yukardakilere benzer sekilde f(1 — 1) =
g(z.1 —z.1M) = g(z—z() olup sonug saglanir. O

Teorem 3.1.8. X, kapsayan bir FK-uzay, z € w, A bir dizi uzayi olsun. X(A) = {z:
z'X DA} olmak iizere, eger M AD ise X (\) = (Xf)xf dir.

Ispat. z € X(A) olsun. Her u € X/ i¢in zu € A oldugunu gosterelim. u € X/
oldugundan u; = g(e*) olacak sekilde g € X var olup zu = (zrur) = (zrg(eb)) =
(g(zke")) olur. z € X (M) oldugundan z~'X > A olup her iki tarafin f dualini alirsak
(z7'X) ¢ M elde edilir. v € (z7'X)/ olsun. O halde v; = f(e¥) olacak sekilde

f € (z 'X)" mevcut olup,
vie=f(ek) = oy +h(ze) aeQheX

esitligi saglanir. Burada o € @ oldugundan o € A/ olup (h(zxe*)) € A/ yaniz € (X/ W
bulunur. Yani X (1) C (x/ )M kapsamast saglanir.

Tersine z € (X/ )M olsun. Bu durumda her u € X/ icin zu € A/ olup,

= () = (ug(e),geX
= (s(ze))
olur. Simdi o € @ olmak iizere f(x) = ox+ g(zx) olarak tanimlayalim. O halde f(e*) =
o + g(zxe) olup f(ek) € A/ bulunur. Ayrica f(e*) € (z7'X)/ oldugundan (z7'X)/
A olur. A, AD-uzay oldugundan z~'X D A, yani z € X(A) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. [l

Teorem 3.1.9. [32, Teorem 10.2.10]
Y bir sc uzay ve Z bir AD-uzay olsun. X D Y.Z oldugunu kabul edelim. Bu
durumda X D Z dir.

ispat. z€Zolsun. O halde z7!X DY olup Teorem 3.1.7 (iii) den z € F™ dir. Bu
nedenle Z ¢ Ft = X/B olup

7zl > 7B > x/BB 5 xf

kapsamalarn gecerlidir. Z bir AD-uzay oldugundan Teorem 3.1.6 den sonug saglanir.

O
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Teorem 3.1.10. /32, Teorem 7.2.9]
X, © uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun.

T:XP = X' u— T(u) =0, her x € X igin i(x) = Y7 upxy

seklinde bir T doniigiimii tammlayalim. Bu durumda T doniisiimii icine izomorfizm
olup (yani XP ¢ X'), X bir AK-uzay ise, T doniisiimii rten izomorfizm olur. (Yani

xP=x)

Ispat. Banach-Steinhaus teoreminden i € X’ olup, T (1) = i = 0 ise, her x € X igin
ux = 0 elde edilir. Ozel olarak x = ¢* icin, #(ef) =0 (k € N) olacagindan u = 0
bulunur. Bu ise T doniisiimiiniin bire-bir oldugunu gosterir. 7 doniisiimiiniin lineerligi
aciktir. Buna gore T bir izomorfizmdir.

X bir AK-uzay olsun. f € X" alalim. u, = f(e") olarak tanimlarsak her x € X

i¢in,
< k
f&x) = (Y me)
k=1
L k
= ) xf(e)
k=1
n
= Z Xjcltk
k=1
olup, bu ise u € X/ ve f = & oldugunu gosterir. L

Teorem 3.1.11. [32, Teorem 10.3.4]
X, © uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda,

BT = (xX/)Y
esitligi gecerlidir.
Ispat.

BT = {Z ew:zl" siirly }
= {zew: (zuf(")) €bsVf X'}
olup z € Bt alindiginda her u € X/ icin z.u € bs elde edilir. Bu ise, z € (X/)Y oldugunu

gosterir. Dolayisiyla,

B+ (x/) (3.1.3)
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kapsamas1 gecerlidir.
Tersine, z € (X/)Y olsun. Her u € X/ igin z.u € bs oldugundan z € B* elde edilir.
Bu ise,

(xMcB* (3.1.4)
kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir. (3.1.3) ve (3.1.4) birlestirilirse,

BT =(x/)
elde edilir. U

Teorem 3.1.12. [32, Teorem 10.4.2]
X, © uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda ,

Ft=(x/ )13
esitligi gecerlidir.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1.11 de bs yerine cs alinarak benzer sekilde yapilir.

O

Teorem 3.1.13. [32, Teorem 10.5.1]
X, © uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) X uzayr SAK-ozelligine sahiptir.
(ii) X uzayt AK-ozelligine sahiptir.
(iii) XP =X’

ispat. Xax C Xsag oldugundan (ii) sartindan (i) sart1 elde edilir.

X uzay1 SAK-uzay ise bu durumda Xsax C @ oldugundan X uzayr AD-uzay ve
Xsak C Xap oldugundan X uzayr ayn1 zamanda AB-uzaydir. Teorem 3.1.3 den X uzay1
AK uzay olur. Dolayisiyla (i) sartindan (ii) sart1 elde edilir.

X uzay1 AK olsun. Bu durumda Teorem 3.1.10 dan dolay1 (ii) sartindan (iii) sarti
elde edilir.

Tersine (iii) sart1 saglansin. f € X’ alalim. x € X i¢in f(x) = ux olacak sekilde
u e XB vardir. u, = f (¢") oldugundan x € Xgax olur. Bu ise X uzayinin SAK-uzay

oldugunu gosterir. Dolayisiyla (iii) sartindan (i) sart1 elde edilir. L
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Teorem 3.1.14. [32, Teorem 7.2.7]

X, © uzaym kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda,
(i) XBcxrcx/
(ii) X AK-ozellikli ise, XP = X/
(iii) X, AD-ozellikli ise, XP = X"
dir.

ispat. u € XB alahm. Her x € X icin f,(x) = Y i ugxx olarak tanimlayalim. Bu

durumda f; ciimlesi X iizerinde noktasal yakinsaktir. Banach-Steinhaus teoreminden

f(x) = Tim, f, (x)
ile tanimh f fonksiyoneli uzayin siirekli dualindedir. f(e*) = u; oldugundan u € X/

bulunur. Bu ise,
XBcx/

oldugunu gosterir.
(ii) X uzay1 AK 6zelligine sahip olsun. XP C X/ oldugunu biliyoruz. u € X/
alalim. Bu durumda u; = f(e¥) olacak sekilde f € X’ vardir. X AK-uzay oldugundan

her x € X icin x = ¥, xxe dir. Her f € X’ igin
f&) = Yoaf(e)
k
=)
k

esitligi saglanir. f € X’ olmasindan dolay1 Y x;uy serisi yakinsaktir. O halde u € X B

olur. Dolayisiyla X/ C X B kapsamasi gecerlidir. Sonug olarak,
x/f =xB

elde edilir.

(iii) X AD-uzay olsun. XB c XY oldugunu biliyoruz. Ispati tamamlamak icin
XY c xB igermesini gostermeliyiz.

u € XY alalim. Her x € X i¢in f,(x) = Y}_, uxx seklinde tanimlansin. O halde
{fx} noktasal simirlidir, dolayisiyla es siireklidir. Her x € ¢ i¢in lim,,_,e f;(x) mev-
cuttur. £ = {x € X :limy, e f(x) mevcut } climlesini tanimlayalim. Yakinsaklik lem-

mas1 geregince E ciimlesi X uzayinin kapali alt ciimlesidir. ¢ C E C X olup climlelerin
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X iginde kapanmig1 alinirsa, X AD-uzay oldugundan, @ C E = E C X = @ elde edilir.
Buna gore E = X = @ olur. O halde her x € X i¢in lim,,_,. f,,(x) mevcuttur. Dolayisiyla

Y i ukxy serisi yakinsak olup
ueXxh
saglanir. Sonug olarak,
X7 cxP

elde edilir.

(i) § C X oldugundan XY C (9)7 olur. (iii) sartindan (§)Y = (¢)P elde edilir. ¢
uzayim kapsayan bir FK-uzay icin (9)® c (9¢)/ kapsamasi gecerlidir. Teorem 3.1.1
den (§)/ = X/ olur. Dolayistyla,

XYcx/
kapsamasi saglanir. L
Teorem 3.1.15. X, ¢ kapsayan bir BK-uzay olsun. Bu durumda
(i) X,FAK
(ii) M(X),sc uzay
(iii) 1 € FT[M(X)]
onermeleri denktir.

Ispat. (ii)= (iii) Teorem 3.1.7 (iii) den goriiliir.

(i) = (iii): z € X olsun. f € M(X)" olmak iizere

P 1) = ) 1)
= oc(l(’") _ 1(’1)) —i—g(z(’") _Z(n))

olup m,n — co igin limiti ahmrsa f(10") — 1) — 0 olur. Bu ise 1 € FT[M(X)]
oldugunu gosterir.

(i) = (i) : z € X ve M(X), sc olsun. O halde M(X)/ C cs olup u € M(X)/
alalim. O halde u; = f(¢*) olacak sekilde f € M(X) mevcut olup f(x) = o + g(zx),

aeQ,geX icin
_ k\ k\ __ k
up = f(e*) = oy + g(ze") = oy + g(zxe”)
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olur. u € cs,a € c¢s oldugundan (g(zkek) € cs) olup kismi toplamlar1 yakinsak olan
seriler yakinsak olup (z;) € X oldugu i¢in X uzay1 FAK 6zelligine sahiptir.
O

Teorem 3.1.16. [32, Teorem 10.3.8]
X, ¢ uzayini kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda, X uzaymin AB-ozelligine

sahip olmast icin gerek ve yeter sart
X/ cxy
kapsamasimn gecerli olmasidir.

Ispat. (=:) Teorem 3.1.11 dan X C Bt = (X/)Y oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin
Y— duali alinirsa,
XYo (xHyox/

elde edilir.

(«:) X/ C X" kapsamasinda her iki tarafin y— duali alinirsa,

(XHoxnWoXx
olup, B* = (X/)Y oldugundan,
XCB*
kapsamasi elde edilir. Bu ise X uzayinin AB-uzay oldugunu gosterir. U

Teorem 3.1.17. [32, Teorem 10.4.4]
X, @ uzaywni kapsayan bir FK-uzay olsun. Bu durumda X uzaymin FAK-ozelligine

sahip olmast icin gerek ve yeter sart
x/ cxb
kapsamasinn gegerli olmasidir.
Ispat. Teorem 3.1.16 in ispatina benzer sekilde bir ispat yapilir. U
Teorem 3.1.18. [32, Teorem 7.3.5]
i) bvo bir AK-uzaydir.
i1) bvg = bvg = bv{; =bs
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ispat. i) x € bvg ve xI"l = Y7, x;el¥) olmak iizere,
3 = x|y = 1|+ X [k — X1
olup, n — oo i¢in limit alinirsa x € bvy = bv M ¢y oldugundan,
lim,, o0 |x — x| =0
elde edilir. Bu ise x = (x;) € (bvo)ak oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

(bV())A[( = bV()

olur. Sonug olarak bvy bir AK-uzaydir.
i) bvg uzay1 bir AK-uzay oldugundan bir AD-uzaydir. Dolayisiyla Teorem 3.1.14 dan
dolay1

bvg = bvg = bvg

esitlikleri gecerlidir. Simdi bu duallerin bs uzayina esit oldugunu gosterelim:
y € bs ve x € byg olsun. Teorem 2.2.4 (b) den xy = (x;yx) € c¢s dir. Buisey € bvg
anlamina gelir. Dolayisiyla,

bs C b} (3.1.5)

kapsamas1 gecerlidir.
Tersine, u € (bvy)/ olsun. Bu durumda u;, = f(eX) olacak sekilde en az bir f € (bvg)’
vardir. el = Y ¢k olmak iizere, f fonksiyonelinin lineerligi ve siirekliligi dikkate

alinirsa,

n
)
k=1

= |r(Le)

= |£(e)]
< |IfI1 et
= 2|/l

elde edilir. O halde sup,, ‘ Yioi uk‘ < oo olup bu ise, u € bs dolayisiyla
bvl C bs (3.1.6)

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterir. (3.1.5) ve (3.1.6) kapsamalarindan
bvg = bvg = bv{; =bs

elde edilir. O
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4. MATRIS ETKI ALANLARININ BAZI ALTUZAYLARI

Iki kistmdan olusan bu béliimiin ilk kisminda matrisin ve uzayin secimine bagh
olarak matris etki alanlarinin baz1 altuzaylar arasindaki iliskiyi inceleyecegiz. Ikinci
kisimda ise uzay1 6zel olarak ¢ alip secilen matrisin 6zelligine gore etki alanlarinin

bazi altuzaylar1 arasindaki iliskiden bahsedecegiz.

4.1 Matris Etki Alanlar

Aciklama 4.1.1. [32, Remark 12.1.1]
Bu kisimda Y bir FK-uzay, z € w ve A, Y4 D @ olacak sekilde bir matris olarak

ele alinacak ve bazi altuzaylar Y4 da hesaplanacaktr.

Yo, = S(¥) = S
Yag, = W) = W
Yape = FT(Ya) = F¥
Yo, = BT () = B

seklinde gosterilecektir.

Lemma 4.1.2. [32, Lemma 12.1.2]
A ve 7 Aciklama 4.1.1 deki gibi olsun. a*, A matrisinin k. siitunu olmak iizere

Az(m) = Y za esitligi gecerlidir.

Ispat.

(Az(m)> =Y anz = (Y zd),
k=1
dur. U

Teorem 4.1.3. [32, Teorem 9.4.1]
Y ve A Aciklama 4.1.1 deki gibi olsun. Bu durumda Yy sc uzay olmasi igin gerek
ve yeter sart A matrisinin herbir siitunu Y uzayinda ve a*, A matrisinin k. siitunu olmak

iizere herbir g € Y' icin { g(ak)} € cs sartimin saglanmasidir.

Ispat. (=:) sc uzaymn tanimindan Y4 O ¢ oldugu icin A matrisinin siitunlar1 ¥

uzayindadir. g € Y’ x € Y4 i¢in f(x) = g(Ax) olsun. Bdylece Teorem 2.3.9 (a) dan

f €Yy olur. Ayrica f(e¥) = g(a¥) ve YX C cs oldugundan {g(a*)} € cs elde edilir.
(«<:) Hipotezde g = py , pu(x) = x,, olarak alimrsa {g(a*)} = {a*} oldugundan

A matrisinin siitunlar1 Y dedir. Boylece wq D bv olur. Simdi f € Y f; alalim. Teorem
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239 (a)dangeY' ac wg C bvP = ¢s olmak iizere f(x) = o+ g(Ax) olur. Boylece
f(e) = oy + g(a*) olup hipotezden ve o € cs oldugundan {f(e")} € cs elde edilir.
Dolayisiyla Y, /_{ C cs olup Y4 sc uzaydir. L

Teorem 4.1.4. [32, Teorem 9.4.9]
Y, A Aciklama 4.1.1 deki gibi ve Y4 vsc uzay olsun. Bu durumda Y, conull uzay
olmast icin gerek ve yeter sart her g €Y' icin ¥ g(a*) = g(Al) olmasidir. Burada a*,

A matrisinin k. siitunudur.

Ispat. (=) f(x) = g(Ax) olsun. Teorem 2.3.9 (a) dan f € Y, olur. Boylece

$(A1) = (1) = lim f(1) = limg(A1™) = ¥ g(a

olup istenen esitlik saglanir.

(<) feY f; olsun. Teorem 2.3.9 (a) dan iki durum s6z konusudur. T1ki f(x) = ow,
o€ wg C bvP = ¢s olmasidir. Bu durumda f(1 — 1) =y oy — 0 oldugundan
Y, conull uzaydir. Ikincisi f(x) = g(Ax) olmasidir. g(Al) = ¥, g(a*) oldugundan
F(10m) — £(1) oldugundan Y4 conull uzaydur. O

Teorem 4.1.5. [32, Teorem 12.1.3]

z, Y, A aciklama 4.1.1 deki gibi olmak itizere asagidakiler denktir:
(i) z€ BT
(ii) {Az(m)}, Y de sinirl
(iii) Ya.. D bvgy
(iv) g €Y' icin {zkg(ak)} € bs olur. Burada d*,A min k. siitunudur.

Ispat. (i) = (iii): 7~ 'Yy = Y4, oldugundan Teorem 3.1.7 (i) den agiktur.

(iii) = (ii): zxa®, A.z nin k. siitunu olmak iizere, (Y4..)’ C (bvg)/ = bs oldugundan
(i1) saglanir.

(ii) = (iv): “{Az(’")}, Y de sinirhi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vg € Y’ igin
{ gl Az } sinirli” ¢ift onermesi saglandigindan Lemma 4.1.2 kullanilarak (iv) elde
edilir. L

Sonuc 4.1.6. [32, shf. 189]
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Bu sonuglart Teorem 3.1.11 e benzer olarak yapmak miimkiindiir. Y8 yi A bir
matris ve g €Y' olmak iizere tiim { g(ak)} dizilerinin ciimlesi olarak tanmimlayalim. Bu
durumda B+ = Y8Y olur. Ayrica Yy, AB ozelligine sahipse Y8 C YX elde edilir. Benzer

sonuclar Teorem 4.1.7 de F T uzayt icin yapilabilir.

Teorem 4.1.7. [32, Teorem 12.1.5]

7,Y,A Aciklama 4.1.1 deki gibi olmak tizere asagidakiler denktir:
(i) z€ F*
(ii) {Az™}, Y de zayif Cauchy dizisidir.
(iii) Ya ., sc uzaydur.
(iv) g €Y' icin {zkg(ak)} € cs olur. Burada a*,A min k. siitunudur:

Ispat. (i) = (iii): Teorem 3.1.7 (iii) den aciktrr.
(iii) = (ii) : zxa*, Az nin k. siitunu olup Teorem 4.1.3 den istenen esitlik elde
edilir.

(ii) = (iv) : Teorem 4.1.5 dekine benzer olarak yapilir. O

Teorem 4.1.8. [32, Teorem 12.1.6]
z,Y,A Aciklama 4.1.1 deki gibi olmak tizere asagidakiler denktir.

(i) zeW
(ii) AzMy uzaywmda Az ye zayif yakinsak
(iii) Ya.; conull uzaydir.
(iv) Her g € Y'icin Y z38(d¥) = g(Az) esitligi gecerlidir.

Ispat. (i) = (iii): Teorem 3.1.7 (v)den agiktir.
(iii) = (ii): Teorem 4.1.4 a benzer olarak yapilir.

ii) = (iv) Lemma 4.1.2 den aciktir. [l
(ii) = (iv)

Teorem 4.1.9. [32, Teorem 12.1.7]
z,Y,A Aciklama 4.1.1 deki gibi olmak tizere asagidakiler denktir.

(i) z€S
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(ii) Az™) 5 Az Y de yakinsak
(iii) Ya., giiclii conull uzay
(iv) Y zxa* = Az, Y de yakinsak. Burada a*, A matrisinin k. siitunudur.

Ispat. (i) = (iii) : Teorem 3.1.7 den saglanr.

(i) = (ii) : z= Y.zxe* ve A : ¥4 — Y siirekli oldugundan Az = ¥ z;Aek = ¥ zpa*
elde edilir.

(ii) = (i) : wa AK 06zelligine sahiptir. Boylece z € wa, u = p veyahigin u(z—
2™y — 0 olur. Boylece ¢, Y nin normu olmak iizere g[A(z —z\"))] — 0 olup z € S elde

edilir. 0
4.1.1 L, ve L, Altuzaylar:

Bu kisimda toplanabilmede 6nemli bir rol oynayan Y4 nin L, ve L, altuzay-
larin1 tanitip ¥ ve A nin se¢imine baglh olarak bazi altuzaylarla arasindaki iligkiyi in-

celeyecegiz.

Tanimm 4.1.1. [32, Tanim 12.2.2]

Y ve A Aciklama 4.1.1 deki gibi olmak iizere,

Lf ={zew:vteYPicin (tA)z meveut} L.=L NY4
Ly={xeYy:VteYP (tA)z=1(Az)}

olarak tanimlanir.

tc YB, Ax € Y oldugundan 7(Ax) her zaman vardir. Ayrica ¢ C L, C L, kap-
samalar1 gegerlidir.

z € L} olsun. Bu durumda herz € Y B icin (tA)z vardir. t = €" olarak alindidinda
(tA)z = (Az), olup z € wy oldufundan L] C wy kapsamasi saglanir.

reYBve f ey, icin f(x) =1(Ax) olarak tanimlamrsa, ¥ f(eK)x; = (tA)x olur.

Teorem 4.1.10. [32, Teorem 12.2.4]
Y ve A Agiklama 4.1.1 deki gibi olmak iizere F* C L}, F CL,, W C L, kap-

samalart gegerlidir.
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Ispat. z€ F, e YP olmak iizere f € Y, icin f(x) = 1(Ax) olarak tanimlansin. F*
nin tammindan ¥ f(e¥)z; = (tA)z oldugundan z € L, " elde edilir. Benzer olarak x € W
ise aym f ile f(x) = ¥ f(eF)x; esitligi t(Ax) = (tA)x oldugunu gosterir. Dolayisiyla
x € L, dir. ]

Teorem 4.1.11. [32, Teorem 12.2.5]
A bir matris, Y bir FK-uzay ve Y® AD ozelligine sahip olsun. Bu durumda L, =

L., BTNwaCL}, BCL,=L,onermeleri gecerlidir.

ispat. xc ¥y, 1eYPolmakiizere ¢ uzayinda (1A)x = t(Ax) olup Y® AD oldugundan
L. =L, olur.

Z€ BT Nwy olsun. A.z = (ankzk) olmak iizere z € B' oldugundan A.z € (bvy,Y)
olur ve Teorem 2.3.1 den (A.z)" € (YP,bs) elde edilir. Ayrica z € wy oldugundan A .z
nin herbir siitunu yani (A.z)” nin herbir satir1 ¢s ye aittir. Boylece (A.2)7 € (YB, cs)
olur. Dolayisiylar € YP icin (A.z)7r € cs olur. ¥ [(A.z)Tt]k =Y ¥, amzitn = (tA)z
olup z € L] elde edilir. Boylece BT Nwy C L.+ olur. Bu kapsamadan B C L, = L, elde
edilir. L

Sonuc 4.1.12. [32, shf. 192]
A =1 alalim. Bu durumda Yy =Y olur. Ayrica L, = L, =Y oldugu aciktir. Yani
A =1 olarak aldigimizda goriiyoruz ki bu boliimde Y4 icin ispatlanan teoremler Y icin

de gecerlidir.

Teorem 4.1.13. [32, Teorem 12.2.8]
Y, A Aciklama 4.1.1 deki gibi olmak iizere AT € (YB,YA3 ) olmas icin gerek ve

yeter sart L, = Y5 olmasidir.

ispat. Acikca L, = Y4 gerek ve yeter sart her r € YP icin 1A € Yf dir ve bu AT €
(YBy /{3 ) oldugunu gosterir. O

Tammm 4.1.2. [32, Tanim 12.2.9]
G={f¢€ Yf; cf(x) =t(Ax), t€ YB} olarak tanimlanr.

Teorem 4.1.14. [32, Teorem 12.2.10]
Y, A Aciklama 4.1.1 deki gibi olsun. Bu durumda G CY f olmasi icin gerek ve

yeter sart L, = Y5 olmasudir.
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ispat. (=:) 1 e YP olsun. f(x) = t(Ax) olacak sekilde f € G tanimlayalim. Hipotez-
den her x dizisi igin #(Ax) = o olur. Ozel olarak x = ¢ alalim. O halde (tA); = oy
olup her x dizisi i¢in ¢ (Ax) = (tA)x esitligi saglanir.

(«<:) f € G olsun. Tamimdan dolay1 f(x) = 7(Ax) olur ve hipotezden bu (tA)x

skalerine esit olur. Boylece x € Y f olup ispat tamamlanir. L

Aciklama 4.1.15. [32, shf. 193]

Y bir AK-uzay ve A, Y5 D @ olacak sekilde bir matris olarak ele alinacaktr.

Teorem 4.1.16. [32, Teorem 12.3.2]

Y,A Aciklama 4.1.15 deki gibi olmak iizere L = F*, L, =F, L,=W
esitlikleri gecerlidir.
Ispat. ze L7, geY olsun. Y, AK oldugundan #, = g(¢") olacak sekilde 7 € YP

vardir. Ayrica
m X m
g(Azm) =Y zg@) =Y a Y gleam =Y. Y wamta — (tA)z

olur. Bdylece Teorem 4.1.7 (ii) den z € F elde edilir.
Eger z € L, ise t(Az) = g(Az) olur. Bdylece Teorem 4.1.8 (iv) dan z € W dir.

Karsit icermeleri Teorem 4.1.10 den aciktir. Boylece ispat tamamlanir. U

Ornek 4.1.1. [32, Ornek 12.3.4]
Y =cs, (Ax), =X, —X,_1 olsun. Bu durumda ¥4 = c dir. Ustelik L] = F* =

b, Le=F=c, L;=W = esitlikleri saglanir.

Aciklama 4.1.17. [32, shf. 194]
Y, zayif yakinsak dizilerin yakinsak oldugu FK topolojisine sahip bir FK-uzay, A,

Y4 D ¢ olacak sekilde bir matris olarak ele alinacakttr.
Eger Y, AK-zelligine de sahip bir uzaysa YPP = ¥ olur. Gergekten de
YBB—yB—Ft=Fcy

oldugundan Y = YPB dir. ¢y Ac¢iklama 4.1.17 de verilen Y uzayimnn 6zelliklerine sahip

degildir fakat ¢, bv ve bv uzaylari sahiptir.

Teorem 4.1.18. [32, Teorem 12.4.4]
Y, A Aciklama 4.1.17 deki gibi ve A satir sonlu olsun. Bu durumda Y4 uzayinda

zayif yakinsak diziler yakinsaktir.
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ispat. x* = 0 olsun. Bu durumda ¥ de Ax"* = 0 olup ¥ de Ax" — 0 olur. Teorem 2.3.5
de verilen Y4 nin yarinormlarindan herbir &, gereksizdir. goA(x") -0 (n— oo) olur.

Ayrica Yy bir FK-uzay oldugundan herbir & i¢in pi(x") = x| =0 (n— o) olur. [

Ornek 4.1.2. [32, Ornek 12.4.5]
z bir dizi olsun. Ax = z.x alinirsa z% = /4 olur. Boylece bu uzay A¢iklama 4.1.17

deki 6zelliklere sahiptir.

Ornek 4.1.3. [32, Ornek 12.4.6]

A nin satir sonlu olma sart1 Teorem 4.1.18 den ¢ikarilamaz. Gergcekten n > 1 icin
aix =1, ap =0 olsun. O halde ¢4 = ¢s dir. " = " — " ! olsun. Bu durumda
| u" ||= 1 olur. Eger f € cs ise { f(¢")} € s/ = bv C ¢ oldugundan f(u") = f(e") —
f(e"™1) — 0 olur. (u,) dizisi yakinsak degildir.

Teorem 4.1.19. [32, Teorem 12.4.7]
Y, A Aciklama 4.1.17 deki gibi olmak iizere S =W = F = F egitlikleri saglanir.

Ispat. Eger z € F* ise (Az(m)) Y uzaynda zayif Cauchy bdylece Cauchy dizisidir.
Bu nedenle Az("™) — y olur. Teorem 2.3.5 den wy, AK-uzay oldugundan w,4 uzayinda
2" — z olur. Boylece w da Az(™ — Az olur. Fakat Y bir FK-uzay oldugundan w

uzayinda Az — y olup buradan y = Az elde edilir. Boylece z € S olur. ]

Ornek 4.1.4. [32, Ornek 12.4.8]
Y=1/{, (Ax),=x,—x,—; olsun. Budurumda ¢4 = bv olur. AyricaB=bv, S=

W = F = F = by esitlikleri vardur.

Ornek 4.1.5. [32, Ornek 12.4.9]
l4 = c olacak sekilde bir A matrisi yoktur. Gergekten Teorem 4.1.19 den ¢ uzay1
icin F =¢, W =cg olur. Ustelik £4 = ¢y veya ¢~ olacak sekilde A matrisi yoktur.

Ciinkii F* =/, W = ¢ seklindedir.

Ornek 4.1.6. [32, Ornek 12.4.10]
Y = { ve by gibi AK-6zelligine sahip ve zayif yakinsak dizilerin yakinsak oldugu
bir dizi uzay1 olsun. Bu durumda siitunlar1 ¥ de olan herhangi bir A matrisi i¢in L =

Lo=L,=S=W=F=F"d.
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Sonuc 4.1.20. /32, Remark 12.4.12]
Y, A Aciklama 4.1.17 deki gibi olmak iizere eger Y4 sc uzay ise conull uzay ol-

malidrr.
ispat. Teorem 3.1.7 (iii) den 1 € F* olup Teorem 4.1.19 den 1 € W elde edilir. ]

Tanim 4.1.3. [32, shf. 197]
Bir X uzay1 X Bf uzayinda kapali ve X B AD olma ozelligine sahipse X uzayina

c-benzeri uzay denir. Ornegin; ¢, ¢, -, bv, bs uzaylari c-benzeri uzaylardir.

Eger X c-benzeri bir uzay ise X, X BB da kapalidir. Ayrica X B AK ve X, XPB da

kapal1 ise X uzay1 bir c-benzeri uzaydir.

Teorem 4.1.21. [32, Teorem 12.5.3]

Y, c-benzeri uzay olmak iizere
Lf =B*Nwy, L.=L,=B
esitlikleri saglantr.

ispat. z € L} olsun. 1 € YP icin (tA)z = (Az)”t oldugundan (Az)T € (Y8, cs) olur,
Dolayisiyla A.z € (bv,YP/) olup A.z € (bvy,YP/) olur. A.z, A matrisinin siitunlarinin
bir skalerle carpim katlar1 oldugundan Y uzayindadir. Dolayisiyla A.z € (bvg,Y) olur.
O halde Teorem 4.1.5 (iii) den z € B* elde edilir. Sonuglarin tersi Teorem 4.1.11 dan
elde edilir. U

Ornek 4.1.7. [32, Ornek 12.5.4]
Y, AK-6zelligine sahip c-benzeri bir uzay ( Ornegin; Y = ¢y ) olsun. Bu durumda
satirlar1 Y de olan herhangi bir A matrisii¢in L =BT =F* L,=L,=B=F=W

esitlikleri saglanir.

Sonuc 4.1.22. [32, Remark 12.5.8]

Y bir c-benzeri uzay ve A, Yo D @ olacak sekilde bir matris olsun. Bu durumda
(i) Ya, AB uzay,
(ii) AT € (vB, YD),
(iii) G c XP
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onermeleri denktir.

Ispat. Teoremin ispati Teorem 4.1.13, Teorem 4.1.14 ve Teorem 4.1.21 den elde edilir.

O

4.2 ¢4 min Bazi Altuzaylan

ca yakinsaklik etki alanin1 daha 6nce tanimlamistik. Bu kisimda ¢4 nin baz altu-
zaylarini tanimlayip hangi 6zelliklere sahip oldugunu gorecegiz.
Oncelikle bu kisimda ¢4 FK-uzaymin S, o Weus Fey s Be, altuzaylarim sirasiyla

CAY T CA»

Sa,Wa, Fy,By ile gosterecegiz. Burada A matrisini @ C c4 olacak sekilde herhangi
bir matris olarak alacagiz. Yani A matrisinin a; = lim, a,; olmak {izere siitunlarinin

herbiri vardir.

Tanim 4.2.1. [33, Tanim 8.2.2]
A, @ C cy4 olacak sekilde sonsuz bir matris ve ag, A matrisinin k. slitununun limiti

olsun. Bu durumda

Iy = {x = (x) € ca| Ly arxx yakinsak },
A (x) =1img x — Yy apxg (x=(x) € In),
Aj = KernAy = {x € Iy|Aa(x) = 0},
Ly={x€cp:Vtel:(tA)x mevcut }
ve

Py={x€ca|Vt €Ty : (tA)x=1(Ax)}
olarak tanimlanir. Burada

Ta = {t € [Vy Eca: (tA)y mevcut}
dir.

Teorem 4.2.1. [33, Teorem 8.2.4]

Asagidaki sartlar saglanr.
(a) La = Ba = {(xx) € ca : supny| Lo nixi]| < o}
(b) Yt e, VxelLy:t(Ax)=(tA)x
(c) By =Ly C Py
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(d) Vxecp:xeSy e ||[Ax—x)]w—=0 (r— o)

Ispat. (a) c, c-benzeri uzay oldugundan Teorem 4.1.21 den agiktir.
(b) Teorem 4.1.21 den dolay1 L, = L, = B oldugundan istenen esitlik saglanir.
(c) (a) ve (b) den saglanir.
(d) Teorem 4.1.9 den saglanir. L]

Teorem 4.2.2. [33, Teorem 8.2.5]

Asagidaki sartlar saglantr.
(a) Fx =LsNIy =BaNlIy
(b) Wa=LaNA; =FANAL
(c) Herhangi bir u € Fy \ Wy = Fj \AAL icin Fy =Wy veya Fp = Ws® <u >
(d) Egere € Fyvey(A) #0ise Fp =Wy <u>

A konservatif bir matris ise e € Fy ozelligine sahiptir. Ayrica A coregular bir matrisse

FAx =W, DA olur.

ispat. (a) F4 C By = Lj ve Fy C Ly oldugundan Ly N1y C F4 oldugunu ispatlamak

yeterlidir. y = (yx) € Ly NIy ve f € ¢4’ olsun. Teorem 2.3.9 (b)den u € K, 1 = (1,) € ¢
B

ve o = (o) € w), olmak lizere x = (x) € ca icin

f) = plimx+) 6} amxc+ ) aix (4.2.1)
n k k
= uli/?l)C-i—t(Ax)-i-ocx

olur. x = ¢* i¢in
F(¢) = pag+ [tA] + oy
olup herhangi bir y € ¢4 icin
;ykﬂek) = uY Ot (1A)y+ (4.2.2)

elde edilir. ye Iy, y € Ly ve 0L € WE; C cﬁ oldugundan y € F4 olur. Boylece istenen

esitlik elde edilir.
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(b) Wy C By = L ve Wy C Ay oldugu agiktr. Ly N A+ C Wy oldugunu ispat-
layalim. y = (yx) € La ﬁAj CLasNIy=Fsve f € c;‘ olsun. f, (a) nin ispatindaki gibi
olsun. (4.2.1), (4.2.2)den ve y € Aj oldugundan

fy)— Zk:ykf(ek> = H(liAmy — Y ouyi) + (t(Ay) — (tA)y)
k
= pAa(y) + (1(Ay) — (1A)y)

=0

olur. Boylece y € Wy elde edilir.

(c) Ay, 14 da lineer bir fonksiyonel oldugundan
codimp, (KernAA |F, ) <1

olur. Ayrica Wy = Fy N A+ = KernAy |F, oldugundan istenen esitlik elde edilir.

(d) limy € ¢4 ve %X (A) # 0 oldugundan e ¢ Wy olup (c) den Wy = Fy@ < e >
olur. Eger A konservatif ise e € I4 oldugundan e € F4 olur. Ciinkii Teorem 4.2.1 den
e € Ba, (ar) € £ ve sup,, , | Y)_gan| < ||Al| dir. Eger A matrisi coregular ise konservatif
ve % (A) # 0 olur.

O

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.3. [33, Teorem 8.2.8]
Keyfi bir sekilde secilen u =0 veya u € Fy \ Wy = Fy \/\AL icin

(PCSACWA:LAQAAJ'CWAEB<M>:FA:LAQIA CLy=Bjy CPy

saglanr.

Teorem 4.2.4. [33, Teorem 8.2.10]

A matrisi replaceable ise Fy = Ly = By esitlikleri saglanir.

Ispat. A replaceable ise k € N icin dj = 0 ve ¢p = c4 olacak sekilde bir D matrisi
vardir. dy = 0 oldugundan Ip = cp olur. Boylece Fp = Lp = Bp olur. Fp = Fy ve
Bp = B4 FK topolojilerinin denkliginden ve bu climlelerin tanimindan Fy = Ly = By

elde edilir. O
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Teorem 4.2.5. [33, Teorem 8.3.2-8.3.4]

¢ C cp olsun. Bu durumda asagidaki sartlardan herbiri A matrisinin replaceable

olmast i¢in yeterlidir.
(a) ©F Pa
(b) Fa# Wa
(c) Fpx £ Wy ve At cpda kapalidir.
(d) A maksimal insettir. (Yani Iy = c4 dir.)
(e) Wy # Fy ise A min replaceable olmast igin gerek ve yeter sart § # Py olmasidir.
(f) ® C Kernf, o€ caP ve u+ 0 olacak sekilde f € ca vardir.

Sonuc 4.2.6. [33, Teorem 8.2.7]

A konservatif bir matris ise bu durumda
(a) co CSpvec CmNcy CFy=LaNIy
(b) Wa CO9=co (caFK—uzaynda)
sartlart saglanir.

Teorem 4.2.7. [33, Teorem 8.2.12]

Asagidaki sartlar saglantr.
(a) pCS4 CWACO
(b)) 9=Sa=WaveFy=By=1Ly

(c) Fy =Wr® <u>=0P <u>. Burada Fy =W, ise u=0, aksihaldeuEFA\WA

olarak alinir.
(d) Eger A coregular bir matris ise Ly = Fy =¢C
olur.

Ispat. (a) Aciktir.
(b) ve (¢): (a) dan § = Sy = Wy olur. Fy = By = L, oldugunu ispatlamak icin iki

durum s6z konusudur.
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(I. Durum:) A matrisi replaceable olmasin. Bu durumda Ly C Wy olup Wy = Ly
olur. Wy C F4 C By = L oldugundan Fy = By = Ly olur. f € c4' ve  C Wy C Kernf
olsun. Ly C Kernf oldugunu ispatlayalim. Teorem 4.2.5 (f) den u = 0 dir. Bu durumda

uygun bir # € ¢ ve o € waP secilirse x € ¢, icin
f(x) =t(Ax) + ox
olur. Her bir x € L4 i¢in t(Ax) = (tA)x oldugundan
F(x) = (tA)x+ax =

elde edilir. Burada Y=Y, =tA+ o dir. ¢ C Wy C Kernficin0= f(ef) =y (ke NO)
olur. Bdylece Ly C Kernf oldugundan Teorem 2.1.11 den Ly C W elde edilir.

(II. Durum:) A matrisi replaceable olsun. Teorem 4.2.4 dan F4 = L4y = By olur.
Boylece Fy = Ly = By olur. Ayrica Fy = W veya keyfi bir u € Fy \ Wy = F4 \ Axt

icin Fy = W@ < u > olur. u € X i¢in

W , UEW)
Wab<u>=<¢ L (4.2.3)
Wab<u> , u ¢ Wy
olarak tanimlandigindan Fy = Wy veya u & Wy igin Fp = Wa® <u > = Wy < u >
elde edilir. Boylece (b)-(c) ispatlanir.

(d) Teorem 4.2.2 (d), Teorem 4.2.7 (b), Teorem 4.2.6 (b) ve (4.2.3) den
FA=Wyd<e>=Wp+<e>=0+<e>=cp+<e>=cpt<e>=c
elde edilir. O

Teorem 4.2.8. [33, Teorem 8.2.14]

ca FK-uzaymmda Sa,Wy,Fa,Ba ve Ly altuzaylarindan herhangi biri kapali ise
Sa,Wa, Fs,By ve Ly altuzaylari kapalidir. Boyle bir durumda hem @ = Sy = Wy =
Fp=Bjp =Ls hemde ® = Sy = Wy ve u € Fp \ Wy keyfi olmak iizere OO < u >= F; =

Ba = L4 olur.

ispat. Sa C Wy C Fy C By = Ly oldugundan Teorem 4.2.7 (a)-(c) den S4 kapal ise
Wa,Fa,Bs = Ly kapali olup By kapali ise S4 kapali oldugundan ilk kismin ispati

tamamlanir. ikinci kismin ispat1 ise Teorem 4.2.7 (b) ve (c) den saglanir. ]
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Tamm 4.2.2. [33, Tanim 8.2.18]

A bir matris olsun. Buna gore,

A matrisinin Sq, Wy, Fy, By altuzayi c4 ya esitse A matrisine sirastyla AK, SAK,
FAK veya AB uzaydir denir. A matrisi i¢in

Ly = cq ise birlegsmelidir,

I4 = c4 ise maksimal insettir,

F; = Wy ise very conulldur denir.

Teorem 4.2.9. [33, Teorem 8.2.19]
Asagidaki sartlar denktir.

(a) A, ABuzaydr.

(b) A, birlesmelidir.

(c) A, FAK dir.

(d) A, SAK veya keyfi u € Fx \ Wy icin cp = Wx® < u > saglamr.
(e) A, AK veya keyfi u € Fp \ Wy icin ca = Sa® < u > saglamr.

Ispat. ¢ C c4 olacak sekilde herhangi bir A matrisi igin
AJAB & ¢4 =By
& cpa=Ly & A,birlesmeli
& cpa=Fy & AFAK
olur. Ustelik Teorem 4.2.8 den u € Fy \ Wy keyfi olmak iizere
ca=cp & ca=Wyveyacy =Wrd<u>

& ca=Spveyacy =SAaP<u>

elde edilir. O
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5. BAZI MATRISLERIN ETKi ALANLARININ BAZI ALTUZAYLARI
Bu boliimde C; Cesaro matrisi, Z 1 Zweier matrisi ve fark matrisi gibi 6zel mat-

rislerin etki alanlarinin bazi altuzaylarinin inceleyecegiz.
5.1 C; Cesaro Matris
Tammm 5.1.1. [33, Tanim 3.1.7]
o€ R, —a ¢ Nolsun. Cy = (cs,?) olmak tizere
n—k+a—1
(i ) k<nise

Cg,]? _ (n;oc) )

0 , k>nise

olarak tanimlanan matrise o. mertebeden Cesaro matris denir. Biz o = 1 alarak

1000
1 1
1o o..

G=| 1410
111l
4 4 4 4

seklinde olusturulan C; Cesaro matrisinin etki alaninin bazi altuzaylarini in-
celeyecegiz.

A = Cj olsun. Bu durumda A matrisi
(i) sup, Y [ank| < oo
(1) limyeau, =0, k=1,2,...
(iii) limy, o} p Gk =1
sartlarin1 sagladigindan Teorem 2.3.4 den acikc¢a regiilerdir.

Teorem 5.1.1. /33, shf. 423]

A = C olsun. Bu durumda
(a) cA=0D <e>=c=Bp=Ls=Fy2OmNcy 2c
(b) P=co=Sa=Ws =}
onermeleri gecerlidir.
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Ispat. (a) (—1)¥ € mN Y oldugundan Teorem 2.3.7 den ¢ C mNcy C cy elde edilir.

Simdi By = c4 oldugunu gosterelim. Her bir x = (x) € c4 ve n,v € N icin

v L yr o x n<vise

k=0"k =
Zankxk = er—J: | ) ) < ”Cl (X)H <o
k=0 mm| Zk=OXk| v <nise

oldugundan B4 = c4 olur. Yani A matrisi AB-0zelligine sahiptir. Geriye kalan
kisimlarin ispat1 ise Teorem 4.2.9 dan elde edilir.

b) W4 = Ba NAL = Kernlimy = cg olup Teorem 4.2.9 dan Wy = S4 = cg elde
edilir. L

5.2 Zweier Matris

Tanmm 5.2.1. [33, Tanim 3.3.2]

o € K\ 0 olmak tizere

olarak tanimlanan matrise o.. mertebeden Zweier matris denir. Biz burada oo = % olmak

lizere Z ! matrisininin etki alanlarini inceleyecegiz.
A=Z7 1 olsun. Acikca A matrisi
(i) sup, Ly |ank| <o,
(1) limyeau =0, k=1,2,..
(iil) limy e pojank =1
sartlarin1 sagladigindan Teorem 2.3.4 den regiilerdir.

Teorem 5.2.1. [33, shf. 424]

A=Z 1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
(a) cCmNca=Fs=Bas=Ls Ccy
(b) co =S4 :mﬂcg =Wy C cg
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Ispat. (a)((—l)k) € mNcY oldugundan ¢y # mNcQ ve ¢ # mNcy olur. Bu nedenle
A matrisi sinurli 1raksak bir diziyi topladigindan 0’a yakinsayan smirsiz bir diziyi de
toplar ve genelligi bozmaz. Yani m N cg - cg ve mNcy C ¢y olur. Ustelik Iy = ¢4
ve Fy = Ly N1y oldugundan Fy = Ly = By esitlikleri saglanir. Sonug 4.2.6 den m N
ca C F4 oldugundan geriye B4 C mMcs oldugunu ispatlamak kalir. Teorem 4.2.1 (a)
kullanilarak her bir x = (x;) € B4 ve v € N i¢in
r v v 1
o0 > sup| Z AniXy| > sup| Zankxk| > | Z Ayt 1 Xk | = §|xv|
nr k=0 n k=0 k=0

esitsizligi saglandigindan x € m olur ve ispat tamamlanir.

(b)cCmnN cg - cg saglanir. Fy altuzayinda f € ca mn temsilinden m N cg C Wy
olur. O halde mnN cg = Wy elde edilir. AyricamNcy = (mnN cg)EB < e > oldugundan
mNcag = Fy = Wy®D < e > esitligi saglanir.

co C S4 oldugundan geriye Sy C co oldugunu gostermek kalir. Herbir x = (x) €
Sa ve r € Nigin

1A (x = XN [loo = sup, | Xy @] > | Eee it @105 = 5 1xe41 ]

olur. Yani ||A(x —x("))||ec = O(r — o0) oldugundan S4 C co elde edilir. O

5.3 Fark Matrisi

olarak tanimlanan A matrisi fark matrisi olarak adlandirilir.

Teorem 5.3.1. [33, shf. 435]

A fark matrisi olmak iizere asagidaki ozelliklere sahiptir.
(a) A matrisi O-carpimsal, ozel olarak conull ve replaceable bir matristir.
(b) c CmNcy :mﬂcg - cg

(c) SA=covemNcy =Wy =Fy=Ls=By
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(d) Sa,Wa,Fx ve Ly ciimlelerinden highbiri ca da kapali degildir.
(¢) u=(n)yeny €ca\Laveca =Py =00 <u>

Ispat. (a)A matrisi her x € ¢ icin limy x = Olimx oldugundan, O-carpimsaldir. Ayrica
cp = ca olacak sekilde tiim siitunlart sifira yakinsayan bir B matrisi varoldugundan
replaceable ve (A) = limy e — ¥ limy ¥ = 0 oldugundan A matrisi conull dur.

(b) A matrisi conull oldugundan Teorem 2.3.6 den ¢ C mMcy olur. mNcy C cg
oldugunu ispatlamak i¢in K = R olarak kabul edelim. (Reel ve imajiner kisimlar1 ayri
bir sekilde hesaba katarak K = C i¢in de ispat yapilir.)

o = limy x # 0 olacak sekilde x = (x) € c4 verilmis olsun. Bu durumda genelligi
bozmaksizin o0 > 0 (aksi halde y = —x olarak hesaba katilir ) ve ng € N olmak lizere

Xp —Xp—1 > 5(n > ng) oldugunu kabul edebiliriz. Béylece herbir n > ng igin

Xn = Xp—Xp—1+tXp—1—Xp—2+Xp—2— . +Xpy+1 —Xny +Xn,

o
> xn0+(n—n0)§

elde edilir. Burada o > 0 oldugundan x ¢ m dir. Boylece mNcg =mnN cg C cf‘ esitligi
ispatlanir. Ayricax = (x;) € cg icin
=Yt o7 (keEN)

oldugundan ikinci kapsama da gecerlidir.

(c) Ispatin bu kism1 Teorem 5.2.1 in ilgili kismina benzer sekilde yapilir.

(d) S4 # W4 oldugu icin Teorem 4.2.8 den ispat yapilir.

(e) Agikga u = (n) € c4 alinirsa limg u = 1 olur. Ayrica

Supn,r ‘ ZZ:O ankuk} > Sup,, ‘ ZZ;(]) ankuk‘ =Sup,n— l =00

oldugundan u ¢ L, elde edilir.
Simdi ¢4 = P4 oldugunu ispatlayalim. (¢ C Kernlimy ve limy u = 1 oldugundan

u # @ olup Py = @ < u > olur.) Bunun igin keyfi bir
t=(ta) €Ty = {y € l|Vx€cy: (yA)x mevcut }

dizisini alalim. Herbir x € ¢4 i¢in 7(Ax) = (tA)x oldugunu biliyoruz. Her n € N ve
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x = (x) € ca i¢in
n n
Y o) awn = Z —Xy—1) x_1=0]

v=0 &k

n
= Z Tk — tig 1) X — tagp 1%

n

= Zxkztvavk_trﬂrlxn (5.3.1)

=0 v
olur. 7 € Ty oldugundan her bir x = (x) € ¢4 i¢in
(tht1Xn) € ¢,
olur. x = (x;) €ca, y=(yr) =Axve

n
Int1Xn = In41 Z Yv, (5.3.2)
v=0

olarak alirsak bu durumda (5.3.2) esitligi bize

n 0 0 O

nH tn 0 O
T — 2 2

13 13 I3 0

matrisinin konservatif oldugunu sdyler. Ciinkii A tiggensel bir matris ve bu nedenle
y = Ax olur. Boylece e € cr icin (nt,) € ¢ olur. Ustelik ¢ € £ icin (nt,) € cq olur.
Aksi takdirde € > 0 olmak iizere |nt,| > € (n > ng olacak sekilde uygun bir ng segilir)
olacaktir ki bu

I =) 1
Zn:no ‘tn‘ > 8Enzno n

anlamina gelir. Bu da ¢ € ¢ olmasiyla ¢elisir. Bununla birlikte (nf,) € ¢o i¢in bu T

matrisinin O-carpimsal olmast anlamina geldiginden x = (x) € ¢4 ve y = Ax igin

(tn+1xn> =Ty€co

olur. Bu nedenle (5.3.1) (x € ¢4) igin istenen 7(Ax) = (tA)x 6zdesligini saglar. O
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Son olarak k € N olmak iizere (ay) € ¢, ax =0 ve a1 # 0 olacak sekildeki

1 0 0 0 O

1 a¢ 0 0 O

0 ag 1 0 O
A p—

0 ap 1 a3 0

0 a 0 a3 1

matrisini inceleyelim.

Teorem 5.3.2. [33, shf. 425]

A matrisi icin asagidakiler saglantr.

(a) %(A) =1 ile A coregular bir matristir.
(b) © =g =7 = Py = cq egitlikleri saglanir ve A matrisi replaceable degildir.
(c) cCmNecga CFy=14 = {x: (x) € cal(xn) € c} CLy CPy
(d) Sq =Wy = {x: (x) € cal(xx) € co} ve Fy =Wad <e>
Fy # Lp ve Sp, Wy, Fa, Ly ciimlelerinden hicbiri cs da kapalr degildir.

Ispat. (a) A € (c,c) olup y(A) = limy e — ¥, limy ¢ = 1 # 0 oldugundan coregulardir.
(b) @ = ca esitligini gosterelim. (Geriye kalan ifadeler ¢ = Py < A matrisi re-
placeable, ¢ C co C ¢ ve ¢ = P4 ifadelerinden elde edilir. )
¢ C Kernf olacak sekilde f € ca alalim. A ticgensel bir matris oldugundan x € c4

icin
£(x) = ulimx+1(Ax)

olacak sekilde u € K ve t = (t,) € £ olarak segebiliriz. olur. Ozel olarak her bir k € N
icin

[ , k ciftsay1

0= f(e") = par+ Y taau = (5.3.3)

pag+agy i tn , k teksay
elde edilir. Burada k tek say1 i¢in alalim. Ciinkii a; # 0 olmak tizere

1

_f(ek+2)

ai12

= H—li+ztn— Z In =t + 141
n=k n=k+2

_ Lk
0 = _f(&
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olur. Bunedenle ty = —t,; (k € N) olup# € £ oldugundan ¢ = 0 dir. Boylece (5.3.3)
den dolay1

0= g fle")=u+Xiita=u
saglanir. Boylece f = 0 yani Kernf = c4 olur ki Hahn-Banach Teoreminden ¢ = c4

saglanir.

(¢) (1,0,1,0,...) Ecaq igin c CmNcy olur. Ayrica Fy = Ly N1y igin Fy = I esitligi
x€ly & x=(x) Ecqve Zakxk yakinsak
k

& x=(xj)€cave(xy)Ec (5.3.4)

& Zakxk yakinsak ve (xp) € ¢
k

oldugundan saglamr. Ustelik (5.3.5) den Iy = {x = (xj) € ca : (xx) € ¢} dur.
Simdi I4 C L4 oldugunu ispatlayalim. Bu Fy # L4 olmasini gerektirir.
Xop = = YAZ0 @ov 1X004 1, (xak) € m\ ¢ ve (xox —xart2) €co (kEN)

olacak sekilde bir dizi insa edelim.

Y. TIH raksak serisini hesaba katalim ve s, € { -1, 1} olmak iizere bir (s,)

dizisi segelim. Oyle ki (Xr_y527) € m\ ¢ saglansin. Bu durumda
. s
H2het1 = (2k+1§a2k+1 (ke N)
ve
k-1
xo=0vexy =— ) axni1x241 (keN)
v=0

aliriz. Buradan

(xok — Xoxr2) = (a2 1X2k41) = (5557) € €0

veE

(x2t) = (— Xz 3y) €m\c

olur. Sonug olarak x ¢ I4 dir. Fakat

0 n=2vise (n,v €N)

n
Z Ak Xk =
k=0

Sy _ .
pIo| n=2v-+1ise

oldufundan x € ¢4 olur. x € Ly oldugunu ispatlamak yani sup, , ’ Yioo ankxk} < o

oldugunu gostermek igin

52



W —1<v<2v¥+lve2n*—1<n<2n*+1

k99 ¢

saglayan keyfi n,v € N ve n*,v* € N sayilar1 igin “v < 2n™”,“y = 2n

*99 * 699

ve “v > 2n
durumlarini inceleyelim.
Eger v < 2n* ise bu durumda;
V _ vvi—1 vV =1 Su
Zk:() Ani Xk = Zk:() WQu-1X2u+1 = Z‘uzo TS
Eger v =2n" ise;

n*—1
Y0 ankXk = Yy Q2u1X2u+1 +Xopr =0

ve eger v > 2n* ise;

v 0 n=2n"1ise

E ankxk = S* % .

— n —_
k=0 e = 2n* 41 ise

olur. Bu x € L4 oldugunu gosterir ve boylece Ly # I4 elde edilir.

Teorem 4.2.8 den dolay1 S4, Wy, F4 veya Ly altuzaylarindan hicbiri ¢4 da kapali
olmadigindan Teorem 4.2.1 (c¢) den Ly C P4 olur. Ayrica P4 genelde kapali oldugundan
La € Py elde edilir.

mMca € 14 oldugunu ispatlayalim. A konservatif bir matris oldugundan mncy C
Ipolur. by =axs1 (n,k € N) olacak sekilde bir B = (b, ) matrisini gdzoniine alalim.
x(B) = 0 oldugundan B matrisi conull dur ve etki alan1

e = { (%) € w: Ly ani1x yakinsak }

olup siirsiz diziler igerir. Ciinkii

Iy = {(xx) €w: (xn) € ¢ ve Yyani1x041 yakinsak }

olup I sinirsiz dizileri igerir. Yani mMca < Iy olur.
(d) A matrisi coregular oldugundan Fy = W@ < e > esitligi saglanir.  Ayrica

Iy C Ly ile Wy = LyN Ay = Ay olur. Bu nedenle her bir x = (x;) € c4 igin
xEWy & limgx— Y arx = 0< (xp) € co

olur. Boylece (c) deki ikinci ifade dogrulanir. x = (x;) € Wy olsun. x € I ve (x2¢) € co

oldugundan
AGe =2 oo < sUP,po | KRy arcte| + SUPgs lroa] =0 (1 o)

olur. Boylece x € S4(S4 = Wy) elde edilir. Yani c4 da x5 x saglanir. O
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Teorem 5.3.3. [33, shf. 428]

I 0 0 0 O

I -1 0 0 O

0O -1 1 0 O
A=

0 01 -10

0 0 0 —1 1

matrisi asagidaki ozellikleri saglar.
(a) A matrisi conull ve O-carpimsaldir.
(b) cCmNcy =Fy =Ly =By Cca

(c) co=84CcC mﬂcg =Wy C cg olur. Ozel olarak Sy, Wy, Fy, La ciimlelerinden

hicbiri ca da kapalr degildir.

(d) u=(1,0,1,0,...) olmak iizere Fyx = Wa® < u > esitligi saglanir. Yani A coregu-

lar bir matristir.
(e) u=(1,0,1,0,...) olmaku’zere¢:E:cg Cca=Py=0® <u>olur.

oldugundan conull dur. Ayrica limy x = Olimx oldugundan O-¢arpimsal sartin1 saglar.
(b)-(e) nin ispat1 Teorem 5.2.1 {in ilgili kismina benzer olarak yapilir. Teorem

52.1deu=(1,0,1,0,...) alinmalidur. O
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