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ONUR SOZU
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Beg boliimden olugan bu tezin ilk boliimiinde, integral denklemlerin tanimi,
kullanim alanlari, siniflandirilmasi ve bu alanda yapilmig caligmalar hakkinda genel
bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilan bazi temel kavramlar ve
teoremler verildi.

Uciincii boliimde, C [a, b] uzaymda lineer olmayan integral denklemlerin bir
sinifinin ¢oziimlerine iligkin bir varlik teoremi ifade ve ispat edildi.

Doérdiincti boliimde, tigiincii boliimde ele aliman denklem simifinin BC' (R)
uzayinda ¢oziilebilirligini saglayan yeter sartlar verildi. Ayrica ¢oziimlerin karakter-
lerine iligkin bazi sonuclar verilip buradaki denklem sinifi ile daha 6nceden incelenen
baz1 denklemler arasindaki iligkiler ornekler ile agikland.

Son béliimde ise, C'[a, b] ve BC (R, ) Banach cebirlerinde bir denklem simifi
ele alind1 ve bu denklem sinifinin asimptotik kararl en az bir ¢oziime sahip olmasini
garanti eden yeter sartlar verildi.
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis

EXISTENCE THEOREMS FOR SOLUTIONS OF SOME
NONLINEAR INTEGRAL EQUATIONS

Umit CAKAN

Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
v+105 pages
2015
Supervisor: Prof. Dr. Ismet OZDEMIR

In the first chapter of this thesis consisting of five chapters, definition, u-
sage areas, classification of integral equations and general information about studies
carried out in this area are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems used in later
chapters are given.

In the third chapter, in space C'[a, ], an existence theorem for solutions of
a class of nonlinear integral equations is presented with its proof.

In the fourth chapter, in space BC (R, ), the class of integral equations
considered in the third chapter is examined and the solvability of this equation is
discussed under some sufficient conditions. Also, some results about of properties of
the solutions are given. Furthermore the some relations between this equation and
some previous equations are explained with some examples.

In the last chapter, in Banach algebras C[a,b] and BC (R, ), a class of
integral equations is handled and some sufficient conditions which guarantee that
this class has at least one asymptotically stable solution are given.
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SIMGELER DIZINI

Bu caligmada kullanilan bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

sup
inf
maks

min

Reel sayilar ciimlesi,

Negatif olmayan reel sayilar ciimlesi,

Dogal sayilar ciimlesi,

Kompleks sayilar ciimlesi,

[a, b] arahiginda tammh, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarim uzayi,
[a, b] araliginda tamml, reel degerli ve simirli fonksiyonlarin uzay,
R, tizerinde tanimli, reel degerli, sinirhh ve stirekli fonksiyonlarin
uzayal,

R, iizerinde tanimli, reel degerli ve Lebesque anlaminda integral-
lenebilen fonksiyonlarin uzayi,

Supremum,

Infimum,

Maksimum,

Minimum,

Banach uzayi,

FE Banach uzaymin bostan farkli ve sinirh alt ciimlelerinin ailesi,
M p’'deki kapanigt kompakt olan ctimlelerin ailesi,

X climlesinin kapanisi,

X ctimlesinin konveks kapanisi,

0 (sifir) merkezli ve r yaricaph kapal yuvar,

Gamma fonksiyonu,

X ctimlesinin ¢apz,

X #0, X € BC(R,) ve t € R, olmak iizere, {z (t) : z € X}
ciimlesi,

x fonksiyonunun siireklilik modiilii,

C'[a, b] uzay1 lizerindeki kompaktsizlik 6lgiisi,

BC (R,) uzay1 tizerindeki kompaktsizlik 6lgiisii.



1. GIRIS

integral isareti altinda bir bilinmeyen fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, fizik, mekanik, biyoloji, miithendislik ve ekonomi
gibi bir ¢ok alanda karsilagilan problemlerin matematiksel olarak modellenmesinde
onemli bir yere sahiptir, [1].

integral denklemlere iligkin ilk caligmalar 19. ytizyilin ilk yarisinda baglamigtir.
Onceleri daginik ve rastgele aragtirmalar yapilmigken, ayni yiizyilin sonlarma dogru
daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildigi ve bir takim sonuclarin alinmaya
baglandig1 goriilmektedir. Abel’in 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi
esnada ilk defa integral denkleme rastladigi bilinmektedir. Ancak integral denklem
tabirini ilk olarak Du Bois Reymond’un 1888 yilinda yayimnlanan bir ¢aligmasinda
kullandig1 anlagilmaktadir, [2], [3].

Lineer olmayan analizin en kapsamli branglarindan biri olan ve ekonomide, op-
timal kontrol teorisi [4—6]; tipta, insan kalbindeki aortun mitral kapaklari gibi
yapilarin modellenmesi [7]; mekanikte, viskoelastik malzemelerin yapisinin model-
lenmesi [8] gibi daha bir gok problemin matematiksel zemine tasimmasina imkan
saglayan lineer olmayan integral denklemler ayr1 bir 6neme sahiptir.

Bir¢ok arastirmaci bugiine kadar bazi tipteki lineer olmayan integral denklem-
lerin ele alinan uzayda ¢oziime sahip olmasi i¢in yeter sartlari aragtirmis ve bu sartlar
altinda s0z konusu ¢oziim ya da ¢oziimlerin karakterine iligkin sonuclar vermiglerdir.

J. Bana$ [9] 2003 yilinda, [a,b] aralig: iizerinde taniml, reel degerli ve siirekli

olan fonksiyonlarin uzayi C'[a, b]’de,

x(t)=f (t,/otu(t,s,x(s))ds,x(a(t))) g (t, /Oa u(t,s,x(s))ds,x(ﬁ(t)))

denkleminin en az bir ¢oziime sahip olmasini garanti eden bir takim yeter sartlar

vermigtir. Diger taraftan K. Maleknejad [10], [11] 2009 yilinda, C'[a, b] uzayinda,

x(t) = f(t,x(a(t)))/o u(t, s, z(s))ds, t € [0,1]

ve



denklemlerinin ¢oziilebilirliklerini incelemigtir. Kapali ve simnirhi bir aralik tizerinde
yukaridaki denklemlere benzer tipte daha bir ¢cok denklem ele alinmig, bu denklem-
lerin ¢oztimlerinin varlhigi arastirilmig ve ¢oziimlerin pozitif, negatif veya monoton
olmasi gibi bazi 6zellikleri irdelenmistir. Ancak lineer olmayan integral denklem-
ler sadece siirh bir aralik tizerinde incelenmemis, sinirsiz bir aralik tizerinde de bu
tipten bir ¢ok integral denklem ele alinmigtir. R, = [0, 00) climlesi tizerinde taniml,
reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1 C (R ) ile bu uzaydaki sinirli fonksiyon-
larin uzayi olan BC (R, ), bu denklemlerin ele alindigi uzaylarin baginda gelmek-
tedir. Sirsiz bir aralik iizerinde ele alinan denklemlerin (eger varsa) ¢oziimleri,
sinirh aralik iizerinde ele alinan denklemlerinkine ek olarak, asimptotik kararlilik ve
global asimptotik kararlilik gibi 6nemli 6zelliklere de sahip olabilmektedir. BC' (R, )
uzayimda, J. Bana$ 'in [12] 2003 yilinda ele aldig

x(t) = f(t,x(t))/o u(t, s, x(s))ds

denklem, Z. Liu ve S. M. Kang [13] tarafindan 2007 yilinda ele alinan

2(t) = f(t,x(t)) + g(t, 2(1)) /OtU(t, s,2(s))ds

denklemi ve yine J. Bana$ [14] tarafindan 2013 yilinda incelenen

(t)
x(t)=f(w(al(t)),--~,ﬂf(an(t)))+/0 u(t, ,2(71(5)), -, 2(Ym(8)))ds  (1.1)

denklemi bu tiirdeki ¢aligmalarin bazilaridir.

Diger taraftan bazi problemlere karsilik gelen integral denklemler, yapisinda I’
fonksiyonunu da bulundururlar. Bu tipteki denklemler de ¢ok genis uygulama alan-
larina sahiptirler. J. Bana$ tarafindan incelenen denklemlerin bazilar1 asagida ve-
rilmistir, [15-22].

t
ﬂﬂ—-Mﬂ+dﬁgDAZfisz$JemJL (1.2)

B g(t,z(t)) [tult,s,x(s)) . -
o) = hit)+ Fm)lé s, e 0.00),

ga(t,z(t)) [P ult, s, z(s))
I'(a) /0 (t—s)t-e

ds, t € [0,00),

z(t) = gt z(t) +



o) = gltn(0) (0 + s [ E2EDN 4 e o,

o B(ta®) [utsas),
o) = bt + 2EAD) [Pl g o o),

z(t) = fi (t,/o u(t, s, z(s))ds, x(t )) , t€10,00), (1.3)
z(t) = (T:B)(t)/o v(t,7,z(1))dr, t € [0,00), (1.4)
w8) = plt)+ (To)(®) /0 o(t, 7, 2(r))dr, t € [0,d]. (1.5)

Ayrica K. Balachandran [23],

St x(5(1))) /t u(t, s, 2(y(s)))

z(t) = g(t, x(a(t))) + T(a) (=)o ds, t €0, 00)

denkleminin, J. Caballero [24],

o(t)
z(t) = p(t) + (Tx)(t)/o v(t, T, x(7),x (A1))dr, 0 <A <1, te€]0,1] (1.6)

denkleminin ve M. A. Darwish [25—31] ise agagidaki denklemlerin ¢oziilebilirliklerine

ve ¢ozlimlerin karakterlerine dair hiikiimler vermislerdir.

o) = g(t)+l"f((2) /O t (Z(f’;”)(ﬁlds, refo.1], (1.7)
o) = fitale) + LD [ulosloDy e o o) 19
o) = o)+ L0 I g v 0.1,
ﬂﬂ=:a@+f%é?{[u@2%3fyﬁuaO<A<LteMm% (1.9)
o) = a(t)+g(tr’(”;f;)) /Ot k(. S)“((f’_s’;;fsl’x(“))ds, O<r<l, tel0l]
o(t) = (t /Otf;“( ) (i) (s)ds, t € [0,1],

_ ( (1) [*ult,s, (He X»S
x(t) = g(t,2(t) + o) /0 (i ds, t €[0,1].

Bunlara ek olarak 2013 yilinda, [32] ve [33] numaral ¢galigmalarda,
»(t)
z(t) = g(t,=(B(1))) + f(t,iv(a(t)))/ u(t, s, z(7(s)))ds

0

denkleminin ve [34] numarali cahsmada ise,
©(t)
z(t) = g(t, z(a(t))) + f (t,/o u(t,S,SU(’Y(S)))dS’%(ﬁ(t)))

3



denkleminin C'[a, b] uzayinda ¢oziilebilirlikleri incelenmistir.

Bu tezde ise, 0 < 3, 8;, B, < 1 ve gosterimde kisalik olmasi amaciyla

H(t,s,2 (7)) = BT x&S )_),;)-fﬁ(vn(ﬂ))’

u(t7 T, x(Vl(T))’ teey ZL’(’)/m (T)))
(o1 (s) — 7)1~

Hy (t,s,z (7)) =

0t 7, 2(0(7), 120, (7))
(pals) = 7)1

olmak iizere, C'[a, b] ve BC(R,) uzaylarinda su ana kadar ele alinmig bir ¢ok denk-

H (t,s,x (7)) =

lemden daha genel formda olan

©(t)
x(t)=f (t, (Thx) (t), (Thx) (t)/o H (t,t,x (1)) dr, z(ay(t)), ...,x(am(t))>
(1.10)

denklemi ile

w1 (t)
(Fx)(t) = f <t, (Tyx) (t), (Tox) (t) /0 Hy (t,t,x (7)) dr, x(ai(t)), ..., x(@m, (t)))

©o(t)
(Gz)(t) =g (t, (Ts) (1), (Tax) (t>/0 H, (tat:x(7>)d77x(¢l<t>)v"'7x(¢m2<t>)>

olmak tizere,
#(t) = (F2)(£)(Ga)(1) (1.11)
denkleminin ¢oziilebilirlikleri incelenecektir.
Dikkat edilirse (1.10) denklemi, daha 6nceden ele alinmig, yukarida verilen denk-
lemlerin bir¢ogundan daha genel bir yapiya sahiptir. Bu durum bazi denklemler i¢in

asagida aciklanmistir.

(1.10) denkleminde;

f(tvxlvx% "-7$m+2) = g<t7'r3> -~-7«75m+2> +$27 So(t> = ¢(t>7 (T2*T) (t) = B = 17

olarak secilirse (1.1) denklemi,

f(t, T1,T2, ..., Im+2) = h (t) + T, (TQI) (t) =



ve
n=1, u(t,7,x1) =v(t,x1), 1,(1) =7, @(t) =t

olarak secilirse (1.2) denklemi,
f(t7 XL1,T2, ...y [Em+2) = fl (t, L2, 333) ’

ot)=t,y (1) =7ve (Ihx)(t)=F=m=n=1

olarak segilirse (1.3) denklemi,

ft,x1, 29, ., Tya) = xo, (Tox) (t) = (Tx) (1)
ve
n=pF=1 u(t,7,x1,....x,) =0 (t, T,x1), @ (t) =1, 7, (1) =7

olarak segilirse (1.4) denklemi,
f(ta L1y L2y +oey merZ) = p(t) + T,

B=n=1, (Tya)(t) = (Ta) (1), +(r) =7, 0(t) =1

u(t, 7,1, 9, ..., Ty) = v(t, T, x1)

olarak segilirse (1.5) denklemi,
f(ta L1y L2y +oey .%'erQ) = p(t) + T,

=1 n=2 (Tar)(t) = (Tx) (1), 1(7) =7, 72(1) = A7, @(t) = o(t)

u(t, 7,21, 9, ..., xy) = v(t, T, 1, T2)

olarak secilirse (1.6) denklemi elde edilebilir. Benzer olarak bilinen fonksiyonlarin
ozel segimleri ile (1.10) denkleminden (1.7) — (1.9) denklemleri ve diger baz1 denk-

lemler de elde edilebilir.



1.1. integral Denklemlerin Siniflandirilmasi

Bu boliimde, lineer ve lineer olmayan integral denklemler, tekil ve tekil olmayan
integral denklemler, birinci, ikinci ve tgtnci cesit integral denklemler, homojen ve
homojen olmayan integral denklemler ve son olarak Volterra ve Fredholm integral
denklemleri tanitilacak ve bu tiir denklemlere iligkin 6rnekler verilecektir.

Integral denklemler farkl ozelliklerine gore agagidaki gibi simflandirilabilirler.

1.1.1. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

integral denklemler temel kavramlar agisindan oncelikle, lineer ve lineer olmayan
integral denklemler olarak iki sinifa ayrilir. Genel olarak f,k ve ¢ bilinen fonksi-

yonlar ve a < t,s < b olmak iizere,

o(t)x(t) = f(t) —I—/ k(t,s)z(s)ds

yapisinda olan denklemlere lineer integral denklem denir.

t
o0) = £+ [ bty ()ds (0 £
ve
t
x(t) = / k(t,s) cosx(s)ds
denklemleri ise lineer olmayan integral denklemlere birer 6rnektir. Bunun gibi, daha

genel olarak,

x(t) = f(t) —i—/ u(t, s, x(s))ds

denklemi de lineer olmayan bir integral denklemdir, [35].

1.1.2. Tekil ve Tekil Olmayan integral Denklemler

Integral denklemlerin smiflandirilmasinda cekirdek fonksiyon olarak adlandirilan
k fonksiyonunun stirekliligi onemlidir. % fonksiyonu tanim araliginda siirekli ise
integral denklem tekil olmayan (singiiler olmayan) bir integral denklemdir. Eger k
bu aralikta siirekli degilse veya integral sinirlarindan en az biri sonsuz ise, integral

denklem tekil (singiiler) integral denklem simifina girmektedir.



C)rnegin, 0 < a < 1 olmak tizere,

o= [ 20

(t =)

veya
(1) = /0 cos(ts)a(s)ds

seklindeki bir integral denklem tekil integral denklem simfina girmektedir, [3].

1.1.3. integral Denklemlerin Yapilarina Gore Simiflandirilmasi

integral denklemler, yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir. x bilinmeyen fonksiyon, ¢
bilinen bir fonksiyon ve k g¢ekirdek fonksiyon olmak tizere, bilinmeyen fonksiyonun
sadece integral icinde mevcut olmasi durumunda, integral denkleme I. ¢egit integral

denklem denir.

gb(t):/ k(t,s)x(s)ds

denklemi bu smifa bir 6rnektir. Benzer gekilde f bilinen bir fonksiyon olmak iizere,

o(t) = f(t) +/ k(t, s)x(s)ds

seklindeki bir integral denklem de yine I. cesit integral denklemdir.

veya

t
z(t) = f(¢) —i—/ k(t,s)x(s)ds

seklindeki integral denklemler ise II. ¢esit integral denklemler sinifina girmektedir.

Gortldigii gibi bu tip denklemlerde, bilinmeyen = fonksiyonu integralin hem icinde

hem de diginda bulunmaktadir. Bu iki gesit integral denklemden baska ¢, f ve k

bilinen fonksiyonlar ve x bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

o(t)x(t) = f(t) +/ k(t,s)x(s)ds

seklindeki integral denklemlere ise II1. ¢esit integral denklemler denir, [3].

7



1.1.4. Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Bir integral denklemde integralin diginda, bilinmeyen x fonksiyonundan bagka,
herhangi bir fonksiyon mevcut degilse bu integral denkleme homojen integral denk-

lem, aksi durumda ise homojen olmayan integral denklem denir.

x(t):/ k(t,s)z(s)ds

denklemi homojen iken,

homojen olmayan bir integral denklemdir.

Homojen integral denkleminin, kolayca goriilebildigi gibi, z(t) = 0 olan bir
¢ozuimi vardir. Buna asikar ¢oziim veya trivial ¢ozim denir. Ancak bu denklemin
bunun disinda ¢oziimlerinin bulunup bulunmadiginin veya hangi sartlar altinda

¢Ozlimiiniin olabileceginin aragtirilmasi bagh bagina bir konudur, [3].

1.1.5. Volterra ve Fredholm integral Denklemleri

Integral denklemler, integral smirlarimin degisken veya sabit olmasma gore de

simiflandirilirlar. integral sinirlarindan en az birinin degisken olmasi durumunda elde

edilen,
o) = [t s)as)ds,
x(t) = f(¢) —I—/ k(t,s)x(s)ds,
o(t)x(t) = f(t) —|—/ k(t, s)x(s)ds



formundaki denklemlere Volterra integral denklemleri denilmektedir. Integral smirlarinm

her ikisinin de sabit olmasi halinde elde edilen,

ve

b
:L‘(t):/ k(t,s)z(s)ds
formundaki denklemlere ise Fredholm integral denklemleri denilmektedir. Ayrica
integral siirlarindan birinin sonsuz, birinin sabit veya her ikisinin sonsuz olmasi
durumunda da integral denklem Fredholm integral denklemleri simifindandir, [3].
Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasindaki fark bu sinir yapisinda ortaya

gikmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi kavramlar ve teoremler

verilecektir.

Tanim 2.1 X bos olmayan herhangi bir cumle olmak uzere, d : X x X — R,
fonksiyonu verilsin. Her x, y, z € X i¢in asaqidaki sartlarin saglanmast durumunda
d fonksiyonuna X ciimlesi tizerinde bir "metrik” ve (X, d) ikilisine ise bir "metrik

uzay” denir. Metrik yerine "uzaklik fonksiyonu” ifadesi de kullanilmaktadur, [36].
(M1) d(z,y) =0z =y,

(M2) d(z,y) =d(y, ),
(M3) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y).

Ornek 2.1 Bir [a,b] aralgu tzerinde tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin

olusturdugu ciimle olarak tanimlanan C'la,b], d(z,y) = m[akb? |z(t) — y(t)| seklinde
tela

tanmemle d fonksiyonu ile bir metrik uzaydwr ve bu d metrigi C'|a,b| 'nin alisilmag

metrigi olarak bilinir, [36].

Ornek 2.2 Negatif olmayan reel saylar cimlesi Ry ’dan R™ ye tamimbh, surekli ve
simarle olan fonksiyonlarin cimlesi BC'(R,,R™) ile gosterilir. Ozel olarak n = 1
olmast durumunda BC (R, R) yerine genellikle BC(R.) yazilir. BC(R,.) dzerinde,
d(z,y) = SI;I>1(I)) |z(t) — y(t)| seklinde tanwmly d fonksiyonu bir metriktir, [5].

Ornek 2.3 (X, d) bir metrik uzay olmak tzere, X “in bos olmayan, kapale ve sinirly

alt cuimlelerinin ailest H olsun. Bu durumda her A, B € H i¢in,

D (A, B) = maks {supd(:v, B) . supd (y, A)}

€A yeDB
seklinde tanimly D fonksiyonu H tzerinde metrik aksiyomlarine saglar ve ”Hausdorff

metrigi” olarak adlandirilur, [37).

Tanim 2.2 (X, d) bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 olmak izere, X ctimlesinin
B(xg,r) = {x€ X :d(xg,z) <7},
Blzg,r] = {r € X :d(vo,z) <7}
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S(xg,r) ={x € X :d(xg,x) =71}

seklinde tanmamly alt cumlelerine siraswyla, “xo merkezli, v yaricaply agik yuvar”, "z

merkezli, r yaricapl kapaly yuvar” ve “xy merkezli, r yaricapl yuvar yizey:” denir,

[36).

Tanim 2.3 (X, d) bir metrik uzay, A C X ve xy € A olmak dzere, B (xg,7) C A
olacak sekilde birr > 0 sayist mevcut ise A ciimlesine xo elemaniman bir "komsulugu”
denir. Her elemaninin komsulugu olan cimleye "acik cimle”, timleyeni ac¢ik olan

ctimleye ise "kapaly ciimle” denir, [36].

Tanmim 2.4 (X,d) bir metrik uzay, o € X ve A C X olmak 1izere, verilen her
e > 0 saysina karsiik (B (zo,€) \ {zo}) N A # 0 ise xg elemanina A ciimlesinin bir

"ngilma noktasy” denir. A’nin biitin yigilma noktalarinin ciimlesi A" ile gosterilir,

8],

Tanmim 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak dizere, AU A’ ciimlesine A’nin

kapamisy denir ve A ile gosterilir, [38).

Tanim 2.6 (X, d) bir metrik uzay ve A C X bos olmayan bir cimle olmak iizere,

diam A = sup{d (x,y) : z,y € A} degerine "A ciimlesinin ¢api” denir, [36].

Tanim 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tzere, her x, y € A igin
d(z,y) < M olacak sekilde bir M > 0 sayis mevcut ise A cimlesine "synrlidur”

denir, [39].

Tanim 2.8 (X,d), (Y,d') metrik uzaylar, f : A C X — Y bir fonksiyon ve xy € A
olsun. Her e > 0 saysina karsilik, d(x,x¢) < 0 olan her x € A igin d' (f(z), f(zo)) <
e olacak gekilde bir § = 6(xg,€) > 0 sayist mevcut ise, f fonksiyonu "xy noktasinda
sureklidir” denir. Eger f fonksiyonu A cimlesinin her noktasinda strekli ise, bu
durumda f fonksiyonu ”A dzerinde (veya A’da) sireklidir” denir. Eger buradaki §
saysy bir B C A ciimlesi tzerinde sadece €’a bagh (xog € B noktasimn se¢iminden

bagimsiz) ise bu durumda f fonksiyonu B izerinde "dizgiin sireklidir” denir, [38].
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Tamim 2.9 (X,d) bir metrik uzay, S C X ve e > 0 olsun. Her x € X igin
d(z,y) < e olacak sekilde bir y € S elemans mevcut ise S cimlesine X ig¢in bir
Ye—agqi” denir. Bagska bir ifade ile X C \J{B (y,¢) :y € S} kapsamasi saglaniyor
ise S ciimlesi 7X icin bir e—agudu” denir. Ozel olarak S sonlu ise S’ye X ’in "sonlu

bir e—agq” denir, [38)].

Tanim 2.10 (X,d) bir metrik uzay olsun. Her ¢ > 0 saysina karsilik X sonlu
bir e—agina sahip ise A "tamamen sinirlidur” (total sinarlider veya prekompakttur)

denir, [38].

Tanim 2.11 (X,d) bir metrik uzay ve (x,) X te bir dizi olmak izere, her ¢ > 0
sayisina kargilblk m,n > ng olan her m,n € N i¢in d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir

no € N mevcut ise (x,,) dizisine bir ”Cauchy” dizisi denir, [30].

Tamim 2.12 (X, d) bir metrik uzay, (x,) X ’te bir dizi ve x € X olmak izere, her
e > 0 saysina karsilik, n > ng olan her n € N i¢in d(z,,x) < € olacak sekilde bir
no € N mevcut ise ”(x,) dizisi x noktasina yakinsaktir” veya ”"(x,,) dizisinin limiti

x tir” denir ve (x,) — x veya lim x, = x ile gdsterilir, [38)].
n—oo

Tanim 2.13 (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X, d) 'ye “tam

metrik uzay” denir, [36].

Tanim 2.14 (X, d) bir metrik uzay, A C X wve I herhangi bir indis ctimlesi ol-
mak tzere, X 'in alt cimlelerinin bir G ={G; :i € I} ailesi A C | G; kosulunu
saglhyorsa G ailesine A i¢in bir 7ortudir” denir. G ailesinin sayzla;;l[z'r olmast du-
rumunda G ye "saylabilir orti”, sonlu olmasy durumunda “sonlu orti” ve benzer

olarak her elemaninin agik olmasy halinde ”acgik orti” denir. Eger bir J C I igin

AC UG, ise {G; i€ J} ailesine G ortisiniin bir “alt ortisi” denir, [38)].
icJ

Ornek 2.4 R ahsilmis metrik ile diginildiginde G ={(—n,n) : n € N} ailesi R
icin bir orti (hatta agik orti) ve {(—k, k) : k = 2n ve n € N} ailesi de G ‘nin bir alt

ortistudir.

Tanim 2.15 (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tizere, A’nin her agik ortisiniin

sonlu bir alt ortisi mevcut ise A cimlesi "kompakttir” denir, [38)].
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Tamim 2.16 (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tzere, A ciimlesinden alinan

her dizi yakinsak bir alt diziye sahip ise A cimlesi "dizisel kompakttur” denir, [38].

Tanim 2.17 (X,d) bir metrik uzay ve A C X olmak tizere, A'nan her sayilabilir
actk ortisinin sonlu bir alt ortist mevcut ise A ciimlesi "saylabilir kompakttir”

denir, [38)].

Metrik uzaylara iliskin yukarida verilen kompaktlik, dizisel kompaktlik ve sayilabi-
lir kompaktlik kavramlar: birbirine denktir, [38].

Teorem 2.1 (Heine-Borel Teoremi) S C R" cimlesinin kompakt olmasi i¢in

gerek ve yeter sart kapaly ve sinarly olmasidur, [40)].

Teorem 2.2 S C R"™ kompakt bir cumle ve f : S — R surekli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f fonksiyonu S tzerinde dizgin streklidir, [41].

Tanim 2.18 (X,d) bir metrik uzay ve A C X olmak iizere, A ciimlesi kompakt ise
A’ya "on-kompakt (relatif kompakt)” ciimle denir, [42).

Teorem 2.3 (X,d) bir metrik olsun. Bu durumda A C X relatif kompakt ise
prekompakttir. Ozel olarak (X, d) bir tam metrik uzay ise, A C X ciimlesinin relatif

kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart prekompakt olmasidir, [435].

Tanim 2.19 Bos olmayan bir X cimlesi ve bir F cismi verilsin. Eger

+(z,y) =z +y ve -(\,x) = Az seklinde tanamls +: X X X = X ve - : Fx X — X
fonksiyonlary her x,y, z € X ve her \, 5 € F i¢in asagidaki kosullar: saghyorsa X e
"F cismi dzerinde bir vektor uzayr (lineer uzay)” ve X ’in elemanlarina ise vektor
denir. Hangi cismin soz konusu oldugunun bilindigi durumlarda X e sadece vektor
uzayr demek yeterlidir. F = R alinmast durumunda X e reel vektor uzay, F = C

durumunda ise kompleks vektor uzay denir, [38).

(V1) z+y =y +x,
(V2) (x+y)+z=2+(y+2),

(V3) Vz € X i¢in x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde bir 0 € X vardar,
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(V4) Vz € X igin x + (—x) = (—x) + & = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardar,
(V5) Mz +y) = v+ Ay,

(V6) (A +B)z = Az + fr,

(V7) (AB)z = A(Bx),

(V8) Vz € X i¢in 1o = x olacak sekilde bir 1 € F vardar.

Ornek 2.5 C kompleks saylar cimlesinin hem reel hem de kompleks bir vektor

uzayr olmasina karsihik R reel sayilar ciumlesi sadece reel vektor uzayidar.

Tanim 2.20 X bir vektor uzayn, i, o, ..., x, € X ve oy, qg,..., o, € F olmak
tizere, a1, + Qoo + - - - + @, T, ifadesine Ty, To, ..., T, elemanlarinin bir “lineer

kombinasyonu” denir, [44].

Tanim 2.21 Bir X wvektor uzayindaki, x1, x2, ..., x, vektorlerinden olusan bir M

ctimlesi verilsin. oy, s, ..., a, € F olmak tuzere,
a1xy + o + - - -+ apx, =0

esitligi, ancak ve ancak, oy = ap = - - - = «a,, = 0 olmast halinde gercekleniyorsa,
1, To, ..., T, vektorleri veya M cimlesi "lineer bagimsizdir”, aksi halde ise "lineer
bagimlidir” denir.

X in sonsuz bir M alt cimlesi verildiginde, M ‘nin bos olmayan her sonlu alt

cumlesi lineer bagimsiz ise M 'ye lineer bagimsiz, aksi halde ise lineer bagimlidir
)

denir, [44).

Tanim 2.22 n pozitif bir tamsayr olmak tzere, bir X vektor uzayn lineer bagimsiz
n tane vektor iceriyor ve n+ 1 tane lineer bagimsiz vektor bulunamayorsa, X vektor
uzayr "sonlu boyutludur” denir. n saysina ise "X in boyutu” ads verilir ve dim X =
n yazhr. Eger bir X wuzay: sonlu boyutlu degilse, sonsuz boyutlu uzay olarak ad-

landurilur, [44).

Tanim 2.23 X bir vektor uzayr ve M C X olsun. Her x, y € M i¢in
{az+(1—-a)y:0<a<1}

ctimlesi M tarafindan kapsaniyorsa M 'ye "konveks ciimle” denir, [44).
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Tanim 2.24 X bir vektor uzay ve M C X olsun. X in, M cimlesini kapsayan
butin konveks alt ciimlelerinin arakesitine "M nin konveks hull’v” denir ve co M
ile gosterilir. M ciimlesini kapsayan bitun konveks ve kapaly cuimlelerin arakesitine
1se "M ‘nin konveks kapanisi” denir ve Conv M ile gosterilir.

Ayrica coM = Conv M dir ve herhangi bir x € coM igin >r_ N = 1 wve
Z?Zl ANix; = x egitlikleri saglanacak sekilde \; € F skalerleri ve x; € M wvektorler:

mevcuttur, [45].

Tanim 2.25 F reel veya kompleks bir cisim ve X F cisma tzerinde bir vektor uzaiy
olmak tzere, her x,y € X ve her A € F i¢in, asaqidaki sartlarin saglanmas: halinde,
||| - X = Ry fonksiyonuna X dzerinde bir "norm”, (X, ||-||) ikilisine ise "normlu
uzay” denir, [42).

(N1) [[z]|=0<x=0,

(N2) [[Az]| = [Al[lz]],

(N3) Jlz +yll < [lzll + llyll -

Ornek 2.6 C'[a,b] ve BC(Ry) ciimleleri,

(z +y) () = (t) + y(t) ve (Az)(t) = Ax(t)
1slemleri ile reel vektor uzaylar, olup, sirasiyla,

]l = maks ()] ve |l = sup |z(t)]
€la, b] t>0

normlary ile birer normlu uzaydr, [44], [9].
Tamm 2.26 (X, ||-||) bir normlu uzay, xo € X ver > 0 olmak tzere, X ciimlesinin

B(zg,7) = {zeX:|x—x <1},

Blzg,r] = {z e X |z —xf <1}

ve
S(zg,r)={x € X :||lx — x| =7}

” »

seklinde tanwmly alt cumlelerine siraswyla, “xo merkezli, r yaricapl acik yuvar”, "xq
merkezli, v yaricapl kapalr yuvar” ve "xy merkezli, v yaricapl yuvar yuzeyi” denir,

[42].

15



Bu tezde aksi belirtilmedikge 6 merkezli ve r yaricaph kapali yuvar kisaca B, ile

gosterilecektir.

Tamim 2.27 (X, ||-||) bir normlu uzay ve ) # A C X olmak iizere, her x € A igin

||| < M olacak sekilde bir M > 0 sayise meveut ise A cilimlesine ”sinarldir” denir,

138).

Tanim 2.28 X ve Y aym cisim tzerinde vektor uzaylarr ve A C X olsun. A’min
her elemaniny Y ‘nin bir tek elemana ile esleyen T kuralina X ten'Y 'ye bir operator
denir ve T' : X — Y ile gosterilir. Burada A’ya T operatorinin tanwm bélgesi denir
ve D(T) ile gosterilir, R(T) = {T (x) € Y : x € A} cimlesine ise T' operatorinin
gorinti bolgesi denir, [44).

Genellikle, herhangi bir karigiklik soz konusu olmayacak ise z’in T altindaki

goriintiisiinii temsil etmek igin 7' (z) yerine Tz yazilir.

Tanmim 2.29 (X, ||-[|,), (Y, ||l,) normlu uzaylar, T : X — Y bir operator ve xy €
D(T) olsun. Her ¢ > 0 sayisina karsilik, ||v — 20|, < 6 olan her x € D(T) igin
| Tz — Tz, < € olacak sekilde bir 6 = §(xg,e) > 0 sayuse mevcut ise, "I operatori
xo noktasinda sireklidir” denir. Eger T operatori D(T') cimlesinin her noktasinda
strekli ise, bu durumda "T operatéri D(T) tzerinde (veya D(T) ’‘de) siireklidir”
denir, [42).

Tanim 2.30 X C Ca,b] olmak tzere, her ¢ > 0 sayisina karsilik |ty —ta] < 6
kosulunu saglayan her t1, to € [a,b] ve her x € X i¢in |x (t;) — z (t2)| < € olacak

sekilde bir 6 = d(e) > 0 sayist mevcut ise X ciimlesine "esstreklidir” denir, [42].

Tanim 2.31 (X, ||||) bir normiu uzay ve (x,) X ’te bir dizi olmak dizere, her e > 0
saysina karsilik m,n > ng () olan her m,n € N i¢in ||z, — x| < € olacak sekilde

bir ng (¢) € N mevcut ise (z,,) dizisine bir ”Cauchy” dizisi denir, [42).

Tanim 2.32 (X, ||-||) bir normiu uzay, (x,) X te bir dizi ve xg € X olsun.
limy, o0 ||2n — 20| = 0 ise "(z,) dizisi xo noktasina yakinsaktir” veya ”(x,,) dizisinin

limiti xo dur” denir ve (x,) — xo veya lim x, = xo ile gdsterilir, [42].
n—oo
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Tanim 2.33 (X, ||-||) normlu uzayindan alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise

(X, ||} ’e (veya kisaca X ’e) ”Banach uzay” denir, [42).
Ornek 2.7 C'la,b] ve BO(Ry) uzaylar, swaswyla,
]l = maks [z(¢)] ve [|z]] = sup [z(1)]
t€la, b] t>0
normlary ile birer Banach uzaydur, [44], [3].

Tanim 2.34 X, F cismi tuzerinde bir vektor uzayr ve - : X x X — X bir dontisum

olmak tzere, her x, y, z € X ve a € F i¢in
(1) (@-y)-z=2-(y-2)
2)z-(y+2)=z-y+x-z
3) (x+y)-z=x-24y-2
(4) a(z-y) = (az) -y =z - (ay)
ozellikleri saglanwyorsa X e (F cismi tizerinde) bir "cebir” denir, [40].

Tamim 2.35 X F cismi dzerinde bir cebir olmak tizere, X tzerindeki ||| : X — R4

norm fonksiyonu her x, y € X i¢in,
lzyll < =l vl
esitsizligini saghyorsa (X, ||-||) ‘e "norm cebiri” denir, [46].

Tamim 2.36 (X, ||-||) bir norm cebiri olmak tzere, X ’teki her Cauchy dizisi yakinsak

ise (X, ||IIl) ‘e (veya kisaca X ’e) "Banach cebiri” denir, [40].
Ornek 2.8 C'la,b] ve BC(Ry) ciimleleri,
(x+y) () = z(t) +y(t), (Az)(t) = Az(t)

(@-y) (t) = (t)y(t)

iglemleri ile birer reel cebirdir. Ayrica C'la,b] ve BC(R,), siraswyla,
]l = maks 2(£)] ve |l = sup |z(t)]
€la, b] t>0
normlar: ile birer Banach cebiridir, [18)].

17



Tanim 2.37 f:R — R bir fonksiyon olsun. Eger

i [sup £ (5]

t—o00 s>t

limaiti mevcut ise bu limit degerine f’nin t — oo i¢in limit superior’u denir ve

limsup f (t)

t—o0

ile gosterilir, [47).
Tanim 2.38 f: R — R bir fonksiyon olsun. Eger

i [inf £ (5]

t—oo | s>t

limiti mevcut ise bu limit degerine f’nin t — oo icin limit inferior’u denir ve

liminf f (¢)

t—o0

ile gasterilir, [47).
Onerme 2.1 f R — R fonksiyonu igin,

litrn inf f () < limsup f ()

t—o00

dir, [47).

Onerme 2.2 f:R — R fonksiyonu igin,

lim f(t) =L <:>litrg<i>£1ff(t) = limsup f (t) = L

t—00 t—o00

dir, [47).

2.1. Kompaktsizlik Olgﬁleri

Bu boliimde fonksiyonel analizde onemli bir yere sahip olan ve ilk olarak 1930
yilinda Kuratowski [48] tarafindan tanimlanan kompaktsizlik 6l¢iisti kavram tanitilip,
C'|a, b] ve BC (R, ) uzaylar i¢in baz1 kompaktsizlik 6lgiileri ile bu élgiiler arasindaki

baz1 iligkiler verilecektir.
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Tanim 2.39 (X, d) bir metrik uzay ve Mx, X ’in bostan farkl ve sinirly alt ciimlelerinin
ailesi olmak tzere,
a(A):inf{s>0:AC U Sk, Sk C X wve diam5k<6}
k=1
seklinde tanamlanan o : Mx — Ry fonksiyonuna X tuzerinde ”Kuratowski kompakt-

suzlik 6l¢iisi” denir, [48).

Bu tamim goz éniine alinirsa, o fonksiyonu kullanilarak, (X, d) metrik uzaymdaki
siirh ciimleler i¢in bir derecelendirme yapmak miimkiindiir. (X, d) metrik uzaymdaki
kompakt ciimleler i¢in « fonksiyonu sifir degerini alacagindan, bu derecelendirmenin
kompakt olmayan climleler i¢gin daha anlamli oldugu digiiniilebilir. Dolayisiyla
sinirh bir ciimlenin Kuratowski kompaktsizlik olcilisiinden o ctimlenin kompakt ol-
mayiginin derecesi anlagilabilir. Bu sebeple baz1 kaynaklarda [49] kompaktsizlik

olciisii yerine "kompaktlik kusuru” ifadesi de kullanilmaktadair.

Teorem 2.4 (X,d) bir metrik uzay olmak tzere, her A, B € Mx i¢in asagidaki

ozellikler saglanar, [50)].
(1) 0 <a(A) < diam A,
(2) ACB=«a(A) <a(B),

(3) a(4) =a(A), a(A) =0« A kompakttur,

(4) d(z,A) =inf{d(z,y):y € Ay ve V. (A) = {z € X : d(x,A) < €} olmak iizere,
a(Vz(4) < a(A)+2,

(5) a(AUB) =maks{a(A),a(B)},
(6) a(ANB) <min{a(A4),a(B)}.

Teorem 2.5 (X, d) bir tam metrik uzay olmak izere, (F,) X ’teki bos olmayan,
kapaly ve sinurly cimlelerin, lim, . o (F,) = 0 olacak sekildeki azalan bir dizisi
olsun. Bu durumda Fy, = () F,, arakesit cimlesi X ’in bos olmayan kompakt bir alt

n=1
ctimlesidir, [48].
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ispat. F, tanim geregi kapali bir ctimledir. Ayrica her n € N i¢in F,, C F,
kapsamasi ile bir dnceki teoremde (2) ve (3) goz 6niine alinirsa, F,,’'nin kompakt bir
ciimle oldugu sonucu elde edilir.

Diger taraftan her n € Ni¢in z,, € F), ve X,, = {z; : i > n} olmak iizere, X,, C F,,
dir. n > 2 i¢in X; = {z, 29, ..., 2,1} U X, oldugu gbz 6niine alinirsa, bir 6nceki

teoremin (2), (3) ve (5) ozelliklerinden
a(Xy) =a(X,) <a(F,)

yazilabilir. Ayrica lim,, ., a (F,) = 0 oldugu goz ontine alimirsa a (X;) = 0 elde
edilir. Boylece X relatif kompakt bir ciimle olacagindan, X ciimlesinde (z,,) dizisinin
(xn,) — x olacak sekilde yakinsak bir (z,,) alt dizisi vardir. Her n € N i¢in F,, ka-
pali oldugundan x € F), sonucu elde edilir. Boylece x € ﬁl F, = F, olup Fy, # ()

dir. m

Kuratowski’'nin tamimladigi a kompaktsizlik olgiisii, 6zel metrik uzaylar olarak,
normlu uzaylarda da diigtiniilebilir; fakat bu durumda asagidaki sonug¢ son derece

onemlidir.

Sonug 2.1 Swnarl bir cimlenin kapanist da sinirl olacagindan, sonlu boyutlu normlu
uzaylarda sinarly her cimle relatif kompakttir. Boylece, sonlu boyutlu normu uzay-

larda o kompaktsizlik olgiisu sadece sifir degerini alur.

Teorem 2.6 X F cismi tzerinde bir normlu uzay olmak tzere, her A, B € My,

A€ F vex € X igin asagudaki 6zellikler saglamar, [51).
(1) a(A+B) <a(d)+a(B),
(2) a(A+2) = a(4),
(3) a(AA) = [Aa(4),
(4) a(A) =a(Conv A).

Ornek 2.9 X sonsuz boyutlu bir normlu uzay ve By, X in kapali birim yuvar: olmak

tizere, o (By) = 2 dir, [52)].
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Diger taraftan 1957 yilinda Gohberg, Goldenstein ve Markus [53] tarafindan

agagidaki kompaktsizlik Olciisii tanimi verilmigtir.
Tanim 2.40 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere,

X(A):inf{€>0:AC U B(xg, k), 2 € X verk<5}

k=1
seklinde tanimlanan x @ Mx — Ry fonksiyonuna X dizerinde "Hausdorff kom-

paktsizlik olgtist” denir.

Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisii bazi kaynaklarda yuvar kompaktsizlik 6l¢iisti olarak

da isimlendirilmektedir, [49].

Sonug 2.2 Dikkat edilecek olursa x (A) degeri, A X te sonlu bir e-agina sahip-
tir” onermesini dogru kilan € sayilarinin infimumudur. Diger taraftan, X metrik

uzayrman kompakt bir A ciimlesi tamamen sinarl (prekompakt) oldugundan x (A) =0

dar.

Teorem 2.7 (X,d) bir metrik uzay olmak tzere, her A, B € Mx i¢in asagidaki
ozellikler saglanr, [45].

(1) x(A) =0 < A tamamen (total) simrlidar,

(3) ACB=x(A) <x(B),
(4) x (AU B) = maks{x (4),x (B)},
(5) x(ANB) <min{x(4),x(B)},
(6) x(4) < a(4) <2x(4).

Dikkat edilirse, Kuratowski kompaktsizlik ol¢tisiinde oldugu gibi, Hausdorff kom-
paktsizlik olgiisiiniin de sonlu boyutlu normlu uzaylarda sadece sifir degerini alacagi

gorilir.

Teorem 2.8 X F cismi tzerinde bir normlu uzay olmak izere, her A, B € My,
A€ Foex € X i¢in Teorem 2.6 ’da verilen ozellikler Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisi

X i¢in de saglanir, [45].
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Ornek 2.10 X sonsuz boyutlu bir normlu uzay ve By X in kapaly birim yuvar:

olmak tizere, x (By) =1 dir, [45].

Ornek 2.11 Surh dizilerin reel normlu uzays Lo, 'da, her A € M, icin o (A) =
2x (A) dur, [54].

Metrik uzaylar iizerinde tanimlanan Kuratowski ve Hausdorff kompaktsizlik 6lgii-
lerinin 6zel olarak normlu uzaylarda yukarida verilen bir takim ilave ozellikleri
saglamasi tizerine, yukaridaki ozelliklere sahip olan, a ve x’den farkl fonksiyonlarin
olabilecegi fikrinden hareketle, Banach uzaylari tizerinde Kuratowski ve Hausdorff
kompaktsizlik oOlgiilerinden daha kapsamli olacak gekilde bir kompaktsizlik oOl¢iisii
taniminin verilmesi fikri geligmistir. Boyle bir tanima zemin olusmasi adina Banas

ve Goebel [55] agagidaki tanmimi vermislerdir.

Tanim 2.41 (E, ||-||) bir Banach uzayr, E 'nin bos olmayan kompakt alt ciimlelerinin
ailesi CO (E) ve Mg 'deki relatif kompakt ciimlelerin ailesi Mg olmak tizere, asagidaki

sartlarin saglanmasy durumunda, K C Ng cimlesine E’de bir ”cekirdek” denir.
(1) Ac K= A€K,
(2) Ac K, BCAveB#0= BeK,
(3) A, BE K= her A€ [0,1] i¢in \A+ (1 —\) B € K,
(4) Ac K= ConvA€K,

(5) K¢ ={A € K : A kompakttar} ciimlesi, Hausdorff metrigi tarafindan tretilen

topolojiye gore CO (E) de kapalidur.

1980 yilinda Bana$ ve Goebel’in [55] Banach uzaylar: iizerinde verdigi kompakt-

sizlik Olctlisii tanimi agagidaki gibidir.

Tanim 2.42 (E, ||-||) bir Banach uzayr olmak izere, her A, B € Mg ve her \ €
[0,1] i¢in, asagidaki sartlarin saglanmasi halinde p : Mg — Ry fonksiyonuna E

tuzerinde, K = ker u C Npg cekirdegi ile, bir "kompaktsizlik ol¢iisu” denir.
(1) p(A) =0 Ackerp
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(2) AC B= pu(A) < u(B),

(3) w(A) = p(A),

(4) u(Conv A) = u(A),

(5) p(AA+ (1= XN)B) < Au(A) + (1 = Ap(B),

(6) (X,) Mg deki kapaly ciimlelerin X,41 C X, olacak sekildeki bir dizisi ve
limy, o0 (X)) = 0 ise Xoo = (| X, arakesit ciimlesi bostan farklhdar.

n=1

Ozel olarak ker jp = Ny, ise p fonksiyonuna “tam kompaktsizlik 6lgisi” denir.

Sonug 2.3 Tanwm 2.42’deki X, ciimlesi hern € Nigin u(Xo) < pu(X,,) esitsizligini
saglayacagimdan 1 (Xo) = 0 ve Xo € kerpp € N dir. Ayrica kapaly ciimlelerin
saylabilir arakesitinin de kapali bir ciimle olacagr goz onune alinirsa X, cumlesinin

kompakt oldugu sonucuna ulasilur.

Sonug 2.4 Sonlu boyutlu bir Banach uzay: tuizerindeki herhangi bir tam kompaktsiz-

hk ol¢isi sadece sifir degerini alir.

Ornek 2.12 Herhangi bir Banach uzay tizerinde o ve x birer tam kompaktsizlik

olgtsidir, [55).

Ornek 2.13 (E, ||-||) bir Banach uzay ve K C Ny, E’de bir ¢ekirdek olmak tizere,
her A € Mg igin,
w(A)=inf{D(A,B): Be K}

seklinde tanimly v fonksiyonu E tzerinde bir kompaktsizlk ol¢isidiir, [56).

Teorem 2.9 (Cantor Arakesit Teoremi) Bir (X,d) metrik uzayinin tam olmast

icin gerek ve yeter sart, X in
AlDA;D..DA,D..

ve

lim diam (4,) =0

n—oo

arakesit cimlesinin bir tek noktadan olusmasidur, [38).
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Ornek 2.14 Herhangi bir E Banach uzayr i¢in p: Mg — Ry fonksiyonu,
p(A) = diam A geklinde tanimlansin. Bu durumda,

(1) p(A) =0« diamA =0 < A = {z} dir. Dolayiswyla ker up = {{z} : 2z € E}
olup ker p C Npg dir.

(2) AcC Bisesup{|lz —y| :z, y€ A} <sup{||lx —yl| :x, y € B} olacagindan
p(A) < p(B) dir.

(3) A C A oldugundan (2) den 1 (A) < p(A) olur. Ozel olarak 11 (A) < p (A4)
oldugu kabul edilirse, diam A < ||z — y|| olacak sekilde x, y € A elemanlar
mevcuttur. Bu durumda her n € N igin x,, y, € A olmak tzere, (x,) — x ve
(yn) — y olacak sekilde (z,) ve (y,) dizileri bulunabilir.

Béylece (x, — yn) — (z —y) ve dolayisiyla im, . ||z, — yn|| = ||z — y|| dir.

Diger taraftan, diam A = sup {||z — y|| : =, y € A} oldugu géz oniine alimirsa,
|z —y|| = lim ||z, —y,|| < lim diam A = diam A
elde edilir ki; bu celiski po (A) = p (A) olmasinu gerektirir.

(4) Herhangi bir x, y € coA igin > r N = > kj = 1 ve >" Ny =

j=1

Z;-n:l iy; =y esitlikleri saglanacak sekilde A;, k; € F skalerleri ve z;, y; € A

n

elemanlar, mevcuttur. Boylece
kj/\zxz — Z Z )\zl{ij]

> dimi = Kyl =)
=1 j=1 j=1 i=1 =1 j=1

j=1 i=1 j=1 i=1
< diam A

le—yll =

elde edilir. Diger taraftan her x, y € A i¢in ||z —y| < diam A oldugu géz
oniine almirsa 1 (A) = p(coA) sonucuna ulasilir. Bu sonug (3) ile birlikte

diginiilirse p (A) = p(Conv A) elde edilir.
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(5) Herhangi A, B € Mg ve her X € [0,1] i¢in,

diam (A + (1 — \)B)

sup{[[Ade+(1=Nz—Qy+(1=Nw)|:z, y€ Avez we B}

IN

sup{ Az —y| + (1 =N |z —w|:z, y€ A vez we B}

IN

Asup{[lz —yll -z, y € A} + (1 = A)sup {[|z —w] : 2z, w e B}

Adiam A 4 (1 — \) diam B
esitsizligi saglanacagindan w(AA + (1 —XN)B) < Au(A) + (1 — N u(B) dir.

(6) Cantor arakesit teoremi geregi, E bir tam metrik uzay oldugundan, Mg deki
kapaly ciimlelerin lim,, . p1(X,) = 0 olacak sekildeki azalan bir (X,,) dizisi i¢in

Xoo = ) X = {2} olacak sekilde bir x € E elemans vardar.
n=1

Boylece pu(A) = diam A geklinde tanwmly p fonksiyonu E dzerinde bir kompaktsizlk
olgusidir, [57).

Ornek 2.15 E sonsuz boyutlu bir Banach uzayr ve F' C E kapaly bir cimle olsun.
ker p = Ng ve dy (A, F) = sup{inf{||z —y|| : y € A} : x € F'} olmak dizere,

p(A) = x (A) +dg (A F)
seklinde tanimly v fonksiyonu bir kompaktsizluk 6l¢istidiir, [49].

Tanim 2.43 Her o € R ve her A, B € Mg i¢in, asaqidaki ozelliklere sahip bir

kompaktsizlk olgiisine ”altlineer kompaktsizlik 6lgtisi” denir, [55].
(1) p(aX) = lafp(X),
(2) p(A+B) < p(A)+p(B).

Tanim 2.44 Bir p kompaktsizlvk olgiistu her A, B € Mg i¢in

(AU B) = maks {1 (A), 1 (B)}

esitligint saglyorsa, p’'ye "maksimum ozelligine sahip bir kompaktsizlvk ol¢usi” denar,

[55].
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Tanim 2.45 Maksimum ozelligine sahip, altlineer ve tam olan kompaktsizlik ol¢tisi-

ne “regiiler kompaktsizlk ol¢iisi” denir, [55).

Tanim 2.46 1 < p < oo olmak iizere, L? [a,b] = {x :a, 0] = C: f: |z ()| dt < oo}
1

ciimlesi ||z|, = (fab |z (t)|” dt) " normu ile Banach uzaypdir. Ayrica f: Ry — Ry,

lim; 0 B (t) = B (0) = 0 dzelligine sahip bir fonksiyon ve her t € [a,b] i¢in, xp (t) =

h +t olmak tizere, bir x € LP [a,b] fonksiyonunun B ya gire Kolmogorov sireklilik

moduli,
wa(,e) = sup { |z — all, = B (|h]) : [b] < e}

seklinde tanymlidur, [49].
Ornek 2.16 Yukarida verilen LP [a,b] Banach uzay tizerinde,
wp(A,e) =sup{ws(z,e) 1z € A}

olmak uzere,

5 (A) = limuws (A, 2)

e—0

seklinde tanimly pg fonksiyonu bir regiler kompaktsizlk olgisidir, [49].
Tanim 2.47 C[a,b] 'nin bir v elemanina ve bir € > 0 sayisina karsilik,
w(z,e) =sup{|x(t) — x(s)| : t,s € [a,b] ve |t —s| <e}

seklinde tanvml w(x,-) : [0,b—a] — Ry fonksiyonuna “x’in sireklilik modili”

denir, [55].

Bir diger ifade ile 2’in siireklilik modiilii, 0 < & < b — a olmak ftizere, [a, b]'nin
boyu ’u gegmeyen biitiin kapali alt araliklar: izerinde 2’in salinimlarinin supremum

degeridir, [59].

Ornek 2.17 C[0,1] uzayinda = (t) = expt fonksiyonu verilsin. z’in artan bir

fonksiyon oldugu goz onune alinirsa,

w(z,e) = sup{lexpt —exps|:t,s€[0,1] ve |t —s| <e}

= sup{exp(s—+¢)—exps:se[0,1—¢]} (2.1.1)
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elde edilir. Ayrica h(s) = exp (s+¢) —exps ile tanimli h : [0,1 — ] = R fonksiyo-

nunun da artan oldugu goz éniine alinirsa, (2.1.1) esitliginden x ’in streklilik modiilii
w(z,e) =expl —exp (1 —¢)
olarak elde edilir.
Ornek 2.18 X € Moy i¢in
w(X,e) =sup{w(zr,e):xz € X}
olmak tzere,

wo(X) = limw(X,¢) (2.1.2)

e—0

seklinde tanimh w @ Moy — Ry fonksiyonu Cla,b] dizerinde bir regiler kom-

paktsizlik l¢isidir, [55)].

Onerme 2.3 Her X € My i¢in

dir, [58].
Tanim 2.48 Bir x € Bla,b] elemanina karsilik,

d(xz,e) =sup{|z(t) — z(s)| — [z(t) —x(s)] : t,s € [a,b], t > svelt—s<e}
ve

i(x,e) =sup{|z(t) — z(s)| — [x(s) —x(t)] : t,s € [a,b], t > s vet—s < e}

seklinde tanwml d(x,-), i(x,-) : [0,b —a] — Ry fonksiyonlarina, siraswyla, "z’in
azalis modiili” ve "z ’in artis modili” denir. Ozel olarak e = b—a olmasi durumunda
d(x,e) yerine d(x) ve benzer olarak i(z,€) yerine ise i(x) yazilir. d(x)’e x’in azals

derecesi ve i (x)’e ise x’in artis derecesi denir, [58].
Teorem 2.10 x € Ba,b] ve herhangi bir € > 0 verilsin. Bu durumda

d(z,e) = 0<% z,]a,b] de azalmayandur,

i(x,e) = 0« x,[a,b] de artmayandir
anermeleri dogrudur, [58)].
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Sonug 2.5 X € Mpjp ve e > 0 igin d (X, ) vei(X,-):[0,b—a] = R fonksiyon-
lar

d(X,e) =sup{d(z,e):z € X}

ve

i(X,e) =sup{i(zr,e):x € X}

seklinde tanimlansin. Bu durumda

d(X,e) =0 < X cimlesindeki biitin fonksiyonlar [a,b] de azalmayandir
ve

i(X,e) =0 < X cimlesindeki biitin fonksiyonlar [a,b] de artmayandur
onermeleri dogrudur, [58).
Sonug 2.6 X € Mcqy i¢in,

do (X) = l%d(X,a) ve ip (X) = li_r)r(lji(X,e)

olmak tuzere,

do (X) < 2wo(X) (2.1.3)

ve

in (X) < 2wo(X) (2.1.4)

esitsizlikleri saglanur, [58].

Sonug 2.7 C'[a,b] uzayinn, essirekli ve sinarly bir X alt ctimlesi igin dy (X) =

io (X) =0 dur, [58].

.. in (nt
Ornek 2.19 C [0, 7] wzayinda X = {xn cxy, (1) = sin (n ), n=1,2, } climlesi
n
verilsin. Herhangi bir x,, € X i¢in,
w(zn,e) = sup{len(t) —2n(s)| - t,s € [0,7] ve |t —s| <e}

- { Isin (nt) — sin (ns)|

tt,s €[0,7] ve |t—s| Se}
n

Int — ns|
< sups —— :t,s € (0,7 ve |[t—s|<e
n
= sup{|t—s|:t,s€[0,7] ve |t —s|<e}

= £
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olacagindan w(X,e) < € ve buradan wo(X) = 0 elde edilir. Ayrica (2.1.3) ve (2.1.4)

esitsizliklerinden do (X) =i (X) = 0 sonucuna ulasilur, [58].
Ornek 2.20 z, : [0,1] = R, z, (t) = t" olmak izere, C'[0,1]in
X={z,:n=12 .}

alt ctimlest verilsin. Her x, € X azalmayan oldugundan herhangi bir € > 0 i¢in,
d(zn,€) = 0 ve dolayiswyla dy (X) =0 dar.
Diger taraftan t,s € [0,1], 0 < e <1 ve |t — s| < & olmak iizere, her n = 1,2, ...

1¢in,
(t,s €[0,1] ve [t—s|<e)e (te€]0,1] vese[t—e,t+c]N]0,1])
onermesi dogru oldugundan, 0 < & <1 olan € sayist i¢in,

w(zp,e) = sup{[t" —s"|:t, s€[0,1] ve |t —s| <e}
= sup{t"—(t—¢e)":te€[e1]}

= sup{(t+¢)" —t":te€[0,1—¢]}

elde edilir. Ayrica f (t) =t"— (t —¢e)" ve g (t) = (t +¢e)" —t" seklinde tanimh
f:le, 1] = Ry veg:[0,1—¢] — Ry fonksiyonlar: artan oldugundan herhangi bir

rn € X i¢in,

w(n,e) = sup{f(t):t€le,1]}=f(1)
= sup{g(t):te€0,1—¢]} =g(1—¢)

olur. Boylece,

w(X,e) =sup{w(z,,e):n=12.}=1

ve

wo(X) =limw(X,¢) = li_r)r(l)l =1

e—0
sonucuna UGTZZZ’I".

Benzer olarak, 0 < € <1 olmak izere,

(t,s€[0,1], s<twvet—s<e)&< (t€]0,1] vese[t—e 1]N]0,1])
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onermesi dogru oldugundan hern = 1,2, ... i¢in,

i(xp,e) = sup{[t" —s"|—[s"—t"]:t, s€[0,1], t >svet—s<e}
= sup{2(t"—s"):t, s€[0,1], t>svet—s<e}
= sup{2[t"—(t—¢)"]:t € e 1]}

= 21— (1— &)

elde edilir ve n’ler dizerinden supremum alinirsa i (X, e) = 2 olacagindan i (X) = 2

sonucuna ulagilir, [58).

Sonug 2.8 Ornek 2.20°deki X ciimlesi goz oniine alimwrsa, X ciimlesindeki (x,) =
(z1, 1, ...) dizisi hichir yakinsak alt diziye sahip olmadijindan X kompakt degildir.
Baylece dy (X) = 0 olmasina ragmen X & Ny dir. Bu durumda dy fonksi-
yonu Tanwm 2.42°deki (1) sartiny saglamadigindan, C [a,b] uzay dzerinde bir kom-
paktsizlik 6l¢isii degildir. Benzer olarak iy fonksiyonunun da C [a,b] uzay: dzerinde

bir kompaktsizlk ol¢iisi olmadugu gorilebilir, [58)].

Ornek 2.21 C[—1,1] wzayinda X = {z, : z, (t) = t**, n=1,2,...} ciimlesi i¢in
wo(X) =1 ve dy (X) =10 (X) = 2 dir, [60)].

Onerme 2.4 Herhangi bir X € Meay i¢in,

1

1 (do (X) +i0 (X)) Swo(X) <

esitsizligi saglanr, [58].

Ornek 2.22 4 (X) = do (X) +io (X) seklinde tanumly p - Mepap — Ry fonksiyonu
C'|a,b] uzayinda bir regiler kompaktsizlik dlgisidir. Ayrica p, Cla,b] dzerindeki
Hausdorff kompaktsizhk olgiisiine denktir, yani her X € Mgy igin mx (X) <
w(X) < My (X) olacak sekilde m ve M sayilar vardr, [58)].

Ornek 2.23 41, (X) = wo(X) +do (X) ve p; (X) = wo(X) +io (X) seklinde tanimi
g : Megay — Ry ve p; : Megay — Ry fonksiyonlars Cla, b] uzayinda Hausdorff
kompaktsizlik olgiisine denk olan birer kompaktsizlik olgisidirler. Diger taraftan p,

ve p; fonksiyonlar Tanwm 2.43 teki (1) sartini saglamazlar, [58].

30



Ornek 2.24 BC (Ry) uzaywnin bos olmayan ve sinarle bir X alt ciimlesi ve bir
T > 0 sayist verilsin. € > 0 olmak tzere, herhangi bir v € X elemaninan [0,T]

araligr tzerindeki streklilik modiili,
w!(z,e) = sup {|z(t) — x(s)] : t,s € [0,T] ve |t —s| <e}
seklinde tanamh w™ (x,-) : [0,T] — R fonksiyonu olsun. Ayrica,
wh(X,e) = sup {wT(:c,a) T E X} ;

wi (X) = limw’ (X, &)

e—0

ve

wo(X) = Tlgxgowg(X) (2.1.5)

olsun. Bu durumda, herhangi bir t € Ry i¢in X (t) cimlesi ve diam X (t) fonksiy-
onu,

X (t)={x(t):z € X}

ve

diam X (t) = sup{|z (t) —y ()| : x,y € X}

olmak tzere,

w1 (X) = wo(X) + limsup diam X () (2.1.6)

t—o00

seklinde taniml p : Mpow,)y — Ry fonksiyonu BC (Ry) uzayr dizerinde bir kom-

paktsizlik l¢isidir, [55).

2.2. Darbo Sabit Nokta Teoremi ve Genellestirilmesi

Bu boliimde Darbo Sabit Nokta Teoremi’'ne ek olarak, Schauder Sabit Nokta
Teoremi ile bu tezin orijinal kisimlarinda temel arag olarak kullanilacak olan Darbo

Sabit Nokta Teoreminin bir genellestirilmesi verilecektir.

Tanim 2.49 X bos olmayan herhangi bir cimle ve T : X — X bir donusim olmak
tuzere, T'x = x olacak sekilde bir x € X mevcut ise bu x elemanina T donusiminin

bir “sabit noktasy (T déndigiminin sabit biraktigr nokta)” denir, [36).
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Teorem 2.11 (Schauder Sabit Nokta Teoremi) E bir Banach uzay, C C E
bos olmayan, kompakt ve konveks bir cumle ve T : C' — C' stirekli bir donusim

olsun. Bu durumda T doniigimi en az bir sabit noktaya sahiptir, [61].

Dikkat edilirse, Schauder Sabit Nokta Teoremi kullanilarak bir £ Banach uzayimin
kompakt olmayan bir climlesi tizerinde tanimli ve stirekli bir dontigiimiin bir sabit
noktaya sahip olup olmadigi konusunda herhangi bir sonuca varilamaz. Ancak
Darbo’nun [51] 1955 yilinda Kuratowski kompaktsizlik olglisiinden yararlanarak
verdigi asagidaki teorem ile Schauder Sabit Nokta Teoreminin bu eksikligi bir an-

lamda giderilmistir.

Teorem 2.12 (Darbo Sabit Nokta Teoremi) E bir Banach uzay, C C E bos
olmayan, kapali, sinwrl ve konveks bir cumle ve T : C' — C' strekli bir dontsim

olsun. «, F tizerinde Kuratowski kompaktsizluk 6lciisti olmak tizere, her A C C' icin,
a(TA) < ka(A)

olacak sekilde bir k € [0,1) sayist mevcut ise T dontisimi en az bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Cy = C ve her n € N icin Cpy1 = ConvT (C,) olarak tamimlansin. Bu
durumda Kuratowski kompaktsizlik oOlctlisiiniin tanimi ve sagladigi ozellikler kul-

lanilarak,
a(Cpy1) = a(ConvT (C)) = a(T(Cy)) < ka(Cy,) < k" a(Cy)

elde edilir. Bu son esitsizlikte n — oo i¢in limit alimirsa, £ € [0,1) oldugundan,
lim,, o a (C,) = 0 olur. Béylece Cy = () C,, E’nin bog olmayan, kompakt ve

n=1
konveks bir alt ctimlesidir. Ayrica,

T(C,) CConvT (Cp) = Cria
kapsamasi goz Oniine alinirsa,

T(C)=T (ﬁ C’n) c Fj T(C,) = T (Co)NT (Cy)N- C CiNCan--- = Fj C. =C.

yazilabilir. Boylece T (Cy) € Cy olup Schauder Sabit Nokta Teoremi geregi, T'

doniigimi C' tizerinde bir sabit noktaya sahiptir. m
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Dikkat edilirse, bos olmayan, kompakt ve konveks bir ctimle i¢in Darbo Sabit
Nokta Teoreminin hipotezleri saglanir. Bu nedenle Darbo Sabit Nokta Teoremi
Schauder Sabit Nokta Teoreminin bir genellestirmesi olarak diisiiniilebilir.

Darbo’nun verdigi bu teoremden sonra, kompaktsizlik ol¢iisii gibi, kiime degerli
dontigiimler kullanilarak farkli sabit nokta teoremleri verilmistir, [62], [63]. Daha
sonra 1980 yilinda Bana$ ve Goebel [55], Tanim 2.42’de verilen genel kompaktsiz-
lik Olcisiinti kullanarak, asagidaki tamimi ve Darbo Sabit Nokta Teoreminin bir

genellegtirmesi olan, Teorem 2.137i vermislerdir.

Tanim 2.50 C' bir £ Banach uzayinan bos olmayan bir alt cimlesi ve F': C' — E
simarl ve sturekli bir dontdsum olsun. p E uzerinde bir kompaktsizluk ol¢ust olmak

tzere, C'nin bos olmayan ve simirl her X alt cimlesi i¢in
#(FX) < kp (X)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k > 0 sabiti mevcut ise, F' dontsumi p kompaktsizlik
olgistiine gore k sabiti ile Darbo sartwm saglar denir. Ozel olarak k < 1 ise F
doniisumine, C tzerinde “pu kompaktsizlik olgisine gore bir daralma dontisumi”

denir, [55].

Teorem 2.13 C' bir E Banach uzayimman bos olmayan, sinarl, kapal ve konveks bir
alt cimlesi, F': C' — C' strekli bir dontisum ve p E uzerinde bir kompaktsizluk 6l¢iisi
olsun. FEger F donisumi, C tzerinde p kompaktsizlvk olgiisine gore bir daralma

dontigiimi ise C tizerinde en az bir sabit noktaya sahiptir, [55)].

ispat. Sonug 2.3 de kullanilarak, Darbo Sabit Nokta Teoreminin ispatina benzer

bir yol ile ispat yapilabilir. m

2.3. Asimptotik Kararhhk

Genel olarak bir denklemin ¢oziim veya c¢oziimlerinin niteliksel ozellikleri ile
ilgilenen kalitatif teori, ozellikle integral denklemler, diferensiyel denklemler ve di-
namik sistemlerde onemli bir yere sahiptir. Bazen ele alinan bir denklemin, varligi

kesin olarak bilinen ¢éziim veya ¢ozlimlerinin ne oldugu tam olarak bilinemese de
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bu ¢oztimlerin karakterlerine iligskin baz1 verilerin mevcut olmasi, karsilagilan prob-
lemleri agmak icin yeterli olabilir. (Coziim fonksiyonunun monotonlugu, pozitif
veya negatif olmasi veya diger ¢oziimler ile iligkileri onemli niteliksel 6zelliklerden
bazilaridir.

Bu kisimda bir denklemin ¢oziim veya ¢oziimleri i¢cin onemli bir ozellik olan

asimptotik kararlilik kavrami tizerinde durulacaktir.

Tanim 2.51 Q # () ve F : Q € BC(R;) — BC(R,) bir operator olmak iizere,

Fx = x denkleminin herhangi x ve y ¢ozimleri i¢in,

lim (z(t) —y(t)) =0

t—o0
saglanwyorsa, bu ¢ézimlere (ve herbir ¢ézime) "global attractive” denir. Buna ek
olarak yukardaki limit Q cimlesine gore dizgin ise, yani herhangi bir e > 0 sayisina
karsiik, her xz,y € Q d¢in, t > T (e) iken, |z(t) —y(t)] < e olacak sekilde bir
T (e) > 0 sayist mevcut ise, Fx = x denkleminin ¢oziimlerine (ve herbir ¢ézime)

Ydiizgiin global attractive” veya "global asimptotik kararl” denir, [66].

Tanim 2.52 Q # () ve F' : Q C BC(R,) — BC(R,) bir operatir olmak tizere,

Fx = x denkleminin herhangi x,y € B(xo,7) N Q ¢ozimleri i¢in,

lim (x(t) - y(t)) = 0

t—o0
olacak sekilde bir B(xo,r) C BC(R.) yuvar bulunabiliyorsa, bu ¢ézimlere (ve her-
bir ¢ézime) “lokal attractive” denir. Buna ek olarak yukardaki limit B(xg,r) N )
cumlesine gore dizgun ise, yani herhangi bir ¢ > 0 sayisina karsilik, her x,y €
B(zo,7) N Q dgin, t > T (e) tken, |x(t) —y(t)| < e olacak sekilde bir T () > 0
sayist meveut ise, Fo = x denkleminin ¢ozimlerine (ve herbir ¢ézime) “dizgiin

lokal attractive” veya ”asimptotik kararh” denir, [60].

Bir basgka ifade ile bir denklemin ¢oziimlerinin global attractive olmasi, denk-
lemin ele alinan ciimledeki biitiin ¢oziimlerinin ayni asimptota sahip olmasi de-
mektir. Benzer olarak ¢oziimlerin lokal attractive olmasi ise, denklemin ele alinan
climlenin bir 6z alt ciimlesinde kalan biitliin ¢oztimlerinin ayni asimptota sahip ol-
masi1 olarak yorumlanabilir. Ayrica yukaridaki tanimlardan da anlasilabilecegi gibi
lokal veya global attractive kavramlari ele alinan denklemin birden fazla ¢oztime

sahip olmasi durumunda daha anlamh olur.
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Ornek 2.25 BC(R,) uzaynda,

z(t) =2 (0)+ /0 (2 (s) —z (s)) ds (2.3.1)

denklems verilsin.
Kolayca gorilebilecegi gibi, x (t) = 0 ve z(t) = 1 (2.3.1) denkleminin birer
¢ozimidir. Bu denklemin diger ¢ozimleri ise 0 < x (0) < 1 olmak 1izere,

1
1+ (ﬁ—l) expt

z(t) =

seklindedir.
Dikkat edilirse x (t) = 1 haricindeki herhangi ki x (t) ve y (t) ¢ozimleri igin

lim (z (t) —y(t)) =0 (2.3.2)

t—o00

dir. Béylece 0 < r < 1 olan herhangi bir r i¢in, (2.3.1) denkleminin B, N BC(Ry)
ctimlesindeki herhangi iki x (t) ve y (t) ¢ozimleri igin (2.3.2) saglanacagindan (2.3.1)
denkleminin ¢ozumleri lokal attractive dir.

Buna ek olarak, 0 < r < 1/2 olmak tzere, (2.3.1) denkleminin B, N BC(R,)

ctimlesindeki herhangi iki x (t) ve y (t) ¢ozidmleri igin,

|z () —y (1)]
_ ‘ (x (0) =y (0)) expt
[14+2(0)y(0) = 2(0) =y (0)]exp (2¢) + [ (0) + 5 (0) — 22 (0) y (0)] expt + x (0) y (0)

2rexpt
<
~ | (1 —2r)exp (2t)

yazilabilir. Ayrica
2rexpt

(1 —2r)exp(2t)

fonksiyonunun t — oo i¢in limiti 0 olacagindan, her € > 0 i¢in, t > T (¢) iken

2 (6) —y (0)] < \ e P

olacak sekilde bir T (¢) > 0 sayst bulunabilir. Dolayiswyla (2.3.2) limiti B, N
BC(R,) cimlesine gore dizgindir ve boylece (2.3.1) denkleminin ¢ézimleri asimp-
totik kararlidor.

Diger taraftan (2.3.1) denkleminin BC(R,) wuzayindaki bitin ¢ozimleri igin
(2.3.2) esitligi saglanmayacagindan, (2.3.1) denkleminin ¢ézimleri global attractive

degildir.
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Ornek 2.26 BC(R,) uzayinda, \ € R olmak iizere,

(1) = 2 (0) + A /0 v (s) ds (2.3.3)

denklemsi verilsin.

z(t) = 0 bu denklemin asikar ¢ézimidir. Ayrica (2.3.3) denkleminin bitin

cozumleri

z(t) = x (0) exp (At)

formundadur. X katsayisina gore (2.3.3) denkleminin ¢oziimleri icin asaqidaki du-

rumlar soz konusudur.

(i)

A < 0 ise, (2.3.3) denkleminin BC(Ry) wzayindaki herhangi ki x (t), y(t)
¢oziimleri i¢in (2.3.2) saglanar. Béylece (2.3.3) denkleminin ¢éziimleri global
attractive dir. Ayrica herhangi bir 0 < r < oo sayist i¢in (2.3.3) denkleminin
B, N BC(R,) ciimlesindeki herhangi iki x (t), y (t) ¢ozimleri icin de (2.3.2)
saglanacagindan, (2.3.3) denkleminin ¢ozimleri aymi zamanda lokal attractive
dir.

Diger taraftan, (2.3.3) denkleminin BC(R,) uzaywndaki herhangi iki x (t),

y () ¢ozimleri igin, € > 0 sayusina karsiik, t > T iken;
[z (t) —y ()] =[x (0) —y (0)]exp (At) < € (2.3.4)

olacak sekildeki T' sayisi x () ve y (t) ¢ozimlerine baghdir. Dolayisiyla (2.3.2)
limiti BC(Ry) ctmlesine gore dizgin olmadigindan ¢ézimler global asimp-
totik kararle degildir. Ancak (2.3.3) denkleminin B, N BC(R,) cimlesindeki

herhangi ki x (t), y (t) ¢ézimleri i¢in
2(8) = 5 (8)] = J2.(0) —  (0) | exp (M) < 2rexp (A)

yazilabilecegi ve limy_,o, 21 exp (At) = 0 oldugu géz onine alinarsa, (2.3.2) lim-
itinin B, N BC(Ry) cimlesine gére dizgiin oldugu ve dolayiswyla (2.3.1) den-

kleminin ¢ozumlerinin asimptotik kararl oldugu gorulir.

A = 0 ise, (2.3.3) denkleminin ¢ézim ailesi bitin sabit fonksiyonlarin ailesi

olacagindan, bu ¢ozimler lokal attractive dahi olamaz.
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(iii) A > 0 use, (2.3.3) denkleminin BC(R,) uzaywndaki herhangi iki x (t), y(t)
¢ozumleri icin

lim (z () —y (t)) = Foo

t—o0

olacagindan, bu durumda ¢ozimler i¢in herhangi bir kararhliktan bahsedilemez.
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3. Cla,b] UZAYINDA BAZI INTEGRAL DENK-
LEMLERIN COZUMLERININ VARLIGI

Bir ¢ok aragtirmaci bugiine kadar farkli formlarda, lineer olmayan fonksiyonel
integral denklemlerin en az bir ¢oztime sahip olmasina imkan veren yeter sartlar

aragtirmigtir. 1996 yilinda T. A. Burton [67]
t
V(t,z) =S (t,/ u(t,s,x(s))ds) , t € ]—a,d
0

denkleminin, I. Ozdemir, U. Cakan ve B. Ilhan [32]

o(t)
£(t) = gt 2(B(1))) + f(t, 2(a(t))) / ult, s,2(1()))ds, ¢ € [0,d]

yapisindaki integral denklemin ¢oziilebilirligine iligkin baz1 sonuclar vermiglerdir.

Ayrica J. Bana$ vd. [68] 2005 yilinda
z(t) = p(t) + (Tx)(t) /Otv(t, 7,2(7))dr, t €[0,d]
denkleminin, 2006 yilinda [20]
z(t) =g (t, /Otu(t,s,x(s))ds,x(t)> , t€]0,00) (3.1)

denkleminin ve daha sonra 2010 ve 2013 yillarinda ise [69], [14]

z(t) = g(t, x(a1(t)), ..., x(an(t))) + /W) u(t, s, 2(71(8)), ..., x(7,,(s)))ds, t € [0,00)
' (3.2)

denkleminin ¢oziilebilirlikleri ile ilgilenmislerdir.
Diger taraftan farkli aragtirmacilar tarafindan [70], [71], [11], [24] asagidaki denk-

lemler sirasiyla ele alinmigtir.

©(t)
z(t) = F (t,g(t,x(a(t)),/o u(t,s,a:(*y(s)))ds) , t €10,00), (3.3)

@(t)
x(t) = h(t)+p(t,$(a1(t)),$(042(t)))+/O u(t, s,z(71(s)), 2(72(s)))ds, t € [0,00),
(3.4)
5)



x(t) = p(t) + (Tx)(t) /Oa(t) v(t, T, x(T),x(A7))dr, 0 <A <1, tel.

Bu boliimde, ¢ € [0,a], 0 < 8 < 1 ve gosterimde kisalik olmasi amaciyla

Hts.x (7)) = Wmw(gé)ﬂ_),;)-;xémr)))

olmak fizere,

©(t)
xz(t)=f (t, (Thx) (t), (Tyx) (t)/o H(t,t,z (1)) dr,x(aq(t)), ...,1‘(am(t))> (3.6)

denkleminin C'[0, a] uzaymda en az bir ¢dziime sahip olmasini garanti eden bir
takim yeter sartlar verilecektir. Ayrica (3.6) denkleminin, farkli yazarlar tarafindan
ele alinan, yukaridaki denklemler ile iligkisi tizerinde durulacak ve bu durum bazi
ornekler ile aciklanacaktir.

Dikkat edilmelidir ki, (3.6) denklemi yukarida bahsedilen bir ¢ok denklemden
daha genel bir yapiya sahiptir. Ornegin;

@(ﬂ =1, 71(7) =7, B=m=n=1ve f(t,$1>$2,1’3) = 9(t>$2,$3)

alinirsa (3.6) denkleminden (3.1) denklemi,

f(t,x1, 29, o, Ting2) = g(t, T3, ooy Tpp1) + 22, (Tox) (1) =B =1ve p(t) = ¢ (t)

olarak segilirse (3.2) denklemi ve
(Tl.T) (t) - g(t’x(a(t))7 (TQ’I) (t) = ]'7 n = B =1ve f(t7$1,x2,$3) = F(tallleQ)

segimi ile (3.3) denklemi elde edilebilir. Benzer olarak (3.4) ve (3.5) denklemleri,
sirasiyla,
f (t,$1,$2,$3,3§'4) = h(t> +p(t,x3,l'4> + g, (Tgl') (t) = 6 = 17 n=2
ve
f (t’xhx% (L’g) =Tty (t,$27$3) ) (Tlx) (t> - p(tv I<t>)7
p(t)=t, B=n=(T)(t) =1
segimleri ile (3.6) denkleminden elde edilebilir.

Ayrica T, operatoriiniin bazi 6zel segimleri ile (3.6) denkleminden elde edilen

denklemlerin yapisinda, tanimi asagida verilen kesirli integral de bulunabilir.
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Tanim 3.1 = € C'la,b] ve a <t < b olmak iizere,

A _ __als) S —00, 00
Lealt) = 57 | st B € (0o

ifadesine x’in [3. dereceden kesirli Riemann-Liouville integrali denir, [72]. Buradaki

I' sembolii ile,
NG :/ P le tat
0

esitligi ile tanamlanan Gamma fonksiyonu kastedilmektedir.

(E,||.]|) sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olmak {izere, bundan sonraki kisimda
E'nin 0 (sifir) merkezli ve r yarigaph kapali yuvar kisaca B, ile ve [0, a] aralig: ise,
aksi belirtilmedikge I ile gosterilecektir.

(3.6) denkleminin ¢oziilebilirligi J. Banas ve K. Goebel [55] tarafindan verilen,
wo kompaktsizlik 6lciisii ile birlegtirilmis, genellestirilmig Darbo sabit nokta teoremi

kullanilarak agsagidaki sartlar altinda arastirilacaktir.

(a;) 1 <i<mvel <j<nolmakiizere,a;: [ = 1,7, :[0,C] = Ivep: I =R,
fonksiyonlar siireklidir. Buradaki C, her ¢ € I i¢in ¢(t) < C sartim saglayacak

sekildeki pozitif bir sayidir.

(a,) f: I xR™?2 = R fonksiyonu siireklidir ve 1 <4 < m + 2 olmak {izere, her
t € I ve her z;, y; € R icin,
m+2
|t 21, @2y Tingn) = f(E Y1, Y2, o Ymr2)| < D0 ki |z — i
=1

)

esitsizligini saglayacak sekilde negatif olmayan k; sabitleri mevcuttur.

(a3) Ty : C(I) = C(I) ve Ty, : C'(I) — C(I) operatorleri siireklidir. Ayrica her
xeC(I)veteligin
|(Thz) ()] < bu([l]])

ve

|(To)(8)] < b(]]x]])

esitsizliklerini saglayacak gekilde azalmayan b; : Ry — R, ve by : Ry — R

fonksiyonlar1 mevcuttur.
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(a,) w:Ix][0,C] x R" — R fonksiyonu siireklidir ve 1 < ¢ < n olmak tizere, her

tel, 7€[0,C] ve her z; € R igin
lu(t, 7,21, 9, ..., xp)| < h(|x1], |22, ooy |20])

esitsizligini saglayan ve herbir degiskenine gore azalmayan bir h : R} — R

fonksiyonu mevcuttur.

(a;) M, her t € I icin [f(t,0,0,...,0)] < M olacak sekildeki negatif olmayan bir

say1 olmak ftizere,

kob A =
MRS g>c h(r,r,..,r)+ > kipor + M <7 (3.7)
=1

esitsizliginin pozitif bir ry ¢éztimii vardir. Ayrica

kl bl (?") +

U:SUP{|U<1§,T,I’1,...,J]”)| :tela T E [0)0]7 x; € [_T()?TO]a 1 SZSTL}

ve

koquUCP  m
qul + 2q2T + Z k?z'_,_g <1 (38)
=1

olmak tizere, Ty ve T5 operatorleri, sirasiyla, ¢ ve go katsayilan ile B, yu-

varinda wy kompaktsizlik olciisiine gore Darbo sartini saglarlar.

Teorem 3.1 (a,) — (ay) sartlarimin saglanmast durumunda (3.6) denkleminin

B,, C C(I) yuvarma ait olan en az bir ¢ézimi vardar.

Ispat. Uc asamada yapilacak olan bu ispatm 1. adiminda, (3.6) denklemi yardimiyla
bir I’ operatorii tamimlanacak ve F': B,, — B, oldugu gosterilecektir.

2. adimda, F' operatoriiniin B,, yuvarinda siirekli oldugu gosterilecektir.

3. adimda ise F' operatoriintin B,, yuvari iizerinde (2.1.2) ile verilen wy kompakt-
sizlik olciisiine gore bir daralma dontigiimi oldugu gosterilecektir.

Boylece Teorem 2.13 geregince [’ operatoriiniin B,, yuvarl iizerinde en az bir
sabit noktasinin var oldugu sonucuna ulagilacaktir ve bu sabit noktanin ayni za-
manda (3.6) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu gortilecektir.

1. Adim: Herhangi bir z € C' (1) i¢in F' operatori,
@(t)
(Fz)(t) = f (t, (Thz) (t), (Tax) (t)/o H(tat7x(7—))d7—7x(al(t>>7'--ax(am(t))>
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seklinde tanimlansin.
(a;) — (a5) kabullerinden hareketle, her z € C' (1) icin Fz fonksiyonunun [ iize-
rinde stirekli oldugu sonucu ¢ikar. Béylece F': C' (1) — C (1) dir.

Diger taraftan herhangi bir x € B,, icin,

|(F2) ()]
©(t)
= |f <t, (Thx) (t), (Tox) (t)/o H (t,t,x (7)) dr, z(aq(t)), ...,:U(am(t))) ’

©(t)
< |f <t, (Thx) (t), (Tox) (t)/o H (t,t,x (7)) dr, z(a1(t)), ..., (1))
—f(t,0,...,0)| + | f(¢,0,...,0)|
w(t) m
< ki |[(Thw) ()] + k2 [(Tax) (t)\/o |H(t,t,fv(7))|d7+;ki+2\x(ai(t))|+M
() T T T T oz T
< (T2 (O] + ko [(Tho) (t)‘/o h (| (74 ( ))|7<S|0(gz_( T);tﬂ (™D
+ 3 Kiga (0] + M
#(t) x|, |z, ..., || m
< k1b1<“$”)+k262(”x“)/0 h<H(;|(;;|_”;>1’|5‘ H)dT—i-;k'i-i-Q ]| + M
2N OB m
<t (ol + 22D (o e )+ 5 B ol + 21
< klbl(r())+W}LOﬂO?rO;-MTO)_'—iki+2r0+M
< 1o

yazilabileceginden F': B, — B,, oldugu goriiliir.

2. Admm: T ve T, operatorleri stirekli olduklarindan, herhangi bir zy € B,
elemanma ve ¢ > 0 sayisia karsilik, ||z — zo]| < d1(e,20) olan her z € B,, igin
| Tix — Thxo|| < € ve ||z — x|l < da(e,z9) olan her x € B,, i¢in ||Tox — Toxg|| < €
olacak gekilde bir 0, (e, z9) < € ve d2(e, ) < € sayilar1 bulunabilir.

Boylece 6(g, x9) = min {0 (g, o), 02(g, o)} olarak segilirse, R = [—r0, 0] ,

Wy, (I,e) = sup{|ult, 7,21, ..., x,) —u(t, 7,91, ....,yn)| : t €I, T €[0,C],

i, Y, € R, 1 <i<nve |z; —yl| <e}

ve

U=sup{lu(t,7,z1,...,x,)| : t €I, 7€[0,C], z; € R, 1 <i<n}
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olmak fizere, ||z — xo|| < d(e, xo) olan her x € B,, i¢in

|(Fz)(t) = (Fao) (1)

‘f (t, (Thz) (1), (Taz) (1)

o(t)

0

H(t,t,x (7)) dr,z(aq(t)), ...,x(am(t)))

@(t)
—f (t, (Thxo) (t), (Thzo) (t) /o H (t,t,xo (7)) dr, z0(t1(1)), ..., :cg(am(t))> |

»(t)
< ki [(Thz) () — (Thwo) (O] + k2 [(Toz) (t) — (T20) (t)|/ |H (t,t,2 (7)) dr
0
o(t)
+k [(Tomo) (75)|/ |H (t,t,2 (7)) — H (t, 1,20 (7)) dT
0
+ ; kivo [2(i(t)) — @o(u(?))]
©(t) U
S k’l ||T1$ — T1$0|| + kg ||T2$ — Tgl’o” /O WdT
#(®) W, ([7 5(57 1‘0)) UL
b (laol) [ S22 ar sy (S hisa) o ol
ko || Tox — T ucs
< by |Tiw — Ty + P22 529”0”
B m
e D, dateao + (e o)
i=1
B B m
< hedt keeUC n kabs (ro) C (o) + (Z ki+2) . (3.9)
B B i-1
yazilabilir.

Diger taraftan u = u(t, 7, z1, ..., x,) fonksiyonunun I x [0, C] x R™ ciimlesi iize-

rinde diizgiin stirekli olmasmdan, ¢ — 0 i¢in w,, (I,€) — 0 elde edilir. Bu durum

(3.9) esitsizligi ile birlikte diigiintildiigiinde F' operatoriiniin zy € B,, noktasinda

sirekli oldugu anlasilir. xy € B,, noktasi keyfi oldugundan F' operatorii B,, yu-

varinda sureklidir.

3.

Adim: B,, yuvarinin bog olmayan herhangi bir X alt ciimlesi verilsin.

Genelligi bozmayacagindan (t5) < (1) oldugu kabul edilirse, herhangi bir x € X

e > 0 ve |t; — ty] < e olan her ty,ty € I igin,

|(F2)(th) — (F)(t2)]

o(t1)
'f (tl, (Thx) (t1), (Tox) (t1) /0 H (ty,t1, 2 (7)) dr,x(a1(t1)), ...y l‘(am(tl))>

o(t2)
—f (tg, (Thx) (t2), (Tox) (ts) /0 H (ta, to, x (1)) dr, x(1(t2)), ..., :U(ozm(tg))> '
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IN

IA

IN

IN

o(t1)
‘f (tl (T117> (tl) (TQI) (tl) /0 H (tl, tl, Xz (T)) dT, I(O(l(tl)), cees x(am(tl)))
©(t2)
—f (tl, (Tll’) (tg), (TQIL‘) (tg) /0 H (tg, tQ, Xz (7’)) dT, ZL‘(Oq(tQ)), cees ZE(Oém(tQ))) ‘
o(t2)
+ f (tl (Tll') (tg) (TQIL‘) (tg)\/ov H(tg,tQ,ZE (T)) dr ZL‘(CYl(t2>) ...,l‘(a/m(tg)))
o(t2)
—f (tg (Tll') (tg) (TQIL‘) (tz) \/0 H (tg, tz,flf (T)) dT, ZL‘(Q{1<t2)), ...,l‘(()zm(tg))) ‘
ky [(The) (t) — (Tho) (t2)]

w(t1) P(t2)
s |(Tor) (tl)/o H (bt 2(7) dr — (Toz) (752)/0 H (ty, t, 2 (7)) dr

+ i i [ (0i(th)) — 2(cu(ta))] + wy (1, €)
ki [(Thx) (t) — (Th) (t2)|

P(t1)
s [(Taz) ()] / H (ty, 2 (7)) — H (ta, 1,2 (7)) dr
p(t2)
s [(Taz) ()] / \H (ty, 1,2 (1)) — H (ta, 12,2 (7)) dr
o(t2)
ko |(To) (1) — (Toa) (t2)] / H (ta, o, ()| dr

@(tl) m
+ha |(Taz) (t1)] /(t | |H (g, t1, = (7)) dT + ;kz’w |[z(i(t1)) — z(i(ta))]

—H,df(], 8)

ka[(Thx) (t1) — (Tho) (t2))|
o(t1) 1
+ko |(Tox) (t1)] (Wul(fﬁ)/o (o) = 7)1_5) + ky [(Taw) (t1)] x
o(t2) 1 1
X (/o lu(to, 7, 2(v1(7)), ..oy 2(7,,(7)))] <(30(t2) TR BEOE 7)15) dT)
o(t2)
+k2 |(Tox) (t1) — (Tax) (t2)|/0 |H (t2, 2,2 (7))| dT

P(t1) m
+ha |(Taz) (t1)] /(t | |H (o, t,x (7))] dr +;ki+2 [z (i(t1)) — z(i(ta))]

+wy(1,€)
ky |(Thx) (t) — (Thz) (1))
o lelt) = e — ([e())” - wm]ﬁ))

b () (wulu,s)% ‘U :
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A _ 8
+hy [(Tox) (t1) — (Taw) (t2)] % + kaby (J|])) ety 690(752)]

+ > kipow(z,w (v, €)) +wy(L,€)
i=1

5 5
B
—I—kQUCBw(TQx, £) + kabs (ro) gl
B B
+ > kipow(z,w (as,€)) +we(l€) (3.10)

=1

elde edilir. Burada

< k’lUJ<T1-T,€) + k’ng (To) <Wu1 ([’ E)C—/B + UM)

wy, (I,e) = sup{|u(tsy, 7,21, ..., x,) — ulte, 7,21, ... x0,)| 1 t1,t2 € I, 7€ [0,C],

ze € R, 1< <nve [t —ta <e},

wr(l,e) = sup{|f(ts, 21, ., Tmya) — f(l2, 1, s Tmy2)| s t1, 82 € I, 21 € By,

To € By, 1, € R, 3<i<m+2ve |t; —ty] <&}

ve

B B
B1 _ [—bl(’l“o), bl(’l“o)] 7 32 _ _b2 (TO;UC 7 b2 (7”0;(]0

dir. Ayrica, 1 <147 < m i¢in, w(ay, €) ve w(yp, ) fonksiyonlari,

w(ag,e) =sup {|a;(t1) — ai(ta)| : t1,te € T ve [t; — o] < e}

ve
w(p,e) =sup {|p(t1) — p(t2)| s ti,ta € I ve [t; —ty] < e}

seklinde tammhdir. Boylece (3.10) esitsizligi kullanilarak,

8
w(FX.e) < kw(T1X,e) + kaba (ro) wu, (1, s)%ﬁ + 2ksbs (1) U—[W(*"ﬂ’gﬂ
8 m
+k‘zUC' w(TrX,e) + z ipow(X,w (v, €)) + ws(I,€) (3.11)

g i=1
yazilabilir.
Diger taraftan, «; ve ¢ fonksiyonlarinin [ tizerinde diizgiin siirekliliginden,
e — 0 i¢in, w(ay,€) = 0 ve w(yp,e) — 0 elde edilir. Benzer olarak f fonksiyonunun
I x By X By x R™ iizerinde ve u fonksiyonunun ise I x [0, C] x R™ iizerindeki diizgiin

stirekliligi gbz 6niine alinirsa € — 0 igin, w(l,€) — 0 ve wy, ({,€) — 0 dir.
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Boylece, (3.11) esitsizliginden

kaquUCP m
wo(FX) < (m O 5 k) wo(X) (3.12)
=1

esitsizligi elde edilir. (3.8) ve (3.12) esitsizlikleri g6z éniine alimirsa, F' operatoriiniin
B, yuvari uizerinde wy kompaktsizlik olciistine gore bir daralma dontigiimii oldugu ve
dolayisiyla B,, yuvarinda en az bir z = x (¢) sabit noktasina sahip oldugu sonucuna
ulagilir.

Son olarak, F' operatdriiniin tanimi hatirlanirsa, (3.6) denkleminin B,, C C (1)

yuvarinda en az bir x = z (t) ¢dziimiiniin var oldugu gériilmiig olur. =

3.1. Ornekler ve Baz Sonuclar

Bu kisimda Teorem 3.1'in uygulanabilirligini ve daha onceden verilen bazi teo-

remler ile iligkisini gostermek amaciyla bir takim ornekler ve sonuglar verilecektir.

Ornek 3.1 [0, %] araliginda tanimb, reel degerli ve stirekli fonksiyonlarin uzay:

C [0, %} ‘de asagqidaki kesirli integral denklemin en az bir ¢cozimi vardar.

()

_ to(VD) +a(t) | expa() / te(yT)sint + 7 (L + (D), 5y )

7+ cost 12I°(3) 3¢/(t = 7)?

Dikkat edilirse, Teorem 3.1°e gore

trs + x trysint+7In(1+ |z
f(t,x1, 20,03, 24) = $2+ﬁ7 u(t, 7,21, 22) = - 3 ( |2|)>
exp x(t)
T t) = t) =Vt t)=p(t)=t
T) ) = Torgy @) =VE ) =90 =t
71(7):\/F7 Yo(T) =T
ve
s expr 1 s
h(l’l,xz):g(l’l—l—ln(l—i-.xg)), b2<7’): 121_‘(1_11), n:m:2, ﬁ:Z,azi,
T 1 T
2 ) 3 147 4 77 ) 9

dir.
Diger taraftan herhangi bir ro € (0,2.0271...] sayise, (3.1.1) denklemi i¢in

Vrdexpr(In(1+7) +7r) n (m+2)r <
72v/20(8) 14 -
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formunda olan (3.7) esitsizliginin bir ¢ézimidir. Ayrica ro = 1/2 ve X C B,, bos
olmayan ve sinarle herhangi bir cimle olmak tzere, her p € R igin lexpp — 1| <

Ip|exp |p| esitsizligi de dikkate alinirsa, her x € X wve her ty, to € [O, %} i¢in

expz (t1) expx(ta)

(Toe) () = (Be) ()] = | oy = oy
_ expz(ty)
= R el ()~ )] -1
exp ()
< or() | (1) — z (t2) exp (|z (t1) — x (t2)])
exp ()
< T2r(l) | (t1) — @ (t2)| exp (|2 (t1)| + [ (2)])
exp |||
< B )~ @)lep Clel)
exp (3rg)
S 19T (i) ‘:U(tl)_x(tZ)'
_ e ()
= B P e
ro = 1/2 icin
T+ 27 In (%) e o — exp (%)
-1 T r (1)
olup,
ICQQQTEJCB + Zi: ko = 0.5859... < 1

dir. Boylece Teorem 3.17in bitin sartlar saglanar ve (3.1.1) denkleminin C [O, %}

wzaynda, B1 yuvarina disen, en az bir ¢ozumi vardur.
2

Ornek 3.2 C 0, 1] uzayinda asaqidaki denklem verilmis olsun.

z(t?)  2*(t) 1+t  x(sint)
5 T3 s T~

X/o (Qt ;—T + Va(r) +In (1 + }x(TQ)‘) 4+ L (T)) dr. (3.1.2)

(3.1.2) denklemi igin,

(t)

1+t
f(t7$1,$2,903) = T+x1 +m2+ 5
o2 + 73 22
u(t, 7,21, T2, 23) = 9 +\3/x1+ln(1+\g:2])_|_€37
2 (4 -
=58, ()=S0, 0= =
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ai(t) = 8, p(t) =t, 1(r) = 33(r) =7, o(r) =7

ve
r? r x2
bi(r) = 13 by (r) = 18’ h(z1, 9, x3) = V21 + In(1 4+ 22) + 5

oldugu gorilebilir. Ayrica bu denkleme iliskin sabitler asaqidaki gibidir.
1 1
b=a=m=C=1, n=23, M:Z_l’ ki =ky=1, kgzg.

Diger taraftan

T2

r r 1
o o In(1 2 3 - <
13+108(6 n(l+7r)+r +6\/77)+5+4 r

yapisinda olan (3.7) esitsizligi i¢in herhangi bir ro € [0.349027,4.64645] sayise bir
cozimdiir. ro =1 i¢in U = (9+61n2) /6, 1 = 2/13, g2 = 1/18 ve

koquUCP

oldugu da goz oniine alinarsa Teorem 3.1, (3.1.2) denkleminin en az bir

+ k3 =0.4756... < 1

r=ux(t) € By C C0,1] ¢ozimiiniin varhgma garanti eder.

J. Bands vd. [68] asagidaki (i) — (vi) sartlar altinda ¢ € I = [0, a] igin,
2(t) = p(t) + (Tz)(®) /0 ot 7 e(r))dr (3.1.3)

denkleminin ¢oziilebilirligini incelemislerdir.

(i) p € C(I) azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.

(ii) v: I x I x R — R fonksiyonu siireklidir ve ilk degiskenine gore azalmayandir.
(iii) Her t,7 € I ve z € R i¢in

v (t,7,2)| < g (lz])
esitsizligi saglanacak sekilde azalmayan bir g : R, — R, fonksiyonu vardir.

(iv) T : C(I) — C(I) pozitif operatorii siireklidir ve Ornek 2.23’de verilen p,

kompaktsizlik Olciisiine gore () katsayisi ile Darbo sartini saglar.
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(v) Her x € C(I) ve t € I igin
[(Tz) ()] < ¢+ d =]
esitsizligi saglanacak sekilde negatif olmayan ¢ ve d sayilar1 vardir.

(vi) ||p|| + (¢ + dr)ag(r) < r esitsizliginin ag(ro)@Q < 1 olacak sekilde pozitif bir rg

¢Ozumiu vardir.

Teorem 3.2 (i) — (vi) sartlar altinda (3.1.3) denkleminin C(I) uzayinda en az bir

azalmayan x = x(t) ¢ézimi varder, [68].

Sonug 3.1 Teorem 3.2 'nin uygulanabildigi butin denklemlere Teorem 3.1 de uygula-

nabilir; fakat bunun karsity dogru olmayabilir.
Ispat. (3.6) denkleminde,

f(t,x1,$2, ...,$m+2> = p(t) + T2,

=1, (Ty) (1) = (T2) (1), 4(r) =7 (t) =t

u(t, 7,21, Lo, .., Tp) = v(t, T, )
olarak segilirse (3.1.3) denklemi elde edilir. (i) — (vi) sartlarinin saglanmasi halinde,
by (r) = c+dr, h(x)=g(x), ks =1ve [f(1,0,...0)| = [p(t)] < Ip|| = M

alinirsa, (3.7) esitsizligi

(c+dr)ah(r)+|pl <7

esitsizligine doniigiir. Boylece Teorem 3.1'in (a,) — (a,) sartlar1 saglanmig olur. m

Asagidaki denklem bu sonucun karsitinin dogru olmayabilecegine dair bir 6rnektir.

Ornek 3.3 C'[0,1] uzayinda

v () = £ + (%:ﬁ () + 110) /Ot (t + cos (#%)) dr (3.1.4)

denklemi ele alinirsa,

2
T
f(t 1, 20, 23) + 2o, u(t,T,21) +COS(1—|—$

(1) (1) = 5 (W +1), )=t n(r) =
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ve

1
hw) =2, by(r) =5 (P +1), B=C=hy=M=1

oldugu gorilir. Diger taraftan herhangi bir ro € [2,3] sayisi, (3.1.4) denklemi i¢in

RS IEE S

formunda olan (3.7) egitsizliginin bir ¢ozidmidir. Ayricary = 2 i¢inU = 2, g3 = 2/5

ve

B
kaqUC :%<1
15} 5

oldugu dikkate alinirsa Teorem 3.1 7%in bitun sartlarinin saglandigr gorilebilir. Boylece
(3.1.4) denkleminin en az bir x = x(t) € By C C'[0,1] ¢dzimi vardar.
Her x € C'[0,1] ve t € [0,1] i¢in

(Tx) (8)] < e+ d|«]

esitsizligi saglanacak sekilde ¢ ve d sayilary bulunamayacagindan Teorem 3.2 nin (v)
sarty saglanmaz. Bdéylece (3.1.4) denkleminin ¢ézilebilirligi i¢in Teorem 3.2 kul-

lanalarak bir sonug¢ ¢ikarilamaz.

2007 yilinda J. Caballero vd. [24] C'[0,1] uzaymnda, 0 < A < 1 olmak {izere,

o(t)
2(8) = p(t) + (T2) (1) / o(t, 7, 2(r), 2 (\r))dr (3.1.5)
0
denklemini agsagidaki sartlar altinda ele almiglardir.

(i) Negatif degerler almayan p € C(I) fonksiyonu azalmayandir.
(ii) o : I — I siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

(iii) T : C(I) — C(I) pozitif operatérii siireklidir ve Ornek 2.23 de verilen p,

kompaktsizlik olciisiine gore () katsayisi ile Darbo gsartini saglar.
(iv) Her x € C(I) ve t € I i¢in
(Tz) ()] < ¢+ d =]

esitsizligi saglanacak sekilde negatif olmayan ¢ ve d sayilar1 vardir.
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(v) v: IXIxRxR — R fonksiyonu siireklidir ve ilk degiskenine gore azalmayandir.

(vi) Her t,7 € I ve z,y € R i¢in

ot 2,9)] < g (], [y])

egitsizligi saglanacak sekilde azalmayan bir ¢ : R, x R, — R, fonksiyonu
vardir.
(vii)
Ipll + (¢ + dr)g(r,r) <r
esitsizliginin g(rg, 79)Q < 1 olacak sekilde pozitif bir ry ¢oziimi vardir.

Teorem 3.3 (i) — (vii) sartlar altinda (3.1.5) denkleminin C(I) uzayinda en az bir

azalmayan x = x(t) ¢ozimi vardor.

Sonug 3.2 Teorem 3.3 "tun uygulanabildigi biitun denklemlere Teorem 3.1 de uygula-

nabilir; fakat bunun karsite dogru olmayabilir.
Ispat. (3.6) denkleminde,

f(twrlax% '”7'Tm+2> = p<t)+$27 5 = 17 (T2x> (t) = (TJJ) (t) 771(7—) =T, Vo <T> = AT
ve
o(t) =o(t), ult, 7,1, 29, ..., 2,) = v(t, T, 1, T2)

olarak segilirse (3.1.5) denklemi elde edilir. (i)—(vii) sartlarmin saglanmasi halinde,
by (r) =c+dr, h(z,y) =g(x,y), ko =1ve |f(£,0,...,0)| = [p(t)| < |p|l =M

aliirsa,

k’QbQ (T) C’B

klbl (7") + /B

h(r,ry..,r)+ > kipor + M <7
i=1
esitsizligi

(c+dr)g(rr) +[lpll <7

halini alir. Boylece Teorem 3.1'in (a;) — (a,) sartlar1 saglanmig olur. m

Asagidaki denklem bu sonucun karsitinin dogru olmayabilecegine iligkin bir 6rnektir.
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Ornek 3.4 C'[0,1] uzayinda

z(t) = g + (1+ 27 (1)) /t2+1 tre(m)z(A)dr, 0 < X < 1. (3.1.6)

denklemi verilmis olsun. Bu durumda

3
[t 2,20, 23) = 5 + zo, u(t, 7,21, 22) = tTT1T2,

t
(Tor) (1) = (L+2* (D), ¢ (1) = g () =7 1 (1) = A7
ve
) 1 1
h(ﬂ?l,ZEg):Zl}lIQ, b2<T>:1+T s TLZQ, /szQ:l, 0257 MZB
dar.

Diger taraftan herhangi bir ro € [0.184209,0.900209] sayisi, (3.1.6) denklemsi i¢in

egitsizligine denk olan (3.7) esitsizliginin bir ¢ozimidir. Ayrica ro = 9/10 igin
U = 81/200, g2 = 9/5 wve
kaquU o
B

oldugu da dikkate alimirsa Teorem 3.17%n butin sartlarinin saglandigy gorulebilir.

=0.3645 < 1

Bdylece (3.1.6) denkleminin C'[0,1] uzayinda en az bir x = x(t) € B ¢ozimi
vardar.

Bir dnceki ornekte oldugu gibi, her x € C'[0,1] ve t € [0,1] i¢in
(Tx) ()] < ¢+ d |z

esitsizligi saglanacak sekilde ¢ ve d sayilar: bulunamayacagindan Teorem 3.3, (3.1.6)

denklemine uygulanamaz.
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4. BC(R,) UZAYINDA BAZI INTEGRAL DENK-
LEMLERIN COZUMLERININ VARLIGI VE
ASIMPTOTIK KARARLILIGI

Bu béliimde, bir 6nceki béliimde (3.6) ile verilen

o(t)
z(t)=f <t, (Tyx) (t), (Thx) (t)/o H(t,t,z (1)) dr, z(ay(t)), ...,x(am(t))> (4.1)

denklemi agagidaki sartlar altinda, BC' (R, ) uzayinda ele alinacak ve bu denklemin
¢oziilebilirligine iligkin bazi sonuglar verilecektir. Ayrica (4.1) denkleminin (4.1.2)

ve (4.1.6) denklemleriyle olan iligkisi de incelenecektir.

(a;) 1 <i<mvel<j<nolmak iizere, i, 7; : Ry — Ry ve o 1 Ry — Ry

fonksiyonlar siireklidir. Ayrica t — oo i¢in «; (t) — oo dur.

(a,) f(t0,...,0), Ry tizerinde smurli, f: Ry x R™"? — R fonksiyonu siirekli ve

1 < i < m+ 2 olmak iizere, her t € R, ve z;, y; € R i¢gin

m+2
|f(t, 21, 22, .o Tong2) — F(E Y1, Y2, s Umr2)| <D0 ki |2 — vl
s

)

esitsizligi saglanacak sekilde negatif olmayan k; sabitleri mevcuttur.
(ag) T1: BC(Ry) = BC (Ry) ve Ty : BC (Ry) = BC (R4) operatorleri siireklidir
ve her x € BC' (Ry) ve t € Ry igin

(M) ()] < bu([lz]]) ve [(To) ()] < ba([l2]])

egitsizlikleri saglanacak sekilde azalmayan by, by : R, — R, fonksiyonlar

mevcuttur.

(a,) u:RZ xR"™ — R fonksiyonu siireklidir ve 1 <4 < n olmak iizere, her t,7 € Ry
ve x; € R i¢in
u(t, 7,21, %,y 20)| < p(6,7) + 0 () p(7) Bl ], 2], o) [2n])

esitsizligini saglayan ve herbir degiskenine gore azalmayan bir A : R} — Ry

ve siirekli p : R2 — R, p,0 : Ry — R, fonksiyonlart meveuttur. Ayrica

Y ) Y )
Ui(t) = /0 WdT ve Uy (t) =0 (t)/o WdT
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olmak fizere,

lim Uy (t) = tlim Uy(t) =0

t—o00

dar.

(a;) My, Myve M, hert € R, icin U, (t) < My, Us (t) < My ve |f(¢,0,0,...,0)| < M

olacak sekildeki negatif olmayan sayilar olmak iizere,
klbl (’f') + kgbg (7") {Ml +h (’f', Ty 7”) MQ} + Z ki+27’ + M <r (42)

i=1

esitsizliginin pozitif bir ry ¢oziimii vardir. Ayrica,
k1q1+k2q2 [M1+h(r0,...,r0) Mg] +Zki+2 <1 (43)
i=1

olmak {izere, T7 operatorii ¢; katsayisi ile (2.1.6)’da verilen p kompaktsizlik
olgiistine gore B,, yuvarinda Darbo sartim saglar ve wp, (2.1.5)'te verilen
dontigim olmak tizere, T, operatorii de B,, yuvarmin bos olmayan her X

alt ctimlesi igin

wo (T2X) < qawo (X)
esitsizligini saglar.
Teorem 4.1 (a,) — (ay) sartlar: saglansin. Bu durumda (4.1) denkleminin B,, C
BC (Ry) yuvarinda en az bir asimptotik kararle ¢ézimi vardor.
ispat. Teorem 3.1’in ispatindaki yol izlenerek ispat yapilacaktir. Ayrica ispat
boyunca gosterimde kisalik olmas1 amaciyla,

H(t, 5,2 (r)) = “Waw(gé;)_),;)-;xﬁm(r)))

yazilacaktir.

1. Adim: Herhangi bir z € BC (R, ) igin F operatorii

©(t)
(Fz)t) = f (t, (Thz) (1), (Tzx) (lf)/0 H(tt,w(f))dﬂx(al(t)),---w(am(t)))

seklinde tanimlansimn. Bu durumda (a;) — (a;) kabullerinden, her z € BC (Ry) i¢in

Fz fonksiyonunun R, iizerinde siirekli oldugu sonucu cikar.
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Diger taraftan herhangi bir x € BC' (Ry) ve her t € R, i¢in,

|(Fz)(t

,(Thz) (1), (Trx) ( / H (t,t,x (7)) dr, z(ai(t)), ..., (1))

f <t, (Thx) (t), (Tox) ( / H (t, t,x (7)) dr, x(al(t)),...,x(am(t))>

<
—F(£,0,.-,0) + | £(£,0, .., 0)]
W(t) m
<k |(Ta) ()] + ko | (Ta) (2)] / H (.t (7)) dr + 3 b [a(0(0)] + M
< ki |(Tiz) <t>\+k21<T2x> ()] x
[P R + 0 (1) p () b ()] e 2, (D)
i (1) — )P
3 ki la(oa(t)] + M
»(t) T
< i |(Tia) ()] + ke | (Taz) (2)] { / #d
O o (7) b (|21 ()] [5G o [ ()]
+ (o(t) = )17 ‘”}
+ i o [p(aa(t)] + M
< by ([l2]) + kabs () My + B (2], 2] ooy ]]) M)
+; kive ||z + M (4.4)

yazilabileceginden F'z fonksiyonu R, tizerinde sinirhdir.

Boylece F : BC' (R,) — BC (Ry) dir. Ozel olarak z € B,, almrsa, (4.2) ve
(4.4) esitsizliklerinden,

|Fz|| < kibi(ro) + kaoba (1o) {Mi + h (10,70, ..., 70) Mo} + > kivoro + M
=1

< r

yazilabilir. Dolaywsiyla F': B,, — B,, oldugu gorilur.

2. Admm: T; ve T, operatorleri siirekli olduklarindan, herhangi bir zy € B,,
elemanma ve € > 0 sayisia karsihik, ||z — zo] < d1(e,20) olan her z € B,, igin
| Tix — Thao|| < € ve ||z — xo|| < d2(e,20) olan her x € B,, i¢in || Tex — Toxo|| < &
olacak gekilde bir d; (g, xg) < € ve da(g,x0) < € sayilar1 bulunabilir. Diger taraftan,

limy o Uy (t) = limy_, oo Us(t) = 0 oldugu goz ontine ahmirsa, t > 77 (¢) iken Uy (t) < e
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vet > T" (¢) iken Us(t) < € olacak sekilde T” (¢) ve T” (g) pozitif sayilar1 bulunabilir.
Boylece d(e,x0) = min{d1(e, zo), da(e,z0)} ve T () = maks{T" (¢),T" (¢)} olarak

secilirse, (a,) — (ay) kabulleri altinda, ||z — x¢|| < (e, x¢) olan her x € B, icin,

|(Fz)(t) = (Fao)(1)]

= ‘f (t, (Thz) (1), (Thx) (1)

o(t)

H (t,t,x (7)) dr, z(a(t)), ..., x(am(t)))

0

©(t)
—f (t, (Thxo) (t), (Tozo) (t) /0 H (t,t,zo (7)) dr, zo(t1 (1)), ..., mo(am(t))> ‘

IN

e(t)
ky [(Th) () = (Tho) (O] + ka2 [(To) () — (Toxo) (t)!/ [H (t,t,2 (7)) dr
0
e(t)
+ko [(Toxo) (t)|/ |H (t,t,x (1)) — H (t,t,z0 (7))| dT
0
+ ; Kiva [2(0ii(t)) — zo(s(t)) (4.5)
elde edilir. (4.5) esitsizliginden hareketle,
J=10,T(e)], R=[-ro,m0], Crup) =sup{e(t):teJ},
W, (J, ) = sup{]u(t,T,xl, ey ) —w(t, T Y1, Y| st E T, T E [O,C(J,¢)} ,
zi, Y € R, 1 <i<nve |r; —y| <€}
ve
U; = sup{|u(t,7',x1,...,xn)| ted, T€ [O,C(J7¢)] , €ER, 1<i< n}
olmak iizere, ||z — x¢|| < d(e, xp) olan her x € B,, ve t € J i¢in,

|(F2)(t) — (Fo)(1)]

o(t) U,
]{31 ||T1(L’ — TlflfoH -+ /{32 ||T2(L’ — TQI(]H /
0 (p(t

G-

IN

2Oy, (J, (g, 20)) m
+koby (|| / dn A 7 dT—i—( k; > T —x
2 2(” 0”) 0 (gO(t)—T)l_B z:zjl +2 || 0”
ky | Tow — Too|| UsCP . kabs (o) CF,

p B

?) o, (J,5(2, 20))

IN

kl ||T1.T — TIIOH —|—

+ (fjl ki+2> 5(e, o)

koeU,CP° kabs (10) C7 m
T )y ) 0, 1)+ (k) (4.6
=1

IN

kflf‘: +



yazilabilir. Ayrica v = u(t, 7,1, ..., x,) fonksiyonun J x [0, C J#,)] X R™ climlesinde
diizgiin siirekli olmasindan € — 0 i¢in w,, ({,€) — 0 dir.
Diger taraftan, yine (4.5) esitsizligi kullanilarak, ||z — z¢|| < d(e, zo) olan her

x € B,, ve t > T (¢) olan her ¢ i¢in,

|(Fz)(t) = (Fao)(1)]

o(t)
mnnx—rmmw+@n%x—zamw/ \H (1,4, (7)) dr
0

<
©(t) m
b (Jaol) | rﬂumxv»—Huxwuﬂwh+(ﬂmﬂ)m—mw
< k[T = Taxol| + ke ([ Tox — Toxo|[{Uy (&) + A (]l =]l .. [l]]) Uz (£)}
+haba ([[zol)) {201 (¢) + [h (]l -, l2[]) + h([lzoll ., lzol)] U2 (£)}

+(zmﬁ)m—xm
=1

[

Il
i

S k?lE—I—k?Q (€+2b2 (7’0)) (6+h(’l"0,7”0,...,7”0) 8) + ( ki+2> 9 (47)

)

elde edilir. Boylece, (4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden F' operatériiniin B,,, yuvarinda
siirekli oldugu sonucuna varilir.

3. Adim: B, yuvariin bog olmayan herhangi bir X alt ciimlesi verilsin. Ispatin
genelligini bozmayacagindan p(ts) < ¢(t1) oldugu kabul edilirse, herhangi bir z € X

e>0,T >0ve|t; —ts] <eolan her ty,t, € I =[0,7] i¢in,

|(Fz)(t) = (F)(t)|

w(t1)
= ‘f (th(Tﬂ) (t1), (To) (tl)/o H(t1,t1,1’(T))dﬂx(oﬁ(tl))a-~-7$(04m(t1)))
w(t2)
—f (t%(Tﬂ) (t2), (T2x) (tz)/o H(t27t27$(7—))dT7x<Oé1(t2>)7"-7'r(am<t2))>‘
P(t1)
S ‘f (fl, (Tll') (tl), (TQQL’) (tl) /0 H (tl, tl, s (T)) dT, JI(Oq(tl)), ,.T(Oém(tl))>
w(t2)
—f (tlv(Tﬂ) (t2), (T>x) (t2)/0 H(t27t27$(7—))dTax(al(t2))7'”7x(am<t2)))‘

w(t2)
+ f(tl,(Tlx) (t2), (Tyz) (t2)/0 H(tg,tg,x(T))dT,ac(oq(tg)),...,x(am(tg))>

©(t2)
—f (tg, (Tll’) (tQ), (Tgl') (tg) /0 H (tg, tg, Xz (T)) dT, l‘(Oq(tQ)), ceey ZE(Oém(tQ))> ‘
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IN

IN

IN

IN

IN

ki |(Thz) () — (Thz) (t2)]

o(t1) o(t2)
(Tyz) (tl)/o H (bt 2 (7)) dr — (Tz) (tg)/o H (ty, b,z (7)) dr

+ko

+ i Fiea [2(ci(h) — 2(ou(t))] + wi (L, €)
kv |(Thz) (t1) — (Thx) (t2)]

w(t1)

+ko |(Tox) (t1)| i |H (t1,t1,2 (1)) — H (to, t1,z (7)) dT
@(t2)
s (o) (1 |/ H (ta, tr,2 (7)) — H (o, 12, 2 (7))] dr
o(t2)
—f—kg |(Tgl’) (tl) (TQIL‘ tQ |/ (tg t2 ZL‘( ))|d7’
+]€2 Tgl’ tl |/ tl) tg tl J) |d7'

+;ki+2\x( a;(t1)) — x(aq(t2))| +wy(l,€)
ki [(Thr) (1) — (Thr) (t2))
dr

o(t1)
b (T (1) <wul<f, 9 it TM) k(T (1)

p(t2) 1 1
x </O [u(ts, 7, 2(41(7)), ooy (7, (7)) (Mm T o) _7)1_6) dT>

o(t2)
+l€2 |(TQI’) (tl) (TQIE t2 |/ (tQ tg IL‘( ))|d7’

tl)
—|—]€2 Tg tl |/ tz tl [L’ |d7'

+Zk+2\$( i(th) — z(ai(t2))| +ws(l,€)
kl\(TlfL’)() (Thz) (t2)

B B
+ha |(Tor) (1) — (Ta) ()| U (f2) + B[], .., ll2]]) Uz (22)]

o B m
[p(t1) ﬁw(h)] 4 ; ki+2wT(:(:, w(a;,e)) +we(l,e)

B
k1w (Ty, €) + kabs (ro) (wul(‘[7 5)0(;_);@) + U[w(gpﬁ,e)]ﬁ)
—l—kng(TQ.CE, E) [Ul (tQ) + h (7"0, ceey 7’0) U2 (tg)]
)
B

|
¢, lett) =) = (let)) = [p())
thobs ([l2]) | wa, (1,6) =52 + U

+habs ([|]) U

+]€sz (7’0) U

+i:§:1ki+2wT(:E,w (i, €)) +we(l,e) (4.8)
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elde edilir. Burada,

U:sup{|u(t,7',:v1,...,a:n)| tel, 7€ [O,C’(L@)], r € R, 1 Sign},

_bQ (T’o) UCZ#’) b2 (7”0) UC(ﬂl,gp)
p ’ p ’

Cup) =sup{p(t): tel}

B, = [—bl(ro),bl(ro)], B, =

ve

wy, (I, e) = sup{]u(tl,T,:Ul, oy ) — u(te, T, 21, oy Tp)| ittty €1, T € [O,C(M,)} ,

re € R, 1<E<nve |t; —ty <e},

wi(l,e) = sup{|f(t1, 71, ., Tmya) — f(ta, X1, oos Tp2)| 1 1,02 € I, 71 € By,

l’QEBQ, JIiER,?)SZ'Sm—i‘QVG |t1—t2’§5}

dur.
(4.8) esitsizliginde, her t € [ icin Uy (t) < M; ve Uy (t) < My oldugu gergegi

kullanilarak x € X elemanlar: iizerinden supremum alinirsa,

w(FX,e)
of 8
< kle(T1X7 5) + kobs (7’0) (wul ([7 8) (g‘%’) + U[W(Soﬁag)] )

B
+kowt (Ty X, ) [My + R (rg, ..., 7o) Ma)] + kobsy (1) U%

+§k’i+2wT(X,w(ai,£)) +wys(l,¢) (4.9)

elde edilir. Ayrica 1 < ¢ < m olmak tizere, «; ve ¢ fonksiyonlarmin [ iizerindeki,
f ve wu fonksiyonlarimin ise, sirasiyla, I x By X By x R™ ve I X [O, C(M,)] X R"
ciimleleri tizerindeki diizgiin siirekliliklerinden € — 0 i¢in w(a;, ) — 0, w(p,e) — 0,
wr(l,e) = 0 ve wy,(I,e) — 0 dir. Boylece (4.9) esitsizliginde ¢ — 0 igin limit

aliirsa,

wg(FX) S k’leT(TlX) + kgwg(TQX) [Ml + h (7”0, ceey 7"0) Mg]
+ (fjl km) wd (X) (4.10)
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ve daha sonra (4.10) esitsizliginde T" — oo i¢in limit alinirsa,

(,UO(FX)
< kwo(Th X)) + kawo(ToX) [My + h (o, ..., o) Ma] + > Kiyowo(X)

i=1

S kle(T1X> -+ k’gQQWo(X) [Ml + h (7’0, ...,7“0) Mg] + Z ki+2w0<X) (411)
=1

elde edilir. Diger taraftan, xy yerine y almarak (4.5) esitsizligi yeniden dikkate

alinirsa, herhangi bir t € R, ve z, y € X i¢gin

[(Fz)(t) — (Fly)(t)]
»(t)
= ‘f (t, (Thz) (t), (Tyx) (t) /0 H (t,t,x (7)) dr, z(ay(t)), ..., m(ozm(t))>

©(t)
—f (t (Thy) (1), (T2y) (t)/o H(tyt,y(T))dT,y(Ozl(t)%--~,y(04m(t))>

©(t)
< ki [(Th) (t) — (Thy) ()] + k2 [(Tow) () — (Toy) (f)|/0 |H (t,t,x(7))|dr
o |(Tay) ( y/ Ht (7)) — H(tty (7)) dr
+;/€z’+2 |z(ci(t)) — y(au(t))]
< ki [(The) (t) — (Thy) (8)] + k2 [(Tox) (t) — (Toy) (0] (Ur (&) + R (||, ..., |z]]) Uz (2))
+kaby ([[yll) Uy (&) + [R (12l 5 - lzl) + Ayl - |yl Uz (2))

+ 2 ko a(0u(0) — y(ou(1)

k1 (Tha) (1) — (Tay) (1)

+{k2 [(Tox) (t) — (Toy) (t)] + 2kaby (ro) } [Ur (t) + h (7o, ..., 70) Uz ()]
3 kin a(as(t)) — ylau(t))

=1

IN

yazilabilir.

Buradan z, y € X elemanlar: iizerinden supremum alinirsa,
diam (FX) (t)
S kldiam (TlX) (t) —+ (kzdlam (TQX) (t) + 2k2b2 (7'0)) [Ul (t) -+ h (7"0, vy 7”0) U2 (t)]

+ f: kitodiam (X (o (t)))

=1
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elde edilir. Boylece, (a,) ve (a,) hipotezlerinden,

lim sup diam (FX) (t)

t—o0

< limsup kydiam (71X) () + > kipe limsup diam (X (o (1)))

t—o00 =1 t—o00

= Ky limsupdiam (77X) (t) + > kiro lim sup diam X (¥) (4.12)
=1

t—o00 7 t—o00

esitsizligine ulagilir. Ayrica, (4.11) ve (4.12) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,
K = kiqi + kaqa [My + h (ro, ..., 70) Ma] + > kiso
i=1

olmak tizere,

p(FX) < kp(X) (4.13)

elde edilir ve (4.3) esitsizligiden F' operatoriintin B,,, yuvari tizerinde p kompaktsizlik
olctisiine gore bir daralma dontigiimii oldugu sonucuna ulagilir.
Bu sonug genellegtirilmig Darbo sabit nokta teoremi ile birlegtirilirse, (4.1) denk-
leminin B,, C BC (R,) yuvarinda en az bir ¢éziime sahip oldugu sdylenebilir.
Ayrica (4.13) esitsizligi B,, yuvarmin bos olmayan her alt climlesi igin saglanaca-
gidan ve

A={r € B, : Fr=u}

ciimlesi bosg olmadigindan,

p(FA) <k p(A)

yani,
1(A) < K p(A)

esitsizligi elde edilir ki; £ < 1 olmasi u(A) = 0 olmasini gerektirir. Boylece

wo(A) + limsup diam A(t) =0

t—o00

ve dolayisiyla

lim sup diam A(t) = 0

t—0o0
dir. Diger taraftan her t € R, icin diam A(¢) fonksiyonunun negatif olmadig:
hatirlanir ve
0< 1i£n inf diam A(¢) < limsup diam A(¢) = 0
—00

t—o00
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esitsizligi goz oniine alinirsa,

lim diam A(t) = 0

t—o00

elde edilir. Boylece, her e > 0 sayisina karsilik, ¢ > T (£) olan her ¢ igin
diam A(t) =sup{|z (t) —y ()| : @, y € A} < ¢

olacak sekilde, yani her z, y € A icin |z () — y (t)| < € olacak sekilde bir 7' () > 0

sayis1 bulunabilir. Dolayisiyla,

lim (a(t) — y(£)) = 0

t—o00

esitligi A’ya gore diizgiin olarak saglanir. Sonug olarak (4.1) denkleminin B,, yu-

varindaki ¢oziimleri asimptotik kararhdir. m

4.1. Ornekler ve Bazi Sonuclar

Ornek 4.1 R, dzerinde tanwyml, reel degerli, surekli ve sinwrly fonksiyonlarin uzayr

BC (Ry) da asaqidaki kesirli integral denklem verilmis olsun.

x(t?)  w(t) 1 x(t)
t) = 4.1.1
() 5 713 Tstt a0 (4.11)
" /tJrl 1 exp (—7) N 23/x(T) N $2(7'2)cost) J
-
o \ofir1np) \OFL 2] 6t +4

Bu denklem i¢in,

1 T3
b Ty, Lo, Ts) = —— + &1 + Tg + =2,
b 21,22, 35) = ooy F a1+ 22 4

exp (—7) N 2¢/x1  xicost
9G+1  2t+1  6t+47
x(t) 1

181—\(%)? n Y m Y 6 37

U(t, T, %1, xZ) =

ve
T T
b =—_ b
1(r) =130 b2 (7) 180 (1)’
1 2 2
p(t,7)= TR o(t) = G p(1) =1, h(z1,22) = J1 + é



oldugu kolaylikla gorilebilir. Ayrica Uy ve Uy fonksiyonlars,

UL (1) /t“ dr 3Vt +1
1 pr— pr—
o 4+t r1-p2 It

ve / 6\%—’__1
T2+ 1 (t+1— 2 20 +1
seklinde olup,
My =3, My=6, M= kl:kzzljkgzé

tor.
Diger taraftan ro = 1, (4.1.1) denklemi i¢in

18  r(3+7r?+69r)
65 18" (4)

+-<r

1
8
formunda olan (4.2) esitsizliginin bir ¢ézimidir. Ayrica ro = 1 ig¢in

1 1

1 = Ev g2 = 18F(§)

ve kiqy + kaga [My + h (1,1) M| + ks = 0.48430... < 1

dir.
Teorem 4.1 in bitin sartlar saglandigindan (4.1.1) denkleminin asimptotik kararl

olan en az bir x = z(t) € By C BC (Ry) ¢ozidmi vardar.
J. Bands vd. [73]

t
o) = (T2)(0) [ olt,m,a(r)ir (412
0
denklemini agagidaki () — (v) sartlar altinda ele almiglardir.

(i) T: BC(R;) — BC (R,) operatori siireklidir ve (2.1.6) ile verilen p kompakt-

sizlik Olctisiine gore () katsayisi ile Darbo sartini saglar.

(ii) Her x € BC'(R,) i¢in
(Tx)()] < e+ dla (1)

esitsizligi saglanacak gekilde negatif olmayan ¢ ve d sayilar1 vardir.
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(iii) v : Ry x Ry x R — R fonksiyonu siireklidir. Ayrica siirekli a,b : Ry — Ry
fonksiyonlar1 i¢in b € L' (R, ) fonksiyonu simirh ve lim; .o, a(t) = 0 olmak

lizere, her x € R ve t,7 € R, i¢in
lv(t,7,2)] <a(t)b(r)
esitsizligi saglanir.
(iv) Her t1,t5,7 € Ry ve z € Ricin
v (t1, 7,2) — v (te, 7,2)| < |t1 —ta]| ¢ (7)

esitsizligi saglanacak sekilde, negatif degerler almayan ve L!(R,) smifindan

olan bir ¢ fonksiyonu vardir.

(v) a = maks{c,d} ve |ja]| = sup{a(t) : t € R;} olmak iizere, Q ||a| [|b]; < 1 ve

a|laff [jbff, <1 dir.

Teorem 4.2 (i)—(v) kabulleri altinda (4.1.2) integral denkleminin BC (R.) uzayinda

en az bir x = x(t) ¢ozimi varder, [75].
Onerme 4.1 ¢ ve d, her z € BC (R,) igin
[(T2)(t)] < ¢+ d |z (t)]

egitsizligi saglanacak sekilde negatif olmayan sayilar olmak izere, o« = maks{c,d},

la|| = sup {a(t) : t € Ry} ve a|jal| ], < 1 ise
(¢ +dr)[lal [[oll, <
esitsizliginin en az bir pozitif ro ¢ozimi vardar.

ispat. (c+dr) |l ||bll, <7 ve d||a]| ||b]l, < 1 esitsizlikleri g6z Gniine ahmrsa,

¢ lall floll,

0< ————7 <7
L —d|a] lloll,

elde edilir. Boylece
¢ lafl f[oll,

O 2 7 oo
1 —d|a] floll,

olan her rq sayist (¢ + dr) ||a|| [|b]|; < 7 esitsizliginin bir pozitif ¢oziimtudir. m
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Sonug 4.1 Teorem 4.2 'nin uygulanabildigi butin denklemlere Teorem 4.1 de uygula-

nabilir; fakat bunun karsite dogru olmayabilir.
Ispat. (3.8) denkleminde,

flt, 21,29, oo, Tya) = 22, f=n=1, (Trx)(t) = (Tz) (¢

ve
V(1) =7, 0(t) =t, u(t,7,21) =v(t,7,2)

olarak alinirsa (4.1.2) denklemi elde edilir.

(i) — (v) kabulleri ile birlikte
by (r) =c+dr, h(z1) =ky =1,

M:Mlel(t):p(t>7—):Oa O(t):a(t)a p(T):b(T)

ve
t

U2 (0) = a(t) [ b(r)dr, Mg =al [0l
alimirsa,

k2b m

abi (r) + ?iﬂ(;) {My A+ h(rrs o r) Mo} + 5 Kigor + M < v
i=1
esitsizligi
(e +dr) [lal[ [}o]l, <7 (4.1.3)

esitsizligine doniisiir ve Onerme 4.1 geregince (4.1.3) egitsizliginin en az bir pozitif rq

¢Oziimi vardir. Diger taraftan @ = g2 ve @ ||a]| ||b||; < 1 oldugundan (4.3) esitsizligi

de saglanir. Boylece Teorem 4.1'in (a,) — (a,) sartlar1 saglanmig olur. m
Asagidaki denklem bu sonucun karsitinin dogru olmayabilecegine dair bir

ornektir.

Ornek 4.2 2003 yiinda, J. Banas, J. Rocha ve K. B. Sadarangani |75 tarafindan
hazurlanan, ”Lineer olmayan bir Volterra Integral Denkleminin Cozilebilirligi” isimli

calismada (Ornek 2) BC (Ry) uzayinda ele alinan

v (t) = (x (t) + 1)/0 = 1)d(772 =y (4.1.4)
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denklemsi, Teorem 4.1 wsiginda yeniden ele alinirsa,

1
t+1)(r2+1)’

(Tox) (t) =z (t)+ 1, p(t)=t, by(r)=1r+1,

[tz 20, 23) = xa, u(t,7,21) = (

1 1
O(t>:t+—1’p(7)_72+1 p(t,7)=U(t)=M, =M =0,
1 todr arctant 2
t: = M:_
Us (t) t+1/072—|—1 P 27 %

ve

oldugu gorilebilir.

Diger taraftan, bu denklem igin

2(r5—|—1) <r

formunda olan (4.2) esitsizligi icin ro = 2/3 bir ¢ozim olup Ty operatori Bg yu-
varmda woy kompaktsizlvk olgisiine gore qo = 1 katsayisy ile Darbo sartini saglar.
Ayrica,
Fagoh (1) My — % <1
dar.
Boylece Teorem 4.1, (4.1.4) denkleminin en az bir ¢ = z(t) € B: ¢ BC (Ry)

¢oziiminin oldugunu garanti eder. Oysa ki, J. Banas vd. [73] ¢aligmalarinda,

s
Qlall ol = 5 > 1

oldugundan, Teorem 4.2’nin (v) sartimn saglanmadigini va hatta bu denklemin BC (R)

wzayinda bir ¢ozumiunin olmadigr sonucunu ifade etmislerdir.

/t dr _arctant
o t+D)(r2+1) t+1

oldugu dikkate alinirsa (4.1.4) denklemi,

(t+1)x(t) = (x(t)+1)arctant (4.1.5)

denklemine donigir. Dikkat edilirse (4.1.5) esitligini saglayan yegane fonksiyon

- arctant
 t+1— arctant

z (t)
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olup x fonksiyonu R tzerinde sireklidir ve ||x|| < 2/3 tir. Dolaysiyla (4.1.4) denk-
leminin B% C BC (R;) yuwvarinda ve asimptotik karaly olan en az bir ¢ézimi varder

denilebilir.

J. Banas vd. [14] t € [0,00) i¢in (i) — (vi) kabulleri altinda asagidaki denk-

lemin ¢oziilebilirligi ile ilgilenmis ve Teorem 4.3 vermislerdir.

o(t)
x(t) = g(t, x(ar(t)), ..., x(am(t))) —I—/O u(t, s, 2(7,(8)), .oy (7, (8)))ds  (4.1.6)

(i) g: Ry x R™ — R fonksiyonu siireklidir ve 1 < i < m olmak {izere, her t € R

ve (1'1,1‘2, -'-axm)a (yhy?: 7ym) € R™ lgln

|g (t7 X1, T2, 7xm) — g (t>y17y2a 7ym)| S Zk; |-Tz - yz’
=1

esitsizligi saglanacak sekilde &} € [0,1) sabitleri mevcuttur.

(ii) t — ¢(¢,0,...,0) fonksiyonu R iizerinde sinirhdir ve

Fy =sup{|g(¢,0,...,0)| : t € Ry} dur.

(iii) i = 1,2,...,m ve j = 1,2,...,n i¢in «, v, + Ry — Ry fonksiyonlan streklidir

ve t — o0 igin «; (t) — oo dur.
(iv) o: Ry — R, fonksiyonu siireklidir.
(v) u:RZ xR™ — R fonksiyonu siireklidir ve her ¢, s € Ry ve (21, 22, ..., z,) € R”
icin
u(tsz1, ez < (65) +a(0)b ()Y
i=1

esitsizligi saglanacak sekilde siirekli a,b : Ry — R ve ¢ : R — R fonksiyon-

lar1 vardir. Ayrica

o(t) b(t)
lim q(t,s)ds =0 ve lima(t)/ b(s)ds =0
0

t—00 0 t—o00

dar.

(vi) k=>_" Kkl ve My = sup {a (1) f0¢(t) b(s)ds:te RJr} olmak iizere,

1=1"

k4 nM,; < 1 dir.

Teorem 4.3 (i)—(vi) kabulleri altinda (4.1.6) denkleminin BC (R.) uzayinda global

attractive olan en az bir ¢cozimu vardar.
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Onerme 4.2 k + nMy < 1 olsun. Bu durumda
M1+(HM2+]{7)T+F0 S’I“
esitsizliginin en az bir pozitif ro ¢oziumi vardar.

Ispat. Dikkat edilirse (4.1.7) esitsizligi

M, + Fy .

(4.1.7)

(4.1.8)

egitsizligine denktir. Diger taraftan k+nM,; < 1 oldugundan (4.1.8) esitsizliginin en

az bir pozitif 1y ¢éztimi vardir. Dolayisiyla (4.1.7) esitsizliginin de en az bir pozitif

ro ¢Ozumu vardir. =

Sonug 4.1 Teorem 4.37in uygulanabildigi bitin denklemlere Teorem 4.1 de uygu-

lanabilir; fakat bunun karsite dogru olmayabilir.
Ispat. (i) — (vi) sartlan saglansin. Bu durumda,
ft, 21,0, s Trny2) = g(t, 03,74, .., Tiy) + X9

ve
(Tox) (t) = B =1, p(t) = ¢(1)
olarak alinirsa, (4.1) denklemi (4.1.6) denklemine doniisiir.

Diger taraftan

|f(t7$17x27 "'>$m+2) - f(ta Y1, Y2, "'7ym+2)|

= |(g(t7 L3, Ty ey Im+2) + xQ) - (g(ta Y3, Ya, "')ym+2> + y2>|

m
< xg —yo| + Zki+2 |z — il
i=1
esitsizligi ve

kQZbQ(T):l,nZ3igink’n:/{3/ M:FO

n—2

pt,7) =q(t,7), o(t) =a(t), p(r) =0b(71),
b(t) o(t)
Up(t) = q(t,7)dr, Uy (t):a(t)/o b(r)dr

0
egitlikleri ile birlikte

n
h(laa] s [xal s s aal) = ) L
i=1
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seklinde tanimlh A fonksiyonunun her bir degigkenine gore azalmayan oldugu goz
oniine almirsa, (a,) — (a,) sartlar1 saglanir. Ayrica
kiby (1) + kobo (r) {My + h (1,7, ...;m) Mo} + > kijpor + M <r

i=1

esitsizligi (4.1.6) denklemi igin (4.1.7) esitsizligine doniistir ve k+nMs < 1 oldugundan

Onerme 4.2 geregince bu esitsizligin,

kiqu + kaga [My + I (1o, ..y m0) Ma] + 3 kipe < 1

i=1

olacak sekilde en az bir pozitif ry ¢oztimi vardir.

Boylece Teorem 4.1’in biitiin sartlar: saglanmig olur. =
Agagidaki denklem bu sonucun kargitinin dogru olmayabilecegine iligkin bir

ornektir.

Ornek 4.3 BC (R,) uzayinda

exp (—t) z(t?) + z(t) Pa(y/T)sint +In (2 + 2%(7)) + 7
7+ cost +/0 2(t+1)3

x(t) = dr (4.1.9)

denklemi ele alinirsa,

exp (—1t) x3 + 74
7+ cost

f(tv Zy, $2,$37ﬂ74) = X9 +

rysint+1n(2+23) + 7
2(t+ 1)
(To) (1) = by (r) = p(1) = B =1,

ai(t) = %, as(t) = ¢ (t) = t, 1 (7) = VT, 1(r) =7

u<t7 T,%1, {13’2) =

)

ve
]’L(ZL‘l,I'Q) - x1+ln(2+x3),p(t,7‘)=;3, U(t): ! ER
2(t+1) 2(t+1)
12 t 1 1
U (t) = ———, Up(t)=———, My =—, My=—
1 (0 4(t+1)° () 2t 1 12 TP 6

kg = 1, k3:k4:

oldugu gorilebilir. Ayrica, (4.1.9) denklemi i¢in (4.2) esitsizligi

1 (r+Im@2+7r%)) 2
L Z <
2t 6 s
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formunda olup rq = 1 bu esitsizligin bir ¢ozimaidir.
Boylece Teorem 4.1 geregince (4.1.9) denkleminin asimptotik kararl olan en az
birx = z(t) € By C BC (Ry) ¢ézimi vardar.

Diger taraftan her t,s € Ry ve (z1,xa,...,x,) € R™ i¢in
ut, o1, < qlt5) +a(B)b() D
i=1
egitsizligi saglanmaz. Dolayiswyla (4.1.9) denklemi igin Teorem 4.3 uygulanamaz.

Ornek 4.4 BC (R,) uzayinda

x(t) =

22 (t)+z (V)  expz(t) /ta:(\/F) sint +1In (1 + |z (7)])

dr  (4.1.10)
7‘|‘COSt 12I° (%) (1+t2) 4 (t—T)S

kesirli integral denklemi verilsin. Dikkat edilirse, (4.1.10) denklemi igin
T+ 23 T
t e —— _
b me ) = mt T 1

int+1In (1
u(t,T,ztl,:UQ):xlsm In (L fas])

1412 ’
(Tiz) () = 22 (1), (Do) () _%, n=2 m=1 5_%

ail(t) = Vi, o(t) =t, 1(7) = VT, 1(r) =7

ve
expr
by (r) =12 by (r) = ,
I'(3)
1
p(t,T) = O, O'(t) = m, p(T) = 1, h(xl,.’EQ) =T +h’1<1‘|‘$2)

dir. Ayrica Uy ve Uy fonksiyonlar,

Uy (t) =0 ve Uy ()

1 /t dr At
04<

:t2—|—1 z5_7_)3:152—1—1

seklinde olup

1
MIMlzo, ]\42:2757 ]ﬁ:kg:?, kQZ_

alinabilir.
Diger taraftan herhangi bir ro € [0,1.79841] sayusi, (4.1.10) denklemsi igin

r? N 2.75exprr +1ln (1+7)] N
7 121 (3)

T<
= r
7=
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formunda olan (4.2) esitsizliginin bir ¢ézimidir.

Ayricarg =1/2,T >0 ve X C B,, bos olmayan ve sinirly herhangi bir ciimle olmak
tizere, her p € R i¢in lexpp — 1| < |p|exp |p| esitsizligi de dikkate alinirsa, her x,
y € X ve hert, ty, ty € [0,T)] igin

(Thz) (1) — (Thz) ()] = |2% (th) — 27 (ta)]

| (1) — @ (t2)] |2 (t1) + 2 (t2))]

|z (1) — 2 (t2)| (| (12)| + |2 (£2)])
2|l e (t1) — 2 (t2)]

2rg |z (t1) — x (t2)]

|z (t1) — 2 (t2)]

ININ A

(Tha) () — (Twy) (W) = [* (1) — o

= lz(@) -y

N
8
—~
~
~—
|
<
—~
~
~—
=
8
—~
~
_
-
<
—~
~
~—
~—

AN

< Ul -+l = (8) =y (8)]

< 2rofz (1) —y (1)l

— e -y ()
(T) () = (T 0] = | R - R
- = U2) exp fo (1) — (1)) ~ 1
< = U2) 1 (1) — (0] exp (1 (1) — = (12)])
< expfg 2 14 (1) — 2 ()] xp (12 ()] + [ (12)])
< exp(gf"r 1) — ()] exp (2 )
< SRl - ()
_ eFP(S) (1) — 2 ()]
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esitsizlikleri elde edilir. Dolaysiyla B,, yuvarinan bos olmayan ve sinirls herhangi

bir X alt ciimlesi icin

p (T X) < p(X)

ve

exp (3)
Wo (TQX) S Wo (X)
r(i)
sonucuna variir. Boylece
3
exp (2
=1 ¢= T EQ)
()
ve
11
kig1 + kaqo [M1 +h (5, 5) M2:| + k3 = 0.542212... < 1
dir.

Teorem 4.1%n biitin sartlary saglandigindan (4.1.10) denkleminin, asimptotik

kararh, olan, en az bir x = x(t) € By C BC (Ry.) ¢ozimii vardar.
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5. C|a,b] VE BC (R,) BANACH CEBIRLERINDE
BAZI INTEGRAL DENKLEMLER

Bu béliimde, 0 < 34, 8, < 1, gosterimde kisalik olmasi bakimindan

H, (b 5.2 (r)) = “ET 2000, 200, (7))

(0r(5) = 1)

ot 7, 2(04(1), 20, ()
(oals) = 17

Hy(t,s,x (7)) =

ve

e1(t)
(Fx)(t) = f <t, (Thx) (t), (Thx) (t)/o H, (t,t,m(T))dT,(I?(Oél(t)),...,:L'(Oéml(t))) ,

0]
(Gz)(t) =g (t, (Tsz) (1), (Tuz) (t>/0 H, (t,tﬁv(T))dﬂx(cbl(t)),'--,x(¢m2(t))>

olmak tizere,
z(t) = (Fz)(t)(Gx)(t) (5.1)

denkleminin C' (1) ve BC' (R ) Banach cebirlerindeki ¢oziimlerinin varligi incelenecek-

tir. Aksi belirtilmedikge I ile [0, a] aralig temsil edilecektir.

Teorem 5.1 [74] E bir Banach cebiri, D C E bos olmayan, sinarl, kapali ve kon-
veks bir cumle ve p D vzerinde bir kompaktsizlvk ol¢iistu olmak tzere, P : D — E,
T : D — E operatorleri sirekli ve P(D) ={Px:x € D} ve T (D) ={Tx:z € D}
cimleleri sinwrly olsun. Ayrica S : D — D operatori her x € D igin S(x) =
P (x)T (z) seklinde tanwmlansin. Eger P ve T operatérleri D tzerinde p kom-
paktsizlik olgisiune gore, siwraswyla, ki ve ko katsayilary ile Darbo sartini saglyorsa,

S operatori de D tizerinde . kompaktsizlik 6l¢istine gore
k[T (D) + k2 [P (D)

katsayist ile Darbo sartim saglar. Ozel olarak ky||T (D)|| + k2 |P (D)| < 1 ise S
operatori D tzerinde en az bir sabit noktaya sahiptir.
Burada |T (D)|| ve |P (D)|| degerleri, ||T (D)|| = sup{||Tz| : « € D} ve ||P (D)| =

sup{||Pz| : x € D} esitlikleri ile tanimlanmaktadar.
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(5.1) denkleminin C' (1) Banach cebirinde ¢oziilebilirligi agagidaki kabuller altinda

aragtirilacaktir.

(a;)

1<i<m, 1<7<n;, 1< A< ny, 1 <E&E<myvel <p<2olmak tizere,
A, ¢§]_>]7 ,Yj:[ovcl]%], nA:[O,CQ]—)IVCQOPII—)R_,_

fonksiyonlar stireklidir. Burada C; ve Cy, her t € I icin ¢, (t) < C; ve

©y (1) < Oy olacak sekilde pozitif sayilardir.

f:IxR™M™2 5 Rveg:IxR™™?2 - R fonksiyonlan siireklidir. Ayrica
1<i<mi+2vel<j<my+2olmak tizere, her t € I ve x;, ¥, y;, y; €R

i¢in,
mi1+2
‘f(t,ﬂ?l,l'g, "'7$m1+2) - f(t7y17y27 "'7ym1+2)‘ S Z kz ‘x’t - yl’
=1

ve
mao+2

|g(t7 Ty, Tg, "'>xm2+2) - g(tayla Ya, "'>ym2+2)‘ S Z lj "Ij - y]‘
j=1
esitsizlikleri saglanacak sekilde negatif olmayan k; ve [; sayilar1 mevcuttur.
u:Ix[0,C] xR™ - R, v:1x[0,Cy] xR"™ — R fonksiyonlar siireklidir ve

1 <i<ng, 1<j<nyolmak iizere, her t € I, 71 € [0,C4], 72 € [0, Cs]

ve x;, r; € R icin
|U(t,T1,I’1,{L‘2, "'7xn1)| S h1(|$1| ) |'T2| PREES) |xn1|)

ve
|U(t,7’27l’1, T, "'7xn2)| S h2(|l‘1| ’ |{E2| PIEREE} |:L‘n2|)
esitsizliklerini saglayan ve herbir degiskenine goére azalmayan h; : R}' — Ry
ve hy : R? — R, fonksiyonlar: vardir.
Ty, 15, T3, T, : C(I) — C(I) operatorleri siireklidir. Ayrica her 2 € C (1) i¢in
[(Thz)(8)] < bullz]l), [(Tox) ()] < ba(ll]])
ve
((Tsz)(8)] < bs(ll=]]), [(Ta) ()] < ba([]])

egitsizlikleri saglanacak sekilde azalmayan by, bo, b3, by : R, — R fonksiyon-

lar1 mevcuttur.
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(a;) M ve N, hert e [icin |f(¢,0,...,0)] < M ve |g(t,0,...,0)] < N olacak sekilde

negatif olmayan sayilar olmak iizere,

ﬂl m
Mhl (ryry...,r) + Zl kior + M> X

(klbl (T) * Bl =1

62 m
X (llbs (r) + %M (ryry.,m) + 22 liyor + N)
2 i=1

< r (5.2)
esitsizliginin pozitif bir rg ¢oziimii vardir.
Ayrica R = [—rg, 0],
= sup{|u(t, 7,21, ...,zp)|:t €L, T€[0,C1] z; € R, 1 <i<mny},

= sup{|v(t, 7,21, .., xn,)[ st €L, T€0,Co) € R, 1 <0 <y}

ve
kiabs (o) CY* m
(klbl (r0) + 22(;#}11 (705705 -+, T0) + D Kigaro + M) X
1 i=1
g VCo2  ma
X | hgs+————+> lito
By i=1
loby (10) C3” my
—+ <llb3 (T()) + “(;#hg (To, Ty .-y 7’0) + Z ZH_QTO + N) X
2 i=1
kagpUCT*
X (qul + A + > k?z‘+2>
B4 i=1
<1 (5.3)

olmak tizere, B,, yuvarinda T}, T,, T5 ve T, operatorleri sirasiyla g1, qo, g3
ve g4 katsayilar ile (2.1.2) ile verilen wy kompaktsizlik 6lglisiine gére Darbo

sartin1 saglarlar.

Teorem 5.2 (a;) — (a3) sartlarvmn saglanmasi halinde (5.1) denkleminin B,, C

C (I) yuvarina ait olan en az bir x = x(t) ¢dzimi vardr.

ispat. Ispat dért adimda yapilacaktir.
1. Adim: Her z =z (t) € C'(I) igin

e1(t)
(Fx)(t)=f (t, (Thx) (t), (Thx) (t)/o H, (t,t,&?(T))dT,(E(Oél(t)),...,:L'(Ozml(t))) ,
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ve

©o(t)
(Gz)(t) = g (t, (Tsz) (1), (Tu) (t)/o H, <t7t7x<7—>)d77x(¢1<t>)7'”7‘T(¢m2<t>>>

olmak tizere, T' operatori

(T) (t) = (Fa)(t)(Gz)()

seklinde tanimlansin. Bu durumda her z € C(I) igin, Teorem 5.2'nin kabulleri

geregi Fx, Gz ve dolayisiyla T'x fonksiyonlar: I iizerinde stireklidirler.

Diger taraftan herhangi bir x € B,,, ve her ¢ € I igin,

IN

IN

IN

IN

IN

IN

ve

|(Fz)(2)]

©1(t)
f (t, (Tyzx) (t), (Thx) (1) /O Hy (t,t,x (7)) dr,z(aq(t)), ..., x(aml(t))>

— f(£,0,...,0)| +|f(¢,0,...,0)]

301('5) mi
b (Ti) (0] + ke |(Ze) (0] [ 1 (ot () dr o 5 v oot + M

901(’5)1;517' (Yo (7)) ooy |2 (Y, (T
b0 1020) 0]+ ) ) [ 2O 0, T,
+’”z Fivo |2(cu())] + M

230 x|, ||zl ..., |z m
bt (el + b ey [ PN ey 4 S 4
I o s
aba () + %h (ol Bl sl ) + 3% ] + 01
81 mi
klbl (TO) + %hl (T07 TOy -ees 7“0) -+ Z l{?i+27’0 + M (54)
(G (8)

©a(t)
_ g (t, (Tve) (1), (Tux) (1) / Hy (1,12 (1)) dr, (64 (8) o2, <t>>> ‘

o(t)
< g (t, (Tuz) (1), (Tuz) (1) / Hy (1,4, (7)) dr (4 (1)), oo (0, <t>>>

— g(t,0,...,0)| + |g(t,0, ..., 0)]
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IN

®a() ma
L [(Tsx) (8)] + 12 [(Thz) (75)|/0 | Hy (t,t, 2 (1)) dT + ;lm z(0:(t)] + N

Iz ()] |2y (7)) oy [2(0, (7))])

(0a(t) — 7)1 =7

IN

dr

pa(t)
L (Tsz) (b)] + 1o |(Tyz) ()] /0 ha

4 ’”zz 2(6,(8)] + N

2O hy (]| [l s -, [[1)
(ip2(t) — )17

m2
ha (2l [l -, ) + ;lm ]l + N

IN

b () + Laba (] /

laoby (||[]) C5>
By

lzbs (ro) Cy? m2

ke (;0) 2 h2 (To, T0y - TO) + Z li+2r0 +N <55>

elde edilir. Béylece F(B,,) ve G(B,,) ciimlelerinin C (I) uzaymda smirh olduklar:

m2

dr + > iy ||z|| + N
=1

< hbs (||lz]) +

< libs (ro) +

gortiliir. Ayrica her z € B, i¢in

(Tx)()] = [(Fz)(t)(Gr) (1))

kaby (rg) CJ1 m
S <k’1b1 (To) + ”%#hl (T‘Q,To, ...,7"0) + Z k?i+27‘0 + M) X
1 i=1
loby (10) Cy? mg
X (llbg (’f‘o) + Hsﬁ#hg (’I"(),’T‘Q, ...,’T‘Q) + Z li+2T0 + N)
2 i=1

< 19

oldugu g6z oOniine almirsa, (5.4),(5.5) ve (5.2) esitsizliklerinden, T' : B,, — B,
oldugu anlagilir.

2. Adim: T ve T, operatorleri stirekli olduklarindan, herhangi bir zy € B,
elemanma ve ¢ > 0 sayisia karsilik, ||z — zo|| < d1(e,20) olan her z € B,, igin
| Tix — Thxo|| < € ve ||z — x| < da(e,z9) olan her x € B,, igin || Tox — Toxo|| < €
olacak gekilde bir §; (g, xg) < € ve da(e, ) < € sayilar1 bulunabilir. Benzer olarak
T5 ve Ty operatorleri de suirekli olduklarindan, herhangi bir zy € B,, elemanina ve
e > 0 saywsina kargilik, ||z — x¢|| < d3(e, o) olan her z € B, i¢in || T3z — Tsxo|| < ¢
ve ||z — xo|| < d4(e,20) olan her x € B,, icin ||[Tyx — Tyxg|| < € olacak sekilde bir
d3(e,x0) < € ve 04(g,xp) < € sayilar1 bulunabilir.

Boylece d(g, x9) = min {0; (g, xg), 02(g, o), I3(e, z0), da(e, z0)} olarak secilirse,
R = [—7“0,7’0] )
Wap, (1,8) = sup{|u(t, 7,21, ..., 0n,) —u(t, T, Y1, Yny)| st €L, T €[0,C1],
zi, Y € R, 1 <i <y ve |, —y| <e},
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Wo,, (1,8) = sup{|v(t, 7,21, ..., Tn,) — V(E, T, Y1, s Uny)| 1T € L, T €[0,C],

ve

i, i € R, 1 <i<mngve |z; —y| <e}

= sup{lu(t,7,21,....;xn,)|:t €I, T€[0,Ch], x; € R, 1 <i<m},

= sup{|v(t, 7,21, ..., Tpn,)| st €L, T€[0,Cy), z; € R, 1 <i<my}

olmak fizere, ||z — xo|| < d(e, xo) olan her x € B,, i¢in,

IN

IN

IN

<

|(Fz) () — (Fo)(2)]

w1 (t)
‘f (t, (Tyx) (t), (Thx) (t) /0 Hy (t,t,x (1)) dr, x(ay (1)), ..., x(ozml(t))>

®1 (1)
—f (t, (TIJIQ) (t), (TQ.T()) (t) /0 H1 (t, t, Zo (7')) dT, xo(al(t)), ceey l’(](Oéml (t))) |
ki |(Thz) () — (Tho) (2)]
»1 (1)
+ke |(Tax) (t) — (Towo) (t)|/0 |Hy (t,t,2 (7)) dr
®1(t)

+ko [(Toxo) (t)] /0 |Hy (t,t,x (1)) — Hy (t,t,20 (7))| dT
+ 2 kisa a(au() = zo(0u(®)

U

w1 (t)
kl ||T1.T — TIIOH —|— k?g ||T21’ — TQZ’()H / dT
o (p)—7)"%

1w, (I,0(g,10)) my
+kob / 1 dr + < k; > —
22 ([|zoll) ; (o1 (t) — 7)1=Pn T 1:21 w2 | |7 — o]

/{32 ”TQ(L’ — TQI()H UCfl

b
B1 mi
DR, (1 520+ (3 ks o0
1 i=1

1 k28U0151 i kgbg (To) Clﬁl
By 54

kl HTL%' — Tlon +

]{518

W (1,2) + (m; km) . (5.6)

yazilabilir. Diger taraftan v = wu(t, 7,1, ..., 2,,) fonksiyonunun I x [0,C}] x R™

climlesi iizerinde diizgiin siirekli olmasindan, ¢ — 0 i¢in w,, (1,€) — 0 elde edilir.

Bu durum (5.6) esitsizligi ile birlikte diigiintildiigiinde F' operatoriiniin B,,, yuvarinda

siirekli oldugu sonucuna ulasilir.
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Benzer olarak,

|(Gz)(t) = (Go) (1))

©a(t)
g <t> (T3J7) (t)’ (T4$) (t) /0 H2 (ta t? x (T)) dTa I(¢1(t))7 (XY} x(¢m2 (t)))

©a(t)
—9 (t, (Tso) (1), (Tao) (t)/o Hy (t,1, 0 (T»dTaxO(gbl(t))’"'7x0(¢m2(t)))‘

IN

©a (1)
L |(Tsw) (t) = (Tswo) (0)] + b |(Taz) () — (Tazo) (1)) /O |Ha (t,t, 2 (7)) | dr
®a(t)
+o |(Tyzo) (t)]/o |Hy (t,t,x (1)) — Ha (t,t,20 (7))| dT

+mz liva [2(6:(1)) — 2o(6,(8))

po(t) V
ll ||T3$ — Tgl’o” -+ l2 ||T2.I‘ — T2$0H / ( dT
0

Po(t) — 7)1 P
a(t) W, (1,0(g,20)) ma
+laby (H%H)/O (pq(l) — 7)1 P2 dr + <Z:Z:1 li+2) ||z — xo|

l2 ”TQ.’IZ — TQQZ()H VCQ/BQ

By
B m2
+1254 (HZOH) & Won, (I,6(s,20)) + (Z li+2) d(e, o)
) i=1

. eV 5 N loby (19) C5?
B, By

elde edilir. Ayrica v = v(t, 7,1, ..., T, ) fonksiyonunun 7 x [0, Cy| x R" climlesi tize-

IA

IN

ll HTla: — TleH +

S l1€

Wi, (1,€) + (m; zm) e (5.7)

rinde diizgiin siirekliligi € — 0 icin w,,_(I,€) — 0 olmasi gerektirir. Béylece (5.7)
esitsizliginden G operatoriintin B,, yuvarinda stirekli oldugu goriiliir.

3. Admm: B,, yuvarinin bog olmayan herhangi bir X alt ciimlesi verilsin.
Genelligi bozmayacagimdan ¢, (t2) < ¢, (t1) kabul edilmek iizere, herhangi bir x € X

e >0 ve |t; — to] < e olan her ty,ty € I igin,

|(Fz)(t) = (F)(t)|

<P1(tl)
= ‘f (tl,(TlfL“) (t1), (Trx) (tl)/o H, (tlatl,x(T))dﬂx(@l(tl)),-‘-J(Oéml(tl)))
%01(t2)
—f (7527 (T1z) (t2), (T>x) (t2)/0 Hy (t2, 2,2 (7)) dr, 2(n(t2)), - 2, (b))) ‘

<P1(t1)
S ‘f (tl,(Tll’) (tl),(TQ.Z') (tl)/o H1 (tl,tl,ZL‘(T)) dT,ZL‘(Ozl(tl)),...7$(am1(t1>>>
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IN

IN

IN

IN

901(t2)
—f tg, (Tll’) (tg), (TQIL‘) (tz) /0 H1 (tz, tQ, X (7')) dT, :E(Ozl(tg)), ceey fL‘(ijl (tg))) ‘
Thz) (t) = (Thw) (t2)]

w1 (t1) w1 (t2)
+ko [(Tox) (tl)/o Hy (t1,t1,2 (1)) dr — (Tox) (t2)/0 Hy (to, to, x (1)) dr

k1 |

—~

+ mz iea [2(ci(t1)) — o(as(t2))] + wy(l, )

ki |(Thx) (t) — (Thx) (t2)]
801(’51)

ko |(Toa) (t1)|/0 \Hy (4, b1, 2 (7)) — Hy (b, t1, 2 (7))] d7
<P1(t2)

+l€2 |(T2$) (t1>| /0 ’Hl (tg,tl, xr (T)) — H1 (tg, tg, s (T))| dT

‘Pl(tZ)
o |(Taz) (1) — (To) (ta |/ Hy (b, o, 2 (7))] dr

w1 (t1)
—f—kg Tgl’ tl |/ |H1 tg tl J} )|d7'
tz)

+ ; kiva |z(ai(t)) — z(ai(t))| +wi(l, €)
ki |(Thz) () — (Thz) (t2)]

+ko [(Tow) (t1)] <Wu1(175)/0

p1(t1)

(o1 (tr) =

<P1(t2)
x ( [ s s n s (e~ o ) df)

801('52)
+k2 |(T2£C) (tl) — (TQ.QT tz | / |H1 (tg, tQ,.Q? (7’))‘ dr

dr 7_)1—&) + ko |(Tox) ()] x

e1(t1) mi
ko [(Toz) (1) / Hy (b, 2 (1) dr + 3 hass [e(a(tr) — a(ou(t2))]
tz)

+ws(l,¢e) .
ki |(Thz) () — (Thz) (t2)]

B [01(t1) — @1 (t2)]7 = (i1 (1)) = [0 (22)]™
+koby (|| ]|) (wul(l,e)gl +U ( >)

B4 B,
B1 B 8,
s [(Tyr) (0) — (Ty) ()] 2 g + kb (12l 7282 5;01@2)]
+ % ki+2w(:c,w (0% 5)) + OJf([, 6)

=1
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51 ﬁl
< kw(Tiz,e) + koby (10) (Wul(], €) 0/31 i U[W(SOE £)] )
1 1

k UCBI /31
+ 2 1 W(Tgx,g)‘l'kzbg (7’0) UM
51 P
mi
3 kol a,€)) + op(1, ) 69
=1
elde edilir. Burada
wu, (I,e) = sup{|u(ty, 7,21, ..., Tn,) — ulte, 7, 21, oy Ty )| 1 t1,t2 € I, 7 € [0,C4],

re € R, 1 <€ <nyve [t —ty| <e},

we(l,e) = sup{[f(ti, 1, ...; Tmig2) — f(ta, @1, oy Ty 42)| t t1, 0 €1, 21 € By,
.I'QEBQ, xiER,3§i§m1+2ve ’tl—tg‘gé'}

ve

_b2 (7"()) UClﬂl b2 (’l“o) UCIBI
By ’ e

dir. Ayrica, 1 <i < my igin, w(ay,€) ve w(yp, e) fonksiyonlar,

B, = [—51(7’0), 51(7”0)] , By

W(Oéi,<5> = Sup{|ai(t1) — Oél(t2)| . tl,tz el ve |t1 — t2| < 8}

ve
w(p,e) =sup{lp(ty) — o(ta)| 1 t1,ta € I ve |t —ta] < e}

seklinde tanimhdir. Boylece (5.8) esitsizligi kullanilarak,

2 B1
WEX,€) < kiw(TiXoe) + habs () (%(f,s)(;l + a0 tE2) )
1 1

+

kaUCT m
5 w(ToX,e) + Y kipow(X,w (ay,€)) +ws(l,e)  (5.9)
1 i=1

yazilabilir.
Diger taraftan, «; ve ¢ fonksiyonlariin [ tizerinde diizgiin siirekliliginden,
e — 0 i¢in, w(ay,e) = 0 ve w(yp, ) — 0 elde edilir. Benzer olarak f fonksiyonunun
I x By x By x R™ iizerinde, u fonksiyonunun ise I x [0, C}] x R™ iizerindeki diizgiin
stireklilikleri gbz 6ntine alinirsa ¢ — 0 igin, wy(/,€) = 0 ve w,, ({,€) — 0 olur.
Boylece, (as) kabuliinden ve (5.9) esitsizliginden,

kaq2UCY
WO(FX) S (qul + 2q2ﬁ—1 + Z k/L’JFQ) wo(X) (510)
1 =1
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elde edilir.

Benzer olarak, ¢,(ts) < ¢y(t1) oldugundan,

IN

IA

IN

IN

[(Gz)(t1) — (Gz)(t2)]
‘PQ(tl)
g <t1a(T3$) (t1), (Tuzx) (751)/0 H,y (tlatlaﬂf(T))dﬂff(cbl(tl)),---7$(¢m2(t1))>

Pa(t2)
-9 (tm (Tsz) (t2), (Tyx) (752)/0 Hy (t2, 12, x (1)) d7, 2(¢, (2)), -, x(¢m2(t2))> |

pa(t1)

g (%(Tsﬂf) (t1), (Ty) (tl)/o Hy (tl,tl,x(T))dﬂfl?(%(h)%---a$(¢m2(t1))>
Pa(t2)

—g <t17 (TS-T) (t2)> (T4x) (t2) /0 Hy <t27 to, (T)) dT, x<¢1(t2))7 X x(¢m2(t2>>> ‘
902('52)

+1g (tla (Tsz) (t2), (Tux) (¢ )/0 Hy (ta, 2,2 (7)) d7, 2(¢4 (t2)), ...,x(¢m2(t2))>
<P2(t2)

—g (tz, (Tsx) (t2), (Tyz) (ta) /0 Hj (ty, to, x (7)) d1, x(0(t2)), ..., x(¢m2(t2))> ‘

L |(Tsz) (1) — (Tsz) ()]

<P2(tl) Soz(t2)
+l2 (T4C(]) (tl) /0 H2 (tg, tQ, i (T)) dr — (T4[E) (tg) A HQ (tg, tg, €T (T)) dr

+ 2 iy [o(64(01)) = (64 (t2))| + wy(1.2)
1 () (1) = (T (1)

wa(t1)
+lo |[(Tyx) (t1)|/ |H> (1, 1,2 (7)) — Ha (t2, 11, 2 (7)) | dT
0
Pa(t2
+l2|(T4ZL‘ tl |/ |H2 (tQ tl ZL‘(T)) _H2 (tz tQ,ZE(T)Nd’T
5(t2)
o |(Ty) (1) — (Tz) (1) / |y (b, . 2 (7)) dr
o(t1)
+l2 T41‘ tl ’/ ’HQ tQ tl, )|d7’

+;li+2 [2(d(t1)) — 2(;(t2))] + wy(l,€)
L |[(Tsx) (t1) — (Ts) (ta)]

1y |(Taa) (1)) (wm, ‘) /

wa(t1)

(902(751)611— 7)152> + Uy [(Tyx) (t1)] x

pa(t2) 1 1
X (/0 |U(t2,77$(771(7))> -~-,:v(77n2(7)))| ((902(@) T (p(t) — T)1ﬁ2) dT)
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po(t2)
+o |[(Tyz) (1) — (Taz) (t2)\/0 |Hy (ta, ta, z (7))| dr

<P2(t1)
+1o [(Ty) (1) |Hy (ta, t1, 2 (7))| dT

pa(t2)

+ 2 iy [o(64(01)) = w(64(t2)) |+ wy(1.2)

052
< L |(Tzz) (t1) — (Taz) (t2)] + lobs (||2]]) wo, (1, €) 5
2
alts) = o) = (at)] = [pa(t2)))
+loby ([|2]]) V
Ba
v ey
+lo [(Tyx) (1) — (Tyz) (t2)) ﬁ2
2
t) — t Ba ma
i (ol VL P 8 e (610) + 1,0
2 i=1
Ba Ba
< Lo(Tyw, €) + Iobs (10) wa (1, €) 22 + Ioby (o) y s )
By By
VC’BZl 182
+ 2 2W(T4JZ, 5) + l2b4 (7’0) ‘/—[W(SOQ7 8)}
By By
+Zli+2w(x>w(¢i7€)) +wg([a€) (511)
i=1
elde edilir. Burada,
wy, (1,6) = sup{|v(t1, 7,21, ..., Tny) — V(to, T, T1, ooy Tpy)| s L1, t2 € I, T € [0,C5],
[ESER, ].SSSTLQVG |t1—t2|§€},
we(l,e) = sup{lg(t1,x1, ..., Tmyt2) — f(t2, T1, ooy Tpmyy2)| 1 t1,t2 € I, 1 € Bs,

To € By, 1 € R,3<i<mg+2ve |t; —ta] <e},

ve

_b4 (7“0) VC§2 ba (7”0) V0252
By ’ By

dir. Ayrica, 1 <7 < my i¢in, w(¢;,€) ve w(p, ) fonksiyonlar,

By = [—bs(r0),b3(ro)], Ba =

w(p;, ) = sup{|g;(t1) — ¢;(ta)| : t1,ta € I ve |t —to| < e}

ve
w(p,e) =sup{|p(t1) — p(t2)| : t1,ta € T ve |t; —to| < e}

esitlikleri ile tanimhidir. Béylece (5.11) esitsizligi kullanilarak,
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Ba Ba
w(GX,e) < Lhw(TsX,e)+ laby (1) (Wvl([,e)% +2V[w(<ﬂga)] )
2 2

1LV ma
+ B w(T4X7 8) + li+2w<X7w(¢i7€)> +w9<17€) (512>
2 i=1

yazilabilir.

Diger taraftan, ¢, ve ¢ [ iizerinde diizgiin siirekli oldugundan ¢ — 0 igin,
w(¢;,€) = 0 ve w(p,e) — 0 elde edilir. Benzer olarak g fonksiyonunun I x Bs x By X
R™2 {izerinde, v fonksiyonunun ise I X [0, Cy] X R™? {izerindeki diizgiin siirekliligi goz
oniine alimirsa € — 0 igin wy(1,€) — 0 ve wy, (£,€) — 0 olur.

Boylece, (5.12) esitsizliginden ve (a5) kabuliinden,

LaVCy? | m
WO(GX> < (11Q3 + 2(]46—2 + Z li+2> (A)o(X) (513)
2 i=1
esitsizligi elde edilir.
Ayrica, (5.4), (5.5), (5.10), (5.13) ve (5.3) esitsizliklerinden,

chzszh

& Uctk
17 (B, <z1q3 T T zm) +|G (B, (qul N B
2 i=

e

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 5.1 geregince 7' dontisimii B,, yuvarl iizerinde bir

mi
+ Z ki+2> <1
i=1

daralma dontigiimidiir ve bu yuvarda en az bir sabit noktaya sahiptir.
Sonug olarak (5.1) denkleminin C' (1) Banach cebirinde, B,, yuvarinda olan, en
az bir ¢oziimi vardir. =

BC (R;) Banach cebirinde (5.1) denklemi agagidaki kabuller altinda ince-

lenecektir.

(1) 1 <i<m, 1 <j<n;, 1< A<my 1 <E<mmvel <p<2olmak
uzere, @i, V;, My G¢, pp + Ry — Ry fonksiyonlan streklidir. Ayrica ¢ — oo

igin a; (t) — oo ve ¢ (t) — oo dur.

(ag) f(t,0,...,0) ve g(¢,0,...,0), R {izerinde smirh olmak tizere,
f:Ry xR™T2 5 Rve g: Ry x R™™2 — R fonksiyonlar: siireklidir. Ayrica
1 <i<m;+2vel<j<my+2olmak iizere, her t € Ry ve x;,7;,v;,y; € R

icin
mi1+2
|f(t,$1,ﬂ?2, '-'7xm1+2) - f(taylayQa "'7ym1+2)| < Z kl |x2 - yl|
=1

84



ve
mo—+2

|g(t,$1,l’2, “'7xm2+2) - f(t7y17y27 "'7ym2+2)| S Zl lj |xj - y]'
j:

esitsizlikleri saglanacak sekilde negatif olmayan k; ve [; sabitleri mevcuttur.

u:RE xR™ — R ve v: R% x R"™ — R fonksiyonlan siireklidir.

1 <i<mn; vel <j<nyolmak lizere, her t,7 € R} ve 2;,y; € R igin
|u<t77_7 L1, T25 -y xm)| <p (t77—) + 01 <t> P1 (T> h1(|x1| ) |I2| ZAAR) |ZL’n1|)

ve

|U(t, T,Y1,Y2, '-'>yn2)| < P2 (t?T) + 02 (t) P2 (T> h2(’y1‘ ) |y2| PERED) |yn2‘)

esitsizlikleri saglanacak sekilde herbir degigskenine gore azalmayan
hi: R} — Ry ve hy : R — Ry fonksiyonlar ile, siirekli py, po : R2 — Ry ve

P1,01, Pa, 02 : Ry — Ry fonksiyonlar:t mevcuttur. Ayrica

Y men N e 1 O N
00 = | G B0 =m0 [ o

ve

- #a(t) p2 (t,7) . #2(t) P (T) -
W0 = [ Gt b= [

olmak fizere,
lim U;(t) = lim Us(t) = lim Vi(t) = lim V() =0
t—o00 t—o0 t—o00 t—o0

dir.

Ty, Ty, T3, Ty : BC'(R,) — BC (R.) operatorleri siireklidir. Ayrica her
x € BC (Ry) ve her t € Ry igin

(M) (O] < bu(lll]), [(Tx) ()] < bo(f[])

ve

|(Tsx) ()] < bs(lll]), [(Taz) ()] < ba(fl]])

egitsizlikleri saglanacak sekilde azalmayan by, bo, b3, by : R, — R fonksiyon-

lar1 mevcuttur.

85



(as) M, N, My, My, Ny ve N, her t € I'icin |f (£,0,...,0)| < M, | (£,0, ..., 0)] < N,
Ui(t) < My, U(t) < My, Vi(t) < Ny ve Va(t) < Ny olacak sekildeki negatif

olmayan sayilar olmak tizere,
(klbl (r) + kb (r) [My + ha (ry 7y oy 1) Ma] + 37 Kigor + M) X
i=1

ma
X <l1b3 (7‘) + l2b4 (T) [Nl + h2 (T, T, ...,’f’) NQ] + Z li+2r + N>
i=1
< r (5.14)
esitsizliginin pozitif bir rq ¢o6ziimii vardir. Ayrica

mo
0 = |FB) (zlq3+z2q4 [N1+h2<ro,...,ro>zv21+zzm>+
=1

mi
G (Bro)ll <k‘1€]1 + koga [My + hy (o, ..., m0) Ma] + > ki+2>
=1

)

< 1 (5.15)

olmak tizere, T} ve T3 operatorleri, B,, yuvarinda, sirasiyla, ¢; ve g3 katsayilar:
ile (2.1.6) egitsizligi ile verilen p kompaktsizlik dlciisiine gore Darbo sartini
saglarlar ve wq (2.1.5)’te verilen déntigiim olmak tizere, Ty ve Ty operatorleri

ise B,, yuvarmin bog olmayan her X alt ctimlesi i¢in
wo (T2X) < gawo (X) ve wo (T1X) < qawo (X)
esitsizliklerini saglarlar.

Teorem 5.3 (a;) — (a5) kabulleri altinda (5.1) denkleminin BC (R,) Banach ce-

birinde astmptotik kararl olan en az bir ¢cozimi vardar.

Ispat. Her 2 = z (t) € BC (R,) i¢in

w1 (t)
(Fx)(t) = f (t, (Tyx) (t), (Thx) (t) /0 Hy (t,t,x (7)) dr, x(ai(t)), ..., (@, (t)))

©o(t)
(Gz)(t) =g (t, (Tsz) (1), (Tax) (t)/o H, (tat:x(T))dT7$(¢l<t>)v"'7x(¢m2<t>)>

olmak tizere, T" operatorii,



seklinde tanimlansin. Bu durumda ispat dort asamadan olusacaktir.
1. Adim: (a;)—(a5) kabulleri geregi, her x € BC (R.) i¢in F'x ve Gz fonksiyon-
lar1 R, tizerinde siireklidir. Ayrica (4.4) esitsizliginden hareketle, her z € BC' (R,)

ve her ¢t € R i¢in

((Fz) )] < kb ([J2]]) 4 Kaba ([2]) [My + R ([l Nzl - ll2]]) Mo]

+ 2 ko [|2f| + M (5.16)
i=1

ve benzer yol izlenerek

(Gz)®)] < hbs (|zl]) + Laba ([])) [Ny + Ba (]|, 2] s |2]) Vo]
+mzz |z]| + N (5.17)

esitsizlikleri elde edilir. Boylece F, G : BC (R;) — BC (R;) oldugu sonucuna

varilir. Ozel olarak z € B,, almirsa, (5.16) ve (5.17) egitsizlikleri yardimiyla,

|(F$) (t)| S k’lbl (’l“()) + k’gbg (T()) [Ml + hl (’l“o,’f’o, ...,7’0) Mg] + Z k‘i_,_g’l“o + M (518)

=1

ve
|(GZL‘) (t)| S llbg (’f’o) + 1264 (7“0) [Nl + hg (T‘Q,To, ...,7“0) NQ] + Z ZH_QTO + N (519)
=1

yazilabilir. Boylece, F'(B,,) ve G (B,,) ciimleleri BC' (R ) uzayinda sinirhidir. Ayrica
(5.14) esitsizligi de kullanilarak her x € B,, i¢in elde edilen

(Tz) ()] = |(Fz)(t) (Gz) (1)]
kabs (ro) 70570y ooy T 5 ipor
< (k1b1 (ro) + T(8) [My + hy (ro,70, -, o)Mz]+;kz+z 0+M) X

laby (7"0)
I'(B)

X <l163 (ro) +

< 79

ma2
[Ny + ho (10,70, -, T0) No] 4+ > livoro + N)
i=1

esitsizligi goz oniine alimirsa 1" : B,, — B,, sonucu elde edilir.

2. Adim: Teorem 4.1’in ispatindan hatirlanacag: iizere, T} ve T, operatorleri
sirekli olduklarindan, herhangi bir zy € B,, elemanina ve ¢ > 0 sayisina karsilik,
|z — xo|| < 01(g, x0) olan her x € B,, igin |11z — Tixo|| < € ve ||z — || < da(e, z0)
olan her x € B,, i¢in || Tex — Toxo|| < € olacak sekilde bir 61 (e, zg) < & ve da(e, ) <

e sayilar1 bulunabilir. Diger taraftan, lim; ., U;(t) = lim;_,o, Us(t) = 0 oldugu goz
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oniine alimirsa, ¢ > Sy (¢) olan her ¢ i¢in Uy(t) < € ve t > Sy () olan her ¢ igin
Us(t) < e olacak sekilde bir S (¢) ve Sy () pozitif sayilar: bulunabilir. Boylece
d(e,x0) = min {01(e, zg), da(e,x0)} ve S (e) =maks{S; (), 5, (¢)} olarak segilirse,

J1=10,5(¢)], R=[-ro,70], Cryp,) =sup{ei(t):t € i},

Way, (J1,€) = Sup{|u(t,7,x1, s Xy ) — Ut T Y1y ey Yy )| s EE Ty, T E [O,C(Jw,l)}

T, Y € R, 1 <i<nyve |z, —y;| <e}
ve
Uy, = sup {|u(t,7‘,x1, e Tpy)| it € Jy, TE [O,C(Jl,%)} , 1, €R, 1<i< nl}
olmak tizere, (a,) — (a,) kabulleri i1ginda, ||z — x| < (e, x¢) olan her z € B, ve

t € Jy icin,

k’gEUJlClﬁl 4 k2b2 (TO) C(lﬁ1
5y 5

ve su halde (4.7) esitsizliginin elde ediliginden hareketle ||z — z¢|| < d(e, zo) olan her

|(Fz)(t) — (Fxo)(t)| < kae +

mi1
o (J16) + (z k) ;
=1

x € B,, vet > S (e) olan her ¢ i¢in,

(F)(t) — (Fo)(t)] < ke + Ky (2 + 2bs (ro)) (€ + ha (ro, o, ..., 7o) €) + (mzl ki+2> e

yazilabilir. Bu son iki esitsizlik F' operatoriniin B,, yuvarinda strekli oldugu an-
lamina gelir.

Benzer olarak, T3 ve T operatorleri stirekli olduklarindan, herhangi bir xy € B,,
elemanma ve € > 0 sayisia karsilik, ||z — zo]| < d3(e,20) olan her z € B,, igin
|52 — Tsxo|| < € ve ||z — x|l < dale,zp) olan her x € B,, i¢in || Tyx — Tyxo|| < €
olacak gekilde bir d3(e, xg) < & ve d4(g,x0) < € sayilar1 bulunabilir. Diger taraftan,
limy o Vi(2) = limy_,o V2(t) = 0 oldugu goz oniine ahmirsa, ¢ > P; (¢) olan her ¢
icin Vi(t) < e vet > Py(e) olan her t igin Va(t) < e olacak sekilde bir P (g) ve
P, (e) porzitif sayilart bulunabilir. Bdylece (e, z9) = min{ds(e, zo), d4(e,20)} ve

P (¢) =maks{P; (¢), P, (¢)} olarak segilirse,
J2 =10, P(e)], Clrig,) =sup{py(t) : t € Jo},
wvn2(J2a6) = sup {|U<t77—7$17 "-7$n2) - U(thaylv 7yn2)| 1te ‘]27 T E [07 C(J2»‘P2)} )
Ty, yi € R, 1 <i<nyve |z —y| <e}
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ve
Vj, = sup {\v(t,T,xl, X)) it E Jy, T E [O,C’(JQW)] ,eER 1<i< ng}

olmak iizere, (a,) — (a5) sartlar altinda, ||z — x| < 6(e,20) olan her z € B, ve
t € Jy icin,

l2€VJ2C§2 4 lgb4 (7”0) 02/32
Ba By

ve ||z — zo|| < (e, x0) olan her z € B, ve t > P (g) olan her ¢ i¢in,

|(Gl‘)(t) — (G.To)(t)’ S l1€ + WUHQ(JQ, E) + (m;j lH_g) 19

|(G$)(t) — (GIQ)@” S l1€ + lg (8 + 2b4 (To)) (8 + hg (To,To, ...,7’0) E) —+ <m221l1+2) £

yazilabilir. Boylece G operatorii de B,, yuvarinda siireklidir.

3. Adim: B, yuvarmin bog olmayan herhangi bir X alt ctimlesi verilsin. Ispatin
genelligini bozmayacagindan ¢, (t2) < ¢,(t;) oldugu kabul edilirse, Teorem 4.1’in
ispatindaki gibi, herhangi bir x € X, ¢ > 0, S > 0 ve [t; — 3| < € esitsizligini

saglayan her tq,t € I; = [0, 5] i¢in,

|(Fz)(t) = (F)(t)|

0/31 8,
< kle(Tlx,z-:) 1 kyby (TO) Wul(llaf‘:) (I1,01) + U[W(801>€)]
5y By
+k2wS(Tgx, E) [Ul (tz) + hl (’l“o7 ceey ’l“()) Ug (tg)]

B my
+kobs (10) U% + Z kiow® (z,w (g, €)) +ws(l,e)  (5.20)

elde edilir. Burada, Cy, ,,,) = sup {¢; (t) : t € I;} olmak iizere,
U = sup {|u(t,7',x1, e Xpy)| it EL, TE [O,C(Ih%)} r, €R1<i< nl}

ve

_b2 (TO) Uc(ﬂlll,cpl) by (TO) UO(‘i—llﬁpl)
e ’ B

By = [=bi(r0),b1(r0)], B2 =
olmak tizere,

wu, (I,e) = sup{lu(ty, 7,21, ..., Tp,) — ulte, 7,21, .0, Tpy )| = 1,2 € 14,

T E [O,O(]l,¢1)], Te S R, 1 §§§n1 ve |t1—t2| SE},

wr(l,e) = sup{|f(tr, T1, s Trnys2) — ft2, X1, s Ty 12)| D 1, 2 € L1, @1 € By,

To € By, ;€ R, 3< i< my+2ve |t1—t2|§€}
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dur.
(5.20) esitsizliginde # € X elemanlar: iizerinden supremum alimir ve her ¢t € I

icin Uy (t) < M, ve U, (t) < Ms oldugu kullanilirsa,

w(FX,e)
B1

c by
< wS(TiX,€) + kabs (o) (wm(h,s) (;’“"IHU[”(@;’E)] )
1 1

U [w(gplv 5)]ﬁ1

B4
3 oS (X, w (s, €)) + wi(l, €) (5.21)

=1

+k2wS(T2.T, 8) [Ml + h1 (To, ceey To) MQ] + k?gbg (To)

elde edilir.

1 <17 < my olmak tizere, ; ve , fonksiyonlarinin [; tizerindeki, f ve u fonksiyon-
larinin ise, sirasiyla, I; X By X By X R™ ve [ X [O, C’(h,%)] x R™ cumleleri tizerindeki
diizgiin siirekliliklerinden ¢ — 0 icin w(a;,e) = 0, w(p;,e) = 0, we(l,e) — 0 ve
Wy, (1,€) — 0 dir. Boylece (5.21) esitsizliginde € — 0 igin limit alinirsa,

W (FX) < kws(TiX) + ko [My + hy (10, ..., 70) My] wi (ToX)

my
+ 3 Eigowh (X) (5.22)
i=1
ve (5.22)’de S — oo i¢in limit almirak (a;) kabulii hatirlanirsa,

WO(FX)

mi

S ]fle(TlX) + k?g [Ml + hl (7‘0, ...77“0) MQ] wo(TgX) + Z ki+2w0(X)
i=1

< kwo(TiX) + kage [My + hy (o, ..., 7o) Ma] wo(X) + > kipowo(X) (5.23)
i=1

elde edilir.

Diger taraftan, Teorem 4.1’in ispatina benzer yol izlenerek,

diam (FX)(t) < kdiam (T1X) ()
+ (kodiam (ToX) (£) + 2kabs (10)) [Us (£) + 1 (o, -.., 7o) Us (£)]
4 mz i adiam (X (a; (1))

elde edilir. Daha sonra (a;) ve (a4) kabulleri de dikkate alinarak, bu son esitsizlikten
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lim sup diam (FX) (t)

t—o00

<k limsupdiam (T1X) (8) + 3 kiye limsup diam (X (c (1))

t—o00 i=1 t—00
= Ky limsupdiam (T1X) (t) + i ki 2 lim sup diam X (t) (5.24)
t—oo =1 t—o0

esitsizligi elde edilir. Boylece (5.23) ve (5.24) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak,

my
% (FX) S (qul + k2q2 [Ml + hl (7”0, ceey 7’0) MQ] + Z ki_:,_g) o (X) (525)
i=1

elde edilir.
Benzer iglemler GG operatort igin yapilirsa, B,, yuvarinin bos olmayan herhangi

bir X alt ctimlesi ¢in,

mo
p(GX) < <Z1CI3 +laga [N1 + ha (ro, ..., 70) No| + > li+2> 1 (X) (5.26)
i=1
sonucuna ulagilir.
Boylece (5.18), (5.19) , (5.25), (5.26) esitsizlikleri ve Teorem 5.1’den, T" doniisiimii-

nin B,, yuvar tizerinde p kompaktsizlik olglisiine gore

0 = |FB) <11q3+z2q4 [N1+h2<ro,...,ro>zvz1+zzm>+
=1
1G(B,,)] (m g [My + ot (1, 70) M) + 3 k)
=1

katsayis1 ile Darbo sartini sagladigr goriiliir. Yani B,, yuvarinin bog olmayan her-
hangi bir X alt ciimlesi ¢in,

p(TX) < Qu(X) (5.27)

dir. Diger taraftan (5.15) esitsizligi geregi () < 1 oldugu gbz 6niine alnirsa, T’
doniigiimiintin B, yuvar tizerinde p kompaktsizlik olglisiine gore bir daralma dontigii-
mi oldugu gorilir. Boylece, T" doniigimii Teorem 5.1 geregince B,, yuvarinda en
az bir sabit noktaya sahiptir. Sonug olarak (5.1) denkleminin BC' (R;) Banach
cebirinde, B,, yuvarinda olan en az bir ¢oziimii vardur.

Ayrica (5.27) esitsizligi B,, yuvarmin bos olmayan her alt climlesi igin saglanaca-
gidan ve

E={reB,, :Tr=ux}
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ciimlesi bog olmadigindan,

WTE) <Q u(E)
ve su halde

u(E) < Q u(E)

esitsizligi elde edilir ki; bu durum, @ < 1 oldugundan, p(E) = 0 olmasim gerektirir.
Boylece
wo(F) + limsup diam E(t) =0

t—o00

ve dolayisiyla

lim sup diam E(t) = 0

t—o00

dir. Diger taraftan her ¢t € R, i¢in diam E(t) fonksiyonunun negatif olmadig1 ve

0< li{n inf diam F(¢) < limsup diam E(t) = 0
—00

t—o0
esitsizligi goz ontine alinirsa,
lim diam E(t) = 0

t—o0

elde edilir. Boylece, her € > 0 sayisina karsilik, t > T'(g) olan her ¢ sayis1 i¢in
diam E(t) =sup{|lz (t) —y(t)| 1z, y€e E} <¢

olacak sekilde, yani her z,y € F i¢in |z (t) — y (t)| < € olacak gekilde bir T'(¢) > 0

sayis1 bulunabilir. Dolayisiyla, E’ye gore diizgiin olarak,

lim (z(¢) — y(t)) = 0

t—o00

dir.

Sonug olarak (5.1) denkleminin B,, yuvarindaki ¢éziimleri asimptotik kararhdir. m

5.1. Ornekler

Ornek 5.1 C'[0,1] Banach cebirinde

1 1 t [ t
z(t) = (1—0 sin (1——1—t> + §/0 Tarctana:(T)dT> (t — 1+ cost +/0 sinx(7’)d7’>

(5.1.1)
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denklemi ele alinirsa,

1 1 t
f(t, 1, 29, 23) = 1_05111 (m) + %, g(t, 1,29, 03) =t — 14 cost + x,

U(t,T,ZL’l) = Tarctan:vl, U(t,T,ZBl) = SinxL 71(7—) = 51(7—) =T, Spl(t) = 902(t) =t
ve

hi(r) = arctanr, ho(r) =bo(r) =by(r) =C1 =Co =5, =, =1

oldugu gorilebilir. Ayrica bu denklem icin

1 1
(L) (t) = (Ta) () = 1, ko =5, =1, M=, N=1

dir. (5.2) esitsizligi ise bu denklem igin

5 arctanr " 1 <
— T
9 10/ —

formundadir. ro = 1, yukaridaki esitsizligin bir ¢cozumi olup

arctan 1 1 2
— — =0.40948... < 1
( 9 10) 9 =

oldugu géz oniine alinirsa (5.3) saglanmag olur.
Boylece Teorem 5.2°nin biitin sartlar: saglandigindan (5.1.1) denkleminin C (I)

Banach cebirinde en az bir x = x(t) € By C BC (Ry) ¢dzimi vardur.
Ornek 5.2 (5.1) denkleminde g(t, x1, xa, ..., Tmyro) = 1 ve

1 . 1 tas
t Ty ) = —sin [ —— | + =2
f( ’l‘17$27 ’l‘ 1+2) 10 sm (1 t) 9

almrsa, K. Maleknejad vd. [75) (Ornek 5) tarafindan daha onceden ele alinan

asagqidaki denklem elde edilir.

1 1 t [
z(t) = Esm (1—+t) + 5/0 T arctan x(7)dr (5.1.2)

Dikkat edilirse (5.1.2) denklemi i¢in (5.2) egitsizligi,

arctanr 1
— < 5.1.3
9 T =" (5.1.3)

seklinde olup herhangi bir ro > 0.11244... sayisi (5.1.3) egitsizliginin bir ¢ozimidiir.
Diger taraftan ro = 1 icin, Teorem 5.2°nin diger bitin sartlar saglandigindan,

(5.1.2) denkleminin en az bir x = x(t) € By C C'[0,1] ¢dzimi vardar.
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Ornek 5.3 BC (R,) uzayinda

~

B t? + arctan (%) 22 (

z(t) = )

5 a0 (Y

dr  (5.1.4)

/t Texp (—t)In (1 + |$ (%) D

t—T

kesirl integral denklemi i¢cin

24z
gt o1, Tinyi2) = 1, f (L 21,22, 23) = 4+—5t; + T2
t 2(t
(Thx) (t) = arctanx (§> , (Thx) (t) = 3? E;
ve
2 1 1 T
1(T) r, 2(T> 3F(%)7 5 27 n ) 57 71(7—) 4
dir. Ayrica
u(t,7,21) = Texp (—t)In (1 + |a:1|)
b1 (th) = O, 01 (t) = exXp <_t> y P1 (T) =T, hl (T) =In (1 + \/;)
ve
boor dexp (—t)t3/? V6
U1<t)20, Ug(t):exp(—t)/ dr = s M1:O, MQZ—
o Vt—T 3 exp (%)
dir. Diger taraftan ky = 1/4, ke = 1 vely = -+ = lyy12 = 0 alinarsa (5.1.4) denklemi

icin (5.14) egitsizlig
r+r2\/61n(1+\/7_°) 1
4 3 ($)exp(d) 5

formunda olup ro = 1 bu esitsizligin bir ¢oziumidir. T, ve Ty operatorleri, sirasiyla,

+-<r

G =1veqg =2/ (3F (%)) katsaylary ile (as) sartine saglarlar ve

2/61n2
% — 0.39249... < 1
3I' (5) exp§

dir. Dolayisila Teorem 5.3’e gore (5.1.4) denkleminin asimptotik kararle en az bir

+

1
< —
Q_4

¢cozumi vardar.

Ornek 5.4 BC (R,) uzayinda

v = [0, 1 ECAW
4 t exp(—7)cosxz(T)dT
4 fO bl 14’1 o + 4 s
1 t2 [ cosz(r)+3/x(r2)
cost O <F(§) Jo ( (t2+1)Vi2—1 ) dT) cos (t)
- 3 e )
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kesirli integral denklemi verilsin. Burada

exp (—t) N 1 N |25
4 Lo +4 3

f(t,J?l,xz;Is) =

g (t,z1,x9,73) = 3 (cost — cos g + cosxg)

ve
(Tox) (t) = b (r) =y =my =ma=m1 =1, ny =2,

1 1 1
— M=8,=-, N==
() :

dir. Ayrica hert € Ry ve 1 <1i,j <3 olmak tzere, her x;, y; € R i¢in

(Tyw) (t) = by (r) =

|f (t, 21,20, 23) — f (¢, y1, Y2, ¥3)|

11 || 3] — |ysl|
4lwo| +4 4y +4 3
_ 4|za] — |yal| || 3] — |ys]|
16 (|z2| |y2| + |@2| + [12] + 1) 3
|20 — | | |23 — Y3l
- 4 + 3
ve
COS Ty — COS Y COS T3 — COS Y
9t 00,2,25) — g (o) < (2ol foosaa Zeoninl
w2 — ya| | |w5 — s
<
- 3 + 3

olacagindan, ko = 1/4 ve ks = ly = I3 = 1/3 olarak alinabilir.

Diger taraftan

exp(—7) cos xy

u(t,T,xl) = 1 , v (t,r,xl,xg) = PR (cosxl 3/—@)’
(t,7)=p2(t,7) =0 (t) = —1 oq (t) = —1
T T o
b1 (g, P2 (L, ) 1 t 1, 2 12 1

pr (1) =exp(=7), po(t) =1 (r) =1, ha(r) =1+ /7

ve

1 ! 1 —exp(—t)
_— Ay = — P
=1/, exp(—7)dr T 1

2t

dr B
VE—r £l

U1 (t) - 0, U2 (t) -

1
V) =0, Val) = g |
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oldugu gorilebilir. Her t € Ry i¢in Us (t) < 0.32 = My ve Vo (t) < 1 = Ny oldugu

g6z oniine almirsa (5.1.5) denklemi igin (5.14) esitsizligi

032 r 1\ [r+1 1+
Zoe L2 <
<4 +3+2)< 3 +3r(§)>—r

seklinde olup herhangi bir ro € [0.845535, 3.67168| sayist bu esitsizligin bir ¢ozimidiir.

Ayricarg =1veqg =1, g4 =1/T (%) icin Q < 1 dir. Béylece Teorem 5.3 geregince
(5.1.5) denkleminin, BC' (R}) uzayinin birim yuvarinda olan, asimptotik kararl en

az bir cozimu vardar.
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