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Onur Sozu

Doktora Tezi olarak sundugum “Yakin Yaklagim Uzaylarinda Cebirsel Yapilar”
baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diigecek bir yardima bagvur-
maksizin tarafimdan yazldigin1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu

belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Doktora Tezi
YAKIN YAKLASIM UZAYLARINDA CEBIRSEL YAPILAR
Ebubekir INAN

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali
114+vii sayfa

2015

Danigmanlar : Prof. Dr. Sadik KELES
Yrd. Doc. Dr. Mchmet Ali OZTURK

Doktora tezi olarak hazirlanan bu caligma dort boliimden olugmaktadir. Birinci
bolimde; sonraki bolumlerin daha iyi bir sekilde anlagilabilmesi icin yaklagimh
kiimeler, yakin kiimeler, temel yaklagim uzaylari1 ve yakin yaklagim uzaylari ile ilgili
tanim ve teoremler verildi. Ayrica, bu béliimiin son kismi tamimsal tabanh kiime
iglemlerine ayrildi.

Ikinci boliimde; yakin yaklagim uzaylarmda yarn gruplar (yakinhk yari gruplar)
incelendi. Bu boliimde, tam ayirt edilemezlik bagintisi kavramina ve yakin yaklagim
uzaylarinda alt ve st yaklagimlarin bazi ozelliklerine yer verildi. Yakin yaklagim
uzaylarinda bir kiimenin iist yaklagimi dikkate alinarak, yakinlhik yari gruplar: ve
yakinlik yar1 gruplarinin yakinlik idealleri ¢aligildi.

Uciineii boliimde; yakin yaklagim uzaylarinda tek islemli cebirsel yapilardan biri
olan yakinlik gruplar1 aragtirildi. Bu bolimiin ilk kisimlarinda yakinlhik gruplar:

ornekler verilerek incelendi. Alt yakinlik gruplarinin ve normal alt yakinlik gruplari-



nin baz temel o6zellikleri ele alindi. Yakinlik gruplari dikkate alinarak, zayif kalan
siniflar1 tanimlandi ve normal alt yakinlik gruplarina ihtiya¢ duymaksizin zayif kalan
siniflarimin yakinlik gruplarimin varhigr ig¢in gerekli sartlar arastirildi. Son kisimda
ise yakinlik grup homomorfizmalar: ve yakinlik grup homomorfizmalari ile ilgili baz
teoremlere yer verildi.

Dordiinct bolumde; iki iglemli yakinlik cebirsel yapilarindan olan yakinlk halka-
lar1 incelendi. Bu boéliimde, yakinlik halkalari ve yakinlik halkalarimin yakinlik
idealleri orneklerle birlikte verildi. Bir yakinlik halkasi tizerinde zayif esdegerlik
bagintisi ve zayif egdegerlik bagintisinin yakinlik halkalarinda belirttigi zayif kalan
siniflar1 tanmimlandi. Zayif kalan simiflarinin kiimesinin, ideal yapisina gerek kalmak-
sizin yakinlik halkasi olmast i¢in gereken sartlar aragtirildi. Bu boliimiin son kisminda
ise yakinlik halkalar1 arasinda tanimlanan yakinlik halka homomorfizmas1 kavrami
verilerek; yakinlik halka homomorfizmalarinin baz temel 6zellikleri incelendi. Son
olarak, kisitlanmig yakinlik halka homomorfizmas: kavrami ve bu kavramlar yardim

ile yakinlik halkalar1 i¢in temel yakinlik homomorfizma teoremi ifade edilip, ispatlan-

da.

ANAHTAR KELIMELER: Yakin yaklasim uzay:, Yakmn kiime, Alt yaklagim,
Ust yaklagim, Yakimlik yar1 grubu, Yaklk grubu, Alt yakinhk grubu, Normal alt
yakinlik grubu, Zayif kalan sinifi, Zayif kalan simiflarinin yakinlik grubu, Yakinlhik
halkasi, Yakinlik ideali, Zayif kalan siniflarinin yakinlik halkasi, Yakinlik homomorfiz-

masl.
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This study which is designed as a philosophy doctoral thesis covers four chapters.

In the first chapter, some basic concepts such as rough sets, near sets, fundamen-
tal approximation spaces and nearness approximation spaces were given for the rest
of the thesis that readers can easily understand. In the last section of this chapter,
description based set operators were also given.

Second chapter is devoted to the nearness semigroups. In this chapter, complete
indiscernibility relation and some properties of lower and upper approximations on
nearness approximation spaces were obtained. Nearness semigroups and nearness
ideals of nearness semigroups were studied considering the upper approximation of
a nonempty set on nearness approximation spaces.

In the third chapter, nearness groups were investigated which are one of the
algebraic stuructures that has only one binary operation on nearness approximation

space. In the first section of this chapter, nearness groups were studied with

il



some examples. Some basic properties of nearness subgroups and nearness normal
subgroups were given. Weak cosets were introduced taking into consideration near-
ness groups and necessary conditions were investigated for the existence of the
nearness groups of weak cosets without use of nearness normal subgroups. In the
last section of this chapter, nearness group homomorphisms and some results related
to the nearness group homomorphisms were given.

In the last chapter, nearness rings were investigated which are the nearness
algebraic sturucture that have two binary operations. Also in this chapter, nearness
rings and nearness ideals of nearness rings were studied by giving some examples.
Weak equivalence relation on nearness ring and weak cosets that determined by
weak equivalence relation on nearness ring were defined. Necessary conditions were
obtained for the existence of the nearness rings of weak cosets without using nearness
ideals. In the last section of this chapter, nearness ring homomorphisms and some
results related to the nearness ring homomorphisms were investigated. Finally,
concept of restricted nearness homomorphism was introduced and fundamental near-

ness ring homomorphism theorem was obtained by using this concept.

KEY WORDS: Nearness approximation spaces, Near sets, Lower approximations,
Upper approximations, Nearness semigroups, Nearness groups, Nearness subgroups,
Nearness normal subgroups, Weak cosets, Nearness groups of all weak cosets, Near-
ness rings, Nearness ideals, Nearness rings of all weak cosets, Nearness homomorp-

hisms.
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GIRIS

Gegmigten gelecege evrende ilahi diizenin nasil igledigini anlamaya ¢aligan insan-
oglu, evrende var olani taklit ederken kargilagtiklar: problemleri ¢ozdiikge teknolojide
de ilerleme saglayabilmiglerdir. Yapilan aragtirmalarin sinirlarinda ¢alisan kuramci-
lar sayesinde de, evreni kegfetmede biiytlik agamalar kaydedilmistir. Bu aragtirmala-
rin sonunda elde edilen yeni bulgular, bilim insanlarini evrenden esinlenerek yeni
buluslar yapmaya tegvik etmistir. Bu buluslarin temelinde her zaman i¢in matematik
vardir. Nesneler diinyasinin deneysel degiskenleri ile matematik arasinda miikemmel
bir uyum goriilir.

Gozlemlerimizi matematiksel olarak ifade edebilme giiciimiiz, mevcut kiime teori-
leri ile miimkiin olabilmektedir. Mevcut kiime teorilerinin yetkinliginin sinirlari,
matematiksel ifade giictimiizii kisitlayan tek sebeptir. Bu simirlari zorlamak bizi
daima bir adim oteye, gelecegin akilli teknolojilerine tasiyacaktir.

Kiime kavramini 1810 larda ilk diiginen ve bu sozciigii bu giinki anlamiyla ilk
kullanan, matematige ciddi olgiide merakli olup bu alanda siradigi buluslar yapan B.
Bolzano olmustur. Bu konu birgok matematik¢i tarafindan merak edilip ¢aligilmig
olsa da, kiimeler teorisine iligkin ilk matematiksel ¢aligma ise bu teorinin tartigma-
s1z bigimde kurucusu olarak nitelendirilen G. Cantor’un [1] deki makalesidir [2].

G. Cantor, 1879-1884 yillar1 arasinda yayimlanan alt1 makalesiyle, kiimeler teo-
risinin ilk temel sonuclarini kanitlamigtir. G. Cantor’'un son caligmasi 1895 ve 1897
yillarinda iki kisim halinde yayimlanmgtir [3,4]. Bu makalelerde, kiimeler teorisiyle
ilgili bu giin de kullandigimiz alt kiimeler gibi kavramlara yer verilmistir. G. Cantor
un yaptigl ¢aligmalar sirasinda bir¢ok sorunla yiizlesmek zorunda kalmasi, kiimeler
teorisinin 19. ylizyil matematik anlayiginin 6tesinde oldugunu gostermektedir. Giinii-
miizde, G. Cantor’un arastirmalar: matematikciler tarafindan dogru kabul edilmekte

ve matematik tarihinin en 6nemli, benzersiz deger dizilerinden biri olarak taninmak-



tadir. 1810 lardan gimdiye kadar stirekli canli kalan ve geligen kiimeler teorisi
insanliga her an yeni ufuklar agmaktadir. Kiimeler teorisinin gelismesi i¢in bircok
bilim insam farkh fikirleriyle katkida bulunmugtur [5, 6].

Kiimeler teorisinin aksiyomatiklegtirilmesi ise E. Zermelo'nun cabalar: ile 1904
ve 1908 de baglamustir [7,8]. E. Zermelo, G. Cantor’un toplu yapitlarini da 1932 de
yaymmlamigtir. Kiimeler teorisinin ¢agdas ve kapsamli bigimde anlatildigi T. Jech’in
kitab1 [9], konu ile ilgili en 6nemli kaynaklardan biridir [10].

G. Cantor ile baglayan kiime teorisi matematige bir nefes, yeniden kendini ifade
edebilme sans1 vermigtir. Kiime teorisinin uzantilar1 bu giin hala bilgi islemenin
temel felsefesini olugturmaktadir. Ancak matematigin farkl bakig agilarinin bilinme-
si, farkl yaklagimlarin olabilecegini kabullenmemize yardimci olacaktir.

Kiimeler teorisi aslinda sembolik mantigin dogal bir sonucu olarak ortaya ¢ikmis-
tir. Mantik her ne kadar bir felsefe dali olarak ortaya ¢iksa da zamanla kendi bagina
bir ihtisas alani olmustur. Sembolik mantigin matematik ve bilgisayar bilimleri
icin 6nemi tartigilmazdir. Mantik, dogada gercgeklesen olaylarin daha iyi ve daha
dogru anlagilabilmesi i¢in bir disiplin olarak Aristo tarafindan M. 0. 300 1 yillarda
caligilmigtir. Aristo’nun klasik mantik iizerine kategoriler, 6nermeler, birinci analitik-
ler, ikinci analitikler, topikler ve sofistik deliller olmak iizere; alt1 ciltlik kitap serisi
vardir. Bu seriye daha sonra Aristo’nun izleyicileri tarafindan Organon adi verilmis-
tir. Aristo’dan etkilenen Farabi, mantigi1 diiglince ve sonug olarak iki kisimda katego-
rize etmistir. Ibn-i Sina ise gecicilik ve icerme arasmdaki iligkiyi gelistirmistir. Aristo
mantig, giiniimiize kadar uzanan zaman diliminde bilim insanlarinin onemli katkila-
riyla oldukga popiiler hale gelmistir.

Dogadaki belirsizlikler filozoflarin dikkatini ¢ektigi kadar matematik ve mantikla
ugrasan bilim insanlarmin da dikkatini c¢ekmistir. Aristo mantigimmin, dogadaki
belirsiz durumlarin modellenebilmesi konusunda yetersiz kaldig1 anlasildiktan sonra,
L. A. Zadeh 1965 ve 1975 de “Bulanik Kiime” ve “Bulanik Mantik” teorilerini ortaya
¢ikararak, bilim diinyasina ¢ag atlatmigtir [11,12].

Daha sonra 1982 de Z. Pawlak, ozellikle bilgi sistemlerindeki tutarsizliklarin
modellenebilmesi i¢in, “Yaklagimle Kiime” teorisini geligtirmistir [13]. Aslinda yakla-

simli kiimeler, G. Frege'nin belirsizlikleri modelleyebilme fikrinin 6zel bir uygulamasi



olarak dikkate alinabilir [14]. Yaklagiml kiime teorisi dikkate alinarak, miithendislik
alanlarinda yapilan caligmalarin yaninda cebirsel yapi olarak da bir ¢ok caligma
yapilmigtir. Yaklagimh kiimelerdeki cebirsel caligmalar T. B. Iwinski ile baglamigtir
[15]. Ardindan, R. Biswas ve S. Nanda yaklagiml alt grup kavramini [16], N. Kuroki
yaklagimli alt halka kavramimni [17] tammlamistir. N. Kuroki ve P. P. Wang [18]
normal alt gruplar i¢in alt ve st yaklagimlarin baz ozelliklerini incelemisglerdir. Bu
caligmalarda yontemler her ne kadar dogru olsa da bazi eksiklikler daha sonralari
fark edilmistir. Bu ve benzeri cebirsel yapilar i¢in [19-29] ¢aligmalarina bakilabilir.

1999 da D. Molodtsow, farkli bir kiime teorisi olarak “Fsnek Kume” kavramini
agiklamigtir [30]. Bu kiime teorisi de hem miihendislik hem de teorik alanlarda
oldukga ragbet gérmiigtiir [31,32].

2002 de ise, J. F. Peters tarafindan yaklagimli kiimelerin genellestirilmesi olarak
“Yakin Kime” teorisi geligtirilmistir [33]. Yakin kiimelerde veriler, yaklagiml kiime-
lerin aksine bilgi tablolar1 gibi ¢ok yer kaplayan karmasik araclar yerine reel degerli
fonksiyonlar kullanilarak elde edilir. Bu durum yakin kiime teorisini matematiksel
modellemeler acisindan avantajh kilar. Ozellikle gozlemlenebilen her olayin, oldugu
gibi veya ilgili sonuclariyla birlikte bilisimsel algisinin gerceklegebilmesini saglar.
Konu ile ilgili [34-39] ¢aligmalarina bakilabilir.

1875 lerde G. Cantor tarafindan verilen kiime tanimi dikkate alindiginda; bulanik
kiimeler, yaklagimli kiimeler ve yakin kiimeler Cantor kiime kavramini tamamlayan
teorilerdir. Tim bu teorilerin temelinde klasik kiime ve aksiyomatik kiime teorisi
yer almaktadir.

Cantor kiime kavrami, bulanik kiimeler, yaklagimh kiimeler, esnek kiimeler ve
yakin kiimeler birbirleri ile iligkilidirler. Z. Pawlak yaklagiml kiimeleri, Cantor kiime
kavraminin yeni bir formu olarak tanimlamigtir. Bunun yaninda her yaklagimh kiime
bir yakin kiimedir. Ancak her yakin kiime yaklagiml kiime degildir. Bu durumda
yakin kiimeler yaklagimli kiimelerin genellegtirilmesidir.

Bulanik kiimeler, bulanik tiyelik fonksiyonlar ile karakterize edilir. Yakin kiime-
ler ise 1993 de M. Pavel [40] tarafindan goriintiilerin topolojisi ve goriintii kayitlarinin
caligilmasinin bir pargasi olarak tanimlanan reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar: kullani-

larak belirlenir. Yakin kiime teorisindeki ¢ikarim fonksiyonlari, her bulanik tyelik



fonksiyonu cikarim fonksiyonunun 6zel bir durumu oldugundan, bulanik kiimeler ve
yakin kiimeler arasinda bir bag kurar. Bdylece her bulanik kiime bir yakin kiime
olarak dikkate alinabilir.

Benzer iligkiler esnek kiimeler ile diger kiime teorileri arasinda da vardir. Tiim
bu baglar, farkl kiime teorilerinin birbirlerini tamamlar nitelikte oldugunu gosterir.

Yakin yaklagim uzayi1, muhtevasit ve kullanilan metotlar itibariyle yakin kiime
teorisi i¢in zengin bir temel kaynak niteligindedir. Yaklasimli kiime teorisi ile olan
benzerlikleri teorinin gelisimi dikkate alindiginda dogal bir siiregtir. Z. Pawlak ve
J. F. Peters’in kurduklar: yakin dostluktan yaklagimh kiimelerden daha genel olan
yakin kiimeler gikmugtir [33]. J. F. Peters daha sonralar1 yakin kiimeler igin birgok
teknik aragtirmugtir. J. F. Peters, topoloji ve topolojik uygulamalar [34], bilgisayarh
uygulamalar [41-45] ve ozellikle goriintii analizi tizerine aragtirmalar yapmaktadir
[46-50].

Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma dort boliimden olugmaktadir. Birinci
boliimde sonraki boltimlerin daha iyi bir sekilde anlagilabilmesi i¢in bazi temel
kavram ve teoremlere yer verildi. Bunlar; yakin kiimeler, temel yaklagim uzaylari ve
yakin yaklagim uzaylari ile ilgili tanim ve teoremlerdir. Bu boliimde ozellikle yakin
yaklagim uzay1 kavrami yapisal olarak tiim bilegenleriyle detayh olarak ele alindi.
Yakin yaklagim uzaylarinda tanimlanan alt, iist yaklagim ve sinir bolgesi kavramlar:
orneklerle birlikte verildi. Yakin kiimeler ile yakin yaklagim uzaylarinda tanimlanan
yaklagimlar arasindaki iligkiler incelendi. Ayrica bu boliimiin son kisminda tanimsal
tabanli kiime iglemlerine yer verildi.

Tkinci boliimde; yakinlik yar1 gruplar: incelendi. Iki kisimdan olusan bu béliimde
oncelikle tam ayirt edilemezlik bagmmtisi kavrami ve yakin yaklagim uzaylarinda
alt ve iist yaklagimlarin bazi ozellikleri incelendi. Ikinei kisimda yakmn yaklagim
uzaylarinda bir kiimenin st yaklagimi dikkate alinarak yakinlik yari gruplari ve
yakinlik yar1 gruplarinin yakinlik idealleri tanimlandi. Bu kavramlarla ilgili ornekler
verilerek yakinlik yari grubunun yakinlik sol, sag ve iki yanlh ideali kavramlar ile
ilgili baz1 o6zellikler arastirildi.

ﬁgﬁneﬁ boliimde; yakin yaklagim uzaylarinda tek iglemli cebirsel yapilardan biri

olan yakinlik gruplar1 verildi. Bu boliim beg kisma ayrildi. Ik kisimda yakinlik



gruplarinin ve alt yakinlik gruplarinin tanimlari 6rneklerle birlikte arastirildi. Yakin-
lik gruplarinin elemanlarinin bazi temel 6zellikleri incelendi. Ikinci kisimda normal
alt yakmlik gruplari verildi. Uciincii ve dérdiincii kisimlarda bir yakmlik grubunun
bostan farkl bir alt kiimesinin alt yakinlik grubu olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul elde edildi. Yakinlik gruplar1 dikkate alinarak, zayif kalan siniflari incelendi.
Iki zayif kalan siifinin ¢arpiminin tamimi verildi. Bu carpimla birlikte normal alt
yakinlik gruplarina gerek kalmadan zayif kalan siniflarinin yakinlik grubunun hangi
sartlar altinda var oldugu arastirildi. Ayrica, kiimeler ailesinin bir alt kiimesinin
st yaklagiminin tanimi tanimsal arakesit yardimiyla elde edildi. Bu bolimiin son
kisminda ise farkli veya ayni yakin yaklagim uzaylarinda verilen yakinlik gruplar:
arasinda tamimlanan yakinlik grup homomorfizmasi kavrami ele alindi. Yakinlk
grup homomorfizmalarinin bazi temel 6zellikleri incelendi. Bunlardan bagka kisitlan-
mig yakinlik grup homomorfizmasi kavramina ve bu kavramlar yardinmi ile yakinlik
gruplart i¢in temel yakinlik homomorfizma teoremine yer verildi.

Dordiincii boliimde; iki iglemli yakinlik cebirsel yapilarindan yakinlik halkalar:
incelendi. ﬁg kissmdan olugan bu bolumin ilk kisminda; yakinlik halkalari, alt
yakinlik halkalar1 ve yakinlik halkalarinin yakinlik idealleri kavramlar1 orneklerle
birlikte verildi. Bir yakinlik halkasinin bostan farkli bir alt kiimesinin alt yakinlik
halkas: ve iki (veya sonlu sayida) alt yakinlhk halkalarimin (ideallerinin) arakesitleri-
nin yine bir alt yakinlhk halkas: (ideali) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar
arastirildi. Ikinci kisimda, bir yakinhk halkas: tizerinde zayif esdegerlik bagintisinin
tanimina ve zayif esdegerlik bagintisinin yakinlik halkalarinda belirttigi zayif kalan
siniflarina yer verildi. Tki zayif kalan siifinin toplami ve ¢arpimi tanimlandi. Bu
iglemlerle birlikte yakinlik ideallerine gerek kalmaksizin zayif kalan siniflarinin yakin-
lik halkalarinin hangi sartlar altinda var oldugu gosterilerek ornekler incelendi. Bu
boliimiin son kisminda ise yakinlik halkalar1 arasinda tanimlanan yakinlik halka
homomorfizmasi kavrami verilerek yakinlik halka homomorfizmalarinin bazi temel
ozellikleri aragtirildi. Son olarak; kisitlanmig yakinlik halka homomorfizmas: kavrami
ve bu kavramlar yardimi ile yakinlk halkalar: igin temel yakinlik homomorfizma

teoremi elde edildi.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim beg kisimdan olusmaktadir. Ik kisimda yaklagimh kiimeler, ikinei kisimda
yakin kiimeler, tigiincii kisimda temel yaklagim uzaylar1 ve dordiinci kisimda yakin
yaklagim uzaylari ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verildi. Son kisim ise tanimsal

tabanli kiime iglemlerine ayrildi.

1.1 Yaklasimh Kiimeler

Yaklagimli kiimeler kurami, her nesnenin bilgi ve olgiimlerle tanimlanabildigi varsay1-
lan evren dikkate almarak tammlanmigtir [51].

Ornegin, nesneleri belirli bir hastaliga yakalanan bireyler olarak belirlenirse, has-
taligin belirtileri hastalara ait bilgi ve Ol¢timlerdir. Ayni belirtileri gosteren tiim
hastalar, mevcut veriler yoniiyle benzerlik gosterebilir. Hastalarin 6zellikleriyle ilgili
bilgiler, temel birimler olarak yorumlanabilecek parcalari olugtur. Bu birimlere temel
kiimeler veya kavramlar denilir ve bu birimler bilgilerimizin temel yapitaslari olarak
degerlendirilir. Temel kavramlar, bilegik kavramlarin bir araya getirilmesiyle olusur.
Temel kiimelerin birlesimine klasik kiime adi verilir ve diger kiimelere de yaklagimh
(belirsiz, kararsiz) denir.

Yaklagimhi kiimelerde siur bolgesi kavrami vardir. Ornegin kiimenin iiyeleri
ya da tlimleyeninin bilegenleriyle kesinlikle simiflandirilamayacak nesneler kiimesi
sinir bolgesi kavrami ile simiflandirilabilir. Klasik kiimelerin sinir bolgeleri tanimh
degildir. Bu ise siir bolgelerinin mevcut bilgilerle tam olarak siniflandirilamayacagi
anlamina gelir.

Boylece, nesnelerin sadece mevcut verileriyle belirlenebilecegi varsayimi, bilgilerin
parcali yapisinin fark edilmesini saglar. Bilgilerin pargali yapisindan dolay1, nesnele-
rin ayrimi yapilamaz ve ayni veya benzer olarak gozlemlenir. Sonug olarak belirsiz

kavramlar, belirli olanlarin aksine elemanlarla ilgili bilgiler cinsinden tanimlanamaz.



Bu ytizden onerilen yontemde herhangi bir belirsiz kavramin, alt ve tist belirsizlik
kavramlari olarak adlandirilan belirli iki kavramla yer degistirilebilecegi varsayilir.

Alt yaklagim, nitelik bakimmdan aym degerlere sahip nesnelerden olugur. Ust
yaklagim ise, nitelik bakimindan aym degerlere sahip olmasi muhtemel tiim nesneleri
icerir. Buradan acikga goriiliir ki, alt ve tist yaklagimlar arasindaki fark, belirsizlik
kavraminin sinir bolgesini olugturur. Bu iki yaklagim, yaklagimh kiimeler teorisinin
iki temel kavramidir.

Yaklagimli kiime teorisi, diger bircok matematik teorileriyle belli dlgiilerde ortii-
sur. Ozellikle bulanik kiime teorisi ve Dempster-Shafer (Evidence) teorisiyle iligkisi
ilgi gekicidir [52,53]. Ayrica yaklagimlh kiime teorisi, diskriminant analiz gibi bir¢ok
metotla da iligkilidir [54]. Yaklasimh kiime teorisi igin karar analizi yontemleri
geligtirilmistir [55, 56].

Bu iligkilerlerle beraber, yaklagimlh kiime teorisi kendine has ozellikleriyle bagim-
siz bir disiplin olarak kargimiza ¢ikar. Yaklagimli kiime teorisi yontem olarak kuram-
sal bilimlerin, ozellikle de yapay zeka, bilgi 6grenme, karar analizi, veri tabanlarindan
bilgi secimi, akilli simiilasyon sistemleri, tiimevarimsal diiginme ve ortintii tanima
alanlarinin temelinde yer alir.

Bu teoride veriler, genellikle niteliklerin yer aldigi siitunlar ve nesnelerle birlikte
bu nesnelerin niteliklerinin aldig1 degerlerden olugan satirlardan meydana gelen, bilgi

tablolar1 biciminde verilir.

Ornek 1.1.1. [51]

Hasta | Bas Agrisy | Kas Agrisy | Vicut Sicakhgr | Grip
D1 yok var yuksek var
Do var yok yuksek var
D3 var var cok yuksek var
D4 yok var normal yok
Ds var yok yuksek yok
Dé yok var cok yiiksek var

Tablo 1



Tablo 1 in sttunlarinda belirtilere, satirlarinda ise hastaliga ait nitelik degerleri-
ne yer verilmistir. Tablo 1 deki satirlarin her biri, belirli bir hastaya ait bilgiler:
gosterir.

Ornegin, ps hastast asaqidaki nitel veriler kiimesiyle karakterizedir.

(Bas agrisi, var), (Kas agrisi, var), (Viicut sicaklg, yiksek), (Grip, var)

Tablo 1 de ps, p3 ve ps hastalar: bas agrisina gore; ps ve pg hastalar: kas agrisi ve
gribe gore; ps ve ps bas agrisi, kas agrisy ve vicut sicakligina gore ayrt edilemezdir.
Bu nedenle, drnegin bas agrise niteligi, {ps,ps,ps} ve {p1,p1,pe} olmak iizere iki
temel kime olusturur. Bunun gibi, bas agrise ve kas agrist da {p1,ps, e}, {D2,Ps}
ve {ps} temel kimeleri olusturur. Benzer sekilde, niteliklerin her farkl segimi igin
farkl, temel kimeler tanimlanabilir.

p2 hastasy grip iken, ps hastasy grip degildir ve py, ps hastalary bas agrisi, kas
agrist ve viucut sicakligina gore aiyrt edilemezdir. Bu ytzden grip; bas agrisi, kas
agrist ve viucut sicakligr nitelikler: ile karakterize degildir. Bu nedenle, ps ve ps
mevcut verilerle tam olarak siniflandirilamayacak sinar bolgesindedir.

Diger hastalar; py, p3 ve pg kesin olarak grip hastasy olduklariny gosteren belirti-
lere sahiptir. ps ve ps ise grip hastalarimin disinda tutulamayacak belirtilere sahiptir.
ps kesinlikle grip hastasy olmadiginy gosteren belirtilere sahiptir. Bu yizden grip
hastalary kiimesinin alt yaklasima, {p1,ps,ps} kimesidir. Kimenin st yaklagima
ise {p1,p2,D3,P5,P6} kiimesidir. Bu kiimenin simr bélgesinde py ve ps hastalar
yer alir. Benzer sekilde; py grip hastasy degildir ve py ile ps grip hastalar, disinda
tutulamaz. Bu yilizden bu kavramun (grip hastalige var) alt yaklagvma {p,} kiimesidir.
Ust yaklagima ise {p2,ps, s} kiimesi olur. Grip hastast olmayanlarin sinar bolgesi

onceki durumdaki gibi {pa, ps} kimesidir.

1.1.1  Alt, Ust Yaklasimlar ve Siir Bolgesi

Bog olmayan, sonlu U ve A kiimeleri dikkate alinsin. U evrensel kiime, A nitelikler
kiimesi ve a € A olmak iizere, V, niteliklerin degerler kiimesi olsun. A kiimesinin
herhangi bir alt kiimesi B olmak {izere, U tizerinde ayirt edilemezlik bagimntis1 I(B)

soyle tanimhdir:



Bir x nesnesinin a niteligine gore degerlendirilmesi a(x) € V, olmak tizere; her
a € Aigin a(x) = a(y) ise xI(B)y dir, yani = ve y nesneleri B nin nitelikleri ile ayirt
edilemezdir.

Agikga gortilityor ki, I(B) bir denklik bagntisidir. [(B) nin biitiin denklik
simiflarinin ailesi, yani B tarafindan belirlenen boliim kiimesi U /1(B) ya da basitce
U,/ B seklinde gosterilir. U,/ B boliim kiimesinde, z in bir denklik siifi B(z) ile
gosterilir.

Eger (z,y) € I(B) ise x ve y, B—ayurt edilemezdir. I(B) bagmntisinin denklik

simiflarina B-temel kiimeleri denir.

Tanmim 1.1.1. [51] U evrensel kiime ve X C U olsun.
B.(X)={xeU|B(x) C X}

kumesine X kiumesinin B-alt yaklasim: denar.

Tanim 1.1.2. [51] U evrensel kiime ve X C U olsun.
B (X)={zeU|Blx)nX #0}

kumesine X kumesinin B-ust yaklasime denair.

Tanmim 1.1.3. [51] U evrensel kiime ve X C U olsun.
BNp(X) = B*(X) - B.(X)
kiimesine X kimesinin B-simr bolgest denir.

Eger X kiimesinin siir bolgesi bog kiime ise, yani BNg(X) = () ise X kiimesi B
ye gore klasik kiimedir. Diger durumda, yani BNg(X) # 0 ise X kiimesi B ye gore
yaklagimli kiimedir.

Yaklagimli kiime, yaklagimin kesinlik durumunu belirten

_1B.X)
=B )

katsayisi ile ifade edilebilir. |B,(X)| ifadesi, B.(X) B-alt yaklagimindaki nesnelerin
sayisidir. Agikca 0 < ap (X) < 1dir. ag (X) = 1ise X kiimesi B ye gore klasiktir.
ap (X) < 1ise X kiimesi B ye gore yaklagimh kiimedir [51].



Bir X kiimesinin, B-alt, B-iist yaklagimlar1 ve op katsayisi kavramlari icin Ornek

1.1.1 dikkate almarak verilen Ornek 1.1.2 incelenebilir.

Ornek 1.1.2. [51] Ornek 1.1.1 den, grip kavramu dikkate alinirsa X = {p1,p2,P3, D6 }
ve nitelikler kiimesi B = { Bas agrisi, Kas agrisy, Viicut sicaklige} dor. Kolayca gorii-
lir ki, grip yaklasimle olarak B-tamimlanabilirdir. Clinki B.(X) = {p1,ps,pe} # 0
ve B*(X) = {p1,p2,p3,p5, 06} # U dur. Bu durum i¢in apg (grip) = % dir. Bu
sonug, grip hastaliginin bas agrisi, kas agrise ve vicut sicakhge belirtileri yardimayla
kisma olarak karakterize edilebilecegi anlamina gelir.

Sadece B = {Bas agrisi} belirtisi dikkate alinsin. Bu durumda B.(X) = 0 ve
B*(X) = U olur. Bu sonug, grip kavramimn bas agrisy niteligine gore tamamen ayurt
edilemez oldugu anlamina gelir. Bu ise bas agrisinin grip hastalgiyla karakterize bir

belirti olmadiginy gosterir. B = { Viicut sicakhgi} niteligi ele alinsin. Bu durumda

B.(X) = {ps,pe} # 0 ve B*(X) = {p1,p2,p3,05,06} # U olur. Burada tekrar grip

2

kavramainin kolayca tanymlanabilecegi gorilir. Fakat bu kez ap (X) = £ tir ki bu grip

hastaligimin diger tum belirtilere gore vicut sicakligy belirtisiyle daha az karakterize

oldugu anlamina gelir. Bu durumda ise py, grip hastasi olarak degerlendirilemez.

Yaklagimli kiimeler,
B (X N B (x)]
px (x) =
x B (z)|

ile belirlenen

yaklagimli tiyelik fonksiyonu kullanilarak da tamimlanabilir [52]. Buradan agikca
goriiliir ki % (z) € [0,1] dir. Yaklagimli iiyelik fonksiyonu yardimiyla bir kiimenin

yaklagimlar1 ve siir bolgesi asagidaki gibi tanimlidir:

B.(X)={zeU|pf(z)=1},
B (X)={zeU|p} (z) >0},

)
)
BNp(X)={z e U|0<puf(z) <1}.

Uyelik fonksiyonunun degeri p® (x) bir kogullu olasihktir ve X kiimesine ait
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elemanlarinin kesinlik derecesi (veya 1 — pf (z) degeri = elemanlarmin kesinsizlik

derecesi) olarak yorumlanabilir [52].

1.1.2 Yaklasimli Kiimelerin Uygulamalari ve Avantajlari

Yaklagiml kiime teorisinin bir¢ok kullanim alani vardir [51]. Tip, farmakoloji,
bankacilik, pazarlama aragtirmalar: alanlarinda konuyla ilgili ¢ok sayida uygulamalar
vardir. Ayrica ses bilimleri ve bagimsiz konusma tanima alanlarinda oldukca ilging
sonuclar elde edilmistir. Yaklagimh kiime metodu, ol¢iimler, cihazlarin bagimsiz
karar alabilmesi, yapay zeka, uzman sistemler, malzeme bilimleri ve stire¢ kontrol
gibi bir¢ok miihendislik uygulamasinda ayri bir oneme sahiptir. Dil bilimlerinde ve
gevre bilimlerindeki uygulamalar da diger onemli uygulamalarindandir. Yaklagimh
kiime teorisinin farkl uygulamalar igin [21,52,55,56] kaynaklarima bakilabilir.
Yaklagimli kiime uygulamalari uygun bir yazilim gerektirir. I§ istasyonlar1 ve
kisisel bilgisayarlarda yaklagimli kiime teorisine dayali bir¢cok yazilim gelistirilmeye

devam edilmektedir.

Yaklagimli kiime teorisinin avantajlarindan bazilar: sunlardir:

- Verilerdeki sakl iligkilerin fark edilebilmesi i¢in etkili algoritmalar sunar.
- Veri hazirlanmasinda kullanilir.

- Verilerin 6nemini degerlendirir.

- Verilerden karar alma ilkeleri belirleyebilecek algoritmalar olusturur.

- Anlamay kolaylastirir.

- Elde edilen sonuclarin yorumlanabilmesini saglar.

Bugiine kadar, yaklagiml kiime teorisi ve uygulamalariyla ilgili ¢cok sayida yayin
yapilmigtir. Yaklagimh kiime teorisinin bir ¢ok basarili uygulamalarima ragmen,
kargilagilan birkag teorik ve pratik problem konuyla ilgili yeni ¢aligmalari gerektirmek-
tedir. Ozellikle verilerdeki yigilmalar, veri analizine dayali yaklagiml kiime teorisi
icin geligtirilecek etkili yazilimlarin onemini bir kat daha arttirmaktadir.

Verilerden yola cikarak; uygun karar verme yontemleri arasinda bir ¢ok etkili

yontem olmasina ragmen, yaklagimli kiime teorisine dayali yontemler son yillarda
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geligtirilmeye baglanmigtir. Ayrica, sinir aglar1 ve Ortintii tanima yontemleri ile
yaklagimli kiimeler arasindaki iligkinin aragtirilmas: dikkat gekicidir [51]. Yaklagimh

kiime teorisiyle ilgili temel fikirler i¢in [13,56,64] ¢caliymalarina bakilabilir.

1.2 Yakin Kumeler

Bu kisimda yakin kiime kavraminin temelleri, ¢ikarim fonksiyonlari, yakin kiimeler

ve bu kavramlarla ilgili bazi 6zellikler verilecektir [57].

1.2.1 Yakin Kime Kavraminin Temelleri

Yakin kiime teorisi, dijital goriintiiler arasindaki benzerliklerin kargilagtirilmasi prob-
leminden ortaya ¢ikmistir. Yakin kiimelerin basit bir 6rnegini dijital goriintii ¢iftle-
rinde gorebiliriz. Ornegin, bir goriintiideki simfin alt goriintiileri, diger goriintiideki
sinifin alt gortintiileri ile benzer tanimlamalara sahip olabilir.

Genel olarak, yakin kiimeler nesnelerin kendisi ile veya bagka bir kiime ile benzer
tanimlamalar tagimasi ile belirlenir.

Yakin kiime teorisi, ayrik kiimelerdeki nesnelerden elde edilen benzer bilgilerin
metot olarak kullanilabilmesini saglar, yani nesnelerin gozlemlenmesi, karsilagtiril-
mas1 ve siniflandirilmasi i¢in yakin kiime teorisi kullanilir. Yakin kiimelerin kesfi,
gozlemlenen nesneler icin uygun bir tanimlama yontemi secilmesi ile baglar. Bu ise
gozlemlenen nesnelerin ozelliklerini temsil eden fonksiyonlarin segimi ile miimkiin
olmaktadir. Bu fonksiyonlar i¢in temel model ilk olarak 1993 te M. Pavel tarafindan,
dijital goriintiilerin simiflandirilmast igin verilmigtir [40].

Yakin kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici ozelliklerini temsil eden gikarim
fonksiyonlar1 bir nesneden, gozlemlenebilen o6zelliklerin degerine kargilik gelen bir

reel sayiya tammhidir [57].

Tanim 1.2.1. (Cikarim Fonksiyonu) [35,57] Algilanabilen nesnelerin ayurt edici

ozelliklerini temsil eden reel degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.

Cikarim fonksiyonlari nesneler arasinda oldugu gibi benzer nesnelerden olusan

kiimeler arasinda da benzerlikler kurar [43]. Nesnelerin aralarindaki benzerlikler
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dikkate alinirsa birbirlerine yakin olduklar1 gézlemlenir. Benzer sekilde nesnelerin
olusturdugu kiimeler de benzerlikler yoniiyle birbirlerine belli derecelerde yakin
olurlar.

Yakin kiimeler, miihendislik ve doga problemlerinin yani sira ozellikle goriinti
isleme, goriintii analizi gibi insan algisi ile ilgili problemlerin ¢oziimii i¢in ideal
bir yapt sunar. Yakin kiime teorisindeki algi kavrami, Merleau-Ponty [58] nin
caligmasinda bulunan alg fikri ile psikofizikteki [59] alg1 fikrinin kombinasyonlarimdan
olugur [60]. Psikofizikte bir nesnenin algilanmasi (yani bir nesne ile ilgili bizim
bildiklerimiz), beynin korteksindeki sinyal degerlerinin (uyartilarin) kaynagi olan
duyu girigleri ile miimkiindiir. Bu gériige gore algilama, algilayici (reseptor) aktarim-
lar1 nasil ilgili duyunun korteks hiicrelerine gidiyorsa, duyularla algilanabilen nesneler
kiimesinin ¢ikarim dontisiimleri de, zihnimiz tarafindan nesnelerin 6zelliklerine karsi-
lik gelen sinyal degerlerini temsil eden reel degerler kiimesine tanimhdir. Boyle
dontigtimlere ¢ikarm fonksiyonlar: denir. Bir ¢ikarim, ¢evremizdeki nesnelerin goz-
lemlenebilen fiziksel karakteristiklerini olcer. Diger bir ifade ile ¢ikarim fonksiyonu,
genellikle karakteristik zelliklerin ¢ikarimi olarak adlandirilan igin temelidir [61].

Bir nesnenin duyularla hissedilebilen fiziksel karakteristikleri nesnenin ayirt edici
ozellikleri ile bilinebilir. Bu anlamda ayirt edici 6zellik kavrami S. Watanabe tarafin-
dan 1985 te “Insan ve Mekanik 7 calismasmda kullamlmigtir [62], yani ayirt edici
ozellik kavrami fiziksel nesnelerin gozlemlenebilir baz 6zellikleri demektir. Her bir
ayirt edici ozellik, ¢ikarim fonksiyonu olarak adlandirilan reel degerli fonksiyonlarla
temsil edilir. Her bir ayirt edici 6zelligi (renk gibi) temsil eden ¢ikarim fonksiyonlar:
bir tane olabilecegi gibi birden fazla da olabilir (grayscale veya RGB gibi) [60].

(ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve algilanabilen nesnelerin kiimesi yakin kiime
teorisinin temelinde yer alir. Bu iki kavram birlikte diigiintildiigiinde ortaya bilgi

sistemi dedigimiz yapi ¢ikar [60].

Aksiyom 1.2.1. [60] Bir nesne algilanabilirdir ancak ve ancak bu nesne tanimlana-

bilirdir.

Merleau-Ponty nin goriigtine gore bir nesne tanimlanabildigi 6l¢iide algilanabilir.

Diger bir deyimle, bir nesne ne kadar tanimlanabiliyorsa o kadar algilanabilir. J. H.
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Poincaré [63] deki bir duyunun kavranmasi ve yakin kiime teorisinden bir gikarim
fonksiyonu igin bir fiziksel model [48,64], gorsel alg1 agisindan E. C. Zeeman tarafin-
dan 1962 de agiklanmigtir [65]. Yapilan bu tespitler yakin kiime teorisindeki gikarim

fonksiyonlariin nasil belirlenebilecegi ile ilgili yapisal bir model olugturur [57,60,64].

Tanim 1.2.2. (Gorsel Cikarim Fonksiyonu) [60] Algilanabilen nesneler yansi-
yan 151g1n kaynagindaki gorsel cisimlerin aywrt edici ozellikleri olmak tizere, O algila-
nabilen nesnelerin kiimesi olsun. R reel sayilar kumest ve X C O olmak tzere, bir
@ gorsel ¢ikarim fonksiyonu

p: X —R

seklinde tanymhdir. x € X nesnesi i¢in ¢ (z), © nesnesinin gorsel alqidaki zenginligi

temsil eder.

Aksiyom 1.2.2. [60] Nesne tanimlamalarina formiillestirmek nesnelerin matematik-

sel olarak algilanmasini saglar.

Yakin kiime kavraminda, kiimelerin yakinligi algilanabilen sistemler dikkate alina-
rak incelenir [64]. J. H. Poincaré’in, bir fiziksel zaman-mekan siirekliligindeki dijital
gortintiiler gibi nesnelerin algilanmasi fikri, algilanabilir bilgi sistemleri ile benzer

olan ancak ayni olmayan algilanabilir sistemler ile miimkiin olabilmektedir [48, 64].

Tanmim 1.2.3. (Algilanabilir Sistem) [57] O algilanabilen nesnelerin bostan farkl
sonlu bir kumesi ve F nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksi-
yonlarimn bos olmayan bir kiimesi olmak tizere, (O, F) ye bir alglanabilir sistem

denir.

Cikarim fonksiyonlar: daha genel olarak reel degerli olmayan fonksiyonlar olarak
da dikkate alinabilir, yani V' bostan farkli herhangi bir kiime, X C O algilanabilen

nesnelerin kiimesi olmak tizere, ¢ikarim fonksiyonu

p: X —V

seklinde tanimlanabilir [66]. Reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar: kullanilarak her ne
kadar cebirsel yapilar ¢aligilabilse de, bu tanim yakin kiimeler teorisinde mantik ve

cebirsel yapilarin teorik olarak da caligilabilmesine imkan saglar.
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1.2.2 Yakin Kumeler

Sembol | Anlama

R Reel sayilar kiimesi,

@) Algilanabilir nesnelerin kiimesi,
X X C O, ornek nesnelerin kiimesi,
x x € O, ornek nesne,

Nesnelerin ayirt edici ozelliklerini temsil eden

}'

¢gikarim fonksiyonlarinin kiimesi,
B B C F,
L Tanim uzunlugu,

i i<L, LelZt,
i @i : O — R, gikarim fonksiyonu,

P ® : O — R’ nesne tamimlamast,

P ([L’) o (IL’) = (901 (.CE) )y P2 (IL’) ) P3 (l’) 3oy Pi (.T) 3oy PL ($))

Tablo 2

Nesneler ancak matematiksel bir takim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar sis-
temleri tarafindan algilanabilirler. Bir z € X nesnesinin tanimi, ¢ikarim fonksiyonla-
r1 yardimiyla belirlenen ® (x) fonksiyonu ile belirlenir. Burada énemli konulardan
biri de ¢; € B c¢karim fonksiyonlarinin, nesnelerin hangi yoniiyle tanimlandig:
dikkate alinarak belirlenmesidir. B C F, X C O ornek nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmin kiimesi ve ¢; : @ — R olmak
lizere, ; € B olsun. Nesnelerin ayirt edici ozelliklerini temsil eden ¢; fonksiyonlari-

nin, @; () degerlerinin bilegimi dikkate alinirsa

d: 0 — R,

®(2) = (p1(2) 02 (2) 03 (2) s (2) s o1 ()
tanim uzunlugu |®| = L olan nesne tammlamasidir. Ozellikle goriintii analizi gibi

bilgisayar uygulamalar dikkate alinirsa, ® () tammlamasinin altinda sezgisel olarak
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@; fonksiyonlar1 tarafindan modellenen her bir sensortin olgiimlerinin kaydedilmesi

vardir.

Ornek 1.2.1. (Organizmalarda Davrans Tanwmlamast) [57]

x;|s a p(s,a) r

z110 1 0.1 0.75
2|0 2 0.1 0.75
zs|1 2 005 0.1
zg |1 3 0.056 0.1
z5 |0 1 0.03 0.75
¢ [0 2 0.02 0.75
7|1 2 0.01 0.9
zg |1 3 0.025 0.9

Tablo 3

Organizmalarda gozlemlenebilen davranislarin matematiksel olarak modellenebilmesi,
ilgili ¢ikarvm fonksiyonlarinin kullanilmasy ile mumkin olabilmektedir. X C O
organizmalarin kiimesi ve B = {s,a,p (s,a),r} C F davramslarin ayert edici ozellik-
lerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Davranis tanimlamase,
Tablo 3 te verildigi gibi, durum (state) s : X — {0, 1}, hareket (action) a : X —
{1,2,3}, bir durumdaki hareket tercihi p (s,a) : S x A — [0, 1], bir onceki durumda
gergeklestirilen hareketin sonuglar ve s durumundaki gézlem r: X — [0, 1] olmak
uzere;
(s,a,p(s,a),r)

¢ikarim fonksiyonlar ile temsil edilebilir. s durumunda tercih edilen hareket p (s, a)+
p6 (r,s) kullanilarak hesaplanir. Burada B organizmanin égrenme orany ve 6 (1, S)
ise bir hareketin kalitesini degerlendirmek icin kullaniler [44]. Bu durumda x € X

organizmasimn davranis tamimlamas:

dir.
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Uyar1 1.2.1. Bu ornekte kullanian ¢ikarim fonksiyonlarinin cesitliligi ve sayist

problemlerin ¢ozimine yonelik olarak artirilabilir veya azaltilabilir.

Sembol | Anlama

~p | ~p={(z,2) | p(x) =¢(2"), Ve € B}, ayirt edilemezlik bagintis,

z]g | [z]g={2" € X |z ~p '}, yakinlik sify,
O/ ~p| 0/ ~g={[z]z | x € O}, boliim kiimesi,
8 |E8=0/~5p,

Ay, | Ay, =i (@) — i (z)], gikarim fonksiyonlarmm fark.

Tablo 4

X C O kiimelerindeki nesneler benzer tanimlamalara sahip ise o zaman nesneler
birbirlerine yakindirlar. Her bir ¢, bir nesnenin ayirt edici bir ozelligini belirtir

(Tablo 1). Bu durumda z, 2’ € O olmak tizere, A, fark:

Ay, = lpi (¢) — @i (z)]

seklinde tanmmmhdir. A, farki, Z. Pawlak tarafindan tanimlanan aywrt edilemezlik

bagmtisin belirler [77].

Tamim 1.2.4. [57] x,2' € O ve B C F olsun. i < |®| tanam uzunlugu olmak tzere,

{(z,2) e OxO| Vyp, € B, A,, =0}

seklinde tanimlanan bagintiya O tzerinde ayrt edilemezlik bagintisy denir ve “~g”

ile gosterilir.

Tanim 1.2.5. [57] B C F, nesnelerinin tanwmlanmasu ile ilgili ¢ikarvm fonksiyonla-
rinn kimesi olsun. x,x" € O olmak tzere, v ~,3 @' (A, = 0) olacak sekilde en
az bir ¢; € B var ise x ve x’ nesneleri birbirlerine minimal yakindur denir. Minimal

yakinlk, ” Yakinlhk Tanimlama Ilkesi - NDP” olarak da adlandirlar.
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Teorem 1.2.1. [57] [z]|5 € &g sumfindaki nesneler yakin nesnelerdir.

ispat. ¢ = O/ ~p, O nesneler kiimesinin bir ayrigimi ve [z]5 € {p olmak {izere,
z,z" € [z]g olsun. Tablo 2 ve ayirt edilemezlik bagintisinin tanimi dikkate alinirsa,
her bir ¢; € B icin A, = |¢; (z') — ¢i (x)| = 0 dir. Boylece Yakinhk Tanimlama

Tlkesi - NDP kavrammdan z ve 2’/ nesneleri yakin nesnelerdir. O]

Tamm 1.2.6. (Nesne Yakinhginan Olgiimii) [57] B C F drnek nesnelerin ayurt
edici ézelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlariman kiimesi, X, X' C O kiimeleri
de swraswyla ilgili nesnelerin ve test nesnelerinin kiimeleri ve i < |B| olmak iizere,

v; € B olsun.

EB :xz~; ' zeX, 2'eX’
M;—j(X/):H@G fe? 72 70 3

seklinde tanimlanan

u§ :P(O) —[0,1]

fonksiyonuna yakinlk ol¢im fonksiyonu denir.

Ornek 1.2.2. (Yakin Nesneler) [57] O, érnek mobilyalarn bir kiimesi olsun.
Xk, X1r C O kumeler: siraswyla K fabrikasinda tretilen masalarin ve L fabrikasinda
tretilen sandalyelerin kimest olsun. Kabul edelim ki, p; € B C F fonksiyonlar,
O daki mobilyalarin ayurt edici ozelliklering temsil etsin. Ayrica, i < |B| = 5 ve
r € Xg masasi ve ' € X, sandalyesi sadece p; agisindan ayirt edilemez olsun. Bu

durumda bir x € Xg masasi ve bir ' € Xy, sandalyesi i¢in x ~,y @' oldugundan

u)fK (X1) =+ olur.
Yakin kiime yaklagiminda nesnelerin taninmasi i¢in temel fikir, nesne tanimlama-

larimin karsilastirilmasidir. X ve X’ kiimeleri, kismi olarak ayni tanimlamalara sahip

nesneler iceriyorlarsa birbirlerine yakindir.

Tanmm 1.2.7. [57] X, X' C O ve B C F olsun. Bu durumda x € X, 2’ € X' i¢in

T ~py ' olacak sekilde ; € B varsa X kiimesi X' kimesine yakindur denir.

Uyar: 1.2.2. [57] X, X' ile yakwn ise, bu durumda X, X' ile ilgili yakin kiime ve X'
de, X ile ilgili yakin kimedir. Tanwm 1.2.7 de X' ile X yer degistirirse, bu durum

yansimaly yakinlk kavramina yol acar.
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Tamim 1.2.8. [57] X C O vex, 2’ € X olsun. x, x’ nesnesine yakin ise X kiimesine

kendisi ile ilgili yakin kume veya bu duruma X kiimesinin yansimaly yakinhg denir.

Teorem 1.2.2. [57] £ = O/ ~p ayrisymandaki her bir sinaf yakin kimedir.

Ispat. ¢5 = O/ ~p= {[z], | z € O} ayngmundaki herhangi bir [z], smifi aym
tanimlamalara sahip nesnelerin kiimesidir, yani z, 2’ € [z]5 ise  ~p 2’ (her ¢; € B
icin Ay, = |¢; (') — @i (z)| = 0) olur. Yansimal yakinlik tanim dikkate alinirsa,

x|, € &g smifl yakin kiimedir. O
[] B § y

Teorem 1.2.3. [57] &g ayrisima bir yakin kimedir.

«

Ispat. “~p”, O nesneler kiimesinin (g = O ~p ayrigimini tanimlayan bir ayirt
edilemezlik bagintisi olsun. [z]; € £ smifinin yakin kiime oldugu ve £z ayrisinu

birbirleriyle yakin olan nesneler icerdiginden £z bir yakin kiimedir. [

Tamim 1.2.9. (Yakin Kimelerin Hiyerarsisi) [57] X C O ve X', X" C X
olsun. Bu durumda X', X" yakin kiimeler ise X bir yakin kiimedir. Buna yakin

kiimelerin hiyerarsisi denair.

Tanim 1.2.10. (Kalitvmsal Yakwnlik) [57] Yakin kiime iceren herhangi bir kime

yakin kiumedir. Buna kalitimsal yakinlhk denir.

Teorem 1.2.4. [57] Yakin kime iceren bir kiimenin kendisi de yakin kimedir.

ispat. X kiimesinin bir yakin kiime icerdigini kabul edelim. Yakin kiimelerin
hiyerarsisi ve kalitimsal yakinlik kavramlar: dikkate alinirsa, X bir yakin kiimedir.

]

1.3 Temel Yaklasim Uzay:

Tanim 1.3.1. [57] O, alglanabilen nesnelerin kimesi; F, nesnelerin ayurt edici
ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kimesi ve ~p , O nesneler kiimesi-
nin B C F ile ilgili &g = O/ ~p ayrisiming belirleyen bir aywrt edilemezlik
bagintisy olmak tzere, (O, F, ~p) yapisina temel yaklasim uzayr FAS (Fundamental

Approzimation Space) denir.
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Temel yaklagim uzayi, yaklagimlhi kiime teorisinin temeli olarak dikkate alinir
[77]. Ayni zamanda bir yaklagim uzay1, var olan algilarimizin yapisal (matematiksel)
modelleri olarak gozlemlenebilir.

Yaklagim uzay1 kavrami, O nesnelerin kiimesinin “~pg” ayirt edilemezlik bagintis
yardimiyla &g ayrigiminin insasi ile baglar. Bunun yaninda herhangi bir X C
O kiimesinin yaklagimlar i¢in # € O olmak lizere, X ile [z|; € &£ smmflarnin
arasindaki bazi durumlar dikkate alimir. X C O daki nesneler ile £p ayrigimi
arasindaki iligkiler, X ile ortak nesnelere sahip olan siiflarin belirlenmesi ile tespit
edilebilir. Bu durumu daha iyi anlamak i¢in bir kiimenin alt yaklagim kavramn

incelenmelidir.

Tanmim 1.3.2. (Bir Kiumenin Alt Yaklasyma) [57] O nesneler kimesi olmak
tzere, X C O kiimesinin bir yaklasimiX in alt kimesi olan [z]g € O/ ~p simflari-

nin birlesiminden olusur. Bu yaklasima X kimesinin B-alt yaklasima denir ve

ile gosterilir.

Sonug olarak, B, X bostan farkl ise B, X in her bir sinifindaki nesneler, X deki

nesnelerin tanimlamalari ile eglesen tanimlamalara sahiptir.

Lemma 1.3.1. [57] O nesneler kiimesi ve X C O olmak tzere, X kiimesinin B-alt

yaklasimi B, X bir yakin kumedir.

Teorem 1.3.1. [57] O nesneler kiimesi ve X C O olmak tizere, X kiimesi bostan

farkl bir B, X alt yaklasimina sahip ise X bir yakin kiimedir.

ispat. Bostan farkli bir B, X alt yaklagimina sahip olan bir X kiimesi dikkate
alimnsin. B, X alt yaklagimi yakin kiime oldugundan ve Teorem 1.2.4 den yakin

kiime igeren bir kiime yakin kiime oldugundan X bir yakin kiimedir. O]

Tamm 1.3.3. (Bir Kiimenin Ust Yaklasyma) [57] X C O, algilanabilen nesne-
lerin kiimesi ve B kiimesi de O daki nesnelerin ayrt edici 6zelliklerini temsil eden

crkarim fonksiyonlarinan kiumesi olsun. X C O kumesinin baska bir yaklasimi, X
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kiimesi ile arakesiti bostan farkl olan [x]z € O/ ~p sumflarimn birlesiminden

olusur. Bu yaklasima X in B-tist yaklasimi denir ve

ile gosterilir.

Diger bir ifadeyle B*X 1ist yaklagimi, X deki bir nesnenin tanimiyla eglesen en
az bir nesne tanmmi iceren [z]5; € O, ~p smuflarim birlesiminden olusur.

B, X alt yaklagimi, B*X tst yaklagiminin alt kiimesidir. B*X st yaklagiminin
alt kiimesi olmayan bir veya birden fazla [x]; € O/ ~p smuflar olabilir ya da

olmayabilir.

Teorem 1.3.2. [57] O nesneler kimesi ve X C O olmak tizere, B*X st yaklasima

ve X kimesi yakin kimelerdir.

Ispat. Yakmn kiimelerin hiyerarsisi kavrami dikkate alinirsa, B* X iist yaklagimi bir
veya birden fazla yakin kiime smiflar icerdiginden bir yakin kiimedir. Ust yaklagimmn
tanimindan, B*X ve X bir veya birden fazla ortak nesne igerir ve bu ortak nesneler

eslesen tanimlara sahiptir. Boylece B*X ve X yakin kiimelerdir. O

Tamim 1.3.4. (Swner Bélgesi) [57] Bir X C O yakwn kiimesinin sinar bolgesi
B*X\B.X={z|ze B X vex ¢ B.X}

seklinde tanimhidir ve BndgX ile gosterilir.

Sembol | Anlama
(O, F,~p) | Temel yaklasim uzay1 (F'AS), B C F,
B.X U[I]BQX [z] 5, X in B-alt yaklagimi,

B*X U[x]BmX;ﬁ@ [z]5, X in B-iist yaklagimi,

Tablo 5
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Bostan Farkli Sinir Bolgesi Olan Yakin Kiime: Bir yakin kiimenin siniri
bostan farkli oldugunda X kiimesi alt ve tist yaklagima sahip olan kiime olarak
dikkate alinabilir. BndpX # 0 ise X, yaklagima sahip olan ya da yaklagik olarak B
deki fonksiyonlarla iligkili olan yakim kiimedir. BndgX # () ise |BndgX| > 0 dir.

Bu durumda X yaklagima sahip olan yakin kiimedir.

Teorem 1.3.3. (Temel Yakin Kiime Teoremi) [57] O nesneler kiimesi, X C O

olmak iizere, |BndgX| > 0 ise X kiimesi yakin kimedir.

Ispat. |BndgX| > 0 ve |BndpX| = 0 olmak iizere, iki durum soz konusudur.

(i) |BndpX| > 0 (BndpX # () olsun. Bogtan farkl smir bolgesi olan X C
O kiimesi dikkate alinsin. Bunun anlami B, X C B*X, yani B, X alt yaklagimi,
B*X {ist yaklagimmin bir 6z alt kiimesidir. [z]; € B,X smflar, g ayrigiminim
elemanlaridir. Alt yaklagimin tanimindan X kiimesi B, X alt yaklagimindaki siniflari
icerir. B, X alt yaklagimi yakin kiime oldugundan X bir yakin kiimedir.

(i) |BndgX| = 0 (BndgX = 0) olsun. |BndpX| = 0 ise B,X = B*X ve
B,X C X dir. Buradan B,X ve X ortak tanimlamalara sahip nesneler igerir.

Boylece X bir yakin kiimedir. [

1.4 Yakin Yaklasim Uzayi

Bu kisimda yakin yaklagim uzay1 kavrami yapisal olarak tiim bilesenleri ile dikkate
alimacaktir. Yakin yaklagim uzaylarinda tanimlanan alt, iist yaklagim ve sinir bolgesi
kavramlar1 orneklerle birlikte verilecektir. Yakin kiimeler ile yakin yaklagim uzayla-

rinda tanmimlanan yaklagimlar arasindaki iligkiler incelenecektir.
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Sembol Anlama

B B C F,

r ('f'), yani ¢; € B fonksiyonlarimin sayisinin r li kombinasyonu,
B, r<|B|,
~B, B, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagintisi,
[2] 5, 2]z ={2" € O|x ~p, 2'}, yakinhk smfi,

O/ ~p, |0/ ~p={[z]g |z €O}, biliim kiimesi,
0,8, o8, =0/ ~p,,
N.(B) | N.(B)={fos, | B, C B}, aynsunlann kiimesi,
UN, vn, 9 (0) x p(0) — [0,1], yakinhk fonksiyonu
N,.(B),X |N,(B),X = U[ﬂ?]BTQX (2], yakm alt yaklagim,
N, (B)*X | N, (B)'X = UMBTHX;”ég [2] 5, yakm iist yaklagim,
Bndy, (s (X) | N, (B) X\, (B), X = {z € N, (B)* X | = ¢ N, (B), X}

yakin sinir bolgesi.

Tablo 6

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici 6zellikleri-
ni temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

r, kisitlanmig B, € B C F alt kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; “~p 7,
yaklagimli kiime teorisinden B, C B alt kiimesine kisitlanmisi olan ayirt edilemezlik
bagintisidir. B, kiimesinin her se¢imi, “~p 7 ayirt edilemezlik bagintisimin O
algilanabilir nesneler kiimesinin farkli bir ayrigimimin tanimlanmasina yol acar. Bu
segim | B|, B deki fonksiyonlarin sayisi ve r, B, kiimesinin kardinalitesi olmak {izere;
('f') farkli sekilde yapilabilir.

“~p 7 ayirt edilemezlik bagintisi, O algilanabilir nesneler kiimesini ikiger ikiser
ayrik olan [z]5 yakinhk simiflarma ayir. Bu simflarm O ~p = {lz] B | TE 0}
kiimesi bolim kiimesidir. &p g, ayrisgim o g, = O,/ ~p, dir. Ayrsimlarn bir

kiimeler ailesi olan N, (B) kiimesi de N, (B) = {£o.5, | B C B} dir.
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Ayrica, vy, yakinlik fonksiyonu vy, : ©(O) x (O) — [0,1] seklindedir.
Yakinlik fonksiyonu bir kiime ¢iftinden, [0, 1] araligina tanimh bir fonksiyon olup,
vy, yakilik fonksiyonu B, C B deki fonksiyonlar yardimiyla o6zellikleri belli olan
nesne kiimeleri arasindaki yakinlik derecesini temsil eder [68].

Nesne oOzelliklerini temsil eden B, € B C F alt kiimelerinin herbirinin ('lf |)
farkl secimi, birer farklh ~p = {(z,2') € O x O |V, € B,, p;(x) = ¢; (2')} aywrt
edilemezlik bagmtisi, [z], = {2 € O |Vp € B,, ¢ (2') = ¢ (v)} denklik simflar,
€o.p, ayrisimy, N, (B) = {£o B, | B, C B} kiimesi ve vy, yakinlik fonksiyonu belirler.
Bu durumda (z, 2’) € ~p, ise x ve 2/ nesnelerine B, deki tiim ¢ikarim fonksiyonlarina

gore B-ayirt edilemezdir denir.

Tanim 1.4.1. [57] O, alglanabilen nesnelerin kimesi; F, nesnelerin ayurt edici
dzelliklerini temsil eden ¢ikarvm fonksiyonlariman kiimesi ve r < |B| olmak iizere;
“~p, 7, O nesneler kimesinin B, C B C F ile ilgili {o ., = O/ ~p, ayrisiming
belirleyen bir ayurt edilemezlik bagintisi, N, (B) = {£o.s, | Br € B} ayrisimlarin

kiimesi ve vy, yakinlk fonksiyonu olsun. (O,F,~pg., N, (B),vn,) yapisina yakin

yaklasim uzayr NAS (Nearness Approximation Space) denir.
Teorem 1.4.1. [57] Ayrisgmlarin ailesi olan N, (B) kiimesi bir yakin kiimedir.

Ispat. o8, € N, (B) ayngimi, [z]p smiflarm igerdiginden ve bu siiflar birer
yakin kiime olduklarmmdan o p, bir yakin kiimedir. Boylece N, (B) kiimesi bir
yakin kiimedir. O]

Tamim 1.4.2. [57] O nesneler kiimesi ve X C O olmak tzere, X kiimesinin B C F
ile ilgili N, (B)-alt yaklagima
NT(B)*X: U [x]BT
[¢]p, CX

seklinde tanymbidar.

Tamim 1.4.3. [57] O nesneler kiimesi ve X C O olmak tzere, X kiimesinin B C F

ile ilgili N, (B)-tst yaklagima



seklinde tanimlbidor.

Teorem 1.4.2. [57] O nesneler kimesi ve X C O olmak tzere, X kimesinin

N, (B), X alt yaklagim bir yakin kiimedir.

Ispat. Alt yaklagimm tanm dikkate alinirsa, N, (B),X C XveN,(B), X, Xin
alt kiimeleri olan [r]; smiflarmdan olusur. [7], smiflar yakin kiime olduklarmdan

N, (B), X alt yaklagim da yakin kiimedir. ]
Benzer durum iist yaklagim icin de gecerlidir.

Teorem 1.4.3. [57] O nesneler kimesi ve X C O olmak tizere, X kimesinin

N, (B)" X st yaklasima bir yakin kiimedir.

Tamim 1.4.4. [57] Bir X C O kiimesinin sinur bélgest,

={zeN.(B) X |z ¢N,(B), X}

seklinde tanimlbidar.

Teorem 1.4.4. [57] O nesneler kimesi ve X C O olmak dzere, X kiimesinde

|Bndy, p) (X)| > 0 ise X kiimesi yakin kiimedir.

Ispat. |BndNT(B) (X)’ > 0 ve ‘BndNT(B) (X)| = 0 durumlar dikkate alinsin.

(i) |Bndy, ) (X)| > 0 (Bndy, ) (X) # 0) olsun. Bostan farkh simr bolgesi
olan X C O kiimesi dikkate alinsmn. Bunun anlami N, (B), X C N, (B)* X, yani
N, (B), X alt yaklagimi, N, (B)* X {ist yaklagiminin bir alt kiimesi ve ayn1 zamanda
N, (B), X alt yaklagimi X in bir alt kiimesidir. Bdylece Teorem 1.4.2 den X bir
yakin kiimedir.

(i) |Bndy, ) (X)| = 0 (Bndy, ) (X) =0) olsun. |Bndy, ) (X)| = 0 ise
N, (B),X = N,(B)"X ve N,(B),X C X dir. Buradan N, (B), X ve X ortak
tamimlamalara sahip nesneler icerir. Her yakinlik simifi bir yakin kiimedir. Alt
yaklagimin tanimindan, N, (B), X deki tiim simiflar ayn1 zamanda X in alt kiimeleri-

dir. Boylece X bir yakin kiimedir. ]

Teorem 1.4.5. [57] Alt veya st yaklasima sahip olan her kime bir yakin kiimedir.
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ispat. Teorem 1.4.4 dikkate alinirsa, X kiimesi bir yakin kiimedir ancak ve ancak
|BndNT(B) (X)’ > 0 dir. |Bndy, () (X)’ > ( ise X kiimesi yaklagima sahip olan
kiimedir, yani X kiimesi yakin kiimedir. }BndNT(B) (X )! = 0 ise X yakin kiime
olarak dikkate alinabilir, ancak alt veya tist yaklagima sahip olamaz. Sonug olarak,
alt veya iist yaklagima sahip olan bir kiime yakin kiimedir, ancak her yakin kiime

alt veya tist yaklagima sahip degildir. O]

Ornek 1.4.1. (Bir Kimenin Alt ve Ust Yaklasimlary)
O ={a,b,c,d,e, f,g,h,i,5} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = {1, 2,3} C

F ¢ikarim fonksiyonlarimin kiimesi olsun. @1, pa, @3 ¢ikarim fonksiyonlar:

(Y25 O — ‘/1 - {Oél,OZQ,O{,g},

0y : O — Vo ={ay, s},

@3: 0 — V3 = {a1, a9, 03,04}
Tablo 7 deki gibi tanimlansin.

a b ¢ d e f g h i J

Y1 |2 3 g Qg Q1 Q1 Q3 Q1 Q2 QO3

P2 |1 Qo 1 Q2 1 1 Qg 01 Q1 Qg

Y3 |3 1 O3 Q3 Qg Q2 Qg 04 Q3 O
Tablo 7

Bu durumda
la],, ={2"€O]pi(2) =p1(a) =as}
={a,¢,d iy = d,, = ldl,, = [i,,,
bl,, ={2"€O0]pi(z) =1 (b) = as}
={b.g9,7} = lgl,, = lil,,-
lel,, ={2"€O0]p1(@) =pi(e) =}
=A{e. f,h} =111, = [0,
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dir. O zaman &, = {Mm 0, [e]w} olur.

la],, ={7" €0 |p2(2') =pa(a) =au}

={a,ce, f,hi} =[d,, = e],, = [fl,, =M, = [,
bl,, =A{2' €0 ]p2(a') =¢2(b) = a2}

={b,d, 9,5} = dl,, = ld],, = li],,

dir. Buradan &,, = {[a]%) , [b]m} olur. Son olarak,
[a],, ={2" €O |p3(2) =p3(a) = az}

={a,c,d,i} = [C]S% = I:d](pg = [i]¢37
bly, ={2"€Ofws(r)) = p3(b) =}

={b,j} = Ul,,

el,, ={2"€0|p3(a) =p3(e)=au}
— {e.h} = [H],,,

[flp, ={2"€ O] ws(2) =ps(f) = o}
={f.9} =14,

tir. O zaman &,y = {[a]% [0l 5 lel,, » [f]%} olur.

Boylece v = 1 icin O algilanabilir nesneler kiumesinin ayrisimlarinim kimesi

Nl <B) = {&01,&027&03} tur.
X ={a,c, f,i} C O kimesinin st yaklagima

Ny (B)* X = U[x]wﬂX;éz [55]%
= [a],, Ulel,, Ulal,, Ulal,, UIfl,,
={a,c,d,i} U{e, f,h} U{a,c,e, f,hit U{f g}
={a,c,d,e, f,g,h,i}

dir. X kimesinin alt yaklasima,

=0

dir. Ayrica X kimesinin sinir bolgesi de
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Bndy, s (X) =Ny (B) X\ M (B), X
:{a7c7d7€7f7g7h7i}\®
:{CL?C?d?e’f?g?h?/l:}

olur.

1.4.1 Yakinhik Fonksiyonu

Iki yakin kiime arasindaki yakinligin derecesini 6lgmek i¢in kullanilan yakinlk fonk-
siyonlar: farkli yontemlerle tanimlanabilir. X, Y C O iki yakin kiime olmak iizere,

yakinlik fonksiyonunun farklh iki formu agagidaki gibidir.

vn.(B) : 9 (O) — [0, 1] (1.4.1)

'X“Y', [ X] < Y|
UN,.( B) X Y ‘Y‘
, diger durumlarda

UN,.(B) : @(O) X p(O) — [O, 1] (142)
X vl < x|
VNT(B) (X, Y) =

1 , diger durumlarda

(1.4.1) deki vy, (p) yakimlik fonksiyonu | X| < |Y'| durumunda, (1.4.2) deki vy, (g
yakinlik fonksiyonu ise |Y| < | X| durumunda kullanmlir. Daha fazla 6rnek igin [41,42]

caligmalarina bakilabilir [57].

1.5 Tanimsal Tabanli Kiime i§lemleri

O algilanabilir nesneler kiimesi ve X C O olmak tizere; bir x € X algilanabilir
nesnesinin tanimi, nesnenin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlar:
yardimiyla belirlenen @ (x) fonksiyonu ile belirlidir. B C F 6rnek nesnelerin gikarim

fonksiyonlarinin kiimesi ve ¢; : O — R olmak iizere, ¢; € B olsun. Nesnelerin ayirt
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edici 6zelliklerini temsil eden ; fonksiyonlarimin, ¢; (x) degerlerinin bilegimi dikkate

almirsa, tamm uzunlugu |®| = L olan ® : O — RE,

® (z) = (b1 (2), 02 (2), 03 () oo @i () 5o 0L ()

nesne tanimlamasi elde edilir. Algilanabilir elemanlardan olugan kiimelerdeki ele-
manlarin tanimlamalarinin dikkate alinmasi, tanimsal tabanlh kiime iglemlerinin ¢ikig
noktasidir. Bu kisimdaki tiim kiimeler algilanabilir nesnelerden olugan kiimelerdir.
Genel olarak, ® tanimlama fonksiyonu ve V' bostan farkli herhangi bir kiime olmak

tizere, ® : O — V¥ geklindedir.

Tanim 1.5.1. (Kime Tanvmlamasz) [34, § 4.3] O algilanabilir nesneler kiimesi,

X C O ve®(x) € VL olsun.
QX) ={2(z) |z e X}

kiimesine X in kiime tanimlamasy denir.

Tamim 1.5.2. (Tanwmsal Kime Birlesimi) [50] O algilanabilir nesneler kiimesi

ve X,Y C O olsun.
X%Y:{anUYMI)(a) € Q(X) veya ®(a) € Q(Y)}

kimesine X ve Y kiimelerinin tanimsal birlesimi denair.

Tanim 1.5.3. (Tanwmsal Kiume Arakesiti) [34, 45] O algilanabilir nesneler

kiimesit ve XY C O olmak tizere,
XQY:{QGXUY|<I>((1) €Q(X) ved(a)e Q(Y)}

kiimesine X ve Y kumelerinin tanimsal arakesiti denir.

Tamim 1.5.4. (Tanwmsal Kime Fark:) [50] O alglanabilir nesneler kimesi ve

X, Y C O olsun.
X(})Y:{xeX]q)(:c)¢Q(Y) }

kiimesine X kiumesinin Y kimesinden tanimsal fark:s denir.
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Tamim 1.5.5. (Géreceli Tanvmsal Timleyen) [50] O algilanabilir nesneler

kiimesi, X C O veY C X olsun.
C;x(Y) ={reX|0(x)¢ Q(Y)}

kimesine Y kiimesinin X kimesine gore tanimsal tumleyeni denir.

Tamim 1.5.6. (Tanymsal Tumleyen) [50] O algilanabilir nesneler kiimesi ve

X C O olsun. X kimesinin tanmimsal tumleyen:

seklinde tanimlanar.

Tamim 1.5.7. (Tanwmsal Tabanh Yakinlhk Ol¢iimi) [50] O algilanabilir nesne-

ler kumest ve X, Y C O olsun.

‘me‘
[

X UY]

ANM (X,Y)=1-

seklinde tanimlanan

dNM : o(0) x p(0) — [0, 1]
fonksiyonuna tanimsal tabanl yakinlk ol¢um fonksiyonu denir.

Burada dNM (X,Y) = 0 olmasi, X ve Y nin tanimsal olarak tamamen yakin
olduklar1 anlamina gelir. dNM (X,Y) = 1 olmasi ise X ve Y nin tamimsal olarak

yakin hicbir eleman icermediklerini, yani yakin olmadiklarini gosterir.
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BOLUM 2
YAKINLIK YARI GRUPLARI

Bu bolum iki kisimdan olugmaktadir. Tk kisimda, yakin yaklagim uzaylarinda
tanimlanan alt ve list yaklagimlarin temel ozellikleri incelenerek tam ayirt edilemezlik
bagmtisin tanimi verildi. Ikinei kisimda ise yakin yaklagim uzaylarmda bir kiime-
nin iist yaklagimi dikkate alinarak, yakinlik yar1 gruplari ve yakinlik yari gruplarinin
yakinhk idealleri tanimlandi. Bu kisimda ayrica tim bu kavramlarla ilgili baz
ozellikler aragtirildi.

Klasik anlayiga gore; cebirsel yapilar kurmak i¢in soyut noktalardan olusan
bogtan farkli kiimeler ve ikili iglemler kullanilir. A bostan farkli bir kiime ve “o”,
A tizerinde bir ikili iglem olsun. Klasik olarak, (A, o) (veya A (o)) yapisinin grupoid
olabilmesi i¢in “o” igleminin A iizerinde kapalilik 6zelligini saglamasi gerekir, yani
her soyut a,b € A igin a o b € A 6zelliginin saglanmas1 gerekir [67].

Yakin yaklagim uzaylarinda ise kiimeler soyut noktalar yerine soyut olmayan,
ozellik vektorleri ile tanimlanabilen, algilanabilir nesnelerden (elemanlardan) olusur.
Soyut olmayan bu elemanlar ozellikleri dikkate alinarak kolaylikla siniflandirilabilir.
Ayni 6zellige sahip elemanlar bir araya getirilerek, yakin elemanlardan olugan yakin-
lik siniflar1 elde edilir. Yakin yaklagim uzayindan aldigimiz bogtan farkli bir kiimenin
elemanlari ile belli 6zellikleri ortiigen elemanlarin bulundugu yakinlik siniflar1 dikkate
alinarak kiimenin st yaklasimi elde edilir. Yakin yaklagim uzaylarindaki cebirsel
yapilar i¢in temel arag bu st yaklagimdir.

A (o) yapisinin yakin yaklagim uzay: tizerinde grupoid olabilmesi igin “o” iglemi-
nin A nin tist yaklagimi tizerinde kapalilik 6zelligini saglamasi gerekir, yani her soyut
olmayan a,b € A igin aob € N, (B)" A 6zelliginin saglanmas gerekir.

Cebirsel yapilar ile yakin yaklagim uzay: tizerindeki cebirsel yapilar arasindaki
en onemli farklardan birisi, yakin yaklagim uzaylarindaki cebirsel yapilarda soyut

olmayan noktalarla caligilmasidir. Digeri ise klasik olarak cebirsel yapi olugturmasi

mimkiin olmayan kiime ve iglemlerden bu yolla cebirsel yap: elde etmektir.
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Yakin yaklagim uzayindan alinan bostan farkli bir kiimenin st yaklagimi farkh

metotlar kullanilarak da hesaplanabilir. Ancak, her zaman temel olarak soyut olma-

yan noktalarin birbiriyle olan yakinhg dikkate alinir.

2.1 Yaklasimlarin Baz1 Ozellikleri

Teorem 2.1.1. (O, F,~p., N,

Bu durumda asaqidaki ozellikler gecerlidir:

(1) N, (B),X C X C N, (B)*X

+ (B),vn,) yakin yaklasim uzayr ve X, Y C O olsun.

(2) Ny (B) (X UY) = (N, (B)" X)U (N, (B)"Y).
(3) N (B), (X NY) = (N, (B), X) N (N, (B),Y).
(4) X CY ise N, (B), X C N, (B),Y dir.
(5) X CY ise N, (B)" X C N, (B)'Y dir.
(6) N (B), (X UY) 2 (N, (B), X) U (N, (B),Y).
(7) Ne (B) (X NY) C (N, (B)" X) N (N, (B)"Y).

ispat. (1) z € N, (B), X olsun. Bu durumda z € [z] 5, € X oldugundan N, (B), X

C X olur. x € X olmak fizere, x € [z], ve [z]

,.NX # @dir. Ohaldez € N, (B)" X

olur. Boylece X C N, (B)" X dir.

(2)
z €N, (B) (XUY)

dir. Boylece N, (B)" (X UY) =

(3)
z €N, (B). (XNY)

dir. Sonug olarak, N, (B), (X NY) =

& [r]y N(XUY)#2

& (25, N X) U (l2], NY) # 2

& [rlp NX # D veya [z], NY #0
& r €N, (B)"X veyax e N, (B)'Y

&1 e (N (B) X)U (N, (B)'Y)
(N, (B)" X)U (N, (B)"Y) elde edilir.

& lrlp CXNY
& rlp CXvelz]y CY
< reN, (B),XvexeN,(B),Y

s a € (N, (B),X)N (N, (B),Y)
(Ny (B), X) N (N, (B), Y) olur.



X C Y olsun. Bu durumda X NY = X dir. (3) ozelligi dikkate alimirsa
X =N,(B),(XNY)=(N,(B),X)N (N, (B),Y) olur. Boylece
(5) X C Y olsun. Bu durumda X UY = Y olur. (2) ozelligi kullanilirsa
Y =N, (B)(XUY)=(N,(B)" X)U(N,(B)Y) dir. Buradan
X C N, (B)"Y oldugu goriiliir.
(6) X CXUY veY C XUY oldugundan, (4) dzelligi dikkate alinirsa,

XCN,(B),(XUY)veN,(B),Y CN,(B),(XUY) elde edilir. Boylece
(N, (B), X) U (N, (B),Y) € N, (B), (X UY) olur.

(7) XNY C X ve XNY CY oldugundan, (5) 6zelligi kullanihrsa

N, (B)* (X NY) C N, (B)*X ve N, (B)* (XNY) C N, (B)"Y dir. Buradan
N, (B)"(XNY)C (N, (B)X)N(N,(B)"Y) bulunur. O

Tanim 2.1.1. X C O, r < |B| ve B, C F olmak izere; “~p 7, O dzerinde bir ayurt
edilemezlik bagintise ve “.7, O dzerinde tanwmly bir ikil islem olsun. Her x,y € X

”

icin []p [yl = [v.ylp, ise “~p,” ayrt edilemezlik bagintisina O dizerinde tam

ayrt edilemezlik bagintisy denir.

Teorem 2.1.2. (O, F,~p,, N, (B),vy,) bir yakin yaklasim uzaye olsun. X ve Y,

O nun bostan farkl alt kiimeleri olmak 1tizere
(N (B)" X) (N, (B)"Y) € N, (B)" (XY)
dir.

Ispat. z € (N, (B)* X)(N,(B)'Y) olsun. Bu durumda z € N, (B)*X ve y €
N, (B)"Y olmak fizere; z = 2.y dir. Boylece k € [z]5; N X vel € [y]; NY olacak
sekilde k € X ve [ € Y elemanlan vardir. Buradan k € [z]5 , [ € [y]z ve “~p.", O
lizerinde bir ayirt edilemezlik bagmtisi oldugundan, k.l € [z]5 [yl C [2.y]p dir.
k.l € XY oldugundan k.l € [z.y]; N XY olur ve béylece z = z.y € N, (B)" (XY)
elde edilir.

Sonug olarak, (N, (B)" X) (N, (B)"'Y) C N, (B)" (XY) dir. O
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Teorem 2.1.3. “~p 7, O dzerinde tam ayirt edilemezlik bagintise olsun. X ve Y,

O nun bostan farkl alt kiimeleri olmak 1tizere

dir.

ispat. z € (N, (B), X) (N, (B),Y) olsun. Bu durumda z € N, (B), X ve y €

* *

N, (B),Y olmak iizere, z = x.y almabilir. Boylece (], C X ve [y]; C Y olur.

“~p,”, O iizerinde tam ayirt edilemezlik bagmtisi oldugundan [x.y], = [7]5 [y]5 C

XY dir. Buradan z =z.y € N, (B), (XY) olur.
Dolayisiyla (N, (B), X) (N, (B),Y) C N, (B), (XY) elde edilir. O

*

2.2 Yakinlik Yari1 Gruplar: ve Idealleri

Bu kisimda yakinlik yari1 grubu ve yakinlk yar: grubunun yakinlhk ideali kavramlar
orneklerle birlikte verilecektir. Ayrica, yakinlik yari1 grubunun yakinlik sol, sag ve

iki yanl ideali kavramlari ile ilgili baz1 6zellikler incelenecektir.

Tanim 2.2.1. (O, F,~pg,, N, (B),vn,) yakin yaklasim uzay; “”, O dizerinde bir
ikili islem ve S C O olsun. Asagqidaki ozellikler saglanwyorsa S ye yakin yaklagim
uzay uzerinde yakin yary grup veya kisaca yakinhk yary grubu denir:

(1) Her z,y € S i¢inz -y € N, (B)" S dir.

(2) Her z,y,z € S igin (v -y) -z =z - (y - 2) ozelligi N, (B)* S de saglanar.

Ornek 2.2.1. O = {a,b,c,d e, f,g,h,i,7} alglanabilen nesnelerin kimesi ve B =
{¢1, 02,03} T F ¢ikarim fonksiyonlarimn kimesi olsun. @1, @, 03 ¢ikarim fonksi-

yonlary

P1 - O—>‘/l = {@170@70537&4};
@2:0_>‘/2:{011,0527013},

@3 - O — ‘/Ei - {06170527&3,064}
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Tablo 8 deki gibi tanimlansin.

a b ¢ d e f g h 1 J

@1 |1 Qg Q2 Q3 01 Q1 Q4 Q2 Q3 Q3

@2 |3 Q3 1 Q1 Qg Qg Qg Q3 Q1 a3

P3| 2 3 1 Q3 Q4 Qg Q1 Q3 Q2 O3

Tablo 8
O algilanabilen nesnelerin kimesi tuzerinde bir “7 ikili islem: Tablo 9 daki gibi
verilsin.

a b cde f gh iy
ala b a a a a a h a a
blb b c dd d g h v
cla ¢ ¢c a a a g a a a
did ¢ d d e a a h i a
ela a a e e f a a 1 J
fla f a d f f a h i a
gla b a d g g a c J
hih b ¢c d e e f h i a
ila b i 1 a a f i a a
Jlyg Jg a a e a a h a j

Tablo 9

S = {e, f,g}, alglanabilen nesneler kimesinin bir alt kimesi olsun. S C O

W@

tizerinde tkili iglemas Tablo 10 daki gibi tanamlidar.

e g
jefa
fIffoa
g19 9 a
Tablo 10
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Bu durumda

al,, ={2"€O0]@i (@) = ¢i(a) = ar}
={a,e, [} =lel,, = [f],,,

bl,, ={"€Ofwi (@) =¢1(b) = as}
={b,¢,h, 3} =d,, = [hl,, =,

[dl,, ={"€O0fpi(2)) =¢1(d) = as}

={d,i} =[1,,.
[fl,, ={2"€0|p1(@)=¢i(9) = au}
= {9}

olur. Béylece &, = {[0](/,1 [0, 5 1dl,, [g]wl} dir.

[0l,, ={2"€0]p2(2) =¢2(0) = s}
= {o,b,g,i} =[], = '

[cl,, ={2"€0]pa(a) =¢p2(c) =u}
={c,d,i} = [d],, = [i],,.

[d,, ={"€O0]pa(2') =p2(e) = az}
={e f,9} =1fl,, = 9],

dir. O zaman &, = {[a] o 0 [y, 5 €] s@z} olur.

[a],, ={2"€O0|ps3(a) = ws(a) = as}
={a, f, i} = [fl,, = il

bl,, ={2"€O0[ps(a) =¢p;3(b) = a3}
={b.d, h,j} =d,, = M, = i,

[cy, {2' €O ps(a') =¢ps(c) =au}
={c, 9} =19,

le],, ={2"€O]ps(a') =ps(e) = as}
= {e}

dir. Buradan &,, = {[a] s (D) g+ €]y » €] ¢3} tir.

Boylece r = 1 i¢in O alglanabilir nesneler kumesinin ayrisimlarinin kimesi

N1 (B) = {&p1:Epns €y } i
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Boylece

o _ U,
N (B)' S = [x]wﬁ;?é@

= {a,e, f} U{g} U{e, f,g9} U{a, f,i} U{c, g} U {e}
={a,c,e, f,g,i}

elde edilir. Tanwym 2.2.1 dikkate alimirsa S bir yakinlk yary grubudur.

N, (B) ayrigimlarim kiimesi » = 1 olmak tizere, Ny (B) = {05, | B1 C B}
seklinde tanimhidir. Burada N; (B), B deki ¢ikarim fonksiyonlarmin birli kombinas-
yonlar1 (“13 |) kullanilarak elde edilir, yani her bir ¢ikarim fonksiyonu icin tek bir
ayrigim elde edilir. » = 2 i¢in ¢ikarim fonksiyonlarinin ikili kombinasyonlar1 dikkate

alinarak ayrigimlar hesaplanir.

Ornek 2.2.2. O = {a,b,c,d,e, f,g,h,1,5} alglanabilen nesnelerin kiimesi ve B =
{¢1, 02, 03,04} T F ¢ikarim fonksiyonlarimn kiimesi olsun. @1, @2, 93, ps ¢tkarim
fonksiyonlar:

01: 0 — Vi ={ay, g, a3, aq, a5},

w2 : 0 — Vo ={ag, as, ay, a5},

03: 0 — V3 ={ay,as,as},

01: 0 — Vi ={as, a5}

Tablo 11 deki gibi tanimlansin.

a b ¢ d e f g h i J

Y1 |01 Q2 g 5 Q1 Q1 Qg Q4 Q1 QO3
Yo |y Qg Q3 Q5 Qg4 Q5 Q3 Q5 Q2 Qg
P3| Q5 1 «p Q1 Q1 Q3 1 Q3 Q7

Pqg |05 Q5 3 Qq Q5 Q3 Q3 Q5 Q3 Q5

Tablo 11

O algilanabilen nesnelerin kumesi tuzerinde bir “7 ikili islem: Tablo 9 daki gibi
verilsin.
S = {e, f,q}, alglanabilen nesneler kiimesinin bir alt kimesi olsun. S C O

W

tzerinde tkili iglema Tablo 10 daki gibi tansmiidir. Boylece
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B0y =12 €0 |01 (') =92 (2") = 91 (b) = 2 (b) = a2}
= {0},

[dlip 0y =12 €001 (2) =2 (2') = ¢1(d) = ¢2(d) = a5}
= {d}

dir. Boylece &g, o) = E(payor) = {[b]{wm} : [d]{‘plw}} olur.

[a] ) 0y =12 €0 |01 (2)) =3 (2") = ¢1(a) = 3 (a) = ar}
=Ha.e f} = [6]{9017%3} - [f]{W#P?)}

tir. O halde &y, 5) = E(ps,01) = {[a]{%,m}} olur.

(9 1pn0sr =17 € O |2 (2') = 03 (2') = 92 (9) = ¥3(9) = a3}
= {9}

dir. Buradan &,y o5) = &(ps,02) = {[g]{¢27@3}} tiir.

[C]{sozm} ={2" € O] p2(2) = pa(2') = p2(c) = s (c) = az}
={c.9} = 900}

Mooy =12 €O [2(2') = a(2) = 2 (h) = s (h) = a5}
= {h}

olur. Boylece &(sy,04) = E(paips) = {[c]{m’m} : [h]{@%m}} tir. Son olarak

Bpsoy =12 €0 | 03(2) = pu(2') =3 (b) = s (b) = a5}
= {0},

[9ps0ny =12 €O | p3(2') = pu(2') = p3(9) = ¢a(9) = a3}
={g,i} = [i]{@g,@4}

olur. Dolayiswyla &(py.00) = E(paps) = {[b]{%m} , [g]{%%}} bulunur.

Boylece v = 2 icin O algilanabilir nesneler kimesinin ayrisimlarinim kimesi

Ny <B) = {5(%’1#’2)’§(<P1a903)7§(902a<ﬂ3)7 5(%)2#4)7 5(%)3#4)} tir.
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Boylece

Ny(B)'S = Ui,

[:v]{%wj}ﬁS#Z
={a,e, f} U{g} U{c, g} U{g, i}

= {a'7c7e7f7g7i}
elde edilir. Tanwm 2.2.1 dikkate alinirsa S bir yakinlk yary grubudur.

Tanim 2.2.2. (O, F,~g,, N, (B),vy,) bir yakin yaklasim uzay, S yakinbk yar
grubu ve I, S nin bostan farkl bir alt kimesi olsun. S (N, (B)"I) € N, (B)"I
((N, (B)*I)S C N, (B)"I) ise, bu durumda I ya, S yakinlik yar: grubunun bir sol
(sag) yakinlik ideali denir. I hem sag hem de sol yakinlk ideali ise I ya S yakinlk

yary grubunun iki yanl yakinhk ideali veya yakinlik idealt denar.

Teorem 2.2.1. (O, F,~p , N, (B),vy,) bir yakin yaklasim uzay, ve S C O olmak
uzere

(1) S bir yary grup ise S bir yakinlk yary grubudur.

(2) I, S yakinbk yare grubunun bir sol (sag, iki yanly) ideali ise I, S yakinlk

yary grubunun bir yakinlik sol (sag, iki yanl) idealidir.

Ispat. (1) S bir yar1 grup olsun. S C O oldugundan Teorem 2.1.1 (1) den, & # S C
N, (B)" S dir. Boylece her z,y,z € Sigmz-ye N, (B)"Sve (x-y)-z=z-(y-2)
ozelligi N, (B)* S de saglanir ve dolayisiyla S bir yakinlik yar1 grubudur.

(2) I, S yakinlik yar1 grubunun bir sol ideali, yani ST C I olsun. S C N, (B)* S
dir. Bu durumda Teorem 2.1.2 ve Teorem 2.1.1 (5) ten

S(N.(B)'I) C (N, (B) S)(N.(B)I)
CN,.(B)"(SI)C N,.(B)"I
olur ve dolayisiyla N, (B)" I, S yakilk yar1 grubunun bir sol idealidir. O halde I,

S yakinlik yar1 grubunun bir yakinlik sol idealidir.

Diger durumlar benzer yol izlenerek kolayca gortliir. O

Teorem 2.2.1 dikkate alimirsa, yakinlik yari grubu ve yakinlik sol (sag, iki yanl)
ideal kavramlari, yar1 grup ve yar1 grubun sol (sag, iki yanl) ideal kavramlarinin

genellegtirmeleridir.
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Teorem 2.2.2. “~p 7 O duzerinde tam aywrt edilemezlik bagintise olmak “zere,
(O, F,~p,,N, (B),vy,) bir yakin yaklasim uzayr, S C O bir yar, grup ve A C S
olsun. Bu durumda

(1) A, S yary grubunun bir alt yar: grubu ise N, (B), A bostan farkly olmak iizere,
S nin bir alt yary grubudur.

(2) I, S nin bir sol (sag, iki yanl) ideali ise N, (B), I bostan farkls olmak iizere,
N, (B), S nin bir sol (sag, iki yanl) idealidir.

Ispat. (1) A, S yart grubunun bir alt yar1 grubu olsun. Bu durumda Teorem 2.1.3

ve Teorem 2.1.1 (4) kullanilirsa
(N: (B), A) (N, (B), A) € Ny (B), (A4)

*

elde edilir. Boylece N, (B), A, S nin bir alt yar1 grubudur.
(2) I, S nin bir sol ideali, yani ST C I olsun. Bu durumda Teorem 2.1.3 ve

Teorem 2.1.1 (4) dikkate alinirsa
(N (B),S) (N: (B), I) € N, (B), (S])

*

bulunur. Buradan N, (B), I, N, (B), S nin bir sol idealidir.

Diger durumlar benzer yol izlenerek kolayca goriiliir. O]

Tanim 2.2.3. S C O bir yakinhk yar: grubu ve I, S nin bostan farkl bir alt kimes:
olsun. (N,(B)"I)S(N,(B)"I) C N, (B)"I ise I ya S nin bir yakinhk bi-ideali
denir.

Teorem 2.2.3. “~p 7, O dzerinde bir tam aywrt edilemezlik bagintist ve S C

O olsun. Bu durumda I, S nin bir bi-ideali olmak tzere; I, S nin bir yakinhk

bi-idealidir.

ispat. I, S nin bir bi-ideali olsun. Bu durumda Teorem 2.1.2 ve Teorem 2.1.1 (5)

dikkate alinirsa,



elde edilir. Teorem 2.2.2 (1) den N, (B)* I, S nin bir bi-idealidir. Boylece I, S nin
bir yakinlik bi-idealidir. O

Teorem 2.2.4. “~p 7 O dzerinde bir tam ayrt edilemezlik bagintisy ve S C O
olsun. I, S min bir bi-ideali ise o zaman N, (B),I bostan farkl olmak dtzere,

N, (B), S nin bir bi-idealidir.

Ispat. I, S nin bir bi-ideali olsun. Bu durumda Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.1 (6)

dan
(N, (B), 1) (N, (B), S) (N; (B), I) < N, (B), (ISI)
elde edilir. Teorem 2.2.2 (1) den N, (B), I, N, (B), S nin bir bi-idealidir. O

Teorem 2.2.5. S C O olsun. I ve J, siraswyla S nin sag ve sol idealleri olmak
uzere

N, (B)' (IJ) C (N, (B)' I) 0 (N, (B)" J)
dir.

Ispat. I ve J, sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olsun. Bu durumda IJ C IS C I
ve [J CSJ C Jolur. Buradan IJ C INJ dir. Boylece, Teorem 2.1.1 (5) ve Teorem
2.1.1 (7) kullanilirsa

N.(B)*(IJ)C N, (B)"(INJ)C(N,.(B)*I)N (N, (B)*J)
elde edilir. O

Teorem 2.2.6. S C O olsun. I ve J, swraswyla S nin sag ve sol idealleri olmak
uzere
N (B), (IJ) € (N, (B)

I) N (N, (B), J)

* *

dir.

Ispat. I ve J, sirasiyla S nin sag ve sol idealleri olsun. Bu durumda IJ C IS C [
ve [J C SJ C J dir. Béylece IJ C I N J olur. Sonug olarak, Teorem 2.1.1 (3) ve
Teorem 2.1.1 (4) den

N, (B),(IJ) CN,.(B),(INJ)

N
=
=

bulunur. [
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BOLUM 3
YAKINLIK GRUPLARI

Yakin yaklagim uzaylarinda tek igslemli cebirsel yapilarindan biri olan yakinlik grupla-
rinin aragtirldigy bu boliim bes kisimdir. 11k kisimda, yakinlik gruplar ve alt yakinhk
gruplar1 kavramlar aragtirild. Ikinei kisimda, normal alt yakinhk gruplarma deginil-
di. Uciincii kisimda, yakihk gruplar dikkate alinarak zayif kalan simflart incelendi.
Dordiincii kisimda, normal alt yakinlik gruplar: kullanilmadan zayif kalan siniflarinin
yakinlik gruplarmin var olmasi i¢in gerekli sartlar arastirildi. Son kisim ise yakinlik

grup homomorfizmalarina ve bu kavramlarla ilgili baz1 tanim ve teoremlere ayrildi.

3.1 Yakinlik Gruplar:1 ve Alt Yakinhk Gruplari

Bu kisimda yakinhik gruplarimin ve alt yakinlik gruplarimin tanmimlari orneklerle
birlikte verilecektir. Yakinlik gruplarinin elemanlarimin bazi temel ozellikleri incele-
necek ve bir yakinlik grubunun bogtan farkli bir alt kiimesinin alt yakinlik grubu

olabilmesi icin gerek ve yeter kosula yer verilecektir.

Tanim 3.1.1. (O, F,~g,, N, (B),vn,) yakin yaklasim uzay; “”, O dizerinde bir
tkili islem ve G C O olsun. Asaqidaki ozellikler saglanwyorsa G ye yakin yaklasim
uzayr tzerinde yakin grup veya kisaca yakinlk grubu denir:

(YG,) Her z,y € G i¢ginx -y € N, (B)* G dir.

(YG5) Her x,y,z € G igin (x-y)-z=x - (y - 2) ozelligi N, (B)" G de saglanr.

(YG3) Her z € G igin x - e = e - x = x olacak bigimde bir e € N, (B)* G vardwr
(burada e, G nin yakin birim elemanidur).

(YG4) Her x € G igin x -y = y - = e olacak bi¢imde bir y € G vardwr (burada

y, G deki x elemamnin yakin tersidir).

Ornek 3.1.1. 0 = {a,b,c,d,e, f,g,h,1,7} alglanabilen nesnelerin kiimesi ve B =

{¢1, 2, 03} C F ¢ikarim fonksiyonlarinn kimesi olsun. @1, @2, 03 ¢ikarim fonksi-
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yonlary

SDI:O—>‘/1 :{Oél,OZQ,O{,g},
0y : O — Vo ={ag,as},

p3:0 — Vg = {0617042,0437044}

Tablo 12 dek:i gibi tanimlansin.

a b ¢ d e f g h i J

Y1 |2 3 g Qg Q1 Q1 Q3 Q1 Q2 QO3

P2 |1 Qo 1 Q2 1 1 Qg 1 01 Q3

Y3 |3 1 3 Q3 Qg Q2 Qg O4 Q3 O
Tablo 12

O algilanabilen nesnelerin kimes: uzerinde bir “7 ikili iglems Tablo 13 teki gibi

verilsin.

a b c¢c de f g h 1 j
ala b ¢ d e f g h 1 jJ
b|b ¢ d e f g h © j a
cle d e f g h @ 5 a b
did e f g h i j a b c
ele f g h v j a b ¢ d
flf g h i 7 a b ¢ d e
glg h i j a b ¢ d e f
hih ¢ 7 a b ¢ d e [ g
it j a b ¢ d e f g h
jlg a b ¢ d e f g h 1

Tablo 13

“wo»

O algilanabilen nesneler kimesinin 1slemi ile bir grup oldugu kolayca goriile-
bilir. G = {a,b,c, f,i,7} alglanabilen nesneler kimesinin bir alt kimesi olmak

tzere, G C O dzerinde “” ikili islemi Tablo 1/ deki gibi olur.
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a b c f 1 j
ala b ¢ f 1 j
b|b ¢ d g j a
cle d d h a b
flf g h a d d
i1t 7 a d g h
jlj a b d 1

Tablo 14

Bu durumda

[al,, ={2"€O]¢1(@) =¢i(a) =}
={a,c,d,i} =[c o = = [d]

b, ={z"€Ofp1(a) =¢1(b) = s}
={b.9,5} = lgl,,, = i,

le]l,, ={z"€O0]pi(2)=¢i(e) =}
={e.f.h}y = 1[fl,, =[],

P1 - m% ’

dir. O zaman &, = {[a]w1 A0,y [e]m} dir.

[a,, ={2"€0[p(2) =

={a,ce, f,h,i} =[d,, =[], =[fl,, =[]
bl,, ={2"€0[p(2) =

={b.d,g,5} =d],, = l9l,, = lil,,
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dir. Buradan &,, = < |a|__,|b olur. Son olarak,
P2 ©2 ©2

[a],, ={2" €0 |p3(2) =p3(a) = az}
={a,c,d,i} = [CL% = [d]% = [i]¢3;
bl,, ={2"€0|p3(a') =p3(b) =ai}

={b.5} = Ul

[6]@3 ={2' €O | p3(2) = wp3(e) =as}
= {e,h} = [,

[fl,, ={2" €0 |p3(2') = p3(f) = s}
={f.9} =1dl,,

tiir ve dolayiswyla &,, = {[a]% [0, s lel,, s [f]%} elde edilir.

Boylece v = 1 icin O algilanabilir nesneler kiumesinin ayrisimlarinin kimesi

Ny (B) = {€p1s € Epu} ti
Bu durumda
Ni(B)'G = U[x}%ﬂG#@ [-T]%
= [al,, U0l Ulel,, Ulal,, Ub],, Ulal,, U], Ulf],
={a,c,d, i} U{b,g,7}U{e, f,h} U{a,c,e, f, h,i}
U{b,d,g,5} U{b,7} U{f, g}
={a,b,c,d,e, f,g,h,i,57} =O
elde edilir. Bununla birlikte
(YG,) Her x,y € G i¢ginx -y € N, (B)" G = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,5} dir.
(YG,) Her z,y,z € G igin (x-y)-z=x - (y - 2) ozelligi N, (B)" G de saglanar.
(YG3) Herx € G igin x-e = e-x = x olacak bigimde en az bire =a € N, (B)" G
yakin birim elemani vardar.
(YG4) Her x € G i¢in x -y =y - x = a olacak bigimde en az bir y € G vardr,
yania t=a, b =4, ct=i, fl=f it=cuvejt =0 dir

O halde O algilanabilir nesneler kimesinin G alt kiimesi bir yakinbk grubudur.

Uyar1 3.1.1. Tanam 3.1.1 de (YGy) ve (YGsy) dzellikleri G nin st yaklagima
N, (B)" G de saglanmak zorundadwr. Baz durumlarda bu ézellikler O \ N, (B)" G

de saglanabilir. Bu durumda G bir yakinlk grubu olamaz.
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Ornek 3.1.2. Ornek 3.1.1 deki G = {a,b,c, f,i,7} yakin grubunun bir alt kimesi

H ={a,c, f,i} olsun. H C O dizerinde “” ikili islemi Tablo 15 deki gibi tanimlansin.

a c f 1
ala c [ 1
clc e h a
flf h a d
11t a d g

Tablo 15

Ornek 3.1.1 den, r = 1 icin O algilanabilir nesneler kimesinin bir ayrisima

Ny (B) = {&,,,60,, €0y} tiir. Béoylece

Ni(B)'H = U[x]%mH;&@ [:L‘]%
={a,c,d,i}U{e, f,h} U{a,c,e, f,h,i} U{f}
={a,c,d,e, f,h,i} #O
olur. ¢, f € HC O igin (c- f)-c=c-(f-c) birlesme dzelligine bakilirsa j = j dir.
Ancak j € O\ Ny (B)" H oldugundan birlesme ozelligi Ny (B)" H de saglanmaz. Bu
durumda Uyary 3.1.1 den H bir yakinbk grubu olamaz.

Uyar1 3.1.2. G C O daki elemanlarn sonlu sapdaki c¢arpimlary her zaman
N, (B)" G ye ait olmayabilir, yani her x € G ve bazz n € N icin her zaman z" €
N, (B)* G gegerli degildir. Eger (N, (B)"G,-) grupoid ise o zaman her x € G ve
hern € N igin z" € N, (B)" G dir.

Ornek 3.1.3. Ornek 3.1.2deic HC G ven =2 i¢ini®=g¢ N, (B) H dir.

Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.1 de (N, (B)* G, -) grupoid oldugundan her = € G ve her
n €N i¢inz" € Ny (B)" G dir.

Onerme 3.1.1. G bir yakinlhk grubu olsun. Bu durumda

(i) G nin bir ve yalniz bir yakin birim elemam (e € N, (B)" G) vardar.
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(ii) Her x € G igin x -y = y - © = e olacak sekilde bir tek y € G elemany vardur
vey = x~ ! seklinde gosterilir.
(iii) Her x € G igin (z~4) " =z dir.

(iv) Her z,y € G igin (z-y) " =yt -x~" dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki, G nin iki yakin birim elemani e, e’ € N, (B)* G olsun.
e yakin birim oldugundan her z € G igin e-x = x-e = z dir. = = € alinirsa
e-e¢ =¢ -e=¢ bulunur. Benzer sekilde e’ yakin birim oldugundan her z € G icin
e-x=x-¢=xdr r=ecalinrsae - -e=e-e =e olur. Boylece e = ¢’ bulunur.

(ii) x € G nin tersi y ve ¥’ olmak tizere iki tane olsun. Bu durumda z-y = y-z = ¢
ve x -y =y -z = e egitlikleri saglanir. Boylecey =y-e=vy-(z-¢y)=(y-z) ¢/
=ec-y =y olur.

(iii) Her z € G igin 7' - & = e = 2+ 7! oldugundan x, z~' elemaninn tersidir.
(i) dikkate almirsa, yakinlik grubunda ters elemanm tekliginden ve (z71)~", =% in
tersi oldugundan z = (z~!)~" bulunur.

(iv) Her z,y € G i¢in

(x-y)-(y'at) =(z-y) -y )-a!
=(z-(y-y ) a7
=(z-e) -zt

olur. Benzer sekilde, (y~'-z71) - (z-y) = e dir. Boylece y~! - 271, x - y elemanimin

tersidir. (i) kullanilrsa, yakmhk grubunda ters elemanmn tekliginden ve (- y) ",

2 -y nin tersi oldugundan (z - y) " =y -2~ dir. O

Onerme 3.1.2. G bir yakinkk grubu olmak izere, her a,z,2',y,y € G i¢in
(i)a-x=a-2"isex =1,
() y-a=y -aisey =1y

duir.

Ispat. (i) Her a,z, 2’ € G icin

L(a-z)=a' (a2

a-xr=a-2 =a"
= (a7t a)-x=(a"ta) 2

=z=2a

olur.
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(ii) Her a,y,y’ € G igin

yra=y-a =(y-a)-at=(y a)a’
=y (a-a)=y (a-a)
=y=y

bulunur. 0

Tanim 3.1.2. H, G yakinlk grubunun bostan farkly bir alt kiimesi olsun. H, G deki

“7qslemi ile yakinlk grubu ise H ye G nin alt yakinlk grubu denir.
Uyarn 3.1.3. G yakinlik grubunun sadece bir tane asikar alt yakinlk grubu vardar.
Bu agikar alt yakinlik grubu G nin kendisidir. Ayrica {e} nin G yakinlk grubunun

alt yakinhk grubu olmasy i¢in gerek ve yeter kosul, e € G olmasidar.

Teorem 3.1.1. G bir yakinhk grubu, H de G nin bostan farkl bir alt kiimesi ve
N, (B)" H grupoid olsun. Bu durumda H nin G yakinhk grubunun bir alt yakinlk

grubu olmast icin gerek ve yeter kosul, her x € H icin x=' € H olmasidar.

ispat. (=) : Kabul edelim ki H, G yakinlik grubunun bir alt yakinlik grubu olsun.
Bu durumda H bir yakinlhk grubudur. Boylece her € H icin 2! € H dir.

(<) : N, (B)* H grupoid ve H C G oldugundan, her z,y,z € H iginz-y € N, (B)" H
ve (x-y)-z=ux-(y-z) birlesme ozelligi N, (B)" H de saglanir. Ayrica her x € H
i¢gin z7! € H dir. Bu durumda her z € H igin x - 27! = e € N, (B)" H bulunur.

Boylece H, G yakinlik grubunun bir alt yakinlik grubudur. O

Ornek 3.1.5. O = {o,p,7,s,t,v,w,x} algilanabilen nesnelerin kimesi ve B =

{¢1, 02, 03} C F ¢ikarim fonksiyonlarinin kimesi olsun.

@Y1 - 0 — ‘/1 - {041,042,043,044},
21 O — Vo = {B1, B2, B3}
ctkarim fonksiyonlary Tablo 16 daki gibi tanimlansin.

‘oprstvwx

Y1 | g Qo Q1 Qg Q1 Q3 Q4 O3
w2 | B1 B3 B2 Bz P2 B3 Bi B3

Tablo 16
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Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kumesi uzerinde “+7 ikili islemi Tablo

17 deki gibi verilsin.

-+
-+
S
S
8
o

S
=
»

p
wlw x o p r s t w

r|lx o p v s t v w

Tablo 17

Tablo 17 den v+ (s + s) # (v+ s) + s oldugundan (O, +) bir grup degildir.
G = {r,t,w} alglanabilen nesneler kimesinin bir alt kimesi olmak tzere; G

uzerinde “+7 ikili 1slems Tablo 18 deki gibi olur.

+lr t w

rit w o

tlw o r

wlo r t

Tablo 18
Bu durumda
0], = {7 € O] 1 (2') = p1(0) = au}
= {0, w}

= [w]¢1 ’

pl,, ={2" € O] ¢1(z') = ¢1 (p) = az}
= {p, s}

=[5l
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dir. Boylece &, = {[0]501 12 P 4 [U]m} olur.

[o],, ={2" € O] 92 () = ¢2(0) = P}
= {0, w}

= [w]<p2 ’

pl,, = {2 € O] wa(2') = w2 (p) = Bs}

:{pﬂsﬂ/l)?x}

1], ={7" € O] @2 (2") = 2 (1) = B2}
= {T7 t}

- [t] P2

dir. Buradan &,, = {[0]@2 [Pl [7"]902} olur ve dolayiswyla r =1 i¢in O algilana-

bilir nesneler kimesinin ayrmgimlarin kimesi Ny (B) = {£,,,&,, } elde edilir.

Boylece
«~_ Ul
N (B)" G = [e],, N G#2
= {o,w}U{r,t} U{o,w}U{rt}
={o,r,t,w} # 0O
olur.
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(YG,) Her z,y € G iginx +y € N, (B)" G dir.

(YG,) Her x,y,2 € G i¢in (x+y)+ 2 = =+ (y+2) ozelligi N, (B)" G de
saglanar.

(YG3) Her v € G igin x + e = e + x = x olacak bigimde en az bir e = o €
N, (B)" G yakin birim elemana vardar.

(YG4) Her xz € G igin v +y = y + x = o olacak bigimde en az bir y € G vardar,
yani —r = w, —t =1 ve —w = r dir.

O halde O algilanabilir nesneler kumesinin G alt kumesi bir yakinhk grubudur.

G yakinlbk grubunun H = {r,w} alt kimesi dikkate alinsin. Bu durumda
Ny (B)"H = {o,r,t,w} ve (N1 (B)" H,+) grupoid olur. Teorem 3.1.1 dikkate alinr-
sa, —r = w, —w = r € H oldugundan H, G yakinlk grubunun bir alt yakinlik

grubudur.

Yakinlik gruplari ile gruplar arasindaki 6nemli farklardan biri agagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 3.1.2. G bir yakinbk grubu, Hy ve Hy, G nin iki alt yakinlk grubu olsun.
Bu durumda N, (B)" Hy ve N, (B)" Hy grupoid olmak tizere

(N, (B)" Hy) N (N, (B)" Ha) = N, (B)" (Hy N Hy)
1se Hy N Hy, G nin bir alt yakinhk grubudur.

ispat. Hy ve Hy, G nin iki alt yakinlik grubu olsun. H; N Hy C G oldugu agiktir.
N, (B)" Hy, N, (B)" Hy grupoid ve (N, (B)" H;)N(N, (B)" Hy) = N, (B)" (H; N Hy)
oldugundan N, (B)" (Hy N Hy) de bir grupoid olur. x € H; N Hy olmak tizere, H;
ve H, alt yakinlik gruplari oldugundan = € H; ve 27! € Hs, yani 27! € H, N H,
dir. Sonug olarak, Teorem 3.1.1 den H; N Hy, GG nin bir alt yakinlik grubudur. [J

Tanim 3.1.3. G bir yakinlik grubu olmak tuzere, her v,y € G i¢in x -y = y - x
ozelligi N, (B)" G de saglanwyorsa G ye degismeli yakinlk grubu denir.

Ornek 3.1.6. Ornek 3.1.1 deki yakinhk grubu, degismeli yakinlk grubudur.
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3.2 Normal Alt Yakinlik Gruplar:

Tanim 3.2.1. (O, F,~pg,, N, (B),vn,) yakin yaklasim uzay; “”, O dzerinde bir
tkili islem, G C O bir yakinlk grubu ve N, G nin bir alt yakinlk grubu olsun. Her

a € Gicina-N=N-aise N ye G nin normal alt yakinhk grubu denir.

Teorem 3.2.1. G bir yakinhk grubu ve N, G nin alt yakinlk grubu olsun. N alt
yakinlik grubunun G nin normal alt yakinlk grubu olmast igin gerek ve yeter kosul,

hera € G i¢ina-N -a~t = N olmasidur.

Ispat. N, G nin bir normal alt yakinlik grubu olsun. Tanim 3.2.1 den her a € G
icin a- N = N -a dir. G bir yakinlik grubu oldugundan,
(@a-N)-a'=(N-a) a!

= a-N-a'=N-(a-a™)

= a-N-al=N
olur. Diger taraftan N, G nin bir alt yakinlhk grubu ve her a € G icina-N-a ' = N
olsun. Bu durumda (a- N -a"')-a= N -a, yani a- N = N - a bulunur. Boylece N,
G nin bir normal alt yakinlik grubudur. O]

Teorem 3.2.2. G bir yakinlik grubu ve N, G nin alt yakinhk grubu olsun. N alt
yakinlbk grubunun G nin normal alt yakinlik grubu olmasi icin gerek ve yeter kosul,

her a € G ve hern € N i¢ina-n-a ' € N olmasidar.

Ispat. (=) : N, G nin bir normal alt yakinhk grubu olsun. Her @ € G igin a - N -
a~! = N dir. Boylece herhangi bir n € N icin a-n-a™! € N olur.

(<) : N, G nin bir alt yakinlik grubu ve her a € G vehern € Nicina-n-a™! € N
olsun. Bu durumda a - N -a~! € N dir. Bununla birlikte ¢! € G oldugundan
a-(a' N-a)-a'!Ca-N-a',yani NCa-N-a'tolur. a-N-a ! CN ve
N Ca-N-a*!oldugundan a- N -a~! = N elde edilir. Boylece Teorem 3.2.1 den N

bir normal alt yakinlik grubudur. O]
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3.3 Zayif Kalan Simiflar:

Bu kisimda G yakinlik grubu tizerinde zayif esdegerlik bagintisi ve zayif esdegerlik

bagintisinin G yakinlik gruplarinda belirttigi zayif kalan siniflar1 verilecektir.

Tanim 3.3.1. Bostan farkl bir X C O kumesi uzerinde tanimlanan bagints yansiyan

ve simetrik ise, bu bagintiya zayf esdegerlik bagintisy denir.

(O, F,~g,, N, (B),vy,) yakin yaklagim uzayi, G € O bir yakinhk grubu ve H,
G nin bir alt yakinlik grubu olsun. a,b € G olmak iizere, G nin elemanlar1 arasinda

113

agagidaki gibi bir “~,” bagmntisi tanimlanabilir:

an~ybie=a-b'ec HU{e}.

113

Teorem 3.3.1. G bir yakinlk grubu olmak tizere, “~,.” bagintise G tzerinde bir sag

zayf esdegerlik bagintisidar.

Ispat. G bir yakinhk grubu oldugundan her a € G icin a™* € G dir. a-a ' =e €
H U {e} oldugundan a ~, a olur. Her a,b € G i¢in a ~, bise a-b~' € H U {e},
vani a-b~' € H veya a-b~' € {e} olur. a-b~! € H ise H, G nin bir alt yakinhk
grubu oldugundan (a - b‘l)_1 =b-a ! € H dir. Boylece b ~, a bulunur. Ayrica
a-b'te{elisca-b! =edir. Buradan b-a! = (a-b1)" = ¢! = ¢ ve
boylece b ~, a olur. Sonug olarak, “~,” bagintisi1 G iizerinde bir sag zayif egdegerlik

bagintisidir. O

Herhangi bir a € G igin “~,” sag zayif esdegerlik bagintisinin G yakinlik grubunda
belirttigi sinif:

a ={beG|b~,a}
={beG|b-ate HU{e}}
={beG|b-at€ Hveyab-a' € {e}}
={beG|beH -aveyab-a!=e}
={beG|be H- aveyaa=>hb}
={h-a|h€H, aceG, h-aecG}U{a}
dir.
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Tanim 3.3.2. G bir yakinlik grubu ve H, G nin alt yakinlhk grubu olsun. “~,” sag
zayf esdegerlik bagintisiman G yakinhk grubunda belirttigi simiflara sag zayf kalan
simify denir. Herhangi bir a elemani i¢in sag zayf kalan sinafs H - a ile gdsterilir,
yani

H-a={h-a|h€eH acG, h-aecG}U{a}
dar.

(O, F,~p,, N, (B),vy,) yakin yaklasim uzayi, G C O bir yakinlik grubu ve H,
G nin bir alt yakinlik grubu olsun. Bu durumda G yakinlik grubunun elemanlari

«

arasinda asagidaki gibi bir “~,” bagintis1 tanimlanabilir:

a~pb: <= a'-be HU{e}.

Teorem 3.3.2. G bir yakinlk grubu ve H, G nin alt yakinlhk grubu olsun. G
bir yakinlk grubu olmak tzere, “~,” bagintiss G uzerinde bir sol zayf esdegerlik

bagintisidar.

Ispat. G bir yakinlik grubu oldugundan her a € G icin ¢! € G dir. a-a™ ' = ¢

oldugundan a ~ a olur. Her a,b € G i¢cina ~y bisea™-b € HU{e}, yania™t-b € H
veya a~'-b e {e} olur. a='-b e H ise H, G nin bir alt yakinlik grubu oldugundan
(at-b)"" =b'-a € H dir. Boylece b ~; a bulunur. Ayrica ™' - b € {e} ise
a~'-b=edir. Buradan b'-a = (a7 - b) "' = e} = e ve bdylece b ~¢ a olur. Sonug

olarak, “~,” bagintisi GG iizerinde bir sol zayif egdegerlik bagintisidir. O]

@ ”

Tanim 3.3.3. G bir yakinhk grubu ve H, G nin alt yakinhk grubu olsun. “~;” sol
zayf esdegerlik bagintisinin G yakinhk grubunda belirttigi siniflara sol zayf kalan
simiflary denir. Herhangi bir a elemans i¢in sol zayf kalan simafy a - H ile gosterilir,
yani

a-H={a-h|h€eH acG, a-heG}U{a}
dar.

Uyari1 3.3.1. Genel olarak, yakinhk grubunun ikili islemi her zaman degisme ozelli-

gini saglamayabilir. Bundan dolayr “~,” ve “~,” zaynf esdegerlik bagintilary farkldor.

Sonug olarak, sag zayf ve sol zayif kalan siniflary da farkly olabilir.
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G bir yakinlik grubu; H, G nin bir alt yakinlik grubu ve a € G olmak ftizere,
bundan sonraki kisimlarda G nin H ile belirlenen tiim sol zayif kalan simiflarinin

kiimesi i¢in “a - H” yerine “aH” kullanilmigtir.

Teorem 3.3.3. G bir yakinlk grubu ve H, G nin bir alt yakinlk grubu olmak zere,

sag zayf ve sol zanf kalan simiflarinan eleman sayilary aynadar.

Ispat. S ve S, sirasiyla sag zayif ve sol zayif kalan sinif ailelerinin kiimesi olsun.
¢ Sy — Sy fonksiyonu ¢ (Ha) = a 'H seklinde tammlansin. ¢ fonksiyonunun
birebir ve orten oldugu gosterilebilir. a,b € G olmak tizere, Ha = Hb (a # b) ise
ab=' € H dir. H bir yakinlik grubu oldugundan ba~! € H dir. Boylece a=! € b1 H,
vani a 'H = b 'H olur. Buradan ¢ iyi tammhdir. S, nin herhangi bir a - H
eleman1 icin Ha™!, S; in elemamdir. Boylece ¢ orten bir fonksiyondur. Ha # Hb
ise ab™! ¢ H dir, yani a='H # b~'H olur. Buradan ¢ birebir bir fonksiyondur.
Boylece sag zayif ve sol zayif kalan siniflarinin eleman sayilarinin birbirine egit

oldugu goriiliir. O

Tanim 3.3.4. G bir yakinhk grubu ve H, G nin bir alt yakinhk grubu olmak “izere,
sol zayaf kalan sinaflarinan (veya sag zayf kalan simflariman sayisina) H alt yakinlik

grubunun G deki indeksi denir ve |G : H], (veya |G : H|, ) ile gosterilir.

3.4 Zayif Kalan Siniflarinin Yakinlik Gruplari

Bu kisimda iki zayif kalan smifinin ¢arpiminin tanimi verilecektir. Bu carpimla
birlikte normal alt yakinlik gruplarina gerek kalmadan zayif kalan siniflarinin yakinlik
grubunun hangi sartlar altinda var oldugu gosterilecektir. Ayrica sol zayif kalan
simiflarinin ailesinin bir alt kiimesinin iist yaklagimi tanimsal arakesit yardimiyla
tanimlanacaktir.

G nin H ile belirlenen tiim sol zayif kalan siniflarinin kiimesi
G/., ={aH | a € G}
dir. Burada G yerine N, (B)" G aliirsa
(N.(B)"G) /., ={aH |a € N, (B)" G}
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elde edilir. Bu durumda
aH={a-h|heH ac N, (B)G, a-heG}U{a}

olur.

Tanim 3.4.1. G bir yakinlk grubu ve H, G nin bir alt yakinlk grubu olsun. a,b € G
olmak tuzere, aH ve bH siraswyla a ve b elemanlarinin belirledigi sol zayf kalan
siniflar olsun. Bu durumda a -b € N, (B)* G elemanwnn belirledigi sol zayf kalan

sinafi
(a-b)H={(a-b)h|he H, a-be N, (B)"G, (a-b)-heG}U{a-b}
dir. Buna sol zainf kalan simaiflarinan carpima denir ve
aH ©bH = (a-b)H
ile gosterilir.

Tanim 3.4.2. O algilanabilen nesneler kimesi, G C O bir yakinlik grubu ve H, G
nin bir alt yakinlk grubu olsun. G/.,, G nin H ile belirlenen tim sol zayf kalan
simflariman kiimesi ve g (A), A € P (O) kimesinin tanimsal yakinlk kime ailesi

olmak tzere,

N (B) (G/~,) = U @@

€a(A) 0 G/~ #0

kiimesine G /.., nin st yaklagimu denir.

Teorem 3.4.1. G bir yakinbk grubu; H, G nin bir alt yakinbk grubu ve G/.,, G

nin H ile belirlenen tum sol zayf kalan simiflarinin kimesi olsun. Bu durumda
(N (B)" G) [~y © Ni (B)' (G )

ise her a,b € G i¢in
aH ©bH = (a-b) H

seklinde tanimly “©” iglemine gore G/, bir yakinlk grubudur.
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Ispat. (YG,) : G bir yakinlik grubu oldugundan, her aH, bH € G/, i¢ina-b €
N, (B)"G ve aH ® bH = (a-b)H € (N, (B)"G) /., dir. Hipotezden, her aH,
bH € G/, i¢gin aH ®bH = (a-b)H € N, (B)" (G/~,) olur.
(YGs) @ G bir yakilik grubu oldugundan, her a,b, ¢ € G igin, birlesme 6zelligi
N, (B)" G de gegerlidir. Bu durumda, her aH, bH, cH € G/, i¢in
(aH®bH)®cH =(a-b)H®cH=((a-b)-¢c)H
=(a-(b-c))H=aH® (b-¢)H
=aH © (bH © cH)
esitligi hipotezden N, (B)" (G/~,) de saglanr.
(YG3) : G bir yakinlik grubu oldugundan, her a € G igin a - e = e - a = a olacak
sekilde bir e € N, (B)" G vardir. Bu durumda her aH € G/., i¢in

aH®eH =(a-e)H =aH,

eH ®aH =(e-a)H =aH
bulunur. Béylece eH € (N, (B)*G) /., C N, (B)" (G/~,), G/~, nin yakin birim
elemanidir.

(YG4) : G bir yakinlhk grubu oldugundan, her a € G i¢in a-a’ = a’ - a = e olacak

sekilde bir o’ € G vardir. Bu durumda her aH € G/, igin

aH®dH=(a-d)H =eH,

dH®aH =(d -a)H =eH
olur. Buradan a’H, aH nin yakin tersidir. Béylece G/, yakinlhk grubudur. m
Tamim 3.4.3. G bir yakinlik grubu ve H, G nin bir alt yakinlk grubu olsun. G/,

yakinlk grubuna G nin H ile belirlenen tum sol zayf kalan siniflarinan yakinlik

grubu denir ve G/, H seklinde gdsterilir.

Ornek 3.4.1. O = {a,b,c,d,e, f,g,h,1,5} alglanabilen nesnelerin kiimesi ve B =

{¢1, 02,03} T F ¢ikarm fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

01: 0 — Vi ={aq, a9, a3,05},
g0220—>‘/2:{061,0427014}7

@3 - O — ‘/3 = {06170527043,064}
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crkarim fonksiyonlary Tablo 19 daki gibi tanimlansin.

a b ¢ d e f g h 1 J

@1 | Qg 1 Q3 1 @5 p Q3 Q1 Q9

@2 |1 Q1 Q1 Q4 Q1 Qg Qg Q4 Qg Q7

P3| 2 3 Qg Qq Qg Q1 Q3 Q3 Q3 04

Tablo 19

“ o

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kiumesi tizerinde bir

Tablo 20 deki gibi verilsin.

kili islemsi

a b cde f g h i j
ala b c¢c d e f g h i j
b|b ¢ d e f g h i j a
cle d e f g h i 7 a b
did e f g h 1 j a b c
ele f g h v j a b ¢ d
flf g h i j a b c d e
glg h i 57 a b ¢ d e f
hih i 7 a b ¢ d e [ g
it j a b ¢ d e f g h
jljg a b ¢ d e f g h i

Tablo 20

G = {c,1} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere, G tizerinde

“7 akili iglems Tablo 21 deki gibi olur.

Tablo 21
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Bu durumda

l[a],, = {7 € O |1 () = p1(a) = a1}
={a,c,e,q,i}

= [d,, = lel,, = lgl, =1,

[b]m ={2' € O |y (2) =1 (D) = a2}
={b,j}
= [jl,, ;

[fly, =12 € O] () = o1 (f) = as} = {f},

Ww ={2' € Oy (2)) =1 (h) = as}
= {d7 h}
-

®1

dir. Boylece &, = {[a]w (0l [, [h]m} olur.

[&]m ={2' €O |y (a) = pa(a) =}

= {a'7bﬂcﬂ 67.]}

d],, = {2/ € O]y (2') = g2 (d) = au}
= {d7 f7 h}

[il,, ={z' € O] p2(3') = ¢2 (1) = a2}
={i,9}
= [d,,

olur. Buradan &,, = < |a] . ,|d] ., | dir. Son olarak,
2 P2 P2 2

la],, = {2 € O | p3(2) = p3(a) = az}
= {a,c,e}



d],, = {2/ € O] p3(2') = p3(d) = au}
={d,j}
= 14,
[flpy ={2" € O | 93(2') = 93 (f) = u} ={f}

bulunur. Dolayiswyla &,, = {[a] o5 1)y + [d] 5 1] gos} tir.

Boylece r = 1 i¢in O algilanabilir nesneler kumesinin ayrisimlarinin kimes:

Ny (B) = {&s1:8ps, &y b tir. Bu durumda

v~ Ul
N (B) G = [m]%ﬂé#@

={a,ce,g,iy U{a,b,ce,7} U{g,i} U{a,c,e} U{b,g,h,i}
= {a7bvcaeaga h,l,]} 7é O
elde edilir. Tanwm 3.1.1 den (G, -) nin bir yakinlik grubu oldugu gorilebilir.
G = {c,i}, G nin bir alt kimesidir. G yakinhk grubu, kendisinin asikar alt

yakinlk grubudur. O halde G nin G ile belirlenen tum sol zayf kalan siniflar, sol

zayif kalan simaifinan tanimandan
cG=0U{c} =A{c},iG=00U{i} = {i}

olur. Béylece G/,,G = {cG,iG} dir.
Ny (B)" G ={a,b,c,e,g,h,i,j} oldugundan, Ny (B)* G nin G ile belirlenen tim

sol zawf kalan sinaflar
aG ={c,i} U{a} = {a,c,i}, bG =0 U {b} = {b},
eG ={ctU{e} ={c,e}, G = {i} U{g} = {g.1},

hG =0 U {h} ={n}, jG=0U{j} = {j}
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seklinde yazilir. Bu durumda
(N1 (B)*G) /~, = {aG,bG, cG, eG, gG,hG,iG,jG} C P (O) elde edilir.
G /G tzerinde “©7 igslemi, Tanwm 3.4.1 kullanalarak, Tablo 22 deki gibi tanimlan-

Sin.

® ‘ cG iG
cG | eG aG
1G | aG  gG

Tablo 22
(N, (B)"G) /~, C N, (B)" (G/wG) oldugunu gostermek i¢in (N1 (B)* G) /~, den
alinan her elemanin Ny (B)* (G/,G) de oldugunu géstermek yeterlidir.
Q(G/,G)={®(A) | A€ G/,G}
={®(c@),® (iG)}
= {2 ()} . {2()}}
= {{(a1,a1,02)} , {(0n, 2, 23) } }

olur. ¢G € G/,G i¢in

Q(cG) ={2 ()} = {(an, 01, 2)},
Q(aG) ={®(a),®(c), @ (i)} = {(a1, 1, 2) , (a1, a1, 2) , (01, 2, a3) }
Q(eG) ={2(c),®(e)} = {(o, a1, 02) , (a1, 1, 2) }
dir. Q(cG) N Q(aG) = {(a1, a1, 9)} # 0 ve Q(cG) M Q(eG) = {(as, a1, a9)} £ 0
oldugundan aG, eG € & (cG) olur. Boylece Tamum 3.4.2 den & (cG) 0 G /uG # 0
ve ¢G,aG,eG € Ny (B) (G/,G) bulunur.
iG € G/uG icin
Q(iG) ={2 (i)} = {(a1, a2, a3)},
Q(9G) ={2(9),® (1)} = {(o, a2, 03) , (a1, 2, 3) }
tir. Q(iG) N Q(¢9G) = {(an, s, a5)} # 0 oldugundan gG € o (iG) dir. Bu
durumda Tanwm 3.4.2 den &g (1G) N G/,G # 0 ve iG, gG € Ny (B)" (G/,G) olur.
Dolayisla (N, (B ) /.. € Ny (B)* (G/u) dir
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Sonug olarak, Teorem 3.4.1 den G/,G, Tablo 22 ile verilen islemle birlikte, G

nin G ile belirlenen tim sol zaf kalan siniflarinin yakinbk grubudur.

Asagidaki 6rnek Teorem 3.4.1 deki (N, (B)* G) /~, € N, (B)" (G/~,) kogulunun

onemini belirtmektedir.

Ornek 3.4.2. O = {a,b,c,d e, f,g,h,i,7} algrlanabilen nesnelerin kimesi ve B =

{¢1, 02,03} T F ¢ikarm fonksiyonlarinin kimesi olsun.

901:0—>‘/1:{05170427053}7
02: 0 — Vo ={o, 2,04},

@3t O — ‘/E’) = {a17a27a37a4}

crkarim fonksiyonlary Tablo 23 teki gibi tansmlansin.

a b ¢ d e f g h 1 J

1|01 Qg p Qo 1 Q1 Q3 Q3 Q1 Qg

P2 | 1 Qg Qg Q4 Q4 Q4 Qg Q4 Qo Q7

P3| g 3 Qg Qq Q4 Q1 Qg Q3 Q2 O3

Tablo 23

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kiumesi tuzerinde bir “7 ikili islems
Tablo 20 deki gibi verilsin. Bu durumda G = {b,c,i,j} alglanabilen nesneler

kiimesinin bir alt kimesi olmak tzere, G tzerinde “7 ikili islemi Tablo 24 deki

qibi olur.
b ¢ 1 J
blc d j a
cld e a b
11j a g h
Jla b 1
Tablo 24
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Bu durumda

l[a],, ={2" € O |1 (') = p1(a) = i}
={a,c,e, f,i}

= [d,, = lel,, = [fl,, =i,

0], ={z' € O | 1 (2') = ¢1 (b) = as}
= {b7 d:]}
= [d],, = [j],, ;

9], = {2/ € O] (2) = ¢1(9) = s}
= {97 h}
= [h]

1

olur. Béylece &, = {[a]@l [0, [g]m} dir.
la],, ={7" € O | p2 (') = pa(a) = a1}
= {a,j}

= [y,

0], ={z' € O | 2 (2') = 2 (b) = as}
={b,c,i}

[d],, = {2 € O] a2 (2') = 2 (d) = au}
={d,e, f,g,h}
= le],, = [fl,, = 9], = [F,,

ir. alde =4<lal, , , olur. Son olarak,
dir. O halde &,, oo (0], 5 ld],, ¢ oolur. S larak

la],, = {2 € O | 3 (2) = p3(a) = az}
= {a7 C’ g’ /L}

= [el,, = lgly, = lil,
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d],, = {2/ € O] p3(2') = p3(d) = au}
= {d7 6}

- [6]803 ’

[flg, ={2" € Ol s (2) = @5 (f) = n} = {/}

bulunur. Béylece &,y = {[a]w3 [0, 0 d, s [f]%} elde edilir. Dolayiswyla r =1 igin
O alglanabilir nesneler kimesinin ayrisymlarian kimesi Ny (B) = {€,,,&0,, 05}

tir. Bu durumda

e U,
N]- (B) G - [af:](ﬂiﬁGg;é@

={a,cye, f,i} U{b,d,j} U{a,c,g,i} U{b,h,j} U{a,j} U{b,c,i}
:{a/7b7c7d7e7f7g7h72.’j}

elde edilir. Tamwm 3.1.1 den G nin yakinhk grubu oldugu kolayca goruliir.
G ={b,c,i,7} nin H = {b,j} alt kiimesi dikkate alinsin. H kiimesi tizerinde bir

[

tkili iglema Tablo 25 deki gibi verilsin.

Tablo 25

H C G nin st yaklasima

U=l
Ny (B) H= [r]%ﬂ;;é@

={b,d,j} U{b h,j} U{a,j} U{b c i}
- {a’b7c7d7h7i’j}
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olur. H nin G yakinbk grubunun alt yakinlk grubu oldugu kolayca gorilur. Bu
durumda G nin H ile belirlenen tim sol zayif kalan sinaiflar, sol zayf kalan sinifinin

tanimindan

bH = {c} U{b} = {b,c}, cH = {b} U{c} = {b,c},
i ={j}u{i} ={i,j}, jH = {i} U{j} = {i,j}
olur. Béoylece G/ ,H = {bH,cH,iH,jH} elde edilir.
Ny (B)"G = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,7} oldugundan Ny (B)" G nin H ile belirlenen

tim sol zayf kalan simaflar:

al = {b,j} U{a} ={a,b,j}, dH = {c} U{d} = {c,d},
eH=0U{et={e}, fH=0U{f}={f},
gH =0U{g} ={g}, hil = {i} U{h} = {h,i}
dir. Béylece (Ny (B)*G) /.., = {aH,bH,cH,dH,eH, fH,gH,hH,iH,jH} C P(0O)
olur.

G/wH tzerinde “©7 islemi, Tanim 3.4.1 kullamlarak, Tablo 26 daki gibi tanimlan-

Sin.

® |bH cH iH jH
bH |cH dH jH aH
cH|dH eH aH 0b0H
oH | jH aH gH hH
jH |aH bH hH H

Tablo 26

(N1 (B)"G) /~, ye ait olup Ny (B)" (G/~,) kimesine ait olmayan en az bir
eleman bulunabilirse (N1 (B)* G) /~, € N1(B)" (G/~,) oldugu gorilir.

gH € (Ny (B)'G) /-, igin Q(gH) = {®(9)} = {(as, as,00)} dir. & (gH) 1
G/~, = 0 oldugundan, Tanvm 3.4.2 den gH ¢ Ny (B)" (G/~,) dir. Boylece iH €
G/, i¢in iH ®iH = gH ¢ Ny (B)" (G/~,) olur. Dolayswyla (YGy) saglanmaz.
Sonug olarak, (N1 (B)" G) /~, € N1(B)" (G/~,) kosulu saglanmaz ise G/~,, G nin

H ile belirlenen tim sol zayf kalan siniflarinin yakinbk grubu olamaz.
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3.5 Yakinlik Grup Homomorfizmalari

Bu kisimda farkli veya ayni yakin yaklagim uzaylarinda verilen yakin gruplar arasinda
tanimlanan yakinlik grup homomorfizmasi kavrami verilecektir. Yakinlik grup homo-
morfizmalarinin bazi temel 6zellikleri teoremlerle incelenecektir. Bunlardan bagka
kisitlanmig yakinlik grup homomorfizmasi kavramina ve bu kavramlar yardim ile
yakinlik gruplari i¢gin temel yakinlik homomorfizma teoremine yer verilecektir.

(01,f1,NB,.1,Nr1 (B), I/er), (05, Fo, ~Byys Ny (B), VNTQ) iki yakin yaklagim

wn (1)
Y

uzayli ve o” sirasiyla Oy ve O, tizerinde iki ikili iglem olsun.

Tanim 3.5.1. (Gy,-) C Oy ve (Gg,0) C Oy iki yakinlik grubu olsun. Her x,y €
N,, (B)" Gy igin
plz-y)=p@)op(y)

olacak sekilde orten bir
©: N, (B)"Gy — N,, (B)" G,

fonksiyonu varsa ¢ ye yakinlhk grup homomorfizmasy denir. G; ve Gy yakinlk

gruplarina da yakin homomorfiktir denir ve G1 ~, G ile gosterilir.

Bu kisim boyunca, her z,y € N, (B) G igin ¢ (z-y) = ¢ (z) o »(y) olmak
uzere

Q : er (B)* G1 — NTQ (B)* G2
bir yakinlik grup homomorfizmasi olarak dikkate alinmigtir.

Teorem 3.5.1. (Gy,-) C Op ve (Gy,0) C O yakin homomorfik gruplar olsun. G,
degismeli yakinlhk grubu ise G de degismeli yakinlk grubudur.

Ispat. G ve G5 yakin homomorfik oldugundan, her z,y € N,, (B)* Gy icin

o(x-y) = ¢(x) o p(y) dir. ¢ orten oldugundan, her /.y’ € N,, (B)* Gy i¢in
¥ = ¢ (x), ¥y = p(y) olacak bigimde en az bir x,y € N,, (B)" Gy vardir. Boylece
px-y) =p@) op(y) vee(y -z) =¢(y)oep(r)our. Sonolarak, z-y =y =
oldugu dikkate almirsa ¢ (z) o ¢ (y) = ¢ (y) o ¢ (x) elde edilir. Sonug olarak, G
degismeli yakinlik grubudur. O
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Teorem 3.5.2. (Gy,) C Oy ve (Ga,0) C Oy yakin homomorfik gruplar ve
N,, (B)" ¢ (G1) = N,, (B)" Gy olsun. Bu durumda ¢ (Gy) de bir yakinhk grubudur.

Ispat. (YGy) :Hera',y € ¢ (Gy)icin ' = ¢ (), 4y = ¢ (y) olacak bicimde en az bir
z,y € G vardir. Boylece ¢ (z-y) = ¢ (v) o (y) € N,, (B) G2 = N,, (B) ¢ (G,)
olur. Buradan 2/ oy’ € N,, (B)" ¢ (G1) elde edilir.

(YGy) : e € N, (B)" Gy, p(e) € N,, (B)" Gy ve her x € Gy igin ¢ (z) € ¢ (G1)
oldugundan ¢ (e) o ¢ () = ¢ (e x) = ¢ () olur.

(YGs3) : Gy bir yakinhik grubu oldugundan her z,y,z € Gy i¢in = - (y-2) =
(x -y) - z dir. Boylece

pa-(y-2)=¢@op(y z)=p@)o(p(y)op(z),
p((x-y)-2)=¢@ yopz)=(p@)opy)or(z)
(p(z)op(y)ow(z)=¢(x)o(p(y)op(z)
bulunur.
(YG,) : Her o/ € ¢ (G1) igin 2/ = ¢ (z) olacak bicimde en az bir # € Gy vardur.
Gy bir yakmlik grubu oldugundan z~' € Gy dir. Boylece o (z71) € ¢ (Gy) ve

(@) op(x™) = @) op(x) = ¢(e) olur ve dolaysiyla (/)" = ¢ (271 dir.
Sonug olarak, ¢ (G7) bir yakinlik grubudur. O

Teorem 3.5.3. (Gy,:) C Oy ve (Gg,0) C Oy yakin homomorfik gruplar ve e ile €'
siraswyla G ve Gy yakinlik gruplarinin yakin birim elemanlary olsun. Bu durumda
(1) o (e) = ¢,
(2) Her x € Gy igin o (z7') = ¢ (z) ™"
dir.

Ispat. (1) ¢ yakinlk grup homomorfizmas: oldugundan ¢ (e) o p(e) = ¢ (e-e) =
o (e) = ¢ (e) oe olur. Onerme 3.1.2 (i) den ¢ (e) = ¢ elde edilir.

1

(2) ¢ yakinlik grup homomorfizmasi ve z-x~! = e oldugundan ¢ (z - z71) = ¢ (e)

/

ve dolayisiyla (1) den ¢ () 0 ¢ ()" = ¢ olur. Ote yandan, ¢ (z) " o ¢ (z) = e
oldugundan ve Onerme 3.1.1 (i) den ¢ (') = ¢ (z) ™" dir. O
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Tamim 3.5.2. (G1,-) C Oy ve (Gq,0) C Oy iki yakinlk grubu ve ¢, N,, (B)* Gy den
N,, (B)* Gy ye yakinlik grup homomorfizmasu olsun. €', Gy nin yakin birim elemana

olmak tuzere,
{zeGily(z)=¢}

kiimesine, ¢ yakinlik grup homomorfizmasinin ¢cekirdegi denir ve Kery ile gosterilir.

Teorem 3.5.4. (G4,:) C Oy ve (Ga,0) C Oy yakin homomorfik gruplar ve Kery,
© yakinlk grup homomorfizmasiman gekirdegi olsun. N,, (B)* (Kery) grupoid olmak

tuzere; Keryp, Gi in bir normal alt yakinlk grubudur.

Ispat. Tanim 3.5.2 den, her 2 € Kery icin ¢ (x) = € olur. Béylece her © € Kergp
icin ¢ (z) = ¢ ve p(z7!) = ¢(x)" = (¢)7" = ¢ oldugundan 7! € Kery dir.
Teorem 3.1.1 den Kery, GGy in bir alt yakinhk grubudur. y € G; ve x € Kergp

olsun. Bu durumda her y € G; ve her € Kery igin

(y)op(x)op(y™)

ely-z-y") =¢
py)op(x)op(y) ™
©

(y)oeop(y " =¢

olur. Boylece y - x - y~' € Kerp dir. Sonuc olarak, Teorem 3.2.2 den Kery, Gy in
bir normal alt yakinlik grubudur. O]

Teorem 3.5.5. (G1,-) C O ve (Gg,0) C Oy yakin homomorfik gruplar, H; ve N;
siraswyla Gy in bir alt yakinhk grubu ve normal alt yakinbk grubu ve N,, (B)" Hy
grupoid olsun. Bu durumda
(1) ¢ (Ny, (B)" H1) = N,, (B)" ¢ (H,) ise p (Hy), G nin bir alt yakinlk grubudur.
(2) ¢ (G1) = Gy ve ¢ (N, (B)" N1) = N, (B) ¢ (N1) ise ¢ (N1), Ga nin bir

normal alt yakinhk grubudur.

Ispat. (1) ¢ érten oldugundan, her z’,y' € o (Hy) i¢in 2’ = ¢ (z), 3 = ¢ (y) olacak
bigimde en az bir z,y € H; vardir ve her xz,y € N,, (B)" H; i¢in ¢ (z) o ¢ (y) =
o (x-y) € ¢ (N, (B)" Hy)dir. ¢ (N, (B)" Hi) = N,, (B)" ¢ (H;)oldugundan ¢ (z)o
# (y) € Ny, (B)" ¢ (Hy) olur.
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Bununla birlikte, ¢ orten oldugundan her 2’ € ¢ (H;) igin 2’ = ¢ (z) olacak
bicimde en az bir x € H; vardir.

Hy, Gy in bir alt yakmnlik grubu oldugundan 2~ € H; dir. Boylece ¢ (z) " =
¢ (z71) € ¢ (Hy) olur. Sonug olarak, Teorem 3.2.1 den ¢ (H;), G nin bir alt yakinlik
grubudur.

(2) ¢ (N, (B)" Ny) = N,, (B)" ¢ (Ny) oldugundan ve (1) den ¢ (N7), G2 nin bir
alt yakinlik grubudur. 2’ € Gy = ¢ (Gy) ve n’ € ¢ (Ny) ise 0 zaman ' = ¢ (g) ve
n’ = ¢ (n) olacak sekilde g € Gy ve n € Ny vardir. Ny, G in normal alt yakilik
grubu oldugundan ¢g-n-g~* € Ny dir. O halde 2’on/o ()™ = p (g)op (n)oyp (¢7!) =
©(g-n-g') € ¢ (Ny) olur. Sonug olarak, Teorem 3.2.2 den ¢ (N;), Go nin bir
normal alt yakinlik grubudur. O]

Teorem 3.5.6. (G1,:) C O; ve (Gy,0) C Oy yakin homomorfik gruplar, Hy ve
Ny swraswyla Gy nin bir alt yakinlhk grubu ve normal alt yakinhk grubu olsun. Bu
durumda

(1) Hy, Hy nin on gorintisi ve N,, (B)" Hy grupoid olmak tzere, ¢ (N, (B)* Hy)
= N,, (B)" Hy ise Hy, Gy yakwnhk grubunun bir alt yakinbk grubudur.

(2) N1, Ny nin én gorintisi olmak tizere, ¢ (G1) = Gy ve p (N, (B)" Ny) =
N,, (B)* Ny ise Ny, Gy yakinlk grubunun bir normal alt yakinlk grubudur.

Ispat. (1) Hy, Hy nin 6n goriintiisii oldugundan ¢ (H;) = Hs dir. Bdylece her
z,y € Hy icin ¢ (x), ¢ (y) € Hy olur. Hs, G nin bir alt yakilhk grubu oldugundan
p(x-y) = px)op(y) € Ny (B) Hy = ¢(N,, (B)"Hy) dir. Buradan z -y €
N,, (B)" Hy olur. Her = € H; igin ¢ (x) € Hy dir. Ho, Gy nin bir alt yakinhk grubu
oldugundan ¢ ()" = ¢ (') € H, bulunur. Béylece 7' € H; olur ve dolayisiyla
Teorem 3.2.1 den H;, GG; yakinlik grubunun bir alt yakinlik grubudur.

(2) ¢ (N, (B)*Ny) = N,, (B)" ¢ (N7) oldugundan ve (1) den N, G; yakinhk
grubunun bir alt yakinlik grubudur. ¢ (G1) = G5 ve Ny in Ny normal alt yakinhk
grubunun 6n goriintiisii oldugu dikkate almirsa her € G1, n € N; igin ¢ (z) €
¢ (G1) = Gy ve o (n) € Nyolur. Ayrica ¢ yakinhik grup homomorfizmasi oldugundan
o () = p(z7!) € ¢(Gy) = Gy dir. N,, G, nin bir normal alt yakmlik grubu
oldugundan ¢ (z - n-271) = p (z) o (n)op (x7t) € Ny dir. Béylece z-n-27! € N
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olur. Sonug olarak, Teorem 3.2.2 den N;, (G; yakinlk grubunun bir normal alt

yakinlik grubudur. [

Yakinlik grup homomorfizmalari, farkli yakin yaklagim uzaylarindaki yakin grup-
lar yerine aymi yakin yaklagim uzayimndaki farkli yakin gruplar dikkate alinarak da

tammlanabilir.

Tamm 3.5.3. Gy, Gy C O ki yakinlik grubu ve x, N, (B)* Gy den N, (B)* Gy ye
tanimily bir fonksiyon olsun. Her x,y € G1 i¢in
X(@-y)=x(@) - x)

1se x dontsumune yakinhk homomorfizmas: denir. Bu durumda G1, Go ye yakin

homomorfiktir denir ve G| ~,, Gy seklinde gosterilir.

Teorem 3.5.7. G C O bir yakinhk grubu ve H, G nin alt yakinlik grubu olsun. Bu
durumda her x € N, (B)* G i¢in

ile tanamls

II:N,(B)"G— N, (B)(G/,H)
fonksiyonu bir yakinhk grup homomorfizmasidar.

ispat. Tanim 3.3.3 dikkate alinirsa II iyi tanimhdir. Tanim 3.4.1 kullanilirsa her
x,y € G icin
I(z-y)=(z-y)H=2HoyH =1(z) © Il (y)

olur. Boylece Tanim 3.5.3 ten II bir yakinlik grup homomorfizmasidir. [

Tanim 3.5.4. G C O bir yakinhk grubu ve H, G nin alt yakinbk grubu olmak tizere,
her x € N, (B)* G igin
II(x)=xH

ile taniml

II: N, (B)' G — N, (B)" (G/H)

yakinlk grup homomorfizmasina dogal yakinlk grup homomorfizmas: denir.
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Ornek 3.5.1. Ornek 3.4.1 den G nin G ile belirlenen tiim sol zayf kalan sinaflarinin
G /G yakinbk grubu dikkate alinsin. Her v € N, (B)* G igin

II:N,(BG — N, (B) (G/oG)

r — I(x)=2G

fonksiyonu tanamlansin. Tanwm 3.3.3 dikkate alinarsa 11 1yi tanimbidir ve Tanwm

3.4.1 den her x,y € G i¢in
Iz -y)=(r-y)G=2G0yG =1(z) ©l(y)

dir. Sonug olarak 11, N, (B)" G den N, (B)" (G/,G) ye tanuml bir dogal yakinlk

grup homomorfizmasidur.

Tanim 3.5.5. G, Gy C O iki yakinhk grubu ve H, G1 in bostan farkl bir alt kimes:
olsun.

X: N, (B)*Gy — N, (B)" G,

bir fonksiyon ve

Xy = XlH H —>NT(B)*G2
kwsitlanmas fonksiyon olmak tzere, her x,y € H icin
X(@-y) =Xy (- y) = Xq (@) - Xy () = x(2) - X ()
1se x donustimine kisitlanmas yakinbk grup homomorfizmast denir. Bu durumda

Gy, Gy ye kwsitlanmas yakin homomorfiktir denir ve Gy ~,.,, G seklinde gosterilir.

Teorem 3.5.8. G1,Gy C O ki yakinbk grubu ve x, N, (B)" Gy den N, (B)* Gy
ye tamimly bir yakinbk homomorfizmasy olsun. (N, (B)" Kery,-) bir grupoid ve
(N, (B)"Gy) /~,, N, (B)" Gy in Kerx tarafindan belirlenen sol zayf kalan siniflar-

nin kumesi olmak tzere,
(N (B)" G1) [~y © N (B)" (Gr/wKerx)

ve



15€
G1/wKerx ~m x (Gy)
dar.
Ispat. (N, (B)" Kery, -) bir grupoid oldugundan Teorem 3.5.4 dikkate almirsa Kery,
G in bir alt yakinhk grubudur. (N, (B)* Gy) /~, C N, (B)" (G /wKery) oldugundan
ve Teorem 3.4.1 den G/, Kery, Gy in Kery tarafindan belirlenen sol zayif kalan
siiflarimin yakinhk grubudur. Ayrica Teorem 3.5.5 ten N, (B)" x (G1)
= x (N, (B)" Gy) oldugu dikkate ahmirsa x (G;), G nin bir alt yakinlik grubudur.
Her zKery € G1/,Kery igin
Ney fwrerx X|G1/wKerx — N, (B) x(G1)
xKery +—— N6, fuer (xKery) = x (z)
olmak tizere,
n: N (B) (Gi/wKerx) — N (B)"x(Gh)
o oy d T ) A (B G L
ex(G) AE (N (B) Gh) [~y
fonksiyonu tanimlansin.
cKerx ={z-k| ke Kerx,z-keG}U{z},
yKery ={y -k |k € Kerx,y-k € G1} U{y}

ve x fonksiyonu bir yakinlik grup homomorfizmasi oldugundan

rKery =yKery = x € yKery
= xe{y K|k eKerx,y -k € Gy} veyax € {y}

= z=y-K, K eKerxy,y kK € Gy veyax =y

= ylao=w' yk, keKeryveya x(z)=x(y)
= yl.a=k ke Kery

= yl.z€ Kery

= X' 7)) =ean

= xw" x(= T) = eya)

= X)) - x (@) = ey

= x(z) =x ()



dir. Boylece n,, , ... iyi tammhdir. Kabul edelim ki, A, B € N, (B)" (G1/wKery)

icin A = B olsun. Ny jwicery 11 tanimll oldugundan

p() = Mo () AEW(B) G [y
€x(G1) ,A¢ (N, (B)"Gy) /~,

Ny jykery (B> , B e (NT (B)* Gl) /NL
Ex(G1) , B ¢ (NT (B)* Gl) /NL

=n(B)

olur. Boylece n iyi tanmimhdir. Her xKery,yKery € G1/,Kery i¢in

n(zKerx ®@yKery) =n((z-y)Kery)
= Mg, ey (T Y) KeTX)
=x(z-y)
=x(z) x(y)
=N, jurcers (TEETX) NG, e (yKery)
=n(zKerx) -n(yKerx)

dir. Bu durumda Tanim 3.5.5 ten n bir kisitlanmig yakinlik homomorfizmasidir. O

halde G1/,Kery ~., x (G1) dir. O
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BOLUM 4
YAKINLIK HALKALARI

Bu boliimde iki iglemli yakinlik cebirsel yapilarindan biri olan yakinlik halkalar:
incelendi. Uc kisimdan olusan bu boliimiin ilk kisminda yakinhk halkalar: ve yakinlik
halkalarinin yakinhk idealleri kavramlar: verildi. Ikineci kisimda yakinhk ideali kavra-
mina gerek kalmaksizin, zayif kalan siniflarimin yakinlik halkalarinin hangi sartlar
altinda var oldugu aragtirildi. Uciineii kisimda da yakinlik halka homomorfizmalari

ve bu kavramlarla ilgili baz1 temel tanimlar ve teoremler incelendi.

4.1 Yakinhk Halkalar: ve Idealleri

Bu kisimda yakinlik halkalar: ve alt yakinlik halkalar: kavramlar: orneklerle birlikte
verilecektir. Bir yakinlik halkasimin bostan farkli bir alt kiimesinin alt yakinlik
halkas: ve iki (veya sonlu sayida) alt yakinlik halkasinin (idealinin) arakesitinin yine
bir alt yakinlik halkas: (ideali) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogullara yer verilecek-

tir.

Tanim 4.1.1. (O, F,~p,, N, (B),vn,) yakin yaklasim uzayi, “+” ve “” O dzerinde
ikili islemler ve R C O olsun. Asagqidaki ozellikler saglaniyorsa R ye yakin yaklasim

uzayr tzerinde yakin halka veya kisaca yakinlk halkasy denir:
(YH,) R, “47 ikili islemsi ile birlikte bir degismeli yakinlk grubudur.
(YHsy) R, “7 ikili islemi ile birlikte bir yakinhk yar grubudur.

(YH3) Her z,y,z € R ig¢in,
r-(y+2)=(x-y) +(x-2) ve

(x+vy) 2= (x-2)+ (y-2) ozellikleri N, (B)" R de saglanar.

Buna ek olarak,
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(YHy) Herz,y € R i¢inx-y=1y-x ise R ye degismeli (komitatif) yakinlik halkas,

(YHs) Her x € R i¢in 1g -2 = x - 1g = x olacak sekilde 1r € N, (B)" R varsa R ye

birimle yakinlk halkasy denir.

Bir R yakinlik halkasmda, (Y Hy) — (Y Hj) 6zelliklerinden bazilar1 N, (B)" R de
saglanmak zorundadir. Bu ozellikler bazi durumlarda O\ N, (B)" R de saglanabilir.
Bu durumda R yakinlik halkasi olamaz. R deki elemanlarin sonlu tane toplami veya
carpimi her zaman N, (B)" R ye ait olmayabilir. Boylece her zaman, her x € R
ve bazi n € ZT i¢gin 2™ € N, (B)" R veya nz € N, (B)" R oldugu soylenemez.
(N, (B)" R,+) ve (N, (B)" R,-) grupoid ise, o zaman her € R ve her n € Z* igin
" € N, (B)" R veya her x € R ve her n € Z i¢in nx € N, (B)" R olur.

R birimli bir yakinlik halkasi ve x € R olmak lizere, y - & = 1g (z -z = 1g)
olacak sekilde bir y € N, (B)" R (2 € N, (B)" R) varsa z elemanmna sol (saj) yakin
tersinirdir denir. y (z) elemanima x elemanimin sol (sag) yakin tersi denir. © € R
hem sol hem de sag yakin tersinir ise x elemanina yakin tersinirdir (birimsel unit)
denir. Birimli bir R yakinhk halkasinin yakin tersinir elemanlarindan olusan kiime,

(132

islemi ile bir yakinlik grubudur.

Tamim 4.1.2. Bir R yakinbk halkasinda (R\ {0} ,-) bir yakinlk grubu, yani R deki
sifirdan farkle her eleman yakin tersinir (birimsel unit) ise R ye yakinlk bolim

(division) halkasy denir.
Tanim 4.1.3. Bir R yakinlk halkasinda (R\ {0} ,-) bir degismeli yakinlk grubu ise
R ye yakinhk cismi denir.

Yakinlik halkasinin elemanlarinin ikili iglemlerle ilgili bazi temel ozellikleri, klasik
halkalarda oldugu gibi her zaman saglanmayabilir. N, (B)* R yaklagim klasik halka
olarak dikkate alinirsa bu durumda yakinlik halkasinin elemanlari ikili iglemlerle

ilgili temel ozellikleri saglar.
Lemma 4.1.1. Yakin yaklasim uzay tuzerindeki her halka yakinlik halkasidar.
Ispat. RC O yakin yaklagim uzay1 tizerinde bir halka olmak tizere, R C N, (B)" R

oldugundan (Y H;) — (Y H3) saglanir. Boylece R bir yakinlik halkasidir. O
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Ornek 4.1.1. O = {o,p,r,s,t,v,w,x} alglanabilen nesnelerin kiimesi ve B =

{¢1, 02,03} T F ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

01:0 — V) = {041,04270437%},

Y2 - O — ‘/2 = {51752753}

ctkarim fonksiyonlar: Tablo 27 deki gibi tanimlansin.

o p r s t v w =

P1|Cg Qg Q1 Qo 1 Q3 Qg Q3

2| Br B3 B2 Bz B B3 Pi B

Tablo 27

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kimesi tuzerinde “+7 ve “7 ikili

1slemleri Tablo 28 ve Tablo 29 daki gibi verilsin.

+lo p r s t v w T o p r s t v w x
olo p r s t v w x olo o o o o o o o
plp r s t v w T O plo p r s t v w =x
ri{r s ¢t v w x o0 P rlo r t w o r t w
s|s t v w x o p T s o s w t o r w
t |t v w x o p r s t lo t o ot o t
viv w x p p r s t v|io v r x t p w S
w|lw x o p r s t w wlo w t r o w t r
r|lx o p r s t v w r|lo x w v t s r P
Tablo 28 Tablo 29

Tablo 28 den r + (s +s) # (r+ s) + s oldugundan (O,+) bir grup degildir. O
halde (O, +,-) bir halka degildir.
R = {r,t,w} alglanabilen nesneler kimesinin bir alt kimesi olmak izere, R

uzerinde “+7 ve “7 ikili islemleri Tablo 30 ve Tablo 31 deki gibi olur.
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+1r T w Tt ow
r|t w o T t ot
t|lw o r tlo o o
wl|lo r w|t o t
Tablo 30 Tablo 31

Ornek 3.1.5 ten v = 1 i¢in O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinm

kiimesi Ny (B) = {&,,,&,,} dikkate alinirsa

s p_ Ul
Ni(B) R = [x}%ﬂ]g;é@

=A{o,r t,w} # 0O
elde edilir. Bununla birlikte Tanwm 4.1.1 den

(YHy) R, ‘47 islemi ile bir yakinbk grubudur.
(YHs) R, “7 iglemi ile bir yakinlk yary grubudur.
(YH3) Her z,y,z € R i¢in
z-(y+z)=(x-y)+ (z-z) ve
(@+y)-z=(r-2)+(y-2)

ozellikleri N, (B)* R de saglanar. O halde O algilanabilir nesneler kimesinin R alt

kiimest bir yakinhk halkasidar.
Agagidaki onermede verilen 6zelliklerin gecgerli oldugu kolayca gosterilebilir.

Onerme 4.1.1. R C O bir yakinlik halkasy ve Or € R olsun. Or - x,x -0 € R ise
her z,y € R i¢in

(i) x-0g =0g -z = 0pg,

(it) z - (=y) = (=x) -y = = (- y),

(iii) (=) - (=y) =z -y
dir.
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Tanim 4.1.4. R bir yakinhk halkas, ve S, R nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
S, R deki “4+7 ve “7 ikili islemleri ile yakinhk halkast ise S ye R nin alt yakinlk

halkast denir.

Tanim 4.1.5. R bir yakinbk cismi ve S, R nin bostan farkly bir alt kimesi olsun.

S, R deki iglemler ile bir yakinhk cismi ise S ye R nin alt yakinlik cismi denir.

Teorem 4.1.1. R bir yakinhk halkasy; S, R nin bostan farklh bir alt kimesi
ve (N, (B)"S,+), (N, (B)*S,") iki grupoid olsun. Bu durumda S nin R yakinlik
halkasiman bir alt yakinlhk halkas: olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her x € S icin

—x € S olmasidar.

ispat. (=) : Kabul edelim ki; S, R yakinlik halkasinin bir alt yakinlik halkasi olsun.
Bu durumda S bir yakinlik halkasidir. Boylece her x € S i¢in —x € S dir.

(<) : Hipotezden (N, (B)" S,+) grupoid ve S C R oldugundan ve Teorem 3.1.1
den (5, +) degismeli yakinlik grubudur. (N, (B)*S, ) grupoid ve S C R oldugundan
N, (B)" S de birlesme 6zelligi saglanir. Bu durumda (.9, -) bir yakinlik yar1 grubudur.
Her z,y,2 € SC Riginy+z € N, (B)" S, z-(y+2) € N, (B)*Sve (z-y)+(z-z2) €
N, (B)* S dir. R yakinlk halkasi oldugundan z - (y + z) = (x - y) + (z - 2) ozelligi
N, (B)"S de saglanir. Benzer olarak, (x +y) -z = (z-2) + (y - 2) ozelliginin de
N, (B)" S de saglandig1 goriiliir. Boylece S, R yakinlik halkasinin bir alt yakinlik
halkasidir. O

Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1 deki R = {r,t,w} yakinbk halkasi dikkate alinsin. S =
{r,w}, R yakinlik halkasinan bir alt kimesi olmak tzere, S C R iizerinde “4” ve
“7 ikili islemleri Ornek 4.1.1 deki Tablo 28 ve Tablo 29 dikkate alinwrsa Tablo 32
ve Tablo 33 teki gibidir.

wlo t

Tablo 32 Tablo 33
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Ornek 4.1.1 den r = 1 i¢in O alqlanabilir nesneler kimesinin ayrisimlarinm

kiimesi Ny (B) = {&,,,&5,} dir. Bu durumda

so_ U,
N (B)"S = [x]wmg;s@

={r,t} U{o,w}U{r t}
={o,r, t,w} # O

elde edilir. Burada (N, (B)"S,+) ve (N,(B)"S,:) grupoid, —r =w,—w=r €
N, (B)* S olur. Béylece Teorem 4.1.1 den S, R yakinhk halkasian bir alt yakinhk
halkasidar.

Teorem 4.1.2. R bir yakinlk halkasi, Sy ve So, R nin iki alt yakinlik halkasi olsun.
Bu durumda N, (B)" Sy ve N, (B)" Sy, “4+” ve “” iglemleri ile birlikte grupoid olmak
uzere

(N: (B)” 81) N (N, (B)" S2) = N, (B)” (51N 52)
1se S1 NSy, R min bir alt yakinhk halkasidor.

ispat. S1 ve Sy, R nin iki alt yakinlik halkasi olsun. S; NSy C R oldugu agiktur.
N, (B)* Sy ve N, (B)" Sy, “+7 ve “ iglemleri ile birlikte grupoid ve (N, (B)"S1) N
(N, (B)"Sy) = N, (B)" (S1 N Sy) oldugundan N, (B)* (S; NSy) de “+7 ve “” iglem-
leri ile birlikte bir grupoid olur. z € S; N S5 olmak tizere, S; ve Sy alt yakinlik
halkas1 oldugundan —z € S} ve —x € S,, yani —z € S; N Sy dir. Sonug olarak,
Teorem 4.1.1 den S; NSy, R nin bir alt yakinlik halkasidir. O

Sonug 4.1.1. R bir yakinhk halkas: ve R nin alt yakinhk halkalarinin bostan farklh
bir ailesi {S; | i € A} olsun. Bu durumda N, (B)"S; ler “+7 ve “” islemleri ile

birlikte grupoid olmak tzere

N (N, (B)' 5) = N, (B)' ( n Si)

ieA €A
ise () Si, R nin bir alt yakinlk halkasidor.
[ISTAN
Tanim 4.1.6. R bir yakinhk halkast ve I, R nin bostan farkly bir alt kimest olsun.
Herz,y € I veherr € Ricinx—y € N, (B)"I,r-x € N, (B)"I (x-r€ N, (B)"I)
ise I ya R nin sol (sag) yakinlik ideali denir. I hem sol hem de sa§ yakinlk ideali

1se I ya R nin yakinlik idealt denair.
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Uyar: 4.1.1. R yakinlk halkasinin sadece bir tane asikar yakinlik ideali vardwr. Bu
asikar yakinlk ideali R nin kendisidir. Ayrica {Og} nin R yakinbk halkasinin alt

yakinlk halkasy olmasy igin gerek ve yeter kosul, Og € R olmasidar.

Lemma 4.1.2. I, R yakinhk halkasin bir yakinlk ideali olsun. (N, (B)*1,+) ve
(N, (B)"I,-) grupoid ise I, R yakinlik halkasiman bir alt yakinlk halkasidar.

Baz1 durumlarda yakinlik halkasinin bir alt yakinlik halkasi, yakinlik ideali olabilir.

Ornek 4.1.3. Ornek 4.1.1 ve Ornek 4.1.2 deki R = {r,t,w} yakinlk halkas: ve R
nin S = {r,w} alt yakinlk halkasy dikkate alinsin. Her z,y € S ve her r € R i¢in
r—y €N, (B)S, r-x €N, (B)Svex-r e N, (B)S oldugu gorilir. Boylece
Tanwm 4.1.6 dan S, R nin bir yakinhk idealidir.

Teorem 4.1.3. R bir yakinhk halkasi;, Iy ve I, R nin iki yakinhk ideali olsun. Bu
durumda N, (B)* I, ve N, (B)" Iy, “4+7 ve “” iglemleri ile birlikte grupoid olmak
uzere

(N (B)" 1) V(N (B)" I2) = N, (B)" (I N I2)

1se Iy N Iy, R nin bir yakinlbik idealidir.

ispat. I; ve I, R nin iki yakinlik ideali olsun. I; N I, C R oldugu aciktir. =,y €
I; N I, olmak tizere, Iy ve Iy yakinhk idealleri oldugundan her z,y € I, N Iy ve
reRigmz—y, r-x € N, (B)'I[yvex—vy, r-x € N, (B) I, yani & — g, 7 -
xr € (N, (B)"I,) N (N, (B)" L) olur. (N, (B)"I,)N(N,(B)"L) =N, (B)" (I,;NI)
oldugundan =z —y, r -z € N,(B)"(I;NI) dir. Benzer sekilde I; N I, nin sag
yakinlik ideali oldugu da goriiliir. Boylece Tanim 4.1.6 dan /; N/, R nin bir yakinlik
idealidir. O

Sonug 4.1.2. R bir yakinhk halkas: ve R nin yakinlk ideallerinin bostan farkl bir
ailesi {I; | i € A} olsun. Bu durumda N, (B)" I; ler “+” ve “” islemleri ile birlikte
grupoid olmak tzere

n o =vmr ()
ise () 1;, R nin bir yakinbk idealidir.

[ISTAN
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4.2 Zayif Kalan Smiflarinin Yakinlik Halkalar:

Bu kisimda R C O yakinlik halkasi tizerinde zayif esdegerlik bagintisinin tanimina ve
zaylf egdegerlik bagintisinin R yakinlik halkalarinda belirttigi zayif kalan siniflarina
yer verilecektir. Iki zayif kalan siifinim toplamimin ve carpimimimn tammlar verilecek-
tir. Buiglemlerle birlikte yakinlik ideallerine gerek kalmaksizin zayif kalan siniflarinin
yakinlik halkalarinin hangi sartlar altinda var oldugu gosterilerek, ornekler incelene-
cektir.

R C O bir yakinlik halkasi ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olsun. Bu durumda

43

x,y € R olmak tlizere, R nin elemanlar1 arasinda agagidaki gibi bir “~z” bagintisi
tanimlanabilir:

r~py e+ (—y) € SU{0R}.

Teorem 4.2.1. R bir yakinlk halkasy olmak izere, “~gr” bagintiss R tizerinde bir

sag zayf esdegerlik bagintisidar.

Ispat. R bir yakinhk grubu oldugundan her z € R i¢in —z € R dir. = + (—z) =0gr
oldugundan x ~g x olur. Her x,y € R igin x ~g y ise x + (—y) € S U {0r}, yani
x+ (—y) € S veyax + (—y) € {Og} olur. z + (—y) € S ise S, R nin bir alt yakinhk
halkas1 oldugundan — (z + (—y)) = y + (—x) € S dir. Bdylece y ~g = bulunur.
Ayrica x4+ (—y) € {Og} ise x + (—y) = O dir. Buradan y+ (—z) = — (z + (—y)) =
—0gr = Og ve boylece y ~g x olur. Sonug olarak, “~g” bagintisi R tlizerinde bir sag

zayif esdegerlik bagintisidir. O]

13 Y

Herhangi bir x € R ig¢in “~pg” sag zayif esdegerlik bagimtisinin R yakinlik

halkasinda belirttigi siniflar:

tr ={y€R|y~ra}
={yeR|y+(—z) € SU{ORr}}
={yeR|y+(—x) e Sveyay+ (—z) € {Or}}
={yeR|yeS+xveyay+ (—z)=0g}
={yeR|yeS+uzveyax =y}
={s+r|se€S, x€R, s+xcR}U{x}
dir.
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113

Tanim 4.2.1. R bir yakinlk halkas: olmak tizere, “~g” sag zayif esdegerlik baginti-
stman R de belirttigi siniflara sag zayif kalan sinaflar denir.

Herhangi bir x € R i¢in sag zayf kalan sinafy S + x ile gosterilir, yani
S+r={s+z|seS, ze€R, s+xe€ R}U{x}
olur.

Benzer sekilde z,y € R olmak iizere, R yakinlik halkasinin elemanlar1 arasinda

agagidaki gibi bir “~;” bagintis1 tanmimlanabilir:

r~py e (—x)+y e SU{Og}.

14

Teorem 4.2.2. R bir yakinhk halkasy olmak tzere, “~p” bagintist R uzerinde bir

sol zanf esdegerlik bagintisidar.

Ispat. R bir yakinlik halkasi oldugundan her z € R icin —z € R dir. z+ (—z) =0gr
oldugundan x ~y, x olur. Her x,y € R igin x ~, y ise (—z) +y € S U {0g}, yani
(—z)+y € S veya (—x) +y € {Og} olur. (—x)+y € S ise S, R nin bir alt yakinhk
halkas1 oldugundan — ((—z) +y) = (—y) + « € S dir. Boylece y ~p = bulunur.
Ayrica (—z)+y € {0g} ise (—z) +y = Og dir. Buradan (—y)+x = —((—z) +y) =
—0r = 0g ve boylece y ~ x olur. Sonug olarak, “~;” bagintis1 R tizerinde bir sol

zayif esdegerlik bagintisidir. O]

@ »

Tanim 4.2.2. R bir yakinlik halkasy olmak tzere, “~p7 esdegerlik bagintisinin R
de belirttigi siniflara sol zayf kalan simaflar denir.

Herhangi bir x € R i¢in sol zayf kalan sinife x + S ile gosterilir, yani
r+S={r+s|seS, zreR, v+seR}U{z}

dir.
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Herhangi bir x € R icin “~ " sol zayif esdegerlik bagintisinin R yakinlik halkasinda

belirttigi siniflar:

i, ={yeR[z~py}
={yeR|(—2)+ye SU{0r}}
={y€R|(~z)+y€ Sveya (—z) +y € {Or}}
={yeR|yex+S5veya —a+(y) = Or}
={yeR|yca+Sveyay =z}
={r+s|seS xeR, v+se€ R}U{z}
dir.
Burada Z; = x + S ve g = S + z oldugu kolayca goriiliir. (R, +) degismeli
yakinlik grubu oldugundan Z;, = T olur. Bu durumda z;, ve T notasyonlari yerine
sadece T kullanilabilir.

R bir yakinlik halkas1 ve S, R nin bir alt yakinlik halkasi olmak iizere
R/.={x+ S|z € R}

R nin S ile belirlenen tiim sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir. Burada R yerine

N, (B)* R alinirsa
(Ne(B)' R) /« ={z+ 5|z €N, (B) R}

elde edilir. Bu durumda

r+S={x+s|s€S, €N, (B)'R, z+s€ R}U{z}

olur.

Tanim 4.2.3. R bir yakinlkk halkasy ve S, R nin bir alt yakinlk halkasy olsun.
x,y € R olmak tzere, v + S ve y+ S swraswla x ve y elemanlarinin belirledige sol
zayaf kalan simaflar olsun. Bu durumda x +vy € N, (B)" R elemaninin belirlediji sol

zayf kalan sinafi

{(x+y)+s|seS, +ye N, (B'R, (x+y)+s€R}U{z+vy}
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ile tanambidir. Buna sol zayf kalan siniflarinin toplama denir ve
(z+S)®y+9)=(x+y +5
seklinde gosterilir.

Tanim 4.2.4. R bir yakinlkk halkasy ve S, R nin bir alt yakinlk halkasy olsun.
x,y € R olmak tzere, x + S ve y + S swraswla x ve y elemanlarinin belirledigi sol
zayaf kalan simflar olsun. Bu durumda x -y € N, (B)" R elemaninan belirledigi sol

zayf kalan simafi
{(x-y)+s|seS, z-ye N, (B)'R, (z-y)+s€ R}U{z-y}
ile tanvmbidir. Buna sol zayf kalan siniflarinin carpima denir ve
(z+S)Oy+S)=(@-y)+S

seklinde gosterilir.

Tanim 4.2.5. O algilanabilen nesneler kiimesi, R C O bir yakinhk halkast ve S,
R nin bir alt yakinlk halkasy olsun. R/., R nin S ile belirlenen tim zayf kalan
sinaflarinin kiimesi ve o (A), A € P (O) kiimesinin tanimsal yakinlk kime ailesi

olmak tzere

N.(B) (R~ = |J G

€a(A) O R/~7#0

kiimesine R/.. nin tst yaklagyma denir.

Teorem 4.2.3. R bir yakinlk halkasi; S, R nin bir alt yakinlk halkas: ve R/, R

nin S ile belirlenen tim zayif kalan simflarinan kimesi olsun. Bu durumda
(N.(B)"R) /~ € N, (B)" (R/~)
ise R/, her x,y € R i¢in

(x+S)D(y+S)=(r+y)+ S ve

(x+S)O@W+S)=(@x-y)+5

ile tanwmly islemlerle birlikte bir yakinlik halkasidar.
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Ispat. (Y H;) R bir yakinlik halkasi oldugundan ve Teorem 3.4.1 den (R/.,®), R
nin S ile belirlenen tiim zayif kalan simflarinin degismeli yakinlik grubudur.

(Y Hs) (R, ) bir yakinlik yar1 grubu oldugundan her z,y € Ri¢inz-y € N, (B)" R
ve her (x+5),(y+S) € R/~ i¢cin (z+S)O(y+S)=(z-y)+S € (N, (B)"R)/~
dir. Hipotezden her (x +5S5),(y+S) € R/~ i¢in (z+S5)® (y+S5) = (z-y)+ S
€ N, (B)" (R/~.) bulunur.

Her z,y,2 € R/ i¢cin N, (B)" R de birlesme 6zelligi saglamir. Bu durumda her
(x+8),(y+95),(z+95) € R/, i¢in

(z+5)0+5)o(z+5) (z-y)+5)O(z+5)
(z-y)-2)+5

= (
(
=(z-(y-2)+5
=
=

r+S)0(y-2)+595)
r+ 90 ((y+5) e (z+9))

esitligi (N, (B)"R) /. de saglamr. Boylece hipotezden, her (x+S),(y+95),
(z+8) € R/. i¢in N, (B)"(R/.) de birlesme ozelligi saglanir. Sonug olarak,
(R/~,®), R nin S ile belirlenen tiim zayif kalan simiflariin yakinhk yari grubudur.

(YH;) R bir yakinlik halkas: oldugundan N, (B)" R de soldan dagilma o6zelligi
saglanir. Her (z +5),(y+5), (2 +5) € R/~ icin

(z+S)o(y+S)®(=+19)) r4+5)® ((y+2)+59)

- (y+2)+ 95

(@-y)+(x-2))+ S

(z-y)+S5) @& ((z-2)+5)
(z+S)OW+9)®(z+S)e(z+59))

=
=
(
(
(

olur. Boylece (N, (B)* R) /. de soldan dagilma o6zelligi saglanir. Benzer sekilde her
(x+9),(y+95),(z+S5) € R/ igin

(z+S)ey+9)o+S)=(z+Soz+9)e(z+S5)o(2+9))

(N, (B)" R) /. de sagdan dagilma ozeliginin de saglandig1 goriiliir.
Boylece hipotezden N, (B)" (R/.) de dagilma ozelligi saglanir. Sonug olarak,
R/ .. bir yakmlk halkasidir. O
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Tanim 4.2.6. R bir yakinlik halkast ve S, R nin bir alt yakinlk halkas: olsun. R/ ..
yakinhk halkasina R nin S ile belirlenen tim zayf kalan siniflariman yakinhk halkast

denir ve R/,,S seklinde gosterilir.

Ornek 4.2.1. S = {r,w}, R = {r,t,w} nin bir alt kimesi olsun. Ornek 4.1.2 den
S, R yakinhk halkasinin alt yakinlik halkasidur.
Bu durumda R nin S ile belirlenen tum zayif kalan simflar yazilabilir.

Sol zayf kalan sinifinan tanimandan,

r+S={t}u{r}={nt},
t+S={wru{t}={w,rt},

w4+ S ={t} U{w} = {t,w}

elde edilir. Boylece R/,,S = {r + S,t + S,w+ S} olur.
Ny (B)" R = {o,r,t,w} oldugundan Ny (B)" R nin S ile belirlenen tim sol zayuf
kalan sinaflar:

o+ S ={r,w}U{o} ={r,w,o}

dur. Boylece (N1 (B)"R) /. ={o+ S,r+ S,t+ S,w+ S} C P(O) elde edilir.
R/ S itizerinde “®” ve “©” ikili iglemleri, Tanvm 4.2.3 ve Tanwvm 4.2.4 kullanila-
rak, Tablo 34 ve Tablo 35 deki gibi tanmimlansin.

® r+S t+S w+S ® r+S t+S w+S

r+S1t+S w+S o+ S8 r+S|t+S o+S t+S5

t+S |w+S o+S r+S8 t+S |o+S o+S o+ S

w+Slo+S r+S5 t+8S w+S|t+S o+S t+ S
Tablo 34 Tablo 35

(N, (B)*R)/~ C N, (B)" (R/wS) oldugunu gostermek i¢in (N1 (B)" R) /~ den
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alinan her elemanin Ny (B)* (R/,,S) de oldugunu gostermek yeterlidir.

Q(R/wS) ={®(A) | A € R/wS}
={®(r+29),2(t+595),®(w+5)}
={{e().2@)} {2 (w),2(r), @)} .{21), P (w)}}
= {{(a1, B2), (an, B2)}, {(au, B1) , (au, B2) , (1, B2) ) {(eu, B2) , (ua, B1) } }

dir. r+S € R/,S igin

Q(r+5)={2(r), ()} ={(a,5), (a1, 52)},
Q <0+ S) - {QD (T> ) % (w) 7(1) (0)} = {<O‘1752) ) (O‘47ﬁ1> ) (O‘4;ﬁ1>}

dir. Q(r+S)NQ(o+5S) = {(a,02)} # 0 oldugundan o+ S € & (r+ S) olur.
Buradan &g (r + S) A R/wS # 0 ve Tamim 4.2.5 tenr + S,0+ S € Ny (B)" (R/»S)
olur.

t+Sw+S € R/,S igin

Qt+5)={®(w),®(r),®(t)}} = {(as, B1), (a1, F2) , (1, a) }
Qw+5)= {2 (), P (w)}} = {(ar, 5a2) , (s, 1)}

bulunur.
Qt+S)NQA(t+S) ={(asp1), (a1, B), (a1, B2)} #0

ve

Qw+8)NQ(w+S) ={(a1,B2), (g, 1)} #0

oldugundan, t + S € & (t+S), w+ S € & (w4 S) oldugu gorilir. Béylece

& (t—f—S)QR/wS #0, o (w—i—S)QR/wS # 0 ve Tamim 4.2.5 ten t + S,w+ S €

Ny (B)" (R/wS) dir. Sonug olarak, (N, (B)" R) /~, € N, (B)" (R/,S) elde edilir.
O halde Teorem 4.2.3 dikkate alinirsa R/,,S, Tablo 34 ve Tablo 35 ile verilen

1slemlerle birlikte, R nin S ile belirlenen tum zaysf kalan sinaflarinan yakinlik halkasi-

dar.

Uyar1 4.2.1. Genel olarak, yakinhk halkas: degismeli olmayabilir. Bundan dolay:

~gr” ve “~p7 zaypf esdegerlik bagintilary farklidir. Sonug olarak, sol zayf ve sag

zayf kalan sinaflary da farkl olabilir.
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Ornek 4.2.1 de S, R nin yakinlik idealidir. Ancak R nin S ile belirlenen tiim
zayif kalan simiflarinin yakinlik halkasini elde etmek i¢in S, R nin yakinlk ideali

olmak zorunda degildir.

Ornek 4.2.2. O = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O, P} algilanabilen nes-

nelerin kimesi ve B = {p1, p2, 03} C F ¢ikarim fonksiyonlarman kiimesi olsun.

$1 - O ? ‘/1 - {0617042,06370647065},

@Yo - O — ‘/2 = {617527ﬁ37ﬁ4}

¢rkarim fonksiyonlar: Tablo 36 daki gibi tanimlansin.

A B C D FE F G H I J K L MN O P

P13 Q3 Qg 1 Qg Qg Q5 Gy Q1 G Q1 Gy @1 Gy Q1 Q2

02| Bs Bs Ba Bi Bs Ba B2 B2 Bs Po B3 Bz Bz B2 B P

Tablo 36

Bununla birlikte, O algilanabilen nesnelerin kimesi uzerinde “+7 ve “7 ikili

1slemleri Tablo 37 ve Tablo 38 deki gibi verilsin.
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LR © =2 2 9 - 5 U~ QU /<
QO A T —w X =2 2 U QA 9 B ~ O & < M
ZlZ oA S 00 RM QA= o K< RO
SR e s AR RO M0 T oKD A
QRN DR AU S 208" Do~
MK 9 QU0 U R~ T A <R 2R~
Slm R =S 28 - T U0 R A QU A N K
~~ 2 R QO U SN X TR D288 9Q0
TIDm 2 0RAQAAS KD~ =S nU K
(VA ™M E X TS AT E DO RS N
Lk O @M 3 2 < X &4 5~ w0 QA 8o = T
RIE S~ < 2 2 Q087080 K U X
QA U X © &8 9/ &R0 20 A~ ~ =
V(U K T K ~m 30 R =2Q0~8T-Z3
MR <&k ~0Q 2 B 9XK~ T8 o
<SlT RO AR E T o~ 3 =2 0 R
T R U AR E DT SN Q=S 20 N

Tablo 37
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Al R R DR O OATOAAR AT T R R
Ol U K B I M - QA A O =~ = X 320
B I T < T I G ORI S - R I -« BN
=N G I S R U SR O T A
QT R QAR QU AR D S 2O K SN
M Tt UM R AR~ U S=S a0 2
ST R U AR E DR s RS2 QA
S CRE SR ST U G B S I G S
T oW R TN ORO<TOROA DR & A CToA A
Tt MM AT QAN
Ml & < o< R OAE S OR TR R A TR
R < 0 < 8O <TH B OO ~ B ~ ~
QW <= @M < QA Q8 < Qv QAN ATJD
V(T U TR T ~R TR 0~ "~
M M T QT AT ATANMQRLNTAD
S AR T I T T TR

-~ QU RAEE DT s XA =2 QN

Tablo 38

Tablo 37 ve 38 den (O,+,) min degismeli olmayan bir halka oldugu kolayca

gorulir.

R =A{B,C,D, F,J} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere;

R tzerinde “4+7 ve “7 ikili 1slemleri Tablo 39 ve Tablo 40 daki gibi olur.

SR 0O R K S
S s S S 9
QT ™ < Qv Q
OO0 T K © O
MR T QA M MX
R O /R K =
SR =2 =2~ <
KO R 1 T~
RIT & T = =
Ok < & A =
RIT K T O X
+1 R O QA K S

Tablo 40

Tablo 39
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Bu durumda

[A]l,, ={7" € O | ¢ () =91 (A) = az}
- {A7 B}
= [B],,
[C],, ={2' € O|¢1 (@) = ¢1 (C) = au}
= {Cv F}
= [F]

w1’

[D],, ={2" € O] 1 (a) = ¢1 (D) = au}

:{D,[,K,M,O}
=], =[], =[M], =][0],
[E],, ={2' € O] p1(2) = 1 (E) = az}
= {E,H, J,L,N,P}
=[H], =], =, =I[Nl,=I[Pl,

[Gl,, ={z" € O] 1 (2) = 1 (G) = a5} = {G}

dir. Boylece &,, = {[A]w [c),,.1D],, . [E]w,[G]w} olur.

Benzer olarak

[A],, ={2" € O | g2 (') = 2 (A) = B3}
={AE,I,K,L,M}

[B],, ={z" € O | ¢2 (') = 2 (B) = b}
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[Gl,, ={2" € O] 2 (2") = 2 (G) = fo}
={G,H,J,N, P}
= [H],, =], =[], =I[F]

¥2 Y2 Y2 P2

olur. Buradan &,, = {[A]Sﬂ2 ,[Bl,, D], ; [G]W} dir. Boylece, r = 1 i¢in O
algilanabilir nesneler kimesinin ayrissmlarnin kimesi Ny (B) = {&,,,&,,} dikkate

aliarsa

s Ul
N (B)'R = [x]%mg;ég

={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P} =0
elde edilir. Bununla birlikte Tanwm 4.1.1 den,
(YH,) R, 47 islemi ile bir yakinhk grubudur.

(YHy) R, “7 islemi ile bir yakinlik yary grubudur.

(YH3) Herz,y,z € Rigin,xz-(y+2)=(x-y)+(x-2)ve(x+y)z=(x-2)+(y-2)
ozellikleri N, (B)* R de saglanar.

O halde, O algilanabilir nesneler kimesinin R alt kimest bir yakinlk halkasidor.
S ={B,C,F}, R yakinlik halkasinin bir alt kiimesi olmak tizere; S C R dzerinde
“G7we “7 akili islemlert Tablo 37 ve Tablo 38 dikkate alinirsa Tablo 41 ve Tablo 42
deki gubidir.

+|B C F B C F
B|A F C B|B C F
C|F A B ClA A A
F|C B A F|B C F
Tablo 41 Tablo 42
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r =1 i¢in O algilanabilir nesneler kimesinin ayrisgmlarinin kimesi Ny (B) =

{&s1, €0, } dir. Bu durumda

fo_ U,
N (B) S = [e],, N S#@

={A,ByU{C,F}U{B,C, F}
={A,B,C,F}#0

elde edilir. Burada (N, (B)*S,+) ve (N.(B)"S,-) grupoid, —B = B, —C = C
ve —F = F € N, (B)*S olur. Boylece Teorem j.1.1 den S, R yakinlik halkasinin
bir alt yakinlk halkasidir. Ancak D € R ve B € S i¢in D-B = D ¢ N, (B)*S
oldugundan S, R yakinlik halkasinin bir yakinhk ideali degildir.

S, R yakinlik halkasinin alt yakinhk halkas: oldugundan R nin S ile belirlenen
tum sol zayf kalan simaiflar yazilabilir.

Sol zayf kalan sinifinan tanvmindan

B+S={F,C}u{B}={B,C,F},
C+S={F,B}u{C}={B,C,F},
D+S=0U{D} ={D},
F+S8={B,C}U{F}={B,C,F},
J+S8=0U{J}={J}

elde edilir. Boylece R/,S ={B+S,C+S,D+S,F+S,J+ S} olur.
N, (BYR={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L, M,N,O, P} oldugundan N, (B)" R

nin S ile belirlenen tim sol zayf kalan sinaflar:

A+S = {B,C,FYU{A} ={A,B,C,F}, E+S ={J}U{E}={J,E},
G+S = {D}U{G}={D,G}, H+S=0U{H} ={H},

[+8 = {J}u{l}={1,J}, K+S={DYU{K}={D,K},

L+8 = {D}yU{L}y={D,L}, M +8 = {JyU{M} = {J M},

N+S = QU{N}={N}, O+S=0uU{0}={0},

P+S = Qu{Pr}={P}
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dir. Boylece
(M(BR)/o={A+8,B+S8S,C+S8S,D+S,E+S,F+S8,G+S,

H+S81+S8J+SK+SL+SM+SN+S,0+S,P+S} CP(O) elde
edilir.

R /WS tzerinde “©” ve “©7 ikili islemleri, Tanvm 4.2.3 ve Tanim 4.2.4 kullanila-
rak, Tablo 43 ve Tablo 44 deki gibi tanimlansin.

® |B+S C+S8S D+S§S F+S§ J+S

B+S|A+S F+S G+S C+S8 E+S

C+S|F+S A+S K+S§ B+§S M+S

D+S|G+S K+S8 A+S L+S N+S§

F+§|C+S B+S L+S A+S I+S

J+S|E+S M+S N+S I+S A+S
Tablo 43

© B+S C+S8S D+S F+§8 J+S§

B+S|B+S C+S8S A+S F+S B+S

C+S|A+S A+S B+S A+S C+S

D+S|D+S E+S A+S H+S D+S

F+S8|B+S C+S B+S F+S§S F+S

J+S|B+S C+S8S D+§ F+S J+S§
Tablo 44

(N.(B)*R)/~ € N,.(B)" (R/wS) oldugunu gistermek i¢in (N1 (B)*R) /~ den
alinan her elemamin Ny (B)" (R/.S) de oldugunu gostermek yeterlidir.

Q(R/wS) ={2(X) | X € R/u,S}
={®(B+S),2(C+S5),2(D+S),2(F+S),2(J+S5)}
={{®(B).2(C),2(F)} . {2(B),2(C), 2 (F)},

{® (D)}, {®(B),2(C),2(F)} . {®(J])}}
= {{(as, B1) , (4, Ba) , (s, Ba) }  {(r, B1) } . {(2, Ba) } }
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dir. B+ 8 € R/,S igin,

Q(B+S8)={2(B),®(C),®(F)} ={(as,84), (a4, B1) , (a4, Bs) }

ve

QA+S) = {(I) (A) , @ (B) , 9 (C),® (F)} = {(043753) ) (043,54) ) (044,54) ) (044,54)}

oldugundan Q (A+S)NQ(B+S) = {(as,4), (a4, Ba) , (a4, Bs)} # O olur. Béylece
A+ S € & (B+S) dir. Buradan & (B + S) QR/U)S # 0 ve Tamm 4.2.5 den
A+S8,B+S8S € N (B) (R/wS) olur.

D+S8eR/,S igin,

Q(D+8)={2(D)} = {(a1,51)}

= {2(D),2(G)} = {(aw, B1), (a5, 2)} ,

) (D), ®

QL+S) = {2(D), @ (L)} = {(a,51) ; (a2, 55)}
) (D), ®
) (0)

QK +S8) = {2(D),2(K)} = {(an, 81), (a1, B3)},
QO+S8) = {2(0)} ={(a1,5)}
oldugundan
QG+8)NQD+S) = {(ar,B)} #0
QIL+S)NQD+8) = {(a,f)} #0
QIK+8)NQA(D+S) = {(a1,p1)} #0,
QO+8)NQAD+S) = {(ag,B)}#0

olur. Béoylece G+ S, L+ S8, K+ 8,0+ S € & (D + S) dir. Buradan &g (D—I—S)Q
R/wS # 0 ve Tanam 4.2.5 den D+S,G+S,L+S,K+S,0+S € Ny (B)" (R/»S)
olur.

J+S e R/,S igin,

Q(J+8) ={2(J))} = {(az, f2)}
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ve

QE+S) = {2(J),2(E)} ={(az 8),(a2,0)},
QUH+S) = {®(H)} = {(a2 )},

QU+S) = {2),2())} ={(cu,B5), (a2, 82)}
QM +S8) = {2(J), 2 (M)} = {(az, ), (a1, 83)},
QIN+S) = {2(N)} ={(a2 Ba)},

QP +S) = {2(P)} = {(a )}

oldugundan
QE+S)NQ(J+S) = {(a2,02)} #0,
QH+8)NQ(J+S) = {(a2,B2)} #0,
QU+8)NQ(J+S8) = {(a,B)} #0,
QM+S8)NA(J+S) = {(a,B2)} #0,
QIN+8)NQ(J+S) = {(a2,02)} #0,
QP+8)NQ(J+S) = {(az,B)} #0

olur. Bioylece E4+S,H+S,1+S8S, M+S, N+S,P+S €& (J+S) dir. Buradan
5@(J+S)QR/1US?£® ve Tanwm 4.2.5 den J+ S, E+S,H+S,[+S5, M+ S, N +
S,P+S8 € N (B)(R/.,S) olur.

C+S,F+SeR/,S igin,

QC+8)NQC+8)=9(C+S8)#0

ve
QIF+S)NQF+S8)=Q(F+S)#0

oldugundan, C + S € & (C+S), F+ S € & (F+S) oldugu gorilir. Bdylece
& (C +S)QR/U,S #0, o (F+S)QR/wS # 0 ve Tanam 4.2.5 den C+S,F+S €
Ny (B)" (R/wS) dir.

Sonug olarak (N, (B)*R) /~, € N, (B)" (R/,S) elde edilir.

O halde Teorem 4.2.3 dikkate alimirsa R/,S, Tablo 43 ve Tablo 44 ile verilen
wslemlerle birlikte, R nin S ile belirlenen tim zayif kalan siniflarinin yakinlik halkasi-

dar.
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4.3 Yakinlik Halka Homomorfizmalar:

Bu kisimda yakinlik halkalar1 arasinda tanimlanan yakinlik halka homomorfizmasi
kavrami verilecektir. Yakinhk halka homomorfizmalarinin baz temel ozellikleri
teoremlerle incelenecektir. Ayrica kisitlanmig yakinlik halka homomorfizmas: kavra-
mina ve bu kavramlar yardimi ile yakinlik halkalari i¢in temel yakinlik homomorfizma

teoremine yer verilecektir.

Tanim 4.3.1. Ry, Ry C O ikt yakinhk halkas: olsun. Her x,y € Ry i¢in

n(x+y)=n)+ny)

n(x-y)=n(x)-ny)

olacak sekilde bir orten
n:N,(B)"Ri — N, (B)" Ry

fonksiyonu varsa n ya yakinhk halka homomorfizmasy denir. Ry ve Ry yakinlk
halkalarina da yakin homomorfiktir denir ve Ry ~, Rs seklinde gosterilir.

n, N, (B)* Ry den N, (B)" Ry ye tanumly bir yakinlk halka homomorfizmasi olmak
uzere

(1) n birebir ise n ya yakinlk halka monomorfizmass,

(i1) n orten ise n ya yakinhk halka epimorfizmas,

(11i) n birebir ve drten ise n ya yakinlk halka izomorfizmase

denir.

Teorem 4.3.1. Ry, Ry C O iki yakinlk halkast ve n, N, (B)" Ry den N, (B)" Ry ye
bir yakinlik halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(1) Or, € N, (B)" Ry, Ry nin yakinbhk sifir elemany olmak tizere, n(0gr,) = Og,
dar.

(2) Her x € Ry i¢inn(—x) = —n (x) dir.
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Ispat. (1) n yakmlhk halka homomorfizmasi ve Og, +0g, = Og, oldugundan
n(0r, +0g,) = 17 (0g,) +71(0g,) = 1 (0g,) dir. Boylece Onerme 3.1.2 (i) dikkate
alinirsa 7 (Og,) = Og, bulunur.

(2) x € Ry olsun. Bu durumda (1) denn (z)+n (—z) =n(z + (—z)) =n (0g,) =
Og, olur. Benzer olarak, her z € R; igin n (—z) + n(x) = Og, dir. 7 (z) in toplama

iglemine gore tersi mevcut oldugundan her z € R; i¢gin  (—z) = —n (z) bulunur. O

Teorem 4.3.2. Ry, Ry C O iki yakinbk halkast ve n, N, (B)" Ry den N, (B)" Ry ye
bir yakinlik halka homomorfizmasi olsun.S, Ry in alt yakinlk halkasy ve N, (B)"S
grupoid olmak tzere asagidaki ozellikler saglanir:

(1) n (N, (B)"S) = N,(B) n(S) ise n(S) ={n(x) |z € S}, Ry nin alt yakinlk
halkasidar.

(2) S degismeli ve n (N, (B)"S) = N, (B)"n(S) ise n(S), Ry nin degismeli alt
yakinhk halkasidar.

Ispat. (1) S, Ry in alt yakinlk halkas: oldugundan Oz, € N, (B)*S ve Teorem
4.3.1 (1) den Og, € N, (B)" Ry olup; n(0g,) = Og, dir. Buradan Og, = n(0g,) €
n (N, (B)*S) = N.(B)"'n(S) olur. O halde n(S) # 0 dir. z € S olmak iizere,
n(z) € n(S) dir. Bu durumda S, R; in alt yakinlk halkasi oldugundan —z €
N, (B)* S dir. Boylece her n(x) € n(S) i¢gin —n(z) = n(—z) € n(N, (B)*S) =
N, (B)"n(S) olur. Sonug olarak, Teorem 4.1.1 den 7 (S), Ry nin alt yakinlik halkasi-
dir.

(2) S, Ry in degismeli alt yakinlik halkas1 ve 7 (z),n (y) € n(S) olsun. (1) den
n(S), Ry nin alt yakinhk halkasidir, yani n (S) yakinlik halkasidir. Bu durumda her
n(z),n(y) €n(S)icinn(z) n(y) =n(z-y)=ny z)=n(y) n(z)olur. Boylece
n(S), Ry nin degismeli alt yakmlk halkasidir. O

Tanmim 4.3.2. Ry, Ry C O ki yakinlk halkasi ve n, N, (B)" Ry den N, (B)" Ry ye

yakinlk halka homomorfizmasy olsun. Og,, Re nin yakinlk sifir elemany olmak tzere

{z € Ry [n(z)=0n,}

kiimesine n yakinlk halka homomorfizmasinin ¢cekirdegi denir ve Kern ile gosterilir.
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Teorem 4.3.3. Ry, Ry C O iki yakinlik halkasi ve n, N, (B)* Ry den N, (B)" Ry ye
yakinlik halka homomorfizmasi olsun. N, (B)" Kern, “+” ve “7 ikili islemleri ile

bir grupoid olmak tzere, Kern, Ry in yakinlk idealidir.

Ispat. 2,y € Kern olmak iizere, n(z —y) = n(z) —n(y) = Op, — Og, = Og, €
N, (B)" Ry dir, yani x —y € N, (B)" (Kern) olur. r € Ry olmak tizere, n (r - z) =
n(r)-n(z) =n(r) 0g, = O0r, € N, (B)" Ry olur. Buradan r -z € N, (B)" (Kern)
bulunur. Benzer sekilde z-r € N, (B)* (Kern) oldugu goriiliir. Boylece Tanim 4.1.6
dan Kern, R; in yakinhk idealidir. [

Teorem 4.3.4. R C O bir yakinhk halkas, ve S, R nin alt yakinlik halkas: olsun.
Bu durumda her z € N, (B)" R ig¢in

(z)=2+S8

ile tanaml

II:N,(B)"R— N, (B)" (R/,S)
fonksiyonu bir yakinhk halka homomorfizmasidar.

ispat. IT nin tanmim dikkate alinirsa II iyi tanimhdir. Tanim 4.2.3 ve Tanim 4.2.4

geregince her x,y € R igin
Mz+y)=(r+y)+S=(x+5)@(y+5)=M(z)@I(y),

M-y =@y +S=(@+5)oy+5) =) olly)

olur. Boylece Tanim 4.3.1 den II yakinlhik halka homomorfizmasidir. O]

Tanim 4.3.3. R C O bir yakinlik halkasy ve S, R nin alt yakinhk halkasy olmak
tizere, her x € N, (B)" R i¢in
(z)=x2+S

ile taniml

1: N, (B)*R— N, (B)" (R/S)

yakinhk halka homomorfizmasina dogal yakinlik halka homomorfizmas: denir.
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Ornek 4.3.1. Ornek 4.2.1 den R nin S ile belirlenen tim zayf kalan sinaflarinan
R/wS yakinlik halkasy dikkate alinsin. Her x € N, (B)" R ig¢in

II:N,(B)R — N, (B)"(R/,S)
x +— l(x)=x+S
fonksiyonu dikkate alinsin. Tanwm 4.2.3 ve Tamim 4.2.4 geregince her x,y € R i¢in
Hz+y)=@+y) +S=@+9)e(y+5)=1(z) DI (y)
ve
Mz -y)=(z-y)+ 5=+ (y+5)=1(z)ol(y)

olur. Sonug olarak, 11 bir dogal yakinhk halka homomorfizmasidir.

Tanim 4.3.4. Ry, Ry C O ki yakinlik halkasi ve S, Ry in bostan farklh bir alt kimes:
olsun. Bu durumda

X : N, (B)* Ry — N, (B)* R,

bir fonksiyon ve

Xs = X|g: S — N, (B)" Ry

kisitlanmas fonksiyon olmak tzere, her x,y € S icin

X(@+y)=xs(@+y)=xs (@) + x5 (¥) =x () +x ()
X(@-y)=xs (T y)=xs () X5 () = x () - x(v)

1se x fonksiyonuna kisitlanmas yakinhk halka homomorfizmasy denir. O zaman Ry,

Ry ye kisitlanmas yakin homomorfiktir denir ve Ry ~,., Ry seklinde gosterilir.

Teorem 4.3.5. Ry, Ry C O iki yakinlk halkas: ve x, N, (B)" Ry den N, (B)" Ry ye
tanwmly bir yakinlk halka homomorfizmasi olsun. (N, (B)* Kerx,+), (N, (B)" Kery,-)
birer grupoid ve (N, (B)" Ry1)/~, N, (B)" Ry in Keryx tarafindan belirlenen zayf

kalan siniflarinin kimesi olmak tizere,

(Nr (B)* Rl) /N g Nr (B)* (Rl/wKGT‘X)
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N, (B)* X (R1) = x (N, (B)* Ry)
Ry/wKery =~ x (R;)

dir.

Ispat. (N, (B)" Kery,+) ve (N, (B)* Kery, -) grupoid oldugundan ve Teorem 4.3.3
ten Kery, Ry in bir alt yakinlik halkasidir. Kery, R; in bir alt yakinlik halkas1 ve
(N, (B)"Ry) /~ € N, (B)" (Ry/,Kery) oldugundan ve Teorem 4.2.3 ten R/, Kery,
R; in Kery tarafindan belirlenen zayif kalan simiflarinin bir yakinlhk halkasidir.
Ayrica N, (B)" x (R1) = x (N, (B)" Ry) oldugu dikkate alinirsa x (R;), Ry nin bir
alt yakinlik halkasidir.
Her x + Kery € R/, Kery igin
— No(B) x (1)

. n‘
an/wKerX ‘ Rl/wKeTX

v+ Kerx — 0y (@4 Kerx) = x ()

Kerx

olmak tzere

n: N (B) (By/wKerx) — Ny (B) x(Ri)

A s Ay = d Mo (A AE (N (B) Ba) [
extm) A¢(N.(B) Ri) /-

fonksiyonu tanmimlansin.

r+ Kerxy={x+k|keKerx,z+ke R }U{z},

y+ Kerx={y+k |k € Kerx,y+k € R} U{y}
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ve x yakinlik halka homomorfizmasi oldugundan

v+ Kery=y+ Kerxy = x€y+ Kery

= xze{y+k |k e Kerx,y+k € R} veya x € {y}
r=y+k, ke Kerxy,y+k € Ry veya x =y
—y+r=(-y+y)+k, k€ Kerxveya x (z) = x (y)
—y+x=Fk,k € Kery
—y+x € Kery
X (=Y +2) = ex(r)
X (=y) + X (z) = ex(a)
=X () + x (2) = ex(ry)
x (x) = x (y)

I T T

4

an/wKerx ($ + KerX) = an/wKerx (y + KeTX)

dir. Boylece n,, , .., 1yi tammhdr.

A,B € N, (B)" (Ri/wKery) i¢gin A= B olsun. 0, , .. iyi tanimh oldugundan

p(A) = Ny jwrcers (A) A € (Ny (B):Rl)/~
Ex(R1) ,A¢ (N (B) Ry) /~

an/wKeTX (B) 7B € (NT (B)* Rl) /~
x(R) ,B¢ (N, (B)"Ry)/~

=n(B)
olur. Bu durumda 7 iyi tanimhdir.

Her x + Kery,y + Kery € Ry/wKerx C N, (B)" (R1/wKery) igin

n((x+ Kerx) ® (y + Kerx)) =1y, peu (2 + Kerx) @ (y + Kery))
= Ny jwrcene (& +Y) + Kerx)
=x(z+y)
=x(z)+x(y)
= My ey (T KErX) + 05 (Y + Kerx)
=1 (x+ Kerx) +n(y + Kerx)
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ve

n((z+ Kerx) © (y + Kery)) =y, o (& + Kery) © (y + Kerx))
= Mgy jwkerx ((x-y) + Kery)
=x(z-y)
=X (@) x(y)
= MRy jwicerx (z + Kery) - MRy jwKers (y + Kery)
=n(z+ Kerx) -n(y + Kerx)

dir. Boylece Tanim 4.3.4 ten n kisitlanmig yakinlik halka homomorfizmasidir. Sonug

olarak, R/, Kerx ~.,, x (R;) olur. O

103



1]

KAYNAKLAR

G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen, J. Reine Angew. Math., 77 (1874) 258-262.

P. Johnson, A History of Set Theory, Prindle, Weber & Schmidt, ISBN
0-87150-154-6, 1972.

G. Cantor, Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math.
Ann., 46 (1895) 481-512.

G. Cantor, Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math.
Ann., 49 (1897) 207-246.

B. Russell, The principles of mathematics, London, George Allen & Unwin Ltd.,
15 Ed. 1903 (2" Ed. in 1937).

A. N. Whitehead and B. Russell, Principia Mathematica, 3 vols, Cambridge
University Press, 1910, 1912, and 1913. 2" Ed., 1925 (Vol. 1), 1927 (Vols 2, 3).
Abridged as Principia Mathematica to 56, Cambridge University Press, 1962.

E. Zermelo, Beweiss, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann.,
59 (1904) 514-516.

E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I, Math.
Ann., 65:2 (1908) 261-281. English translation: Heijenoort, Jean Van,
Investigations in the foundations of set theory, 1967.

J. J. Thomas, Set Theory, First Edition, Academic Press, 1978, 3" Ed.,
Springer-Verlag, 2003.

N. Ergun, Kiimeler teorisine girig, Nobel Yaym Dagitim, II. Baski, Ankara,
2006.

L. A. Zadeh, Fuzzy Sets, Information and Control, 8 (1965) 338-353.

L. A. Zadeh, Fuzzy logic and approximate reasoning, Kluwer Academic
Publishers, 30:3-4 (1975) 407-428.

Z. Pawlak, Rough sets, Int. J. Comput. Inform. Sci., 11:5 (1982) 341-356.

G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik, 2, Verlag von Hermann Pohle, Jena,
1893.

T. B. Iwinski, Algebraic approach to rough sets, Bull. Pol. Acad. Sci. Math.,
35 (1987) 673-683.

104



[16]

[17]
[18]

[19]
[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

R. Biswas and S. Nanda, Rough groups and rough subgroups, Bull. Pol. Acad.
Sci. Math., 42 (1994) 251-254.

N. Kuroki, Rough ideals in semigroups, Inform. Sci., 100 (1997) 139-163.

N. Kuroki and P. P. Wang, The lower and upper approximations in a fuzzy
group, Inform. Sci., 90 (1996) 203-220.

B. Davvaz, Roughness in rings, Inform. Sci., 164 (2004) 147-163.

B. Davvaz and M. Mahdavipour, Roughness in modules, Inform. Sci., 176
(2006) 3658-3674.

7. Pawlak, Rough sets-theoretical aspects of reasoning about data, Kluwer
Academic Puplishers, Boston, London, Dordrecht, 1991.

Y. Y. Yao, On generalizing Pawlak approximation operators, Lecture Notes
in Artificial Intelligence, 1424 (1994) 298-307.

M. Wolski, Perception and classification. A note on near sets and rough sets,
Fund. Inform., 101 (2010) 143-155.

M. Wolski, Gauges, pregauges and completions: Some theoretical aspects of
near and rough set approaches to data, Rough Sets and Knowledge Technology,
LNCS 6954, Springer, Berlin, (2011) 559-568.

S. S. Ahn, Y. B. Jun and K. J. Lee, Roughness in subtraction algebras,
Commun. Korean Math. Soc., 21:4 (2006) 653-664.

C. Wang and D. Chen, A short note on some properties of rough groups,
Comput. Math. Appl., 59 (2010) 431-436.

S. Rasouli and B. Davvaz, Roughness in MV-algebras, Inform. Sci., 180 (2010)
T37-747.

S. Yamak, O. Kazan¢ and B. Davvaz, Generalized lower and upper
approximations in a ring, Inform. Sci., 180 (2010) 1759-1768.

S. B. Hosseinia and V. Ghaffari, Some results on rough (prime) modules,
International Journal of Algebra and Statistics, 1:1 (2012) 17-21.

D. Molodtsov, Soft set theory- First results, Comput. Math. Appl., 37 (1999)
19-31.

P. K. Maji, R. Biswas and A. R. Roy, Soft set theory, Comput. Math. Appl.,
45 (2003) 555-562.

P. K. Maji, A. R. Roy and R. Biswas, An application of soft sets in a decision
making problem, Comput. Math. Appl., 44 (2002) 1077-1083.

Z. Pawlak and J. F. Peters, Jak Blisko (how near), Systemy Wspomagania
Decyzji I, 57, 109, ISBN:83-920730-4-5, 2002-2007.

105



[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

S. A. Naimpally and J. F. Peters, Topology with applications. Topological
spaces via near and far, World Scientific, Singapore, 2012.

J. F. Peters, Classification of perceptual objects by means of features, Int. J.
Info. Technol. Intell. Comput., 3:2 (2008) 1-35.

J. F. Peters, Sufficiently near sets of neighbourhoods, Rough Sets ad
Knowledge Technology, LNCS 6954, Springer, Berlin, (2011) 17-24.

J. F. Peters and S. Naimpally, Approach spaces for near filters, Gen. Math.
Notes, 2:1 (2011) 159-164.

J. F. Peters, Topology of Digital Images. Visual Pattern Discovery in Proximity
Spaces, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2014.

J. F. Peters and S. Tiwari, Approach merotopies and near filters, Gen. Math.
Notes, 3:1 (2011) 1-15.

M. Pavel, Fundamentals of pattern recognition, 2"¢ Ed. N.Y., Marcel Dekker,
Inc., 1993.

J. F. Peters, Rough ethology: Towards a biologically-inspired study of collective
behaviour in intelligent systems with approximation spaces, Transactions on
Rough Sets, I1I, LNCS 3400 (2005) 153-174.

J. F. Peters and C. Henry, Reinforcement learning with approximation spaces,
Fund. Inform., 71:2-3 (2006) 323-349.

J. F. Peters and S. Ramanna, Affinities between perceptual granules:
Foundations and perspectives. In Human-centric information processing
through granular modelling sci 182, Eds. A. Bargiela and W. Pedrycz,
Springer-Verlag, Berlin, 2009.

J. F. Peters, C. Henry and D. S. Gunderson, Biologically-inspired approximate
adaptive learning control strategies: A rough set approach, International
Journal of Hybrid Intelligent Systems, 4:4 (2007) 203-216.

J. F. Peters and S. A. Naimpally, Applications of near sets, Notices Amer.
Math. Soc., 59:4 (2012) 536-542.

A. Hassanien, A. Abraham, J. F. Peters, G. Schaefer and C. Henry, Rough
sets and near sets in medical imaging: A review, IEEE Trans Info. Tech. in
Biomedicine, 13:6 (2009) 955-968.

C. Henry, Near sets: Theory and applications, PhD Thesis, Department of
Electrical & Computer Engineering, 2010.

J. F. Peters, Corrigenda and addenda: Tolerance near sets and image
correspondence, Int. J. Bio-Inspired Comput., 2:5 (2010) 310-318.

106



[49]

[61]

[62]

C. Henry and J. F. Peters, Near set evaluation and recognition (NEAR) system
V2.0, University of Manitoba Computational Intelligence Laboratory Technical
Report, TR-2010-017.

C. Henry and G. Smith, Proximity System, University of Manitoba
Computational Intelligence Laboratory Technical Report, TR-2012-021.

Z. Pawlak, Why rough sets?, the 5th IEEE International conference on fuzzy
systems (FUZZ-IEEE 96), New Orleans, Louisiana, Sept. (1996) 738-743.

7. Pawlak and A. Skowron, Rough membership function, in eds: R.E Yeager,
M. Fedrizzi and J. Kacprzyk, Advaces in the Dempster-Schafer of Evidence,
Wiley, New York, (1994) 251-271.

A. Skowron and C. Rauszer, The indiscernibility matrices and functions
in information systems, Handbook of advances and applications of rough
set theory, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Boston, London, 1992,
331-362.

E. Krusinska, R. Slowinski and J. Stefanowski, Discriminant versus rough set
approach to vague data analysis, J. Appl. Stat. and Data Analysis, 8 (1992)
43-56.

Z. Pawlak and R. Slowinski, Decision analysis using rough sets, International
Transactions on Operational Research, 1 (1994) 107-104.

R. Slowinski, Rough set approach to decision analysis, Al Expert, 10 (1995)
18-25.

J. F. Peters, Near sets. General theory about nearness of objects, Appl. Math.
Sci., 1:53-56 (2007) 2609-2629.

Merleau-Ponty, Maurice, Phenomenology of perception, Paris and New York:
Smith, Gallimard, Paris and Routledge & Kegan Paul, Trans. by Colin Smith,
1945 & 1965.

A. Hoogs, R. Collins, R. Kaucic and J. Mundy, A common set of
perceptual observables for grouping, figure-ground discrimination, and texture
classification, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 25:4 (2003) 458-474.

S. K. Pal and J. F. Peters, Rough Fuzzy Image Analysis. Foundations and
Methodologies, CRC Press, Taylor & Francis Group, Sept., 2010, ISBN
13:9781439803295 ISBN 10: 1439803293.

I. Guyon, S. Gunn, M. Nikravesh and L. A. Zadeh, Feature extraction,
foundations and applications, Berlin, Springer, 2006.

S. Watanabe, Pattern recognition: Human and mechanical. John Wiley & Sons:
Chichester, 1985.

107



[63]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]
[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

J. H. Poincaré and Dernieres Pensées, translated by J. W. Bolduc as
mathematics and Science: Last Essays. Paris & NY: Flammarion & Kessinger
Pub., 1913 & 2009.

J. F. Peters and P. Wasilewski, Foundations of near sets, Inform. Sci., 179
(2009) 3091-3109.

E. C. Zeeman, The topology of the brain and the visual perception, New Jersey:
Prentice Hall. In K. M. 4** Ed., Topology of 3-manifolds and Selected Topics,
(1962) 240-256.

L. Polkowski, Rough Sets, Mathematical Foundations, Springer-Verlag,
Heidelberg, 2002.

A. Clifford and G. Preston, The Algebraic Theory of Semigroups I, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 1961, Mathematical Surveys.

A. Skowron and J. Stepaniuk, Tolerance approximation spaces, Fund. Inform.,
27:2-3 (1996) 245-253.

B. Davvaz, Rough sets in a fundamental ring, Bull. Iranian Math. Soc., 24:2
(1998) 49-61.

D. Miao, S. Han, D. Li and L. Sun, Rough group, rough subgroup and their
properties, Springer-Verlag, Heidelberg, (2005) 104-113.

J. F. Peters, Near sets. Special theory about nearness of objects, Fund.
Inform., 75:1-4 (2007) 407-433.

J. F. Peters, E. Inan and M. A. Oztiirk, Spatial and descriptive isometries in
proximity spaces, Gen. Math. Notes, 21:2 (2014) 125-134.

J. F. Peters, Fuzzy sets, near sets and rough sets for your computational
intelligence toolbox, Foundations of Comput. Intel., 2 (2009) 3-25.

J. F. Peters, Near sets: An introduction, Math. Comput. Sci., 7 (2013) 3-9.

J. M. Howie, Fundamentals of semigroups theory, Clarendon Press, Oxford,
1995.

M. A. Oztirk and E. Inan, Soft nearness approximation spaces, Fund.
Inform., 124:1 (2013) 231-250.

Z. Pawlak, Classification of objects by means of attributes, Institute for
Computer Science, Polish Academy of Sciences, Report 429, 1981.

7. Pawlak, J. Grzymala-Busse, R. Slowinski and W. Ziarko, Rough sets,
Communication of the A.C.M., 38 (1995) 88-95.

X. Liang, D. Li, On rough subgroup of a group, Formalized Math., 17:3
(2009) 215-219.

108



[80] W. Cheng, Z. W. Mo and J. Wang, Notes on “the lower and upper
approximations in a fuzzy group” and “rough ideals in semigroups”, Inform.
Sci., 177 (2007) 5134-5140.

[81] K. S. Patnaik and A. Mustafi, Perceptual resenblance of facial images: A near
set approach, Indian J. Comp. Sci. Engineering, 1:3 (2010) 152-156.

[82] 1. N. Herstein, Abstract algebra, Macmillan Pub., 2" Ed., 1990.
[83] I. N. Herstein, Topics in ring theory, Univ. of Chicago Press, Chicago, 1969.
[84] T. W. Hungerford, Algebra, Springer-Verlag, New York, 1974.

[85] J. B. Fraleigh, A first course in abstract algebra, Pearson Education, Limited,
7th Ed., 2013.

[86] N. H. McCoy, The theory of rings, The Macmillan Company, New York, 1%
Ed., 1964.

109



OZGECMIS

Ad1 Soyadi: Ebubekir INAN

Dogum Yeri ve Tarihi: Malatya / 24.08.1987

Adres: Adiyaman Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii.

E-Posta: einan@adiyaman.edu.tr, ebubekir.inan@gmail.com

Lisans: Inonii Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii (2005 -
2009).

Yiiksek Lisans: Adiyaman Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Anabilim Dali (2009 - 2011).

Mesleki Deneyim ve Odiiller:
Collaborative Researcher at Computational Intelligence Laboratory.

http://home.cc.umanitoba.ca/~ petersii/wren/group-members.html

Yayin Listesi:

M. A. Oztiirk and E. Inan, Soft I'rings and idealistic soft I-rings, Annals of
Fuzzy Mathematics and Informatics, 1:1 (2011) 71- 80.

E. Inan and M. A. Oztiirk, Fuzzy soft rings and fuzzy soft ideals, Neural Com-
puting and Applications, 21 (Suppl. 1) (2012) 1-8.

M. A. Oztiirk and E. Inan, Fuzzy soft subnear-rings and (€, € Vq)-fuzzy soft
subnear-rings, Computers and Mathematics with Applications, 63:3 (2012)
617-628.

E. Inan, H. Yazarl and M. A. Oztiirk, Homomorphism theorems in the new view
of fuzzy gamma rings, Journal of Combinatorial Math. And Combinatorial
Comp. 87 (2013) 159-172.

M. A. Oztiirk and E. Inan, Soft nearness approximation spaces, Fundamenta

Informaticae, 124:1-2 (2013) 231-250.

110



J. F. Peters, E. Inan and M. A. Oztiirk, Spatial and descriptive isometries in
proximity spaces, General Mathematics Notes, 21:2 (2014) 125-134.

J. F. Peters, E. Inan and M. A. Oztiirk, Monoids in Proximal Banach Spaces,
International Journal of Algebra, 8:18 (2014) 869-872.

TEZDEN TURETILEN SUNUMLAR

E. Inan and M. A. Oztiirk, Near groups on nearness approximation spaces, XIV.
Ulusal Mat. Semp. Bursa Uludag Universitesi (7-10 Eyliil 2011), 48.

M. A. Oztiirk, M. Uckun and E. inan, Isomorphism theorems on near groups,
XV. International Antalya Algebras Days, Nesin Mathematics Village (22-26 May,
2013), 25-26.

TEZDEN TURETILEN YAYINLAR

E. Inan and M. A. Oztiirk, Near groups on nearness approximation spaces,
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 41:4 (2012) 545-558.
(SCI-E)

E. Inan and M. A. Oztiirk, Erratum and notes for near groups on nearness
approximation spaces, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 43:2
(2014) 279-281. (SCI-E)

M. A. Oztiirk, M. Uckun and E. Inan, Near groups of weak cosets on nearness
approximation spaces, Fundamenta Informaticae, 133 (2014) 433-448. (SCI-E)

E. Inan and M. A. Oztiirk, Near semigroups on nearness approximation spaces,
Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics, X:X (2015) XX-XX.

M. A. Oztiirk and E. Inan, Nearness rings on Nearness Approximation Spaces,

submitted.

111



Konu Indeksi

Cikarim fonksiyonu, 12, 15

Algilanabilir sistem, 14
Ayirt edilemezlik bagintisi, 17

Bagint1

sag zayif esdegerlik bagintisi, 53,

81

sol zayif esdegerlik bagintisi, 54, 82
Bulanik

tiyelik fonksiyonlar: , 3

kiime, 2

mantik, 2

Gorsel ¢ikarim fonksiyonu, 14
Kiime tanimlamasi, 29
Nesne tanimlamasi, 15, 29

Tam ayirt edilemezlik bagintisi, 33
Tanmimsal tabanli kiime iglemleri
arakesit, 29
birlegim, 29
fark, 29
goreceli tanimsal tiimleyen, 30
timleyen, 30
yakinlik ol¢timii, 30
Temel yaklagim uzay1
ist yaklagim, 20
alt yaklagim, 20
sinir bolgesi, 21
temel yaklagim uzayi, 19

Yakin kiime
algi , 13
hiyerarsi, 19
kalitimsal yakinhk, 19
yakin kiime, 12, 18
yansimali yakinlik, 19
Yakin yaklagim uzay1
ist yaklagim, 24
alt yaklagim, 24
sinir bolgesi, 25
yakin yaklagim uzayi, 22, 24
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yakinlik fonksiyonu, 28
Yakinlik
ol¢iim fonksiyonu, 18
siif, 17
tanimlama ilkesi, 18
Yakinlik cismi, 75
Yakinlik grubu
agikar alt yakinlhk grubu, 48
alt yakinlik grubu, 48
degismeli alt yakinlik grubu, 51
normal alt yakinlik grubu, 52
yakinlik grubu, 42
zayif kalan siniflarinin yakinlik grubu,
25, b7
Yakinlik grubunun st yaklagimi, 56
Yakinlik halkas1
zayif kalan siniflariin yakinlik halkasi,
85
Yakinlik halkasi
alt yakinhk halkasi, 77
birimli yakinlik halkasi, 75
degismeli yakinlik halkasi, 75
yakinlik boliim halkasi, 75
yakinlk halkasi, 74
yakinlik ideali, 80
Yakinlik homomorfizmasi
grup homomorfizmasinin ¢ekirdegi,
68
halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi,
97
dogal yakinlik grup homomorfizmasi,
71
dogal yakinlik halka homomorfizmasi,
98
kisitlanmig yakinlik grup
homomorfizmasi, 71
kisitlanmig yakinlik halka
homomorfizmasi, 99
yakin homomorfik, 70
yakin homomorfik gruplar, 66
yakin homomorfik halkalar, 96
yakinlik grup homomorfizmasi, 66
yakinlik halka epimorfizmasi, 96



yakinlik halka homomorfizmasi, 96

yakinlik halka izomorfizmasi, 96

yakinlik halka monomorfizmasi, 96
Yakinlik yar1 grubu

yakinlk bi-ideali, 40

yakinlik ideali, 39

yakinlik yar1 gruplari, 34
Yaklagimli kiime

ist yaklagim, 9

tiyelik fonksiyonu, 10

alt yaklagim, 9

kullanim alanlar1 , 11

sinir bolgesi, 9

yaklagimli kiime, 6

Zayif kalan simif
sag zayif kalan sinif, 54, 81
sol zayif kalan siif, 54, 82
zayif kalan sinif, 53
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