T. C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

QUARTER SIMETRIK KONNEKSiYONLU SEMIi-RIEMANN
MANIFOLDLARIN LIiGHTLIiKE ALTMANIFOLDLARI

Oguzhan BAHADIR

DOKTORA TEZi
MATEMATIK ANABILiM DALI

MALATYA
Aralhik 2012



Tezin Baghd: © Quarter Simetrik Konneksiyonlu Semi-Riemann Manifold-
larin Lightlike Altmanifoldlar

Tezi Hazmirlayan  : Oguzhan BAHADIR

Snav Tarthi : 2B.12.2012

Yukanda adi gegen tez, jiirimizee degerlendirilerck Matematik Anabilim Dalinda
Doktora Tezi olarak kabul edilmigtir,

Sinav Jiiri Uyeleri

Prof. Dr. Sadik KELES

Doc. Dr. Erol Kilig (Danisman)

Prof. Dr. Bayram Sahin YMW'\

Dog. Dr. Erol Yasar =

Yrd. Dog. Dr. M. Kemal Ozdemir ﬁﬂ

Indnii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Onays

Prof. Dr. Mehmet ALPASLAN
Enstitii Miidiirii



ONUR SOZU
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2012
Danigsman: Dog. Dr. Erol KILIC

Tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim; Riemann manifoldlari, carpim man-
ifoldlari, Lightlike hiperyiizeyler ve altmanifoldlar, quarter, semi-simetrik non metrik
konneksiyonlar ve kompleks altmanifoldlarla ilgili temel kavramlardan ibaretdir.

Diger boliimler calismanin orjinal kisimlaridir. Ikinci boliimde bir semi-Riemannian
carpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyleri incelendi. ilk 6nce lightlike hiperyiizeyler,
F— carpim yapisindan yararlanarak sinflandirildi (screen semi-invaryant, radikal anti-
invaryant, screen invaryant) ve bu tip hiperyiizeylerle ilgili sonuglar verildi. Daha sonra
ise F'— carpim yapis1 yardimu ile elde edilen quarter simetrik non-metrik konneksiyona
gore bu tip lightlike hiperyiizeylerin geometrisi gozoniine alindi. Ugiincii boliimde ise
Half-lightlike altmanifoldlarin yeni bir tipi (semi-invaryant) tanimlandi ve bu altmani-
foldlar ilk 6nce Levi-Civita konneksiyonu ve indirgenmis konneksiyona gore gozoniine
alindi. Daha sonra bu altmanifoldlar quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore
incelendi. Dordiincii boliimde semi-Riemann ¢arpim manifoldunun coisotropic ve r—
lightlike altmanifoldlarinin Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik konneksiyona
gore baz1 Ozellikleri irdelendi. Besinci boliimde ise belirsiz Kaehler manifoldlarin
semi-invaryant Lightlike altmanifoldlar1 Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik
konneksiyona gore incelendi.
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Hiperyiizey, Half-lightlike Altmanifold, Lightlike Altmanifold, Semi-Riemann Carpim
Manifoldu, Coisotropic Altmanifold, Screen invaryant Altmanifold, Radikal anti-
invaryant Altmanifold, Semi-invaryant Altmanifold.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter deals with the basic concepts of
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GIRIS

(M, g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve %, bir lineer konneksiyon olsun. V nin

torsiyon tensorii T,
T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y],VX,Y,ZETM (0.0.1)

ile verilir. Eger torsiyon tensorii T=0iseV ya simetrik konneksiyon aksi halde non
simetrik konneksiyon denir. Eger M de %g = 0 olacak sekilde bir g Riemann metrigi
varsa V ya metrik konneksiyon, aksi halde non metrik konneksiyon denir.

1932 de H.A. Hayden bir Riemann manifoldu {izerinde torsiyonu sifirdan farkli fakat
metrik konneksiyon olan bir v konneksiyonunu tanimladi. Boyle bir konneksiyona Hay-
den konneksiyonu denir. Bir Riemann manifoldu iizerinde bir 1— form w olmak iizere
%g = w® g olan bir konneksiyona Weyl konneksiyonu denir. Weyl konneksiyonu bir
simetrik non-metrik konneksiyondur.

7, M lizerinde bir 1— form olmak iizere eger torsiyon tensorii 7',

T(X,Y)=n(Y)X —n(X)Y (0.0.2)
seklinde ise bu lineer konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir. Bu sart1 saglayan
bir Hayden konneksiyonu bir semi-simetrik metrik konneksiyondur [1].

1970 de K. Yano [2] de bir Riemann manifoldu iizerinde semi simetrik metrik kon-
neksiyonu tanimladi ve bu konneksiyonun geometrik 6zelliklerini ¢aligti.

1975 de S.Golab [3] de Riemannian manifoldlarda quarter-simetrik lineer konnek-
siyon kavramini tanimladi ve bu konneksiyonun 6zelliklerini ¢alisti. Bir lineer konnek-

siyonun torsiyon tensorii 7',

T(X,Y)=n(Y)oX —(X)pY (0.0.3)

seklinde yazilabiliyorsa lineer konneksiyona quarter-simetrik konneksiyon denir, burada

T ve @, sirastyla, M iizerinde bir 1— form ve (1, 1) tipinde bir tensor alanidir.



N. S. Agashe ve M. R. Chafle 1992" de [4] deki ¢alismalarinda bir Riemann mani-
foldu iizerinde semi-simetrik non-metrik konneksiyon kavramini tanimladilar ve bu kon-
neksiyonlarla ilgili sonuglar verdiler. B.B. Chaturvedi ile P. N. Pandey, bir Kaehler mani-
foldu iizerinde semi-simetrik konneksiyonlari incelediler [5].

Bir Riemannian manifoldu iizerinde tanmimlanan semi-simetrik metrik, semi-
simetrik non-metrik, quarter-simetrik metrik, quarter-simetrik non-metrik konneksiyon-
larin tamam1 Mukut Mani Tripathi tarafindan bir tek konneksiyonla [6] daki ¢alismasinda
ifade edildi.

Duggal ve Bejancu 1996 da yayinladiklari kitapta [7] bir semi-Riemann manifoldda
lightlike (null) alt uzayin varligin gosterdiler ve altmanifoldlarin geometrisi i¢in ihtiyag
duyulan 6nemli bir boslugu doldurdular. Bu kitabin yaymlanmasindan sonra hedef, light-
like geometrideki yeni geometrik sonuglarin ispat1 ve lightlike geometrinin fizikteki uygu-
lamalar1 oldu. Bdylece geometrinin 6nemli bir boslugu dolduruldu ve yeni bir caligma
alan1 ortaya cikti.

K.L. Duggal ve B. Sahin belirsiz Kaehler manifoldlar ve belirsiz Sasakian manifold-
larda lightlike altmanifoldlarin 6nemli bir siniflandirmasimi verdiler [8], [9], [10], [11].
Bu altmanifoldlar Screen Cauchy-Riemann (SCR), genellestirilmis Cauchy-Riemann
(GCR), Kontakt genellestirilmis CR-lightlike altmanifoldlardir. Bir bagka ifade ile be-
lirsiz Kaehler manifoldlar ve belirsiz Sasakian manifoldlarda ki lightlike altmanifold-
larin 6nemli kistmlarini bir semsiye altinda topladilar. 2007 de K.L. Duggal ve D.H
Jin, Lightlike egriler ve Lightlike hiperyiizeyler konusunda ¢aligsan arastirmacilara yararh
olacak sekilde bir kitap yayinladilar [12]. 2010 da K.L. Duggal ve B. Sahin tarafindan
yayinlanan “Differential Geometry of Lightlike Submanifolds” adl kitap, lightlike ge-
ometrinin ihtiya¢ duyulan biitiin kavram ve sonuglarini icermektedir, dolayisiyla bu
alanda caliganlar icin iyi bir kaynak olusturmustur [13].

F. Massamba belirsiz Sasakian manifoldlarda lightlike hiperyiizeyler i¢in bir seri
makale iiretmis ve bu hiperyiizeylerin sonuglarini ortaya koymustur [14], [15], [16], [17].

M. Atceken ve E. Kilic semi-Riemann carpim manifoldlarinda lightlike altmani-

foldlarin yeni bir sinifin1 tanimladilar ve calistilar [18]. E. Kili¢ and B. Sahin bir semi-



Riemann carpim manifoldunun radikal anti-invaryant ve Screen Semi-invaryant lightlike
altmanifoldlar olarak adlandirdiklar1 yeni bir altmanifold tipi tamimladilar ve bunlarla il-
gili sonuglar verdiler [19], [20]. E. Yasar, A. C. Coken ve A. Yucesan semi-simetrik non-
metrik konneksiyonlu bir semi-Riemann manifoldda Lightlike Hiperyiizeyleri incelediler
[21]. Bagka bir calismasinda E. Yagar Ricci Quarter Simetrik Metrik konneksiyonlu bir
semi-Riemann manifoldda Lightlike altmanifoldlari inceledi [22].

Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada bir semi-Riemannian ¢arpim man-
ifoldunun lightlike hiperyiizeyleri ve lightlike altmanifoldlar1 caligildi.  Bir semi-
Riemannian c¢arpim manfoldunun carpim yapist F den yararlanarak bazi lightlike
hiperyliizeyler ve altmanifoldlar tanimland1 ve bunlarin geometrik 6zellikleri incelendi.

(1\71 ,&,F) bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve T, M iizerinde bir 1— form

olmak iizere
VxY = VxY +n(Y)FX (0.0.4)

seklinde tanimlanan % M iizerinde bir lineer konneksiyondur ve bu lineer konneksiyon
quarter simetrik non-metrik konneksiyondur. Bu sekilde tanimlanan V lineer konnek-
siyonuna gore lightlike hiperyiizeyler ve altmanifoldlar1 inceledik ve bunlarla ilgili ge-
ometrik sonuclar verdik.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci
boliim; Riemann manifoldlari, carpim manifoldlari, Lightlike hiperyiizeyler ve altmani-
foldlar, quarter, semi-simetrik non metrik konneksiyonlar ve kompleks altmanifoldlarla
ilgili temel kavramlardan ibaretdir. Birinci boliim hari¢ diger boliimler tezin orjinal
kistmlarii olusturmaktadir. Ikinci boliimde bir semi-Riemannian Carpim manifoldunun
lightlike hiperyiizeyleri incelendi. i1k nce lightlike hiperyiizeyler, F — ¢arpim yapisindan
yararlanarak sinflandirildi (screen semi-invaryant, radikal anti-invaryant, screen in-
varyant) ve bu tip hiperyiizeylerle ilgili sonuglar verildi. Daha sonra ise F'— ¢arpim yapisi
yardim ile elde edilen quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore bu tip lightlike
hiperyiizeylerin geometrisi gézoniine alindi. Uciincii boliimde ise Half-lightlike altman-

ifoldlarin yeni bir tipi (semi-invaryant) tanimlandi ve bu altmanifoldlar ilk 6nce Levi-



Civita konneksiyonu ve indirgenmis konneksiyona gore gdzoniine alind1 ve daha sonra
bu altmanifoldlar quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore incelendi. Dérdiincii
boliimde semi-Riemann ¢arpim manifoldunun coisotropik ve r— lightlike altmanifoldlar
icin Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore paralellik, integral-
lenebilirlik gibi bazi tenel 6zellikleri irdelendi. Beginci boliimde ise belirsiz Kaehler man-
ifoldlarin Lightlike altmanifoldlariyla ilgili 6nce bazi tamimlar verildi ve baz1 6zellikler
Levi-Civita konneksiyonuna gore incelendi. Daha sonra ise quarter simetrik non-metrik
konneksiyondaki @ yerine yine (1,1) tipinde tensor alani olan J kompleks yap1 alinarak

lightlike altmanifoldlar bu konneksiyona gore incelendi.



1. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliim dort alt boliimden olusmaktadir. Bu boliimlerde sirasiyla Riemannian
manifoldlar, Quarter simetrik konneksiyonlar, Lightlike altmanifoldlar ve Kompleks man-

ifoldlarla ilgili tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilmistir.
1.1 Riemannian Manifoldlar

Tanmm 1.1.1. (M, g) n-boyutlu Riemanian manifoldu ve V da M iizerinde bir lineer kon-

neksiyon olsun. M nin tanjant demeti 7M olmak iizere
T:T(TM)xI'(TM) — IT'(TM)
T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]
seklinde tanimlanan 7 tensor alanina M nin torsiyon tensorii denir [23]. Eger
Vg=0,T=0

ise V ya M nin Levi Civita konneksiyonu denir.

Bir Riemann manifoldu iizerinde Levi-Civita konneksiyonu vardir ve tektir [23].

Tanim 1.1.2. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V, g nin Levi-Civita konnek-

siyonu olsun. X,Y,Z € I'(TM) i¢cin
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ-Vx y|Z
ye M nin egrilik tensor alani denir [2].
K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

seklinde tanimlanan K ya Riemann Christoffel egrilik tensorii denir.

Levi-Civita konneksiyonu V nin Riemann egrilik tensorii asagidaki oOzellikleri



saglar:
(i) KX,Y,Z,W)=—-K(X,Y,W,Z),
(ii) K(X,Y,Z,W)=—-K(Y,X,Z,W),
iii) RX,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0,
) K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y).
burada (iii) ye 1. Bianchi Ozdesligi denir.
(]\71 ,&) bir m— boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin bir n— boyutlu alt mani-
foldu olsun. Bu durumda X,Y € I'(TM) icin

g(va) :g(XaY)7

seklinde tanimlanan g, M iizerinde bir Riemann metrigidir ve (M, g), (M,g) nin bir Rie-

mann altmanifoldudur. x € M icin
TME = (V| §(X,V) = 0,X € T(TM)},
alt uzay1 7,M nin ortogonal tiimleyenidir. Boylece
TM=TM&TM™,,
olarak yazilir. M nin Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere X Y eI'(TM) i¢in
VxY = VxY +h(X,Y), (1.1.1)

olarak yazilir, burada VxY € I'(TM) ve h(X,Y) € ['(TM™") dir, burada V ya M iizerindeki
indirgenmis konneksiyon, /2 ya da M nin ikinci temel formu denir. V indirgenmis konnek-
siyonu M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur. (1.1.1) bagintisina da Gauss formiilii
denir.

X e(TM),V e I(TM*') igin
VxV = —AyX + V¥V (1.1.2)

dir, burada Ay X € I'(TM), V5V € T(TM™) dir ve Ay ye M nin V ye bagh sekil operatérii,
V-, e M nin normal konneksiyonu denir. (1.1.2) bagintisina Weingarten formiilii denir

[23].



Tanmm 1.1.3. Eger VX € I'(TM) i¢in Lxg = 0 ise X vektor alanina Killing vektir alam
denir, burada Ly Lie tiirevidir ve VX,Y € I'(TM) igin

(Lxg)(Y,Z) = Xg(¥,Z) — ¢([X,Y],Z) — (Y, [X, Z])
dir.
M iizerinde bir distribiisyon D olsun. Eger VX € I'(TM), Y € I'(D) i¢in VxY €
I'(D) ise D distribiisyonuna paraleldir denir ve X,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D ye

integrallenebilir distribiisyon denir.

1.1.1 Carpim Manifoldlar:

Tanim 1.1.4. M, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold ve F, M iizerinde
F?=1, (1.1.3)

olacak sekilde (1,1) tensor alani olsun. Bu durumda M ye hemen hemen carpim mani-
foldu ve F ye M iizerinde bir hemen hemen carpim yap: denir.
Eger
T = 1(I-l—F) 0= 1(1 F)
- 2 ) - 2 I
aliirsa

n+o6 =1, nzzn, o’ =o, nc=on=0,F=n—0

elde edilir. Boylece 7 ve ¢ biri diderinin tiimleyeni olan iki distribiisyon tanimlar. Ayrica
F nin eigen degeri 1 yada —1 dir.
Bir M hemen hemen carpim manifoldunda semi-Riemann g metrigi i¢in asagidaki

ifade saglaniyorsa M.ye semi-Riemannian hemen hemen carpim manifoldu denir:

S(FX,FY)=g(X.,Y), g(FX,Y) =g(X,FY),VX,Y € T(M). (1.1.4)

%, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere VF=0ise F ye M iizerinde paraleldir

denir. Eger F paralel ise M ye semi-Riemannian ¢arpim manifoldu denir [23].

M=M 1 X My bir carpim manifoldu olmak iizere M , M1 ve M> nin total geodezik

olmasi ile karakterize edilir [23].



1.2 Quarter Simetrik konneksiyonlar

Tanim 1.2.1. (M ,g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve %, bir lineer konneksiyon

olsun. V nin torsiyon tensorii T,
T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], VX,Y € T(TM) (1.2.1)

ile verilir. Eger torsiyon tensorii T=0ise V ya simetrik konneksiyon aksi halde non
simetrik konneksiyon denir. Eger i’g: Oise V ya bir metrik konneksiyon, aksi halde non
metrik konneksiyon denir.

T, M iizerinde bir 1— form olmak iizere eger torsiyon tensorii T,
T(X,Y)=n(Y)X —n(X)Y, X,Y € [(TM), (1.2.2)

seklinde ise bu lineer konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir.

Bir lineer konneksiyonun torsiyon tensorii 7',

T(X,Y) =n(Y)pX —(X)pY (1.2.3)

seklinde yazilabiliyorsa lineer konneksiyona quarter-simetrik konneksiyon denir, burada

n, M iizerinde bir 1— form ve @ ise M iizerinde (1,1) tipinde bir tensor alanidur.

%, M nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. ¢, (1,1) tipine tensor alan1 ve T bir 1—
form olmak iizere

VxY = VyY +1(Y)oX, X,Y € [(TM)
seklinde tanimlanirsa kolayca gosterilebilir ki V nin torsiyon tensorii
T(X,Y) =n(Y)oX —n(X)gY,
dir ve boylece %, M iizerinde bir quarter simetrik konneksiyondur. Ayrica

(Vxg)(Y,Z) = —n(Y)g(¢X,Z) — (Z)g(¢X,Y)

oldugundan V bir quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.



1.3 Lightlike Altmanifoldlar

Bu kisimda ilk 6nce lightlike hiperyiizeyler ve daha sonra da lightlike altmanifoldlar

hakkinda temel kavramlar verecegiz.
1.3.1 Lightlike Hiperyiizeyler

Tanm 1.3.1. (M, ) bir (m+2) boyutlu semi-Riemannian manifold, index(g) = ¢ > 1 ve
(M,g), M nin bir hiperyiizeyi olsun. Eger M iizerine indirgenen metrik dejenere ise bu

durumda M ye lightlike (null veya dejenere) hiperyiizey denir [7].

M, (M,g) semi-Riemanian manifoldun bir lightlike hiperyiizeyi ise VX € I'(TM)
icin g(&,X) = 0 olacak sekilde & # 0 bir § € I'(TM) vektor alani vardir. Vx € M igin T,M

nin radikal yada null uzayr asagidaki gibi tanimhdir:
RadTM ={E € TM | g(X,E) =0, VX € T,M}. (1.3.1)

Radikal uzayin boyutuna g nin nulluk derecesi denir. Bir lightlike hiperyiizeyde g
metriginin nulluk derecesi 1 dir. g dejenere oldugundan ve her null vektoriin kendisiyle

ic carpimu sifir oldugundan RadT,M C T,M~ dir. O halde
RadTM = TMNTM™, (1.3.2)

elde edilir. boyT,M* = boyRadT.M = 1 oldugundan RadT,M = T,M" olur. RadTM ye
M nin radikal distribiisyonu denir ve RadTM = Sp{&} dir. RadT M nin TM de tiimleyen
vektor demeti s(TM) ye M nin ekran (screen) demeti denir ve ekran (screen) demet M nin

bir non-dejenere alt demetidir. Boylece
TM = RadTM 1s(TM), (1.3.3)

olarak yazilabilir[7]. Burada L ise ortogonal direkt toplam kastedilmektedir. TM de

s(TM) nin tiimleyeni olan s(TM)* vektor demetine screen transversal demet denir.



Screen transversal demet bir non-dejenere demetdir ve ranki 2 dir. RadTM, s(TM)*

nin lightlike alt demeti oldugundan
g(N,N):(), g(éaN):L (1.3.4)

olacak sekilde bir null N vektor alani vardir [7]. Bu durumda s(7M)+, {N,E} tarafindan
gerilir. Bu null vektdr N nin germis oldugu demete lightlike transversal demet denir ve

ltrTM ile gosterilir. Buradan ise
TM = TM & ItrTM = s(TM) L{RadTM & ItrTM}, (1.3.5)

ayrigsimina sahip oluruz, burada @ direkt toplamdir ancak ortogonal degildir.

{E1,E»,....,E,}, s(TM) nin bir ortonormal bazi olmak iizere
{E1,E>,....E,E N},

ye M nin M boyunca quasi ortonormal ¢atis1 denir.

(1.3.5) den Gauss ve Weingarten formiillerini

VxY =VxY +h(X,Y), X,Y e T(TM), X,Y € T(TM) (1.3.6)

VxN = —AxX + V4N, N € T(ItrTM), (1.3.7)

olarak ifade edebiliriz, burada VxY ve AyX I'(TM) ye h(X,Y) ve V4N ise I'(ltrTM)
ye aittir. Kolayca gosterilebilir ki V, M {izerinde torsiyonsuz indirgenmis lineer konnek-
siyon ve h, I'(TM) iizerinde simetrik I'(/trT M) degerli bir bilineer doniisiimdiir. Ay ise
['(TM) iizerinde bir lineer operatordiir ve V' ye ltrTM iizerinde bir indirgenmis lineer
konneksiyondur. & ve Ay ye, sirasiyla, M nin ikinci temel formu ve sekil operatorii denir.
Eger

B(X.Y) = g(h(X,Y),E) ve t(X) = g(ViN,&)

denilirse (1.3.6) ve (1.3.7) denklemleri

VxY = VxY +B(X,Y)N, X,Y e T(TM), (1.3.8)

VxN = —AxX +t(X)N, N € T(1trTM), (1.3.9)
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olarak ifade edilebilir. P, TM den s(TM) iizerine projeksiyon olsun. Bu durumda VX €
['(TM) igin

X = PX +n(X)E, (1.3.10)
olarak yazabiliriz, burada n bir formu
n(X) = g(X,N), (1.3.11)
seklinde tanimlanir. (1.3.8) ve (1.3.10) dan
(Vxg)(Y,Z) =B(X,Y)(Z2)+B(X,Zn(Y),VX,Y,Z e T(TM), (1.3.12)

elde edilir ve boylece V, M iizerinde bir non-metrik konneksiyondur. (1.3.12) den kolayca
goriiliir ki V indirgenmis konneksiyonun bir Levi-Civita konneksiyonu olmasi i¢in gerek
ve yeter sart B(X,Y) = 0 olmasidir [13].

(1.3.3) ayristmindan

VxPY = ViPY+h*(X,PY),X,Y €T(TM), (1.3.13)
Vx§ = —AIX+VYE, (1.3.14)

elde ederiz, burada V3 PY ve AEX [(s(TM)) ye, h*(X,PY) ve VY& ise I'(ItrTM) ye aittir.

Ayrica h* ve AZ a, sirastyla, s(7M) nin ekran (screen) ikinci temel formu ve ekran (screen)

sekil operatorii denir. Eger
C(X,PY) =g(h"(X,PY),N), &(X) = g(VXE,N),
denilirse ve €(X) = —t(X) oldugu dikkata alinirsa (1.3.13) ve (1.3.14) denklemleri

VxPY = ViPY+C(X,PY)E, XY € T(TM) (1.3.15)

VxE = —AIX—1(X)E (1.3.16)

olarak ifade edilebilir. Burada C ye s(TM) ni lokal screen temel formu denir. (1.3.8),
(1.3.9), (1.3.16) dan

Q(ALX,PY) = B(X,PY),g(ALX,N) = 0,B(X,E) = 0,g(AvX,N) =0,  (13.17)
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esitliklerini elde ederiz. Ustelik (1.3.17) daki iiiincii esitlikten
AéézO, (1.3.18)
elde edilir.

Teorem 1.3.1. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.
Asagidaki ifadeler esdegerdir:

(1) M total geodeziktir.

(2) h ikinci temel form M iizerinde sifirdir.

(3) E €T (RadTM) icin AE, M iizerinde sifirdir.

(4) M iizerinde V metrik konneksiyondur.

(5) RadTM, V ya gore paralel distribiisyondur.

(6) RadTM, M iizerinde Killing distribiisyonudur.

Teorem 1.3.2. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.
Asagidaki ifadeler esdegerdir:

(1) s(TM) paralel distribiisyondur.

(2)C(X,PY)=0,VX,Y €I'(TM).

(2) Ay =0.

Teorem 1.3.3. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.
Asagidaki ifadeler esdegerdir:

(1) s(TM) integrallenebilir distribiisyondur.

2Q)VX,Y €I'(s(TM)) icin h*(X,Y) = h*(Y,X).

(2) M nin sekil operatorii g ye gore simetriktir.

Simdi R ve R sirastyla M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V ve M iizerindeki
indirgenmis konneksiyon V ya gore egrilik tensorleri olsunlar. Bu durumda (1.3.6),

(1.3.7) den

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Anx.2)Y —Any.2X

+ (Vxh)(Y,2)— (Vyh)(X,Z), (1.3.19)
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elde edilir ve bu denkleme Gauss denklemi denir, burada (Vxh) (Y,Z) = Vi (h(Y,Z)) —
h(VxY,Z)—h(Y,VxZ).
Bu durumda Lightlike hiperyiizeyde VX,Y,Z,W € T'(TM) ve & € T'(RadT M) i¢in Gauss-

Codazzi denklemleri
g(ﬁ(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z,PW)+B(X,Z)C(Y,PW)

— B(Y,Z)C(X,PW), (1.3.20)

(VxB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z)

g(R(X,Y)Z,E)

+ B(Y,Z)v(X)—B(X,Z)t(Y), (1.3.21)
g(R(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)Z,N), (1.3.22)
g(R(X,Y)EN) = g(R(X,Y)EN)

= C(Y,A{X) —C(X,ALY) —2dT(X,Y), (1.3.23)

seklinde verilir.

Bir M lightlike hiperyiizeyinde Ricci tensorii
Ric(X,Y) Zslg (X,E)Y,E;)+8(R(X,E)Y,N) (1.3.24)

ile verilir, burada {E;}, s(TM) nin bir ortonormal bazidir ve €; = g(E;,E;) = F1 dir.
Genelde bir lightlike hiperyiizeyin Ricci tensorii simetrik degildir. M hiperyiizeyinin
Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart T 1- formunun kapali olmasidir

[7].
1.3.2 Lightlike Altmanifoldlar

(M, ) bir (m+n)— boyutlu semi-Riemannian manifold m > 1, n > 1 ve indeksg =
g, g€ {l,....m+n—1} olsun. M, M’ nin m- boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eger M
izerine indirgenen g metrigi dejenere ise bu durumda M ye lightlike (null yada dejenere)

altmanifold denir. Boylece her x € M i¢in T, M nin

TM* ={U, e TM: g(U,,V,) =0, VW, € T,M,}
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alt uzaymni gozoniine alalim. g, M {izerinde bir dejenere metrik oldugundan x € M i¢in
T.M ve T,M* her ikiside dejenere alt uzaylardir. Boylece bir x € M noktasinda Radikal
alt uzay RadTeM

Rad(T,M) = TMNTM*

olarak belirlenir ve

RadTM : x € M — Rad(TM),

M iizerinde bir smooth distriblisyondur ve rank(RadTM) = r > 0 dir. Bu durumda M ye
M nin r- lightlike altmanifoldu denir ve RadTM ye M nin Radikal distribiisyonu denir.
M nin boyutu, ekboyutu ve RadT M nin rankina gore dort farkli durum ortaya cikar ve bu
ozelliklerine gore lightlike altmanifoldlar asagidaki sekilde de isimlendirilir;.

(1) r— lightlike altmanifold, 0 < r < min{m,n},

(2) Coisotropic altmanifold, | <r=n <m,

3 isotropic altmanifold, 1 <r=m <n,

(4) Totally lightlike altmanifold 1 < r =m = n.

Birinci durum olan r— lightlike altmanifoldlarin geometrik yapisini incelemek
yeterli olacaktir. Ciinkii diger durumlar r— lightlike altmanifoldlarin 6zel durumlaridir.

M, (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu olsun. s(7'M)
ile TM de RadTM distribiisyonunun ortogonal tiimleyenini gosterelim. Bu durumda
s(TM) distribiisyonuna M nin ekran (screen) distribiisyonu denir. Screen distribiisyon

M iizerinde bir non-dejenere distriblisyondur. Buna gore asagidaki ayrisima sahip oluruz;
TM = RadTM Ls(TM). (1.3.25)

Not edelim ki ekran (screen) distribiisyonu tek degildir, fakat TM* = TM /RadTM
ye dogal olarak izomorfiktir. s(TM), TM/M de bir non-dejenere vektor alt demeti

oldugundan

TM/M = s(TM) Ls(TM*"), (1.3.26)
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olarak yazilabilir, burada s(TM=), TM /M de s(T M) nin ortagonal tiimleyenidir. s(TM~)

ile TM~ de RadT M nin tiimleyen vektdr alt demetini gosterelim. Bu durumda
s(TM)*+ = s(TM*) Ls(TMH)* (1.3.27)
olarak yazilabilir. Bir 7— lightlike altmanifoldu (M,g,s(TM),s(TM")) ile gosterecegiz.

Teorem 1.3.4. [13] (M,g,s(TM),s(TM"L)) bir (M,g) semi-Riemannian manifoldunun
r— lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda lightlike transversal demeti denilen ve
s(TM*)* de RadTM nin tiimleyeni olan (fakat ortagonal degil) bir ItrT M vektor demeti
vardir ve T(ItrTM), s(TM*)* deki {Ny, ...,N,} vektor alanlar: tarafindan gerilir yle ki

§<N17§]> = 8ij7 g(MaNJ) :Oa l?.]: 1,...,7’,

dir; burada {&,,...,&,}, RadTM nin bir bazidwr.

trTM = ltrTM Ls(TM™), (1.3.28)

vektor demetini g6zoniine alalm. ¢7(TM) ye M nin transversal demeti denir. Buna gore

T™ = TM®trTM (1.3.29)

= (RadTM &1trTM) Ls(TM) Ls(TM™), (1.3.30)

olarak yazilabilir.
M nin Levi-Civita konneksiyonu V ve M iizerine indirgenen konneksiyon V olmak

uzere

VxY = Vx¥ +h(X,Y), VX,Y € T(TM), (1.3.31)

VxV = —AyX + V¥V, W € L(trTM), (1.3.32)

olarak yazilabilir, bu denklemlere, sirasiyla, Gauss ve Weingarten formiilleri denir. L :

trTM — [trTM ve S : trTM — s(TM™") projeksiyonlar1 kullanilirsa (1.3.31) ve (1.3.32)
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formiillerinden

VxY = VxY + 0 (X, Y) + 1 (X,Y), VX,Y € T(TM), (1.3.33)
VxN = —AyX + V4N +D*(X,N), YN € T(Itr(TM)), (1.3.34)
VW = —AwX + ViW + D' (X, W) YW € T(s(TM")), (1.3.35)

ifadelerini elde ederiz, burada K/(X,Y) = Lh(X,Y), K (X,Y) = Sh(X,Y),
{VLN, D'(X, W)} e T(itrTM), {V4W, D*(X,N)} € T(s(TM*) ve {VxY, ANX, AwX} €
[(TM) dir [13].

Simdi kabul edelim ki M coisotropic yada totaly lightlike altmanifold olsun. Bu

durumda Gauss ve Weingarten formiilleri
VxY = Vx¥ + 1 (X,Y), VX,Y € T(TM), (1.3.36)

VxN = —AyX + V4N, VN € T(ItrTM), (1.3.37)

seklinde ifade edilir.
TM nin s(TM) iizerine olan projeksiyonunu P ile gosterelim. Bu durumda VX €
[(TM) igin
X =PX+N(X),

olarak yazilabilir, burada 1, 1— formu
nX) =gX,N), (1.3.38)

olarak tanimlanir. Ayrica (1.3.25) ayrigimina gore

VxPY = VLPY +h*(X,PY) X,Y € [(TM), (1.3.39)
Vx& = —AX + VY¥EE € D(RadTM), (1.3.40)

olarak yazabiliriz, burada Vi PY ve A;X s(TM) ye h*(X,PY) ve V{E} de RadTM ye
aittir. Vy ve VY, sirasiyla, s(TM) ve RadTM iizerinde lineer konneksiyonlardir. A* ise

RadT M distribiisyonunun ikinci temel formudur. § € I'(RadTM) i¢in

A; :T(TM) — T(s(TM)), ¥X € T(TM),
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ve AE ya s(TM) nin § ye gore sekil operatorii denir ve A*& 0 dir. Ayn1 zamanda V ve
Vi sirastyla s(TM) ve RadT M iizerinde indirgenmis ve metrik lineer konneksiyonlardur.
V bir metrik konneksiyon oldugundan VX,Y € I'(TM),€ T'(RadTM) ve & €

['(RadTM) i¢in (1.3.33), (1.3.34), (1.3.35), (1.3.39) ve (1.3.40) dan

g(B(X,Y),W)+g(Y,D'(X,W)) = g(AwX,Y), (1.3.41)
g(h (X.Y),&) +g(Y.h'(X,8)) + (Y, VxE) =0, (1.3.42)
g(h*(X,PY),N) = g(AyX,PY), (1.3.43)

g(l (X,PY),&) = g(A{X,PY), (1.3.44)

g(ANX,PY) = g(N,VxPY), (1.3.45)

g(h(X,§),&) =0, AZE =0, (1.3.46)

elde edilir .

Onerme 1.3.1. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda RadTM iizerinde h* = 0 dur.

Lightlike altmanifoldlarda indirgenmis V konneksiyonu Levi-Civita konneksiyonu

degildir. VX,Y,Z € [(TM) ve V,V' € T(tr(TM)) igin (1.3.32), (1.3.33) ve (1.3.36) dan

(Vxg)(¥,2) =g(h(X,Y),2)+3(h (X,2),Y), (1.3.47)

(Vi8)(V,V') = —3(AvX, V) + (A X, V), (1.3.48)

elde edilir. Bu ylizden indirgenmis konneksiyon bir metrik konneksiyon degildir. (1.3.47)
dan r— lightlike veya coisotropic altmanifoldlarda indirgenmis konneksiyonun Levi-
Civita olmas1 igin gerek ve yeter sart M iizerinde 4’ = 0 olmasidir. Buna karsin bir
isotropic veya totally ligtlike altmanifoldda V indirgenmis konneksiyonu Levi-Civita kon-

neksiyonudur.

Teorem 1.3.5. [I3] M, M semi-Riemannian manifoldunun bir r— lightlike veya
coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) M iizerindeki V indirgenmis konneksiyonu Levi-Civita konneksiyonudur.
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(it) Her § € T'(RadTM) icin Ag, M iizerinde sifirdir.
(iii) RadT M Killing distribiisyonudur.

(iv) RadTM, V ya gore paralel distribiisyondur.

Teorem 1.3.6. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun bir r— lightlike veya
coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) s(TM) integrallenebilirdir.

(it) h*. T'(s(TM)) iizerinde simetriktir.

(iii) An, g ye gire U'(s(TM)) iizerinde self-adjointtir.

Teorem 1.3.7. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun bir r— lightlike veya
coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) s(TM), V ya gire paralel distribiisyondur:

(ii) h*. M iizerinde sifirdr.

(iii) An, T'(RadTM) degerli operatirdiir.

Teorem 1.3.8. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun bir r— lightlike veya
coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) RadT M integrallenebilirdir.

(ii) h'(PX,&) = 0, V& € T'(RadTM), X € T(TM).

(iii) & € T(RadTM) igin s(TM) nin sekil operatérii A, I'(RadTM) iizerinde sifirdir.
Tamm 1.3.2. (M,3) bir (m+2) boyutlu semi-Riemannian manifold ve (M,g), M nin
ekboyutu 2 olan bir lightlike altmanifoldu olsun. Eger rank(RadTM) = 1 ise M ye Half-

lightlike altmanifold denir.

M half-lightlike altmanifoldunun ek boyutu 2 ve rankRadTM = 1 oldugundan light-
like transversal demet ltrTM ve ekran (screen) transversal demet de 1— er boyutlu dis-

triblisyonlardir. Buna gore bir lightlike N ve bir non-null vektor alan1 u vardir dyle ki
ItrTM = Sp{N},

s(TM*) = Sp{u},
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dur. Ayn1 zamanda

RadTM = Sp{&},
olacak sekilde bir § null vektor alani vardir ve
g(N,§) =1, g(N,N) =0, g(5,5) =0,
N, u) = §(&u) = 0, 3(u,u) =€, € = 1 3(u,E) = §(£,X) =0, VX € TM,
dir.
%, M iizerinde metrik konneksiyon olsun. VX,Y € I'(TM) i¢in
VxY = Vx¥ +h(X,Y),
VN = —AnX + VyN, (1.3.49)
Vxu=—AX + Vxu
dir. VxY, AnX ve A, X burada I'(TM) ye aitken h(X,Y), VxN ve Vxu de trTM ye aittir.
Simdi biz Dy, D; simetrik F(M)— bilineer formlarini ve pi, p, € ve € 1— formlarim
X,Y eT(TM) igin
Di(X,Y) =g(h(X,Y),5)

Dy(X,Y) =eg(h(X,Y),u)
p1(X) =g(VxN,§), pr=eg(VxN,u)
&1(X) = g(Vxu,§), & (X) =eg(Vxu,u)
seklinde tanimlarsak, (1.3.49) den
h(X,Y)=D{(X,Y)N+Dy(X,Y )u, (1.3.50)
VxN = p1(X)N + p2(X),
Vxu =g (X)N+e&(X)u,

elde edilir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri;

VxY = VxY +Di(X,Y)N+Dy(X,Y)u, VX,Y € T(TM), (13.51)
VxN = —AyX + p1(X)N + p2(X)u, (1.3.52)
Vi = —AX +€ (X)N + & (X)u, (1.3.53)
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seklinde ifade edilebilir, burada Dy ve D5 ye, sirastyla, ltrTM de s(TM™) e gore lightlike
ikinci temel form ve screen ikinci temel form denir [13]. Ay ve A, lineer operatorlerdir.
Ay ye I'(s(TM)) degerli M nin sekil operatorii denir. u birim vektor alan1 oldugundan
(1.3.52) den &5(X) = 0 dir. Benzer sekilde N ve & lightlike vektor alanlart oldugundan
(1.3.50)-(1.3.52) den

Di(X,§) = 0, (1.3.54)
g(ANX,N) = 0, (1.3.55)

elde edilir. (1.3.38), (1.3.51), (1.3.52) ve (1.3.56) den VX € I'(TM) igin

p(X) = —(Vxf), (1.3.57)
p2(X) = en(4,Xx), (1.3.58)
e(X) = —eDy(X,E), (1.3.59)

oldugu sonucuna varilir. V metrik konneksiyon oldugundan (1.3.51) den VX,Y,Z €
['(TM) igin

elde edilir ki bu yiizden indirgenmis konneksiyon V metrik konneksiyon degildir. (1.3.51)
den D; ve D; simetrik bilineer formlar1 ekran distribiisyonun se¢iminden bagimsizdir
[13].

Simdi VX,Y € I'(TM) i¢in

E1(X,PY) = g(h*(X,PY),N),

ui (X) = g(Vx&,N),

denilirse

h*(X,PY) = E;(X,PY)E,
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ve
V& = u1(X)§,
olarak elde edilir. Boylece (1.3.39) ve (1.3.40) denklemleri
VxPY = V{PY +E|(X,PY)E,

VxE = ~AIX (X,

(1.3.61)
(1.3.62)

seklinde ifade edilebilir, burada h* ve E|’e sirasiyla s(T M) ye gore ikinci temel form, lokal

ikinci temel form ve Ag ya ekran distribiisyonuna gore sekil operatorii denir. (1.3.51)-

(1.3.53) deki Gauss-Weingarten formiilleri ile (1.3.62) ve (1.3.61) kullanilirsa VX,Y €

[(TM) igin
E\(X,PY) = g(ANX,PY),
Di(X,PY) = g(AZX,PY),
ur(X) = —p1(X),
elde edilir. Bu durumda (1.3.62) den
Vx& = —AiX — pi(X)E,

oldugu sonucuna varilir.

V nin torsiyonsuz oldugundan ve (1.3.61) den

X,Y] = {VEPY —ViPX +n(X)ALY —n(Y)A;X}
+HE(X,PY)—E (Y, PX)+X(n(Y))
—Y((X)) +nX)p1(Y) =) p1(X)}E,

olarak elde edilir. (1.3.64) ve son esitlikten

8(VxPY,PZ) — g(VxPZ,PY) — g([X,Y],P

Z)
=n(Y)Dy(X,PZ) —m(X)D(Y,PZ)
2dn(X,Y)=E|(Y,PX)—E|(X,PY)

)

+p1(X(Y) = pr(YM(X
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esitligi bulunur. (1.3.38) ve (1.3.66) nun ikinci esitliginden
n([PX,PY]) = E|(PX,PY) — E|(PY,PX), (1.3.67)

ifadesine sahip oluruz. Bu durumda (1.3.63) ve son esitlikten asagidaki teorem ver-
ilir.
Teorem 1.3.9. [13] M, M nin half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler
esdegerdir:
(1) Ekran distriibiisyonu s(T M) integrallenebilirdir.

(2) I'(s(TM) iizerinde ekran distribiisyonunun ikinci temel formu simetriktir.

(3) Ay sekil operatirii T'(s(TM) iizerinde g metrigine gore simetriktir.
(1.3.54), (1.3.60), (1.3.62) ve (1.3.64) kullanilarak asagidaki teorem verildi.

Teorem 1.3.10. /28] M, M semi-Riemanian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ol-
sun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) Indirgenmis V konneksiyonu metrik konneksiyondur.

(2) Dy, M iizerinde sifirdir.

3) Ag, M iizerinde sifirdir.

(4) € Killing vektor alamidur.

(5) TM™, V ya gire paralel distribiisyondur.

Simdi sirasiyla V ve Y yee gore R ve R egrilik tensorleri (1.3.51)-(1.3.59) den
VX.,Y,Z € T'(TM) i¢in

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+D\(X,Z)AnY —D\(Y,Z)AnX
+D(X,Z)AY — Dy (Y, Z)AX +{(VxD1)(Y,Z) — (VyD1)(X,Z)
+p1(X)D1(Y,Z) — p1(Y)D1(X,Z) +€1(X)Da2(Y,Z) — &1 (Y)D2 (X, Z)}N
H(VxD2)(Y,Z) = (VyD2)(X,Z) + p2(X)D1 (Y, Z)

—p2(Y)D1(X,Z) }u, (1.3.68)
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R(X,Y)N = —Vx(AnY)+—Vy(AyX)+An[X,Y]
+p1(X)ANY — p1(Y)ANX
+p2(X)AY — p2(Y)AX
+{D1(Y,ANX) — D1 (X,ANY)
+2dp1(X.Y) +e1(X)p2(Y) —&1(Y) p2(X)IN
+{D»(Y,AxNX) — D> (X,ANY)

+2dp2(X,Y) +p1(Y)p2(X) — p1(X)p2(Y) } u,  (1.3.69)

RX,Y)u = —Vx(AY)+—Vy(AX)+A,X,Y]
+&1(X)AnY — g1 (Y)ANX
+{D1(Y,A,X) —D{(X,A.Y)
+2dei (X,Y) + pr(X)el(Y) — pi(Y)e1(X) }}N
+{Dy(Y,A,X) — D2(X,A,Y)
+€1(Y)p2(X) —&1(X)p2(Y) bu, (1.3.70)

olarak bulunur. (1.3.68)-(1.3.70) den asagidaki esitlikleri elde ederiz;

g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)
+D(X,PZ)E\(Y,PW)
—D\(Y,PZ)E|(X,PW)
+e{D>(X,PZ)D,(Y,PW)

—Dy(Y,PZ)Dy(X,PW), (1.3.71)

gR(X,Y)PZE) = g(R(X.Y)PZE)
+&1(X)D2(Y,PZ) —&1(Y)D2(X, PZ)

= (VxD1)(Y,PZ) = (VyD1)(X,PZ)
+p1(X)Dy (Y,PZ) — py(Y)Dy (X, PZ)

+&1(X)Dy(Y,PZ) —&,(Y)D» (X, PZ), (1.3.72)
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g(R(X,Y)PZ,u) = g(VX(AuY) _VY(AMX) —AM[X,Y],PZ)
—&1(X)E{(Y,PZ) +¢,(Y)E|(X,PZ)
= &{(VxDy)(Y,PZ) — (VyD>)(X,PZ)

+p2(X)D1(Y,PZ) — p2(Y)D(X,PZ)}, (1.3.73)

g(R(X,Y)PZ,N) = g(R(X,Y)PZ,N)
+e{p2(Y)D2(X,PZ) — p2(X)D2(Y,PZ)}
= g(Vx(ANY) — Vy(AyX) —An[X,Y],PZ)
+p1(Y)E|(X,PZ) — p1(X)E\ (Y, PZ)

+8{p2(Y)D2(X,PZ) _pZ(X)DZ(Y7PZ>}> (1-3-74)

gR(X,Y)Eu) = e{(VxD2)(Y,E)— (VyDy)(X,E)
= D|(X,AY)—D;i(Y,AX)

—2de(X,Y) +p1(Y)e1X — p1(X)erY, (1.3.75)

S(R(X,Y)N,u) = &{Dy(Y,AyX)—Ds(X,ApY)
+2dp2(X,Y) + p1(Y)p2(X) — p1(X)p2(Y) }
= 8(Vx(AuY),N) —g(Vy(AuX),N)
—epa([X,Y]). (1.3.76)

V* konneksiyonuna gore egrilik tensorii R* ile gosterilirse (1.3.68)-(1.3.76) ve (1.3.61) ve
(1.3.62) kullanilirsa

R(X,Y)PZ = R'(X,Y)PZ+E\(X,PZ)AY (1.3.77)
—E(Y,PZ)A:X + {X(E\(Y,PZ))
—Y(E\(X,PZ)) - E|([X,Y],PZ)
+E|(X,ViPZ) — E|(Y,VPZ)

—p1(X)E1(Y,PZ) + p1(Y)E\(X,PZ)}C,
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RIYE = —Vi(AY)+ Vi(AeX) T A[X.Y] (13.78)
—p1(X)AeY + p1(y)AeX

+{E (YaAF,X) —E (XaAf;Y) —2dp1(X,Y)}S,

g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R*(X,Y)PZ,PW)
+E(X,PZ)D,(Y,PW)

—E(Y,PZ)D{(X,PW), (1.3.79)

g(R(X,Y)PZ,N) = X(E|(Y,PZ))—Y(E|(X,PZ))
+E\([X,Y],PZ)+E|(X,VyPZ)
—E|(Y,VxPZ) — p1(X)E|(Y,PZ)
+p1(Y)E|(X,PZ)
= g(Vx(AnY)— Vy(AnX)
—AN[X,Y],PZ) — p1(X)E,(Y,PZ)

+p1(Y)E((X,PZ), (1.3.80)

gR(X,Y)PZ,E) = g(Vx(AeY),PZ)—g(Vy(AgX),PZ)
—Dy([X,Y],PZ)
+p1(X)Di(Y,PZ) — p1(Y)D; (X, PZ)
= (VxD)(Y,PZ)— (VyD,)(X,PZ)

+p1(X)D1(Y,PZ) — p1(Y)D1(X,PZ), (1.3.81)

g(R(X7Y)§7N) = El(Y7A€X)_E1(X7A§Y)
—2dp1(X,Y)
— Di(X,ANY — D1 (Y,AxX)

—2dp(X,Y), (1.3.82)

olarak bulunur.
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(M,g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. M

nin total geodezik olmasi i¢n gerek ve yeter sart
Di(X,Y)=0.i=12VX,Y €I'(TM),

olmasidir [13].
(M,g), (M,3) semi-Riemannian manifoldunun total geodezik half-lightlike altman-
ifoldu olsun. Bu durumda (1.3.56), (1.3.59), (1.3.59) ve (1.3.64) den

Au:A§:81 =p=0
olarak bulunur.

Tanm 1.3.3. [13] (M, g), (M,2) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-
foldu olsun. VXY € I'(TM) i¢in

olacak sekilde sirasiyla [trTM ve s(TM~) de H; ve H, smooth fonksiyonlar1 varsa M ye
total umbilik half-lightlike altmanifold denir.

(1.3.56), (1.3.64) ve (1.3.54), (1.3.55) asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 1.3.11. [13] (M,g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike alt-
manifoldu olsun. ¥X € I'(TM) i¢in M nin total umbilik umbilik olmast icin gerek ve

yeter sart
AZX = H|PX,
P(A,X)=¢eH,PX, (1.3.84)
olacak sekilde Hy ve H, fonksiyonlarimin bulunmasi ve I'(TM) iizerinde €1 = 0 olmasidur.

Teorem 1.3.12. [13] (M,g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun total umbilik half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;

Dy(X,€) =0, p2(§) =0, A&=0, (1.3.85)
eA X = HoPX +p2(X)E, VX eI(TM). (1.3.86)
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M nin total umbilik olmasi durumunda egrilik tensorleri arasindaki iligkiler
asagidaki gibidir:

g(R<X7Y)PZ7&) = g(R(X7Y)PZ=&)
= (VxDy)(Y,PZ)— (VyD:)(X,PZ) (1.3.87)

—|—p1(X)D1(Y, PZ) — pl(Y)Dl (X,PZ),

g(ﬁ(X,Y)PZ,u) = g(vX(AuY) _VY(AMX) —AM[X,Y],PZ)
= 8{(VxD2)(Y, PZ) — (VyDz)(X,PZ)

+p2(X)D1(Y,PZ) — p2(Y)D1(X,PZ)}, (1.3.88)

§<§(X7Y)§7N> = g(R(X,Y)é,N))
= DI(X,ANY) —Dl(Y,ANX)

—2dpi(X,Y), (1.3.89)

gRX,Y)Eu) = &{(VxD2)(¥,§) = (VyD2)(X,E)
=D(X,AY) —D;(Y,A.X). (1.3.90)
Eger M sabit egrilikli ise (1.3.83) ve (1.3.89) den
2dp1(X,Y) = Hi{g(X,AnY) — g(Y,AnX)}, (1.3.91)
ifadesi elde edilir.

Teorem 1.3.13. [13] (M,g), sabit kesit egrilikli (M,3) semi-Riemannian manifoldunun
total umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir;

(1) s(TM) ekran distribiisyonu integrallenebilirdir.

(2) s(TM) ye indirgenen her py, 1— formu kapalidr.

(3) s(TM) ye indirgenen her p;, 1— formu

2dpy(X,Y) = p1(X)p2(Y) = p2(X)p1(Y),  VX,Y € T(TM),

ifadesini saglar.
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Tamm 1.3.4. (M,g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu

olsun. Eger
E|(X,PY)=Kg(X,PY), VX, Y eI(TM), (1.3.92)
olacak sekilde bir K fonksiyonu varsa s(TM) ye total umbilik denir [13].
(1.3.55), (1.3.63) ve (1.3.92) denklemleri kullanilirsa VX ,Y € I'(TM) igin

AnX = KPX, E\(§,PX) =0, (1.3.93)
elde edilir. s(7M) nin total umbilikligi kullanilirsa (1.3.66) denklemi

2dn(X,Y) = p1(X)n(Y) — p1 (¥ )n(X),
olur.

Teorem 1.3.14. [13] (M,g), (M,3) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike alt-

manifoldu ve s(TM) total umbilik olsun. Bu durumda
dn=0<« p; =0.

Teorem 1.3.15. [13] (M, g), sabit egrilikli (1\71 ,&) semi-Riemannian manifoldunun total
umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) M iizerinde V konneksiyonuna gore Ricci tensorii simetriktir.

(2) s(TM) ekran distribiisyonu integrallenebilirdir.

(3) s(TM) ye indirgenen py 1- formu kapalur.

(4) s(TM) ye indirgenen p, I- formu

2d,(X,Y) = p1(X)p2(Y) —p2(X)p1(Y), VX, Y €T(TM)
denklemini saglar.

Tamm 1.3.5. [13] (M, g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-
foldu olsun. Eger

AyvX = QAIX, VX €T(TM) (1.3.94)

olacak sekilde sifirdan farkli ¢ smooth fonksiyonu varsa M ye ekran (screen) konformal

half-lightlike altmanifold denir.
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Onerme 1.3.2. [13] (M, g), (1\71 ,&) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altman-

ifoldu olsun. M nin ekran konformal olmast icin gerek ve yeter sart
E\(X,PY)=¢D(X,PY), VX e T(TM), (1.3.95)
olmasudrr.

Simdi M ekran konformal olsun. (1.3.61) ve (1.3.95) den
VxPY = VyPY +0D;(X,PY)E,  VX,Y € T(TM), (1.3.96)
elde edilir.

Teorem 1.3.16. [13] (M,g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal
half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin her s(TM) ekran distribiisyonu

integrallenebilirdir.

Tanm 1.3.6. [13] (M, g), (M,g) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-
foldu olsun. Eger asagidakiler saglaniyorsa M ye minimal half-lightlike altmanifold denir;

n—1 n—1
Di(E,E;)=0, Y Dy(E,E)=0 ve (&) =0,
=1 i=1

1

burada {E;}?~', s(TM) nin bir ortanormal bazidur.

i=1°

Teorem 1.3.17. M, M semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal half-lightlike alt-
manifoldu ve M, s(TM) nin lifi olsun. Bu durumda

(1) M total geodeziktir.

(2) M total umbiliktir.

(3) M minimaldir.

. . / < . .o .
olmasi icin gerek ve yeter sart M, M ye immersed ve €1, M iizerinde sifirdir.

Tamim 1.3.7. Eger VX € I'(TM) ve V& € I'(RadTM) igin Vx& € ['(TM) ise M lightlike

altmanifolda irrasyonel denir.

M nin half-lightlike olmasi durumunda D; (X,&) = 0 oldugundan yukaridaki tanima
gore VX € I'(TM) igin D»(X,§) =0 =¢(X) dir.
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Teorem 1.3.18. [13] M, M semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal half-
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman asagidakiler esdegerdir.

(1) s(TM) nin her lifi M de total geodeziktir.

(2) Dy, M iizerinde sifirdir.

(3) Indirgenmis konneksiyon V, M iizerinde metrik konneksiyondur

1.4 Kompleks Manifoldlar

M bir reel 2n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Eger M nin her x elemani1
icin J? = —I olacak sekilde 7, (M) tanjant uzayinda J endomorfizmi varsa J ye M iizerinde
bir hemen hemen kompleks yapi denir. Bir hemen hemen kompleks J yapisina sahip M

manifolduna hemen hemen kompleks manifold denir. M nin Nijenhius tensor alani
Ny(X,Y)=[X,JY]|-J[X,JY|-J[JX,Y]—[X,Y],X,Y €e[(TM), (1.4.1)

olarak tanimhidir ve Ny bir (1,2) tipinde tensor alanidir. Eger J hemen hemen kompleks
yapist icin Nijenhius tensor alani sifir ise J ye kompleks yapi ve M ye de kompleks mani-
fold denir.

Bir hemen hemen kompleks manifoldun kompleks manifold olmasi i¢in gerek ve
yeter sart VJ = 0 olmasidir, burada V, M {izerinde torsiyonsuz bir lineer konneksiyondur
[23].

J hemen hemen kompleks yap1 ve M kompleks manifold olsun. Bu durumda
g(JX,JY)=¢g(X,Y), VX,Y € [(TM), (1.4.2)

olacak sekilde M iizerinde bir g metrigine Hermityen metrik denir.
Bir hemen hemen kompleks manifold hermityen metrikle verilirse manifolda hemen

hemen hemityen manifold denir. J> = —I oldugundan (1.4.2) esitliginden
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elde edillr. Bir hemen hemen kompleks manifoldda M iizerinde temel 2— form ¢
O(X,Y)=g(X,JY),¥VX,Y e T(TM), (1.4.4)
seklinde tanimlanir.

Teorem 1.4.1. [23] M bir hemen hemen kompleks manifoldu icin J hemen hemen kom-
pleks yapt ve g hermityen metrik olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) icin asagidakiler
esdegerdir;

(i) VI =0.

(ii)) Vo = 0.

(iii) N=0ve dd =0.

Bir hemen hemen kompleks manifoldu bir hermityen g metrikle verilsin. Eger temel
2— form ¢ kapali (d = 0) ise g ye Kaehler metrik ve manifolda hemen hemen Kaehler
manifold denir. Bir kompleks manifold Kaehler metrik ile verilirse manifolda Kaehler
manifold denir [23].

Teorem(1.4.1)’e gore bir hermityen manifoldun Kaehler manifold olmasi i¢in gerek

ve yeter sart VJ = 0 olmasidir.
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2. QUARTER SIMETRIK NON-METRIK KONNEKSIYONLU LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLER

Bu boliimde bir semi-Riemannian Carpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyleri
incelendi. Ilk dnce F carpim yapisindan yararlanarak yeni lightlike hiperyiizey tiirleri
tanimland1 ve bu hiperyiizeylerin geometrik 6zellikleri incelendi (screen semi-invaryant,
radikal anti-invaryant, screen invaryant). Daha sonra yine ayn1 boliimde (0.0.4) deki kon-
neksiyon alinarak, bu tip lightlike hiperylizeyler quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona gore incelendi ve bazi sonuclar verildi.
2.1 Semi-Riemannian Carpim Manifoldunun Lightlike Hiperyiizeyleri

(M,g,F), (m+2)— boyutlu bir semi-Riemann ¢arpim manifoldu ve M de M nin bir
lightlike hiperyiizeyi olsun. Her X € I'(TM) i¢in

FX = fX+w(X)N, (2.1.1)
olarak yazabiliriz, burada f, M iizerinde (1, 1) tipinde bir tensor alan1 ve w
w(X) = §(FX,&) = §(X, FE),

seklinde tanimlanan M iizerinde bir 1— formdur.

Tamm 2.1.1. (M, g), (M,g,F) semi-Riemann carpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger;

(i) FRadTM C s(TM) ve FltrTM C s(TM) ise M ye screen semi-invaryant lightlike
hiperyiizey

(ii) Fs(TM) = s(TM) ise M ye screen invaryant lightlike hiperyiizey

(iii) FRadTM = ItrTM ise M ye radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizey denir.

Yukaridaki tanima gore bir radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizey bir screen in-

varyant lightlike hiperyiizeydir.
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Simdi M bir semi-Riemannian manifoldun screen semi-invaryant lightlike

hiperyliizeyi olsun. Eger
Ly =FRadTM, L, = FltrTM,

olarak alinirsa asagidaki ayrisimlara sahip oluruz;

s(TM) = LL{L; ® Ly}, (2.1.2)
TM = L1{L ®L,}1RadTM, (2.1.3)
TM = L1{L ®L,} 1 {RadTM & ItrTM}, (2.1.4)

burada L, (m — 2) boyutlu distribiisyondur.
Onerme 2.1.1. L distribiisyonu F ye gore invaryant distribiisyondur.
Ispat. Her X ¢ I'(L) and U € T'(Ly),V € I'(Ly) igin

g(FX,U) =g(X,FU) =0,

g(FX,V)=g(X,FV)=0,
oldugu icin FX in L; and L, de bileseni yoktur. Ustelik

g(vaFo) =g(X,F§) =0,

g(FX,N)=g(X,FN)=0,
oldugundan ispat tamamlanir. ]

Ornek 2.1.1. M = (R}, ) bir (—,+,—,+, +) isaretli semi-Oklityen uzay ve (x,y,z,s,7),
Rg in standart koordinat sistemi olsun. Eger F(x,y,z,s,t) = (x,y,—z,—s,—t) olarak

tanimlanirsa F2 = I dir ve F, RS tizerinde bir ¢arpim yapidir.
t=x+y+z,
ile verilen M hiperyiizeyini gézoniine alalim. Bu durumda

TM = Sp{U,,U,,Us,Us},
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dir, burada

S R R BN R S RO
Pmox o TP oy Tar P 0z tar T 9

dir ve M bir lightlike hiperyiizeydir ve
TM*+ = Sp{& =U, — U, + Us}.
dir. Bu durumda lightlike transversal vektor demetini
Itr(TM) = Span{N = —%{% + a% + a% - %},
seklinde belirleyebiliriz. Buna gore ekran (screen) distribiisyonu
S(TM) = Sp{W1, W2, W3},
olarak ifade edilebilir, burada

{W1 =Us, Wa =U, —Up —U3,W3 =U; + U, — Us},

dir.
Eger L =Sp{Wi}, L = Sp{Wa} ve L, = Sp{W3} denilirse

FL=L,FLy Cs(TM), FL, C s(TM),
elde edilir ve bdylece M, M nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyidir.
Ornek 2.1.2. [7] (x,y,z,t), R* iin standart koordinat sistemi ve R* iizerindeki g metrigi
ds® = —dx—dy+dz+dt
ile verilen 2— indeksli semi-Riemann metrik olur. R* iizerindeki F ¢arpim yapi
F(x,y,2,t) = (z,t,x,y)

olarak tanimlansin. Rg de

1
t=x+2(v+2)°
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ile verilen hiperyiizeyi gbzoniine alalim. Bu durumda M bir lightlike hiperyiizeydir ve

d d 0 d

RadTM = Sp{§ = a‘F()"FZ)@—()"FZ)a—Z%—g},

1 0 0 J
ltrTM = Sp{N = —m(a+(y+z)a—y+(y+z)a—z —3)b
d 0 0
s(TM) = Sp{W = —()’+Z)$+a—y, Wy = % +()’+Z)§},
olarak bulunur. Ustelik

FE—Wi+Wa, FN= — (W, —wh)
TR RO A

oldugu i¢in
L={0}, L, = Sp{F&}, L, =Sp{FN}

olarak yazilabilir. Bu durumda M screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeydir.

Ornek 2.1.3. [7] (R3,8), (—,—,+,+) isaretli 4— boyutlu semi-Oklidyen uzay ve

(x1,X2,%3,%4) standart koordinat sistemi olsun. R} de
x4 =Ax; +Bxy +Cx3, A>+B*~C*=1,A,B,CER,

ile tanimlanan M, Monge hiperyiizeyini gozoniine alalim. Bu durumda M hiperyiizeyinin

tanjant demeti

0 0 0 0 0
Uy=—+B—,U;= —-l—C—},

0
TM = Spilh = 3 =+A 0x> 0x4 0x3 0x4

ox1 oxy’
olarak bulunur. M nin lightlike hiperyiizeydir ve radikal distriblisyon RadT M

0 d d d
RadTM = Sp{&\ _AUl +BU2_CU3 —Aa_x] +Ba—x2 —Ca—x3+a—x4},

olarak ifade edilebilir. Lightlike transversal vektor demeti ltrT M ise

1 0 d 0 d

olarak bulunur. Ekran distribiisyonu s(TM) ise

1 d d 1 d d

S(TM) = {S(TM) = Wi = 3 (B —Ag ). Wa = s (5 4+C5 ),
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seklinde ifade edilebilir. Eger F doniisimini F(x1,x2,x3,X4) = (X1,X2, —X3, —X4)

seklinde tamimlarsak F2 = I dir ve F, R* iizerinde carpim yapidir. Ustelik
FRadTM = ItrTM) ve Fs(TM)=s(TM),

oldugu i¢in M, R‘21 izerinde radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizeydir. Ayn1 zamanda

bu lightlike hiperyiizey bir screen invaryant lightlike hiperylizeydir.
Simdi L = L1RadTM1FRadTM olarak tammlanirsa
TM=L&L,, (2.1.5)
seklinde bir ayrisima sahip oluruz.
Sonug 2.1.1. L distriblisyonu F' ye gore invaryanttir.

Teorem 2.1.1. M , & bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir;

(i) M iizerindeki V indirgenmis konneksiyonuna gore L distribiisyonu integrallenebilirdir.

(ii) BX, fY)=B(Y,fX), VXY e(L).
(iii) g(A;X,PfY) = g(A;Y,PfX),  VX,Y € I(L).

Ispat. Her X,Y € I'(L) igin (1.3.6) ve (2.1.1) den
fVxY+o(VxY)N+B(X,Y)FN = Vx fY +B(X, fY)N, (2.1.6)
elde edilir. (2.1.6) denkleminde X ile Y nin rollerini degistirirsek
fVyX+o(VyX)N+B(X,Y)FN =VyfX +B(Y,fX)N, (2.1.7)
denklemine sahip oluruz. (2.1.6) ve (2.1.7) den
o([X,Y]) = B(X, fY) - B(Y, fX),

elde edilir. O halde (i) < (ii) dir. (1.3.17) den (ii) < (iii) elde edilir ki buda ispati

tamamlar. n
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Teorem 2.1.2. M , & bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M nin radikal anti-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda s(TM) distribiisyonunun M iizerinde

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart
B(X,FY)=B(Y,FX), VX,Y € ['(TM),
olmasidir.

Ispat. M iizerindeki bir X vektor alanmin ['(s(TM)) ye ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart
N(X) = 0 olmasidir. Radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizeyde her X,Y € I'(s(TM))
icin FX € I'(s(TM)) oldugunu biliyoruz. Buna gore X,Y € I'(TM) i¢in

VxFY =VxFY +B(X,FY)N,
olarak yazabiliriz. Bu son esitlikte X ve Y nin rolleri degistirilirse
VyFX = VyFX +B(Y,FX)N,
elde edilir. Bu son iki esitlikten
F[X,Y|=VxFY —-VyFX+ (B(X,FY)—B(Y,FX))N,
bulunur. Buradan ise
n([X,Y]) = g([X,Y],N) = g(F[X,Y],FN),

oldugu i¢in

n([X,Y]) = (B(X,FY)—B(Y,FX))g(FN,N),
elde edilir. g(FN,N) # 0 oldugu icin M([X,Y]) = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
B(X,FY) = B(Y,FX) olmasidir. Boylece ispat tamamlanur.. O

Tamm 2.1.2. M , & bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M iizerinde lightlike

hiperyiizey olsun. Eger her X € I'(L), Y € I'(L,) i¢in B(X,Y) = 0 ise M ye mixed
geodezik lightlike hiperyiizey denir.
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Teorem 2.1.3. M ,& bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M iizerinde screen
semi-invaryant lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(it) Ay nin L bileseni yoktur.

(iii) Aé nin Ly bileseni yoktur.

Ispat. M, M iizerindeki V Levi-civita konneksiyonuna gore screen semi-invaryant light-

like hiperyiizey olsun. Bu durumda her X € I'(L) i¢in B(X,FN) = 0 dir. (2.1.1), (1.3.6)
ve (1.3.7) den

VxFN+B(X,FN)N = — fAnX — ®(AyX)N +t(X)FN,
elde edilir. Bu son esitlik teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
VxFN = — fANX +T(X)FN,

veE

B(X,FN) = —0(AyX),

bulunur. ®(AnX) = g(AnX,FE) oldugundan (i) < (ii) elde edilmis olur. g(FN,§) =
g(N,F&) = 0 oldugundan

g(ANX,FE) = —g(AEX,FN),
bullunur ve (ii) < (iii) elde edilir. O
(2.1.5) ayrisima gore asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.1.4. M ,& bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M iizerinde screen
semi-invaryant lightlike hiperyiizey olsun. M nin lokal ¢carpim manifoldu olmasi icin gerek

ve yeter sart f nin V indirgenmis konneksiyonuna gore paralel, yani V f = 0 olmasudr.

Ispat. M bir lokal carpim yapisina sahip olsun. Bu durumda Lve L, distribiisyonlar1
M de total geodeziktir. L distriblisyonu F ye gore invaryant oldugundan her Y € L icin
FY € Loldugundan her X € I(TM) icin VxY ve Vx fY, T(L) ye aittir. Gauss formiiliinden

VxfY = fVxY + o(VxY)N+B(X,Y)FN, (2.1.8)
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elde edilir. (2.1.8), L ye gore teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
VxfY = f(VxY), veya (Vx f)Y =0,
ve
B(X,Y) =0, (2.1.9)

elde edilir. Her Z € I'(L,) i¢in fZ = 0 oldugundan Vx fZ = 0 ve fVxZ = 0 bulunur ki
buda (Vx f)Z = 0 olmasi demektir. Boylece M iizerinde V f = 0 oldugu sonucuna ulagilir.

Tersine M iizerinde Vf = 0 olsun. Bu durumda her X,Y € L icin Vy fY = fVxY
ve U,V € I(Ly) icin Vy fV = fVyU = 0 dir. Bu yiizden Vx fY € I'(L) ve ViV € I'(Ly)

bulunur ki L ve Ly distribiisyonlar1 M de total geodeziktir. Boylece ispat tamamlanir. [
Teorem?2.1.4 ve (2.1.9) dan asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 2.1.2. M , & bir semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M iizerinde screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizey olsun. M lokal ¢arpim yapisina sahip ise bu durumda M
mixed geodezik lightlike hiperyiizeydir.

2.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu Semi-Riemannian Carpim

Manifoldunun Lightlike Hiperyiizeyleri

(M,g), (M,g,F) semi-Riemann ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi ve V.M
iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. M iizerinde VX € I'(TM) igin

DxY = VxY +n(Y)FX, 2.2.1)

konneksiyonunu tanimlayalim, burada T, M iizerinde tanimli bir 1— formdur. Eger m bir

formuna karsilik gelen vektor alan1 U ise
R(X) = §<U>X)7

olarak yazilir. Boylece D, M iizerinde bir lineer konneksiyondur. D konneksiyonuna gore

torsiyon tensorii 7 olmak iizere (2.2.1) den her X,Y € ['(TM) igin

T(X,Y)=n(Y)FX — n(X)FY, (22.2)

(Dx3)(Y,Z) = —n(Y)3(FX,Z) —n(Z)g(FX,Y), (2.2.3)
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olarak elde edilir. Bdylece D, M iizerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

(2.2.1) den
(DxF)Y =n(FY)FX —m(Y)X, (2.2.4)
elde edilir. (2.2.4) de X yerine FX ve Y yerine FY yazilirsa
(DpxF)FY =7(Y)X —n(FY)FX, (2.2.5)
bulunur. (2.2.4) ve (2.2.5) den
(DpxF)FY + (DxF)Y =0, (2.2.6)
elde edilir. Simdi
F'(X,Y)=g(FX,Y) (2.2.7)
olarak tammlayahm. Her X,Y € I'(TM) i¢in (2.2.1) den
(DxF')(Y,Z) = (VxF')(¥,2) —n(Y)&(X,Z) — M(Z)§(X. ) (2.2.8)

elde edilir.

Simdi quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna gore RP egrilik tensoriinii
hesaplayalim.

RP(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ —Dix y|Z
oldugu icin (2.2.1) den her X,Y € F(T]VI) icin
RP(X,Y)Z =R(X.Y)Z+MX,Z)FY —\(Y,Z)FX, (2.2.9)
olarak bulunur, burada ?_\,, (0,2) tipinde tensor alan1 olup
MX,Z) = (Vxu)(Z) — n(Z)n(FX)

seklinde tanimlanir. (2.2.9) dan KD (X,Y,Z,W) = ;gv(ﬁﬁ (X,Y)Z,W) oldugu gozoniine
alinirsa

KP(X,Y,Z,W) = —KP(Y.X,Z,W), (2.2.10)

elde edilir. Ancak quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore RP egrilik tensorii

egrilikle ilgili (2.2.10) den baska diger 6zellikleri saglamaz.
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Onerme 2.2.1. (M, g), (1\2 ,&,F) semi-Riemann ¢arpum manifoldunun lightlike hiperyiize-
vi olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna gore birinci Bianchi

ozdesliginin saglanmast icin gerek ve yeter sart A tensoriiniin simetrik olmasidur.

Ispat. (2.2.9) den, VX,Y,Z € I'(TM) igin

RP(X.Y)Z+RP(Y,Z)X +RP(Z2,X)Y = {A(Y,Z)—MZ,Y)IFX
+{\MZ,X) = MX,Z)}FY

+{A(X,Y) =AY, X)}FZ
elde edilir. Buradan ise 6nermedeki iddiaya ulagilir. U

(M,g), (M,g,F) semi-Riemann ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.
Bu durumda D quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore Gauss ve Weingarten

formiilleri, sirasiyla, her X,Y € I'(TM) i¢in

DxY = DxY +B(X,Y)N, (2.2.11)
ve

DxN = —AnX +T(X)N, (2.2.12)

olarak yazilir, burada DXY,XNX € I(TM) dir. Ayrica D, E, XN, sirastyla, M iizerinde,

indirgenmis konneksiyon, ikinci temel form ve Weingarten doniistimiidiir. Eger
E(X,Y):ng(ﬁXY,é), %(X):g(ﬁXN7§)7

denilirse (1.3.6),(1.3.7),(2.2.1), (2.2.11) ve (2.2.12) den her X,Y € I['(TM) i¢in asagidaki

ifadelere ulagilir:

DxY = VxY +7(Y)fX, (2.2.13)
B(X,Y) =B(X,Y)+n(Y)n(X), (2.2.14)
ANX = AyX —(N) fX, (2.2.15)

T(X) =1(X) +n(N)o(X). (2.2.16)
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(2.2.1) ve (2.2.2) den

(Dxg)(Y,Z) = B(X,Y)(Z) +B(X,Z)n(Y)

_TC(Y)g<fXaZ) —TC(Z)g(fX,Y),

olarak hesaplanir. Bunun yanisira D indirgenmis konneksiyona gore torsiyon tensorii

TP(X,Y) = n(Y)fX —n(X)[Y,

seklinde bulunur. Bu son iki esitlikten asagidaki 6nermeye sahip oluruz.

(2.2.17)

Onerme 2.2.2. (M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-

Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.  Bu durumda M

hiperyiizeyindeki D indirgenmis konneksiyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyon-

dur.
Her X,Y € I'(TM) i¢in
DxPY = DyPY +C(X,PY)E,
veE
Dx§ = —A{X +&(X)E,

yazilabilir. Burada Dy PY, XgX e I'(s(TM)) dir. (2.2.18) ve (2.2.19) e gore

C(X,PY) = g(DxPY,N) ve £(X) = g(Dx&,N)
dir. (1.3.14), (1.3.13) ve (2.2.13) den
C(X,PY) = C(X,PY)+n(PY)M(fX),
ALX = ALX —m(B)PSX, e(X) = —1(X) +7(EN(fX),
ve (2.2.14), (2.2.21) ve (1.3.17) esitliklerinden her X, Y € I'(TM) igin

B(X,PY) = g(A{X,PY) +1(PY)®(PX) +1()g(FX, PY),

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

elde edilir. (2.2.14) den ve B ikinci temel formu dejenere oldugundan asagidaki 6nerme

verilir.
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Onerme 2.2.3. (M,g), (1\71 .8, F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian carpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. D quarter simetrik non-

metrik konneksiyona gore B ikinci temel formu dejeneredir.

Onerme 2.24. (M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. D quarter simetrik non-
metrik konneksiyona gore B ikinci temel Sformunun simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart

T torsiyonunun TM degerli olmasidur.

Ispat. (2.2.14) dan

BX,Y)-B(Y,X) = n(Y)oX)—nX)o()
— g(R(Y)FX —n(X)FY.E)

= g(T(X.,Y),8),
elde edilir ve boylece ispat tamamdir. [

o(X) = g(FX,£) oldugundan her X € I'(L) i¢in ®(X) = 0 dir. Buradan asagidaki

onermeye sahip oluruz.

Onerme 2.2.5. (M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian ¢arpim manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun.
Eger M, v konneksiyonuna gore L— total geodezik ise M quarter simetrik non-metrik

konneksiyona gore de L— total geodeziktir.

Teorem 2.2.1. (M,g), (M,3,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian ¢carpim manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidakiler esdegerdir.

(i) Quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna gore L distribiisyonu integral-
lenebilirdir.

(ii) B(X, fY) = B(Y, fX), VX,Y e I'(L).

(iii) g(ALX, PfY) = g(AZY,PfX), VX,Y € T(L).
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ispat. (2.2.11), (2.2.1), (2.2.2), (2.2.4) esitliklerinden
F (DxY +B(X,Y)N) = Dx fY +B(X, fY)N +u(Y)X —u(FY)fX,
yada
fDxY +w(DxY)N+B(X,Y)FN = Dx fY +B(X, fY)N +u(Y)X —u(FY)fX,
elde edilir. X ve Y nin rollerini degistirirsek

fDyX +w(DyX)N+B(Y,X)FN = Dy fX +B(Y, fX)N + u(X)Y —u(FX)fY,
bulunur. Her X € I'(L) i¢in ,w(X) = 0 oldugundan son iki esitlikten
w([X,Y]) = B(X, fY) - B(Y, fX),
bulunur. Buradan (i) = (ii) elde edildi. (2.2.22) ve son esitlikten ispat tamamlanir. [
Her X € I'(L) igin (2.2.22) den B(X, fY) = g(AEX ,PY) elde edilir. Eger
L'=L1L,

alinirsa teorem(2.1.3) dan asagidaki sonug verilir.

Sonuc 2.2.1. (M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian carpim manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun.

Bu durumda L’ disribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona gére mixed

geodzik olmasi i¢in gerek ve yeter sart Xg i L — bileseninin olmamasidir.

(2.2.13) ten indirgenmis quarter simetrik non-metrik D konneksyonuna gore egrilik

tensorii VX,Y,Z € I'(TM) igin

RP(X,Y)Z = RX,Y)Z+n(Z){(Vxf)Y —(Vyf)X} (2.2.23)

FAMX,Z)fY — MY, 2)fX,
olarak hesaplanir, burada A
AMX,Z) = (Vxn)Z—n(Z)n(fX)

seklinde taniml1 M iizerinde bir (0,2) tipinde tensordiir.
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Onerme 2.2.6. (M,g), (1\71 .8, F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu semi-
Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim ki f, M
iizerinde paralel olsun. Bu durumda M iizerindeki quarter simetrik non-metrik D kon-
neksiyonuna gére birinci Bianchi ézdesliginin saglanmast icin gerek ve yeter sart A

tensoriiniin simetrik olmasidur.

Ispat. (2.2.23) ten f, M iizerinde paralel oldugundan
RP(X,Y)Z=R(X,Y)Z+MX,Z)fY — MY, Z)fX

olur. Ayrica

RP(X,Y)Z+RP(Y,Z)X +R”(2,X)Y = R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y
+{AY,X)=MX,Y)}fZ
+{MX,Z) = MZ,X)} fY
+{MZ,Y)-MY,Z)} fX

oldugundan ispat tamamlanir. [

Simdi lightlike hiperylizeyde Gauss-Codazzi denklemlerini hesaplayalim. Her
X, Y, X, W eI'(TM) i¢in (2.2.1), (2.2.11), (2.2.13) ve (2.2.14) den

gRP(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z,PW) (2.2.24)
+B(X,Z)C(Y,PW) — B(Y,z)C(X,PW)
+A(X,Z)g(fY.PW) — MY, Z)g(fX,PW),

g(R°(X,Y)Z,&) = (VxB)(Y,Z)—(VyB)(X,Z) (2.2.25)
FAMX, Z)o(Y) — MY, Z)o(X),
g(RP(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)Z,N) (2.2.26)
+HMX,ZN(fY) = —MY, Z)n(fX),
elde edilir.

(M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu ve (m+2) boyutlu

semi-Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim ki
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f, M lizerinde paralel olsun. M de lokal quasi ortanormal baz1 {E;, FE, FN,E,N}, i =
1,2,...,(m—1) alahm. Burada Ej, ..., E,,_», I'(L) nin ortanormal bazidir. Bu durumda D

konneksiyonuna gore Ricci tensorii
RPO:2)(x Z eig(RP(X,E))Y,E;) + g(RP(X,FE)Y,FN)  (2.2.27)
+g(RD(X,FN)Y,F§) ++8(R°(X,E)Y,N)
seklinde ifade edilir.

Teorem 2.2.2. (M,g), (M.,3,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu ve (m+2)
boyutlu semi-Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim

ki f, M iizerinde paralel olsun. Bu durumda

m—2

RPOD(xy) = ROYV(X,¥)+ Y e{MX.Y)g(fE:,E) (2.2.28)
i=1
—ME;,Y)g(fX Ei)}
—MFE,Y)In(X) —ME, Y )n(fX),

dir, burada R°?) (X ,Y), M nin Ricci tensoriidiir.

ispat.
”izeig(RD(X,Ei)Yin) = iez{g R(X,E;)Y,E;) +MX,Y)g(fEi, Ei) —ME;,Y)g(fX,E;)},
= =

g(RP(X,FE)Y,FN) = g(R(X,FE)Y,FN)—MFE&YM(X),

g(RP(X,FN)Y,FE) = g(R(X,FN)Y,FE),

g(RP(X,E)Y,N) = gR(X.E)Y,N)—MEY)n(fX),
oldugundan bu dort denklemden ispat tamamlanir. O]

Sonug 2.2.2. (M,g), (M,g,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu ve (m +
2) boyutlu semi-Riemannian ¢arpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul
edelim ki f, M iizerinde paralel ve R(*?)(X,Y) simetrik olsun. Bu durumda R°(®?) (X,Y)
nin L distribiisyonu iizerinde simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin simetrik ve

A(fX,Y) =A(fY,X) olmasidir.
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Sonug 2.2.3. (M, g), (M,3,F) quarter simetrik non-metrik D konneksiyonlu ve (m +2)
boyutlu semi-Riemannian ¢carpim manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul ede-
limki f, M iizerinde paralel ve R(“2)(X,Y) simetrik olsun. Bu durumda R?(%2) (X Y) nin

L, distribiisyonu tizerinde simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart A nin simetrik olmasidir.
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3. QUARTER SIMETRIK NON-METRiK KONNEKSIYONLU
HALF-LIGHTLLIKE ALTMANIFOLDLAR

Bu boliimde bir semi-Riemannian Carpim manifoldunun half-lightlike altmanifold-
lar1 incelendi. F carpim yapisindan yararlanarak semi-invaryant half-lightlike altmani-
foldlarin yeni bir sinifi tanimlandi ve bu tanima gore elde edilen distribiisyonlarin ge-

ometrik ozellikleri incelendi.
3.1 Semi-Riemannian Carpim Manifoldunun Half-Lightlike Altmanifoldlar:

Tanimm 3.1.1. (1\71 ,&,F) semi-Riemannian ¢carpim manifoldu ve M, M nin half-lightlike
altmanifoldu olsun. Eger asagidakiler saglamiyorsa M ye semi-invaryant half-lightlike
altmanifold denir:

(i) Ly = FRadTM C s(TM),

(ii) Ly = FltrTM C s(TM),

(iii) L3 = F(s(TM™1)) C s(TM).

Bu durumda
S(TM) :L3J_{LIEBL2}J_L0, (3.1.1)

dir, burada Ly, (n —4) boyutlu bir distribiisyondur. Buna gore asagidaki ayrigimlara sahip

oluruz:

™ = L3L{L1@L2}LLO_LRadTM, 3.1.2)

TM = I31{Li® Ly} 1Ly Ls(TMY) L{RadTM & itrTM}. (3.1.3)

Onerme 3.1.1. (M ,&,F) semi-Riemannian almost product manifold ve M, M nin semi-
invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda Lg distribiisyonu F— in-
varyanttir.
Ispat. X € T'(Ly) igin

8(FX,N) =g(X,FN) =0,
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g(vaé) :g(X7F&) =0,
g(FX,u) =g(X,Fu)=0,

oldugundan FX de sirastyla RadTM, ItrTM ve s(TM") bileseni yoktur.

g(FX,FN)=g(X,N)

0,

g(FX,F&) :g(X7§) =0,

g(FX,Fu)=g(X,u) =0,

oldugundan FX de L, L, ve L3 distriblisyonlarina ait bileseni yoktur. O halde Lo, F—

invaryanttir. [

Ornek 3.1.1. M = R‘z1 X R; semi-Riemannian ¢arpim manifoldu g = n*g| + 6* g, metrik
tensorii olsun. Burada g; ve g sirasiyla R‘zt ve R% tizerinde standart metrik tensorler,

7

T ve © sirastyla 1’3‘2l ve R% tizerinde projeksiyon olsunlar. (xy,xp,...,x7), R’ nin standart

koordinat sistemi ve ¢;, i = 1,..., 5 reel parametreler olmak iizere

X1 = f+1tH—1t3,
Xy = t1+t2+t3+\/§arctant4,

X3 = \/§(t1—|—t2—|—t3)—|—arctant4,

X4 = s,

X5 = Hh—ht13,
X¢ = arctanty,
X7 = 11 —h—13,

ile verilen M alt manifoldunu goézoniine alalim. Bu durumda M nin tanjant demeti i¢in

TM = Sp{U,,U,,U3,Us},
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ifadesine sahip oluruz, burada

0 0 0 0 0
U = a_)cl—i_a_xz—i_\/i%—i_a_xs—i_ﬁ’
0 0

0 0 )
Uy = =—+—+V20——o——=— :

U3 = —5—+5—-+
V2 9 1 9 1 9

Uy = — + — t—,
4 l—f—l“% x> 1—1—1“% 0x3 1—1—1“% 0x¢
Ue — 0
S oxs

dir. Buradan U in bir dejenere vektor oldugu kolayca goriiliir ve M, M nin 5— boyutlu
1— lightlike altmanifoldudur. U; = § ile gosterilirse RadTM = Sp{&} ve s(TM) =

Sp{F&,FN,U;,FU,} olarak yazilabilir. Ayn1 zamanda
0 0 0 20
\/_

0
ltrTM:SP{N:—E‘FE—F a_x3_a_xj+a_x7},
veE
0 0 0
1y = —
STty =sp(v =V + 24 0y

ifadeleri elde edilir. Bundan dolay1 M, M nin half-lightlike altmanifoldudur. Ayni za-

manda
F&E=U, €eT(s(TM)), FN = U; € T'(s(TM)),
FV = (1+13)Uy, FUs = Us.

olarak bulunur. Eger Ly = Span{Us}, Ly = Span{U,}, L, = Span{Us} ve L3 = Span{Us4 }

denilirse M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldudur.

(M,g), (M,g) semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve F ¢arpim
yap1 olsun.VX € I'(TM) igin

FX = fX +wX (3.1.4)

olarak ifade edilebilir, burada f ve w, sirastyla, TM den TM ve trTM ye projeksiyonlardir.
Ustelik bu ifade

FX = PFX +0(fX)E+wi (X)N +wa(X)u (3.1.5)
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seklinde de yazilabilir, burada wi(X) = g(FX,&) ve wy(X) = €g(FX,u) ve P, TM den

s(TM) ye projeksiyondur.

F Levi Civita konneksiyonu Y ye gore paralel oldugundan %XF Y=F %XY dir. Bu-

radan

VxFY = VyxfY+VywY
= VxfY+Di(X,fY)N+Dsr(X, fY)u— Ay X + Viw?,
FVyY = FVxY+Di(X,Y)FN+Dy(X.,Y)Fu

= fVxY+wVxY +D{(X,Y)FN+Dy(X,Y)Fu
bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa

(Vxf)Y = AwX+Di(X,Y)FN+Dy(X,Y)Fu,

wVxY = Di(X,fY)N+Dy(X,fY)u+Viwy

elde edilir.

Teorem 3.1.1. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun.

tribiisyonunun integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart
(i) D;(X,FY)=D;(Y,FX), i=1,2, VX,Y € T'(Ly).
(ii) FAN, Ly iizerinde self-adjointtir, yani X,Y € I'(Ly) icin

g(FANX,Y) = g(FANY,X).

ifadelerinin saglanmasudir.

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)
(3.1.9)

Lo dis-

Ispat. L, distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart X,Y € I'(Lo)

icin [X,Y] € I'(Lp) olmasidir. & € I'(RadTM) i¢in

g([X,Y],FE) = g(Vx¥Y—VyX,Fg)
= g(VxY,FE)—g(VyX,Fg)

= DI(X7FY)_D1(Y7FX)7
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elde edilir. Ayrica u € T'(s(TM™)), N € T(ItrTM) igin

g([X,Y],Fu) = g(VxY—VyX,Fu)
= g(VxY,Fu)—g(VyX,Fu)

= DZ(XuFY) _DZ(Y7FX)7

g([X,Y],FN) = g(VxY —VyX,FN)
— g(VxY,FN)—g(VyX,FN)
— —g(FY,VxN)+g(FX,VyN)
— g(ANX,FY) —g(ANY,FX)

= g(FANX,Y) —g(FANY,X),

g([FX,FY|,N) = g(VpxFY —VgyFX,N)
— ¢(VpxFY,N)—g(VryFX,N)
— —g(FY,VixN)+g(FX,VpyN)
— g(ANFX,FY)—g(ANFY,FX)

= g(FANFX,Y)—g(FANFY,X),
ifadeleri elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Teorem 3.1.2. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Lo dis-
tribiisyonunun M de paralel distribiisyon olmast icin gerek ve yeter sart Ay, A, ve Ag

nun Lo bileseni olmamasidir.

Ispat. X € T(TM) ve Y € T'(Ly) igin Ly distribiisyonunun M de paralel olmasi icin gerek

ve yeter sart VxY € I'(Ly) olmasidir. Buna gore

g(VXY7FN):g(ANX7FY)7

g(VxY,Fu)=g(AX,FY)

elde edileceginden ispat tamamlanir. [
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Simdi semi invaryant half-lightlike manifoldda

L = L1111, (3.1.10)
L = LylL (3.1.11)
Ly = LyllL; (3.1.12)
L = LyLlL{LRadTM (3.1.13)

distriblisyonlarin1 tanimlayalim. Buradan

L = LolLy (3.1.14)
s(TM) = Lol (3.1.15)
T™M = {L®L}LRadTM (3.1.16)
s(TM) = La&L;} (3.1.17)
T™ = {L ®L;}1RadTM (3.1.18)
T™™ = Li®L; (3.1.19)

ifadeleri elde edilir. Buna gore F ye gore L4 invaryant ve Lﬁ anti-invaryant dis-

tribiisyonlardir.

Teorem 3.1.3. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-
manifoldu olsun. s(TM) nin integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart

(i) g(AryX,FN) = g(ApxY,FN), X,Y €[(Lf)  veya (Y eT(L}),X eT(L))
(i) W(X,Y) = y(¥,X),

X,YeI(L) veya (Xe€ I(Ly),Y € T'(L)), burada y(X,Y) = g(VxFY,FN) dir.

Ispat. Teorem 1.3.9 dan biliyoruz ki bir half-lightlike altmanifoldun screen dis-
tribiisyonunun integrallanebiir olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ay nin I'(s(TM) tizerinde g
ye gore simetrik olmasidir.

s(TM)=L &Ly
olarak gozoniine alinirsa X, Y € I'(Ly) igin

g(ANX,Y) = —g(VxN,Y) = —g(VxFN,FY) = g(FN,VxFY)
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ve
8(ANX,Y) = —g(AFyX,FN) (3.1.20)

elde edilir. Benzer sekilde

8(ANY,X) = —g(AFpxY,FN) (3.1.21)
bulunur. X,Y € I'(L') i¢in

g(ANX,Y) = —g(VxFY,FN)

= g(VxFY,FN)

dir. Buradan

g(ANX,Y) = —g(VxFY,FN) (3.1.22)
elde edilir. Benzer olarak

g(ANY,X) =g(VyFX,FN), (3.1.23)

bulunur. Eger y(X,Y) = g(VxFY,FN) oldugu diisiiniiliip, burada (3.1.20)-(3.2.31) ve

Teorem (1.3.9) kullanilirsa ispat tamamlanir. L]

Teorem 3.1.4. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-
manifoldu olsun. Ly distribiisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart
Di(X,FY)=D;(Y,FX),i=1,2X,Y €[(Ly),

olmasidur.
Ispat. X,Y € I'(Ly) igin VxFY = FVyY oldugundan
VxFY +D{(X,FY)N+D)(X,FY)u= fVxY +w(VxY)+D{(X,Y)FN+Dy(X,Y)Fu
elde edilir. Buradan
w([X,Y]) = {D1(X,FY)—D{(Y,FX)}N +{Dy(X,FY)—Dy(Y,FX)}u

olur. Boylece L4 distriblisyonunun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

D;(X,FY) = D;(Y,FX) olmasidur. O
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Tamm 3.1.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu olsun. Eger X € I'(Ly) ve Y € I'(Ly) igin
Di(X,Y)=0,i=1,2
ise M ye mixed geodezik half-lightlike altmanifold denir.

Teorem 3.1.5. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant half-
lightlike altmanifoldu olsun. M nin (3.1.19) ayrisimina gore mixed geodezik olmasi icin
gerek ve yeter sart

ApyX = —fVxY
olmasidrr.

Ispat. X € (L) ve Y € T(L}) igin
(VxF)Y =0
oldugunu biliyoruz. Ayrica
VxFY = FVyxY

—ApyX +V4FY = FVxY+D{(X,Y)FN+D,(X,Y)Fu
dir ve bu esitlik teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
—ApyX = fVxY +Dy(X,Y)FN+Dy(X,Y)Fu
elde edilir ve bu esitlikten ispat tamamlanir. ]

Simdi M half-lightlike alt manifoldunun minimal oldugunu varsayalim.

_FN+FE . FN-F§

E
1 ) ’ 2 )

alirsak
g(El,El):l, g(Ez,Ez):—l, g(El,Ez):O

elde edilir. O halde
{e1,e2,...,en—4a,E1,Er,Fu}
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semi-invaryant half-lightlike altmanifoldda s(7M) nin ortonormal bazidir, burada Ly =

Sp{ei,ea,...,en_4} dir. O zaman M minimal ise

Dl(El,El) :Dl(FN,FN>+D1(F§,FE_,)+2D1(FN,F§) =0, (3.1.24)

Di(Ex,E») = Dy (FN,FN) + Dy (F&,F&) — 2D (FN, F&) = 0, (3.1.25)
dir. (3.1.24) ve (3.1.25) dan

D|(FN,F§) =0,

D\(FN,FN) + Dy (F&,FE) =0, (3.1.26)
bulunur. Benzer olarak D> (E},E;) = 0 = D, (E3, E;) oldugu igin

D,(FN,FE) =0,

D>(FN,FN)+ Dy(F&,F&) =0, (3.1.27)
(3.1.26) ve (3.1.27) den asagidaki sonug verilir.

Sonug 3.1.1. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant half-lightlike

altmanifold olsun. Eger M minimal ise L | L; distribiisyonu mixed geodeziktir.

Teorem 3.1.6. M semi-invaryant half-lightlike altmanifold olsun. Eger M minimal ise
asagidakiler saglanir;

(i) Dy (FN,FN)+D(F&,FE) =0ve Do(FN,FN)+D,(FE,FE) =0

(i) AyFu, Vr,Eve Ve FE nin L bileseni yoktur.

(iti) VeFu, VienEve A FN nin Ly bileseni yoktur.

Ispat. (i) yukarida gosterildi.

Di(FN,FE) = g(VinFE,E) = g(FE, VinE) = g(FE, VinE) =0,

D2<FN7F§) = g(%FNngu) = g(F{;u%FNu) = _g(ngAuFN) =0,
oldugundan VgyEve A, FN de L, bileseni yoktur. Minimallik tanimindan

e1(8) = g(Veu, &) = g(VeFu,F&) = g(VeFu, FE) =0
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oldugu i¢in V¢ Fu da L, bileseni yoktur. Boylece (iii) elde edilmistir.

e1(8) = g(VeFu,F&) = —g(Fu,VeFE) =0,

oldugu i¢in V¢ F & de L3 bileseni yoktur. Ayrica

Di(Fu,Fu) = g(VpuFu,&) = —g(Fu,Vpyk) =0,

Dy(Fu,Fu) = g(%quu, u) = —g(Fu, %Fuu) = g(Fu,A,Fu) =0,
oldugu i¢in Vg, ve A,Fu da L3 bileseni yoktur. (ii) ispatlanmis olur. [l

3.2 Quarter simetrik non-metrik koneksiyonlu Semi-Riemannian Carpim

Manifoldunun Half-lightlike Altmanifoldlar:

Bu alt boliimde M ,g tzerinde (0.0.4) ile verilen quarter simetrik non-metrik konnek-
siyon ele alinarak, halflightlike altmanifoldlar incelenmistir.
M, (M ,&) semi-Riemannian ¢arpim manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu ol-

sun. Bu durumda D konneksiyonuna gore VX,Y e I'(TM) i¢in
DxY = DxY +D;(X,Y)N+Ds(X,Y )u. (3.2.1)

elde ederiz, burada D quarter-simetrik non-metrik konneksiyondan indirgenmis konnek-
siyon ve D ve D, ise quarter-simetrik non-metrik konneksiyona gore ikinci temel form-

lardir. Ustelik

DxY = VxY+D{(X,Y)N+Dy(X,Y)u,

(Y fX + 1Y) {wi (XN +wa (X )u} (3.2.2)

oldugundan (3.2.1) ve (3.2.2) ten

DxY = VxY+mn(Y)fX, (3.2.3)
51<X7Y> = D1<X7Y)+R(Y)WI(X)7 (324)
Dy(X,Y) = DyX,Y)+n(Y)wy(X), (3.2.5)
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elde edilir. Ayrica X € I'(TM) i¢in

DxN = —AnX + p1(X)N + p2(X)u, (3.2.6)
ve

Dxu=—AX +&(X)N+&(X)u, (3.2.7)

dir, burada .ZN ve A, quarter simetrik non-metrik konneksiyona gére I'(TM) iizerinde

lineer operatorlerdir. (0.0.4) ifadesinden X € I'(TM) i¢in

DxN = VxN+n(N)FX
= —ANX + p1(X)N + p2(X)u

FT(N) X 4 T(N){wi (X)N +wa (X)u}, (3.2.8)

elde edilir ki (3.2.6) ve (3.2.8) den de

ANX = ANX —T(N)fX, (3.2.9)
(X) = pi(X)+n(N)wi(X), (3.2.10)
p2(X) = pa(X)+n(N)wa(X), (3.2.11)

olarak bulunur. Benzer olarak

Dxu = Vyu+7n(u){fX +wi(X)N+wy(X)u},
Dyu = —AX~+e(X)N+e(X)u

+ m){fX +wi (XN +wa(X)u}, (3.2.12)

elde edilir ki (3.2.7) ve (3.2.12) dan

AX = AX-— TC(u)fX, (3.2.13)
E](X) = 81(X)—|—TC(M)W1(X), (3.2.14)
BX) = e(X)+nWw(X), (3.2.15)
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olur. Simdi (3.2.3) den

(D:g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)—g(DxY,Z)—g(Y,DxZ)
= Xg(¥,Z)—g(VxY +n(Y)fX,Z)
—g(Y,VxZ+71(Z)fX)

= (ng) (sz) - TE(Y>g(fX,Z) - TE(Z)g(fXa Y)7
elde edilir ve (1.3.60) kullanilirsa

(Dxg)(Y,Z) = Di(X,¥Y)n(Z)+Di(X,Zn(Y)

—n(Y)g(fX,Z) —n(Z)g(fX,Y), (3.2.16)
bulunur. Ayrica (3.2.3) den
TP(X,Y) =n(Y)fX —n(X)fY (3.2.17)
elde edilir. Bu durumda (3.2.16) ve (3.2.17) den asagidaki onerme verilir.

Onerme 3.2.1. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyondan indirgenen D konneksiyonuda

M iizerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.
Her X,Y € I'(TM) ve § € I'(RadTM) igin

DxPY = D{PY +Ej(X,PY)E, (3.2.18)

Dx& = —A:X +u1 (X)E, (3.2.19)

olarak yazabiliriz, burada Ej(X,PY) ve Zz quarter simetrik non-metrik konneksiy-
ona gore, sirasityla, ekran distribiisyonunun lokal ikinci temel formu ve ekran dis-

triblisyonunun sekil operatoriidiir. Dy PY ise I'(s(TM)) ye aittir. Bunun yanisira

DxPY = VXpY+TC(PY)fX

— VLPY +E((X,PY)E+n(PY){PfX +n(fX)E} (3.2.20)
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elde edilir. Bu durumda (3.2.18) ve (3.2.20) den

DYPY = ViPY+n(PY)PfX (3.2.21)
E{(X,PY) = E{(X,PY)+=n(PY)M(fX) (3.2.22)
olarak bulunur. Eger
Dx& = —A§X+u1(X)§
FREN{PFX +n(fX)E}

oldugu gozoniine alinirsa
AX = AX—m(&)PfX
(X)) = w(X)+nEM(fX) (3.2.23)
elde edilir.

Onerme 3.2.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda half-lightlike altmanifolddan ekran distribiisyonuna indirgenen D* konnek-

siyonu bir semi simetrik non-metrik konneksiyondur.
Ispat. X,Y,Z € [(s(TM)) igin

(Dxg)(Y,Z) = Xg(Y,Z) — g(DxY,Z) — g(Y,DxZ)
oldugunu biliyoruz. (3.2.21) ten

(Dxg)(Y,2) = Xg(¥,Z) —g(VxY +n(Y)fX,Z)

—g(Y,VxZ+n(Z)fX)
ve buradan da
(Dxg)(Y,Z) = —m(Y)g(fX,Z2)—n(Z)g(Y, fX) (3.2.24)
elde edilir. 77" torsiyon tensorii ise

TP (X,Y) = DyY—-DiXx —[X,Y]”

= VLY —ViX+7(Y)X —n(X)Y —[X,Y]
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ve buradan da
TP (X,Y) = n(Y)X —n(X)Y (3.2.25)
olarak bulunur. Bu durumda (3.2.24) ve (3.2.25) dan ispat tamamlanmis olur. L]
X,Y,Z €T (s(TM)) igin
N(X,YP) = n(Dx¥ —DyX ~TP(X,Y))

= N(VxY +xn(Y)fX —VyX +=n(X)fY)

-N(T°(X.Y))
(3.2.17) ve V torsiyon-free lineer konneksiyon oldugundan
N([X,Y]”) =n(VxY - VyX)
elde edilir. Dolayisiyla
n((X.¥]?) =n([x.Y]) (3.2.26)
dir. Buradan ise asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.1. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda ekran distribiisyonu s(7M) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona
gore integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart s(7M) nin V konneksiyonuna goére

integrallenebilir olmasidir.
O halde bu sonug ve Teorem 1.3.9 dan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.1. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda X,Y € I'(s(TM)) i¢in asagidakiler esdegerdir.

(i) s(TM), D konneksiyonuna gore integrallenebilirdir ve TP (X,Y) nin RadTM bileseni
yoktur.

(ii) s(TM) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore ikinci temel formu

simetriktir.
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(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore sekil operatorii Ay, g metrigine gire

['(s(TM)) iizerinde simetriktir.

Ispat. (3.2.22) ten X,Y € I'(s(TM)) icin
E{(X,Y) = Ei(X,Y) + (Y )n(fX)
oldugundan
Ef(X,Y) — E;(Y,X)=E(X,Y)—E(Y,X)
+r(Y N (fX) —m(X(fY)
= n(IX,Y) +&(T°(X,Y),N)
olarak bulunur. O halde (1.3.67) ve (3.2.26) dan (i) < (ii) olur. (3.2.9) ve (1.3.63) den

8(ANX.Y) = g(ANX,Y) —T(N)g(fX,Y)

ve
g(ANY,X) = g(ANY,X) — T(N)g(fY.X)
oldugundan
g(ANX.Y) —g(ANY.X) = E\(X,Y)—E(Y,X)
= E{(X,Y)-E{(Y,X)
bulunur ki (ii) < (iii) elde edilmis olur. O

Teorem 3.2.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Bu durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore ikinci temel form Dy min
simetrik olmast icin gerek ve yeter sart T torsiyonda ltrT M bileseni olmamasidur.

Ispat. (3.2.4) den

Di(X,Y) = Di(X,Y)+n¥)wi(X)
= Di1(X,Y)+n(Y)g(FX,E)

D|(Y,X) = Di(Y,X)+7m(X)w(Y)
= Di(Y,X)+n(X)g(FY,&)

62



oldugundan

D|(X,Y)—D|(Y,X) = D{(X,Y)—D(Y,X)

+g(n(Y)FX —n(X)FY,§)

= g(T(X,Y),8)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. O]
Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilir.

Sonug¢ 3.2.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu
durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore screen ikinci temel form D> nin

simetrik olmas icin gerek ve yeter sart T torsiyonda s(TM~) bileseni olmamasidur.

Simdi F nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore paralelligini inceleyelim

(DxF)Y = DxFY —FDxY

= VxFY+n(FY)FX — FVxY +1(Y)X,
ve
(DxF)Y =n(FY)FX —n(Y)X, (3.2.27)
bulunur. Boylece F, D ya gore paralel degildir. Ustelik

(Dxf)Y = DxfY—fDxY

= (Vxf)Y +r(fY)fX —n(Y)f?X (3.2.28)

elde edileceginden f de indirgenmis quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye gore

paralel degildir.

Onerme 3.2.3. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. L dis-
tribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye gore M iizerinde paralel

olmasu icin gerek ve yeter sart AZX, A, X ve Ay de L bileseni olmamasidir.
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Ispat. X € ['(s(TM)) ve Y € I'(Ly) icin (3.2.3) den

g(DxY,F&) = g(Vx¥+n(Y)fX, Fg)
= g(VxY,FE)+n(Y)g(fX,FC)
= g(AéX,FY)
bulunur. Ayn1 zamanda
g(DxY,Fu) = g(VxY+n(Y)fX,Fu)
= g(VxY,Fu)+n(Y)g(fX,Fu)
= —g(Vxu,FY)
= g(AX,FY)
elde edilir. Ayrica
g(DxY,FN) = g(VxY+n(Y)fX,FN)
= g(VxY.FN)+n(Y)g(fX.FN)
— —g(VxN,FY)
= g(ANX,FY)
olarak bulunur ve boylece ispat tamamlanir. [
X,Y eI'(TM) igin
X, Y] = Dyy-DyXx-TP(X,Y)
= VxY+n(Y)fX —VyX —n(X)fY —n(Y)fX +n(X)fY
= VxY —VyX
olarak bulunur. Buradan ise

X,Y]P = [X,Y] (3.2.29)

elde edilir. (3.2.29) ve teorem(3.1.1) den asagidaki sonug verilir.
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Sonu¢ 3.2.3. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Ly dis-
tribisyonunun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart L distribiisyonunun quarter

simetrik non-metrik konneksiyon D ye gore integrallenebilir olmasidir.

Lemma 3.2.1. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda
VX € T'(Ly) ve Y € I'(TM) igin

Bi(X7Y> :Di(X7Y)7 [ € {172}
dir.
Ispat. (3.2.4) den

Dy(X,Y) = Di(X.,Y)+n(Y)w(X)
= Di(X,Y)+n(Y)g(FX,S)
= Di(X,Y)

elde edilir. Benzer sekilde (3.2.5) dan

Dy (X,Y) =Da(X,Y) +7(Y)w2(X)

bulunur, burada w(X) = g(FX,u) = 0 oldugundan

D2<X7Y) = DZ(X7Y)
elde edilir. ]
Bu lemmadan asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.2.4. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M
nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore Lo— total geodezik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart M nin V konneksiyonuna gore Ly— total geodezik olmasidir.

Onerme 3.2.4. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Eger M total
umbilik ise her X € I'(TM) i¢cin asagidakiler saglanir:

(§)D(X.&) = n(E)wa(X),

(ii) p2(§) =0,

(iii) A& = —m(u) &,
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ispat. (3.2.5) dan

Dy(X,Y) = Dy(X,Y)+m(Y)wy(X)
Dy(X,8) = Dy(X,8)+m(§)wa(X)
= 7(C)g(FX, u)
ve (3.2.11) den
P(X) = p2(X)+T(N)w2(X)
P2(8) = p2(8) +n(N)wa(§)
= T(N)g(FE,u),

bulunur. p;(&) = 0 oldugu i¢in (3.2.13) den

AuX) = Au(X) —m(u)fX,
Au€) = Au(8) —m(u)fE,
Au§) = —m(u)fg,
elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Teorem 3.2.3. (M(c),g) sabit egrilikli semi-Riemannian manifold ve M, M nin bir
asikar olmayan (proper) total umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir;

(i) Lo, V ya gore integrallenebilir.

(i) Lo distribiisyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye gore integral-
lenebilirdir.

(iii) Ly iizerinde p, bir kapali formdur.

(iv) Ly iizerinde p, 1— formu igin

2dpy(X,Y) = p1(X)po(Y) =P (X)p1 (Y),  VX,Y € I'(Lo),

dir.
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Ispat. X,Y € I'(Ly) icin
N(X,Y]?) =n([X,Y] = E;(X,Y) — E| (Y,X) = 0 olur ve buradan (i) <> (ii) elde edilir.
wi(X) =g(FX,&) =0 vewy(X) =g(FX,u) =0 oldugundan (3.2.10) ve (3.2.11) den

PiX)=pi(X) ve  P(X)=pi(X) (3.2.30)
elde edilir. (1.3.91) den
2dp)(X,Y) = H{g(X,ANY) —g(Y,ANX)}
oldugunu bliyoruz. (3.2.30) dan ve L integrallenebilir oldugundan

X(p1(Y)) =Y (p1(X)) = pi[X, Y] = H{E((Y,X) - Ei(X,Y))}
X(p1(Y)—Y(pi(X)) =P [X,Y] = Hm([X,Y])

2dp,(X,)Y) = Hln([XaY]D) =0

olarak bulunur. dp; = 0 oldugu icin p; bir formu kapalidir. Boylece (i) < (iii) elde edilir.
teorem (1.3.13) ve (3.2.30) dan

X(p2(Y)) =Y (p2(X)) = p2[X, Y] = pi(X)Po(Y) —P(X)P1(Y)
X(P2(Y)) =Y (P2(X)) =P.1X, Y] = pi(X)po(Y) —P(X)p1(Y)

2dpy(X,Y) = pi(X)pa(Y) = Po(X)pi(Y)
bulunur ve (iii) < (iv) elde edilmis olur. O

Lemma 3.2.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-
manifoldu ve s(TM) total umbilik olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik kon-

neksiyona gore s(T M) nin ikinci temel formu EY icin
E{(E,PX) =0,
dir.

Ispat. (3.2.22) ten
E{(§,PX) = E1 (&, PX) +n(PX)N(fE)
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olarak bulunur. s(7TM) total umbilik oldugundan

E{ (G, PX) = n(PX)n(f8)
ve M semi-invaryant oldugundan n(f&) = 0 dir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.4. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-
manifoldu ve s(TM) total umbilik olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik kon-
neksiyona gore s(TM) nin ikinci temel formunun simetrik olmas i¢in gerek ve yeter sart

TP torsiyonun RadTM bileseni olmamasidir:

Ispat. (3.2.22) ten ve E; simetrik oldugundan X,Y € I'(s(TM)) igin
Ef(X,Y)—E{(Y.X) = n(Y)n(fX) - n(X(fY) = g(T"(X,Y),N)
oldugundan ispat tamamdir. ]

Sonu¢ 3.2.5. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-
ifoldu olsun. Bu durumda L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyon
D ye gore total umbilik olmast igin gerek ve yeter sart s(7M) nin V ye gore total umbilik

olmasidir.

Teorem 3.2.5. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-
manifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler denktir;

(i) Lj integrallenebilirdir.

(ii) X,Y € T(L}) i¢in ApyX = ApxY

(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore s(TM) nin ikinci temel formu EY, Lj

lizerinde simetriktir.
Ispat. X,Y € T'(L}) igin

g([X,Y],FN) = g(F[X,Y],N)
= g(VxFY —VyFX,N)

= g(AF)(Y —AFyX,N)
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ve Z € I'(Lp) igin

g([X,Y],Z) = g(F[X,Y],FZ)
— g(VxFY —VyFX,FZ)

= g(AFxY —AFyX7FZ)
olarak bulunur. Ustelik (3.2.9) ve (3.2.13) den, Lj lizerinde
ApyX = ApyX

oldugundan (i) < (ii) elde edilir.
Ayrica (3.2.22) den E{ (X,Y = E{(X,Y)) ve teorem (1.3.9) dan (i) < (iii) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. O]

Sonug 3.2.6. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-
ifoldu ve Li distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda;

(i) Lj lizerinde £y = E7,

(i) L; iizerinde E; simetriktir,

(iii) L iizerinde Ay = Ay dir.
(3.2.4), (3.2.5) ve teorem 3.1.4 den asagidaki sonug verilir.

Sonug 3.2.7. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu ve Ly distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda X,Y € I'(L4) igin
Di(X,FY)—D;(Y,FX) =n(FY)wy(X) —n(FX)w(Y)
Dy(X,FY)—Dy(Y,FX) =(FY)wy(X) — n(FX)wa(Y)

dir.

Onerme 3.2.5. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu olsun. Ly distribiisyonu iizerinde X,Y € T'(Ly) igin
Vxg=0veDxg=0

drr.
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Ispat. X,Y € T(L}) igin
ve (3.2.16) den

(Dxg)(Y,Z) = Di(X,Y)n(Z2)+Di(X,Z)n(Y)

_ﬂ:(Y)g(fXaZ) - TC(Z)g(fX, Y)
oldugundan Vxg = 0 ve Dxg = 0 bulunur. O

Sonu¢ 3.2.8. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-
ifoldu olsun. Bu durumda L4 distribiisyonu iizerinde asagidakiler esdegerdir.

() Di(X,Y)=Di(X,Y), Dy(X,Y)=Dy(X,Y)

(ii) 51 ve 52 simetriktir.

(iii) M, L4 total geodezik ise quarter simetrik non metrik konneksiyona gore de L4 total
geodeziktir.

(iv) M, L4 total umbilik ise quarter simetrik non metrik konneksiyona gore de L4 total

umbiliktir.
Ispat. X,Y € I'(Ly) icin
wi1(X) =0=w,(X) oldugundan

Di(X,Y)=D(X,Y),

Dy(X,Y)=Dy(X,Y),
ifadeleri elde edilmis olur ve ispat tamamlanr. O]

Teorem 3.2.6. M, M semi-Riemannian manifoldu Levi-Civita konneksiyonuna gore mixed
geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T'(L4) ve
Y e T(Ly) igin

Di(X,Y)=0,i=1,2

drr.
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Ispat. Y € T'(L}) ve X € [(Ly) igin

Di(X,Y) = g(Dx1.E)

= g(VXY7§)
= D] (X7 Y)7
ve
Dy(X,Y) = g(DxY,u)
= g(%xY, l/l)
= DZ(X7 Y)7
oldugundan ispat tamamlanir. ]

M, M semi-Riemannian manifoldu (3.1.19) ayrisimi ic¢in Levi-Civita konneksiy-
onuna gore mixed geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

X €eT(L}) ve Y € T(Ly) igin

Di(X,Y) =n(Y)g(FX,g),

veE

52(X7Y) :n(Y)g(FX,u)
elde edilir. Bu durumda semi-Riemannian manifoldu Levi-Civita konneksiyonuna gore
mixed geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifold ise X € F(Li) ve Y € T'(Ly)
icin D;i(X,Y) #0, i = 1,2 dir ancak D;(¥,X) =0, i = 1,2 dur.
(3.2.9) ve (3.2.22) den asagidaki onerme verilir.

Onerme 3.2.6. M, M semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal semi-invaryant
half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(i) ANX = QALX —(N) fX.

(i) E{ (X,PY) = @D{(X,PY) +n(PYM(fX).
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Teorem 3.2.7. M, M semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal semi-invaryant
half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(i) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona gire s(TM) integrallenebilirdir.

(ii) s(TM) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore ikinci temel formu L dis-
tribiisyonu iizerinde simetriktir.

(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore sekil operatorii XN, g metrigine gore
L 1J_Li distribiisyonu iizerinde simetriktir.

(iv) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore L1J_Li distribiisyonu tizerinde M

ekran konformaldir.

Ispat. Ekran konformallikten Ay, g metrigine gore simetrik oldugundan (i) elde edilir.

Onerme (3.2.6) dan X € I'(L) igin (fX) = 0 olacagindan
E{(X,Y) =oDi(X,Y)

elde edilir ki D; simetrik oldugundan Ej da simetriktir, boylece (ii) elde edilir.

Onerme (3.2.6) dan

S(ANX,Y) = g(QA:X,Y) —T(N)g(fX,Y),
LIJ_L‘{ distriblisyonu iizerinde bu ifade Ay, g metrigine gore simetrik oldugundan,
g(gNX7Y> = g((PAEXaY> = (pg(AEX,Y) = g(gNY7X)7

olarak bulunur ki (iii) elde edilmis olur.
(3.2.23) den
2(ALX,Y) = g(AiX,Y) —n(&)g(PfX,Y),

dir. L1J_Lj distribiisyonu {izerinde bu esitlikten
Z(ANX,Y) = @g(A:X.Y) = @g(AzX,Y),

elde edilir ki (iv) elde edilmis olur. O
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Tanim 3.2.1. M quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu semi-invaryant half-lightlike

altmanifold olsun. Eger
n—1 _ n—1 _ _
Y Di(eie;) =0, Y Dseie)) =0, & (&) =0,
i=1 i=1

ise M ye quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore minimaldir denir, burada

{e; ?:_11, s(TM) nin ortanormal bazidir.

Onerme 3.2.7. M quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu semi-invaryant half-
lightlike altmanifold olsun. Eger M quarter simetrik non metrik konneksiyona gore mini-
mal ise asagidakiler saglantr:

(i) D\(FN,FN)+D|(FE,FE)=0  ve  D{(FN,FE&)+D(F& FN)=0.

(ii) D1(FN,FE)+ D (FE,FN) = —n(F&) ve D1(FN,FN)+ D (F&,F§) = —n(FN).
(iii) D2(FN,FE&) = Dy (FE,FN) = Dy(FN,F&) = 0.

(iv) Dy(FN,FN)+ Dy (FE,FE&) = Dy(FN,FN) + D, (FE&,FE) = 0.

(v) Dy(Fu,Fu) =0ve Dy(Fu,Fu) = —n(Fu).

(vi) €1(§) =0.

Ispat. {e,es,...,e,_4,E1,Ey,Fu} , s(TM) nin quasi ortonormal bazi olsun, burada

FN+F FN—F
E; :Té, E; = T&’

ve {e1,e2,...,en—a}, Lo m ortonormal bazidir. Bu durumda
Di(E1,E1) = D\ (FN,FN) + D (F&,FE) +D{(FN,FE&) + D (FE,FN) = 0
ve
Di(E2,Ez) = D1 (FN,FN) 4 D1 (F&,FE) — Dy (FN,FE) — D{(F& FN) =0
olur ki boylece (i) elde edilmis olur. (3.2.4) ve (i) den
D\(FN,FE)+D,(FE,FN) +m(F&) =0,

D (FN,FN)+ D, (F& FE&)+n(FN) =0,
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bulunur ve bu ise (ii) dir.
(i) ve (ii) deki yontemler uygulanarak (iv) elde edilir. Yukaridaki ifadelerden

D>(FN,FE)+ Dy (F&,FN) = 0 oldugunu biliyoruz. Ustelik

52(F&aFN> :DZ(F§7FN)+R<FN)W2(F&) :D2<F&7FN)7

D2(FN7F£.:> :D2(FN7F§)+TC<F§)W2(FN) :DZ(FNaFﬁ),

oldugundan ve D; nin simetrikliginden (iii) elde edilir. Ayrica

D (Fu,Fu) = D|(Fu,Fu)+n(Fu)w(Fu) = D;(Fu,Fu) =0,

ve

D> (Fu,Fu) = Dy(Fu,Fu)+n(Fu)wy(Fu) =0,

ifadelerinden (v) elde edilir. (3.2.14) den

€1(8) =& (8) +m(u)wi(§) =0,
oldugu i¢in (vi) bulunur ve ispat tamamlanir. ]

Sonug¢ 3.2.9. M, M nin Lev,-Civita konneksiyonuna gore minimal semi-invaryant half-
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda L4 distriblisyonu quarter simetrik non-metrik

konneksiyona gore minimaldir.

Ispat. (3.2.14) den
€1(E) = &1 (E) +m(u)w1(§) =0,
dir. Ayrica (3.2.4) den

51 (ei, ei) =D (e,', ei) -+ Tt(ei)wl (ei)

dir.

51 (ei,e;) = 0 olmast i¢in e; de L, bileseni olmamalidur.

Benzer bi¢imde (3.2.5) dan 52(6,-,6,-) = Dj(ej,e;) + m(ej)wr(e;) oldugu igin
D, (ei,e;) = 0 ifadesinin saglanmasi i¢in e; de L3 bileseni olmamalidir.

Bu yiizden L4 distribiisyonu iizerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyona

gore minimallik sart1 saglanir ve ispat tamamlanir. [
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Tamim 3.2.2. Eger & € I'(RadTM), X € I'(TM) igin %X?; € I'(TM) ise M lightlike alt-

manifolda irrasyonel denir.
Half-lightlike altmanifold irrasyonel ise asagidaki saglanir.
Dy(X,8) =¢1(X) =0, (3.2.31)
Bu durumda
Dx& = Vx&+n(E)FX, (3.2.32)
oldugundan agagidaki 6nerme verilir.

Onerme 3.2.8. M semi-invaryant half-lightlike altmanifold olsun. M, \Y konneksiy-
onuna gore irrasyonel olsun. Bu durumda L4 distribiisyonu D konneksiyonuna gore

Ly—irrasyoneldir.

Ispat. (3.2.32) den X € I'(Ly) igin Dx& e ['(TM) olacagindan ispat tamamlanur. Il

3.2.1 Gauss-Codazzi Denklemleri

RP ve RP sirastyla Dve D konneksiyonlarina gore egrilik tensorleri olsunlar. Bunlar
arasindaki iligkiyi bulalim. X,Y,Z € I'(TM) igin
DxDyZ = Dx(DyZ+D\(Y,Z)N +Da(Y,Z)u)
— DxDyZ++D(X,DyZ)N +Dy(X,DyZ)u+XD;(Y,Z)N
+D1(Y,Z)DxN +XDy(Y,Z)u+ D>(Y,Z)Dxu
= DxDyZ+|D\(X,DyZ) +XD;(Y,Z)]N +[D2(X,DyZ) +XDa(Y,Z)|u
—D\(Y,Z)ANX + Dy (Y,Z)p1(X)N + D1 (Y, Z) P2 (X )u
~Ds(Y,Z)AuX + D2 (Y, Z)€1(X)N + D2 (Y, Z)& (X u,
bulunur. Benzer sekilde
DyDxZ = DyDxZ+|D\(Y,DxZ)+YD(X,Z)|N+ [D:2(Y,DxZ) +YDy(X,Z)|u
—D\(X,Z)ANY +D(X,Z)p1(Y)N + D1 (X,Z)p2(Y)u

—Dy(X,Z)AY + Dy (X, 2)&,(Y)N + Dy (X, Z)&x(Y )u,
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ve

5[x,Y]Z = D[X,Y}Z+51([X»Y]aZ>N+52([X7Y];Z)”
= Dy y|Z+[D\(DxY,Z) —D\(DyX,Z) +n(Y)D (fX,Z) — n(X)D: (fY,Z)|N

+[D2(DxY,Z) — Dy(DyX,Z) +1(Y)Dy(fX,Z) — 7(X)Dy(fY, Z)]u
bulunur. Buradan ise D konneksiyonuna gore egrilik tensorii
RP(X,Y)Z = RP(X,Y)Z+—D(Y,Z)ANX —D:(Y,Z)AX +D\(X,Z)ANY + Dy (X, Z)AY

(¥,Z) — (DyD1)(X,Z)+ Dy (Y, Z)p1(X)

+D,(Y,Z2)€1(X) — D1 (X,Z)p1(Y) — D2 (X, Z)&,(Y)

+[(DxD»)(Y.Z) — (DyD2)(X,Z) +D1(Y,Z) p2(X)

D))

)€
~n(Y)D1(fX,Z) +n(X)D:(fY,Z)IN

)
+D1(Y,Z)&2(X) = Di(X,Z)p2(Y) — D2 (X, Z)Ex(Y)
(

—1(Y)Da(fX, Z) +1(X)Da(fY, 2)]u (3.2.33)
olarak bulunur. (3.2.33) den asagidaki 6nerme verilir.

Onerme 3.2.9. M, M nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Eger quarter

simetrik non-metrik konneksiyona gore M total geodezik ise
RP(X,Y)Z=RP(X,Y)Z,VX,Y,Z e T(TM)
elde edilir.
Gauss-Codazzi denklemleri X,Y,Z € I'(TM) igin,
g(RP(X,Y)PZ,PW) = g(RP(X,Y)PZ,PW)—D,(Y,PZ)g(ANX,PW)—D;(Y,PZ)g(A,X,PW)

+D\(X,PZ)g(ANY,PW)+ Dy (X,PZ)g(AX,PW), (3.2.34)

g(RP(X,Y)PZ,&) = (DxD))(Y,PZ)— (DyD:)(X,PZ)+D;(Y,PZ)p(X)
+D5(Y,PZ)€(X) — Di(X,PZ)p1(Y) — D2 (X, PZ)& (Y)

—n(Y)D1(fX,PZ)+n(X)D:(fY,PZ), (3.2.35)
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g<§D(X7Y)PZa u) = 8{(DX52)(Y’PZ) - (DY52)(X7PZ) +51<Y7PZ)52(X)
+Da(Y, PZJE2(X) — Dy (X, PZ)pa(Y) — Da(X, PZ)E(Y)

—n(Y)Da(fX,PZ) +n(X)Da2(fY,PZ)}, (3.2.36)

g(RP(X,Y)PZ,N) = g(RP(X,Y)PZ,N)—D,(Y,PZ)g(ANX,N)—Ds(Y,PZ)g(AX,N)

+D(X,PZ)g(ANY,N) +Dy(X,PZ)g(A,Y,N), (3.2.37)

g(ﬁD(X,Y)i,N) = g(RD(X,Y)é,N)—52(Y,&)g(AVMX,N)—|—52(X,é)g(AVMY,N)

—D\(Y,£)3(ANX,N) — D1 (X ,&)g(ANY,N), (3.2.38)

g(RP(X.Y)Eu) = e{(DxD2)(Y.§) —(DyD2)(X,E) +Di(Y.)p2(X)
+Da(Y,E)&2(X) — D1 (X,§)p2(Y) — D2 (X, §)&(Y)

—(Y)Da2(fX,E) +n(X)Da(fY,E)}. (3.2.39)
olarak bulunur. (3.2.18) ve (3.2.19) dan
DxDy& = Dx(—AgY +in(Y)§) = Xty (V)& + 1 (V) Dx§ — DxALY,
elde edilir.

DxDy& = Xty (Y)§ — iy (Y)AEX + i (Y )i (X)§ — DYALY — Ef (X, AfY )E,

DyDx§ = Xity (X)& — i1 (X)AFY + iy (X)i (Y)§ — DyALX — Ef (Y, A{ X,
ve
Dy y&= —XE[X,Y] +u1 ([X,Y))E,
bulunur ki buradan

RP(X,Y)§ = 2diy(X,Y)E+Ef (Y, A{X)E — Ef (X,AfY )& + il (X)ALY

—i1 (Y)AEX + DYAEX — DALY +A[X,Y], (3.2.40)
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ifadesi elde edilir. Ustelik buradan
g(RP(X,Y)E,N) = 2diy (X, Y) + Ef (Y, A{X) — Ef (X, A{Y), (3.2.41)
bulunur. (3.2.18) ve (3.2.19) dan

RP(X,Y)PZ = R*(X,Y)PZ+{E(X,D;PZ)—E;(Y,D\PZ)+XE;(Y,PZ)
—YE{(X,PZ)+E{(Y,PZ)i,(X) — Ef (X, PZ)i,(Y) — Ef ([X,Y],PZ}§

—E{(Y,PZ)A{X +E{ (X, PZ)ALY (3.2.42)

elde edilir, burada

R*(X,Y)PZ = DyDyPZ — DyDyPZ— Dy PZ,
dir. Ayrica
g(RD(X,Y)PZ,PW) = g(R* (X,Y)PZ,PW)—E{(Y, PZ)g(XgX,PW)
+ET (X, PZ)g(A;Y,PW), (3.2.43)
g(R°(X,Y)PZ,N) = E;(X,D;PZ)—E;(Y,DyPZ)+XE;(Y,PZ)—YE;(X,PZ)

+E{(Y,PZ)u\(X) —E{(X,PZ)uy(Y) — E{([X,Y],PZ)(3.2.44)

dir. Simdi M, M nin m— boyutlu semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. D

konneksiyonuna gore Ricci tensoriinii hesaplayalim.

Ric®(X,Y) = mf eig(R°(X, E))Y,Ei) + g(R°(X,§)Y,N),
i=1

oldugunu biliyoruz. (3.2.33) den
g(RP(X,E)Y,E;) = g(R”(X,E)Y,E;)+Di(E;Y)g(ANX,E;
+D(E;,Y)g(AuX ,Ejy — D1 (X,Y)g(ANE;, Ei) — Do (X, Y )g(AuE:, Er),

veE

gRP(XQY,N) = g(RP(X,E)Y,N)+Di(E,Y)g(ANX,N)

+D5(8,Y)g(AuX,N) = Di(X,Y)g(ANE,N) — D2(X,Y)g(A&,N),
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bulunur. Buradan
RicP Z ei{g(RP(X,E;)Y,E;) + D1 (E;,Y)g(AnX , E;)
—l—Dz(E,-,Y)g(AMX,E,-) — Dy (X,Y)g(ANE;, Ei) — Do (X, Y)g(AEi, Ei)}
+8(RP(X,&)Y,N) +Di(E,Y)g(ANX,N)
+D5(§,Y)g(A,X,N) = Di(X,Y)g(ANE,N) — D2(X,Y)g(A&,N)
(3.2.45)

elde edilir.
Simdi M, (m+ 1)— boyutlu semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve D, M iizerindeki
quarter simetrik non-metrik konneksiyon olsun. Bu konneksiyona gore M sabit egrilikli

almirsa, bu durumda
RP(X,Y)Z =c{g(X,Z2)Y —g(Y,Z2)X}
oldugunu biliyoruz. O zaman
z R OCENE) = X exc(s(X.V)s(Er E) ~4(E. V(X E)

= c¢(m—2)g(X,Y)

ve

gRP(X.EY.N) = c(g(X,Y)g(E,N)—g(5Y)g(X,N))

= cg(X,Y)

bulunur. Bu durumda son iki denklemden asagidaki Lemma verilir.

Lemma 3.2.3. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve M, D
quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore sabit egrilikli olsun. Bu durumda Ly

distribiisyonu iizerinde

Ric®(X,Y)—Ric°(Y,X) = mf &:{D1(E;,Y)g(AnX,E;) + D1 (E;, Y )g(AuX, E;)
i=1
—D\(E;, X)g(ANY, Ei) — Dy(Ei, X)g(AuY  E:)}
+D1(&,Y)2(ANX,N) + D2 (§,Y)g(A, X, N)

—Dy(8,X)g(ANY,N) — Dy (E,X)g(AY,N), (3.2.46)
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dir.

ispat. Ly = Lol L L RadTM distribiisyonu iizerinde 51 ve 52 ikinci temel formlar:
simetrik oldugundan (3.2.45) den ispat agiktir. ]

Onerme 3.2.10. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve M,
D quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore sabit egrilikli olsun. Eger M total
umbilik ise bu durumda L distribiisyonu tizerinde quarter simetrik non-metrik D konnek-

styonunun Ricci tensoriiniin simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart
Eq (X,AEY) =E (Y,AEX),
olmasidur.
Ispat. X,Y € I'(L;) icin 6ncelikle M total umbilik oldugundan
Dy(&,Y)=Di(§,Y)=0,

Dy(8,Y) =Dy(8,Y) =0,

elde edilir. Ayrica

Di(E;,X) = D\(E;,X) = g(A; X, E;),

oldugundan (3.2.9) dan

Dy (Ei, X)g(ANY, Ei) = g(ANY,A;X) = g(ANY, AfX) = E1(Y,A{X),  (3.2.47)
bulunur. Benzer olarak

Dy (Ei,Y)g(AnX  E;) = g(ANX, ALY ) = g(ANX,AfY) = E1(X,A[Y),  (3.2.48)

elde edilir. Ustelik

D2(Ei7X) = DZ(EI'7X) = Eg(AMX7Ei)7

oldugu i¢in (3.2.13) den

D> (Ei, X)g(ALY,E) = g(AY,AX) = (ALY, AuX), (3.2.49)
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bulunur. Benzer olarak
D2(E;,Y)g(AuX, E;) = g(AuX,AuY) = g(AuX ALY, (3.2.50)
elde edilir. (3.2.47), (3.2.48), (3.2.49) ve (3.2.50) ifadeleri (3.2.46) ta yerine yazilirsa
Ric”(X,Y) = Ric”(Y,X) = E1(X,AZY) — E1(Y,A:X)

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur. ]
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4. QUARTER SIMETRIK NON-METRIiK KONNEKSIiYONLU LIGHTLIKE
ALTMANIFOLDLAR

4.1 Semi-Riemannian Carpim manifoldunun r-lightlike altmanifoldlar:

Tamm 4.1.1. (M ,&,F) semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M nin r-lightlike alt-
manifoldu olsun. Eger agagidaki li¢ durum saglaniyorsa M ye M semi-Riemannian carpim
manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmanifoldu denir:

(i) Ly = FRadTM C s(TM),

(ii) Ly = FltrTM C s(TM),

(iii) L3 = Fs(TM*') C s(TM).

Bu durumda
S(TM) = {L] EBLz}J_Lg,J_L() 4.1.1)

dir. Buradan asagidaki ayrisimlar1 elde ederiz:

TM = {Li®Ly}1L31LyLRadTM, (4.1.2)
TM = {Li®Ly}1L31Lyl{RadTM & ItrTM}. (4.1.3)
Bu tanima gore
L=Ly1LylRadTM (4.1.4)
ve
L' =L,11; (4.1.5)
alinirsa
TM=LoL (4.1.6)

elde edilir. Burada L, F —invaryant ve L anti-invaryant distriblisyondur .

Coisotropic altmanifoldda ise s(TM*) = {0} oldugundan

s(TM) = {L &L} L Ly, 4.1.7)

82



T™ = {L,®L,}1LylRadTM, (4.1.8)
TM = {Li®L,}1LyL{RadTM&®ItrTM}, (4.1.9)
TM =L&L,, (4.1.10)

ayrisimlarin elde ederiz.

Onerme 4.1.1. (1\71 ,&,F) semi-Riemannian ¢arpim manifoldu ve M, M semi-Riemannian
carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike (veya coisotropic) altmanifoldu olsun. O

zaman Lg distribiisyonu F semi-Riemannian ¢arpum yapisina gore invaryanttir.
Ispat. N e T(ltrTM), & € T(RadTM), u € T(s(TM*)) ve X € T'(Ly) igin
8(FX,N) =g(X,FN) =0,

8(FX,§) =g(X,Fg) =0,

g(FX,u)=g(X,Fu) =0,
oldugundan FX de sirastyla RadTM, ltrTM ve s(T M) bileseni yoktur.

g(FX,FN) =g(X,N) =0,
8(FX,F§) =g(X,§) =0,

g(FX,Fu)=g(X,u) =0,

oldugundan FX de L, L, ve L3 distribiisyonlarina ait bileseni yoktur. O halde Ly, F ye

gore invaryanttir. [

Ornek 4.1.1. M = Rg X R? semi-Riemann ¢arpim manifoldu, g = n*g; + 6*g> de metrik
tensor olsun. g1 ve g burada, sirasiyla, Rg ve R? tizerinde standart metrik tensorler; 7, ve

O, strastyla FR; ve FR? lizerinde projeksiyon olsunlar. M altmanifoldu
x| =t +h+ 26+ 2+ (1+2V2)15 — 36,

Xy =2t1 +2t+t3+ (2— \/5)1‘5 +(2— \/§)t6,

x3=t3+t1+ 3\/§l‘5 — 61g,
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x4 =11+ +283+ V2t + 15+ 16,
= 211 42ty + 13+ 14 + 285 — /2,
x6 = V211 — 2ty — /213 — 3ta,

X7 = —\/§t3 — 14,
xg = 21 —2t2—t3—2\/§t4,

ile verilsin, burada ¢; ler reel parametrelerdir.

Bu durumda TM = Sp{U,,U,,Us,U4,Us,Us } elde edilir, burada

U = a%+2%+%+28%+f28%+2a%,

U, = %+2%+%+Q%_ﬁ%_2%’

U; = 2a%+a%+ai+zaa +ais \/58%6 ﬁai aixs,
Uy = 28a axﬁf ais 33%6_%_2‘58%’

Us = (1+2\/_)—+(2 \/_)—+3\/_—+i+2i

ox1 ox3 Jdxq4  Oxs
,2 a 5 d
Ug = =35 +(2- ‘f)ax2 35 o Vi

olarak verilir. Bu durumda kolayca goriiliir ki U; bir dejenere vektordiir. & = U olarak

alimirsa RadTM = Sp{&} ve s(TM) = Sp{U,,Us,Us4,Us,Us} dir. Bu durumda

d
ItrTM = Sp{N =2-—

d 0
i a)C3+\/_ +3— 7+2\/_ I3

a)C5 a a

veE

J J J J 0 0
1y —
S(TM ) B Sp{u N 23)61 + aXQ + aX3 +28X4 + aX5 + \/_8x6 * \/_8x7 + ox g}

olarak elde edilir. Bu yiizden M, M nin bir 1— lightlike altmanifoldudur.
Ustelik
FE=U, eT(s(TM)), FN =Uy € T(s(TM)),

Fu=U; €I'(s(TM)), FUs = Us, FUgs = Us,
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oldugundan
Lo =Sp{Us,Us}, Ly = Sp{U,},
Ly = Sp{Us}, L3 = Sp{Us},
olarak yazilir. Bu durumda M, M nin bir semi-invaryant lightlike altmanifoldudur.
Ornek 4.1.2. M = R de metrik (—,—,+,+,+) isaretli F carpim yapist ise
F(x1,x2,x3,X4,X5) = (X2,X1,X4,X3,X5)

olsun. M altmanifoldu

X1 = 2t +t+1t3—arcsinty
Xy = 142+ 2t3+arcsinty
X3 = —t+1t3+2arcsinty
X4 = -1
1 .
x5 = 201 4+2t0+ 23— Earcsmm

ile verilsin, burada #; ler reel parametrelerdir. Boylece

£=1(2,1,0,—1,2),
FE=(1,2,—1,0,2),
=(1,2,1,0,2),

1

MZ_( 1,1,2,0 _5)
2)

Y

N:(2717O7 )

Y

olarak bulunur ve RadTM = Sp{&} dir. Bu durumda M, 4— boyutlu bir coisotropik alt-
manifolddur. Ustelik s(TM) = Sp{F&,uy,u>} ve lightlike transversal demet [trTM =
Sp{N} dir. Eger Ly = Sp{uz}, L = Sp{FE}, Ly = Sp{u;} denilirse M, M semi-

Riemannian ¢arpim manifoldunun semi-invaryant coisotropik altmanifoldudur.

M, (1\2 ,&) semi-Riemannian ¢arpim manifoldunun bir semi-invaryant lightlike alt-

manifoldu olsun. Bu durumda X € I'(TM) i¢in

FX = fX +wX, 4.1.11)
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olarak yazilabilir, burada fX ve wX, sirasiyla, FX in teget ve transversal kisimlaridir.

Benzer sekilde V € T'(tr(TM)) icin
FV =BV +CV (4.1.12)

seklinde yazabiliriz, burada BV ve CV sirasiyla FV nin teget ve transversal kisimlaridir.
Semi-invaryant tanimina gore FtrTM C s(TM) oldugu i¢in C = 0 dur.
F, M iizerinde paralel oldugundan X,Y € I'(TM) i¢in

VxFY = VyfY+VgwY

= VxfY+h(X,fY)—AwX + ViwY (4.1.13)
ve

FVxY = FVxY+Fh(X,Y)

= fVxY+wVxY +Bh(X,Y) (4.1.14)
bulunur. (4.1.13) ve (4.1.14) teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa

(Vxf)Y = AwX+Bh(X,Y), (4.1.15)

wVxY = ViwY+h(X,fY) (4.1.16)
elde edilir.

Teorem 4.1.1. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T'(L) ve Y € F(L’) icin asagidakiler esdegerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) AEX ve AwX de Ly ve L3 bileseni yoktur.

(iii) ApyX te Ly ve L3 bileseni yoktur.

Ispat. M nin mixed geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart N € ['(IltrTM), W €
I(s(TM1)), X eT(L) veY e T(L) igin g(h(X,Y),&) =0 ve g(h(X,Y),W) = 0 olmasidr.

g(h(X,Y),&) = g(VxY,E) = —g(¥,VxE) = —g(¥, VxE) = g(¥,A{X)
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ve

S(A(X,Y), W) = g(VxY, W) = —g(¥, VxW) = g(Y, AwX)
elde edilir ve (i) < (ii) ispatlnmis olur. Benzer sekilde
g(h(X,Y),8) = g(VxFY,F§) = —g(Ary X, FG)

ve
g(h(X,Y),W) = g(VxFY,FW) = —g(ApyX,FW)
bulunacagindan (i) < (iii) elde edilir ve ispat tamamlanur. O

Eger M coisotropic altmanifold ise asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.1.2. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant coisotropik
altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T'(L) ve Y € I'(L,) i¢in asagidakile esdegerdir.

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) AEX de Ly bileseni yoktur.

(iii) h*(X,FE) =0.

Teorem 4.1.3. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € T'(L) icin asagidakiler esdegerdir:

(i) M, L— geodeziktir.

(i) AZX € T(L1LL3) ve g(Y,AwX) = g(Y,D'(X,W)).

(iii) VxFY de L, ve L3 bileseni yoktur.

Ispat. N € T(IitrTM), W € T(s(TM™')) ve X,Y € T'(L) i¢in M nin L— geodezik olmas1
icin gerek ve yeter sart g(h(X,Y),&) =0 ve g(h(X,Y),W) = 0 olmasidir. Buna gore

g(h(X,Y),8) = g(VxY,&) = —g(¥,Vx&) = g(¥,A{X) (4.1.17)
ve

g(h(X,Y),W) =g(Vx¥,W) = —g(Y,VxW) = g(Y,AyX —D'(X,W))  (4.1.18)
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elde edilir (i) < (ii) ispatlanmus olur. Benzer olarak
g(h(X,Y),€) = g(VxY,&) = —g(VxFY,F&) = —g(VxFY,FE)) (4.1.19)
ve
g(h(X,Y),W) = g(VxY,W) = —g(VxFY,FW) = —g(VxFY,FW))  (4.1.20)

olarak bulunacagindan (i) < (iii) elde edilir
[

Teorem 4.1.4. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant coisotropic
altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € T'(L) icin asagidakile esdegerdir:

(i) M, L— geodeziktir.

(ii) AEX, bir I'(Ly) degerli operatirdiir.

(iii) Vi FE e T'(Ly).

Teorem 4.1.5. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y € F(L/) icin asagidakiler esdegerdir:

i) M, L'— geodeziktir.

(ii) Aw X ve AEX te Ly ve L3 bileseni yoktur.

(iii) ApyX te Ly ve L3 bileseni yoktur.

Ispat. N c T(ltrTM), W € T(s(TM™)) ve X,Y € T'(L) igin
g(h(X,Y),E) = g(VxY,&) = —g(¥,Vx&) = g(¥,A{X), (4.1.21)
ve
g(h(X,Y),W) = g(Vx¥,W) = —g(¥,VxW) = g(¥,AwX) (4.1.22)

elde edileceginden (i) < (ii) elde edilmis olur. Ayrica

g(h(X.Y),E) = g(VxY,E) = g(VxFY,FE) = —g(Apy X, FE) (4.1.23)

ve
g(h(X,Y),W) = g(VxY,W) = g(VxFY,FW) = —g(ApyX,FW) (4.1.24)
olarak bulunur. (4.1.23) ve (4.1.24) den (i) <> (iii) elde edildi. m
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Benzer sekilde M nin coisotropic altmanifold olmasi1 durumunda asagidaki teoreme

sahip oluruz.

Teorem 4.1.6. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant coisotropik
altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € T'(Ly) icin asagidakiler esdegerdir:

(i) M, L,— geodeziktir.

(ii) AEX te Ly bilegeni yoktur.

(iii) Apy X te Ly bileseni yoktur.

(iv) h*(X,F&) =0.

Ispat. X,Y € I'(L,) ve & € T'(RadTM) igin
g(h(X,),8) = g(Vx¥,E) = (¥, VxE) = g(Y,A{X) (4.125)

esde edilir. Bu durumda g(4/(X,Y),E) = 0 olmas! icin gerek ve yeter sart AiX te Ly

bileseni olmamasidir. (i) < (ii) elde edilmis oldu.
g(H(X,Y),§) = g(VxV.§) = g(VxFY.FE) = —g(AryX FE) (4.1.26)
olarak bulunur. (4.1.26) den (i) < (iii) elde edildi. Bunun yanisira

g(h(X,Y),8) = g(VxY,&) = g(VxFY,FE) = —g(FY,VxF&) = —g(FY,h*(X,F&))

(4.1.27)

ifadesi bulunur ve (4.1.27) den ispat tamamlanir. O

Teorem 4.1.7. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) L paralel distribiisyondur.

(i) M, L— geodeziktir.

(iii) (Vxf)Y =0, X,Y € T(L)

Ispat. N c T(ltrTM), W € T'(s(TM*)) ve X,Y € T'(L) igin

g(VxY,FE) = g(VxY,F&)= —g(VxFY.E)= —g(h'(X,FY),E), (4.1.28)
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ve
g(VXY.FW) = g(Vx¥,FW) = —g(VxFY,W) = —g(l*(X,FY),W), (4.1.29)
bulunacagindan (4.1.28) ve (4.1.29) den (i) < (ii) elde edilmis olur. Bunun yanisira

h(X,FY) = VxFY—VxFY =FVyY —VxFY
= FVxY+Fh(X,Y)—VxFY
= fVXY—l—WVXY—I—Fh(X,Y) —VxfY

= (Vxf)Y +wVxY +Fh(X,Y) (4.1.30)
olarak bulunur. (4.1.30) teget ve transversal bilesenjerine ayrilirsa
(Vxf)Y = —Fh(X,Y)
bulunur ve (i) < (iii) elde edilir. O

Onerme 4.1.2. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda L distribiisyonunun M tizerinde paralel olmasi icin

gerek ve yeter sart Apy nin F(L/) degerli bir operator olmasidir. olmasidir.
Ispat. X e (TM),Y € (L) ve Z € T(Lo) icin

g(VxY,N) = g(VxY,N)=g(VxFY,FN)=—g(ApyX,FN), (4.131)

g(VxY,FN) = g(VxFY,N)=—g(ApyX,N), (4.1.32)
g(VxY,Z) = g(VxY,Z)=g(VxFY,FZ) = g(ApyX,FZ), (4.1.33)
elde edilir. (4.1.31), (4.1.32) ve (4.1.33) den istenen ifadeye ulasilir.. [l

Teorem 4.1.8. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda XY € T'(L) icin asagidakiler esdegerdir:

(i) L distribiisyonu integrallenebilirdir..

(i) W' (X,FY) = h!(Y,FX).

(iii) (Vx f)Y = (Vy f)X.
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Ispat. X,Y € T'(L) icin
g([X,Y],F&) = g(VxFY—VyFX.E)
= g(h'(X,FY)—h(Y,FX),E), (4.1.34)
bulunur ve (4.1.34) dan (i) < (ii) elde edilmis olur. Ayrica
K (X,FY) = h(Y,FX),
VxFY —VxFY = VyFX—VyFX,
FVyxY —VyxFY = FVyX —VyFX,
FVxY +Fh(X,Y)—VxFY = FVyX+Fh(Y,X)—VyFX,
(Vx )Y = (Vy )X = w(VxY —VyX)

= w(X,Y)) (4.1.35)
oldugundan (4.1.35) teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa (ii) < (iii) bulunur. [

Onerme 4.1.3. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda L distribiisyonunun integrallenebilir olmasi icin gerek
ve yeter sart

ArxY =AryX, X, Y € F(L/),

olmasudrr.
Ispat. X,Y e I'(L) i¢in

¢([X,Y],FN) = g(VxFY —VyFX,N), N € T(itrTM)

= g(ApxY —ApyX,N) (4.1.36)
bulunur. Benzer olarak

¢(X,Y),Z) = g(VxFY—VyFX,FZ),Z€T(L)

= g(ApxY —AryX,FZ) (4.1.37)

elde edilir. (4.1.36) ve (4.1.37) dan ispat tamamlanir. ]
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Teorem 4.1.9. M, M semi-Riemannian carptm manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. X € T'(TM) i¢cin M nin (4.1.6) ayisuymina gére lokal ¢carpim yapt
olmast icin gerek ve yeter sart

V=0

olmasidrr.

Ispat. M lokal carpim yapr ise L ve L', M de total geodeziktir. X € ['(TM) ve Y € T'(L)
icin VF =0 oldugundan
VxFY +h(X,FY) =FVxY + Fh(X,Y),

VxfY+h(X,fY)=fVxY +wVxY +Fh(X,Y),
bulunur. Bu esitlik teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
(Vxf)Y =Fh(X,Y), (4.1.38)

elde edilir.

Eger M nin lokal product oldugu kabul edilirse fVxY € I'(L) oldugundan (4.1.38)
den (Vx f)Y = 0 elde edilmis olur.

X eI(TM) ve Z € T(L) i¢in fZ = 0 oldugundan (Vy f)Z = 0 elde edilmis olur.

Aksine

VF=0

olsun. Budurumda X € I'(TM) ve Y € I'(L) i¢in Vx fY = fVxY oldugundan VxY € I'(L)
dir. X € (TM) ve Z € T(L) igin ise VxfZ = fVxZ oldugundan fVxZ = 0 dir ve

VxZ € T(L') elde edilir. boylece ispat tamamlanr. O

4.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu Semi-Riemannian Carpim

manifoldunun r-lightlike altmanifoldlar:

M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmani-

foldu ve V Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eger D koneksiyonunu

DxY = VxY +(Y)FX 4.2.1)
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gibi tamimlanirsa

(Dxg)(Y,Z) = Xg(¥,Z)—g(DxY,Z)—g(Y,DxZ)
= Xg(V,Z)—g(VxY +n(Y)FX,Z) — g(Y,VxZ+n(Z)FX)
= —n(Y)g(FX,Z)—n(Z)g(FX.Y) (4.2.2)

T(X,Y)=n(Y)FX —n(X)FY (4.2.3)

olarak elde edileceginden D quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

Buna gore D icin Gauss denklemi
DxY =DxY +h(X,Y), X,Y € [(TM) (4.2.4)
dir ve VxY = VyY + h(X,Y) oldugundan
DxY +h(X,Y) = VxY +h(X,Y)+n(Y)fX +n(Y)wX (4.2.5)
olarak elde edilir. O halde (4.2.5) den ise

DxY =VxY +7(Y)fX, (4.2.6)

h(X,Y)=h(X,Y)+n(Y)wX, 4.2.7)
sonucuna ulagilir. Ayrica Weingarten denklemleri X,Y € T'(TM) i¢in
DxN = —AyX + V4N +D*(X,N), N € T(itrTM), (4.2.8)
ve
DxW = —AyX + VW + D' (X, W), W € T(s(TM")) (4.2.9)
olur. Ayrica (4.2.1) den

DxN = VxN +n(N)FX = —AyX + ViN - 1(N)fX +(N)wX
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ve
DxW = VxW +(W)FX = —AwX + VAW + (W) fX + n(W)wX
oldugundan son iki denklem ile (4.2.8) ve (4.2.9) den
—ANX + %(N = —ANX + VAN +D*(X,N) +n(N)fX +n(N)wX (4.2.10)
ve
—AwX + %&W = —AwX +VxW + D' (X, W) +n(W)fX +n(W)wX, (4.2.11)

seklinde elde edilir. Buradan

AnX = AnX —T(N) fX, (4.2.12)
VLN = VAN +1(N)wX, (4.2.13)
D*(X,N)=D*(X,N)+m(N)w,X, (4.2.14)

veE
AwX = AwX — (W) fX, (4.2.15)
VAW = VW + (W)X, (4.2.16)
D'(X,W)=D'X,W)+n(W)wX, (4.2.17)

elde edilir. Burada w; ve wy, sirasiyla, ItrTM ve s(T M) iizerinde projeksiyonlardur.

M iizerine D den indirgenen D konneksiyonu i¢in
DxPY = DxPY —{—Z*(X,PY), X,Y eI(TM) (4.2.18)

ifadesine sahip oluruz, burada D% PY € T'(s(TM)) ve h*(X,PY) € T'(RadTM) dir. (4.2.6)
dan

DxPY = VxPY +7(PY)fX = ViPY + h*(X,PY) +(PY)fX (4.2.19)

elde edilir. Bu durumda (4.2.18) ve (4.2.19) dan

D§PY +h*(X,PY) = ViPY +h*(X,PY) +1(PY){PfX + Zr‘,n,-(fx)éi}, (4.2.20)
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elde edilir, burada i € {1,...,r} ve {§1,...,&}, RadTM nin bazidur.

g(fX,N) dir. (4.2.20) ifadesi teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa

D4 PY = ViPY +1(PY)PfX,

h*(X,PY)=h"(X,PY)+mn(PY) ini(fX)ii,
elde edilir. Ayrica X € I'(TM) ve § € I'(RadTM) igin
Dx& = —A{X + VY
olarak yazilir. (4.2.6) dan
Dx€=VxE+n(8)fX = —A;X + V¥ +n(§) X
oldugundan (4.2.23) den
—Kgx +VEE= —AIX + VYE+m(E){PfX + ini(fx)g}
bulunur. (4.2.25) den
AEX = A;X —T(E)PSX,

r

VEE=VEE+T(E) Y ni(fX)E,

1

elde edilir.
(4.2.6) dan

(Dxg)(Y,Z) = Xg(¥,Z)—g(DxY,Z)—g(Y,DxZ)

= Xg(v,Z) —g(VxY +n(Y)fX,Z) — g(Y,VxZ+n(Z) fX)

- (VXg)(Y7Z) _R(Y)g(fX7Z) _TC<Z)g(fX7Y)

Ayrica m;(X) =

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)

(4.2.25)

(4.2.26)

(4.2.27)

= g(h(X,Y).2)+g(h(X,2).Y) —n(Y)g(fX.Z) ~m(Z)g(/X.Y),

olur ve D konneksiyonuna gore TP torsiyon tensorii

TP(X,Y) = DxY —DyX — [X,Y] = n(Y) fX — n(X)fY
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oldugundan indirgenmis D konneksiyonu da quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

(4.2.7) ve (4.2.27) den

g(h' (X, PY).&) = g(h'(X,PY),&)+n(Y)g(wX,E)

— (A PY) +1(Y)g(wiX,©)

= (AZX,PY) +7(§)g(PfX,PY) +(Y)g(wiX,§),

(4.2.30)
ve (4.2.22) den
g(h*(X,PY),N) = g(h*(X,PY),N)+n(PY)M(fX)
= g(ANX,PY)+n(PY)M(fX)

— g(ANX,PY)+7(N)g(fX,PY)+n(PY)M(fX), (4.2.31)
bulunur. (4.2.12) ve (4.2.26) den
2(AiPX,PY) = g(A{PX,PY)—n(§)g(PfX,PY)
= g(AzPY,PX) —n(E)g(PfX,PY),
ve
2(APY,PX) = g(A;PY,PX)—n(§)g(PfY,PX),
bulunacagindan bu son iki esitlikten
2(A;PX,PY) — g(APY,PX) = m(&)g(PfY,PX) —m(§)g(PfX,PY),  (42.32)
elde edilir. Ayrica (4.2.26) dan
AfE = —m(§)fE, (4.2.33)
bulunur.

Lemma 4.2.1. M, M semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmani-

foldu olsun. Bu durumda X € T(L) ve Y € T(L') icin
QR (X,),8) = g(ALX,¥) = g(ALX.Y) + RE)G(PFX, V), & € T(RadTM), (4234)

dir.
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ispat. X e T(L) ve Y € (L) igin (4.2.7) dan A!(X,Y) = B/ (X,Y) + (Y )wX = h'(X,Y)
oldugundan (4.2.26) den

g(ZZ(X7Y)’&) = g(hl(X,Y),g) = g(AE,Y) = g(gg’Y) —l—TC(&)g(PfX,Y),
elde edilir. O
Yukaridaki Lemma ve Teorem(4.1.1) den asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.2.1. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. X € T(L) ve Y € T(L') icin asagidakiler esdegerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(it) M quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore mixed geodeziktir.

(iii) AEX ve AwX te Ly ve L3 bileseni yoktur.

(iv) AryX te Ly ve L3 bileseni yoktur.

Teorem 4.2.2. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. XY € T'(L) icin Asagidakiler esdegerdir:

(i) M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore L— geodeziktir.

(i) AzX € T(L1LLs) ve g(Y,AwX) = g(¥,D'(X,W)).

(iii) VxFY de Ly ve L3 bileseni yoktur.

(iv) M, L— geodeziktir.

Ispat. X,Y € T'(L) igin
h(X,Y)=h(X,Y)

elde edileceginden Teorem(4.1.3) den ispat tamamlanir. [

Teorem 4.2.3. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. XY € F(L/) icin M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona

gore L'— geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
ApyX = —TC(Y)X

olmasidrr.
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ispat. X,Y e I(L') ve W € [(s(TM™)) igin

g(h(X,Y),W) = g(DxY,W)=g(Vx¥+n(Y)FX,W)
= g(VxFY,FW)—n(Y)g(X,FW)
= —g(ApyX,FW) —n(Y)g(X,FW)

= —g(AF)/X +TC(Y)X,FW),

g(h(X,Y).&) = g(DxV.§)=g(VxY +n(Y)FX,E)
= g(VxFY,F&) —n(Y)g(X,F§)
= —g(ApyX,F&) —m(Y)g(X,F¢)
= —g(AryX +7(Y)X,FE),
elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.2.4. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna
gore paralel olmast icin gerek ve yeter sart L distribiisyonunun V konneksiyonuna gore

paralel olmasidrr.
Ispat. X,Y € T'(L) igin

h(X,FY) = h(X,FY)+n(FY)wX
= h(X,FY)
oldugundan teorem(4.1.7) den ispat tamamlanr. [l

Bu durumda teorem(4.1.7) den asagidaki sonug verilir.

Sonuc 4.2.1. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike alt-
manifoldu olsun. Bu durumda agagidakiler denktir;

(i) L distribiisyonu quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna gore paraleldir.
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(ii) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore paraleldir.
(iii) n(X,FY) =0, X,Y € T'(L).

(iv) h(X,FY) =0, X,Y € T(L).

) (Vxf)Y =0, X,Y €T'(L).

Teorem 4.2.5. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. X,Y € F(L/) icin L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik
konneksiyonuna gore paralel olmast icin gerek ve yeter sart ngX in F(LI) degerli bir

vektor alani olmasudrr.
Ispat. X,Y e (L) i¢in fX = 0 dir. ApyX = ApyX —n(FY)fX oldugu i¢in
ApyX = ApyX
elde edilir. 6nerme(4.1.2) den ispat tamamlanir. [l

Teorem 4.2.6. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore

integrallenebilr olmast icin gerek ve yeter sart

h(X,FY)=h(Y,FX), X,Y € T(L),
olmasidrr.

Ispat. X,Y € I'(L) i¢in wX = 0 oldugu icin 2(X,Y) = h(X,Y) elde edilir. teorem(4.1.8)

den ispat tamamlanr. O
Bu durumda teorem(4.1.8) den asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.2.7. M, M semi-Riemannian carpum manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. Asagidakiler esdegerdir:

(i) L distribiisyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.
(ii) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.

(iii) h(X,FY) = h(Y,FX), X,Y € [(L).

(iv) h(X,FY)=h(Y,FX), X,Y €T'(L).

(%) (Vxf)Y = (Vyf)X, X,Y € T(L).
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Onerme 4.2.1. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore

integrallenebilr olmast icin gerek ve yeter sart
AryX =ApxY, X,Y €I(L),

olmasidrr.

Ispat. XY € T'(L) icin fX = 0 oldugunu biliyoruz. Bu yiizden ApyX = ApyX elde

edileceginden 6nerme(4.1.3) den ispat tamamlanr. [l
O halde 6nerme(4.1.3) den asagidaki sonug verilir.

Sonuc 4.2.2. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike alt-
manifoldu olsun. Asagidakiler esdegerdir:

()L distriblisyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.
(ii) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.

(iii) ApyX = ApxY, X,Y € T(L).

(iv) ApyX = ApxY, X,Y € T(L).

Teorem 4.2.8. M, M semi-Riemannian carpim manifoldunun semi-invaryant r-lightlike
altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore lokal carpim
yaprya sahip olmast icin gerek ve yeter sart

(i) (Dxf)Y =n(fY)fX —n(Y)X, X €I'(TM)veY €I'(L),

(ii) (Dxf)Z =0, X e (TM) ve Z € T(L),

olmasidur.

ispat. VF =0 oldugundan X € I'(TM) ve Y € T'(L) i¢in

DxFY —m(FY)FX = FDyX —mn(Y)X,
DxFY +h(X,FY)—T(FY)fX —(FY)wX = fDxY +wDxY +Fh(X,Y)—n(Y)X,
DxfY +h(X,fY)—n(FY)fX —n(FY)wX = fDxY+wDxY +Fh(X,Y)—n(Y)X,

(4.2.35)
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elde edilir.
Kabul edelim ki M lokal carpim yapiya sahip olsun. Bu durmda L, M de total

geodeziktir. O zaman (4.2.35), L ye gore bilesenlerine ayrilirsa
(Dx )Y =n(fY)fX —n(Y)X

elde edilir.

Tersini kabul edelim yani (i) ve (ii) saglansin. Bu durumda (Dxf)Y € I'(L),
olacagindan Dy fY € T'(L) bulunur ve L, M de total geodeziktir.

X e T(TM) ve Z € T(L) olsun. Bu durumda (Dx f)Z = Dx fZ — fDxZ ve fZ =
0 oldugundan L' niin M de total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart (Dxf)Z =0

olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

101



5. QUARTER SIMETRIK NON-METRIK KONNEKSIYONLU BELIRSIiZ
KAEHLER MANIFOLDLARIN LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde belirsiz Kaehler manifoldlarin lightlike altmanifoldlar1 quarter-simetrik
non-metrik konneksiyona gore incelenecektir. Belirsiz Kaehler manifoldlarda lightlike
altmanifoldlar K. L. Duggal ve B. Sahin tarafindan agagidaki sekilde siniflandirilmistir ve
[8], [9], [10],[11] deki makalelerinde ¢alisilmistir.

(M ,8,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M nin lightlike altmanifoldu olsun.
(i) Eger JRadTM = RadTM ve Js(TM) = s(TM) ise M ye M nin invaryant lightlike alt-
manifold denir.
(i) Eger JRadTM = RadTM ve Js(TM) C s(TM™) ise M ye M nin screen reel altmani-
fold denir.
(iii) Eger JRadTM C s(TM™) ise M ye M nin screen transversal lightlike altmanifold
denir.
(iv) Eger asagidaki iki sart saglaniyorsa M ye M nin screen Cauchy-Riemann lightlike
(SCR) altmanifoldu denir.
(A) s(TM) =LLL*, LNL* = {0}
JL=L,JL+ Cs(TM")
(B) RadTM, J ye gore invaryanttir.
(iv) Eger asagidaki iki sart saglaniyorsa M ye M nin Cauchy-Riemann lightlike (CR) alt-
manifoldu denir.
(A) RadTM NJRadTM = {0},
(B) s(TM) = (JRadTM & L) L Ly,
JLo = Lo ve JL = Ly 1Ly, burada Ly C s(TM") ve Ly = ltrTM dir. s(TM~*) = L LL;-
olsun.

(M,J,3) bir belirsiz Kaehler manifold ve M de M nin bir CR-altmanifoldu olsun.
Eger L = 0 ise M ye M nin bir screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmanifoldu
denir.

Bu boliimde semi-invaryant lightlike altmanifoldlarin geometrisini inceleyecegiz.
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5.1 Belirsiz Kaehler manifoldlarin screen-transversal anti-holomorfik Lightlike

altmanifoldlari

Tanim 5.1.1. (M ,&,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M nin lightlike altmanifoldu ol-

sun. Eger asagidakiler saglaniyorsa M ye M Kaehler manifoldunun screen-transversal

anti-holomorfik lightlike altmanifoldu denir;
(i) Ly = JRadTM C s(TM),

(ii) Ly = JItrTM C s(TM),

(iii) L3 = J(s(TM™*)) C s(TM).

Bu durumda M nin ekran demeti
S(TM) = L3J_{L1 @LQ}J_L()
olarak ifade edilebilir. Buradan asagidaki ayrisimlari elde ederiz:

TM = L3l{L &Ly} 1Ly RadTM,

TM = L3l{Li &Ly} 1Ly Ls(TM")L{RadTM & ItrTM},

Eger
L=1L 1Ly RadTM ve L =1IL,11L;
denilirse
TM=L&L,
elde edilir.

(5.1.1)

(5.1.2)
(5.1.3)

(5.14)

(5.1.5)

Onerme 5.1.1. (1\71,§,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M Kaehler manifoldunun

screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmanifoldu olsun. O zaman Ly dis-

tribiisyonu J kompleks yapirya gore invaryant distribiisyondur.
Ispat. X € I'(Ly) igin
g(JX7N) = _g(X7JN>

Y

~0
g(']Xv(tv) = _g(X’J&) =0,

g(JUX,u)=—g(X,Ju)=0,
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oldugundan JX de sirastyla RadTM, ItrTM ve s(TM™") bileseni yoktur.

g(JX,JN) =g(X,N) =0,
g(JX7‘]E.») :g(X,&) =0,

g(JX,Ju) = g(X,u) =0,

oldugundan FX de L;, L, ve L3 distribiisyonlarina ait bileseni yoktur. O halde Ly, J ye

gdre invaryanttir. []

Burada L ve L distribiisyonlar1 J ye gore, sirasiyla, invaryant ve anti invaryant dis-

tribiisyonlardir.

Ornek 5.1.1. M = Rﬁ de metrik (—,—,+,4+,—,—,+,+) isaretli J kompleks yapi
asagidaki gibi olsun.

J(x1,%2,X3,%4,X5,X6,X7,X8) = (—X2,X1,—X4,X3, —Xg, X5, —X8,X7),
M altmanifoldu

x1 = —V 2t 4+ V214 +V2ts — /21,

x2 = V211 — V213 — V2t + V215 4+ 3V 26,
X3 =10 —n+13—15—1¢,

X4 =H+1 —1t3+14+1,

x5 = —V2t + V214 — V25 — 3V 21,

x6 = V211 + V213 + V214 4+ V215 — /21,
X7 = —1] — by + 13 + 314 — 2t5 — 51,

xXg =1 — Iy +13+ 24 + 315 — Ig,
ile verilsin, burada ¢; ler reel parametrelerdir. Bu durumda
TM = Sp{Uy,U,U3,U4,Us, Us, u7,us }

elde edilir, burada

U] = (07\/57171707\/57_171)7
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Uy = (—V2,0,—1,1,—v/2,0,—1,-1),
Us = (0,—v2,1,—1,0,v/2,1,1),
Us = (V2,-v2,0,1,v/2,7/2,3,2),
Us = (vV2,v2,-1,0,—v2,7/2,-2,3),
Us = (—V2,3V2,—1,1,-3v2,-v2,-5,-1),

dir. Bu durumda kolayca goriiliir ki U; bir dejenere vektordiir. & = U; olarak alinirsa

RadTM = Sp{&} ve s(TM) = Sp{U,,U3,Us4,Us,Us } dir. Bu durumda
ItrTM = Sp{N = (—v/2,0,—1,—1,v/2,0,1,—1)}

veE

s(TM*) = Sp{u= (3v2,v2,1,1,—v2,3v2,—1,5)}

olarak elde edilir. Bu yiizden M, 6— boyutlu 1— lightlike altmanifolddur. Ustelik
JE=U, eT(s(TM)), IN=U; € T(s(TM)),

Ju=Us € T(s(TM)), JUs = Us,

oldugundan Ly = Sp{u4,us}, Ly = Sp{JE}, Ly = Sp{JN}, L3 = Sp{Ju} olarak yazilir. Bu

durumda M, M Kaehler manifoldunun bir semi-invaryant 1— lightlike altmanifoldudur.

Simdi M, M belirsiz Kaehler manifoldunun bir semi-invaryant lightlike altmanifoldu

olsun. Her X € I'(TM) i¢in
JX = fX+wX = fX+wX+wX, (5.1.6)

ifadesi yazilabilir. Burada fX ve wX sirasiyla F'X in teget ve normal kismudir. w; ve

wy ise de sirastyla ItrTM ve s(TM™) iizerinde projeksiyonlardir. V € I'(tr(TM)) igin
JV =BV, (5.1.7)

yazilir, burada JV tegettedir ve JV nin normali sifirdir.
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J, M iizerinde paralel oldugundan (5.1.6) ve (5.1.7) den X, Y € I'(TM) i¢in
VxJY = JVyY,
VxJY +h(X,JY) = fVxY+wVxY +Bh(X,Y), (5.1.8)
elde edilir. (5.1.8) esitligi teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa
VxJY = fVxY +Bh(X,Y), (5.1.9)

ve
h(X,JY)=wVxY, (5.1.10)
ifadelerine sahibiz. Benzer olarak J paralel oldugundan (5.1.6) ve (5.1.7) den X,Y €
['(TM) igin
VxJY = VxfY+VywY +VywY
= VxfY +h (X, fY)+h (X, fY) = AyyX + Viw¥ + D (X, w;Y)

—Ayy X + ViwY + D' (X, wY), (5.1.11)
ve

JVXY = JVxY+Jh(X,Y)

= fVXY—|—W1VXY—|—WSVXY—|—B/’Z(X,Y), (5.1.12)

bulunur. (5.1.11) ve (5.1.12) teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa

(Vxf)Y = AuyX+A,yX+Bh(X,Y) (5.1.13)
D’(X,wiY) = —ViwY +w,VxY -k (X, fY) (5.1.14)
D'(X,wY) = —Vhw Y +wVxY —h'(X,fY) (5.1.15)

elde edilir.

Lemma 5.1.1. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T(L), Y € (L) ve W € T'(trTM) icin

ifadesine sahip oluruz.
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ispat. X e (L), Y e (L") ve W € T(trTM) igin
g(h(X.Y),W) = g(Vx¥,W) = —g(¥,VxW) = g(V.AwX)
oldugundan ispat tamamlanuir. ]

Teorem 5.1.1. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T(L), Y € T(L') ve W € ['(s(TM™")) i¢in

M nin mixed geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
AEX S F(L()J_Lz)

ve

AwX € T(LoLLy LRadTM),

olmasidrr.

Ispat. X e (L), Y e (L) ve W € I'(s(TM")) i¢in M nin mixed geodezik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart g(h(X,Y),&) =0 ve g(h(X,Y),W) = 0 olmasidir.

g(h(X,Y),&) = g(h'(X,Y),E) = g(VxV,E) = —g(¥,VxE) = —g(¥, VxE) = g(¥,A;X)

ve Lemma 5.1.1 den

g(h(X,Y),W) :g(AWX7Y)7

oldugundan (5.1.4) den ispat tamamlanr. [l

Teorem 5.1.2. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda XY € T(L), ve W € T'(s(TM™")) icin M nin L—

geodezik olmast icin gerek ve yeter sart
V;}J& c F(L]J_Lg,) ve

g(AwX,Y) :g(Dl(X,W),Y)

olmasudr.
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Ispat. X,Y €T'(L) ve W € T'(s(TM™)) i¢in M nin L— geodezik olmas1 igin gerek ve yeter
sart g(h(X,Y),&) =0 ve g(h(X,Y),W) = 0 olmasidir.
s(HX.Y).W) = g(Vx¥. W) = —g(¥.VxW)
= —g(¥,—AwX + VW +D'(X,W))
= g(Y,AyX) —g(D'(X,W),Y), (5.1.16)

veE

s(W(X.Y).§) = g(VxV.§)=—g(¥.VxE) = —g(JY.VxJE)
= —g(JY,VYJE+h"(X,JE))
= —g(JY,VyJ§), (5.1.17)
bulunur. (5.1.17) ten 4/ (X,Y) = 0 olmas1 i¢in
8(JY,VxJ§) =0,
olmalidir. Buradan g(JY,V}JE) = 0 ise V}JE de Ly ve Lo bileseni yoktur. O halde
(5.1.16) ve (5.1.17) ten ispat elde edilmis olur. [l

Teorem 5.1.3. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler denktir;

(i) AwX ve AEX in Ly ve L3 bileseni yoktur.

(i) M, L' — geodeziktir:

(iii) Ajy X in L bileseni yoktur.
Ispat. X,Y e (L) ve W € ['(s(TM*')) igin,
g(h(X,Y),6) = g(VxYE)=—g(¥,VxE)
= —g(Y,—AIX+V5'E) = g(Y,ALX). (5.1.18)

elde edilir. O halde (5.1.18) den g(h(X,Y),&) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart AgX te

L ve L3 bileseni olmamasidir.

g(h(X,Y),W) = g(hs(X,Y),W) :g(ngaw) = _g(Y7%XW)

= —g(Y,—AyX +V5W +D'(X,W)) = g(Y,AwX) (5.1.19)
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dir. Bu durumda (5.1.19) den g(h(X,Y),W) = 0 olmast i¢cin gerek ve yeter sart Ay X te

L; ve L3 bileseni olmamasidir. Boylece (i) < (ii) elde edilmis olur.

g(h(X,Y),W) = g(hs(X,Y),W) = g(%XY,W) :g(%XJYrIW) = _g(AJYX;JW);

(5.1.20)

s(h(X.Y).8) = g(h(X,¥),§) = g(VxY.§) = g(VxJY.J&) = —g(ArrX JW),
(5.1.21)
olarak bulunur. (5.1.20) ve (5.1.21) den (ii) < (iii) elde edildi. O

Teorem 5.1.4. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) L paralel distribiisyondur.

(ii) h(X,JY) =0, X,Y € '(L).

(ii) (Vxf)Y =0, X, Y e T'(L).

Ispat. X,Y € T'(L) igin

g(VxY,JE) = g(VxY,JE) = —g(VxJY,E) = —g(h'(X,JY),E)  (5.1.22)

g(VxY,Ju) = g(VxV,Ju)=—g(VxJY,u) = —g(h*(X,JY),u)  (5.1.23)
elde edilir. Boylece (5.1.22) ve (5.1.23) den (i) < (ii) elde edilmis olur. Ayrica

h(X,JY) = VxJY —VxJY =JVxY —VxJY
= JVxY —I—J/’Z(X,Y) —VxJY
= VXY +wVxY +Jh(X,Y)—VxfY

= (Vx)Y +wVxY +Jh(X,Y), (5.1.24)
olarak bulunur. (5.1.24) teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
(Vxf)Y = Jn(X,Y)

bulunur ve (i) < (iii) elde edilir.
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Onerme 5.1.2. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € T(L') icin L' distribiisyonunun paralel

olmasi icin gerek ve yeter sart Ajy X in T(L/) degerli vektor alani olmasidrr.
Ispat. X,Y e T'(L) ve Z € T'(Lo) igin

g(VxY,N) = g(VxY,N)=g(VxJY,IN) = —g(AyyX,JIN), (5.1.25)

g(VxY,JN) = g(VxJY,N)=—g(AyX,N), (5.1.26)
2(VxY.Z) = g(Vx¥,Z)=g(VxJY,JZ) - g(A;yX,JZ), (5.1.27)
ifadeleri elde edilir. (5.2.18), (5.1.26) ve (5.1.27) dan ispat tamamlanr. L]

Teorem 5.1.5. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) L distribiisyonu integrallenebilirdir.

(ii) h(X,JY) =h(Y,JX), X,Y € T'(L).

@wi) (Vx )Y = (Vyf)X, X,Y € T(L).

Ispat. X,Y € T'(L) icin

g([X,Y],JE) = —g(VxJY —VyJX,E)
= g(h(Y,JX)—h(X,JY),E,)

= g(h'(Y,JX)—h(X,JY),E), (5.1.28)
veE

g(X,Y),Ju) = —g(VxJY —VyJX,u)
— g(h(Y,JX) —h(X,JY),u)

= g(h*(Y,JX)—h(X,JY),u), (5.1.29)

bulunur. Boylece (5.1.28) ve (5.1.29) den (i) < (ii) elde edildi. Simdi (ii) ve (iii)
arasindaki ilgkiyi bulalim.

h(X,JY) = h(Y,JX)
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VyJY —VxJY = VyJX —VyJX
IVxY =V fY = JVyX —VyfX
VXY +wVXY +Jh(X,Y)=VxfY = fVyX+wVyX +Jh(Y,X)— VyfX
—(Vx )Y +wVxY = —(Vyf)X++wVyX, (5.1.30)

elde edilir. (5.1.30) teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa (ii) < (iii) elde edilmis

olur. ]

Onerme 5.1.3. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y € F(LI) icin L distribiisyonunun integral-

lenebilir olmast icin gerek ve yeter sart
AixY =AX,
olmasidir.
Ispat. X,Y e (L), Z € T(Lo) ve N € [(ItrTM) igin
g([X,Y],JN) = —g(VxJY —VyJX,N)
= g(AjyX —AjxY,N), (5.1.31)

bulunur. Benzer olarak

g([X,Y],2) = —g(VxJY —VyJX,JZ)
= (A X+AixY,JZ) (5.1.32)
elde edilir. (5.1.31) ve (5.1.32) den ispat tamamlanir. L]

Teorem 5.1.6. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. X € T'(TM) icin M nin (5.1.5) ayrisimina gore lokal ¢arpim

manifoldu olmast icin gerek ve yeter sart V f = 0 olmasidir.

Ispat. M lokal carpim yapiya sahip ise L ve L', M de total geodeziktir. X € ['(TM) ve
Y € T'(L) igin VJ = 0 oldugundan

VxJY +h(X,JY) = JVxY +Jh(X,Y),

Vi fY +h(X,fY) = fVxY +wVxY +Jh(X,Y),
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bulunur. Bu esitlik teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa
(Vx )Y =Jh(X,Y) (5.1.33)

elde edilir. Bu durumda (5.1.33) den (Vx f)Y = 0 elde edilmis olur.

X eI(TM) ve Z € T(L) igin fZ = 0 oldugundan (Vy f)Z = 0 elde edilmis olur.

Aksine Vf = 0 olsun. Bu durumda X € I'(TM) ve Y € I'(L) i¢in Vx fY = fVxY
oldugundan VxY € T'(L) dir.

X e I(TM) ve Z € (L) igin ise VxfZ = fVxZ oldugundan fVxZ = 0 dir ve
VxZ e F(LI) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 5.1.7. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Radikal distribiisyonun integrallenebilir olmasi icin gerek
ve yeter sart

(i) 1*(§,JE ) = h*(§,J§) && €T(RadTM),

(ii) Ay & = Aga’, &,& €T (RadTM),

(i) h(E,JE) = h(E ,JE), &,E € T(RadTM),

olmasidrr.

ispat. & & € T'(RadTM) igin

2([8,E]IN) = g(Ve& —VyE,IN)

= —g(VeJE +VyJEN)

— —g(V§J§'+V§/J§,N)

= —g(h"(§,JE) +1"(§,JE),N), (5.134)
2([E,8],J8) = g(Ve& —VE&,J&)

= —g(VeJE + Vg &)

= —g(h(€,JE)+h(E,JE).E))
= —g(h'(&,J8) +1'(€,78).81), (5.1.35)
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elde edilir. Ayrica

g((&.€],Ju) = g(Ve& — V& Ju)
= —g(VeJE + Vgl u)
= —g(h(§,JE) +h(E ,JE),u)
= —g(h'(&,JE) +1'(E,JE),u), (5.1.36)

bulunur. Ustelik X € I'(Lp) igin

2([6,E].X) = g(Vek —VgEX)

= g(-APE+AE.X), (5.1.37)
oldugundan (5.1.34), (5.1.35), (5.1.36) ve (5.1.37) den ispat tamamlanir. [l

Teorem 5.1.8. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) Aé, M iizerinde sifirdir.

(it) Radikal distribiisyon M iizerinde V ya gore paraleldir.

(iii) h(X,JE) =0, h*(X,JE) = 0 ve VL JE de Ly bileseni yoktur.

Ispat. X,Y € T(TM), £,& € ['(RadTM), Z € T(Ly) igin Vx&§ = —A;X + ViE

€
oldugundan (i) < (ii) elde edilir.
g(VxE,JE) = g(VxE,JE1) = g(VxJE, &) = g(H (X, JE), &), (5.1.38)
g(VxE,IN) = g(VxE,IN) = g(VxJE,N) = g(h*(X,JE),N), (5.1.39)
g(VxE,Ju) = g(Vx&,Ju) = g(VxJE,u) = g(h* (X, JE), u), (5.1.40)
g(VxE,2) = g(Vx&,Z) = g(VxJE.JZ) = g(ViJE, Z), (5.1.41)

ifadelerine sahip oluruz. Bdylece (5.1.38), (5.1.39), (5.1.40) ve (5.1.41) den (ii) < (iii)
elde edilir. m

Teorem 5.1.9. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Asagidakiler denktir:
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(i) Ay, T'(RadTM) degerli operatordiir.
(ii) s(TM), V ya gore paraleldir.
(iii) X,Y € T'(s(TM)) icin VxJY nin L; bileseni yoktur.

Ispat. X,Y € I'(s(TM)) igin
g(VxY,N) = g(VxY,N) = —g(¥,VxN) = g(Y,AnX),

oldugundan (i) < (ii) elde edilir. Ayrica

g(VxY,N) = g(VxY,N) = g(VxJY,IN) = g(VxJY,IN)
bulunur. Boylece (ii) < (iii) elde edildi. O

Teorem 5.1.10. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ssagidakiler denktir:
(i) VxJY = VyJX, X,Y € T(s(TM)).
(i) s(TM) integrallenebilirdir.
(i) Y € T(L') icin AjyX = AjxY.
Y € D(Lo) igin VEJY = ViJX.
Y eI'(Ly) icin Ajy X = A4 Y.
Ispat. X,Y € T'(s(TM)) igin
g([X,Y],N) = g(VxY — VyX,N) = g(VxJY — VyJX ,IN) = g(VxJY = VyJX,JN),
(5.1.42)

elde edilir ve (5.1.42) ten (i) <> (ii) bulunur.
Y € I(L) olsun.

g([X,Y],N) = g(VxY — VyX,N) = g(VxJY — VyJX,JIN) = g(AjyX = A;xY,JN)
(5.1.43)
bulunur. Y € I'(Ly) i¢in

g([X,Y],N) = g(VxY — VyX,N) = g(VxJY — VyJX,JN) = g(V{JY = ViJX,IN),
(5.1.44)
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veY € I'(L) i¢in

g([X,Y],N) = g(VxY — VyX,N) = g(VxJY — VyJX,JIN) = g(AlyX = A%y Y,JN),
(5.1.45)
elde edilir. Bu yiizden (5.1.43), (5.1.44) ve (5.1.45) den (ii) < (iii) elde edilir. O

5.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu screen-transversal

anti-holomorfik Kaehler manifoldlarin Lightlike altmanifoldlar

M, M Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmani-
foldu ve V Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eger D koneksiyonunu
DxY = VyY +n(Y)JX (5.2.1)

gibi tanimlanirsa

(Dxg)(Y,2) = Xg(¥,Z)—g(DxY,Z)—g(Y,DxZ)
= Xg(V,Z)—g(VxY +(Y)JX,Z) — g(Y,VxZ+T(Z)JX)
= n(Y)g(JX,Z) +n(Z)g(JX,Y), (5.2.2)

T(X,Y)=n(Y)JX —n(X)JY, (5.2.3)

bulunacagindan D, M iizerinde bir quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.
Simdi quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore indirgenmis ifadeleri

hesaplayalim. X,Y € I'(TM) i¢in
DxY =DxY +h'(X,Y)+h(X,Y), (5.2.4)

olarak ifade edilir, burada DyY € T(TM), h/(X,Y) € T(itrTM) ve k¥ (X,Y) € T(s(TM™L))
dir. VxY = VxY + 4! (X,Y) + h*(X,Y) oldugundan

DxY +h (X, Y)+ R (X,Y)=VxY + K (X, Y)+ (X, Y)+0(Y)fX +r(Y)wX (5.2.5)
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elde edilir. O halde (5.1.6), (5.2.4) ve (5.2.5) den

DxY =VxY —|—TC(Y)fX,
R(X,Y)=H(X,Y)+n(Y)wX,

R(X,Y) =k (X,Y)+nY)wsX,
elde edilir. X,Y € T(TM), N € T(itrTM) ve W € T'(s(TM1)) igin

DxN = —AyX + V4N 4+ D*(X,N)

DxW = —AwX +V4W + D' (X, W)

olarak yazilabilir. Buna gore

DxN = —VxN+1(N)JX = —AxX + V4N + D*(X,N) + T(N)JX,
ve

DxW = VxW +(W)JX = —AwX + ViW + D' (X, W) + n(W)JX,
oldugundan, son iki denklem ve (5.2.9) ile (5.2.10) dan

—ANX + VAN +D¥(X,N) = —AxX + ViN + D*(X,N) + T(N)JX,
ve
—AwX + VEW + D (X, W) = —AwX + V4W + D! (X, W) + T(W)JX,

bulunur. Buradan

AnX = AnX —T(N) fX,
VLN = VAN +n(N)w,X,

D*(X,N) = D*(X,N) +T(N)wX,
ve

AwX = AwX — (W)X,
VAW = VAW +1(N)w,X,

D'(X,N)=D'(X,N)+n(N)w)X,
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elde edilir.
Simdi de X,Y € I'(TM) i¢in D konneksiyonuna gore indirgenmis ifadeleri

hesaplayalim. Buna gore
DxPY = D4PY +h*(X,PY) (5.2.19)
dir ve (5.2.6) dan
DxPY = VxPY +7(PY)fX = VxPY +h*(X,PY)+n(PY)fX, (5.2.20)
bulunur. Bu durumda (5.2.19) ve (5.2.20) den
D4PY +h*(X,PY) = ViPY +h*(X,PY) +(PY){PfX Y NUXEY (522D

elde edilir, burada {&,...,&,}, RadTM nin baz1 ve n;(fX) = g(fX,N;) dir. (5.2.21)

ifadesi teget ve transversal bilesenlerine ayrilirsa

D§PY = V4PY +T(PY)PfX, (5.2.22)

n*(X,PY) = +1"(X,PY) +n(PY) Y ni(fX)E;, (5.2.23)

elde edilir. Ayrica X € I'(TM) ve § € I'(RadTM) igin

Dx& = —A{X +V{E, (5.2.24)
olarak yazilabilir. (5.2.6) den
Dx&=VxE+n(§)fX = —AX +VYE+n(§)fX, (5.2.25)
oldugundan (5.2.24) den
—AIX + VHE = —AIX + VYE+m(E){PfX + Y ni(FX)5} (5.2.26)
veya (5.2.26) den
A’gx = A;X —n(§)PfX, (5.2.27)
VYE = V{E+R(EM(FX)E, (5.2.28)
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olarak elde edilir.

X,Y,ZeT'(TM) igin (5.2.6) dan

(Dxg)(Y,Z2) = Xg(¥,Z)—g(DxY,Z) —g(Y,DxZ)
= Xg(Y,Z) —g(VxY +7(Y)fX,Z) - g(Y,VxZ+n(Z) fX)
= (Vxg)(Y,Z) —n(Y)s(fX,Z) —n(Z)g(fX,Y)
= g(h(X,Y),Z)+g(h(X,2),Y) —n(Y)s(fX,Z) —n(Z)g(fX,Y),

(5.2.29)
dir ve D konneksiyonuna gore TP torsiyon tensorii
TP(X,Y) = DxY — DyX — [X,Y] = n(Y) fX — n(X) fY, (5.2.30)

elde edileceginden indirgenmis D konneksiyonu da M {iizerinde quarter simetrik non-
metrik konneksiyondur.

(5.2.7ve (5.2.27) den

gl (X,PY),&) = g(h'(X,PY),&)+m(Y)g(wX,E)
= g(AIX,PY)+n(Y)g(wiX,E)
= S(A{X,PY)+(E)2(PfX,PY) +1(Y)g(wiX,E),

(5.2.31)
ve (5.2.13) ve (5.2.23) den

g(h*(X,PY),N) = g(h"(X,PY),N)+n(PY)n(fX)
= g(ANX,PY)+m(PY)N(fX)

= g(ANX,PY)+7(N)g(fX,PY)+m(PY)N(fX) (5.2.32)
olarak elde edilir. (5.2.27) den

g(ggPX, PY) = g(AEPX,PY) —n(§)g(fPX,PY)

— g(ALPY,PX) ~m(E)g(fPX,PY),

118



ve
g(ZEPY,PX) = g(AZPY, PX)—m(&)g(fPY,PX),
bulunacagindan bu son iki esitlikten
g(A{PX,PY) = g(A{PY,PX)—2m(§)g(fPX, PY), (5.2.33)
elde edilir. Ayrica (5.2.27) den
AfE = —T(8)JE, (5.2.34)
bulunur.

Lemma 5.2.1. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T'(L) ve Y € T(L) igin
g(h(X,Y),W) = g(AwX,Y) = g(AwX,Y) + T(N)g(fX,¥), W € T(s(TM")) (5.2.35)
dir.

ispat. X € (L) ve Y € T(L) i¢in (5.2.7) ve (5.2.8) dan h(X,Y) = h(X,Y) + 7(Y)wX
oldugundan (5.2.16) den
g(h(X,Y),W) = g(h(X,Y),W)+m(Y)g(W,wX) = g(h(X,Y),W) = g(AwX,Y)
= g(AwX,Y)+7(N)g(fX.Y),
elde edilir. n

Lemma 5.2.2. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X € T(L) ve Y € T(L) i¢in
$(h(X,Y),€) = g(ALX,Y) = g(ALX,¥) + R(E)g(PFX,Y), € € [(RadTM),  (5.2.36)

Ispat. X € (L) ve Y € I'(L) i¢in (5.2.7) ve (5.2.8) dan h(X,Y) = h(X,Y) +(Y)wX
oldugundan (5.2.27) den

g(%(X,Y),&) :g(h(X,Y),E_,) :g(Az,Y) :g(gE,Y)—l—TC(E_,)g(PfX,Y)

elde edilir. n
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Uyari 5.2.1. h, simetrik olmadigindan dolay1 X € T'(L), Y € F(L/) icin

h(X,Y) =0

oldugunda %(X ,Y) # 0 olabilir. Dolayisiyla mixed geodeziklik icin su sekilde yeni bir

tanmima ihtiyacimiz var.

Tanim 5.2.1. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun bir screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Eger VX € T'(L) ve VY € I'(L) igin h(X,Y) = O ise M ye L—

mixed geodezik altmanifold denir.
Bu durumda son iki lemmadan asagidaki teoreme sahibiz.

Teorem 5.2.1. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(i) M, Levi-Civita konneksiyonuna gore mixed geodeziktir.

(ii) M quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore L— mixed geodeziktir.

(iii) X e T(L) ve Y € T(L) icin

g(AwX,Y) = —m(N)g(fX,Y) ve g(A;,Y) = —n(§)g(PfX,Y).

Teorem 5.2.2. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore L—
geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart

(i) AwX € T(L1LL3), W € T(s(TM™)),

(i)VyJE e T (L1 LL3) ve V3JY € I'(LoLL 1 LL3), § € I'(RadTM)

olmasidrr.

Ispat. X,Y € I'(L) icin
g(h(X,Y),W) =g(AwX,Y) =0,
olmast icin Ay X te Ly ve Ly bileseni olmamalidir. Boylece (i) elde edildi.

g(Z(XaY)7§) :g(h(XvY)aE:) :g(hl(X7Y)7E.>) =0,

elde edilir. Boylece teorem (5.1.2) nin ispatindan (i1) elde edilir ve ispat tamamlanir. [
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Teorem 5.2.3. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona gore L'—

geodezik olmast icin gerek ve yeter sart X,Y € (L) i¢in AjyX = —n(Y)X olmasidir.

Ispat. (5.2.4)den X,Y € T'(L') ve W € ['(s(TM™)) i¢in

g(h(X,Y),W) = g(DxY,W)=g(VxY+n(Y)JX,W)
= g(VxJY,JW)—7(Y)g(X,JW)

= —g(AJyX -I—TC(Y)X,JW)

ve
g(h(X.Y).&) = g(Dx¥.§)=g(Vx¥ +m(Y)JX.E)
= 8(VxJY,JE) —n(¥)g(X,J5)
= —g(AyX +n(Y)X,JS),
elde edilir. Bu iki esitlikten teorem ispatlanmis olur. [

Teorem 5.2.4. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik D konnek-
siyonuna gore paralel olmast icin gerek ve yeter sart L distribiisyonunun V konneksiy-

onuna gore paralel olmasidir.

Ispat. X,Y € I'(L) icin L invaryant distribiisyon oldugundan wX = 0 dir. Bu yiizden

WX, JY) = h(X,JY)+n(JY)wX
= h(X,JY)
olarak bulunur ve teorem (5.1.4) den ispat tamamlanr. ]

Bu durumda teorem (5.1.4) den asagidaki teorem verilir.

Teorem 5.2.5. M, M Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
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(i) L distribiisyonu quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna gore paraleldir.
(it) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore paraleldir.

(iii) h(X,JY) =0, X,Y € ['(L).

(iv) h(X,JY) =0, X,Y € T(L).

v) (Vxf)Y =0, X,Y €T(L).

Sonu¢ 5.2.1. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konnek-
siyona gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart X,Y € F(L,) icin AyyX in F(L/) degerli

bir vektor alan1 olmasidir. olmasidir.

Ispat. X,Y € F(L/) icin fX = 0 oldugunu biliyoruz. Bu yiizden (5.2.13) ve (5.2.16) ten

A J¥yX = AyyX elde edilir. O halde onerme (5.1.2) den ispat tamamlanir. [l

Teorem 5.2.6. M, M belirsiz Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona gore integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart

h(X,JY)=h(Y,JX), X,Y €T(L),
olmasidrr.

Ispat. X,Y € I'(L) icin wX = 0 oldugu icin (5.2.7) ve (5.2.8) dan E(X, Y)=h(X,Y)elde

edilir. Teorem 5.1.5 den ispat tamamlanur. ]
Bu durumda Teorem 5.1.5 den asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 5.2.7. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. Asagidakiler esdegerdir:

(i) L distribiisyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.
(ii) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.

(iii) h(X,JY) = h(Y,JX), X,Y € T(L).

(iv) h(X,JY) =h(Y,JX), X,Y €T'(L).

(%) (Vxf)Y = (Vyf)X, X,Y € T(L).
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Onerme 5.2.1. M, M belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik
lightlike altmanifoldu olsun. L distribiisyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona gore integrallenebilr olmast icin gerek ve yeter sart
AjyX =AY, X,Y €T(L),
olmasidir.

Ispat. X,Y e I'(L) i¢in £X = 0 oldugunu biliyoruz. Bu yiizden (5.2.13) ve (5.2.16) dan

A syX = AyyX elde edilir. O halde 6nerme(5.1.3) den ispat tamamlanir. [l

Teorem 5.2.8. M, M Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike
altmanifoldu olsun. Asagidakiler esdegerdir:

(@) L distribiisyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.
(ii) L distribiisyonu V konneksiyonuna gore integrallenebilirdir.

(i) AjyX = AjxY, X,Y e T(L).

(iv) AjyX =AyxY, X,Y e T(L).

Teorem 5.2.9. M, M Kachler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike
altmanifoldu olsun. Radikal distribiisyonun quarter simetrik non-metrik konneksiyona

gore integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart &, i/ € I'(RadTM) i¢in
@) h*(§,J8) = h*(JE.&),
(i) W' (§,JE) = (J&,E),
(iii) XZE*'I —gg,ﬁ = —7(&) f€ +n(E) fE, olmasidir
Ispat. n(f&) = 0 oldugundan (5.2.23) den
hF(E,JE) = h*(&,JE), (5.2.37)
ve
HF(JEE) = h* (JE,E), (5.2.38)

bulunur. w§ = 0 oldugundan (5.2.7) den

W (E,JE) =1 (€,JE) (5.2.39)
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ve
W JEE) = H (JEE) (5.2.40)

bulunur. Teorem 5.1.7 den
ALE +ALE = ALE +ALE - n(E)fE —n(E)SfE (5.2.41)

elde edilir. (5.2.37), (5.2.38), (5.2.39), (5.2.40), (5.2.41) ve Teorem(5.1.7) den ispat

tamamlanir. OJ
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