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ONUR SÖZÜ

Doktora Tezi olarak sunduğum ”Quarter Simetrik Konneksiyonlu Semi-Riemann

Manifoldların Lightlike Altmanifoldları” başlıklı bu çalışmanın bilimsel ahlak ve ge-

leneklere aykırı düşecek bir yardıma başvurmaksızın tarafımdan yazıldığını ve yarar-

landığım bütün kaynakların, hem metin içinde hem de kaynakçada yöntemine uygun

biçimde gösterilenlerden oluştuğunu belirtir, bunu onurumla doğrularım.
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ÖZET
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QUARTER SİMETRİK KONNEKSİYONLU SEMİ-RİEMANN MANİFOLDLARIN
LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI
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Matematik Anabilim Dalı

130+v sayfa

2012
Danışman: Doç. Dr. Erol KILIÇ

Tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm; Riemann manifoldları, çarpım man-
ifoldları, Lightlike hiperyüzeyler ve altmanifoldlar, quarter, semi-simetrik non metrik
konneksiyonlar ve kompleks altmanifoldlarla ilgili temel kavramlardan ibaretdir.

Diğer bölümler çalışmanın orjinal kısımlarıdır. İkinci bölümde bir semi-Riemannian
çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyleri incelendi. İlk önce lightlike hiperyüzeyler,
F− çarpım yapısından yararlanarak sınflandırıldı (screen semi-invaryant, radikal anti-
invaryant, screen invaryant) ve bu tip hiperyüzeylerle ilgili sonuçlar verildi. Daha sonra
ise F− çarpım yapısı yardımı ile elde edilen quarter simetrik non-metrik konneksiyona
göre bu tip lightlike hiperyüzeylerin geometrisi gözönüne alındı. Üçüncü bölümde ise
Half-lightlike altmanifoldların yeni bir tipi (semi-invaryant) tanımlandı ve bu altmani-
foldlar ilk önce Levi-Civita konneksiyonu ve indirgenmiş konneksiyona göre gözönüne
alındı. Daha sonra bu altmanifoldlar quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre
incelendi. Dördüncü bölümde semi-Riemann çarpım manifoldunun coisotropic ve r−
lightlike altmanifoldlarının Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik konneksiyona
göre bazı özellikleri irdelendi. Beşinci bölümde ise belirsiz Kaehler manifoldların
semi-invaryant Lightlike altmanifoldları Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik
konneksiyona göre incelendi.

ANAHTAR KELİMELER: Quarter Simetrik Non-metrik Konneksiyon, Lightlike
Hiperyüzey, Half-lightlike Altmanifold, Lightlike Altmanifold, Semi-Riemann Çarpım
Manifoldu, Coisotropic Altmanifold, Screen invaryant Altmanifold, Radikal anti-
invaryant Altmanifold, Semi-invaryant Altmanifold.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter deals with the basic concepts of
Riemann manifolds, product manifolds, lightlike hipersurface and submanifolds, quarter,
semi-symmetric non-metric connections and complex submanifolds.

Other chapters are the parts of original study. In the second chapter, light-
like hipersurface of a semi-Riemannian product manifold was investigated. Firstly
ightlike hipersurfaces were classified, with the help of F− product structure (screen
semi-invariant, radical anti-invariant, screen invariant) and the results of this type of
hipersurfaces were given. Later, the geometry of this type of lightlike hypersurfaces
was considered with respect to quarter symmetric non-metric connection, which was
obtained with the help of F− product structure. In the third chapter, a new type of
half-lightlike submanifolds (semi-invariant) was defined and first of all, these submani-
folds were considered according to the Levi-Civita connection and induced connection.
Subsecuently these submanifolds were investigated with respect to quarter symmetric
non-metric connection. In the fourth chapter, some characteristics of coisotropic and
r− lightlike submanifolds of semi-Riemannian product manifold were evaluated with
respect to Levi-Civita and quarter-symmetric non-metric connection. In the fifth chapter,
semi-invariant lightlike submanifolds of indefinite Kaehler manifolds were examined
with respect to Levi-Civita and quarter-symmetric non-metric connection.
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Half-lightlike submanifold, Lightlike submanifold, Semi-Riemann product Mani-
fold, Coisotropic submanifold, Screen invariant submanifold, Radical anti-invariant
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3.1 Semi-Riemannian Çarpım Manifoldunun Half-Lightlike Altmanifoldları . 48

3.2 Quarter simetrik non-metrik koneksiyonlu Semi-Riemannian Çarpım
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GİRİŞ

(M,g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve ∇̃, bir lineer konneksiyon olsun. ∇̃ nın

torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = ∇̃XY − ∇̃Y X− [X ,Y ], ∀X ,Y,Z ∈ T M (0.0.1)

ile verilir. Eğer torsiyon tensörü T̃ = 0 ise ∇̃ ya simetrik konneksiyon aksi halde non

simetrik konneksiyon denir. Eğer M de ∇̃g = 0 olacak şekilde bir g Riemann metriği

varsa ∇̃ ya metrik konneksiyon, aksi halde non metrik konneksiyon denir.

1932 de H.A. Hayden bir Riemann manifoldu üzerinde torsiyonu sıfırdan farklı fakat

metrik konneksiyon olan bir ∇̃ konneksiyonunu tanımladı. Böyle bir konneksiyona Hay-

den konneksiyonu denir. Bir Riemann manifoldu üzerinde bir 1− form w olmak üzere

∇̃g = w⊗ g olan bir konneksiyona Weyl konneksiyonu denir. Weyl konneksiyonu bir

simetrik non-metrik konneksiyondur.

π, M üzerinde bir 1− form olmak üzere eğer torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = π(Y )X−π(X)Y (0.0.2)

şeklinde ise bu lineer konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir. Bu şartı sağlayan

bir Hayden konneksiyonu bir semi-simetrik metrik konneksiyondur [1].

1970 de K. Yano [2] de bir Riemann manifoldu üzerinde semi simetrik metrik kon-

neksiyonu tanımladı ve bu konneksiyonun geometrik özelliklerini çalıştı.

1975 de S.Golab [3] de Riemannian manifoldlarda quarter-simetrik lineer konnek-

siyon kavramını tanımladı ve bu konneksiyonun özelliklerini çalıştı. Bir lineer konnek-

siyonun torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = π(Y )ϕX−π(X)ϕY (0.0.3)

şeklinde yazılabiliyorsa lineer konneksiyona quarter-simetrik konneksiyon denir, burada

π ve ϕ, sırasıyla, M üzerinde bir 1− form ve (1,1) tipinde bir tensör alanıdır.
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N. S. Agashe ve M. R. Chafle 1992’ de [4] deki çalışmalarında bir Riemann mani-

foldu üzerinde semi-simetrik non-metrik konneksiyon kavramını tanımladılar ve bu kon-

neksiyonlarla ilgili sonuçlar verdiler. B.B. Chaturvedi ile P. N. Pandey, bir Kaehler mani-

foldu üzerinde semi-simetrik konneksiyonları incelediler [5].

Bir Riemannian manifoldu üzerinde tanımlanan semi-simetrik metrik, semi-

simetrik non-metrik, quarter-simetrik metrik, quarter-simetrik non-metrik konneksiyon-

ların tamamı Mukut Mani Tripathi tarafından bir tek konneksiyonla [6] daki çalışmasında

ifade edildi.

Duggal ve Bejancu 1996 da yayınladıkları kitapta [7] bir semi-Riemann manifoldda

lightlike (null) alt uzayın varlığını gösterdiler ve altmanifoldların geometrisi için ihtiyaç

duyulan önemli bir boşluğu doldurdular. Bu kitabın yayınlanmasından sonra hedef, light-

like geometrideki yeni geometrik sonuçların ispatı ve lightlike geometrinin fizikteki uygu-

lamaları oldu. Böylece geometrinin önemli bir boşluğu dolduruldu ve yeni bir çalışma

alanı ortaya çıktı.

K.L. Duggal ve B. Şahin belirsiz Kaehler manifoldlar ve belirsiz Sasakian manifold-

larda lightlike altmanifoldların önemli bir sınıflandırmasını verdiler [8], [9], [10], [11].

Bu altmanifoldlar Screen Cauchy-Riemann (SCR), genelleştirilmiş Cauchy-Riemann

(GCR), Kontakt genelleştirilmiş CR-lightlike altmanifoldlardır. Bir başka ifade ile be-

lirsiz Kaehler manifoldlar ve belirsiz Sasakian manifoldlarda ki lightlike altmanifold-

ların önemli kısımlarını bir şemsiye altında topladılar. 2007 de K.L. Duggal ve D.H

Jin, Lightlike eğriler ve Lightlike hiperyüzeyler konusunda çalışan araştırmacılara yararlı

olacak şekilde bir kitap yayınladılar [12]. 2010 da K.L. Duggal ve B. Şahin tarafından

yayınlanan ”Differential Geometry of Lightlike Submanifolds” adlı kitap, lightlike ge-

ometrinin ihtiyaç duyulan bütün kavram ve sonuçlarını içermektedir, dolayısıyla bu

alanda çalışanlar için iyi bir kaynak oluşturmuştur [13].

F. Massamba belirsiz Sasakian manifoldlarda lightlike hiperyüzeyler için bir seri

makale üretmiş ve bu hiperyüzeylerin sonuçlarını ortaya koymuştur [14], [15], [16], [17].

M. Atçeken ve E. Kılıc semi-Riemann çarpım manifoldlarında lightlike altmani-

foldların yeni bir sınıfını tanımladılar ve çalıştılar [18]. E. Kılıç and B. Şahin bir semi-
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Riemann çarpım manifoldunun radikal anti-invaryant ve Screen Semi-invaryant lightlike

altmanifoldları olarak adlandırdıkları yeni bir altmanifold tipi tanımladılar ve bunlarla il-

gili sonuçlar verdiler [19], [20]. E. Yasar, A. C. Coken ve A. Yucesan semi-simetrik non-

metrik konneksiyonlu bir semi-Riemann manifoldda Lightlike Hiperyüzeyleri incelediler

[21]. Başka bir çalışmasında E. Yaşar Ricci Quarter Simetrik Metrik konneksiyonlu bir

semi-Riemann manifoldda Lightlike altmanifoldları inceledi [22].

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışmada bir semi-Riemannian çarpım man-

ifoldunun lightlike hiperyüzeyleri ve lightlike altmanifoldları çalışıldı. Bir semi-

Riemannian çarpım manfoldunun çarpım yapısı F den yararlanarak bazı lightlike

hiperyüzeyler ve altmanifoldlar tanımlandı ve bunların geometrik özellikleri incelendi.

(M̃, g̃,F) bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve π, M̃ üzerinde bir 1− form

olmak üzere

∇̃XY = ∇XY +π(Y )FX (0.0.4)

şeklinde tanımlanan ∇̃, M̃ üzerinde bir lineer konneksiyondur ve bu lineer konneksiyon

quarter simetrik non-metrik konneksiyondur. Bu şekilde tanımlanan ∇̃ lineer konnek-

siyonuna göre lightlike hiperyüzeyler ve altmanifoldları inceledik ve bunlarla ilgili ge-

ometrik sonuçlar verdik.

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci

bölüm; Riemann manifoldları, çarpım manifoldları, Lightlike hiperyüzeyler ve altmani-

foldlar, quarter, semi-simetrik non metrik konneksiyonlar ve kompleks altmanifoldlarla

ilgili temel kavramlardan ibaretdir. Birinci bölüm hariç diğer bölümler tezin orjinal

kısımlarını oluşturmaktadır. İkinci bölümde bir semi-Riemannian Çarpım manifoldunun

lightlike hiperyüzeyleri incelendi. İlk önce lightlike hiperyüzeyler, F− çarpım yapısından

yararlanarak sınflandırıldı (screen semi-invaryant, radikal anti-invaryant, screen in-

varyant) ve bu tip hiperyüzeylerle ilgili sonuçlar verildi. Daha sonra ise F− çarpım yapısı

yardımı ile elde edilen quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre bu tip lightlike

hiperyüzeylerin geometrisi gözönüne alındı. Üçüncü bölümde ise Half-lightlike altman-

ifoldların yeni bir tipi (semi-invaryant) tanımlandı ve bu altmanifoldlar ilk önce Levi-
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Civita konneksiyonu ve indirgenmiş konneksiyona göre gözönüne alındı ve daha sonra

bu altmanifoldlar quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre incelendi. Dördüncü

bölümde semi-Riemann çarpım manifoldunun coisotropik ve r− lightlike altmanifoldları

için Levi-Civita ve quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre paralellik, integral-

lenebilirlik gibi bazı tenel özellikleri irdelendi. Beşinci bölümde ise belirsiz Kaehler man-

ifoldların Lightlike altmanifoldlarıyla ilgili önce bazı tanımlar verildi ve bazı özellikler

Levi-Civita konneksiyonuna göre incelendi. Daha sonra ise quarter simetrik non-metrik

konneksiyondaki ϕ yerine yine (1,1) tipinde tensör alanı olan J kompleks yapı alınarak

lightlike altmanifoldlar bu konneksiyona göre incelendi.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm dört alt bölümden oluşmaktadır. Bu bölümlerde sırasıyla Riemannian

manifoldlar, Quarter simetrik konneksiyonlar, Lightlike altmanifoldlar ve Kompleks man-

ifoldlarla ilgili tezde kullanılan bazı temel kavramlar verilmiştir.

1.1 Riemannian Manifoldlar

Tanım 1.1.1. (M,g) n-boyutlu Riemanian manifoldu ve ∇ da M üzerinde bir lineer kon-

neksiyon olsun. M nin tanjant demeti T M olmak üzere

T : Γ(T M)×Γ(T M)−→ Γ(T M)

T (X ,Y ) = ∇XY −∇Y X− [X ,Y ]

şeklinde tanımlanan T tensör alanına M nin torsiyon tensörü denir [23]. Eğer

∇g = 0 , T = 0

ise ∇ ya M nin Levi Civita konneksiyonu denir.

Bir Riemann manifoldu üzerinde Levi-Civita konneksiyonu vardır ve tektir [23].

Tanım 1.1.2. (M,g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve ∇, g nin Levi-Civita konnek-

siyonu olsun. X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için

R(X ,Y )Z = ∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z

ye M nin eğrilik tensör alanı denir [2].

K(X ,Y,Z,W ) = g(R(X ,Y )Z,W )

şeklinde tanımlanan K ya Riemann Christoffel eğrilik tensörü denir.

Levi-Civita konneksiyonu ∇ nın Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki özellikleri
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sağlar:

(i) K(X ,Y,Z,W ) =−K(X ,Y,W,Z),

(ii) K(X ,Y,Z,W ) =−K(Y,X ,Z,W ),

(iii) R(X ,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(iv) K(X ,Y,Z,W ) = K(Z,W,X ,Y ).

burada (iii) ye 1. Bianchi Özdeşliği denir.

(M̃, g̃) bir m− boyutlu Riemann manifoldu ve M de M̃ nin bir n− boyutlu alt mani-

foldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(T M) için

g̃(X ,Y ) = g(X ,Y ),

şeklinde tanımlanan g, M üzerinde bir Riemann metriğidir ve (M,g), (M̃, g̃) nin bir Rie-

mann altmanifoldudur. x ∈M için

TxM⊥ = {V | g̃(X ,V ) = 0,X ∈ Γ(T M)},

alt uzayı TxM nin ortogonal tümleyenidir. Böylece

T M̃ = T M⊕T M⊥,

olarak yazılır. M̃ nin Levi-Civita konneksiyonu ∇̃ olmak üzere X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ), (1.1.1)

olarak yazılır, burada ∇XY ∈ Γ(T M) ve h(X ,Y )∈ Γ(T M⊥) dir, burada ∇ ya M üzerindeki

indirgenmiş konneksiyon, h ya da M nin ikinci temel formu denir. ∇ indirgenmiş konnek-

siyonu M üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur. (1.1.1) bağıntısına da Gauss formülü

denir.

X ∈ Γ(T M), V ∈ Γ(T M⊥) için

∇̃XV =−AV X +∇
⊥
X V (1.1.2)

dir, burada AV X ∈ Γ(T M), ∇⊥X V ∈ Γ(T M⊥) dir ve AV ye M nin V ye bağlı şekil operatörü,

∇⊥ e M nin normal konneksiyonu denir. (1.1.2) bağıntısına Weingarten formülü denir

[23].
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Tanım 1.1.3. Eğer ∀X ∈ Γ(T M) için LX g = 0 ise X vektör alanına Killing vektör alanı

denir, burada LX Lie türevidir ve ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

(LX g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g([X ,Y ],Z)−g(Y, [X ,Z])

dir.

M üzerinde bir distribüsyon D olsun. Eğer ∀X ∈ Γ(T M), Y ∈ Γ(D) için ∇XY ∈

Γ(D) ise D distribüsyonuna paraleldir denir ve X ,Y ∈ Γ(D) için [X ,Y ] ∈ Γ(D) ise D ye

integrallenebilir distribüsyon denir.

1.1.1 Çarpım Manifoldları

Tanım 1.1.4. M̃, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold ve F , M̃ üzerinde

F2 = I, (1.1.3)

olacak şekilde (1,1) tensör alanı olsun. Bu durumda M̃ ye hemen hemen çarpım mani-

foldu ve F ye M üzerinde bir hemen hemen çarpım yapı denir.

Eğer

π =
1
2
(I +F), σ =

1
2
(I−F),

alınırsa

π+σ = I, π
2 = π, σ

2 = σ, πσ = σπ = 0, F = π−σ

elde edilir. Böylece π ve σ biri diğerinin tümleyeni olan iki distribüsyon tanımlar. Ayrıca

F nin eigen değeri 1 yada −1 dir.

Bir M̃ hemen hemen çarpım manifoldunda semi-Riemann g̃ metriği için aşağıdaki

ifade sağlanıyorsa M̃.ye semi-Riemannian hemen hemen çarpım manifoldu denir:

g̃(FX ,FY ) = g̃(X ,Y ), g̃(FX ,Y ) = g̃(X ,FY ),∀X ,Y ∈ Γ(M̃). (1.1.4)

∇̃, M̃ nin Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere ∇̃F = 0 ise F ye M̃ üzerinde paraleldir

denir. Eğer F paralel ise M̃ ye semi-Riemannian çarpım manifoldu denir [23].

M̃ = M1×M2 bir çarpım manifoldu olmak üzere M̃, M1 ve M2 nin total geodezik

olması ile karakterize edilir [23].
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1.2 Quarter Simetrik konneksiyonlar

Tanım 1.2.1. (M̃, g̃), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve ∇̃, bir lineer konneksiyon

olsun. ∇̃ nın torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = ∇̃XY − ∇̃Y X− [X ,Y ], ∀X ,Y ∈ Γ(T M) (1.2.1)

ile verilir. Eğer torsiyon tensörü T̃ = 0 ise ∇̃ ya simetrik konneksiyon aksi halde non

simetrik konneksiyon denir. Eğer ∇̃g̃ = 0 ise ∇̃ ya bir metrik konneksiyon, aksi halde non

metrik konneksiyon denir.

π, M̃ üzerinde bir 1− form olmak üzere eğer torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = π(Y )X−π(X)Y, X ,Y ∈ Γ(T M̃), (1.2.2)

şeklinde ise bu lineer konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir.

Bir lineer konneksiyonun torsiyon tensörü T̃ ,

T̃ (X ,Y ) = π(Y )ϕX−π(X)ϕY (1.2.3)

şeklinde yazılabiliyorsa lineer konneksiyona quarter-simetrik konneksiyon denir, burada

π, M̃ üzerinde bir 1− form ve ϕ ise M̃ üzerinde (1,1) tipinde bir tensör alanıdır.

∇̃, M̃ nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. ϕ, (1,1) tipine tensör alanı ve π bir 1−

form olmak üzere

∇̃XY = ∇XY +π(Y )ϕX , X ,Y ∈ Γ(T M̃)

şeklinde tanımlanırsa kolayca gösterilebilir ki ∇̃ nin torsiyon tensörü

T̃ (X ,Y ) = π(Y )ϕX−π(X)ϕY,

dir ve böylece ∇̃, M̃ üzerinde bir quarter simetrik konneksiyondur. Ayrıca

(∇̃X g)(Y,Z) =−π(Y )g(ϕX ,Z)−π(Z)g(ϕX ,Y )

olduğundan ∇̃ bir quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.
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1.3 Lightlike Altmanifoldlar

Bu kısımda ilk önce lightlike hiperyüzeyler ve daha sonra da lightlike altmanifoldlar

hakkında temel kavramları vereceğiz.

1.3.1 Lightlike Hiperyüzeyler

Tanım 1.3.1. (M̃, g̃) bir (m+2) boyutlu semi-Riemannian manifold, index(g̃) = q≥ 1 ve

(M,g), M̃ nin bir hiperyüzeyi olsun. Eğer M üzerine indirgenen metrik dejenere ise bu

durumda M ye lightlike (null veya dejenere) hiperyüzey denir [7].

M, (M̃, g̃) semi-Riemanian manifoldun bir lightlike hiperyüzeyi ise ∀X ∈ Γ(T M)

için g(ξ,X) = 0 olacak şekilde ξ 6= 0 bir ξ ∈ Γ(T M) vektör alanı vardır. ∀x ∈M için TxM

nin radikal yada null uzayı aşağıdaki gibi tanımlıdır:

RadTxM = {ξ ∈ TxM | g(X ,ξ) = 0, ∀X ∈ TxM}. (1.3.1)

Radikal uzayın boyutuna g nin nulluk derecesi denir. Bir lightlike hiperyüzeyde g

metriğinin nulluk derecesi 1 dir. g dejenere olduğundan ve her null vektörün kendisiyle

iç çarpımı sıfır olduğundan RadTxM ⊆ TxM⊥ dir. O halde

RadTxM = TxM∩TxM⊥, (1.3.2)

elde edilir. boyTxM⊥ = boyRadTxM = 1 olduğundan RadTxM = TxM⊥ olur. RadT M ye

M nin radikal distribüsyonu denir ve RadT M = Sp{ξ} dir. RadT M nin T M de tümleyen

vektör demeti s(T M) ye M nin ekran (screen) demeti denir ve ekran (screen) demet M nin

bir non-dejenere alt demetidir. Böylece

T M = RadT M⊥s(T M), (1.3.3)

olarak yazılabilir[7]. Burada ⊥ ise ortogonal direkt toplam kastedilmektedir. T M̃ de

s(T M) nin tümleyeni olan s(T M)⊥ vektör demetine screen transversal demet denir.
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Screen transversal demet bir non-dejenere demetdir ve rankı 2 dir. RadT M, s(T M)⊥

nin lightlike alt demeti olduğundan

g(N,N) = 0, g(ξ,N) = 1, (1.3.4)

olacak şekilde bir null N vektör alanı vardır [7]. Bu durumda s(T M)⊥, {N,ξ} tarafından

gerilir. Bu null vektör N nin germiş olduğu demete lightlike transversal demet denir ve

ltrT M ile gösterilir. Buradan ise

T M̃ = T M⊕ ltrT M = s(T M)⊥{RadT M⊕ ltrT M}, (1.3.5)

ayrışımına sahip oluruz, burada ⊕ direkt toplamdır ancak ortogonal değildir.

{E1,E2, ...,En}, s(T M) nin bir ortonormal bazı olmak üzere

{E1,E2, ...,En,ξ,N},

ye M̃ nin M boyunca quasi ortonormal çatısı denir.

(1.3.5) den Gauss ve Weingarten formüllerini

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ), X ,Y ∈ Γ(T M), X ,Y ∈ Γ(T M) (1.3.6)

∇̃X N =−ANX +∇
t
X N, N ∈ Γ(ltrT M), (1.3.7)

olarak ifade edebiliriz, burada ∇XY ve ANX Γ(T M) ye h(X ,Y ) ve ∇t
X N ise Γ(ltrT M)

ye aittir. Kolayca gösterilebilir ki ∇, M üzerinde torsiyonsuz indirgenmiş lineer konnek-

siyon ve h, Γ(T M) üzerinde simetrik Γ(ltrT M) değerli bir bilineer dönüşümdür. AN ise

Γ(T M) üzerinde bir lineer operatördür ve ∇t ye ltrT M üzerinde bir indirgenmiş lineer

konneksiyondur. h ve AN ye, sırasıyla, M nin ikinci temel formu ve şekil operatörü denir.

Eğer

B(X ,Y ) = g(h(X ,Y ),ξ) ve τ(X) = g(∇t
X N,ξ)

denilirse (1.3.6) ve (1.3.7) denklemleri

∇̃XY = ∇XY +B(X ,Y )N, X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.8)

∇̃X N =−ANX + τ(X)N, N ∈ Γ(ltrT M), (1.3.9)
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olarak ifade edilebilir. P, T M den s(T M) üzerine projeksiyon olsun. Bu durumda ∀X ∈

Γ(T M) için

X = PX +η(X)ξ, (1.3.10)

olarak yazabiliriz, burada η bir formu

η(X) = g(X ,N), (1.3.11)

şeklinde tanımlanır. (1.3.8) ve (1.3.10) dan

(∇X g)(Y,Z) = B(X ,Y )η(Z)+B(X ,Z)η(Y ),∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M), (1.3.12)

elde edilir ve böylece ∇, M üzerinde bir non-metrik konneksiyondur. (1.3.12) den kolayca

görülür ki ∇ indirgenmiş konneksiyonun bir Levi-Civita konneksiyonu olması için gerek

ve yeter şart B(X ,Y ) = 0 olmasıdır [13].

(1.3.3) ayrışımından

∇X PY = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY ), X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.13)

∇X ξ = −A∗
ξ
X +∇

∗t
X ξ, (1.3.14)

elde ederiz, burada ∇∗X PY ve A∗
ξ
X Γ(s(T M)) ye, h∗(X ,PY ) ve ∇∗tX ξ ise Γ(ltrT M) ye aittir.

Ayrıca h∗ ve A∗
ξ

a, sırasıyla, s(T M) nin ekran (screen) ikinci temel formu ve ekran (screen)

şekil operatörü denir. Eğer

C(X ,PY ) = g̃(h∗(X ,PY ),N), ε(X) = g̃(∇∗tX ξ,N),

denilirse ve ε(X) =−τ(X) olduğu dikkata alınırsa (1.3.13) ve (1.3.14) denklemleri

∇X PY = ∇
∗
X PY +C(X ,PY )ξ, X ,Y ∈ Γ(T M) (1.3.15)

∇X ξ = −A∗
ξ
X− τ(X)ξ (1.3.16)

olarak ifade edilebilir. Burada C ye s(T M) ni lokal screen temel formu denir. (1.3.8),

(1.3.9), (1.3.16) dan

g(A∗
ξ
X ,PY ) = B(X ,PY ),g(A∗

ξ
X ,N) = 0,B(X ,ξ) = 0,g(ANX ,N) = 0, (1.3.17)
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eşitliklerini elde ederiz. Üstelik (1.3.17) daki üçüncü eşitlikten

A∗
ξ
ξ = 0, (1.3.18)

elde edilir.

Teorem 1.3.1. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun.

Aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir:

(1) M total geodeziktir.

(2) h ikinci temel form M üzerinde sıfırdır.

(3) ξ ∈ Γ(RadT M) için A∗
ξ
, M üzerinde sıfırdır.

(4) M üzerinde ∇ metrik konneksiyondur.

(5) RadT M, ∇ ya göre paralel distribüsyondur.

(6) RadT M, M üzerinde Killing distribüsyonudur.

Teorem 1.3.2. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun.

Aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir:

(1) s(T M) paralel distribüsyondur.

(2) C(X ,PY ) = 0, ∀X ,Y ∈ Γ(T M).

(2) AN = 0.

Teorem 1.3.3. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun.

Aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir:

(1) s(T M) integrallenebilir distribüsyondur.

(2) ∀X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için h∗(X ,Y ) = h∗(Y,X).

(2) M nin şekil operatörü g ye göre simetriktir.

Şimdi R̃ ve R sırasıyla M̃ üzerinde Levi-Civita konneksiyonu ∇̃ ve M üzerindeki

indirgenmiş konneksiyon ∇ ya göre eğrilik tensörleri olsunlar. Bu durumda (1.3.6),

(1.3.7) den

R̃(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +Ah(X ,Z)Y −Ah(Y,Z)X

+ (∇X h)(Y,Z)− (∇Y h)(X ,Z), (1.3.19)
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elde edilir ve bu denkleme Gauss denklemi denir, burada (∇X h)(Y,Z) = ∇t
X (h(Y,Z))−

h(∇XY,Z)−h(Y,∇X Z) .

Bu durumda Lightlike hiperyüzeyde ∀X ,Y,Z,W ∈ Γ(T M) ve ξ ∈ Γ(RadT M) için Gauss-

Codazzi denklemleri

g(R̃(X ,Y )Z,PW ) = g(R(X ,Y )Z,PW )+B(X ,Z)C(Y,PW )

− B(Y,Z)C(X ,PW ), (1.3.20)

g(R̃(X ,Y )Z,ξ) = (∇X B)(Y,Z)− (∇Y B)(X ,Z)

+ B(Y,Z)τ(X)−B(X ,Z)τ(Y ), (1.3.21)

g(R̃(X ,Y )Z,N) = g(R(X ,Y )Z,N), (1.3.22)

g(R̃(X ,Y )ξ,N) = g(R(X ,Y )ξ,N)

= C(Y,A∗
ξ
X)−C(X ,A∗

ξ
Y )−2dτ(X ,Y ), (1.3.23)

şeklinde verilir.

Bir M lightlike hiperyüzeyinde Ricci tensörü

Ric(X ,Y ) =
m

∑
i=1

εig(R(X ,Ei)Y,Ei)+ g̃(R(X ,ξ)Y,N) (1.3.24)

ile verilir, burada {Ei}, s(T M) nin bir ortonormal bazıdır ve εi = g(Ei,Ei) = ∓1 dir.

Genelde bir lightlike hiperyüzeyin Ricci tensörü simetrik değildir. M hiperyüzeyinin

Ricci tensörünün simetrik olması için gerek ve yeter şart τ 1- formunun kapalı olmasıdır

[7].

1.3.2 Lightlike Altmanifoldlar

(M̃, g̃) bir (m+n)− boyutlu semi-Riemannian manifold m > 1, n > 1 ve indeksg̃ =

q, q ∈ {1, ...,m+ n− 1} olsun. M, M̃’ nin m- boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eğer M

üzerine indirgenen g metriği dejenere ise bu durumda M ye lightlike (null yada dejenere)

altmanifold denir. Böylece her x ∈M için TxM̃ nin

TxM⊥ = {Ux ∈ TxM̃ : g(Ux,Vx) = 0, ∀Vx ∈ TxM,}
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alt uzayını gözönüne alalım. g, M üzerinde bir dejenere metrik olduğundan x ∈ M için

TxM ve TxM⊥ her ikiside dejenere alt uzaylardır. Böylece bir x ∈M noktasında Radikal

alt uzay RadTxM

Rad(TxM) = TxM∩TxM⊥

olarak belirlenir ve

RadT M : x ∈M −→ Rad(TxM),

M üzerinde bir smooth distribüsyondur ve rank(RadT M) = r > 0 dır. Bu durumda M ye

M̃ nin r- lightlike altmanifoldu denir ve RadT M ye M nin Radikal distribüsyonu denir.

M nin boyutu, ekboyutu ve RadT M nin rankına göre dört farklı durum ortaya çıkar ve bu

özelliklerine göre lightlike altmanifoldlar aşağıdaki şekilde de isimlendirilir;.

(1) r− lightlike altmanifold, 0 < r < min{m,n},

(2) Coisotropic altmanifold, 1 < r = n < m,

(3) İsotropic altmanifold, 1 < r = m < n,

(4) Totally lightlike altmanifold 1 < r = m = n.

Birinci durum olan r− lightlike altmanifoldların geometrik yapısını incelemek

yeterli olacaktır. Çünkü diğer durumlar r− lightlike altmanifoldların özel durumlarıdır.

M, (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu olsun. s(T M)

ile T M de RadT M distribüsyonunun ortogonal tümleyenini gösterelim. Bu durumda

s(T M) distribüsyonuna M nin ekran (screen) distribüsyonu denir. Screen distribüsyon

M üzerinde bir non-dejenere distribüsyondur. Buna göre aşağıdaki ayrışıma sahip oluruz;

T M = RadT M⊥s(T M). (1.3.25)

Not edelim ki ekran (screen) distribüsyonu tek değildir, fakat T M∗ = T M/RadT M

ye doğal olarak izomorfiktir. s(T M), T M̃/M de bir non-dejenere vektör alt demeti

olduğundan

T M̃/M = s(T M)⊥s(T M⊥), (1.3.26)
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olarak yazılabilir, burada s(T M⊥), T M̃/M de s(T M) nin ortagonal tümleyenidir. s(T M⊥)

ile T M⊥ de RadT M nin tümleyen vektör alt demetini gösterelim. Bu durumda

s(T M)⊥ = s(T M⊥)⊥s(T M⊥)⊥ (1.3.27)

olarak yazılabilir. Bir r− lightlike altmanifoldu (M,g,s(T M),s(T M⊥)) ile göstereceğiz.

Teorem 1.3.4. [13] (M,g,s(T M),s(T M⊥)) bir (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun

r− lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda lightlike transversal demeti denilen ve

s(T M⊥)⊥ de RadT M nin tümleyeni olan (fakat ortagonal değil) bir ltrT M vektör demeti

vardır ve Γ(ltrT M), s(T M⊥)⊥ deki {N1, ...,Nr} vektör alanları tarafından gerilir öyle ki

g̃(Ni,ξ j) = δi j, g̃(Ni,N j) = 0, i, j = 1, ...,r,

dır, burada {ξ1, ...,ξr}, RadT M nin bir bazıdır.

trT M = ltrT M⊥s(T M⊥), (1.3.28)

vektör demetini gözönüne alalım. tr(T M) ye M nin transversal demeti denir. Buna göre

T M̃ = T M⊕ trT M (1.3.29)

= (RadT M⊕ ltrT M)⊥s(T M)⊥s(T M⊥), (1.3.30)

olarak yazılabilir.

M̃ nin Levi-Civita konneksiyonu ∇̃ ve M üzerine indirgenen konneksiyon ∇ olmak

üzere

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.31)

∇̃XV =−AV X +∇
⊥
X V, ∀V ∈ Γ(trT M), (1.3.32)

olarak yazılabilir, bu denklemlere, sırasıyla, Gauss ve Weingarten formülleri denir. L :

trT M ⇁ ltrT M ve S : trT M ⇁ s(T M⊥) projeksiyonları kullanılırsa (1.3.31) ve (1.3.32)
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formüllerinden

∇̃XY = ∇XY +hl(X ,Y )+hs(X ,Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.33)

∇̃X N =−ANX +∇
l
X N +Ds(X ,N), ∀N ∈ Γ(ltr(T M)), (1.3.34)

∇̃XW =−AW X +∇
s
XW +Dl(X ,W ) ∀W ∈ Γ(s(T M⊥)), (1.3.35)

ifadelerini elde ederiz, burada hl(X ,Y ) = Lh(X ,Y ), hs(X ,Y ) = Sh(X ,Y ),

{∇l
X N, Dl(X ,W )} ∈Γ(ltrT M), {∇s

XW, Ds(X ,N)} ∈Γ(s(T M⊥) ve {∇XY, ANX , AW X} ∈

Γ(T M) dir [13].

Şimdi kabul edelim ki M coisotropic yada totaly lightlike altmanifold olsun. Bu

durumda Gauss ve Weingarten formülleri

∇̃XY = ∇XY +hl(X ,Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.36)

∇̃X N =−ANX +∇
l
X N, ∀N ∈ Γ(ltrT M), (1.3.37)

şeklinde ifade edilir.

T M nin s(T M) üzerine olan projeksiyonunu P ile gösterelim. Bu durumda ∀X ∈

Γ(T M) için

X = PX +η(X)ξ,

olarak yazılabilir, burada η, 1− formu

η(X) = g̃(X ,N), (1.3.38)

olarak tanımlanır. Ayrıca (1.3.25) ayrışımına göre

∇X PY = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY ) X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.39)

∇X ξ =−A∗
ξ
X +∇

∗t
X ξ ξ ∈ Γ(RadT M), (1.3.40)

olarak yazabiliriz, burada ∇∗X PY ve A∗
ξ
X s(T M) ye h∗(X ,PY ) ve ∇∗tX ξ} de RadT M ye

aittir. ∇∗X ve ∇∗tX , sırasıyla, s(T M) ve RadT M üzerinde lineer konneksiyonlardır. h∗ ise

RadT M distribüsyonunun ikinci temel formudur. ξ ∈ Γ(RadT M) için

A∗
ξ

: Γ(T M)⇁ Γ(s(T M)), ∀X ∈ Γ(T M),
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ve A∗
ξ

ya s(T M) nin ξ ye göre şekil operatörü denir ve A∗
ξ
ξ = 0 dır. Aynı zamanda ∇∗X ve

∇∗tX sırasıyla s(T M) ve RadT M üzerinde indirgenmiş ve metrik lineer konneksiyonlardır.

∇̃ bir metrik konneksiyon olduğundan ∀X ,Y ∈ Γ(T M),∈ Γ(RadT M) ve ξ ∈

Γ(RadT M) için (1.3.33), (1.3.34), (1.3.35), (1.3.39) ve (1.3.40) dan

g(hs(X ,Y ),W )+g(Y,Dl(X ,W )) = g(AW X ,Y ), (1.3.41)

g(hl(X ,Y ),ξ)+g(Y,hl(X ,ξ))+g(Y,∇X ξ) = 0, (1.3.42)

g(h∗(X ,PY ),N) = g(ANX ,PY ), (1.3.43)

g(hl(X ,PY ),ξ) = g(A∗
ξ
X ,PY ), (1.3.44)

g(ANX ,PY ) = g(N, ∇̃X PY ), (1.3.45)

g(hl(X ,ξ),ξ) = 0, A∗
ξ
ξ = 0, (1.3.46)

elde edilir .

Önerme 1.3.1. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda RadT M üzerinde hl = 0 dır.

Lightlike altmanifoldlarda indirgenmiş ∇ konneksiyonu Levi-Civita konneksiyonu

değildir. ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M) ve V,V
′ ∈ Γ(tr(T M)) için (1.3.32), (1.3.33) ve (1.3.36) dan

(∇X g)(Y,Z) = g̃(hl(X ,Y ),Z)+ g̃(hl(X ,Z),Y ), (1.3.47)

(∇t
X g̃)(V,V

′
) =−g̃(AV X ,V

′
)+ g̃(AV ′X ,V ), (1.3.48)

elde edilir. Bu yüzden indirgenmiş konneksiyon bir metrik konneksiyon değildir. (1.3.47)

dan r− lightlike veya coisotropic altmanifoldlarda indirgenmiş konneksiyonun Levi-

Civita olması için gerek ve yeter şart M üzerinde hl = 0 olmasıdır. Buna karşın bir

isotropic veya totally ligtlike altmanifoldda ∇ indirgenmiş konneksiyonu Levi-Civita kon-

neksiyonudur.

Teorem 1.3.5. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun bir r− lightlike veya

coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M üzerindeki ∇ indirgenmiş konneksiyonu Levi-Civita konneksiyonudur.
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(ii) Her ξ ∈ Γ(RadT M) için A∗
ξ
, M üzerinde sıfırdır.

(iii) RadT M Killing distribüsyonudur.

(iv) RadT M, ∇ ya göre paralel distribüsyondur.

Teorem 1.3.6. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun bir r− lightlike veya

coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) s(T M) integrallenebilirdir.

(ii) h∗. Γ(s(T M)) üzerinde simetriktir.

(iii) AN , g ye göre Γ(s(T M)) üzerinde self-adjointtir.

Teorem 1.3.7. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun bir r− lightlike veya

coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) s(T M), ∇ ya göre paralel distribüsyondur.

(ii) h∗. M üzerinde sıfırdır.

(iii) AN , Γ(RadT M) değerli operatördür.

Teorem 1.3.8. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun bir r− lightlike veya

coisotropic altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) RadT M integrallenebilirdir.

(ii) hl(PX ,ξ) = 0, ∀ξ ∈ Γ(RadT M), X ∈ Γ(T M).

(iii) ξ ∈ Γ(RadT M) için s(T M) nin şekil operatörü A∗
ξ
, Γ(RadT M) üzerinde sıfırdır.

Tanım 1.3.2. (M̃, g̃) bir (m+ 2) boyutlu semi-Riemannian manifold ve (M,g), M̃ nin

ekboyutu 2 olan bir lightlike altmanifoldu olsun. Eğer rank(RadT M) = 1 ise M ye Half-

lightlike altmanifold denir.

M half-lightlike altmanifoldunun ek boyutu 2 ve rankRadT M = 1 olduğundan light-

like transversal demet ltrT M ve ekran (screen) transversal demet de 1− er boyutlu dis-

tribüsyonlardır. Buna göre bir lightlike N ve bir non-null vektör alanı u vardır öyle ki

ltrT M = Sp{N},

s(T M⊥) = Sp{u},
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dur. Aynı zamanda

RadT M = Sp{ξ},

olacak şekilde bir ξ null vektör alanı vardır ve

g̃(N,ξ) = 1, g̃(N,N) = 0, g̃(ξ,ξ) = 0,

g̃(N,u) = g̃(ξ,u) = 0, g̃(u,u) = ε, ε =∓1 g̃(u,ξ) = g̃(ξ,X) = 0, ∀X ∈ T M,

dir.

∇̃, M̃ üzerinde metrik konneksiyon olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ),

∇̃X N =−ANX +∇X N, (1.3.49)

∇̃X u =−AuX +∇X u

dir. ∇XY, ANX ve AuX burada Γ(T M) ye aitken h(X ,Y ), ∇X N ve ∇X u de trT M ye aittir.

Şimdi biz D1, D2 simetrik F(M)− bilineer formlarını ve p1, p2, ε1 ve ε2 1− formlarını

X ,Y ∈ Γ(T M) için

D1(X ,Y ) = g̃(h(X ,Y ),ξ)

D2(X ,Y ) = εg̃(h(X ,Y ),u)

p1(X) = g̃(∇X N,ξ), p2 = εg̃(∇X N,u)

ε1(X) = g̃(∇X u,ξ), ε2(X) = εg̃(∇X u,u)

şeklinde tanımlarsak, (1.3.49) den

h(X ,Y ) = D1(X ,Y )N +D2(X ,Y )u, (1.3.50)

∇X N = p1(X)N + p2(X),

∇X u = ε1(X)N + ε2(X)u,

elde edilir. Böylece Gauss ve Weingarten formülleri;

∇̃XY = ∇XY +D1(X ,Y )N +D2(X ,Y )u, ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.51)

∇̃X N =−ANX + p1(X)N + p2(X)u, (1.3.52)

∇̃X u =−AuX + ε1(X)N + ε2(X)u, (1.3.53)
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şeklinde ifade edilebilir, burada D1 ve D2 ye, sırasıyla, ltrT M de s(T M⊥) e göre lightlike

ikinci temel form ve screen ikinci temel form denir [13]. AN ve Au lineer operatörlerdir.

AN ye Γ(s(T M)) değerli M nin şekil operatörü denir. u birim vektör alanı olduğundan

(1.3.52) den ε2(X) = 0 dir. Benzer şekilde N ve ξ lightlike vektör alanları olduğundan

(1.3.50)-(1.3.52) den

D1(X ,ξ) = 0, (1.3.54)

g̃(ANX ,N) = 0, (1.3.55)

g̃(AuX ,Y ) = εD2(X ,Y )+ ε1(X)η(Y ), (1.3.56)

elde edilir. (1.3.38), (1.3.51), (1.3.52) ve (1.3.56) den ∀X ∈ Γ(T M) için

p1(X) = −η(∇X ξ), (1.3.57)

p2(X) = εη(AuX), (1.3.58)

ε1(X) = −εD2(X ,ξ), (1.3.59)

olduğu sonucuna varılır. ∇̃ metrik konneksiyon olduğundan (1.3.51) den ∀X ,Y,Z ∈

Γ(T M) için

(∇X g)(Y,Z) = D1(X ,Y )η(Z)+D1(X ,Z)η(Y ) (1.3.60)

elde edilir ki bu yüzden indirgenmiş konneksiyon ∇ metrik konneksiyon değildir. (1.3.51)

den D1 ve D2 simetrik bilineer formları ekran distribüsyonun seçiminden bağımsızdır

[13].

Şimdi ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

E1(X ,PY ) = g̃(h∗(X ,PY ),N),

ve

u1(X) = g̃(∇⊥X ξ,N),

denilirse

h∗(X ,PY ) = E1(X ,PY )ξ,
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ve

∇
⊥
X ξ = u1(X)ξ,

olarak elde edilir. Böylece (1.3.39) ve (1.3.40) denklemleri

∇X PY = ∇
∗
X PY +E1(X ,PY )ξ, (1.3.61)

∇X ξ =−A∗
ξ
X +u1(X)ξ, (1.3.62)

şeklinde ifade edilebilir, burada h∗ ve E1’e sırasıyla s(T M) ye göre ikinci temel form, lokal

ikinci temel form ve A∗
ξ

ya ekran distribüsyonuna göre şekil operatörü denir. (1.3.51)-

(1.3.53) deki Gauss-Weingarten formülleri ile (1.3.62) ve (1.3.61) kullanılırsa ∀X ,Y ∈

Γ(T M) için

E1(X ,PY ) = g(ANX ,PY ), (1.3.63)

D1(X ,PY ) = g(A∗
ξ
X ,PY ), (1.3.64)

u1(X) =−p1(X), (1.3.65)

elde edilir. Bu durumda (1.3.62) den

∇X ξ =−A∗
ξ
X− p1(X)ξ,

olduğu sonucuna varılır.

∇ nın torsiyonsuz olduğundan ve (1.3.61) den

[X ,Y ] = {∇∗X PY −∇
∗
Y PX +η(X)A∗

ξ
Y −η(Y )A∗

ξ
X}

+{E1(X ,PY )−E1(Y,PX)+X(η(Y ))

−Y (η(X))+η(X)p1(Y )−η(Y )p1(X)}ξ,

olarak elde edilir. (1.3.64) ve son eşitlikten

g(∇∗X PY,PZ)−g(∇∗X PZ,PY )−g([X ,Y ],PZ)

= η(Y )D1(X ,PZ)−η(X)D1(Y,PZ)

2dη(X ,Y ) = E1(Y,PX)−E1(X ,PY )

+p1(X)η(Y )− p1(Y )η(X) (1.3.66)
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eşitliği bulunur. (1.3.38) ve (1.3.66) nun ikinci eşitliğinden

η([PX ,PY ]) = E1(PX ,PY )−E1(PY,PX), (1.3.67)

ifadesine sahip oluruz. Bu durumda (1.3.63) ve son eşitlikten aşağıdaki teorem ver-

ilir.

Teorem 1.3.9. [13] M, M̃ nin half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler

eşdeğerdir:

(1) Ekran distrübüsyonu s(T M) integrallenebilirdir.

(2) Γ(s(T M) üzerinde ekran distribüsyonunun ikinci temel formu simetriktir.

(3) AN şekil operatörü Γ(s(T M) üzerinde g metriğine göre simetriktir.

(1.3.54), (1.3.60), (1.3.62) ve (1.3.64) kullanılarak aşağıdaki teorem verildi.

Teorem 1.3.10. [28] M, M̃ semi-Riemanian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ol-

sun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(1) İndirgenmiş ∇ konneksiyonu metrik konneksiyondur.

(2) D1, M üzerinde sıfırdır.

(3) A∗
ξ
, M üzerinde sıfırdır.

(4) ξ Killing vektör alanıdır.

(5) T M⊥, ∇ ya göre paralel distribüsyondur.

Şimdi sırasıyla ∇ ve ∇̃ yee göre R ve R̃ eğrilik tensörleri (1.3.51)-(1.3.59) den

∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için

R̃(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +D1(X ,Z)ANY −D1(Y,Z)ANX

+D2(X ,Z)AuY −D2(Y,Z)AuX +{(∇X D1)(Y,Z)− (∇Y D1)(X ,Z)

+p1(X)D1(Y,Z)− p1(Y )D1(X ,Z)+ ε1(X)D2(Y,Z)− ε1(Y )D2(X ,Z)}N

+{(∇X D2)(Y,Z)− (∇Y D2)(X ,Z)+ p2(X)D1(Y,Z)

−p2(Y )D1(X ,Z)}u, (1.3.68)
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R̃(X ,Y )N = −∇X(ANY )+−∇Y (ANX)+AN [X ,Y ]

+p1(X)ANY − p1(Y )ANX

+p2(X)AuY − p2(Y )AuX

+{D1(Y,ANX)−D1(X ,ANY )

+2d p1(X ,Y )+ ε1(X)p2(Y )− ε1(Y )p2(X)}N

+{D2(Y,ANX)−D2(X ,ANY )

+2d p2(X ,Y )+ p1(Y )p2(X)− p1(X)p2(Y )}}u, (1.3.69)

R̃(X ,Y )u = −∇X(AuY )+−∇Y (AuX)+Au[X ,Y ]

+ε1(X)ANY − ε1(Y )ANX

+{D1(Y,AuX)−D1(X ,AuY )

+2dε1(X ,Y )+ p1(X)ε1(Y )− p1(Y )ε1(X)}}N

+{D2(Y,AuX)−D2(X ,AuY )

+ε1(Y )p2(X)− ε1(X)p2(Y )}u, (1.3.70)

olarak bulunur. (1.3.68)-(1.3.70) den aşağıdaki eşitlikleri elde ederiz;

g̃(R̃(X ,Y )PZ,PW ) = g̃(R(X ,Y )PZ,PW )

+D1(X ,PZ)E1(Y,PW )

−D1(Y,PZ)E1(X ,PW )

+ε{D2(X ,PZ)D2(Y,PW )

−D2(Y,PZ)D2(X ,PW ), (1.3.71)

g̃(R̃(X ,Y )PZ,ξ) = g̃(R(X ,Y )PZ,ξ)

+ε1(X)D2(Y,PZ)− ε1(Y )D2(X ,PZ)

= (∇X D1)(Y,PZ)− (∇Y D1)(X ,PZ)

+p1(X)D1(Y,PZ)− p1(Y )D1(X ,PZ)

+ε1(X)D2(Y,PZ)− ε1(Y )D2(X ,PZ), (1.3.72)
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g̃(R̃(X ,Y )PZ,u) = g(∇X(AuY )−∇Y (AuX)−Au[X ,Y ],PZ)

−ε1(X)E1(Y,PZ)+ ε1(Y )E1(X ,PZ)

= ε{(∇X D2)(Y,PZ)− (∇Y D2)(X ,PZ)

+p2(X)D1(Y,PZ)− p2(Y )D1(X ,PZ)}, (1.3.73)

g̃(R̃(X ,Y )PZ,N) = g̃(R(X ,Y )PZ,N)

+ε{p2(Y )D2(X ,PZ)− p2(X)D2(Y,PZ)}

= g(∇X(ANY )−∇Y (ANX)−AN [X ,Y ],PZ)

+p1(Y )E1(X ,PZ)− p1(X)E1(Y,PZ)

+ε{p2(Y )D2(X ,PZ)− p2(X)D2(Y,PZ)}, (1.3.74)

g̃(R̃(X ,Y )ξ,u) = ε{(∇X D2)(Y,ξ)− (∇Y D2)(X ,ξ)

= D1(X ,AuY )−D1(Y,AuX)

−2dε1(X ,Y )+ p1(Y )ε1X− p1(X)ε1Y, (1.3.75)

g̃(R̃(X ,Y )N,u) = ε{D2(Y,ANX)−D2(X ,ANY )

+2d p2(X ,Y )+ p1(Y )p2(X)− p1(X)p2(Y )}

= g̃(∇X(AuY ),N)− g̃(∇Y (AuX),N)

−εp2([X ,Y ]). (1.3.76)

∇∗ konneksiyonuna göre eğrilik tensörü R∗ ile gösterilirse (1.3.68)-(1.3.76) ve (1.3.61) ve

(1.3.62) kullanılırsa

R(X ,Y )PZ = R∗(X ,Y )PZ +E1(X ,PZ)AξY (1.3.77)

−E1(Y,PZ)AξX +{X(E1(Y,PZ))

−Y (E1(X ,PZ))−E1([X ,Y ],PZ)

+E1(X ,∇∗Y PZ)−E1(Y,∇∗X PZ)

−p1(X)E1(Y,PZ)+ p1(Y )E1(X ,PZ)}ξ,
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R(X ,Y )ξ = −∇
∗
X(AξY )+∇

∗
Y (AξX)+Aξ[X ,Y ] (1.3.78)

−p1(X)AξY + p1(y)AξX

+{E1(Y,AξX)−E1(X ,AξY )−2d p1(X ,Y )}ξ,

g(R(X ,Y )PZ,PW ) = g(R∗(X ,Y )PZ,PW )

+E1(X ,PZ)D1(Y,PW )

−E1(Y,PZ)D1(X ,PW ), (1.3.79)

g(R(X ,Y )PZ,N) = X(E1(Y,PZ))−Y (E1(X ,PZ))

+E1([X ,Y ],PZ)+E1(X ,∇∗Y PZ)

−E1(Y,∇∗X PZ)− p1(X)E1(Y,PZ)

+p1(Y )E1(X ,PZ)

= g(∇X(ANY )−∇Y (ANX)

−AN [X ,Y ],PZ)− p1(X)E1(Y,PZ)

+p1(Y )E1(X ,PZ), (1.3.80)

g(R(X ,Y )PZ,ξ) = g(∇∗X(AξY ),PZ)−g(∇∗Y (AξX),PZ)

−D1([X ,Y ],PZ)

+p1(X)D1(Y,PZ)− p1(Y )D1(X ,PZ)

= (∇X D1)(Y,PZ)− (∇Y D1)(X ,PZ)

+p1(X)D1(Y,PZ)− p1(Y )D1(X ,PZ), (1.3.81)

g(R(X ,Y )ξ,N) = E1(Y,AξX)−E1(X ,AξY )

−2d p1(X ,Y )

= D1(X ,ANY −D1(Y,ANX)

−2d p1(X ,Y ), (1.3.82)

olarak bulunur.
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(M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. M

nin total geodezik olması içn gerek ve yeter şart

Di(X ,Y ) = 0. i = 1,2 ∀X ,Y ∈ Γ(T M),

olmasıdır [13].

(M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun total geodezik half-lightlike altman-

ifoldu olsun. Bu durumda (1.3.56), (1.3.59), (1.3.59) ve (1.3.64) den

Au = Aξ = ε1 = p2 = 0

olarak bulunur.

Tanım 1.3.3. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-

foldu olsun. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

D1(X ,Y ) = H1g̃(X ,Y ), D2(X ,Y ) = H2g̃(X ,Y ) (1.3.83)

olacak şekilde sırasıyla ltrT M ve s(T M⊥) de H1 ve H2 smooth fonksiyonları varsa M ye

total umbilik half-lightlike altmanifold denir.

(1.3.56), (1.3.64) ve (1.3.54), (1.3.55) aşağıdaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 1.3.11. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike alt-

manifoldu olsun. ∀X ∈ Γ(T M) için M nin total umbilik umbilik olması için gerek ve

yeter şart

A∗
ξ
X = H1PX ,

P(AuX) = εH2PX , (1.3.84)

olacak şekilde H1 ve H2 fonksiyonlarının bulunması ve Γ(T M) üzerinde ε1 = 0 olmasıdır.

Teorem 1.3.12. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun total umbilik half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır;

D2(X ,ξ) = 0, p2(ξ) = 0, Auξ = 0, (1.3.85)

εAuX = H2PX + p2(X)ξ, ∀X ∈ Γ(T M). (1.3.86)
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M nin total umbilik olması durumunda eğrilik tensörleri arasındaki ilişkiler

aşağıdaki gibidir:

g̃(R̃(X ,Y )PZ,ξ) = g̃(R(X ,Y )PZ,ξ)

= (∇X D1)(Y,PZ)− (∇Y D1)(X ,PZ) (1.3.87)

+p1(X)D1(Y,PZ)− p1(Y )D1(X ,PZ),

g̃(R̃(X ,Y )PZ,u) = g(∇X(AuY )−∇Y (AuX)−Au[X ,Y ],PZ)

= ε{(∇X D2)(Y,PZ)− (∇Y D2)(X ,PZ)

+p2(X)D1(Y,PZ)− p2(Y )D1(X ,PZ)}, (1.3.88)

g̃(R̃(X ,Y )ξ,N) = g(R(X ,Y )ξ,N))

= D1(X ,ANY )−D1(Y,ANX)

−2d p1(X ,Y ), (1.3.89)

g̃(R̃(X ,Y )ξ,u) = ε{(∇X D2)(Y,ξ)− (∇Y D2)(X ,ξ)

= D1(X ,AuY )−D1(Y,AuX). (1.3.90)

Eğer M̃ sabit eğrilikli ise (1.3.83) ve (1.3.89) den

2d p1(X ,Y ) = H1{g(X ,ANY )−g(Y,ANX)}, (1.3.91)

ifadesi elde edilir.

Teorem 1.3.13. [13] (M,g), sabit kesit eğrilikli (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun

total umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir;

(1) s(T M) ekran distribüsyonu integrallenebilirdir.

(2) s(T M) ye indirgenen her p1, 1− formu kapalıdır.

(3) s(T M) ye indirgenen her p2, 1− formu

2d p2(X ,Y ) = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M),

ifadesini sağlar.
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Tanım 1.3.4. (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu

olsun. Eğer

E1(X ,PY ) = Kg(X ,PY ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.92)

olacak şekilde bir K fonksiyonu varsa s(T M) ye total umbilik denir [13].

(1.3.55), (1.3.63) ve (1.3.92) denklemleri kullanılırsa ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

ANX = KPX , E1(ξ,PX) = 0, (1.3.93)

elde edilir. s(T M) nin total umbilikliği kullanılırsa (1.3.66) denklemi

2dη(X ,Y ) = p1(X)η(Y )− p1(Y )η(X),

olur.

Teorem 1.3.14. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike alt-

manifoldu ve s(T M) total umbilik olsun. Bu durumda

dη = 0⇔ p1 = 0.

Teorem 1.3.15. [13] (M,g), sabit eğrilikli (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun total

umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(1) M üzerinde ∇ konneksiyonuna göre Ricci tensörü simetriktir.

(2) s(T M) ekran distribüsyonu integrallenebilirdir.

(3) s(T M) ye indirgenen p1 1- formu kapalıır.

(4) s(T M) ye indirgenen p2 1- formu

2d2(X ,Y ) = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M)

denklemini sağlar.

Tanım 1.3.5. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-

foldu olsun. Eğer

ANX = ϕA∗
ξ
X , ∀X ∈ Γ(T M) (1.3.94)

olacak şekilde sıfırdan farklı ϕ smooth fonksiyonu varsa M ye ekran (screen) konformal

half-lightlike altmanifold denir.
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Önerme 1.3.2. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altman-

ifoldu olsun. M nin ekran konformal olması için gerek ve yeter şart

E1(X ,PY ) = ϕD1(X ,PY ), ∀X ∈ Γ(T M), (1.3.95)

olmasıdır.

Şimdi M ekran konformal olsun. (1.3.61) ve (1.3.95) den

∇X PY = ∇
∗
X PY +ϕD1(X ,PY )ξ, ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.3.96)

elde edilir.

Teorem 1.3.16. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal

half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin her s(T M) ekran distribüsyonu

integrallenebilirdir.

Tanım 1.3.6. [13] (M,g), (M̃, g̃) semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmani-

foldu olsun. Eğer aşağıdakiler sağlanıyorsa M ye minimal half-lightlike altmanifold denir;

n−1

∑
i=1

D1(Ei,Ei) = 0,
n−1

∑
i=1

D2(Ei,Ei) = 0 ve ε1(ξ) = 0,

burada {Ei}n−1
i=1 , s(T M) nin bir ortanormal bazıdır.

Teorem 1.3.17. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal half-lightlike alt-

manifoldu ve M
′
, s(T M) nin lifi olsun. Bu durumda

(1) M total geodeziktir.

(2) M total umbiliktir.

(3) M minimaldir.

olması için gerek ve yeter şart M
′
, M̃ ye immersed ve ε1, M üzerinde sıfırdır.

Tanım 1.3.7. Eğer ∀X ∈ Γ(T M) ve ∀ξ ∈ Γ(RadT M) için ∇̃X ξ ∈ Γ(T M) ise M lightlike

altmanifolda irrasyonel denir.

M nin half-lightlike olması durumunda D1(X ,ξ) = 0 olduğundan yukarıdaki tanıma

göre ∀X ∈ Γ(T M) için D2(X ,ξ) = 0 = ε1(X) dır.
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Teorem 1.3.18. [13] M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal half-

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman aşağıdakiler eşdeğerdir.

(1) s(T M) nin her lifi M de total geodeziktir.

(2) D1, M üzerinde sıfırdır.

(3) İndirgenmiş konneksiyon ∇, M üzerinde metrik konneksiyondur.

1.4 Kompleks Manifoldlar

M bir reel 2n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Eğer M nin her x elemanı

için J2 =−I olacak şekilde Tx(M) tanjant uzayında J endomorfizmi varsa J ye M üzerinde

bir hemen hemen kompleks yapı denir. Bir hemen hemen kompleks J yapısına sahip M

manifolduna hemen hemen kompleks manifold denir. M nin Nijenhius tensor alanı

NJ(X ,Y ) = [JX ,JY ]− J [X ,JY ]− J [JX ,Y ]− [X ,Y ] ,X ,Y ∈ Γ(T M), (1.4.1)

olarak tanımlıdır ve NJ bir (1,2) tipinde tensör alanıdır. Eğer J hemen hemen kompleks

yapısı için Nijenhius tensör alanı sıfır ise J ye kompleks yapı ve M ye de kompleks mani-

fold denir.

Bir hemen hemen kompleks manifoldun kompleks manifold olması için gerek ve

yeter şart ∇J = 0 olmasıdır, burada ∇, M üzerinde torsiyonsuz bir lineer konneksiyondur

[23].

J hemen hemen kompleks yapı ve M kompleks manifold olsun. Bu durumda

g(JX ,JY ) = g(X ,Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.4.2)

olacak şekilde M üzerinde bir g metriğine Hermityen metrik denir.

Bir hemen hemen kompleks manifold hermityen metrikle verilirse manifolda hemen

hemen hemityen manifold denir. J2 =−I olduğundan (1.4.2) eşitliğinden

g(X ,JY ) =−g(JX ,Y ), (1.4.3)

30



elde edillr. Bir hemen hemen kompleks manifoldda M üzerinde temel 2− form φ

φ(X ,Y ) = g(X ,JY ),∀X ,Y ∈ Γ(T M), (1.4.4)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 1.4.1. [23] M bir hemen hemen kompleks manifoldu için J hemen hemen kom-

pleks yapı ve g hermityen metrik olsun. Bu durumda her X ,Y ∈ Γ(T M) için aşağıdakiler

eşdeğerdir;

(i) ∇J = 0.

(ii) ∇φ = 0.

(iii) N = 0 ve dφ = 0.

Bir hemen hemen kompleks manifoldu bir hermityen g metrikle verilsin. Eğer temel

2− form φ kapalı (dφ = 0) ise g ye Kaehler metrik ve manifolda hemen hemen Kaehler

manifold denir. Bir kompleks manifold Kaehler metrik ile verilirse manifolda Kaehler

manifold denir [23].

Teorem(1.4.1)’e göre bir hermityen manifoldun Kaehler manifold olması için gerek

ve yeter şart ∇J = 0 olmasıdır.
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2. QUARTER SİMETRİK NON-METRİK KONNEKSİYONLU LİGHTLİKE

HİPERYÜZEYLER

Bu bölümde bir semi-Riemannian Çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyleri

incelendi. İlk önce F çarpım yapısından yararlanarak yeni lightlike hiperyüzey türleri

tanımlandı ve bu hiperyüzeylerin geometrik özellikleri incelendi (screen semi-invaryant,

radikal anti-invaryant, screen invaryant). Daha sonra yine aynı bölümde (0.0.4) deki kon-

neksiyon alınarak, bu tip lightlike hiperyüzeyler quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona göre incelendi ve bazı sonuçlar verildi.

2.1 Semi-Riemannian Çarpım Manifoldunun Lightlike Hiperyüzeyleri

(M̃, g̃,F), (m+2)− boyutlu bir semi-Riemann çarpım manifoldu ve M de M̃ nin bir

lightlike hiperyüzeyi olsun. Her X ∈ Γ(T M) için

FX = f X +w(X)N, (2.1.1)

olarak yazabiliriz, burada f , M üzerinde (1,1) tipinde bir tensör alanı ve w

w(X) = g̃(FX ,ξ) = g̃(X ,Fξ),

şeklinde tanımlanan M üzerinde bir 1− formdur.

Tanım 2.1.1. (M,g), (M̃, g̃,F) semi-Riemann çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi

olsun. Eğer;

(i) FRadT M ⊂ s(T M) ve FltrT M ⊂ s(T M) ise M ye screen semi-invaryant lightlike

hiperyüzey

(ii) Fs(T M) = s(T M) ise M ye screen invaryant lightlike hiperyüzey

(iii) FRadT M = ltrT M ise M ye radikal anti-invaryant lightlike hiperyüzey denir.

Yukarıdaki tanıma göre bir radikal anti-invaryant lightlike hiperyüzey bir screen in-

varyant lightlike hiperyüzeydir.
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Şimdi M bir semi-Riemannian manifoldun screen semi-invaryant lightlike

hiperyüzeyi olsun. Eğer

L1 = FRadT M, L2 = FltrT M,

olarak alınırsa aşağıdaki ayrışımlara sahip oluruz;

s(T M) = L⊥{L1⊕L2}, (2.1.2)

T M = L⊥{L1⊕L2}⊥RadT M, (2.1.3)

T M̃ = L⊥{L1⊕L2}⊥{RadT M⊕ ltrT M}, (2.1.4)

burada L, (m−2) boyutlu distribüsyondur.

Önerme 2.1.1. L distribüsyonu F ye göre invaryant distribüsyondur.

İspat. Her X ∈ Γ(L) and U ∈ Γ(L1),V ∈ Γ(L2) için

g(FX ,U) = g(X ,FU) = 0,

g(FX ,V ) = g(X ,FV ) = 0,

olduğu için FX in L1 and L2 de bileşeni yoktur. Üstelik

g(FX ,ξ) = g(X ,Fξ) = 0,

g(FX ,N) = g(X ,FN) = 0,

olduğundan ispat tamamlanır.

Örnek 2.1.1. M̃ = (R5
2, g̃) bir (−,+,−,+,+) işaretli semi-Öklityen uzay ve (x,y,z,s, t),

R5
2 in standart koordinat sistemi olsun. Eğer F(x,y,z,s, t) = (x,y,−z,−s,−t) olarak

tanımlanırsa F2 = I dır ve F , R5
2 üzerinde bir çarpım yapıdır.

t = x+ y+ z,

ile verilen M hiperyüzeyini gözönüne alalım. Bu durumda

T M = Sp{U1,U2,U3,U4},
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dır, burada

U1 =
∂

∂x
+

∂

∂t
, U2 =

∂

∂y
+

∂

∂t
, U3 =

∂

∂z
+

∂

∂t
, U4 =

∂

∂s
.

dır ve M bir lightlike hiperyüzeydir ve

T M⊥ = Sp{ξ =U1−U2 +U3}.

dir. Bu durumda lightlike transversal vektör demetini

ltr(T M) = Span{N =−1
4
{ ∂

∂x
+

∂

∂y
+

∂

∂z
− ∂

∂t
},

şeklinde belirleyebiliriz. Buna göre ekran (screen) distribüsyonu

S(T M) = Sp{W1,W2,W3},

olarak ifade edilebilir, burada

{W1 =U4, W2 =U1−U2−U3,W3 =U1 +U2−U3},

dır.

Eğer L = Sp{W1}, L1 = Sp{W2} ve L2 = Sp{W3} denilirse

FL = L, FL1 ⊂ s(T M), FL2 ⊂ s(T M),

elde edilir ve böylece M, M nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyidir.

Örnek 2.1.2. [7] (x,y,z, t), R4 ün standart koordinat sistemi ve R4 üzerindeki g metriği

ds2 =−dx−dy+dz+dt

ile verilen 2− indeksli semi-Riemann metrik olur. R4 üzerindeki F çarpım yapı

F(x,y,z, t) = (z, t,x,y)

olarak tanımlansın. R4
2 de

t = x+
1
2
(y+ z)2
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ile verilen hiperyüzeyi gözönüne alalım. Bu durumda M bir lightlike hiperyüzeydir ve

RadT M = Sp{ξ =
∂

∂x
+(y+ z)

∂

∂y
− (y+ z)

∂

∂z
+

∂

∂t
},

ltrT M = Sp{N =− 1
2(1+(y+ z)2)

(
∂

∂x
+(y+ z)

∂

∂y
+(y+ z)

∂

∂z
− ∂

∂t
)},

s(T M) = Sp{W1 =−(y+ z)
∂

∂x
+

∂

∂y
, W2 =

∂

∂z
+(y+ z)

∂

∂t
},

olarak bulunur. Üstelik

Fξ =W1 +W2, FN =
1

2(1+(y+ z)2)
(W1−W2)

olduğu için

L = {0}, L1 = Sp{Fξ}, L2 = Sp{FN}

olarak yazılabilir. Bu durumda M screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeydir.

Örnek 2.1.3. [7] (R4
2, g̃), (−,−,+,+) işaretli 4− boyutlu semi-Öklidyen uzay ve

(x1,x2,x3,x4) standart koordinat sistemi olsun. R4
2 de

x4 = Ax1 +Bx2 +Cx3, A2 +B2−C2 = 1, A,B,C ∈ R,

ile tanımlanan M, Monge hiperyüzeyini gözönüne alalım. Bu durumda M hiperyüzeyinin

tanjant demeti

T M = Sp{U1 =
∂

∂x1
+A

∂

∂x4
, U2 =

∂

∂x2
+B

∂

∂x4
, U3 =

∂

∂x3
+C

∂

∂x4
},

olarak bulunur. M nin lightlike hiperyüzeydir ve radikal distribüsyon RadT M

RadT M = Sp{ξ = AU1 +BU2−CU3 = A
∂

∂x1
+B

∂

∂x2
−C

∂

∂x3
+

∂

∂x4
},

olarak ifade edilebilir. Lightlike transversal vektör demeti ltrT M ise

ltrT M = Sp{N =− 1
2(C2 +1)

A
∂

∂x1
+B

∂

∂x2
+C

∂

∂x3
− ∂

∂x4
},

olarak bulunur. Ekran distribüsyonu s(T M) ise

s(T M) = {s(T M) =W1 =
1

A2 +B2 (B
∂

∂x1
−A

∂

∂x2
), W2 =

1
A2 +B2 (

∂

∂x3
+C

∂

∂x4
)},
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şeklinde ifade edilebilir. Eğer F dönüşümünü F(x1,x2,x3,x4) = (x1,x2,−x3,−x4)

şeklinde tanımlarsak F2 = I dır ve F , R4 üzerinde çarpım yapıdır. Üstelik

FRadT M = ltrT M) ve Fs(T M) = s(T M),

olduğu için M, R4
2 üzerinde radikal anti-invaryant lightlike hiperyüzeydir. Aynı zamanda

bu lightlike hiperyüzey bir screen invaryant lightlike hiperyüzeydir.

Şimdi L̃ = L⊥RadT M⊥FRadT M olarak tanımlanırsa

T M = L̃⊕L2, (2.1.5)

şeklinde bir ayrışıma sahip oluruz.

Sonuç 2.1.1. L̃ distribüsyonu F ye göre invaryanttır.

Teorem 2.1.1. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ nin screen semi-

invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir;

(i) M üzerindeki ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre L̃ distribüsyonu integrallenebilirdir.

(ii) B(X , fY ) = B(Y, f X), ∀X ,Y ∈ Γ(L̃).

(iii) g(A∗
ξ
X ,P fY ) = g(A∗

ξ
Y,P f X), ∀X ,Y ∈ Γ(L̃).

İspat. Her X ,Y ∈ Γ(L̃) için (1.3.6) ve (2.1.1) den

f ∇XY +ω(∇XY )N +B(X ,Y )FN = ∇X fY +B(X , fY )N, (2.1.6)

elde edilir. (2.1.6) denkleminde X ile Y nin rollerini değiştirirsek

f ∇Y X +ω(∇Y X)N +B(X ,Y )FN = ∇Y f X +B(Y, f X)N, (2.1.7)

denklemine sahip oluruz. (2.1.6) ve (2.1.7) den

ω([X ,Y ]) = B(X , fY )−B(Y, f X),

elde edilir. O halde (i)⇔ (ii) dir. (1.3.17) den (ii)⇔ (iii) elde edilir ki buda ispatı

tamamlar.
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Teorem 2.1.2. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ nin radikal anti-

invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda s(T M) distribüsyonunun M üzerinde

integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

B(X ,FY ) = B(Y,FX), ∀X ,Y ∈ Γ(T M),

olmasıdır.

İspat. M üzerindeki bir X vektör alanının Γ(s(T M)) ye ait olması için gerek ve yeter şart

η(X) = 0 olmasıdır. Radikal anti-invaryant lightlike hiperyüzeyde her X ,Y ∈ Γ(s(T M))

için FX ∈ Γ(s(T M)) olduğunu biliyoruz. Buna göre X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇̃X FY = ∇X FY +B(X ,FY )N,

olarak yazabiliriz. Bu son eşitlikte X ve Y nin rolleri değiştirilirse

∇̃Y FX = ∇Y FX +B(Y,FX)N,

elde edilir. Bu son iki eşitlikten

F [X ,Y ] = ∇X FY −∇Y FX +(B(X ,FY )−B(Y,FX))N,

bulunur. Buradan ise

η([X ,Y ]) = g̃([X ,Y ],N) = g̃(F [X ,Y ],FN),

olduğu için

η([X ,Y ]) = (B(X ,FY )−B(Y,FX))g̃(FN,N),

elde edilir. g̃(FN,N) 6= 0 olduğu için η([X ,Y ]) = 0 olması için gerek ve yeter şart

B(X ,FY ) = B(Y,FX) olmasıdır. Böylece ispat tamamlanır..

Tanım 2.1.2. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ üzerinde lightlike

hiperyüzey olsun. Eğer her X ∈ Γ(L̃), Y ∈ Γ(L2) için B(X ,Y ) = 0 ise M ye mixed

geodezik lightlike hiperyüzey denir.
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Teorem 2.1.3. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ üzerinde screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) AN nin L2 bileşeni yoktur.

(iii) A∗
ξ

nin L1 bileşeni yoktur.

İspat. M, M̃ üzerindeki ∇̃ Levi-civita konneksiyonuna göre screen semi-invaryant light-

like hiperyüzey olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(L̃) için B(X ,FN) = 0 dır. (2.1.1), (1.3.6)

ve (1.3.7) den

∇X FN +B(X ,FN)N =− f ANX−ω(ANX)N + τ(X)FN,

elde edilir. Bu son eşitlik teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

∇X FN =− f ANX + τ(X)FN,

ve

B(X ,FN) =−ω(ANX),

bulunur. ω(ANX) = g(ANX ,Fξ) olduğundan (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur. g(FN,ξ) =

g(N,Fξ) = 0 olduğundan

g(ANX ,Fξ) =−g(A∗
ξ
X ,FN),

bullunur ve (ii)⇔ (iii) elde edilir.

(2.1.5) ayrışıma göre aşağıdaki teorem verilir.

Teorem 2.1.4. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ üzerinde screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzey olsun. M nin lokal çarpım manifoldu olması için gerek

ve yeter şart f nin ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paralel, yani ∇ f = 0 olmasıdır.

İspat. M bir lokal çarpım yapısına sahip olsun. Bu durumda L̃ ve L2 distribüsyonları

M de total geodeziktir. L̃ distribüsyonu F ye göre invaryant olduğundan her Y ∈ L̃ için

FY ∈ L̃ olduğundan her X ∈Γ(T M) için ∇XY ve ∇X fY , Γ(L̃) ye aittir. Gauss formülünden

∇X fY = f ∇XY +ω(∇XY )N +B(X ,Y )FN, (2.1.8)
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elde edilir. (2.1.8), L̃ ye göre teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

∇X fY = f (∇XY ), veya (∇X f )Y = 0,

ve

B(X ,Y ) = 0, (2.1.9)

elde edilir. Her Z ∈ Γ(L2) için f Z = 0 olduğundan ∇X f Z = 0 ve f ∇X Z = 0 bulunur ki

buda (∇X f )Z = 0 olması demektir. Böylece M üzerinde ∇ f = 0 olduğu sonucuna ulaşılır.

Tersine M üzerinde ∇ f = 0 olsun. Bu durumda her X ,Y ∈ L̃ için ∇X fY = f ∇XY

ve U,V ∈ Γ(L2) için ∇U fV = f ∇VU = 0 dır. Bu yüzden ∇X fY ∈ Γ(L̃) ve ∇UV ∈ Γ(L2)

bulunur ki L̃ ve L2 distribüsyonları M de total geodeziktir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem2.1.4 ve (2.1.9) dan aşağıdaki sonuca ulaşılır.

Sonuç 2.1.2. M̃, g̃ bir semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ üzerinde screen semi-

invaryant lightlike hiperyüzey olsun. M lokal çarpım yapısına sahip ise bu durumda M

mixed geodezik lightlike hiperyüzeydir.

2.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu Semi-Riemannian Çarpım

Manifoldunun Lightlike Hiperyüzeyleri

(M,g), (M̃, g̃,F) semi-Riemann çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi ve ∇̃, M̃

üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. M̃ üzerinde ∀X ∈ Γ(T M̃) için

D̃XY = ∇̃XY +π(Y )FX , (2.2.1)

konneksiyonunu tanımlayalım, burada π, M̃ üzerinde tanımlı bir 1− formdur. Eğer π bir

formuna karşılık gelen vektör alanı U ise

π(X) = g̃(U,X),

olarak yazılır. Böylece D̃, M üzerinde bir lineer konneksiyondur. D̃ konneksiyonuna göre

torsiyon tensörü T̃ olmak üzere (2.2.1) den her X ,Y ∈ Γ(T M̃) için

T̃ (X ,Y ) = π(Y )FX−π(X)FY, (2.2.2)

(D̃X g̃)(Y,Z) =−π(Y )g̃(FX ,Z)−π(Z)g̃(FX ,Y ), (2.2.3)
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olarak elde edilir. Böylece D̃, M̃ üzerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

(2.2.1) den

(D̃X F)Y = π(FY )FX−π(Y )X , (2.2.4)

elde edilir. (2.2.4) de X yerine FX ve Y yerine FY yazılırsa

(D̃FX F)FY = π(Y )X−π(FY )FX , (2.2.5)

bulunur. (2.2.4) ve (2.2.5) den

(D̃FX F)FY +(D̃X F)Y = 0, (2.2.6)

elde edilir. Şimdi

F ′(X ,Y ) = g̃(FX ,Y ) (2.2.7)

olarak tanımlayalım. Her X ,Y ∈ Γ(T M̃) için (2.2.1) den

(D̃X F ′)(Y,Z) = (∇̃X F ′)(Y,Z)−π(Y )g̃(X ,Z)−π(Z)g̃(X ,Y ) (2.2.8)

elde edilir.

Şimdi quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonuna göre R̃D̃ eğrilik tensörünü

hesaplayalım.

R̃D̃(X ,Y )Z = D̃X DY Z− D̃Y DX Z− D̃[X ,Y ]Z

olduğu için (2.2.1) den her X ,Y ∈ Γ(T M̃) için

R̃D̃(X ,Y )Z = R̃(X ,Y )Z +λ(X ,Z)FY −λ(Y,Z)FX , (2.2.9)

olarak bulunur, burada λ, (0,2) tipinde tensör alanı olup

λ(X ,Z) = (∇̃X u)(Z)−π(Z)π(FX)

şeklinde tanımlanır. (2.2.9) dan K̃D̃(X ,Y,Z,W ) = g̃(R̃D̃(X ,Y )Z,W ) olduğu gözönüne

alınırsa

K̃D̃(X ,Y,Z,W ) =−K̃D̃(Y,X ,Z,W ), (2.2.10)

elde edilir. Ancak quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre R̃D̃ eğrilik tensörü

eğrilikle ilgili (2.2.10) den başka diğer özellikleri sağlamaz.
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Önerme 2.2.1. (M,g), (M̃, g̃,F) semi-Riemann çarpım manifoldunun lightlike hiperyüze-

yi olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonuna göre birinci Bianchi

özdeşliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart λ tensörünün simetrik olmasıdır.

İspat. (2.2.9) den, ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M̃) için

R̃D̃(X ,Y )Z + R̃D̃(Y,Z)X + R̃D̃(Z,X)Y = {λ(Y,Z)−λ(Z,Y )}FX

+{λ(Z,X)−λ(X ,Z)}FY

+{λ(X ,Y )−λ(Y,X)}FZ

elde edilir. Buradan ise önermedeki iddiaya ulaşılır.

(M,g), (M̃, g̃,F) semi-Riemann çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun.

Bu durumda D̃ quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre Gauss ve Weingarten

formülleri, sırasıyla, her X ,Y ∈ Γ(T M) için

D̃XY = DXY + B̃(X ,Y )N, (2.2.11)

ve

D̃X N =−ÃNX + τ̃(X)N, (2.2.12)

olarak yazılır, burada DXY, ÃNX ∈ Γ(T M) dır. Ayrıca D, B̃, ÃN , sırasıyla, M üzerinde,

indirgenmiş konneksiyon, ikinci temel form ve Weingarten dönüşümüdür. Eğer

B̃(X ,Y ) = g̃(D̃XY,ξ), τ̃(X) = g̃(D̃X N,ξ),

denilirse (1.3.6),(1.3.7),(2.2.1), (2.2.11) ve (2.2.12) den her X ,Y ∈ Γ(T M) için aşağıdaki

ifadelere ulaşılır:

DXY = ∇XY +π(Y ) f X , (2.2.13)

B̃(X ,Y ) = B(X ,Y )+π(Y )ω(X), (2.2.14)

ÃNX = ANX−π(N) f X , (2.2.15)

τ̃(X) = τ(X)+π(N)ω(X). (2.2.16)
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(2.2.1) ve (2.2.2) den

(DX g)(Y,Z) = B(X ,Y )η(Z)+B(X ,Z)η(Y )

−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y ),

olarak hesaplanır. Bunun yanısıra D indirgenmiş konneksiyona göre torsiyon tensörü

T D(X ,Y ) = π(Y ) f X−π(X) fY, (2.2.17)

şeklinde bulunur. Bu son iki eşitlikten aşağıdaki önermeye sahip oluruz.

Önerme 2.2.2. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda M

hiperyüzeyindeki D indirgenmiş konneksiyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyon-

dur.

Her X ,Y ∈ Γ(T M) için

DX PY = D∗X PY +C̃(X ,PY )ξ, (2.2.18)

ve

DX ξ =−Ã∗
ξ
X + ε(X)ξ, (2.2.19)

yazılabilir. Burada D∗X PY, Ã∗
ξ
X ∈ Γ(s(T M)) dir. (2.2.18) ve (2.2.19) e göre

C̃(X ,PY ) = g(DX PY,N) ve ε(X) = g(DX ξ,N)

dır. (1.3.14), (1.3.13) ve (2.2.13) den

C̃(X ,PY ) =C(X ,PY )+π(PY )η( f X), (2.2.20)

Ã∗
ξ
X = A∗

ξ
X−π(ξ)P f X , ε(X) =−τ(X)+π(ξ)η( f X), (2.2.21)

ve (2.2.14), (2.2.21) ve (1.3.17) eşitliklerinden her X ,Y ∈ Γ(T M) için

B̃(X ,PY ) = g(Ã∗
ξ
X ,PY )+π(PY )ω(PX)+π(ξ)g(FX ,PY ), (2.2.22)

elde edilir. (2.2.14) den ve B ikinci temel formu dejenere olduğundan aşağıdaki önerme

verilir.
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Önerme 2.2.3. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. D̃ quarter simetrik non-

metrik konneksiyona göre B̃ ikinci temel formu dejeneredir.

Önerme 2.2.4. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. D̃ quarter simetrik non-

metrik konneksiyona göre B̃ ikinci temel formunun simetrik olması için gerek ve yeter şart

T̃ torsiyonunun T M değerli olmasıdır.

İspat. (2.2.14) dan

B̃(X ,Y )− B̃(Y,X) = π(Y )ω(X)−π(X)ω(Y )

= g(π(Y )FX−π(X)FY,ξ)

= g(T̃ (X ,Y ),ξ),

elde edilir ve böylece ispat tamamdır.

ω(X) = g(FX ,ξ) olduğundan her X ∈ Γ(L) için ω(X) = 0 dır. Buradan aşağıdaki

önermeye sahip oluruz.

Önerme 2.2.5. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun.

Eğer M, ∇̃ konneksiyonuna göre L− total geodezik ise M quarter simetrik non-metrik

konneksiyona göre de L− total geodeziktir.

Teorem 2.2.1. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu

durumda aşağıdakiler eşdeğerdir.

(i) Quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna göre L̃ distribüsyonu integral-

lenebilirdir.

(ii) B̃(X , fY ) = B̃(Y, f X), ∀X ,Y ∈ Γ(L̃).

(iii) g(Ã∗
ξ
X ,P fY ) = g(Ã∗

ξ
Y,P f X), ∀X ,Y ∈ Γ(L̃).
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İspat. (2.2.11), (2.2.1), (2.2.2), (2.2.4) eşitliklerinden

F
(
DXY +B(X ,Y )N

)
= DX fY +B(X , fY )N +u(Y )X−u(FY ) f X ,

yada

f DXY +w(DXY )N +B(X ,Y )FN = DX fY +B(X , fY )N +u(Y )X−u(FY ) f X ,

elde edilir. X ve Y nin rollerini değiştirirsek

f DY X +w(DY X)N +B(Y,X)FN = DY f X +B(Y, f X)N +u(X)Y −u(FX) fY,

bulunur. Her X ∈ Γ(L̃) için ,w(X) = 0 olduğundan son iki eşitlikten

w([X ,Y ]) = B(X , fY )−B(Y, f X),

bulunur. Buradan (i)⇒ (ii) elde edildi. (2.2.22) ve son eşitlikten ispat tamamlanır.

Her X ∈ Γ(L) için (2.2.22) den B̃(X , fY ) = g(Ã∗
ξ
X ,PY ) elde edilir. Eğer

L
′
= L⊥L2

alınırsa teorem(2.1.3) dan aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 2.2.1. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun.

Bu durumda L
′

disribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre mixed

geodzik olması için gerek ve yeter şart Ã∗
ξ

ın L1− bileşeninin olmamasıdır.

(2.2.13) ten indirgenmiş quarter simetrik non-metrik D konneksyonuna göre eğrilik

tensörü ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için

RD(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +π(Z){(∇X f )Y − (∇Y f )X} (2.2.23)

+λ(X ,Z) fY −λ(Y,Z) f X ,

olarak hesaplanır, burada λ

λ(X ,Z) = (∇X π)Z−π(Z)π( f X)

şeklinde tanımlı M üzerinde bir (0,2) tipinde tensördür.
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Önerme 2.2.6. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu semi-

Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Kabul edelim ki f , M

üzerinde paralel olsun. Bu durumda M üzerindeki quarter simetrik non-metrik D kon-

neksiyonuna göre birinci Bianchi özdeşliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart λ

tensörünün simetrik olmasıdır.

İspat. (2.2.23) ten f , M üzerinde paralel olduğundan

RD(X ,Y )Z = R(X ,Y )Z +λ(X ,Z) fY −λ(Y,Z) f X

olur. Ayrıca

RD(X ,Y )Z +RD(Y,Z)X +RD(Z,X)Y = R(X ,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y

+{λ(Y,X)−λ(X ,Y )} f Z

+{λ(X ,Z)−λ(Z,X)} fY

+{λ(Z,Y )−λ(Y,Z)} f X

olduğundan ispat tamamlanır.

Şimdi lightlike hiperyüzeyde Gauss-Codazzi denklemlerini hesaplayalım. Her

X ,Y,X ,W ∈ Γ(T M) için (2.2.1), (2.2.11), (2.2.13) ve (2.2.14) den

g̃(R̃D(X ,Y )Z,PW ) = g(R(X ,Y )Z,PW ) (2.2.24)

+B(X ,Z)C(Y,PW )−B(Y,z)C(X ,PW )

+λ̃(X ,Z)g( fY,PW )− λ̃(Y,Z)g( f X ,PW ),

g̃(R̃D(X ,Y )Z,ξ) = (∇X B)(Y,Z)− (∇Y B)(X ,Z) (2.2.25)

+λ̃(X ,Z)ω(Y )− λ̃(Y,Z)ω(X),

g̃(R̃D(X ,Y )Z,N) = g(R(X ,Y )Z,N) (2.2.26)

+λ̃(X ,Z)η( fY )−−λ̃(Y,Z)η( f X),

elde edilir.

(M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu ve (m+ 2) boyutlu

semi-Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Kabul edelim ki
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f , M üzerinde paralel olsun. M̃ de lokal quasi ortanormal bazı {Ei,Fξ,FN,ξ,N}, i =

1,2, ...,(m−1) alalım. Burada E1, ...,Em−2, Γ(L) nin ortanormal bazıdır. Bu durumda D

konneksiyonuna göre Ricci tensörü

RD(0,2)(X ,Y ) =
m−2

∑
i=1

εig(RD(X ,Ei)Y,Ei)+g(RD(X ,Fξ)Y,FN) (2.2.27)

+g(RD(X ,FN)Y,Fξ)++g(RD(X ,ξ)Y,N)

şeklinde ifade edilir.

Teorem 2.2.2. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu ve (m+2)

boyutlu semi-Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Kabul edelim

ki f , M üzerinde paralel olsun. Bu durumda

RD(0,2)(X ,Y ) = R(0,2)(X ,Y )+
m−2

∑
i=1

εi{λ(X ,Y )g( f Ei,Ei) (2.2.28)

−λ(Ei,Y )g( f X ,Ei)}

−λ(Fξ,Y )η(X)−λ(ξ,Y )η( f X),

dir, burada R(0,2)(X ,Y ), M nin Ricci tensörüdür.

İspat.

m−2

∑
i=1

εig(RD(X ,Ei)Y,Ei) =
m−2

∑
i=1

εi{g(R(X ,Ei)Y,Ei)+λ(X ,Y )g( f Ei,Ei) −λ(Ei,Y )g( f X ,Ei)},

g(RD(X ,Fξ)Y,FN) = g(R(X ,Fξ)Y,FN)−λ(Fξ,Y )η(X),

g(RD(X ,FN)Y,Fξ) = g(R(X ,FN)Y,Fξ),

g(RD(X ,ξ)Y,N) = g(R(X ,ξ)Y,N)−λ(ξ,Y )η( f X),

olduğundan bu dört denklemden ispat tamamlanır.

Sonuç 2.2.2. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu ve (m +

2) boyutlu semi-Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Kabul

edelim ki f , M üzerinde paralel ve R(0,2)(X ,Y ) simetrik olsun. Bu durumda RD(0,2)(X ,Y )

nin L distribüsyonu üzerinde simetrik olması için gerek ve yeter şart λ nın simetrik ve

λ( f X ,Y ) = λ( fY,X) olmasıdır.
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Sonuç 2.2.3. (M,g), (M̃, g̃,F) quarter simetrik non-metrik D̃ konneksiyonlu ve (m+ 2)

boyutlu semi-Riemannian çarpım manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Kabul ede-

lim ki f , M üzerinde paralel ve R(0,2)(X ,Y ) simetrik olsun. Bu durumda RD(0,2)(X ,Y ) nin

L2 distribüsyonu üzerinde simetrik olması için gerek ve yeter şart λ nın simetrik olmasıdır.
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3. QUARTER SİMETRİK NON-METRİK KONNEKSİYONLU

HALF-LIGHTLLIKE ALTMANİFOLDLAR

Bu bölümde bir semi-Riemannian Çarpım manifoldunun half-lightlike altmanifold-

ları incelendi. F çarpım yapısından yararlanarak semi-invaryant half-lightlike altmani-

foldların yeni bir sınıfı tanımlandı ve bu tanıma göre elde edilen distribüsyonların ge-

ometrik özellikleri incelendi.

3.1 Semi-Riemannian Çarpım Manifoldunun Half-Lightlike Altmanifoldları

Tanım 3.1.1. (M̃, g̃,F) semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ nin half-lightlike

altmanifoldu olsun. Eğer aşağıdakiler sağlanıyorsa M ye semi-invaryant half-lightlike

altmanifold denir:

(i) L1 = FRadT M ⊂ s(T M),

(ii) L2 = FltrT M ⊂ s(T M),

(iii) L3 = F(s(T M⊥))⊂ s(T M).

Bu durumda

s(T M) = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0, (3.1.1)

dır, burada L0, (n−4) boyutlu bir distribüsyondur. Buna göre aşağıdaki ayrışımlara sahip

oluruz:

T M = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0⊥RadT M, (3.1.2)

T M̃ = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0⊥s(T M⊥)⊥{RadT M⊕ ltrT M}. (3.1.3)

Önerme 3.1.1. (M̃, g̃,F) semi-Riemannian almost product manifold ve M, M̃ nin semi-

invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda L0 distribüsyonu F− in-

varyanttır.

İspat. X ∈ Γ(L0) için

g(FX ,N) = g(X ,FN) = 0,
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g(FX ,ξ) = g(X ,Fξ) = 0,

g(FX ,u) = g(X ,Fu) = 0,

olduğundan FX de sırasıyla RadT M, ltrT M ve s(T M⊥) bileşeni yoktur.

g(FX ,FN) = g(X ,N) = 0,

g(FX ,Fξ) = g(X ,ξ) = 0,

g(FX ,Fu) = g(X ,u) = 0,

olduğundan FX de L1, L2 ve L3 distribüsyonlarına ait bileşeni yoktur. O halde L0, F−

invaryanttır.

Örnek 3.1.1. M̃ = R4
2×R3

2 semi-Riemannian çarpım manifoldu g̃ = π∗g1 +σ∗g2 metrik

tensörü olsun. Burada g1 ve g2 sırasıyla R4
2 ve R3

2 üzerinde standart metrik tensörler,

π ve σ sırasıyla R4
2 ve R3

2 üzerinde projeksiyon olsunlar. (x1,x2, ...,x7), R7 nin standart

koordinat sistemi ve ti, i = 1, ...,5 reel parametreler olmak üzere

x1 = t1 + t2− t3,

x2 = t1 + t2 + t3 +
√

2arctan t4,

x3 =
√

2(t1 + t2 + t3)+ arctan t4,

x4 = t5,

x5 = t1− t2 + t3,

x6 = arctan t4,

x7 = t1− t2− t3,

ile verilen M alt manifoldunu gözönüne alalım. Bu durumda M nin tanjant demeti için

T M = Sp{U1,U2,U3,U4},
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ifadesine sahip oluruz, burada

U1 =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+
√

2
∂

∂x3
+

∂

∂x5
+

∂

∂x7
,

U2 =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+
√

2
∂

∂x3
− ∂

∂x5
− ∂

∂x7
,

U3 = − ∂

∂x1
+

∂

∂x2
+
√

2
∂

∂x3
+

∂

∂x5
− ∂

∂x7
,

U4 =

√
2

1+ t2
4

∂

∂x2
+

1
1+ t2

4

∂

∂x3
+

1
1+ t2

4

∂

∂x6
,

U5 =
∂

∂x4
.

dir. Buradan U1 in bir dejenere vektör olduğu kolayca görülür ve M, M̃ nin 5− boyutlu

1− lightlike altmanifoldudur. U1 = ξ ile gösterilirse RadT M = Sp{ξ} ve s(T M) =

Sp{Fξ,FN,U1,FU2} olarak yazılabilir. Aynı zamanda

ltrT M = Sp{N =− ∂

∂x1
+

∂

∂x2
+
√

2
∂

∂x3
− ∂

∂x5
+

∂

∂x7
},

ve

s(T M⊥) = Sp{V =
√

2
∂

∂x2
+

∂

∂x3
+

∂

∂x6
},

ifadeleri elde edilir. Bundan dolayı M, M̃ nin half-lightlike altmanifoldudur. Aynı za-

manda

Fξ =U2 ∈ Γ(s(T M)), FN =U3 ∈ Γ(s(T M)),

FV = (1+ t2
4)U4, FU5 =U5.

olarak bulunur. Eğer L0 = Span{U5}, L1 = Span{U2}, L2 = Span{U3} ve L3 = Span{U4}

denilirse M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldudur.

(M,g), (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve F çarpım

yapı olsun.∀X ∈ Γ(T M) için

FX = f X +wX (3.1.4)

olarak ifade edilebilir, burada f ve w, sırasıyla, T M̃ den T M ve trT M ye projeksiyonlardır.

Üstelik bu ifade

FX = P f X +η( f X)ξ+w1(X)N +w2(X)u (3.1.5)
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şeklinde de yazılabilir, burada w1(X) = g(FX ,ξ) ve w2(X) = εg(FX ,u) ve P, T M den

s(T M) ye projeksiyondur.

F Levi Civita konneksiyonu ∇̃ ye göre paralel olduğundan ∇̃X FY = F∇̃XY dır. Bu-

radan

∇̃X FY = ∇̃X fY + ∇̃X wY

= ∇X fY +D1(X , fY )N +D2(X , fY )u−AwY X +∇
t
X wY, (3.1.6)

F∇̃XY = F∇XY +D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu

= f ∇XY +w∇XY +D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu (3.1.7)

bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) teğet ve normal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = AwY X +D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu, (3.1.8)

w∇XY = D1(X , fY )N +D2(X , fY )u+∇
t
X wY (3.1.9)

elde edilir.

Teorem 3.1.1. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. L0 dis-

tribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

(i) Di(X ,FY ) = Di(Y,FX), i = 1,2, ∀X ,Y ∈ Γ(L0).

(ii) FAN , L0 üzerinde self-adjointtir, yani X ,Y ∈ Γ(L0) için

g(FANX ,Y ) = g(FANY,X).

ifadelerinin sağlanmasıdır.

İspat. L0 distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X ,Y ∈ Γ(L0)

için [X ,Y ] ∈ Γ(L0) olmasıdır. ξ ∈ Γ(RadT M) için

g([X ,Y ],Fξ) = g(∇XY −∇Y X ,Fξ)

= g(∇XY,Fξ)−g(∇Y X ,Fξ)

= D1(X ,FY )−D1(Y,FX),
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elde edilir. Ayrıca u ∈ Γ(s(T M⊥)), N ∈ Γ(ltrT M) için

g([X ,Y ],Fu) = g(∇XY −∇Y X ,Fu)

= g(∇XY,Fu)−g(∇Y X ,Fu)

= D2(X ,FY )−D2(Y,FX),

g([X ,Y ],FN) = g(∇XY −∇Y X ,FN)

= g(∇̃XY,FN)−g(∇̃Y X ,FN)

= −g(FY, ∇̃X N)+g(FX , ∇̃Y N)

= g(ANX ,FY )−g(ANY,FX)

= g(FANX ,Y )−g(FANY,X),

g([FX ,FY ],N) = g(∇FX FY −∇FY FX ,N)

= g(∇̃FX FY,N)−g(∇̃FY FX ,N)

= −g(FY, ∇̃FX N)+g(FX , ∇̃FY N)

= g(ANFX ,FY )−g(ANFY,FX)

= g(FANFX ,Y )−g(FANFY,X),

ifadeleri elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.2. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. L0 dis-

tribüsyonunun M de paralel distribüsyon olması için gerek ve yeter şart AN , Au ve A∗
ξ

nun L0 bileşeni olmamasıdır.

İspat. X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L0) için L0 distribüsyonunun M de paralel olması için gerek

ve yeter şart ∇XY ∈ Γ(L0) olmasıdır. Buna göre

g(∇XY,Fξ) = g(A∗
ξ
X ,FY ),

g(∇XY,FN) = g(ANX ,FY ),

g(∇XY,Fu) = g(AuX ,FY )

elde edileceğinden ispat tamamlanır.
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Şimdi semi invaryant half-lightlike manifoldda

L = L2⊥L3⊥L0 (3.1.10)

L
′

= L0⊥L1 (3.1.11)

L⊥4 = L2⊥L3 (3.1.12)

L4 = L0⊥L1⊥RadT M (3.1.13)

distribüsyonlarını tanımlayalım. Buradan

L = L0⊥L⊥4 (3.1.14)

s(T M) = L⊕L1 (3.1.15)

T M = {L⊕L1}⊥RadT M (3.1.16)

s(T M) = L
′
⊕L⊥4 (3.1.17)

T M = {L
′
⊕L⊥4 }⊥RadT M (3.1.18)

T M = L4⊕L⊥4 (3.1.19)

ifadeleri elde edilir. Buna göre F ye göre L4 invaryant ve L⊥4 anti-invaryant dis-

tribüsyonlardır.

Teorem 3.1.3. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu olsun. s(T M) nin integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

(i) g(AFY X ,FN) = g(AFXY,FN), X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) veya (Y ∈ Γ(L⊥4 ),X ∈ Γ(L
′
))

(ii) ψ(X ,Y ) = ψ(Y,X),

X ,Y ∈ Γ(L
′
) veya (X ∈ Γ(L⊥4 ),Y ∈ Γ(L

′
)) , burada ψ(X ,Y ) = g(∇X FY,FN) dir.

İspat. Teorem 1.3.9 dan biliyoruz ki bir half-lightlike altmanifoldun screen dis-

tribüsyonunun integrallanebiir olması için gerek ve yeter şart AN nin Γ(s(T M) üzerinde g

ye göre simetrik olmasıdır.

s(T M) = L
′
⊕L⊥4

olarak gözönüne alınırsa X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

g(ANX ,Y ) =−g(∇̃X N,Y ) =−g(∇̃X FN,FY ) = g(FN, ∇̃X FY )
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ve

g(ANX ,Y ) =−g(AFY X ,FN) (3.1.20)

elde edilir. Benzer şekilde

g(ANY,X) =−g(AFXY,FN) (3.1.21)

bulunur. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için

g(ANX ,Y ) = −g(∇̃X FY,FN)

= g(∇X FY,FN)

dir. Buradan

g(ANX ,Y ) =−g(∇X FY,FN) (3.1.22)

elde edilir. Benzer olarak

g(ANY,X) = g(∇Y FX ,FN), (3.1.23)

bulunur. Eğer ψ(X ,Y ) = g(∇X FY,FN) olduğu düşünülüp, burada (3.1.20)-(3.2.31) ve

Teorem (1.3.9) kullanılırsa ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.4. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu olsun. L4 distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

Di(X ,FY ) = Di(Y,FX), i = 1,2, X ,Y ∈ Γ(L4),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L4) için ∇̃X FY = F∇̃XY olduğundan

∇X FY +D1(X ,FY )N +D2(X ,FY )u = f ∇XY +w(∇XY )+D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu

elde edilir. Buradan

w([X ,Y ]) = {D1(X ,FY )−D1(Y,FX)}N +{D2(X ,FY )−D2(Y,FX)}u

olur. Böylece L4 distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

Di(X ,FY ) = Di(Y,FX) olmasıdır.
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Tanım 3.1.2. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu olsun. Eğer X ∈ Γ(L⊥4 ) ve Y ∈ Γ(L4) için

Di(X ,Y ) = 0, i = 1,2

ise M ye mixed geodezik half-lightlike altmanifold denir.

Teorem 3.1.5. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant half-

lightlike altmanifoldu olsun. M nin (3.1.19) ayrışımına göre mixed geodezik olması için

gerek ve yeter şart

AFY X =− f ∇XY

olmasıdır.

İspat. X ∈ Γ(L4) ve Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

(∇̃X F)Y = 0

olduğunu biliyoruz. Ayrıca

∇̃X FY = F∇̃XY

−AFY X +∇
t
X FY = F∇XY +D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu

dir ve bu eşitlik teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

−AFY X = f ∇XY +D1(X ,Y )FN +D2(X ,Y )Fu

elde edilir ve bu eşitlikten ispat tamamlanır.

Şimdi M half-lightlike alt manifoldunun minimal olduğunu varsayalım.

E1 =
FN +Fξ

2
, E2 =

FN−Fξ

2

alırsak

g(E1,E1) = 1, g(E2,E2) =−1, g(E1,E2) = 0

elde edilir. O halde

{e1,e2, ...,en−4,E1,E2,Fu}
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semi-invaryant half-lightlike altmanifoldda s(T M) nin ortonormal bazıdır, burada L0 =

Sp{e1,e2, ...,en−4} dir. O zaman M minimal ise

D1(E1,E1) = D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ)+2D1(FN,Fξ) = 0, (3.1.24)

D1(E2,E2) = D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ)−2D1(FN,Fξ) = 0, (3.1.25)

dır. (3.1.24) ve (3.1.25) dan

D1(FN,Fξ) = 0,

D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ) = 0, (3.1.26)

bulunur. Benzer olarak D2(E1,E1) = 0 = D2(E2,E2) olduğu için

D2(FN,Fξ) = 0,

D2(FN,FN)+D2(Fξ,Fξ) = 0, (3.1.27)

(3.1.26) ve (3.1.27) den aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 3.1.1. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant half-lightlike

altmanifold olsun. Eğer M minimal ise L1⊥L2 distribüsyonu mixed geodeziktir.

Teorem 3.1.6. M semi-invaryant half-lightlike altmanifold olsun. Eğer M minimal ise

aşağıdakiler sağlanır;

(i) D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ) = 0 ve D2(FN,FN)+D2(Fξ,Fξ) = 0

(ii) AuFu, ∇Fuξ ve ∇ξFξ nin L3 bileşeni yoktur.

(iii) ∇ξFu, ∇FNξ ve AuFN nin L2 bileşeni yoktur.

İspat. (i) yukarıda gösterildi.

D1(FN,Fξ) = g(∇̃FNFξ,ξ) = g(Fξ, ∇̃FNξ) = g(Fξ,∇FNξ) = 0,

D2(FN,Fξ) = g(∇̃FNFξ,u) = g(Fξ, ∇̃FNu) =−g(Fξ,AuFN) = 0,

olduğundan ∇FNξ ve AuFN de L2 bileşeni yoktur. Minimallik tanımından

ε1(ξ) = g(∇̃ξu,ξ) = g(∇̃ξFu,Fξ) = g(∇ξFu,Fξ) = 0
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olduğu için ∇ξFu da L2 bileşeni yoktur. Böylece (iii) elde edilmiştir.

ε1(ξ) = g(∇̃ξFu,Fξ) =−g(Fu, ∇̃ξFξ) = 0,

olduğu için ∇ξFξ de L3 bileşeni yoktur. Ayrıca

D1(Fu,Fu) = g(∇̃FuFu,ξ) =−g(Fu,∇FU ξ) = 0,

D2(Fu,Fu) = g(∇̃FuFu,u) =−g(Fu, ∇̃Fuu) = g(Fu,AuFu) = 0,

olduğu için ∇Fuξ ve AuFu da L3 bileşeni yoktur. (ii) ispatlanmış olur.

3.2 Quarter simetrik non-metrik koneksiyonlu Semi-Riemannian Çarpım

Manifoldunun Half-lightlike Altmanifoldları

Bu alt bölümde M̃, g̃ üzerinde (0.0.4) ile verilen quarter simetrik non-metrik konnek-

siyon ele alınarak, halflightlike altmanifoldlar incelenmiştir.

M, (M̃, g̃) semi-Riemannian çarpım manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu ol-

sun. Bu durumda D̃ konneksiyonuna göre ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için

D̃XY = DXY + D̃1(X ,Y )N + D̃2(X ,Y )u. (3.2.1)

elde ederiz, burada D quarter-simetrik non-metrik konneksiyondan indirgenmiş konnek-

siyon ve D̃1 ve D̃2 ise quarter-simetrik non-metrik konneksiyona göre ikinci temel form-

lardır. Üstelik

D̃XY = ∇XY +D1(X ,Y )N +D2(X ,Y )u,

+π(Y ) f X +π(Y ){w1(X)N +w2(X)u} (3.2.2)

olduğundan (3.2.1) ve (3.2.2) ten

DXY = ∇XY +π(Y ) f X , (3.2.3)

D̃1(X ,Y ) = D1(X ,Y )+π(Y )w1(X), (3.2.4)

D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y )+π(Y )w2(X), (3.2.5)
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elde edilir. Ayrıca X ∈ Γ(T M) için

D̃X N =−ÃNX + p̃1(X)N + p̃2(X)u, (3.2.6)

ve

D̃X u =−ÃuX + ε̃1(X)N + ε̃2(X)u, (3.2.7)

dir, burada ÃN ve Ãu quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre Γ(T M) üzerinde

lineer operatörlerdir. (0.0.4) ifadesinden X ∈ Γ(T M) için

D̃X N = ∇̃X N +π(N)FX

=−ANX + p1(X)N + p2(X)u

+π(N) f X +π(N){w1(X)N +w2(X)u}, (3.2.8)

elde edilir ki (3.2.6) ve (3.2.8) den de

ÃNX = ANX−π(N) f X , (3.2.9)

p̃1(X) = p1(X)+π(N)w1(X), (3.2.10)

p̃2(X) = p2(X)+π(N)w2(X), (3.2.11)

olarak bulunur. Benzer olarak

D̃X u = ∇X u+π(u){ f X +w1(X)N +w2(X)u},

D̃X u = −AuX + ε1(X)N + ε2(X)u

+ π(u){ f X +w1(X)N +w2(X)u}, (3.2.12)

elde edilir ki (3.2.7) ve (3.2.12) dan

ÃuX = AuX−π(u) f X , (3.2.13)

ε̃1(X) = ε1(X)+π(u)w1(X), (3.2.14)

ε̃2(X) = ε2(X)+π(u)w2(X), (3.2.15)
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olur. Şimdi (3.2.3) den

(Dxg)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(DXY,Z)−g(Y,DX Z)

= Xg(Y,Z)−g(∇XY +π(Y ) f X ,Z)

−g(Y,∇X Z +π(Z) f X)

= (∇xg)(Y,Z)−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y ),

elde edilir ve (1.3.60) kullanılırsa

(Dxg)(Y,Z) = D1(X ,Y )η(Z)+D1(X ,Z)η(Y )

−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y ), (3.2.16)

bulunur. Ayrıca (3.2.3) den

T D(X ,Y ) = π(Y ) f X−π(X) fY (3.2.17)

elde edilir. Bu durumda (3.2.16) ve (3.2.17) den aşağıdaki önerme verilir.

Önerme 3.2.1. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyondan indirgenen D konneksiyonuda

M üzerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

Her X ,Y ∈ Γ(T M) ve ξ ∈ Γ(RadT M) için

DX PY = D∗X PY +E∗1(X ,PY )ξ, (3.2.18)

DX ξ =−A∗ξX +u1(X)ξ, (3.2.19)

olarak yazabiliriz, burada E∗1(X ,PY ) ve A∗ξ quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona göre, sırasıyla, ekran distribüsyonunun lokal ikinci temel formu ve ekran dis-

tribüsyonunun şekil operatörüdür. D∗X PY ise Γ(s(T M)) ye aittir. Bunun yanısıra

DX PY = ∇X PY +π(PY ) f X

= ∇
∗
X PY +E1(X ,PY )ξ+π(PY ){P f X +η( f X)ξ} (3.2.20)
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elde edilir. Bu durumda (3.2.18) ve (3.2.20) den

D∗X PY = ∇
∗
X PY +π(PY )P f X (3.2.21)

E∗1(X ,PY ) = E1(X ,PY )+π(PY )η( f X) (3.2.22)

olarak bulunur. Eğer

DX ξ = −A∗
ξ
X +u1(X)ξ

+π(ξ){P f X +η( f X)ξ}

olduğu gözönüne alınırsa

A∗ξX = A∗
ξ
X−π(ξ)P f X

u1(X) = u1(X)+π(ξ)η( f X) (3.2.23)

elde edilir.

Önerme 3.2.2. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda half-lightlike altmanifolddan ekran distribüsyonuna indirgenen D∗ konnek-

siyonu bir semi simetrik non-metrik konneksiyondur.

İspat. X ,Y,Z ∈ Γ(s(T M)) için

(D∗X g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(D∗XY,Z)−g(Y,D∗X Z)

olduğunu biliyoruz. (3.2.21) ten

(D∗X g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(∇∗XY +π(Y ) f X ,Z)

−g(Y,∇∗X Z +π(Z) f X)

ve buradan da

(D∗X g)(Y,Z) = −π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g(Y, f X) (3.2.24)

elde edilir. T D∗ torsiyon tensörü ise

T D∗(X ,Y ) = D∗XY −D∗Y X− [X ,Y ]D
∗

= ∇
∗
XY −∇

∗
Y X +π(Y )X−π(X)Y − [X ,Y ]
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ve buradan da

T D∗(X ,Y ) = π(Y )X−π(X)Y (3.2.25)

olarak bulunur. Bu durumda (3.2.24) ve (3.2.25) dan ispat tamamlanmış olur.

X ,Y,Z ∈ Γ(s(T M)) için

η([X ,Y ]D) = η(DXY −DY X−T D(X ,Y ))

= η(∇XY +π(Y ) f X−∇Y X +π(X) fY )

−η(T D(X ,Y ))

(3.2.17) ve ∇ torsiyon-free lineer konneksiyon olduğundan

η([X ,Y ]D) = η(∇XY −∇Y X)

elde edilir. Dolayısıyla

η([X ,Y ]D) = η([X ,Y ]) (3.2.26)

dir. Buradan ise aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.2.1. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda ekran distribüsyonu s(T M) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona

göre integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart s(T M) nin ∇ konneksiyonuna göre

integrallenebilir olmasıdır.

O halde bu sonuç ve Teorem 1.3.9 dan aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.1. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için aşağıdakiler eşdeğerdir.

(i) s(T M), D konneksiyonuna göre integrallenebilirdir ve T D(X ,Y ) nin RadT M bileşeni

yoktur.

(ii) s(T M) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre ikinci temel formu

simetriktir..
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(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre şekil operatörü AN , g metriğine göre

Γ(s(T M)) üzerinde simetriktir.

İspat. (3.2.22) ten X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için

E∗1(X ,Y ) = E1(X ,Y )+π(Y )η( f X)

olduğundan

E∗1(X ,Y ) − E∗1(Y,X) = E1(X ,Y )−E1(Y,X)

+π(Y )η( f X)−π(X)η( fY )

= η([X ,Y ])+g(T D(X ,Y ),N)

olarak bulunur. O halde (1.3.67) ve (3.2.26) dan (i)⇔ (ii) olur. (3.2.9) ve (1.3.63) den

g(ANX ,Y ) = g(ANX ,Y )−π(N)g( f X ,Y )

ve

g(ANY,X) = g(ANY,X)−π(N)g( fY,X)

olduğundan

g(ANX ,Y )−g(ANY,X) = E1(X ,Y )−E1(Y,X)

= E∗1(X ,Y )−E∗1(Y,X)

bulunur ki (ii)⇔ (iii) elde edilmiş olur.

Teorem 3.2.2. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.

Bu durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre ikinci temel form D̃1 nın

simetrik olması için gerek ve yeter şart T̃ torsiyonda ltrT M bileşeni olmamasıdır.

İspat. (3.2.4) den

D̃1(X ,Y ) = D1(X ,Y )+π(Y )w1(X)

= D1(X ,Y )+π(Y )g(FX ,ξ)

D̃1(Y,X) = D1(Y,X)+π(X)w1(Y )

= D1(Y,X)+π(X)g(FY,ξ)
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olduğundan

D̃1(X ,Y )− D̃1(Y,X) = D1(X ,Y )−D1(Y,X)

+g(π(Y )FX−π(X)FY,ξ)

= g(T̃ (X ,Y ),ξ)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 3.2.2. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu

durumda quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre screen ikinci temel form D̃2 nin

simetrik olması için gerek ve yeter şart T̃ torsiyonda s(T M⊥) bileşeni olmamasıdır.

Şimdi F nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre paralelliğini inceleyelim

(D̃X F)Y = D̃X FY −FD̃XY

= ∇̃X FY +π(FY )FX−F∇̃XY +π(Y )X ,

ve

(D̃X F)Y = π(FY )FX−π(Y )X , (3.2.27)

bulunur. Böylece F , D̃ ya göre paralel değildir. Üstelik

(DX f )Y = DX fY − f DXY

= (∇X f )Y +π( fY ) f X−π(Y ) f 2X (3.2.28)

elde edileceğinden f de indirgenmiş quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye göre

paralel değildir.

Önerme 3.2.3. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. L0 dis-

tribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye göre M üzerinde paralel

olması için gerek ve yeter şart A∗
ξ
X, AuX ve AN de L0 bileşeni olmamasıdır.
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İspat. X ∈ Γ(s(T M)) ve Y ∈ Γ(L0) için (3.2.3) den

g(DXY,Fξ) = g(∇XY +π(Y ) f X ,Fξ)

= g(∇̃XY,Fξ)+π(Y )g( f X ,Fξ)

= −g(FY, ∇̃X ξ)

= g(A∗
ξ
X ,FY )

bulunur. Aynı zamanda

g(DXY,Fu) = g(∇XY +π(Y ) f X ,Fu)

= g(∇̃XY,Fu)+π(Y )g( f X ,Fu)

= −g(∇̃X u,FY )

= g(AuX ,FY )

elde edilir. Ayrıca

g(DXY,FN) = g(∇XY +π(Y ) f X ,FN)

= g(∇̃XY,FN)+π(Y )g( f X ,FN)

= −g(∇̃X N,FY )

= g(ANX ,FY )

olarak bulunur ve böylece ispat tamamlanır.

X ,Y ∈ Γ(T M) için

[X ,Y ]D = DXY −DY X−T D(X ,Y )

= ∇XY +π(Y ) f X−∇Y X−π(X) fY −π(Y ) f X +π(X) fY

= ∇XY −∇Y X

olarak bulunur. Buradan ise

[X ,Y ]D = [X ,Y ] (3.2.29)

elde edilir. (3.2.29) ve teorem(3.1.1) den aşağıdaki sonuç verilir.
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Sonuç 3.2.3. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. L0 dis-

tribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart L0 distribüsyonunun quarter

simetrik non-metrik konneksiyon D ye göre integrallenebilir olmasıdır.

Lemma 3.2.1. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

∀X ∈ Γ(L0) ve Y ∈ Γ(T M) için

D̃i(X ,Y ) = Di(X ,Y ), i ∈ {1,2}

dir.

İspat. (3.2.4) den

D̃1(X ,Y ) = D1(X ,Y )+π(Y )w1(X)

= D1(X ,Y )+π(Y )g(FX ,ξ)

= D1(X ,Y )

elde edilir. Benzer şekilde (3.2.5) dan

D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y )+π(Y )w2(X)

bulunur, burada w2(X) = g(FX ,u) = 0 olduğundan

D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y )

elde edilir.

Bu lemmadan aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.4. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M

nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L0− total geodezik olması için gerek

ve yeter şart M nin ∇ konneksiyonuna göre L0− total geodezik olmasıdır.

Önerme 3.2.4. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Eğer M total

umbilik ise her X ∈ Γ(T M) için aşağıdakiler sağlanır:

(i)D̃2(X ,ξ) = π(ξ)w2(X),

(ii) p̃2(ξ) = 0,

(iii) Auξ =−π(u) f ξ.
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İspat. (3.2.5) dan

D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y )+π(Y )w2(X)

D̃2(X ,ξ) = D2(X ,ξ)+π(ξ)w2(X)

= π(ξ)g(FX ,u)

ve (3.2.11) den

p2(X) = p2(X)+π(N)w2(X)

p2(ξ) = p2(ξ)+π(N)w2(ξ)

= π(N)g(Fξ,u),

bulunur. p2(ξ) = 0 olduğu için (3.2.13) den

Au(X) = Au(X)−π(u) f X ,

Au(ξ) = Au(ξ)−π(u) f ξ,

Au(ξ) = −π(u) f ξ,

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.3. (M̃(c), g̃) sabit eğrilikli semi-Riemannian manifold ve M, M̃ nin bir

aşikar olmayan (proper) total umbilik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

aşağıdakiler denktir;

(i) L0, ∇ ya göre integrallenebilir.

(ii) L0 distribüsyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyon D ye göre integral-

lenebilirdir.

(iii) L0 üzerinde p1 bir kapalı formdur.

(iv) L0 üzerinde p2 1− formu için

2d p2(X ,Y ) = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y ), ∀X ,Y ∈ Γ(L0),

dir.
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İspat. X ,Y ∈ Γ(L0) için

η([X ,Y ]D) = η([X ,Y ] = E1(X ,Y )−E1(Y,X) = 0 olur ve buradan (i)⇔ (ii) elde edilir.

w1(X) = g(FX ,ξ) = 0 ve w2(X) = g(FX ,u) = 0 olduğundan (3.2.10) ve (3.2.11) den

p1(X) = p1(X) ve p2(X) = p1(X) (3.2.30)

elde edilir. (1.3.91) den

2d p1(X ,Y ) = H1{g(X ,ANY )−g(Y,ANX)}

olduğunu bliyoruz. (3.2.30) dan ve L0 integrallenebilir olduğundan

X(p1(Y ))−Y (p1(X))− p1[X ,Y ] = H1{E1(Y,X)−E1(X ,Y ))}

X(p1(Y ))−Y (p1(X))− p1[X ,Y ] = H1η([X ,Y ])

2d p1(X ,Y ) = H1η([X ,Y ]D) = 0

olarak bulunur. d p1 = 0 olduğu için p1 bir formu kapalıdır. Böylece (i)⇔ (iii) elde edilir.

teorem (1.3.13) ve (3.2.30) dan

X(p2(Y ))−Y (p2(X))− p2[X ,Y ] = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y )

X(p2(Y ))−Y (p2(X))− p2[X ,Y ] = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y )

2d p2(X ,Y ) = p1(X)p2(Y )− p2(X)p1(Y )

bulunur ve (iii)⇔ (iv) elde edilmiş olur.

Lemma 3.2.2. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu ve s(T M) total umbilik olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik kon-

neksiyona göre s(T M) nin ikinci temel formu E∗1 için

E∗1(ξ,PX) = 0,

dır.

İspat. (3.2.22) ten

E∗1(ξ,PX) = E1(ξ,PX)+π(PX)η( f ξ)
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olarak bulunur. s(T M) total umbilik olduğundan

E∗1(ξ,PX) = π(PX)η( f ξ)

ve M semi-invaryant olduğundan η( f ξ) = 0 dır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.4. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu ve s(T M) total umbilik olsun. Bu durumda quarter simetrik non-metrik kon-

neksiyona göre s(T M) nin ikinci temel formunun simetrik olması için gerek ve yeter şart

T D torsiyonun RadT M bileşeni olmamasıdır.

İspat. (3.2.22) ten ve E1 simetrik olduğundan X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için

E∗1(X ,Y )−E∗1(Y,X) = π(Y )η( f X)−π(X)η( fY ) = g(T D(X ,Y ),N)

olduğundan ispat tamamdır.

Sonuç 3.2.5. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu olsun. Bu durumda L distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyon

D ye göre total umbilik olması için gerek ve yeter şart s(T M) nin ∇ ye göre total umbilik

olmasıdır.

Teorem 3.2.5. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir;

(i) L⊥4 integrallenebilirdir.

(ii) X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) için ÃFY X = ÃFXY

(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre s(TM) nin ikinci temel formu E∗1 , L⊥4

üzerinde simetriktir.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

g([X ,Y ],FN) = g(F [X ,Y ],N)

= g(∇̃X FY − ∇̃Y FX ,N)

= g(AFXY −AFY X ,N)
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ve Z ∈ Γ(L0) için

g([X ,Y ],Z) = g(F [X ,Y ],FZ)

= g(∇̃X FY − ∇̃Y FX ,FZ)

= g(AFXY −AFY X ,FZ)

olarak bulunur. Üstelik (3.2.9) ve (3.2.13) den, L⊥4 üzerinde

ÃFY X = AFY X

olduğundan (i)⇔ (ii) elde edilir.

Ayrıca (3.2.22) den E∗1(X ,Y = E1(X ,Y )) ve teorem (1.3.9) dan (i)⇔ (iii) elde edilir.

Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.6. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu ve L⊥4 distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda;

(i) L⊥4 üzerinde E1 = E∗1 ,

(ii) L⊥4 üzerinde E∗1 simetriktir,

(iii) L⊥4 üzerinde ÃN = AN dir.

(3.2.4), (3.2.5) ve teorem 3.1.4 den aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 3.2.7. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu ve L4 distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L4) için

D̃1(X ,FY )− D̃1(Y,FX) = π(FY )w1(X)−π(FX)w1(Y )

D̃2(X ,FY )− D̃2(Y,FX) = π(FY )w2(X)−π(FX)w2(Y )

dir.

Önerme 3.2.5. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike alt-

manifoldu olsun. L⊥4 distribüsyonu üzerinde X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

∇X g = 0 ve DX g = 0

dır.
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İspat. X ,Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

(∇X g)(Y,Z) = D1(X ,Y )η(Z)+D1(X ,Z)η(Y )

ve (3.2.16) den

(DX g)(Y,Z) = D1(X ,Y )η(Z)+D1(X ,Z)η(Y )

−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y )

olduğundan ∇X g = 0 ve DX g = 0 bulunur.

Sonuç 3.2.8. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant half-lightlike altman-

ifoldu olsun. Bu durumda L4 distribüsyonu üzerinde aşağıdakiler eşdeğerdir.

(i) D̃1(X ,Y ) = D1(X ,Y ), D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y )

(ii) D̃1 ve D̃2 simetriktir.

(iii) M, L4 total geodezik ise quarter simetrik non metrik konneksiyona göre de L4 total

geodeziktir.

(iv) M, L4 total umbilik ise quarter simetrik non metrik konneksiyona göre de L4 total

umbiliktir.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L4) için

w1(X) = 0 = w2(X) olduğundan

D̃1(X ,Y ) = D1(X ,Y ),

D̃2(X ,Y ) = D2(X ,Y ),

ifadeleri elde edilmiş olur ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.6. M, M̃ semi-Riemannian manifoldu Levi-Civita konneksiyonuna göre mixed

geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L4) ve

Y ∈ Γ(L⊥4 ) için

D̃i(X ,Y ) = 0, i = 1,2

dır.
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İspat. Y ∈ Γ(L⊥4 ) ve X ∈ Γ(L4) için

D̃1(X ,Y ) = g̃(D̃XY,ξ)

= g̃(∇̃XY,ξ)

= D1(X ,Y ),

ve

D̃2(X ,Y ) = g̃(D̃XY,u)

= g̃(∇̃XY,u)

= D2(X ,Y ),

olduğundan ispat tamamlanır.

M, M̃ semi-Riemannian manifoldu (3.1.19) ayrışımı için Levi-Civita konneksiy-

onuna göre mixed geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

X ∈ Γ(L⊥4 ) ve Y ∈ Γ(L4) için

D̃1(X ,Y ) = π(Y )g(FX ,ξ),

ve

D̃2(X ,Y ) = π(Y )g(FX ,u)

elde edilir. Bu durumda semi-Riemannian manifoldu Levi-Civita konneksiyonuna göre

mixed geodezik semi-invaryant half-lightlike altmanifold ise X ∈ Γ(L⊥4 ) ve Y ∈ Γ(L4)

için D̃i(X ,Y ) 6= 0, i = 1,2 dır ancak D̃i(Y,X) = 0, i = 1,2 dır.

(3.2.9) ve (3.2.22) den aşağıdaki önerme verilir.

Önerme 3.2.6. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal semi-invaryant

half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır:

(i) ÃNX = ϕA∗
ξ
X−π(N) f X.

(ii) E∗1(X ,PY ) = ϕD1(X ,PY )+π(PY )η( f X).
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Teorem 3.2.7. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun ekran konformal semi-invaryant

half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır:

(i) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre s(T M) integrallenebilirdir.

(ii) s(T M) nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre ikinci temel formu L dis-

tribüsyonu üzerinde simetriktir.

(iii) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre şekil operatörü ÃN , g metriğine göre

L1⊥L⊥4 distribüsyonu üzerinde simetriktir.

(iv) Quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L1⊥L⊥4 distribüsyonu üzerinde M

ekran konformaldir.

İspat. Ekran konformallikten AN , g metriğine göre simetrik olduğundan (i) elde edilir.

Önerme (3.2.6) dan X ∈ Γ(L) için η( f X) = 0 olacağından

E∗1(X ,Y ) = ϕD1(X ,Y )

elde edilir ki D1 simetrik olduğundan E∗1 da simetriktir, böylece (ii) elde edilir.

Önerme (3.2.6) dan

g(ÃNX ,Y ) = g(ϕA∗
ξ
X ,Y )−π(N)g( f X ,Y ),

L1⊥L⊥4 distribüsyonu üzerinde bu ifade AN , g metriğine göre simetrik olduğundan,

g(ÃNX ,Y ) = g(ϕA∗
ξ
X ,Y ) = ϕg(A∗

ξ
X ,Y ) = g(ÃNY,X),

olarak bulunur ki (iii) elde edilmiş olur.

(3.2.23) den

g(Ã∗
ξ
X ,Y ) = g(A∗

ξ
X ,Y )−π(ξ)g(P f X ,Y ),

dir. L1⊥L⊥4 distribüsyonu üzerinde bu eşitlikten

g(ÃNX ,Y ) = ϕg(A∗
ξ
X ,Y ) = ϕg(Ã∗

ξ
X ,Y ),

elde edilir ki (iv) elde edilmiş olur.
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Tanım 3.2.1. M quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu semi-invaryant half-lightlike

altmanifold olsun. Eğer

n−1

∑
i=1

D̃1(ei,ei) = 0,
n−1

∑
i=1

D̃2(ei,ei) = 0, ε̃1(ξ) = 0,

ise M ye quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre minimaldir denir, burada

{ei}n−1
i=1 , s(T M) nin ortanormal bazıdır.

Önerme 3.2.7. M quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu semi-invaryant half-

lightlike altmanifold olsun. Eğer M quarter simetrik non metrik konneksiyona göre mini-

mal ise aşağıdakiler sağlanır:

(i) D̃1(FN,FN)+ D̃1(Fξ,Fξ) = 0 ve D̃1(FN,Fξ)+ D̃1(Fξ,FN) = 0.

(ii) D1(FN,Fξ)+D1(Fξ,FN) =−π(Fξ) ve D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ) =−π(FN).

(iii) D̃2(FN,Fξ) = D̃2(Fξ,FN) = D2(FN,Fξ) = 0.

(iv) D̃2(FN,FN)+ D̃2(Fξ,Fξ) = D2(FN,FN)+D2(Fξ,Fξ) = 0.

(v) D1(Fu,Fu) = 0 ve D2(Fu,Fu) =−π(Fu).

(vi) ε1(ξ) = 0.

İspat. {e1,e2, ...,en−4,E1,E2,Fu} , s(T M) nin quasi ortonormal bazı olsun, burada

E1 =
FN +Fξ

2
, E2 =

FN−Fξ

2
,

ve {e1,e2, ...,en−4}, L0 ın ortonormal bazıdır. Bu durumda

D̃1(E1,E1) = D̃1(FN,FN)+ D̃1(Fξ,Fξ)+ D̃1(FN,Fξ)+ D̃1(Fξ,FN) = 0

ve

D̃1(E2,E2) = D̃1(FN,FN)+ D̃1(Fξ,Fξ)− D̃1(FN,Fξ)− D̃1(Fξ,FN) = 0

olur ki böylece (i) elde edilmiş olur. (3.2.4) ve (i) den

D1(FN,Fξ)+D1(Fξ,FN)+π(Fξ) = 0,

D1(FN,FN)+D1(Fξ,Fξ)+π(FN) = 0,

73



bulunur ve bu ise (ii) dir.

(i) ve (ii) deki yöntemler uygulanarak (iv) elde edilir. Yukarıdaki ifadelerden

D̃2(FN,Fξ)+ D̃2(Fξ,FN) = 0 olduğunu biliyoruz. Üstelik

D̃2(Fξ,FN) = D2(Fξ,FN)+π(FN)w2(Fξ) = D2(Fξ,FN),

D̃2(FN,Fξ) = D2(FN,Fξ)+π(Fξ)w2(FN) = D2(FN,Fξ),

olduğundan ve D2 nin simetrikliğinden (iii) elde edilir. Ayrıca

D̃1(Fu,Fu) = D1(Fu,Fu)+π(Fu)w1(Fu) = D1(Fu,Fu) = 0,

ve

D̃2(Fu,Fu) = D2(Fu,Fu)+π(Fu)w2(Fu) = 0,

ifadelerinden (v) elde edilir. (3.2.14) den

ε̃1(ξ) = ε1(ξ)+π(u)w1(ξ) = 0,

olduğu için (vi) bulunur ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.9. M, M̃ nin Lev,-Civita konneksiyonuna göre minimal semi-invaryant half-

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda L4 distribüsyonu quarter simetrik non-metrik

konneksiyona göre minimaldir.

İspat. (3.2.14) den

ε̃1(ξ) = ε1(ξ)+π(u)w1(ξ) = 0,

dır. Ayrıca (3.2.4) den

D̃1(ei,ei) = D1(ei,ei)+π(ei)w1(ei)

dır.

D̃1(ei,ei) = 0 olması için ei de L2 bileşeni olmamalıdır.

Benzer biçimde (3.2.5) dan D̃2(ei,ei) = D2(ei,ei) + π(ei)w2(ei) olduğu için

D̃2(ei,ei) = 0 ifadesinin sağlanması için ei de L3 bileşeni olmamalıdır.

Bu yüzden L4 distribüsyonu üzerinde quarter simetrik non-metrik konneksiyona

göre minimallik şartı sağlanır ve ispat tamamlanır.
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Tanım 3.2.2. Eğer ξ ∈ Γ(RadT M), X ∈ Γ(T M) için ∇̃X ξ ∈ Γ(T M) ise M lightlike alt-

manifolda irrasyonel denir.

Half-lightlike altmanifold irrasyonel ise aşağıdaki sağlanır.

D2(X ,ξ) = ε1(X) = 0, (3.2.31)

Bu durumda

D̃X ξ = ∇̃X ξ+π(ξ)FX , (3.2.32)

olduğundan aşağıdaki önerme verilir.

Önerme 3.2.8. M semi-invaryant half-lightlike altmanifold olsun. M, ∇̃ konneksiy-

onuna göre irrasyonel olsun. Bu durumda L4 distribüsyonu D̃ konneksiyonuna göre

L4−irrasyoneldir.

İspat. (3.2.32) den X ∈ Γ(L4) için D̃X ξ ∈ Γ(T M) olacağından ispat tamamlanır.

3.2.1 Gauss-Codazzi Denklemleri

R̃D ve RD sırasıyla D̃ ve D̃ konneksiyonlarına göre eğrilik tensörleri olsunlar. Bunlar

arasındaki ilişkiyi bulalım. X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için

D̃X D̃Y Z = D̃X(DY Z + D̃1(Y,Z)N + D̃2(Y,Z)u)

= DX DY Z ++D̃1(X ,DY Z)N + D̃2(X ,DY Z)u+XD̃1(Y,Z)N

+D̃1(Y,Z)D̃X N +XD̃2(Y,Z)u+ D̃2(Y,Z)D̃X u

= DX DY Z +[D̃1(X ,DY Z)+XD̃1(Y,Z)]N +[D̃2(X ,DY Z)+XD̃2(Y,Z)]u

−D̃1(Y,Z)ÃNX + D̃1(Y,Z)p̃1(X)N + D̃1(Y,Z)p̃2(X)u

−D̃2(Y,Z)ÃuX + D̃2(Y,Z)̃ε1(X)N + D̃2(Y,Z)̃ε2(X)u,

bulunur. Benzer şekilde

D̃Y D̃X Z = DY DX Z +[D̃1(Y,DX Z)+Y D̃1(X ,Z)]N +[D̃2(Y,DX Z)+Y D̃2(X ,Z)]u

−D̃1(X ,Z)ÃNY + D̃1(X ,Z)p̃1(Y )N + D̃1(X ,Z)p̃2(Y )u

−D̃2(X ,Z)ÃuY + D̃2(X ,Z)̃ε1(Y )N + D̃2(X ,Z)̃ε2(Y )u,
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ve

D̃[X ,Y ]Z = D[X ,Y ]Z + D̃1([X ,Y ],Z)N + D̃2([X ,Y ],Z)u

= D[X ,Y ]Z +[D̃1(DXY,Z)− D̃1(DY X ,Z)+π(Y )D̃1( f X ,Z)−π(X)D̃1( fY,Z)]N

+[D̃2(DXY,Z)− D̃2(DY X ,Z)+π(Y )D̃2( f X ,Z)−π(X)D̃2( fY,Z)]u

bulunur. Buradan ise D̃ konneksiyonuna göre eğrilik tensörü

R̃D(X ,Y )Z = RD(X ,Y )Z +−D̃1(Y,Z)ÃNX− D̃2(Y,Z)ÃuX + D̃1(X ,Z)ÃNY + D̃2(X ,Z)ÃuY

+[(DX D̃1)(Y,Z)− (DY D̃1)(X ,Z)+ D̃1(Y,Z)p̃1(X)

+D̃2(Y,Z)̃ε1(X)− D̃1(X ,Z)p̃1(Y )− D̃2(X ,Z)̃ε1(Y )

−π(Y )D̃1( f X ,Z)+π(X)D̃1( fY,Z)]N

+[(DX D̃2)(Y,Z)− (DY D̃2)(X ,Z)+ D̃1(Y,Z)p̃2(X)

+D̃2(Y,Z)̃ε2(X)− D̃1(X ,Z)p̃2(Y )− D̃2(X ,Z)̃ε2(Y )

−π(Y )D̃2( f X ,Z)+π(X)D̃2( fY,Z)]u (3.2.33)

olarak bulunur. (3.2.33) den aşağıdaki önerme verilir.

Önerme 3.2.9. M, M̃ nin semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. Eğer quarter

simetrik non-metrik konneksiyona göre M total geodezik ise

R̃D(X ,Y )Z = RD(X ,Y )Z, ∀X ,Y,Z ∈ Γ(T M)

elde edilir.

Gauss-Codazzi denklemleri X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için,

g(R̃D(X ,Y )PZ,PW ) = g(RD(X ,Y )PZ,PW )− D̃1(Y,PZ)g(ÃNX ,PW )− D̃2(Y,PZ)g(ÃuX ,PW )

+D̃1(X ,PZ)g(ÃNY,PW )+ D̃2(X ,PZ)g(ÃuX ,PW ), (3.2.34)

g(R̃D(X ,Y )PZ,ξ) = (DX D̃1)(Y,PZ)− (DY D̃1)(X ,PZ)+ D̃1(Y,PZ)p̃1(X)

+D̃2(Y,PZ)̃ε1(X)− D̃1(X ,PZ)p̃1(Y )− D̃2(X ,PZ)̃ε1(Y )

−π(Y )D̃1( f X ,PZ)+π(X)D̃1( fY,PZ), (3.2.35)
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g(R̃D(X ,Y )PZ,u) = ε{(DX D̃2)(Y,PZ)− (DY D̃2)(X ,PZ)+ D̃1(Y,PZ)p̃2(X)

+D̃2(Y,PZ)̃ε2(X)− D̃1(X ,PZ)p̃2(Y )− D̃2(X ,PZ)̃ε2(Y )

−π(Y )D̃2( f X ,PZ)+π(X)D̃2( fY,PZ)}, (3.2.36)

g(R̃D(X ,Y )PZ,N) = g(RD(X ,Y )PZ,N)− D̃1(Y,PZ)g(ÃNX ,N)− D̃2(Y,PZ)g(ÃuX ,N)

+D̃1(X ,PZ)g(ÃNY,N)+ D̃2(X ,PZ)g(ÃuY,N), (3.2.37)

g(R̃D(X ,Y )ξ,N) = g(RD(X ,Y )ξ,N)− D̃2(Y,ξ)g(ÃuX ,N)+ D̃2(X ,ξ)g(ÃuY,N)

−D̃1(Y,ξ)g(ÃNX ,N)− D̃1(X ,ξ)g(ÃNY,N), (3.2.38)

g(R̃D(X ,Y )ξ,u) = ε{(DX D̃2)(Y,ξ)− (DY D̃2)(X ,ξ)+ D̃1(Y,ξ)p̃2(X)

+D̃2(Y,ξ)̃ε2(X)− D̃1(X ,ξ)p̃2(Y )− D̃2(X ,ξ)̃ε2(Y )

−π(Y )D̃2( f X ,ξ)+π(X)D̃2( fY,ξ)}. (3.2.39)

olarak bulunur. (3.2.18) ve (3.2.19) dan

DX DY ξ = DX(−Ã∗
ξ
Y + ũ1(Y )ξ) = Xũ1(Y )ξ+ ũ1(Y )DX ξ−DX Ã∗

ξ
Y,

elde edilir.

DX DY ξ = Xũ1(Y )ξ− ũ1(Y )Ã∗ξX + ũ1(Y )ũ1(X)ξ−D∗X Ã∗
ξ
Y −E∗1(X , Ã∗

ξ
Y )ξ,

DY DX ξ = Xũ1(X)ξ− ũ1(X)Ã∗
ξ
Y + ũ1(X)ũ1(Y )ξ−D∗Y Ã∗

ξ
X−E∗1(Y, Ã

∗
ξ
X)ξ,

ve

D[X ,Y ]ξ =−Ã∗
ξ
[X ,Y ]+ ũ1([X ,Y ])ξ,

bulunur ki buradan

RD(X ,Y )ξ = 2dũ1(X ,Y )ξ+E∗1(Y, Ã
∗
ξ
X)ξ−E∗1(X , Ã∗

ξ
Y )ξ+ ũ1(X)Ã∗

ξ
Y

−ũ1(Y )Ã∗ξX +D∗Y Ã∗
ξ
X−D∗X Ã∗

ξ
Y + Ã∗

ξ
[X ,Y ], (3.2.40)
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ifadesi elde edilir. Üstelik buradan

g(RD(X ,Y )ξ,N) = 2dũ1(X ,Y )+E∗1(Y, Ã
∗
ξ
X)−E∗1(X , Ã∗

ξ
Y ), (3.2.41)

bulunur. (3.2.18) ve (3.2.19) dan

RD(X ,Y )PZ = R∗(X ,Y )PZ +{E∗1(X ,D∗Y PZ)−E∗1(Y,D
∗
X PZ)+XE∗1(Y,PZ)

−Y E∗1(X ,PZ)+E∗1(Y,PZ)ũ1(X)−E∗1(X ,PZ)ũ1(Y )−E∗1([X ,Y ],PZ}ξ

−E∗1(Y,PZ)Ã∗
ξ
X +E∗1(X ,PZ)Ã∗

ξ
Y (3.2.42)

elde edilir, burada

R∗(X ,Y )PZ = D∗X D∗Y PZ−D∗Y D∗X PZ−D∗[X ,Y ]PZ,

dir. Ayrıca

g(RD(X ,Y )PZ,PW ) = g(R∗(X ,Y )PZ,PW )−E∗1(Y,PZ)g(Ã∗
ξ
X ,PW )

+E∗1(X ,PZ)g(Ã∗
ξ
Y,PW ), (3.2.43)

g(RD(X ,Y )PZ,N) = E∗1(X ,D∗Y PZ)−E∗1(Y,D
∗
X PZ)+XE∗1(Y,PZ)−Y E∗1(X ,PZ)

+E∗1(Y,PZ)ũ1(X)−E∗1(X ,PZ)ũ1(Y )−E∗1([X ,Y ],PZ),(3.2.44)

dir. Şimdi M, M̃ nin m− boyutlu semi-invaryant half-lightlike altmanifoldu olsun. D

konneksiyonuna göre Ricci tensörünü hesaplayalım.

RicD(X ,Y ) =
m−1

∑
i=1

εig(RD(X ,Ei)Y,Ei)+g(RD(X ,ξ)Y,N),

olduğunu biliyoruz. (3.2.33) den

g(RD(X ,Ei)Y,Ei) = g(R̃D(X ,Ei)Y,Ei)+ D̃1(Ei,Y )g(ÃNX ,Ei)

+D̃2(Ei,Y )g(ÃuX ,Ei)− D̃1(X ,Y )g(ÃNEi,Ei)− D̃2(X ,Y )g(ÃuEi,Ei),

ve

g(RD(X ,ξ)Y,N) = g(R̃D(X ,ξ)Y,N)+ D̃1(ξ,Y )g(ÃNX ,N)

+D̃2(ξ,Y )g(ÃuX ,N)− D̃1(X ,Y )g(ÃNξ,N)− D̃2(X ,Y )g(Ãuξ,N),
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bulunur. Buradan

RicD(X ,Y ) =
m−1

∑
i=1

εi{g(R̃D(X ,Ei)Y,Ei)+ D̃1(Ei,Y )g(ÃNX ,Ei)

+D̃2(Ei,Y )g(ÃuX ,Ei)− D̃1(X ,Y )g(ÃNEi,Ei)− D̃2(X ,Y )g(ÃuEi,Ei)}

+g(R̃D(X ,ξ)Y,N)+ D̃1(ξ,Y )g(ÃNX ,N)

+D̃2(ξ,Y )g(ÃuX ,N)− D̃1(X ,Y )g(ÃNξ,N)− D̃2(X ,Y )g(Ãuξ,N)

(3.2.45)

elde edilir.

Şimdi M̃, (m+1)− boyutlu semi-Riemannian çarpım manifoldu ve D̃, M̃ üzerindeki

quarter simetrik non-metrik konneksiyon olsun. Bu konneksiyona göre M̃ sabit eğrilikli

alınırsa, bu durumda

R̃D(X ,Y )Z = c{g(X ,Z)Y −g(Y,Z)X}

olduğunu biliyoruz. O zaman
m−1

∑
i=1

εig̃(R̃D(X ,Ei)Y,Ei) =
m−1

∑
i=1

εic(g(X ,Y )g(Ei,Ei)−g(Ei,Y )g(X ,Ei))

= c(m−2)g(X ,Y )

ve

g̃(R̃D(X ,ξ,Y,N) = c(g(X ,Y )g(ξ,N)−g(ξ,Y )g(X ,N))

= cg(X ,Y )

bulunur. Bu durumda son iki denklemden aşağıdaki Lemma verilir.

Lemma 3.2.3. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve M̃, D̃

quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre sabit eğrilikli olsun. Bu durumda L4

distribüsyonu üzerinde

RicD(X ,Y )−RicD(Y,X) =
m−1

∑
i=1

εi{D̃1(Ei,Y )g(ÃNX ,Ei)+ D̃2(Ei,Y )g(ÃuX ,Ei)

−D̃1(Ei,X)g(ÃNY,Ei)− D̃2(Ei,X)g(ÃuY,Ei)}

+D̃1(ξ,Y )g(ÃNX ,N)+ D̃2(ξ,Y )g(ÃuX ,N)

−D̃1(ξ,X)g(ÃNY,N)− D̃2(ξ,X)g(ÃuY,N), (3.2.46)
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dir.

İspat. L4 = L0⊥L1⊥RadT M distribüsyonu üzerinde D̃1 ve D̃2 ikinci temel formları

simetrik olduğundan (3.2.45) den ispat açıktır.

Önerme 3.2.10. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike altmanifoldu ve M̃,

D̃ quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre sabit eğrilikli olsun. Eğer M total

umbilik ise bu durumda L1 distribüsyonu üzerinde quarter simetrik non-metrik D konnek-

siyonunun Ricci tensörünün simetrik olması için gerek ve yeter şart

E1(X ,A∗
ξ
Y ) = E1(Y,A∗ξX),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L1) için öncelikle M total umbilik olduğundan

D̃1(ξ,Y ) = D1(ξ,Y ) = 0,

ve

D̃2(ξ,Y ) = D2(ξ,Y ) = 0,

elde edilir. Ayrıca

D̃1(Ei,X) = D1(Ei,X) = g(A∗
ξ
X ,Ei),

olduğundan (3.2.9) dan

D̃1(Ei,X)g(ÃNY,Ei) = g(ÃNY,A∗
ξ
X) = g(ANY,A∗

ξ
X) = E1(Y,A∗ξX), (3.2.47)

bulunur. Benzer olarak

D̃1(Ei,Y )g(ÃNX ,Ei) = g(ÃNX ,A∗
ξ
Y ) = g(ANX ,A∗

ξ
Y ) = E1(X ,A∗

ξ
Y ), (3.2.48)

elde edilir. Üstelik

D̃2(Ei,X) = D2(Ei,X) = εg(AuX ,Ei),

olduğu için (3.2.13) den

D̃2(Ei,X)g(ÃuY,Ei) = g(ÃuY,AuX) = g(AuY,AuX), (3.2.49)
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bulunur. Benzer olarak

D̃2(Ei,Y )g(ÃuX ,Ei) = g(ÃuX ,AuY ) = g(AuX ,AuY ), (3.2.50)

elde edilir. (3.2.47), (3.2.48), (3.2.49) ve (3.2.50) ifadeleri (3.2.46) ta yerine yazılırsa

RicD(X ,Y )−RicD(Y,X) = E1(X ,A∗
ξ
Y )−E1(Y,A∗ξX)

elde edilir ki ispat tamamlanmış olur.
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4. QUARTER SİMETRİK NON-METRİK KONNEKSİYONLU LİGHTLİKE

ALTMANİFOLDLAR

4.1 Semi-Riemannian Çarpım manifoldunun r-lightlike altmanifoldları

Tanım 4.1.1. (M̃, g̃,F) semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ nin r-lightlike alt-

manifoldu olsun. Eğer aşağıdaki üç durum sağlanıyorsa M ye M̃ semi-Riemannian çarpım

manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmanifoldu denir:

(i) L1 = FRadT M ⊂ s(T M),

(ii) L2 = FltrT M ⊂ s(T M),

(iii) L3 = Fs(T M⊥)⊂ s(T M).

Bu durumda

s(T M) = {L1⊕L2}⊥L3⊥L0 (4.1.1)

dır. Buradan aşağıdaki ayrışımları elde ederiz:

T M = {L1⊕L2}⊥L3⊥L0⊥RadT M, (4.1.2)

T M̃ = {L1⊕L2}⊥L3⊥L0⊥{RadT M⊕ ltrT M}. (4.1.3)

Bu tanıma göre

L = L1⊥L0⊥RadT M (4.1.4)

ve

L
′
= L2⊥L3 (4.1.5)

alınırsa

T M = L⊕L
′

(4.1.6)

elde edilir. Burada L, F−invaryant ve L
′
anti-invaryant distribüsyondur .

Coisotropic altmanifoldda ise s(T M⊥) = {0} olduğundan

s(T M) = {L1⊕L2}⊥L0, (4.1.7)
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T M = {L1⊕L2}⊥L0⊥RadT M, (4.1.8)

T M̃ = {L1⊕L2}⊥L0⊥{RadT M⊕ ltrT M}, (4.1.9)

T M = L⊕L2, (4.1.10)

ayrışımlarını elde ederiz.

Önerme 4.1.1. (M̃, g̃,F) semi-Riemannian çarpım manifoldu ve M, M̃ semi-Riemannian

çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike (veya coisotropic) altmanifoldu olsun. O

zaman L0 distribüsyonu F semi-Riemannian çarpım yapısına göre invaryanttır.

İspat. N ∈ Γ(ltrT M), ξ ∈ Γ(RadT M), u ∈ Γ(s(T M⊥)) ve X ∈ Γ(L0) için

g(FX ,N) = g(X ,FN) = 0,

g(FX ,ξ) = g(X ,Fξ) = 0,

g(FX ,u) = g(X ,Fu) = 0,

olduğundan FX de sırasıyla RadT M, ltrT M ve s(T M⊥) bileşeni yoktur.

g(FX ,FN) = g(X ,N) = 0,

g(FX ,Fξ) = g(X ,ξ) = 0,

g(FX ,Fu) = g(X ,u) = 0,

olduğundan FX de L1, L2 ve L3 distribüsyonlarına ait bileşeni yoktur. O halde L0, F ye

göre invaryanttır.

Örnek 4.1.1. M̃ = R5
2×R3

1 semi-Riemann çarpım manifoldu, g̃ = π∗g1 +σ∗g2 de metrik

tensör olsun. g1 ve g2 burada, sırasıyla, R5
2 ve R3

1 üzerinde standart metrik tensörler; π∗ ve

σ∗ sırasıyla ΓR5
2 ve ΓR3

1 üzerinde projeksiyon olsunlar. M altmanifoldu

x1 = t1 + t2 +2t3 +2t4 +(1+2
√

2)t5−3t6,

x2 = 2t1 +2t2 + t3 +(2−
√

2)t5 +(2−
√

2)t6,

x3 = t3 + t4 +3
√

2t5−6t6,
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x4 = t1 + t2 +2t3 +
√

2t4 + t5 + t6,

x5 = 2t1 +2t2 + t3 + t4 +2t5−
√

2t6,

x6 =
√

2t1−
√

2t2−
√

2t3−3t4,

x7 =−
√

2t3− t4,

x8 = 2t1−2t2− t3−2
√

2t4,

ile verilsin, burada ti ler reel parametrelerdir.

Bu durumda T M = Sp{U1,U2,U3,U4,U5,U6} elde edilir, burada

U1 =
∂

∂x1
+2

∂

∂x2
+

∂

∂x4
+2

∂

∂x5
+
√

2
∂

∂x6
+2

∂

∂x8
,

U2 =
∂

∂x1
+2

∂

∂x2
+

∂

∂x4
+2

∂

∂x5
−
√

2
∂

∂x6
−2

∂

∂x8
,

U3 = 2
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3
+2

∂

∂x4
+

∂

∂x5
−
√

2
∂

∂x6
−
√

2
∂

∂x7
− ∂

∂x8
,

U4 = 2
∂

∂x1
+

∂

∂x3
+
√

2
∂

∂x4
+

∂

∂x5
−3

∂

∂x6
− ∂

∂x7
−2
√

2
∂

∂x8
,

U5 = (1+2
√

2)
∂

∂x1
+(2−

√
2)

∂

∂x2
+3
√

2
∂

∂x3
+

∂

∂x4
+2

∂

∂x5
,

U6 = −3
∂

∂x1
+(2−

√
2)

∂

∂x2
−6

∂

∂x3
+

∂

∂x4
−
√

2
∂

∂x5
,

olarak verilir. Bu durumda kolayca görülür ki U1 bir dejenere vektördür. ξ = U1 olarak

alınırsa RadT M = Sp{ξ} ve s(T M) = Sp{U2,U3,U4,U5,U6} dır. Bu durumda

ltrT M = Sp{N = 2
∂

∂x1
+

∂

∂x3
+
√

2
∂

∂x4
+

∂

∂x5
+3

∂

∂x6
+

∂

∂x7
+2
√

2
∂

∂x8
},

ve

s(T M⊥) = Sp{u = 2
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3
+2

∂

∂x4
+

∂

∂x5
+
√

2
∂

∂x6
+
√

2
∂

∂x7
+

∂

∂x8
},

olarak elde edilir. Bu yüzden M, M̃ nin bir 1− lightlike altmanifoldudur.

Üstelik

Fξ =U2 ∈ Γ(s(T M)), FN =U4 ∈ Γ(s(T M)),

Fu =U3 ∈ Γ(s(T M)), FU5 =U5, FU6 =U6,
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olduğundan

L0 = Sp{U5,U6}, L1 = Sp{U2},

L2 = Sp{U4}, L3 = Sp{U3},

olarak yazılır. Bu durumda M, M̃ nin bir semi-invaryant lightlike altmanifoldudur.

Örnek 4.1.2. M̃ = R5
2 de metrik (−,−,+,+,+) işaretli F çarpım yapısı ise

F(x1,x2,x3,x4,x5) = (x2,x1,x4,x3,x5)

olsun. M altmanifoldu

x1 = 2t1 + t2 + t3−arcsint4

x2 = t1 +2t2 +2t3 +arcsint4

x3 = −t2 + t3 +2arcsint4

x4 = −t1

x5 = 2t1 +2t2 +2t3−
1
2

arcsint4

ile verilsin, burada ti ler reel parametrelerdir. Böylece

ξ = (2,1,0,−1,2),

Fξ = (1,2,−1,0,2),

u1 = (1,2,1,0,2),

u2 = (−1,1,2,0,−1
2
),

N = (2,1,0,1,2),

olarak bulunur ve RadT M = Sp{ξ} dir. Bu durumda M, 4− boyutlu bir coisotropik alt-

manifolddur. Üstelik s(T M) = Sp{Fξ,u1,u2} ve lightlike transversal demet ltrT M =

Sp{N} dir. Eğer L0 = Sp{u2}, L1 = Sp{Fξ}, L2 = Sp{u1} denilirse M, M̃ semi-

Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant coisotropik altmanifoldudur.

M, (M̃, g̃) semi-Riemannian çarpım manifoldunun bir semi-invaryant lightlike alt-

manifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(T M) için

FX = f X +wX , (4.1.11)
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olarak yazılabilir, burada f X ve wX , sırasıyla, FX in teğet ve transversal kısımlarıdır.

Benzer şekilde V ∈ Γ(tr(T M)) için

FV = BV +CV (4.1.12)

şeklinde yazabiliriz, burada BV ve CV sırasıyla FV nin teğet ve transversal kısımlarıdır.

Semi-invaryant tanımına göre FtrT M ⊂ s(T M) olduğu için C = 0 dır.

F , M üzerinde paralel olduğundan X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇̃X FY = ∇̃X fY + ∇̃X wY

= ∇X fY +h(X , fY )−AwY X +∇
t
X wY (4.1.13)

ve

F∇̃XY = F∇XY +Fh(X ,Y )

= f ∇XY +w∇XY +Bh(X ,Y ) (4.1.14)

bulunur. (4.1.13) ve (4.1.14) teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = AwY X +Bh(X ,Y ), (4.1.15)

w∇XY = ∇
t
X wY +h(X , fY ) (4.1.16)

elde edilir.

Teorem 4.1.1. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X ve AW X de L1 ve L3 bileşeni yoktur.

(iii) AFY X te L2 ve L3 bileşeni yoktur.

İspat. M nin mixed geodezik olması için gerek ve yeter şart N ∈ Γ(ltrT M), W ∈

Γ(s(T M⊥)), X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için g(h(X ,Y ),ξ) = 0 ve g(h(X ,Y ),W ) = 0 olmasıdır.

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) =−g(Y,∇X ξ) = g(Y,A∗
ξ
X)
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ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(Y, ∇̃XW ) = g(Y,AW X)

elde edilir ve (i)⇔ (ii) ispatlnmış olur. Benzer şekilde

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃X FY,Fξ) =−g(AFY X ,Fξ)

ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃X FY,FW ) =−g(AFY X ,FW )

bulunacağından (i)⇔ (iii) elde edilir ve ispat tamamlanır.

Eğer M coisotropic altmanifold ise aşağıdaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.1.2. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant coisotropik

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L2) için aşağıdakile eşdeğerdir.

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X de L1 bileşeni yoktur.

(iii) h∗(X ,Fξ) = 0.

Teorem 4.1.3. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M, L− geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X ∈ Γ(L1⊥L3) ve g(Y,AW X) = g(Y,Dl(X ,W )).

(iii) ∇X FY de L2 ve L3 bileşeni yoktur.

İspat. N ∈ Γ(ltrT M), W ∈ Γ(s(T M⊥)) ve X ,Y ∈ Γ(L) için M nin L− geodezik olması

için gerek ve yeter şart g(h(X ,Y ),ξ) = 0 ve g(h(X ,Y ),W ) = 0 olmasıdır. Buna göre

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) = g(Y,A∗
ξ
X) (4.1.17)

ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(Y, ∇̃XW ) = g(Y,AW X−Dl(X ,W )) (4.1.18)
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elde edilir (i)⇔ (ii) ispatlanmış olur. Benzer olarak

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(∇̃X FY,Fξ) =−g(∇X FY,Fξ)) (4.1.19)

ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(∇̃X FY,FW ) =−g(∇X FY,FW )) (4.1.20)

olarak bulunacağından (i)⇔ (iii) elde edilir

Teorem 4.1.4. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant coisotropic

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L) için aşağıdakile eşdeğerdir:

(i) M, L− geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X, bir Γ(L1) değerli operatördür.

(iii) ∇∗X Fξ ∈ Γ(L1).

Teorem 4.1.5. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L
′
) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M, L
′− geodeziktir.

(ii) AW X ve A∗
ξ
X te L1 ve L3 bileşeni yoktur.

(iii) AFY X te L2 ve L3 bileşeni yoktur.

İspat. N ∈ Γ(ltrT M), W ∈ Γ(s(T M⊥)) ve X ,Y ∈ Γ(L) için

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) = g(Y,A∗
ξ
X), (4.1.21)

ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(Y, ∇̃XW ) = g(Y,AW X) (4.1.22)

elde edileceğinden (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur. Ayrıca

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) = g(∇̃X FY,Fξ) =−g(AFY X ,Fξ) (4.1.23)

ve

g(h(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) = g(∇̃X FY,FW ) =−g(AFY X ,FW ) (4.1.24)

olarak bulunur. (4.1.23) ve (4.1.24) den (i)⇔ (iii) elde edildi.
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Benzer şekilde M nin coisotropic altmanifold olması durumunda aşağıdaki teoreme

sahip oluruz.

Teorem 4.1.6. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant coisotropik

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L2) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M, L2− geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X te L1 bileşeni yoktur.

(iii) AFY X te L2 bileşeni yoktur.

(iv) h∗(X ,Fξ) = 0.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L2) ve ξ ∈ Γ(RadT M) için

g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) = g(Y,A∗
ξ
X) (4.1.25)

eşde edilir. Bu durumda g(hl(X ,Y ),ξ) = 0 olması için gerek ve yeter şart A∗
ξ
X te L1

bileşeni olmamasıdır. (i)⇔ (ii) elde edilmiş oldu.

g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) = g(∇̃X FY,Fξ) =−g(AFY X ,Fξ) (4.1.26)

olarak bulunur. (4.1.26) den (i)⇔ (iii) elde edildi. Bunun yanısıra

g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) = g(∇̃X FY,Fξ) =−g(FY, ∇̃X Fξ) =−g(FY,h∗(X ,Fξ))

(4.1.27)

ifadesi bulunur ve (4.1.27) den ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.7. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L paralel distribüsyondur.

(ii) M, L− geodeziktir.

(iii) (∇X f )Y = 0, X ,Y ∈ Γ(L)

İspat. N ∈ Γ(ltrT M), W ∈ Γ(s(T M⊥)) ve X ,Y ∈ Γ(L) için

g(∇XY,Fξ) = g(∇̃XY,Fξ) =−g(∇̃X FY,ξ) =−g(hl(X ,FY ),ξ), (4.1.28)
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ve

g(∇XY,FW ) = g(∇̃XY,FW ) =−g(∇̃X FY,W ) =−g(hs(X ,FY ),W ), (4.1.29)

bulunacağından (4.1.28) ve (4.1.29) den (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur. Bunun yanısıra

h(X ,FY ) = ∇̃X FY −∇X FY = F∇̃XY −∇X FY

= F∇XY +Fh(X ,Y )−∇X FY

= f ∇XY +w∇XY +Fh(X ,Y )−∇X fY

= (∇X f )Y +w∇XY +Fh(X ,Y ) (4.1.30)

olarak bulunur. (4.1.30) teğet ve transversal bileşenjerine ayrılırsa

(∇X f )Y =−Fh(X ,Y )

bulunur ve (ii)⇔ (iii) elde edilir.

Önerme 4.1.2. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda L
′

distribüsyonunun M üzerinde paralel olması için

gerek ve yeter şart AFY nin Γ(L
′
) değerli bir operatör olmasıdır. olmasıdır.

İspat. X ∈ Γ(T M), Y ∈ Γ(L
′
) ve Z ∈ Γ(L0) için

g(∇XY,N) = g(∇̃XY,N) = g(∇̃X FY,FN) =−g(AFY X ,FN), (4.1.31)

g(∇XY,FN) = g(∇̃X FY,N) =−g(AFY X ,N), (4.1.32)

g(∇XY,Z) = g(∇̃XY,Z) = g(∇̃X FY,FZ) = g(AFY X ,FZ), (4.1.33)

elde edilir. (4.1.31), (4.1.32) ve (4.1.33) den istenen ifadeye ulaşılır..

Teorem 4.1.8. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L distribüsyonu integrallenebilirdir..

(ii) hl(X ,FY ) = hl(Y,FX).

(iii) (∇X f )Y = (∇Y f )X.
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İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

g([X ,Y ],Fξ) = g(∇̃X FY − ∇̃Y FX ,ξ)

= g(hl(X ,FY )−hl(Y,FX),ξ), (4.1.34)

bulunur ve (4.1.34) dan (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur. Ayrıca

hl(X ,FY ) = hl(Y,FX),

∇̃X FY −∇X FY = ∇̃Y FX−∇Y FX ,

F∇̃XY −∇X FY = F∇̃Y X−∇Y FX ,

F∇XY +Fh(X ,Y )−∇X FY = F∇Y X +Fh(Y,X)−∇Y FX ,

(∇X f )Y − (∇Y f )X = w(∇XY −∇Y X)

= w([X ,Y ]) (4.1.35)

olduğundan (4.1.35) teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa (ii)⇔ (iii) bulunur.

Önerme 4.1.3. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda L
′

distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek

ve yeter şart

AFXY = AFY X , X ,Y ∈ Γ(L
′
),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için

g([X ,Y ],FN) = g(∇̃X FY − ∇̃Y FX ,N), N ∈ Γ(ltrT M)

= g(AFXY −AFY X ,N) (4.1.36)

bulunur. Benzer olarak

g([X ,Y ],Z) = g(∇̃X FY − ∇̃Y FX ,FZ), Z ∈ Γ(L0)

= g(AFXY −AFY X ,FZ) (4.1.37)

elde edilir. (4.1.36) ve (4.1.37) dan ispat tamamlanır.
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Teorem 4.1.9. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. X ∈ Γ(T M) için M nin (4.1.6) ayışımına göre lokal çarpım yapı

olması için gerek ve yeter şart

∇ f = 0

olmasıdır.

İspat. M lokal çarpım yapı ise L ve L
′
, M de total geodeziktir. X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L)

için ∇̃F = 0 olduğundan

∇X FY +h(X ,FY ) = F∇XY +Fh(X ,Y ),

∇X fY +h(X , fY ) = f ∇XY +w∇XY +Fh(X ,Y ),

bulunur. Bu eşitlik teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = Fh(X ,Y ), (4.1.38)

elde edilir.

Eğer M nin lokal product olduğu kabul edilirse f ∇XY ∈ Γ(L) olduğundan (4.1.38)

den (∇X f )Y = 0 elde edilmiş olur.

X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
) için f Z = 0 olduğundan (∇X f )Z = 0 elde edilmiş olur.

Aksine

∇ f = 0

olsun. Bu durumda X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L) için ∇X fY = f ∇XY olduğundan ∇XY ∈ Γ(L)

dir. X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
) için ise ∇X f Z = f ∇X Z olduğundan f ∇X Z = 0 dır ve

∇X Z ∈ Γ(L
′
) elde edilir. böylece ispat tamamlanır.

4.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu Semi-Riemannian Çarpım

manifoldunun r-lightlike altmanifoldları

M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmani-

foldu ve ∇̃ Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eğer D̃ koneksiyonunu

D̃XY = ∇̃XY +π(Y )FX (4.2.1)
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gibi tanımlanırsa

(D̃X g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(D̃XY,Z)−g(Y, D̃X Z)

= Xg(Y,Z)−g(∇̃XY +π(Y )FX ,Z)−g(Y, ∇̃X Z +π(Z)FX)

= −π(Y )g(FX ,Z)−π(Z)g(FX ,Y ) (4.2.2)

ve

T̃ (X ,Y ) = π(Y )FX−π(X)FY (4.2.3)

olarak elde edileceğinden D̃ quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

Buna göre D̃ için Gauss denklemi

D̃XY = DXY + h̃(X ,Y ), X ,Y ∈ Γ(T M) (4.2.4)

dir ve ∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ) olduğundan

DXY + h̃(X ,Y ) = ∇XY +h(X ,Y )+π(Y ) f X +π(Y )wX (4.2.5)

olarak elde edilir. O halde (4.2.5) den ise

DXY = ∇XY +π(Y ) f X , (4.2.6)

h̃(X ,Y ) = h(X ,Y )+π(Y )wX , (4.2.7)

sonucuna ulaşılır. Ayrıca Weingarten denklemleri X ,Y ∈ Γ(T M) için

D̃X N =−ÃNX + ∇̃
l
X N + D̃s(X ,N), N ∈ Γ(ltrT M), (4.2.8)

ve

D̃XW =−ÃW X + ∇̃
s
XW + D̃l(X ,W ), W ∈ Γ(s(T M⊥)) (4.2.9)

olur. Ayrıca (4.2.1) den

D̃X N = ∇̃X N +π(N)FX =−ANX +∇
l
X N +π(N) f X +π(N)wX
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ve

D̃XW = ∇̃XW +π(W )FX =−AW X +∇
l
XW +π(W ) f X +π(W )wX

olduğundan son iki denklem ile (4.2.8) ve (4.2.9) den

−ÃNX + ∇̃
l
X N =−ANX +∇

l
X N +Ds(X ,N)+π(N) f X +π(N)wX (4.2.10)

ve

−ÃW X + ∇̃
l
XW =−AW X +∇

s
XW +Dl(X ,W )+π(W ) f X +π(W )wX , (4.2.11)

şeklinde elde edilir. Buradan

ÃNX = ANX−π(N) f X , (4.2.12)

∇̃
l
X N = ∇

l
X N +π(N)wlX , (4.2.13)

D̃s(X ,N) = Ds(X ,N)+π(N)wsX , (4.2.14)

ve

ÃW X = AW X−π(W ) f X , (4.2.15)

∇̃
s
XW = ∇

s
XW +π(W )wsX , (4.2.16)

D̃l(X ,W ) = Dl(X ,W )+π(W )wlX , (4.2.17)

elde edilir. Burada wl ve ws, sırasıyla, ltrT M ve s(T M⊥) üzerinde projeksiyonlardır.

M üzerine D̃ den indirgenen D konneksiyonu için

DX PY = D∗X PY + h̃∗(X ,PY ), X ,Y ∈ Γ(T M) (4.2.18)

ifadesine sahip oluruz, burada D∗X PY ∈ Γ(s(T M)) ve h̃∗(X ,PY ) ∈ Γ(RadT M) dir. (4.2.6)

dan

DX PY = ∇X PY +π(PY ) f X = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY )+π(PY ) f X (4.2.19)

elde edilir. Bu durumda (4.2.18) ve (4.2.19) dan

D∗X PY + h̃∗(X ,PY ) = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY )+π(PY ){P f X +

r

∑
i

ηi( f X)ξi}, (4.2.20)
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elde edilir, burada i ∈ {1, ...,r} ve {ξ1, ...,ξr}, RadT M nin bazıdır. Ayrıca ηi( f X) =

g( f X ,N) dir. (4.2.20) ifadesi teğet ve normal bileşenlerine ayrılırsa

D∗X PY = ∇
∗
X PY +π(PY )P f X , (4.2.21)

h̃∗(X ,PY ) = h∗(X ,PY )+π(PY )
r

∑
i

ηi( f X)ξi, (4.2.22)

elde edilir. Ayrıca X ∈ Γ(T M) ve ξ ∈ Γ(RadT M) için

DX ξ =−Ã∗
ξ
X + ∇̃

∗t
X ξ (4.2.23)

olarak yazılır. (4.2.6) dan

DX ξ = ∇X ξ+π(ξ) f X =−A∗
ξ
X +∇

∗t
X ξ+π(ξ) f X (4.2.24)

olduğundan (4.2.23) den

−Ã∗
ξ
X + ∇̃

∗t
X ξ =−A∗

ξ
X +∇

∗t
X ξ+π(ξ){P f X +

r

∑
i

ηi( f X)ξ} (4.2.25)

bulunur. (4.2.25) den

Ã∗
ξ
X = A∗

ξ
X−π(ξ)P f X , (4.2.26)

∇̃
∗t
X ξ = ∇

∗t
X ξ+π(ξ)

r

∑
i

ηi( f X)ξ, (4.2.27)

elde edilir.

(4.2.6) dan

(DX g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(DXY,Z)−g(Y,DX Z)

= Xg(Y,Z)−g(∇XY +π(Y ) f X ,Z)−g(Y,∇X Z +π(Z) f X)

= (∇X g)(Y,Z)−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y )

= g(hl(X ,Y ),Z)+g(hl(X ,Z),Y )−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y ),

(4.2.28)

olur ve D konneksiyonuna göre T D torsiyon tensörü

T D(X ,Y ) = DXY −DY X− [X ,Y ] = π(Y ) f X−π(X) fY (4.2.29)
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olduğundan indirgenmiş D konneksiyonu da quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

(4.2.7) ve (4.2.27) den

g(h̃l(X ,PY ),ξ) = g(hl(X ,PY ),ξ)+π(Y )g(wlX ,ξ)

= g(A∗
ξ
X ,PY )+π(Y )g(wlX ,ξ)

= g(Ã∗
ξ
X ,PY )+π(ξ)g(P f X ,PY )+π(Y )g(wlX ,ξ),

(4.2.30)

ve (4.2.22) den

g(h̃∗(X ,PY ),N) = g(h∗(X ,PY ),N)+π(PY )η( f X)

= g(ANX ,PY )+π(PY )η( f X)

= g(ÃNX ,PY )+π(N)g( f X ,PY )+π(PY )η( f X), (4.2.31)

bulunur. (4.2.12) ve (4.2.26) den

g(Ã∗
ξ
PX ,PY ) = g(A∗

ξ
PX ,PY )−π(ξ)g(P f X ,PY )

= g(A∗
ξ
PY,PX)−π(ξ)g(P f X ,PY ),

ve

g(Ã∗
ξ
PY,PX) = g(A∗

ξ
PY,PX)−π(ξ)g(P fY,PX),

bulunacağından bu son iki eşitlikten

g(Ã∗
ξ
PX ,PY )−g(Ã∗

ξ
PY,PX) = π(ξ)g(P fY,PX)−π(ξ)g(P f X ,PY ), (4.2.32)

elde edilir. Ayrıca (4.2.26) dan

Ã∗
ξ
ξ =−π(ξ) f ξ, (4.2.33)

bulunur.

Lemma 4.2.1. M, M̃ semi-Riemannian manifoldunun semi-invaryant r-lightlike altmani-

foldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için

g(h̃l(X ,Y ),ξ) = g(A∗
ξ
X ,Y ) = g(Ã∗

ξ
X ,Y )+π(ξ)g(P f X ,Y ), ξ ∈ Γ(RadT M), (4.2.34)

dir.
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İspat. X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için (4.2.7) dan h̃l(X ,Y ) = hl(X ,Y )+π(Y )wX = hl(X ,Y )

olduğundan (4.2.26) den

g(h̃l(X ,Y ),ξ) = g(hl(X ,Y ),ξ) = g(A∗
ξ
,Y ) = g(Ã∗

ξ
,Y )+π(ξ)g(P f X ,Y ),

elde edilir.

Yukarıdaki Lemma ve Teorem(4.1.1) den aşağıdaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.2.1. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M mixed geodeziktir.

(ii) M quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre mixed geodeziktir.

(iii) A∗
ξ
X ve AW X te L1 ve L3 bileşeni yoktur.

(iv) AFY X te L2 ve L3 bileşeni yoktur.

Teorem 4.2.2. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. X ,Y ∈ Γ(L) için Aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L− geodeziktir.

(ii) A∗
ξ
X ∈ Γ(L1⊥L3) ve g(Y,AW X) = g(Y,Dl(X ,W )).

(iii) ∇X FY de L2 ve L3 bileşeni yoktur.

(iv) M, L− geodeziktir.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

h̃(X ,Y ) = h(X ,Y )

elde edileceğinden Teorem(4.1.3) den ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.3. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona

göre L
′− geodezik olması için gerek ve yeter şart

AFY X =−π(Y )X

olmasıdır.
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İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için

g(h̃(X ,Y ),W ) = g(D̃XY,W ) = g(∇̃XY +π(Y )FX ,W )

= g(∇̃X FY,FW )−π(Y )g(X ,FW )

= −g(AFY X ,FW )−π(Y )g(X ,FW )

= −g(AFY X +π(Y )X ,FW ),

ve

g(h̃(X ,Y ),ξ) = g(D̃XY,ξ) = g(∇̃XY +π(Y )FX ,ξ)

= g(∇̃X FY,Fξ)−π(Y )g(X ,Fξ)

= −g(AFY X ,Fξ)−π(Y )g(X ,Fξ)

= −g(AFY X +π(Y )X ,Fξ),

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.4. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. L distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna

göre paralel olması için gerek ve yeter şart L distribüsyonunun ∇ konneksiyonuna göre

paralel olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

h̃(X ,FY ) = h(X ,FY )+π(FY )wX

= h(X ,FY )

olduğundan teorem(4.1.7) den ispat tamamlanır.

Bu durumda teorem(4.1.7) den aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 4.2.1. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike alt-

manifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir;

(i) L distribüsyonu quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna göre paraleldir.
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(ii) L distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre paraleldir.

(iii) h(X ,FY ) = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

(iv) h̃(X ,FY ) = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

(v) (∇X f )Y = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

Teorem 4.2.5. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için L

′
distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik

konneksiyonuna göre paralel olması için gerek ve yeter şart ÃFY X in Γ(L
′
) değerli bir

vektör alanı olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için f X = 0 dir. ÃFY X = AFY X−π(FY ) f X olduğu için

ÃFY X = AFY X

elde edilir. önerme(4.1.2) den ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.6. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. L distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre

integrallenebilr olması için gerek ve yeter şart

h̃(X ,FY ) = h̃(Y,FX), X ,Y ∈ Γ(L),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için wX = 0 olduğu için h̃(X ,Y ) = h(X ,Y ) elde edilir. teorem(4.1.8)

den ispat tamamlanır.

Bu durumda teorem(4.1.8) den aşağıdaki teorem verilir.

Teorem 4.2.7. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. Aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L distribüsyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(ii) L distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(iii) h̃(X ,FY ) = h̃(Y,FX), X ,Y ∈ Γ(L).

(iv) h(X ,FY ) = h(Y,FX), X ,Y ∈ Γ(L).

(v) (∇X f )Y = (∇Y f )X , X ,Y ∈ Γ(L).
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Önerme 4.2.1. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. L
′

distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre

integrallenebilr olması için gerek ve yeter şart

ÃFY X = ÃFXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için f X = 0 olduğunu biliyoruz. Bu yüzden ÃFY X = AFY X elde

edileceğinden önerme(4.1.3) den ispat tamamlanır.

O halde önerme(4.1.3) den aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 4.2.2. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike alt-

manifoldu olsun. Aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L
′
distribüsyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(ii) L
′
distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(iii) ÃFY X = ÃFXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
).

(iv) AFY X = AFXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
).

Teorem 4.2.8. M, M̃ semi-Riemannian çarpım manifoldunun semi-invaryant r-lightlike

altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre lokal çarpım

yapıya sahip olması için gerek ve yeter şart

(i) (DX f )Y = π( fY ) f X−π(Y )X , X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L),

(ii) (DX f )Z = 0, X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
),

olmasıdır.

İspat. ∇̃F = 0 olduğundan X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L) için

D̃X FY −π(FY )FX = FD̃Y X−π(Y )X ,

DX FY + h̃(X ,FY )−π(FY ) f X−π(FY )wX = f DXY +wDXY +Fh̃(X ,Y )−π(Y )X ,

DX fY + h̃(X , fY )−π(FY ) f X−π(FY )wX = f DXY +wDXY +Fh̃(X ,Y )−π(Y )X ,

(4.2.35)
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elde edilir.

Kabul edelim ki M lokal çarpım yapıya sahip olsun. Bu durmda L, M de total

geodeziktir. O zaman (4.2.35), L ye göre bileşenlerine ayrılırsa

(DX f )Y = π( fY ) f X−π(Y )X

elde edilir.

Tersini kabul edelim yani (i) ve (ii) sağlansın. Bu durumda (DX f )Y ∈ Γ(L),

olacağından DX fY ∈ Γ(L) bulunur ve L, M de total geodeziktir.

X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
) olsun. Bu durumda (DX f )Z = DX f Z− f DX Z ve f Z =

0 olduğundan L
′

nün M de total geodezik olması için gerek ve yeter şart (DX f )Z = 0

olmasıdır. Böylece ispat tamamlanır.
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5. QUARTER SİMETRİK NON-METRİK KONNEKSİYONLU BELİRSİZ

KAEHLER MANİFOLDLARIN LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI

Bu bölümde belirsiz Kaehler manifoldların lightlike altmanifoldları quarter-simetrik

non-metrik konneksiyona göre incelenecektir. Belirsiz Kaehler manifoldlarda lightlike

altmanifoldlar K. L. Duggal ve B. Şahin tarafından aşağıdaki şekilde sınıflandırılmıştır ve

[8], [9], [10],[11] deki makalelerinde çalışılmıştır.

(M̃, g̃,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M̃ nin lightlike altmanifoldu olsun.

(i) Eğer JRadT M = RadT M ve Js(T M) = s(T M) ise M ye M̃ nin invaryant lightlike alt-

manifold denir.

(ii) Eğer JRadT M = RadT M ve Js(T M)⊆ s(T M⊥) ise M ye M̃ nin screen reel altmani-

fold denir.

(iii) Eğer JRadT M ⊂ s(T M⊥) ise M ye M̃ nin screen transversal lightlike altmanifold

denir.

(iv) Eğer aşağıdaki iki şart sağlanıyorsa M ye M̃ nin screen Cauchy-Riemann lightlike

(SCR) altmanifoldu denir.

(A) s(T M) = L⊥L⊥, L∩L⊥ = {0}

JL = L, JL⊥ ⊆ s(T M⊥)

(B) RadT M, J ye göre invaryanttır.

(iv) Eğer aşağıdaki iki şart sağlanıyorsa M ye M̃ nin Cauchy-Riemann lightlike (CR) alt-

manifoldu denir.

(A) RadT M∩ JRadT M = {0},

(B) s(T M) = (JRadT M⊕L
′
)⊥L0,

JL0 = L0 ve JL
′
= L1⊥L2, burada L1 ⊆ s(T M⊥) ve L2 = ltrT M dir. s(T M⊥) = L1⊥L⊥1

olsun.

(M̃,J, g̃) bir belirsiz Kaehler manifold ve M de M̃ nin bir CR-altmanifoldu olsun.

Eğer L⊥1 = 0 ise M ye M̃ nin bir screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmanifoldu

denir.

Bu bölümde semi-invaryant lightlike altmanifoldların geometrisini inceleyeceğiz.
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5.1 Belirsiz Kaehler manifoldların screen-transversal anti-holomorfik Lightlike

altmanifoldları

Tanım 5.1.1. (M̃, g̃,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M̃ nin lightlike altmanifoldu ol-

sun. Eğer aşağıdakiler sağlanıyorsa M ye M̃ Kaehler manifoldunun screen-transversal

anti-holomorfik lightlike altmanifoldu denir;

(i) L1 = JRadT M ⊂ s(T M),

(ii) L2 = JltrT M ⊂ s(T M),

(iii) L3 = J(s(T M⊥))⊂ s(T M).

Bu durumda M nin ekran demeti

s(T M) = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0 (5.1.1)

olarak ifade edilebilir. Buradan aşağıdaki ayrışımları elde ederiz:

T M = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0⊥RadT M, (5.1.2)

T M̃ = L3⊥{L1⊕L2}⊥L0⊥s(T M⊥)⊥{RadT M⊕ ltrT M}, (5.1.3)

Eğer

L = L1⊥L0⊥RadT M ve L
′
= L2⊥L3 (5.1.4)

denilirse

T M = L⊕L
′
, (5.1.5)

elde edilir.

Önerme 5.1.1. (M̃, g̃,J) belirsiz Kaehler manifold ve M, M̃ Kaehler manifoldunun

screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmanifoldu olsun. O zaman L0 dis-

tribüsyonu J kompleks yapıya göre invaryant distribüsyondur.

İspat. X ∈ Γ(L0) için

g(JX ,N) =−g(X ,JN) = 0,

g(JX ,ξ) =−g(X ,Jξ) = 0,

g(JX ,u) =−g(X ,Ju) = 0,
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olduğundan JX de sırasıyla RadT M, ltrT M ve s(T M⊥) bileşeni yoktur.

g(JX ,JN) = g(X ,N) = 0,

g(JX ,Jξ) = g(X ,ξ) = 0,

g(JX ,Ju) = g(X ,u) = 0,

olduğundan FX de L1, L2 ve L3 distribüsyonlarına ait bileşeni yoktur. O halde L0, J ye

göre invaryanttır.

Burada L ve L
′

distribüsyonları J ye göre, sırasıyla, invaryant ve anti invaryant dis-

tribüsyonlardır.

Örnek 5.1.1. M̃ = R8
4 de metrik (−,−,+,+,−,−,+,+) işaretli J kompleks yapı

aşağıdaki gibi olsun.

J(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8) = (−x2,x1,−x4,x3,−x6,x5,−x8,x7),

M altmanifoldu

x1 =−
√

2t2 +
√

2t4 +
√

2t5−
√

2t6,

x2 =
√

2t1−
√

2t3−
√

2t4 +
√

2t5 +3
√

2t6,

x3 = t1− t2 + t3− t5− t6,

x4 = t1 + t2− t3 + t4 + t6,

x5 =−
√

2t2 +
√

2t4−
√

2t5−3
√

2t6,

x6 =
√

2t1 +
√

2t3 +
√

2t4 +
√

2t5−
√

2t6,

x7 =−t1− t2 + t3 +3t4−2t5−5t6,

x8 = t1− t2 + t3 +2t4 +3t5− t6,

ile verilsin, burada ti ler reel parametrelerdir. Bu durumda

T M = Sp{U1,U2,U3,U4,U5,U6,u7,u8}

elde edilir, burada

U1 = (0,
√

2,1,1,0,
√

2,−1,1),
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U2 = (−
√

2,0,−1,1,−
√

2,0,−1,−1),

U3 = (0,−
√

2,1,−1,0,
√

2,1,1),

U4 = (
√

2,−
√

2,0,1,
√

2,
√

2,3,2),

U5 = (
√

2,
√

2,−1,0,−
√

2,
√

2,−2,3),

U6 = (−
√

2,3
√

2,−1,1,−3
√

2,−
√

2,−5,−1),

dir. Bu durumda kolayca görülür ki U1 bir dejenere vektördür. ξ = U1 olarak alınırsa

RadT M = Sp{ξ} ve s(T M) = Sp{U2,U3,U4,U5,U6} dır. Bu durumda

ltrT M = Sp{N = (−
√

2,0,−1,−1,
√

2,0,1,−1)}

ve

s(T M⊥) = Sp{u = (3
√

2,
√

2,1,1,−
√

2,3
√

2,−1,5)}

olarak elde edilir. Bu yüzden M, 6− boyutlu 1− lightlike altmanifolddur. Üstelik

Jξ =U2 ∈ Γ(s(T M)), JN =U3 ∈ Γ(s(T M)),

Ju =U6 ∈ Γ(s(T M)), JU4 =U5,

olduğundan L0 = Sp{u4,u5}, L1 = Sp{Jξ}, L2 = Sp{JN}, L3 = Sp{Ju} olarak yazılır. Bu

durumda M, M̃ Kaehler manifoldunun bir semi-invaryant 1− lightlike altmanifoldudur.

Şimdi M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun bir semi-invaryant lightlike altmanifoldu

olsun. Her X ∈ Γ(T M) için

JX = f X +wX = f X +wlX +wsX , (5.1.6)

ifadesi yazılabilir. Burada f X ve wX sırasıyla FX in teğet ve normal kısmıdır. wl ve

ws ise de sırasıyla ltrT M ve s(T M⊥) üzerinde projeksiyonlardır. V ∈ Γ(tr(T M)) için

JV = BV, (5.1.7)

yazılır, burada JV teğettedir ve JV nin normali sıfırdır.
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J, M̃ üzerinde paralel olduğundan (5.1.6) ve (5.1.7) den X ,Y ∈ Γ(T M) için

∇̃X JY = J∇̃XY,

∇X JY +h(X ,JY ) = f ∇XY +w∇XY +Bh(X ,Y ), (5.1.8)

elde edilir. (5.1.8) eşitliği teğet ve normal bileşenlerine ayrılırsa

∇X JY = f ∇XY +Bh(X ,Y ), (5.1.9)

ve

h(X ,JY ) = w∇XY, (5.1.10)

ifadelerine sahibiz. Benzer olarak J paralel olduğundan (5.1.6) ve (5.1.7) den X ,Y ∈

Γ(T M) için

∇̃X JY = ∇̃X fY + ∇̃X wlY + ∇̃X wsY

= ∇X fY +hl(X , fY )+hs(X , fY )−AwlY X +∇
l
X wlY +Ds(X ,wlY )

−AwsY X +∇
s
X wsY +Dl(X ,wsY ), (5.1.11)

ve

J∇̃XY = J∇XY + Jh(X ,Y )

= f ∇XY +wl∇XY +ws∇XY +Bh(X ,Y ), (5.1.12)

bulunur. (5.1.11) ve (5.1.12) teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = AwlY X +AwsY X +Bh(X ,Y ) (5.1.13)

Ds(X ,wlY ) = −∇
s
X wsY +ws∇XY −hs(X , fY ) (5.1.14)

Dl(X ,wsY ) = −∇
l
X wlY +wl∇XY −hl(X , fY ) (5.1.15)

elde edilir.

Lemma 5.1.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L), Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(trT M) için

g(h(X ,Y ),W ) = g(AW X ,Y ),

ifadesine sahip oluruz.
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İspat. X ∈ Γ(L), Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(trT M) için

g̃(h(X ,Y ),W ) = g̃(∇̃XY,W ) =−g̃(Y, ∇̃XW ) = g̃(Y,AW X)

olduğundan ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L), Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için

M nin mixed geodezik olması için gerek ve yeter şart

A∗
ξ
X ∈ Γ(L0⊥L2)

ve

AW X ∈ Γ(L0⊥L2⊥RadT M),

olmasıdır.

İspat. X ∈ Γ(L), Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için M nin mixed geodezik olması için

gerek ve yeter şart g(h(X ,Y ),ξ) = 0 ve g(h(X ,Y ),W ) = 0 olmasıdır.

g(h(X ,Y ),ξ) = g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) =−g(Y,∇X ξ) = g(Y,A∗
ξ
X)

ve Lemma 5.1.1 den

g(h(X ,Y ),W ) = g(AW X ,Y ),

olduğundan (5.1.4) den ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.2. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L), ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için M nin L−

geodezik olması için gerek ve yeter şart

∇
∗
X Jξ ∈ Γ(L1⊥L3) ve

g(AW X ,Y ) = g(Dl(X ,W ),Y )

olmasıdır.
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İspat. X ,Y ∈Γ(L) ve W ∈Γ(s(T M⊥)) için M nin L− geodezik olması için gerek ve yeter

şart g(h(X ,Y ),ξ) = 0 ve g(h(X ,Y ),W ) = 0 olmasıdır.

g(hs(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(Y, ∇̃XW )

= −g(Y,−AW X +∇
s
XW +Dl(X ,W ))

= g(Y,AW X)−g(Dl(X ,W ),Y ), (5.1.16)

ve

g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ) =−g(JY,∇X Jξ)

= −g(JY,∇∗X Jξ+h∗(X ,Jξ))

= −g(JY,∇∗X Jξ), (5.1.17)

bulunur. (5.1.17) ten hl(X ,Y ) = 0 olması için

g(JY,∇∗X Jξ) = 0,

olmalıdır. Buradan g(JY,∇∗X Jξ) = 0 ise ∇∗X Jξ de L2 ve L0 bileşeni yoktur. O halde

(5.1.16) ve (5.1.17) ten ispat elde edilmiş olur.

Teorem 5.1.3. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir;

(i) AW X ve A∗
ξ
X in L1 ve L3 bileşeni yoktur.

(ii) M, L
′− geodeziktir.

(iii) AJY X in L
′
bileşeni yoktur.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için,

g(h(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) =−g(Y, ∇̃X ξ)

= −g(Y,−A∗
ξ
X +∇

∗⊥
X ξ) = g(Y,A∗

ξ
X). (5.1.18)

elde edilir. O halde (5.1.18) den g(h(X ,Y ),ξ) = 0 olması için gerek ve yeter şart A∗
ξ
X te

L1 ve L3 bileşeni olmamasıdır.

g(h(X ,Y ),W ) = g(hs(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) =−g(Y, ∇̃XW )

= −g(Y,−AW X +∇
s
XW +Dl(X ,W )) = g(Y,AW X) (5.1.19)
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dir. Bu durumda (5.1.19) den g(h(X ,Y ),W ) = 0 olması için gerek ve yeter şart AW X te

L1 ve L3 bileşeni olmamasıdır. Böylece (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur.

g(h(X ,Y ),W ) = g(hs(X ,Y ),W ) = g(∇̃XY,W ) = g(∇̃X JY,JW ) =−g(AJY X ,JW ),

(5.1.20)

g(h(X ,Y ),ξ) = g(hl(X ,Y ),ξ) = g(∇̃XY,ξ) = g(∇̃X JY,Jξ) =−g(AJY X ,JW ),

(5.1.21)

olarak bulunur. (5.1.20) ve (5.1.21) den (ii)⇔ (iii) elde edildi.

Teorem 5.1.4. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L paralel distribüsyondur.

(ii) h(X ,JY ) = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

(iii) (∇X f )Y = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

g(∇XY,Jξ) = g(∇̃XY,Jξ) =−g(∇̃X JY,ξ) =−g(hl(X ,JY ),ξ) (5.1.22)

g(∇XY,Ju) = g(∇̃XY,Ju) =−g(∇̃X JY,u) =−g(hs(X ,JY ),u) (5.1.23)

elde edilir. Böylece (5.1.22) ve (5.1.23) den (i)⇔ (ii) elde edilmiş olur. Ayrıca

h(X ,JY ) = ∇̃X JY −∇X JY = J∇̃XY −∇X JY

= J∇XY + Jh(X ,Y )−∇X JY

= f ∇XY +w∇XY + Jh(X ,Y )−∇X fY

= (∇X f )Y +w∇XY + Jh(X ,Y ), (5.1.24)

olarak bulunur. (5.1.24) teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = Jh(X ,Y )

bulunur ve (ii)⇔ (iii) elde edilir.

109



Önerme 5.1.2. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L
′
) için L

′
distribüsyonunun paralel

olması için gerek ve yeter şart AJY X in Γ(L
′
) değerli vektör alanı olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) ve Z ∈ Γ(L0) için

g(∇XY,N) = g(∇̃XY,N) = g(∇̃X JY,JN) =−g(AJY X ,JN), (5.1.25)

g(∇XY,JN) = g(∇̃X JY,N) =−g(AJY X ,N), (5.1.26)

g(∇XY,Z) = g(∇̃XY,Z) = g(∇̃X JY,JZ)−g(AJY X ,JZ), (5.1.27)

ifadeleri elde edilir. (5.2.18), (5.1.26) ve (5.1.27) dan ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.5. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L distribüsyonu integrallenebilirdir.

(ii) h(X ,JY ) = h(Y,JX), X ,Y ∈ Γ(L).

(iii) (∇X f )Y = (∇Y f )X, X ,Y ∈ Γ(L).

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

g([X ,Y ],Jξ) = −g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,ξ)

= g(h(Y,JX)−h(X ,JY ),ξ)

= g(hl(Y,JX)−hl(X ,JY ),ξ), (5.1.28)

ve

g([X ,Y ],Ju) = −g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,u)

= g(h(Y,JX)−h(X ,JY ),u)

= g(hs(Y,JX)−hs(X ,JY ),u), (5.1.29)

bulunur. Böylece (5.1.28) ve (5.1.29) den (i) ⇔ (ii) elde edildi. Şimdi (ii) ve (iii)

arasındaki ilşkiyi bulalım.

h(X ,JY ) = h(Y,JX)
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∇̃X JY −∇X JY = ∇̃Y JX−∇Y JX

J∇̃XY −∇X fY = J∇̃Y X−∇Y f X

f ∇XY +w∇XY + Jh(X ,Y )−∇X fY = f ∇Y X +w∇Y X + Jh(Y,X)−∇Y f X

−(∇X f )Y +w∇XY = −(∇Y f )X ++w∇Y X , (5.1.30)

elde edilir. (5.1.30) teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa (ii)⇔ (iii) elde edilmiş

olur.

Önerme 5.1.3. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ,Y ∈ Γ(L
′
) için L

′
distribüsyonunun integral-

lenebilir olması için gerek ve yeter şart

AJXY = AJY X ,

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
), Z ∈ Γ(L0) ve N ∈ Γ(ltrT M) için

g([X ,Y ],JN) = −g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,N)

= g(AJY X−AJXY,N), (5.1.31)

bulunur. Benzer olarak

g([X ,Y ],Z) = −g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,JZ)

= g(AJY X +AJXY,JZ) (5.1.32)

elde edilir. (5.1.31) ve (5.1.32) den ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.6. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. X ∈ Γ(T M) için M nin (5.1.5) ayrışımına göre lokal çarpım

manifoldu olması için gerek ve yeter şart ∇ f = 0 olmasıdır.

İspat. M lokal çarpım yapıya sahip ise L ve L
′
, M de total geodeziktir. X ∈ Γ(T M) ve

Y ∈ Γ(L) için ∇̃J = 0 olduğundan

∇X JY +h(X ,JY ) = J∇XY + Jh(X ,Y ),

∇X fY +h(X , fY ) = f ∇XY +w∇XY + Jh(X ,Y ),
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bulunur. Bu eşitlik teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

(∇X f )Y = Jh(X ,Y ) (5.1.33)

elde edilir. Bu durumda (5.1.33) den (∇X f )Y = 0 elde edilmiş olur.

X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
) için f Z = 0 olduğundan (∇X f )Z = 0 elde edilmiş olur.

Aksine ∇ f = 0 olsun. Bu durumda X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(L) için ∇X fY = f ∇XY

olduğundan ∇XY ∈ Γ(L) dir.

X ∈ Γ(T M) ve Z ∈ Γ(L
′
) için ise ∇X f Z = f ∇X Z olduğundan f ∇X Z = 0 dır ve

∇X Z ∈ Γ(L
′
) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.7. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Radikal distribüsyonun integrallenebilir olması için gerek

ve yeter şart

(i) h∗(ξ,Jξ
′
) = h∗(ξ

′
,Jξ) ξ,ξ

′ ∈ Γ(RadT M),

(ii) A∗
ξ
′ξ = A∗

ξ
ξ
′
, ξ,ξ

′ ∈ Γ(RadT M),

(ii) h(ξ,Jξ
′
) = h(ξ

′
,Jξ), ξ,ξ

′ ∈ Γ(RadT M),

olmasıdır.

İspat. ξ,ξ
′ ∈ Γ(RadT M) için

g([ξ,ξ
′
],JN) = g(∇ξξ

′
−∇

ξ
′ξ,JN)

= −g(∇̃ξJξ
′
+ ∇̃

ξ
′Jξ,N)

= −g(∇ξJξ
′
+∇

ξ
′Jξ,N)

= −g(h∗(ξ,Jξ
′
)+h∗(ξ

′
,Jξ),N), (5.1.34)

ve

g([ξ,ξ
′
],Jξ1) = g(∇ξξ

′
−∇

ξ
′ξ,Jξ1)

= −g(∇̃ξJξ
′
+ ∇̃

ξ
′Jξ,ξ1)

= −g(h(ξ,Jξ
′
)+h(ξ

′
,Jξ),ξ1)

= −g(hl(ξ,Jξ
′
)+hl(ξ

′
,Jξ),ξ1), (5.1.35)
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elde edilir. Ayrıca

g([ξ,ξ
′
],Ju) = g(∇ξξ

′
−∇

ξ
′ξ,Ju)

= −g(∇̃ξJξ
′
+ ∇̃

ξ
′Jξ,u)

= −g(h(ξ,Jξ
′
)+h(ξ

′
,Jξ),u)

= −g(hs(ξ,Jξ
′
)+hs(ξ

′
,Jξ),u), (5.1.36)

bulunur. Üstelik X ∈ Γ(L0) için

g([ξ,ξ
′
],X) = g(∇ξξ

′
−∇

ξ
′ξ,X)

= g(−A∗
ξ
′ξ+A∗

ξ
ξ
′
,X), (5.1.37)

olduğundan (5.1.34), (5.1.35), (5.1.36) ve (5.1.37) den ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.8. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir:

(i) A∗
ξ
, M üzerinde sıfırdır.

(ii) Radikal distribüsyon M üzerinde ∇ ya göre paraleldir.

(iii) h(X ,Jξ) = 0, h∗(X ,Jξ) = 0 ve ∇∗X Jξ de L0 bileşeni yoktur.

İspat. X ,Y ∈ Γ(T M), ξ,ξ1 ∈ Γ(RadT M), Z ∈ Γ(L0) için ∇X ξ = −A∗
ξ
X + ∇∗⊥X ξ

olduğundan (i)⇔ (ii) elde edilir.

g(∇X ξ,Jξ1) = g(∇̃X ξ,Jξ1) = g(∇̃X Jξ,ξ1) = g(hl(X ,Jξ),ξ1), (5.1.38)

g(∇X ξ,JN) = g(∇̃X ξ,JN) = g(∇̃X Jξ,N) = g(h∗(X ,Jξ),N), (5.1.39)

g(∇X ξ,Ju) = g(∇̃X ξ,Ju) = g(∇̃X Jξ,u) = g(hs(X ,Jξ),u), (5.1.40)

g(∇X ξ,Z) = g(∇̃X ξ,Z) = g(∇̃X Jξ,JZ) = g(∇∗X Jξ,Z), (5.1.41)

ifadelerine sahip oluruz. Böylece (5.1.38), (5.1.39), (5.1.40) ve (5.1.41) den (ii)⇔ (iii)

elde edilir.

Teorem 5.1.9. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Aşağıdakiler denktir:
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(i) AN , Γ(RadT M) değerli operatördür.

(ii) s(T M), ∇ ya göre paraleldir.

(iii) X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için ∇X JY nin L1 bileşeni yoktur.

İspat. X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için

g(∇XY,N) = g(∇̃XY,N) =−g(Y, ∇̃X N) = g(Y,ANX),

olduğundan (i)⇔ (ii) elde edilir. Ayrıca

g(∇XY,N) = g(∇̃XY,N) = g(∇̃X JY,JN) = g(∇X JY,JN)

bulunur. Böylece (ii)⇔ (iii) elde edildi.

Teorem 5.1.10. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda sşağıdakiler denktir:

(i) ∇X JY = ∇Y JX , X ,Y ∈ Γ(s(T M)).

(ii) s(T M) integrallenebilirdir.

(iii) Y ∈ Γ(L
′
) için AJY X = AJXY .

Y ∈ Γ(L0) için ∇∗X JY = ∇∗Y JX.

Y ∈ Γ(L1) için A∗JY X = A∗JXY .

İspat. X ,Y ∈ Γ(s(T M)) için

g([X ,Y ],N) = g(∇̃XY − ∇̃Y X ,N) = g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,JN) = g(∇X JY = ∇Y JX ,JN),

(5.1.42)

elde edilir ve (5.1.42) ten (i)⇔ (ii) bulunur.

Y ∈ Γ(L
′
) olsun.

g([X ,Y ],N) = g(∇̃XY − ∇̃Y X ,N) = g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,JN) = g(AJY X = AJXY,JN)

(5.1.43)

bulunur. Y ∈ Γ(L0) için

g([X ,Y ],N) = g(∇̃XY − ∇̃Y X ,N) = g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,JN) = g(∇∗X JY = ∇
∗
Y JX ,JN),

(5.1.44)
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ve Y ∈ Γ(L1) için

g([X ,Y ],N) = g(∇̃XY − ∇̃Y X ,N) = g(∇̃X JY − ∇̃Y JX ,JN) = g(A∗JY X = A∗JXY,JN),

(5.1.45)

elde edilir. Bu yüzden (5.1.43), (5.1.44) ve (5.1.45) den (ii)⇔ (iii) elde edilir.

5.2 Quarter simetrik non-metrik konneksiyonlu screen-transversal

anti-holomorfik Kaehler manifoldların Lightlike altmanifoldları

M, M̃ Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike altmani-

foldu ve ∇̃ Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eğer D̃ koneksiyonunu

D̃XY = ∇̃XY +π(Y )JX (5.2.1)

gibi tanımlanırsa

(D̃X g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(D̃XY,Z)−g(Y, D̃X Z)

= Xg(Y,Z)−g(∇̃XY +π(Y )JX ,Z)−g(Y, ∇̃X Z +π(Z)JX)

= π(Y )g(JX ,Z)+π(Z)g(JX ,Y ), (5.2.2)

ve

T̃ (X ,Y ) = π(Y )JX−π(X)JY, (5.2.3)

bulunacağından D̃, M̃ üzerinde bir quarter simetrik non-metrik konneksiyondur.

Şimdi quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre indirgenmiş ifadeleri

hesaplayalım. X ,Y ∈ Γ(T M) için

D̃XY = DXY + h̃l(X ,Y )+ h̃s(X ,Y ), (5.2.4)

olarak ifade edilir, burada DXY ∈ Γ(T M), h̃l(X ,Y )∈ Γ(ltrT M) ve h̃s(X ,Y )∈ Γ(s(T M⊥))

dir. ∇̃XY = ∇XY +hl(X ,Y )+hs(X ,Y ) olduğundan

DXY + h̃l(X ,Y )+ h̃s(X ,Y ) = ∇XY +hl(X ,Y )+hs(X ,Y )+π(Y ) f X +π(Y )wX (5.2.5)
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elde edilir. O halde (5.1.6), (5.2.4) ve (5.2.5) den

DXY = ∇XY +π(Y ) f X , (5.2.6)

h̃l(X ,Y ) = hl(X ,Y )+π(Y )wlX , (5.2.7)

h̃s(X ,Y ) = hs(X ,Y )+π(Y )wsX , (5.2.8)

elde edilir. X ,Y ∈ Γ(T M), N ∈ Γ(ltrT M) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için

D̃X N =−ÃNX + ∇̃
l
X N + D̃s(X ,N) (5.2.9)

D̃XW =−ÃW X + ∇̃
s
XW + D̃l(X ,W ) (5.2.10)

olarak yazılabilir. Buna göre

D̃X N =−∇̃X N +π(N)JX =−ANX +∇
l
X N +Ds(X ,N)+π(N)JX ,

ve

D̃XW = ∇̃XW +π(W )JX =−AW X +∇
s
XW +Dl(X ,W )+π(W )JX ,

olduğundan, son iki denklem ve (5.2.9) ile (5.2.10) dan

−ÃNX + ∇̃
l
X N + D̃s(X ,N) =−ANX +∇

l
X N +Ds(X ,N)+π(N)JX , (5.2.11)

ve

−ÃW X + ∇̃
s
XW + D̃l(X ,W ) =−AW X +∇

s
XW +Dl(X ,W )+π(W )JX , (5.2.12)

bulunur. Buradan

ÃNX = ANX−π(N) f X , (5.2.13)

∇̃
l
X N = ∇

l
X N +π(N)wlX , (5.2.14)

D̃s(X ,N) = Ds(X ,N)+π(N)wsX , (5.2.15)

ve

ÃW X = AW X−π(W ) f X , (5.2.16)

∇̃
s
XW = ∇

s
XW +π(N)wsX , (5.2.17)

D̃l(X ,N) = Dl(X ,N)+π(N)wlX , (5.2.18)
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elde edilir.

Şimdi de X ,Y ∈ Γ(T M) için D konneksiyonuna göre indirgenmiş ifadeleri

hesaplayalım. Buna göre

DX PY = D∗X PY + h̃∗(X ,PY ) (5.2.19)

dır ve (5.2.6) dan

DX PY = ∇X PY +π(PY ) f X = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY )+π(PY ) f X , (5.2.20)

bulunur. Bu durumda (5.2.19) ve (5.2.20) den

D∗X PY + h̃∗(X ,PY ) = ∇
∗
X PY +h∗(X ,PY )+π(PY ){P f X +∑

i
ηi( f X)ξi} (5.2.21)

elde edilir, burada {ξ1, ...,ξr}, RadT M nin bazı ve ηi( f X) = g( f X ,Ni) dir. (5.2.21)

ifadesi teğet ve transversal bileşenlerine ayrılırsa

D∗X PY = ∇
∗
X PY +π(PY )P f X , (5.2.22)

h̃∗(X ,PY ) = +h∗(X ,PY )+π(PY )∑
i

ηi( f X)ξi, (5.2.23)

elde edilir. Ayrıca X ∈ Γ(T M) ve ξ ∈ Γ(RadT M) için

DX ξ =−Ã∗
ξ
X + ∇̃

∗t
X ξ, (5.2.24)

olarak yazılabilir. (5.2.6) den

DX ξ = ∇X ξ+π(ξ) f X =−A∗
ξ
X +∇

∗t
X ξ+π(ξ) f X , (5.2.25)

olduğundan (5.2.24) den

−Ã∗
ξ
X + ∇̃

∗t
X ξ =−A∗

ξ
X +∇

∗t
X ξ+π(ξ){P f X +∑

i
ηi( f X)ξi} (5.2.26)

veya (5.2.26) den

Ã∗
ξ
X = A∗

ξ
X−π(ξ)P f X , (5.2.27)

∇̃
∗t
X ξ = ∇

∗t
X ξ+π(ξ)η( f X)ξ, (5.2.28)
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olarak elde edilir.

X ,Y,Z ∈ Γ(T M) için (5.2.6) dan

(DX g)(Y,Z) = Xg(Y,Z)−g(DXY,Z)−g(Y,DX Z)

= Xg(Y,Z)−g(∇XY +π(Y ) f X ,Z)−g(Y,∇X Z +π(Z) f X)

= (∇X g)(Y,Z)−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y )

= g(h(X ,Y ),Z)+g(h(X ,Z),Y )−π(Y )g( f X ,Z)−π(Z)g( f X ,Y ),

(5.2.29)

dir ve D konneksiyonuna göre T D torsiyon tensörü

T D(X ,Y ) = DXY −DY X− [X ,Y ] = π(Y ) f X−π(X) fY, (5.2.30)

elde edileceğinden indirgenmiş D konneksiyonu da M üzerinde quarter simetrik non-

metrik konneksiyondur.

(5.2.7 ve (5.2.27) den

g(h̃l(X ,PY ),ξ) = g(hl(X ,PY ),ξ)+π(Y )g(wlX ,ξ)

= g(A∗
ξ
X ,PY )+π(Y )g(wlX ,ξ)

= g(Ã∗
ξ
X ,PY )+π(ξ)g(P f X ,PY )+π(Y )g(wlX ,ξ),

(5.2.31)

ve (5.2.13) ve (5.2.23) den

g(h̃∗(X ,PY ),N) = g(h∗(X ,PY ),N)+π(PY )η( f X)

= g(ANX ,PY )+π(PY )η( f X)

= g(ÃNX ,PY )+π(N)g( f X ,PY )+π(PY )η( f X) (5.2.32)

olarak elde edilir. (5.2.27) den

g(Ã∗
ξ
PX ,PY ) = g(A∗

ξ
PX ,PY )−π(ξ)g( f PX ,PY )

= g(A∗
ξ
PY,PX)−π(ξ)g( f PX ,PY ),
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ve

g(Ã∗
ξ
PY,PX) = g(A∗

ξ
PY,PX)−π(ξ)g( f PY,PX),

bulunacağından bu son iki eşitlikten

g(Ã∗
ξ
PX ,PY ) = g(Ã∗

ξ
PY,PX)−2π(ξ)g( f PX ,PY ), (5.2.33)

elde edilir. Ayrıca (5.2.27) den

Ã∗
ξ
ξ =−π(ξ)Jξ, (5.2.34)

bulunur.

Lemma 5.2.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için

g(h̃(X ,Y ),W ) = g(AW X ,Y ) = g(ÃW X ,Y )+π(N)g( f X ,Y ), W ∈ Γ(s(T M⊥)) (5.2.35)

dir.

İspat. X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için (5.2.7) ve (5.2.8) dan h̃(X ,Y ) = h(X ,Y ) + π(Y )wX

olduğundan (5.2.16) den

g(h̃(X ,Y ),W ) = g(h(X ,Y ),W )+π(Y )g(W,wX) = g(h(X ,Y ),W ) = g(AW X ,Y )

= g(ÃW X ,Y )+π(N)g( f X ,Y ),

elde edilir.

Lemma 5.2.2. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için

g(h̃(X ,Y ),ξ) = g(A∗
ξ
X ,Y ) = g(Ã∗

ξ
X ,Y )+π(ξ)g(P f X ,Y ), ξ ∈ Γ(RadT M), (5.2.36)

İspat. X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için (5.2.7) ve (5.2.8) dan h̃(X ,Y ) = h(X ,Y ) + π(Y )wX

olduğundan (5.2.27) den

g(h̃(X ,Y ),ξ) = g(h(X ,Y ),ξ) = g(A∗
ξ
,Y ) = g(Ã∗

ξ
,Y )+π(ξ)g(P f X ,Y )

elde edilir.
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Uyarı 5.2.1. h̃, simetrik olmadığından dolayı X ∈ Γ(L), Y ∈ Γ(L
′
) için

h̃(X ,Y ) = 0

olduğunda h̃(X ,Y ) 6= 0 olabilir. Dolayısıyla mixed geodeziklik için şu şekilde yeni bir

tanıma ihtiyacımız var.

Tanım 5.2.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun bir screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Eğer ∀X ∈ Γ(L) ve ∀Y ∈ Γ(L
′
) için h̃(X ,Y ) = 0 ise M ye L−

mixed geodezik altmanifold denir.

Bu durumda son iki lemmadan aşağıdaki teoreme sahibiz.

Teorem 5.2.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) M, Levi-Civita konneksiyonuna göre mixed geodeziktir.

(ii) M quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L− mixed geodeziktir.

(iii) X ∈ Γ(L) ve Y ∈ Γ(L
′
) için

g(ÃW X ,Y ) =−π(N)g( f X ,Y ) ve g(Ã∗
ξ
,Y ) =−π(ξ)g(P f X ,Y ).

Teorem 5.2.2. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L−

geodezik olması için gerek ve yeter şart

(i) AW X ∈ Γ(L1⊥L3), W ∈ Γ(s(T M⊥)),

(ii)∇∗X Jξ ∈ Γ(L1⊥L3) ve ∇∗X JY ∈ Γ(L0⊥L1⊥L3), ξ ∈ Γ(RadT M)

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için

g(h̃(X ,Y ),W ) = g(AW X ,Y ) = 0,

olması için AW X te L0 ve L2 bileşeni olmamalıdır. Böylece (i) elde edildi.

g(h̃(X ,Y ),ξ) = g(h(X ,Y ),ξ) = g(hl(X ,Y ),ξ) = 0,

elde edilir. Böylece teorem (5.1.2) nin ispatından (ii) elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Teorem 5.2.3. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. M nin quarter simetrik non-metrik konneksiyona göre L
′−

geodezik olması için gerek ve yeter şart X ,Y ∈ Γ(L
′
) için AJY X =−π(Y )X olmasıdır.

İspat. (5.2.4) den X ,Y ∈ Γ(L
′
) ve W ∈ Γ(s(T M⊥)) için

g(h̃(X ,Y ),W ) = g(D̃XY,W ) = g(∇̃XY +π(Y )JX ,W )

= g(∇̃X JY,JW )−π(Y )g(X ,JW )

= −g(AJY X +π(Y )X ,JW )

ve

g(h̃(X ,Y ),ξ) = g(D̃XY,ξ) = g(∇̃XY +π(Y )JX ,ξ)

= g(∇̃X JY,Jξ)−π(Y )g(X ,Jξ)

= −g(AJY X +π(Y )X ,Jξ),

elde edilir. Bu iki eşitlikten teorem ispatlanmış olur.

Teorem 5.2.4. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. L distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik D konnek-

siyonuna göre paralel olması için gerek ve yeter şart L distribüsyonunun ∇ konneksiy-

onuna göre paralel olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için L invaryant distribüsyon olduğundan wX = 0 dır. Bu yüzden

h̃(X ,JY ) = h(X ,JY )+π(JY )wX

= h(X ,JY )

olarak bulunur ve teorem (5.1.4) den ispat tamamlanır.

Bu durumda teorem (5.1.4) den aşağıdaki teorem verilir.

Teorem 5.2.5. M, M̃ Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir:
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(i) L distribüsyonu quarter simetrik non-metrik D konneksiyonuna göre paraleldir.

(ii) L distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre paraleldir.

(iii) h(X ,JY ) = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

(iv) h̃(X ,JY ) = 0, X ,Y ∈ Γ(L).

(v) (∇X f )Y = o, X ,Y ∈ Γ(L).

Sonuç 5.2.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. L
′

distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konnek-

siyona göre paralel olması için gerek ve yeter şart X ,Y ∈ Γ(L
′
) için ÃJY X in Γ(L

′
) değerli

bir vektör alanı olmasıdır. olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için f X = 0 olduğunu biliyoruz. Bu yüzden (5.2.13) ve (5.2.16) ten

ÃJY X = AJY X elde edilir. O halde önerme (5.1.2) den ispat tamamlanır.

Teorem 5.2.6. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. L distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona göre integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

h̃(X ,JY ) = h̃(Y,JX), X ,Y ∈ Γ(L),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L) için wX = 0 olduğu için (5.2.7) ve (5.2.8) dan h̃(X ,Y ) = h(X ,Y ) elde

edilir. Teorem 5.1.5 den ispat tamamlanır.

Bu durumda Teorem 5.1.5 den aşağıdaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 5.2.7. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. Aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L distribüsyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(ii) L distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(iii) h̃(X ,JY ) = h̃(Y,JX), X ,Y ∈ Γ(L).

(iv) h(X ,JY ) = h(Y,JX), X ,Y ∈ Γ(L).

(v) (∇X f )Y = (∇Y f )X , X ,Y ∈ Γ(L).
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Önerme 5.2.1. M, M̃ belirsiz Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik

lightlike altmanifoldu olsun. L
′

distribüsyonunun quarter simetrik non-metrik konneksiy-

ona göre integrallenebilr olması için gerek ve yeter şart

ÃJY X = ÃJXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
),

olmasıdır.

İspat. X ,Y ∈ Γ(L
′
) için f X = 0 olduğunu biliyoruz. Bu yüzden (5.2.13) ve (5.2.16) dan

ÃJY X = AJY X elde edilir. O halde önerme(5.1.3) den ispat tamamlanır.

Teorem 5.2.8. M, M̃ Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike

altmanifoldu olsun. Aşağıdakiler eşdeğerdir:

(i) L
′
distribüsyonu quarter simetrik non-metrik konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(ii) L
′
distribüsyonu ∇ konneksiyonuna göre integrallenebilirdir.

(iii) ÃJY X = ÃJXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
).

(iv) AJY X = AJXY, X ,Y ∈ Γ(L
′
).

Teorem 5.2.9. M, M̃ Kaehler manifoldunun screen-transversal anti-holomorfik lightlike

altmanifoldu olsun. Radikal distribüsyonun quarter simetrik non-metrik konneksiyona

göre integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart ξ,ξ
′ ∈ Γ(RadT M) için

(i) h̃∗(ξ,Jξ
′
) = h̃∗(Jξ,ξ

′
),

(ii) h̃l(ξ,Jξ
′
) = h̃l(Jξ,ξ

′
),

(iii) Ã∗
ξ
ξ
′− Ã∗

ξ
′ξ =−π(ξ) f ξ

′
+π(ξ

′
) f ξ, olmasıdır.

İspat. η( f ξ) = 0 olduğundan (5.2.23) den

h̃∗(ξ,Jξ
′
) = h∗(ξ,Jξ

′
), (5.2.37)

ve

h̃∗(Jξ,ξ
′
) = h∗(Jξ,ξ

′
), (5.2.38)

bulunur. wξ = 0 olduğundan (5.2.7) den

h̃l(ξ,Jξ
′
) = hl(ξ,Jξ

′
) (5.2.39)
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ve

h̃l(Jξ,ξ
′
) = hl(Jξ,ξ

′
) (5.2.40)

bulunur. Teorem 5.1.7 den

Ã∗
ξ
ξ
′
+ Ã∗

ξ
′ξ = A∗

ξ
ξ
′
+A∗

ξ
′ξ−π(ξ) f ξ

′
−π(ξ

′
) f ξ (5.2.41)

elde edilir. (5.2.37), (5.2.38), (5.2.39), (5.2.40), (5.2.41) ve Teorem(5.1.7) den ispat

tamamlanır.
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