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Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde Burger denklemi ve iistel
sonlu fark yontemi ile ilgili literatiir 6zeti verildi.

Ikinci boliimde, Burger denkleminin lineerlegtirilmesinde kullamlan Hopf-Cole
dontigimii ile yontemlerin test edilmesinde kullanilan model problemler verildi.

Uciineii ve dordiineii boliimler bu tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Uciineii
boliimde Hopf-Cole dontigtimii ile lineerlestirilen Burger denklemi agik, kapal ve
Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemleri ile ¢oziildii. Elde edilen niimerik ¢oziimler
analitik ¢oziimlerle kargilagtirildi. Ayrica ii¢ boyutlu grafikler ¢izilerek sonuglar analiz
edildi.

Dordiincii ve son boliimde ise kapali, tamamen kapali ve Crank-Nicolson iistel

sonlu fark yontemleri Burger denklemine dogrudan uygulanarak niimerik ¢oziimler



elde edildi. Elde edilen ntimerik ¢oziimlerin analitik c¢oziimlerle karsilagtirilmasi

tablolar halinde sunuldu.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, a review of the literature
with the Burgers’ equation and exponential finite difference method is given.

In the second chapter, Hopf-Cole transformation is used to linearize Burgers’
equation and model problems are used to test the presented methods.

The third and fourth chapters of the thesis are the original parts. In the third
chapter, Burgers’ equation linearized by Hopf-Cole transformation is solved with
explicit, implicit and Crank-Nicolson exponential finite difference methods. These
solutions are compared with analytical solutions. Also, the results are analyzed by
plotted three-dimensional graphs.

In the fourth chapter, solutions are obtained by implicit, fully implicit and

Crank-Nicolson exponential finite-difference methods applied directly to the Burgers’

il



equation. The comparisons of numerical solutions with analytical solutions are presented

in the tables.
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Boliim 1
GIRIS

Dogadaki olaylarin matematiksel modellerinin olusturulmasinda genellikle kismi
diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Bu agidan bakildiginda kismi diferansiyel
denklemler bir ¢ok bilim dalinda genis bir uygulama alanina sahiptir. Ancak
non-lineerlik, karmagik geometrik yapilar ve karmagik simnir sartlari gibi cesitli
sebeplerden dolay1 kismi diferansiyel denklemleri analitik olarak c¢ozmek bazen
miimkiin olmamaktadir. Bu gibi durumlarda niimerik yontemler yardimiyla yaklagik
¢oziimler aranmaktadir. Bu amacla kullanilan niimerik yoéntemler ise bilgisayar
teknolojisindeki geligmelere paralel olarak her gegen giin artmakta ve geligmektedir.
Bu yontemler igerisinde en sik kullanilanlardan biri de sonlu fark yontemleridir.
Sonlu fark yontemleri kolayca formiile edilebilir, kolayca iki ve ii¢ boyutlu
problemlere uygulanabilir. En sik kullanilan sonlu fark yontemleri; acik sonlu fark
yontemi, kapali sonlu fark yontemi ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemidir. Bu iig
yontem klasik sonlu fark yontemleri olarak da adlandirilirlar.

Bu caligmaya temel tegkil eden iistel sonlu fark yontemi ise 1985 yilinda
Bhattacharya tarafindan literatiire kazandirilmigtir. Bhattacharya ¢aligmasinda 1s1
denklemini tstel sonlu fark yontemi ile ¢ozmiig elde ettigi ¢oziimii hem analitik
¢oziimle hem de diger sonlu fark yontemleri ile elde edilen c¢oziimlerle
kargilagtirmigtir[1]. Daha sonra yaptigi iki galigmada ise arccos fonksiyonu yardimiyla
tanimlanan farkl bir sonlu fark yaklagiminm ele almigtir[2, 3]. Handschuh lineer tistel
sonlu fark yaklagimi ile Burger denkleminin ¢6ztimiinii elde etmistir[4]. Bhattacharya
tarafindan yapilan bagka bir calismada ise Burger denklemi igin iistel sonlu fark
yaklagimi verilmig, kutupsal koordinatlarda iki boyutlu Laplace denklemi ve 1s1
denklemi i¢in iistel sonlu fark yontemi geligtirilmistir[5]. Son yillarda iistel sonlu
fark yontemi iizerine yapilan caligmalardan birisi ise Bahadir tarafindan yapilan
caligmadir. Bu caliymada KDV denkleminin iistel sonlu fark yontemi ile ¢oztiimi

yapilnus, elde edilen sonuglar analitik ¢oziimlerle kargilagtirilmigtir[6].



Diger taraftan bir boyutlu Burger denklemi

ou ou 0%u

ot Py Vo =Y

bigiminde non-lineer bir kismi diferansiyel denklemdir. Burada v > 0 viskozite
(kinematik akigkanlik parametresi) dir. Burger denklemi olarak bilinen bu denklem
ilk olarak 1915 yilinda Beteman’ mn makalesinde tamimlanmistir[7]. Ancak Beteman’
in modelledigi bu denklemin taninmasi Burgers’ in ¢aligmalari ile olmustur. Burgers,
turbiilans  tzerine  yaptigi c¢aligmalarda  bu  denklemi ~model olarak
kullanmigtir[8, 9]. Burger denklemi, tiirbiilans modellemesi ile ortaya gikmig olmasina
ragmen sok dalgalarimin yayilmasi, trafik akisi ve bir kanaldaki tiirbiilans akigt gibi
gesitli  fiziksel olaylarin  matematiksel modellerinin  olusturulmasinda da
kullamlmigtir[10]. Burger denklemi hem fiziksel olaylarin modellenmesi hem de
niimerik yontemlerin test edilmesi icin elverigli oldugundan, oldukca onemli bir
denklemdir[11].

Burger denklemini niimerik olarak c¢ozmek icin literatiirde pek cok teknik ve
yontem mevcuttur. Ali vd. 1992 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada Burger denklemini
¢Ozmek i¢in B-spline sonlu eleman yontemini kullanmiglardir[12]. Kutluay vd. Burger
denklemine acik ve tam-acik sonlu fark yaklagimlarini uygulayarak denklemin
¢Oztimiine ulagmiglardir[13]. Bahadir, Burger denkleminin niimerik ¢6ziimiini
tamamen kapal sonlu fark yontemi ile bulmugtur[14]. Kutluay ve Esen, kuadratik
B-spline sonlu elemanlar ile lumped Galerkin yontemini kullanarak denklemin
¢Oztimiini elde etmiglerdir[15]. Kutluay vd. en kiigiik kareler kuadratik B-spline
sonlu eleman yo6ntemiyle Burger denkleminin ¢éziimiiniibulmusglardir[16]. Aksan ve
Ozdes, Burger denkleminin niimerik ¢oziimiinii elde etmek icin varyasyonel yontemi
kullanmiglardir[17]. Bahadir ve Saglam, Burger denklemine mixed sonlu fark yontemi
ve sinir eleman yontemini uygulamiglardir[18]. Giilsu ve Ozis, Burger denkleminin
¢oziimiinii  Taylor serisini kullandiklar1 klasik acik sonlu fark yontemi ile
bulmuglardir[19]. Giilsu bagka bir ¢aligmasinda klasik agik sonlu fark yontemini
Padé yaklagimu ile birlikte kullanarak Burger denklemini ¢ozmiigtiir[11]. Dag vd.
Burger denklemine B-spline Galerkin yontemini uygulamiglardir[20]. Kadalbajoo ve

Awasthi, Hopf-Cole doniigiimii ile lineerlegtirdikleri Burger denklemini



Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile ¢ozmiiglerdir[21]. Aksan vd., Burger
denkleminin niimerik ¢6ziimiinii en kii¢iik kareler yontemiyle bulmusglardir[22]. Liao
dordiincii mertebeden kapali kompakt sonlu fark yontemi ile denklemin ¢oztimiine
ulagmigtir[23]. Yousuf, Burger denkleminin ¢éziimiinii Padé yaklagimina dayal sonlu
fark yontemi ile bulmustur[24]. Sari ve Giirarslan altinci mertebeden kompakt sonlu
fark yaklagimi ile Burger denkleminin ¢oziimiini elde etmiglerdir[25]. Salkuyeh ve
Sharafeh, Burger denkleminin niimerik ¢oziimiinii bulmak ic¢in denklemi oOnce
Hopf-Cole doniigtimi ile 1s1 denklemine donitigtiiriip daha sonra elde ettikleri 1s1
denklemini adi diferansiyel denklem sistemine doniigtiirerek Burger denkleminin
¢oztimiine ulagmiglardir[26]. Xu vd., kiibik spline kuasi-interpolasyon yontemine
dayali niimerik bir yontemle Burger denkleminin ¢oziimiinii elde etmiglerdir[27].
Vanani ve Soleymani, homotopi pertiirbasyon yontemi ile Burger denkleminin
¢Oztimiini bulmuglaridr[28]. Burger denkleminin predictor-corrector kompakt sonlu
fark yontemi ile ¢oztimii Zhang ve Wang tarafindan sunulmustur[29]. Mittal vd.
modifiye edilmig kiibik B-spline collocation yontemini Burger denklemine
uygulamiglardir[30]. Soliman, Burger denkleminin ¢oziimii i¢in Galerkin yontemine
dayanan kiibik B-splinelarin kullanildigi sonlu eleman yéntemini kullanmigtir[31].
Wang vd., Hybrid spline fark yontemi ile Burger denkleminin c¢oziimiine
ulagmiglardir[32].

Bhattacharya’nin Burger denklemini agik tistel sonlu fark yontemi ile ¢ozebilmek
icin denklemin sonlu fark formiilasyonunda lineerlegtirme yaptigi calisma diginda,
Burger denkleminin iistel sonlu fark yontemi ile ¢oziimii lizerine bagka bir calismaya
bugiin itibariyle literatiirde rastlanilmamigtir. Bu noktadan hareketle tezin tiglincii
boliimiinde verilen tstel sonlu fark yonteminin mevcut hali gelistirilerek, kapali ve
Crank-Nicolson tistel sonlu fark yontemleri tanimlanmig ve bu yontemler Hopf-Cole
doniigimi yardimiyla lineerlegtirilen Burger denkleminin ¢oziimiinde kullanilmigtir.

Dordiincii boliimde ise Burger denkleminin non-lineer formuna direkt uygulanmak
tizere kapali, tamamen kapali ve Crank-Nicolson tistel sonlu fark yontemleri olmak

tizere li¢ yeni yontem tanimlanmigtir.



Bolum 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve

teoremler verildi.

2.1 Sonlu Fark Yaklasimlari

Lineer ve non-lineer diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimiinde en yaygin
kullanilan yontemlerden biri sonlu fark yontemleridir. Sonlu fark yontemlerinin
diferansiyel denklemlere uygulanmasinda asagidaki adimlar takip edilir.

e Problemin ¢o6ziim bolgesi dikdortgensel pargalara boliiniir ve problemin yaklagik
¢Ozimi her bir par¢anin diigiim noktalar1 (mesh, grid) iizerinden hesaplanir.

e Diferansiyel denklemde bulunan tiirevler yerine bu tiirevlerin sonlu fark
yaklagimlar1 alinir. Boylece problem diferansiyel denklemin ¢oztimii yerine fark
yaklagimlarindan olusan cebirsel denklemin ¢oziimii problemine doniistir.

e Fark denklemlerinin ¢oztimiinde ortaya cikan ¢oziim bolgesi digindaki hayali
diigim noktalar1 {tizerindeki hayali degerleri yok etmek icin problemin sinir
sartlarinda uygun sonlu fark yaklagimlar: kullanilir. Béylece cebirsel denklem sistemi
elde edilir. Elde edilen bu sistem direkt veya iteratif yontemler yardimiyla kolayca
¢oziiliir.

Sonlu fark yaklagimlarinin elde edilmesinde agagida verilen Taylor serisi kullanilir.

f fonksiyonu a noktasini igeren bir aralikta siirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda

© k) (q i
f(z) :Zf k!( >(a:—a) (2.1.1)

serisine f fonksiyonunun a noktasi civarindaki Taylor seri agilimi denir. Taylor

serisindeki sonlu sayida terimden olugan



m ) (g .
P,(z)= / k!( ) (x —a) (2.1.2)

polinomuna n. dereceden Taylor polinomu denir[33].
Benzer gekilde iki bagimsiz degigkene bagh f fonksiyonu, (a,b) noktasi civarinda

siirekli bir fonksiyon ve bu noktada her mertebeden tiirevlenebilir ise

P = Y |e-ag =g e

= f@h)+ @@ -0 | Flab
by |- w0 5] Fen
+% [(x_a)%+(y—b)%] flab)+... (2.1.3)
veya
Floy) = f<a,b>+<x—a>g<a,6>+<y—b>g—§<a b)
1 o O f O*f
+§[($—a) @(a,b)+2(x—a) (y_b) amay (a’b)
+(y—b)’ g—£ (a,0)] + ... (2.1.4)

seri acithmima f fonksiyonunun (a, b) noktasi civarindaki Taylor seri agilimi denir[34].
x ve t degiskenlerine baglh bir fonksiyon u, x yoniindeki béliintiilerin uzunlugu
Az = h ve zaman adimi At = k olsun. Bu durumda (z;,¢,) ile ifade edilen diigiim

noktasi

r;, = itAx=1ih, 1=0,1,2,...,n

t; = jAt=jk, j=0,1,2,...

dir. Temsili P (ih, jk) diigim noktas: tizerinde u fonksiyonu U (ih, jk) = U;; =
Uij gosterimlerinden herhangi biri ile ifade edilebilir. Bu gosterimleri kullanarak u
fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri ig¢in Taylor serisi yardimiyla

elde edilen sonlu fark yaklagimlar1 agsagidaki gibi ifade edilebilir.
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(2.1.5), (2.1.6) ve (2.1.7) ile verilen fark yaklagimlar1 = e gore birinci mertebeden

tirev i¢in sirasiyla ileri, geri ve merkezi fark yaklagimlaridir.

ou Ut

o — (2.1.8)
ou U —Ut

ou U —ui!
a2k
(2.1.8), (2.1.9) ve (2.1.10) ile verilen fark yaklagimlar: ise ¢ ye gore birinci tiirev i¢in

(2.1.10)

sirasiyla ileri, geri ve merkezi fark yaklagimlaridir.

Pu Ul —2Ul, + U/

e - (2.1.11)

Pu U —2U7 | + UL

o = h21 2 (2.1.12)
2 Ul —2U? + U?

a Uu ~ 1—1 7 + 1+1 (2113>

Ox? h?

(2.1.11), (2.1.12) ve (2.1.13) ile verilen fark yaklagimlar ise = e gore ikinci tiirev i¢in
sirastyla ileri, geri ve merkezi fark yaklagimlarim gostermektedir[35].

Bir kismi diferansiyel denklemi sonlu fark yaklagimlar ile ifade etmek igin gesitli

yontemler kullanilir. Bu yontemlerden en gok kullamlanlar Agik (Explicit), Kapali

(Implicit) ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir. Bu yontemler klasik sonlu

fark yaklagimlar: olarak adlandirilir.



2.2  Is1 Denkleminin Coziimiu igin Klasik Sonlu Fark Yontemleri

00 9?0

1s1 denklemi igin sinir gartlar:

©(0,¢t) = 0,t>0
©(L,t) = 0,t>0

ve baglangic sart1

O(z,0)=0¢(z), 0<z <L

olmak {izere 1s1 denklemi i¢in acik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleri

agagidaki gibi elde edilir.

vk

_ vk . 8_@ . . .
r = +3 olmak lizere %7 terimi yerine

00 _ et el

— & 2.2.2
ot k ( )
ileri fark yaklagimi ve %27(3 terimi yerine
0 O, —20/+0]
79 » O RS (2.2.3)
Ox? h?
fark yaklagimi alinirsa
oM =0l +(1-2r)0] +r0),, (2.24)

olur. Elde edilen bu sonlu fark yaklagimi acik sonlu fark yaklagimi olarak isimlendirilir.

00 . . . . . . 82@ . . .
%¢ terimi yerine yine ileri fark yaklagimi, 5z terimi yerine

+1 j+1 +1
0’0 ol —20/" + o/

5 5 (2.2.5)

yaklagimi alinirsa



—rOt + (1 +2r)0) —relf = 6!

bi¢gimindeki kapali sonlu fark yaklagimi elde edilir.

8—? terimi yerine ileri fark yaklagimi, 2 a 99 terimi yerine ise

Oz h2 h2

0’0 1 e, —20/ +06., . el —20" 1ot}
or? 2

ifadesi alimirsa Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi olarak isimlendirilen

—rOt + (24 2r) 0! — 1Ol =10l +(2-2r) O] + 70,

bigimindeki sonlu fark yaklagimi elde edilir[35].

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

2.3 Is1 Denkleminin Cozimiu igin Ustel Sonlu Fark Yontemi

Is1 denklemi

00 82@
ot (’%2

ve baglangic sart1

O(z,0)=¢(z), 0<z <L

olmak tizere bu denklemin analitik ¢oztimii

O (z,t) = ¢(z)7(t)

seklinde olsun. Burada baglangi¢ sart1 © (z,0) = ¢ (x) oldugundan

7(0)=1

dir. (2.3.2) denkleminin ¢ ye gére birinci tiirevi alinirsa

00 dr
e —</5(55)$

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)



olur. (2.3.2) denkleminin x e gore ikinci tiirevi alinirsa

0*© d*¢
i
0z? m(®) dx?
elde edilir. (2.3.4) ve (2.3.5) ifadeleri (2.3.1) denkleminde yerlerine yazilirsa

(2.3.5)

dr d?
¢ (x) =T (t) d_:cf (2.3.6)

olur. (2.3.6) denkleminin her iki tarafi ¢7 ile boliiniirse

ldr 1d%¢

Iy - _R 2.3.7

rdt U gda? (2:37)
elde edilir. (2.3.7) denklemi degiskenlerine ayrilabilir oldugundan esitligin olmasi

denklemin her iki yaninin sabit bir R > 0 sayisina egit olmasi ile miumkiindiir.

Boylece
ldr
-2 = 2.3.
T dt h (238)
ve
1d%¢
——=-R 2.3.9
e (2.3.9)

denklemleri elde edilir. (2.3.8) esitliginin sol tarafi % ile garpilirsa

¢ dr
o~k (2.3.10)

olur. Bu ifade (2.3.2) ve (2.3.4) denklemleri kullanilarak yeniden diizenlenirse

L 9
O (z,t) Ot

seklinde yazlabilir. Zaman adimi ¢ = k i¢in yazilabilen bu denklemin © (z,t) nin

——R (2.3.11)

sifirdan farkl degerleri i¢in bir ¢oziimii vardir. (2.3.11) ifadesinin her iki tarafinin 0

dan k ya integrali alinirsa

O (z,k) = cexp (—Rk) (2.3.12)



elde edilir. (2.3.12) denkleminde yer alan ¢ sabitini bulmak i¢in baglangig sarti

kullanilirsa

O (z,k) = 0O (x,0)exp (—Rk) (2.3.13)

olur. Buradaki R sabitinin degerini bulmak i¢in (2.3.9) denkleminin sol tarafi T ile

carpilirsa
v d*¢
— T ¢ = — 2.3.14
76 {de2} f (2.3.14)
olur. Boylece (2.3.2) ve (2.3.5) denklemlerinden (2.3.14) ifadesi

v 0%

= 2.3.1
O (x,t) 0x? i (2:3.15)
olarak bulunur. (2.3.15) denklemi i¢in sonlu fark yaklagimi
v @g-i-l — 29? + 63—1
o ( e =—-R (2.3.16)

olur. (2.3.16) ifadesi (2.3.13) denkleminde yerine yazilirsa

1 o vk (0], —20] +0],
O = 0] exp {& ( 2 (2.3.17)
veya
. . E{O  —20 +o
07! = 0 exp {% ( = @; * ”) } (2.3.18)

olur[1]. Burada h, x yoniindeki béliintiilerin uzunlugu ve k zaman adimi olmak tizere
©7, (x;,t;) noktasmdaki © (z;,t;) tam ¢oziimiiniin sonlu fark yaklagimmi temsil

etmektedir.
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2.4 Vektor ve Matris Normlari

Agagidaki ozellikleri saglayan ||.|| : R" — R fonksiyonuna vektér normu denir.

1) Her z € R™ i¢in ||z|| > 0,

3

)

2) Her z e R" igin ||z =0 2 =0,
) Her aeR ve her z € R™ i¢in ||az|| = |of ||z||,
)

4) Her z, y e R" icin ||z + y| < |lz| + ||y -

z € R" vektori z = (zq, z9,..., xn)T olmak tizere Ly, Ly ve Lo, vektor normlar:
sirasiyla,
n
lzlly, = |l + [zl + .o+ faal = Dl
i=1

(NI

2 2 2\ 3 - 2
Izl = (ol + | +...+|xn|>2=[Z|xi|] ,

i=1
lzlle = max |zl
dir[36].
A e R? olmak iizere, ||.|| : R? — R fonksiyonu her A, B ¢ R ve « € R i¢in
1) |4l =0,

2) |A]| = 0 & A sifir matrisidir.
3) llaeAll = lal Al
4) |[A+ Bl < [|All + (Bl
5) [AB[| < [[Al 1B
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona matris normu denir. L;, Lo ve L. matris

normlar: sirasiyla

|All, = 1%%; |a]
|All, = /p(ATA),

n
1Al = ggfg;; |aij]

seklinde tanimlanir[36].
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2.5 Hopf-Cole Doniigiimii

Burger denklemi

ou Ou  Ou
ot " Yor  Vox2

seklinde ifade edilir. Burger denklemi analitik olarak ¢oziilebilen ¢ok az sayidaki

—0 (2.5.1)

non-lineer kismi diferansiyel denklemden biridir. Burger denkleminin analitik
¢Oziimiinii dogrudan bulmak olduk¢a zordur. Bu nedenle (2.5.1) ile verilen Burger
denklemi agagida verilecek olan Hopf-Cole doniigiimii yardimiyla lineer bir denklem
olan 1s1 denklemine donitistiiriildiikten sonra analitik ¢oziimi bulunur. Bu doniigiim

1950 yilinda Hopf [37] tarafindan

O,
= —2v— 2.5.2
u v5 ( )
olarak tammmlanmigtir. Burada © (z,1),
00 0?0
— =V 2.5.3
or " ox? (2:5:3)

181 denkleminin ¢6ziimii, u (z,t) ise (2.5.1) Burger denkleminin ¢éziimiidiir. Hopf bu
doniigimle Burger denkleminin ¢oztimiintin bulunabilecegini gosterdi. 1951 yilinda
ise Cole [38] asagida verilecek olan teoremleri ifade ederek (2.5.3) 1s1 denklemi ile

(2.5.1) Burger denklemi arasindaki iligkiyi ispat etmig oldu.

Teorem 2.5.1.
O (z,t),
00 Oas)
— =v— 2.5.4
ot~ ox2 ( )
1s1 denkleminin bir ¢oziimii olmak tizere
O,
t) = —2v— 2.5.5
(o, t) = 20 (25.5)

dir. Burada u (z,t),
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ot " Yor  Vox2

Burger denkleminin ¢oziimiidiir[38].

—0 (2.5.6)

ispat.

f=f(z1) (2.5.7)

siirekli ve her mertebeden kismi tiirevleri de stirekli olan bir fonksiyon olmak iizere,

u(x,t) = fo(x,t) (2.5.8)

olsun. (2.5.8) denklemi (2.5.1) Burger denkleminde yerine yazihirsa

elde edilir.
Jat = fro (2.5.10)

oldugu gozoniinde bulundurularak (2.5.9) denkleminin x e gore integrali alinirsa,

/ Jrudx + / Jofazdr = / U fozad (2.5.11)

olur. Buradan

ifadesi elde edilir.

f(x,t)=F[O (z,t)] (2.5.13)
olarak alinmir ve (2.5.12) denkleminde yerine yazilirsa
1

F'(0)0,+5 [F(0)6,) = v {[F(6)6,]'} = vF" (0) 0%+ vF' (0) 0., (25.14)

olur. Burada © (z,t) nin (2.5.3) 1s1 denklemini sagladigi gozoniine alinirsa (2.5.14)

ifadesinden
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[F'(©)] = 2vF" (©) (2.5.15)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede

P(©)=F(0) (2.5.16)
aliirsa
[P (©)] =2vP (©) (2.5.17)
olur. Bu denklemin ¢oziimiinden
P=-20(0+¢)" (2.5.18)
elde edilir. Buradan
dF _
5= wO+a) ! (2.5.19)
yani
dF = 20 (0 +¢,) 1 dO (2.5.20)

ifadesine ulagilir. (2.5.20) ifadesinden

fx,t)=F(©)=—=2vIn(0+¢) + (2.5.21)

olur. Burada ¢; = ¢ = 0 alimirsa (2.5.8) ifadesinden

u(x,t) = —21/% (2.5.22)

olur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur. © (z,0) baslangi¢ degerini bulmak
icin (2.5.22) doniigiimiinde x = £ degisken degistirmesi yapilarak 0 dan = e kadar

integral alnirsa,
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xT

[uends = -me ol

0

= —20[InO (z,t) —InO(0,1)]

elde edilir. Buradan

T

—(2v)! /u(g,t) d¢ =In {@ <x’t)}

0

veya

xT

O (z,t) =0©(0,t) exp |: (ZV)_l/u(g,t) dg

olarak bulunur. Kabul edelim ki u (x,¢) nin baglangi¢ degeri

u(z,0) =g (z)

olsun. Bu durumda ¢y = © (0, 0) i¢in

T

O (z,0) = O (z) = ¢oexp [ (2v) " /uo (&) d¢

0
olarak elde edilir[38].

Teorem 2.5.2.

oo
ot uax V(?x2_

Burger denkleminin

ile verilen ¢oztimii tektir[38].
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Ispat. (2.5.30) denkleminin herhangi bir u (z,t) ¢oziimii (2.5.27) ile ifade edilen
bir © (z,t) fonksiyonu tammlar ki bu © (z,¢) fonksiyonu (2.5.3) 1s1 denklemini
saglar. Kabul edelim ki (2.5.30) denkleminin u (z,t) ve v (z,t) gibi iki ¢6ztimii olsun.
Baslangig sartindan dolayr u (z,0) = v (z,0) dir. © (z,¢) nin baglangig degeri, ¢
sabitine bagh (2.5.29) ile verilen ifadedir. © (z,0) yalmzca u (x,0) = v (x,0) a bagh
oldugundan her bir durumda ¢y sabitine kadar aynidir. Ayni sekilde simir degerleri
her iki ¢6ztim iginde ayni oldugundan (2.5.3) 1s1 denkleminin © (x, ) ¢oziimii aynidir.

Fakat u (x,t) ve v (x,t) ¢oziimleri (2.5.31) kullamlarak elde edildiginden

u(x,t) =v(z,t) (2.5.32)

olur. Bu ise ¢oziimiin tek olmas1 demektir[38].

2.6 Model Problemler ve Analitik Coziimleri

Burada (2.5.1) ile verilen Burger denklemi farkli baslangig ve smir gartlan ile
birlikte gézoniine alindi. Boylece yontemlerin test edilmesinde kullanilmak iizere

literatiirde mevcut problemlerden ii¢ model problem belirlendi.

2.6.1 Problem 1
Bu problem icin baglangic sarti
u(z,0) =sin(rz), 0<z <1 (2.6.1)

ve sinir sartlari

w(0,) =u(l,t) =0, t >0 (2.6.2)

olarak alindi. Problem

D={(z,t): 0<z<1,0<t<T}

bolgesi tizerinde tanimhidir. Denklemin analitik ¢oziimii (2.5.2) ile verilen doniigtim
yardimiyla (2.5.3) 1s1 denklemine donitistiiriilerek elde edilir. (2.5.29) bagintisinda

(2.6.1) ifadesinin kullanilmas ile 151 denklemi i¢in baglangig sart:
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T

O (z,0) = ¢oexp —<2V>_1/'LL(] (&) d¢

— ¢ exp {_ (2v) ™ 0% [— cos (&) Ié’}

=coexp {— (27v) " [1 — cos (rz)]} (2.6.3)
olarak elde edilir. (2.5.2) bagtisindan 1s1 denklemi i¢in simur gartlary

0, (0,t) =0, (1,) =0 (2.6.4)

olur. Boylece Problem 1, (2.5.3) 1s1 denklemi, (2.6.3) baslangi¢ sart1 ve (2.6.4) siur

sartlarindan olusan 1s1 iletim problemine dontigiir. (2.5.3) 1s1 denkleminin analitik

¢Ozumiu
O(z,t) =X (z)T(t) (2.6.5)
bigiminde olsun. Bu durumda,
%0 "
i X" ()T (t) (2.6.6)
ve
% =X (x)T"(t) (2.6.7)

ifadeleri elde edilir. (2.5.3) 1s1 denkleminde (2.6.6) ve (2.6.7) ifadeleri yerlerine
yazilirsa

X (2)T' (t) = vX" () T (1) (2.6.8)

olur. Burada X sadece x e baglh, T" de sadece t ye bagl fonksiyonlar oldugundan

esitligin saglanabilmesi i¢in A sabit say1 olmak iizere

X// 1 T/
I )2 2.6.
X vT (2:6.9)
olmalidir. Boylece
X"+ XX =0 (2.6.10)
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ve

T+ XvT =0 (2.6.11)

adi diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla

X (z) = Ay cos(Az) + By sin (A\x) (2.6.12)

ve

T (t) = ce "t (2.6.13)

dir. Burada A;, B; ve ¢ keyfi sabitlerdir. Boylece

O (z,t) = X ()T (1) (2.6.14)

oldugundan

O (x,t) = [A; cos(Ax) + B sin (Az)] [ce‘AQ”t] (2.6.15)

olur. cA; = A ve ¢B; = B olmak iizere,

O (z,t) = e [A cos(Az) 4+ Bsin (Az)] (2.6.16)

ifadesi elde edilir. (2.6.4) ifadesinden dolay1

% (0,1) = e X (AB) =0 (2.6.17)

olur. Bu ise B = 0 olmasini gerektirir. Bu durumda

O (z,t) = Ae X" cos(\x) (2.6.18)

bulunur . Yine (2.6.4) bagintisindan

2—@ (1,¢) = —Axe X" sin A = 0 (2.6.19)
X

elde edilir. Bu ise sin A = 0 olmasim gerektirir. Buna gore A = nw, (n =0,1,2,...)

olmak tlizere
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O, (z,1) = Ape ™ cos(nmzx) (2.6.20)

olur. Boylece (2.5.3) ile verilen 1s1 denkleminin analitik ¢6ztimii

O (x,t) = Ay + Ze_””27r2tAn cos(nmz) (2.6.21)
n=1

olarak elde edilir. Burada Ay ve A, ler Fourier katsayilar1 olup

1 1

Ay = %/@0 (x)dx = co/exp {- (27v) " [1 — cos (mz)]} da (2.6.22)
ven=1,2,3,...i¢in
A, =co / exp {— (27v) " [1 — cos (mz)]} cos (nmz) dx (2.6.23)

0

seklindedir. (2.5.2) doniigiimii kullanilarak verilen problemin analitik ¢éziimii

oS ne VTt A, sin (nmx)
u(x,t) = —"— (2.6.24)
Ay + Ye ™t A cos (nw)

n=1

veya

omv > ne VTt A, sin (nmx)
u(z,t) = —2= (2.6.25)

Se vt A, cos (nmx)
n=0

olarak elde edilir[38].
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2.6.2 Problem 2

(2.5.1) denklemi ile birlikte baglangic sarti
u(z,0)=4x(l—2), 0<zx <1 (2.6.26)
ve sinir sartlari
w(0,8) = u(1,t) =0, t >0 (2.6.27)

olarak alindi.
Problem 1’ in ¢6ztimiine benzer gekilde Burger denklemine (2.5.2) ile verilen

Hopf-Cole dontisiimii uygulanirsa

o~ o

1s1 denklemi elde edilir. Bu 1s1 denklemi ic¢in baslangic sarti

O<z<l1l,t>0 (2.6.28)

O (2,0) = exp {—2? (3v) ™" (3 — 27)} (2.6.29)

ve sinir gsartlari

0, (0,t)=06,(1,t)=0, t >0 (2.6.30)

olur. Elde edilen bu 1s1 denklemi ve (2.5.2) déniigiimii yardimiyla, Problem 2’ nin

analitik ¢oztiimi

omv > ne VTt A, sin (nmx)
u(z,t) = —>= (2.6.31)
Ay + Ye ™t A cos (nmx)

n=1

olarak bulunur. Ancak bu defa Fourier katsayilar

1

1
Ay = 5 /exp {—2° (3v) " [3 - 2z]} dx (2.6.32)
0
ven=1,23,...icin
1
A, = /exp {-2® (3v) " [3 — 2a]} cos (nmx) da (2.6.33)
0

seklinde elde edilir.
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2.6.3 Problem 3

(2.5.1) denklemi ile verilen Burger denkleminin baglangig sarti

u(z,1) =

l+exp[L (22-1)] a<r<b (2.6.34)

ve sinir sartlari

u(a,t) =u(b,t) =0, t >0 (2.6.35)
olarak alindi. Burger denklemine (2.5.2) Hopf-Cole doniigiimii uygulanirsa
00  9°©

ot~ Vo

1s1 denklemi elde edilir. Bu 1s1 denklemi i¢in baglangig sarti

O<z<lt>1 (2.6.36)

2 1+ exp (—14;) exp (‘”—V)
O (z,1) =exp N 1 ! (2.6.37)
4v 1+exp (_16_1/)
simir sartlar: ise
O, (a,t) =0, (b,t) =0, t > 1 (2.6.38)

olur. Elde edilen bu 1s1 denklemi ve (2.5.2) ile verilen Hopf-Cole déniigtimii
yardimiyla Problem 3’ iin analitik ¢oziimi

w(t) = z/t (2.6.39)

L [t/ exp (5)] " exp (37)

olarak elde edilir.
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Bolim 3
LINEERLESTIRILMIS BURGER
DENKLEMININ USTEL SONLU FARK
YONTEMLERI ILE COZUMU

Bu boliimde daha 6nce (2.3.18) ile ifade edilen iistel sonlu fark yaklagimina ek
olarak iki yeni yaklagim; Kapali ve Crank-Nicolson iistel sonlu fark yaklagimlar:
tanimlandi. Bu nedenle (2.3.18) ile verilen yaklagim agik iistel sonlu fark yaklagim
olarak isimlendirildi. Boylece Hopf-Cole doniigiimii ile lineerlegtirilen Burger
denklemi

e Acik iistel sonlu fark yontemi (A-USFY)

e Kapall iistel sonlu fark yontemi (K-USFY)

e Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi (CN-USFY)
ile ¢oztldi. Her g yontemde de énce (2.5.3) denklemi ile verilen 1s1 denklemi igin
tistel sonlu fark denklemi olugturuldu. Daha sonra ise (2.5.2) ile verilen dontigiim
yardimiyla (2.5.1) Burger denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Her bir yontem
ikinci boliimde verilen ii¢ model probleme uygulandi. Elde edilen niimerik ¢oziimler

analitik ¢oztimlerle karsilagtirildi.

3.1 Acik Ustel Sonlu Fark Yoéntemi

(2.5.3) 181 denklemi i¢in acik iistel sonlu fark yaklagimi (2.3.18) de oldugu gibi

‘ . 200 — @7 . — @
O/ =0l exp {—r ( — Hl) } (3.1.1)

yani,

o’
seklindedir. Burada r = ’;L—lj dir. h = Ax, x yoniindeki boliintiilerin uzunlugu
ve k = At zaman adimudir. Is1 denklemi igin smur sartlar1 6, (0,¢) = 0, (1,¢t) =0

oldugundan,
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el —of

@x(o,t)zo;»T—lzo;»@j_l:@{
e, ., — o . .
0, (1,t)=0= % =0=0),,=0],
olur. Boylece (3.1.1) fark yaklagimi
1 = 0 icin;
) ) 207 — 207
@%H = O} exp {—r (—@0 : @1> }
o’
0
1=1,2,...,n—1 icin;
, . 200 @ . — @
e =0lexp {—r ( : &1 ’H) } (3.1.2)
1 = n icin;

O/t = @7 exp {—T (—2@%’ — 26%1> }

olarak yazilabilir. (3.1.2) sisteminden elde edilen ¢6ziim (2.5.2) doniigiimii yardimiyla

) Y
Ug:—% (%) Li=1,2,...,n—1 (3.1.3)

seklinde ifade edilebilir. Boylece (2.5.1) ile verilen Burger denkleminin niimerik
¢oziimii elde edilmis olur. Burada U/, (x;,t;) noktasmdaki u (z;,t;) tam ¢oziimiiniin
sonlu fark yaklagimini temsil etmektedir.

Sonraki kisimda, ikinci boliimde verilen model problemlerin agik tistel sonlu fark

yontemi ile ¢oziimleri verilecektir.
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3.1.1 Problem 1’ in A-USFY ile Coziimii

Bu kisimda acik iistel sonlu fark yontemi ile v = 1, 0.1 ve 0.01 degerleri i¢in
Problem 1’ in ¢oziimleri elde edildi. Ik olarak v = 1, k = 10~ ve farkli h degerleri
alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 3.1 de verildi. Bu tabloda h
nin farkh degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi.
Tablodan Ly ve L., hata normlar1 incelendiginde, h nin degeri kiiciildiikce yani
konum i¢in boliintii sayisi arttikca her iki hata normunun da azaldigi goriilmektedir.

Sekil 3.1 de v = 1 icin k¥ = 107 ve h = 0.025 almarak ¢t = 0 dan
t = 0.3 e kadar farkli zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.1
dalganin zamanla degigimini gostermektedir. Sekilden zamanla birlikte dalganinin

sondiigi goriilmektedir.

Tablo 3.1: v =1, k = 107 ve h nimn farkl degerleri icin A-USFY ile t = 0.1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem1)
x h=0.06 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Coztim
0.1 0.109318  0.109487  0.109529 0.109534 0.109538
0.2 0.209370  0.209694  0.209775  0.209785 0.209792
0.3 0.291307  0.291760  0.291873  0.291886 0.291896
0.4 0.347219  0.347761  0.347896  0.347912 0.347924
0.5 0.370822  0.371403  0.371548  0.371565 0.371577
0.6 0.358313  0.358876  0.359017  0.359034 0.359046
0.7 0.309270  0.309759  0.309881  0.309895 0.309905
0.8 0.227350  0.227710  0.227800  0.227810 0.227817
0.9 0.120438  0.120630  0.120677  0.120683 0.120687
Ly 0.000535  0.000124  0.000021  0.000009
Lo 0.000755  0.000175  0.000030  0.000012
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Sekil 3.1: v = 1, k = 107* ve h = 0.025 i¢in farkl zamanlarda A-USFY ile elde
edilen ¢oztimler. (Problem 1)

v =0.1, k = 107° ve farkli h degerleri icin t = 0.5 aninda elde edilen sonuclar

Tablo 3.2 ile verildi. Bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirihp,

gbz Oniine alinan A nin her degeri i¢in hata normlar1 hesaplandi. Bu normlarin A nin

degeri kiiciildiikge azaldig1 goriillmektedir.

Tablo 3.2: v = 0.1, k = 107 ve h nn farkli degerleri icin A-USFY ile t = 0.5 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

T h=0.060 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.109606  0.109839  0.109897  0.109904  0.109916
0.2 0.217454  0.217902  0.218013  0.218027  0.218050
0.3 0.321359  0.321986  0.322142  0.322161 0.322193
0.4 0.418021 0.418783  0.418973  0.418996 0.419034
0.5 0.501646  0.502505  0.502720  0.502746 0.502789
0.6 0.561071  0.562014  0.562250  0.562279 0.562325
0.7 0.574467  0.575507  0.575770  0.575801 0.575851
0.8 0.504071  0.505160  0.505435  0.505469 0.505521
0.9 0.308268  0.309078  0.309282  0.309307  0.309346
Ly 0.001012  0.000253  0.000060  0.000037
L 0.001450  0.000362  0.000086  0.000052
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Sekil 3.2 de v = 0.1 icin & = 107* ve h = 0.01 almarak ¢ = 0 dan
t = 3 e kadar farkll zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.2
dalganin zamanla birlikte degisimini gostermektedir. Bu gekilden dalganinin zamanla

sondiigii goriilmektedir.

Sekil 3.2: v = 0.1, k = 107* ve h = 0.01 icin farkh zamanlarda A-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 1)

Tablo 3.3 de v = 0.01, k = 107° ve farkl h degerleri icin ¢ = 1 aninda elde edilen
sonuclar ve bu sonuclar icin elde edilen hata normlar1 verildi. Tabloda h min farkh
degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayrica
tabloda farkli h degerlerine karsilik gelen hata normlar1 da karsilagtirildi. Tablo 3.3
den hata normlarinin A nin degeri kiiciildiikce azaldigr goriillmektedir.

v = 0.01 icin K = 107* ve h = 0.01 alimarak t = 0 dan t = 4 e kadar
farkll zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler Sekil 3.3 de verildi. Sekil 3.3
dalganinin zamanla degigimini gostermektedir. Sekilden dalganin zaman artarken

sondiigi goriilmektedir.
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Tablo 3.3: v = 0.01, k = 10~ ve h nin farkh degerleri icin A-USFY ile ¢ = 1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 hAh=0.01 Tam Cozim
0.1 0.074578  0.075189  0.075334  0.075351 0.075382
0.2 0.149788  0.150427  0.150590  0.150610  0.150645
0.3 0.226085  0.225752  0.225686  0.225678  0.225666
0.4 0.303696  0.301184  0.300529  0.300449  0.300309
0.5 0.382653  0.376715  0.375010  0.374799  0.374420
0.6 0.462876  0.452307  0.448998  0.448577  0.447816
0.7 0.544228  0.527884  0.522320  0.521594  0.520268
0.8 0.626538  0.603324  0.594750  0.593599  0.591476
0.9 0.705017  0.676703  0.664791  0.663128  0.660019
Lo 0.019207  0.006998  0.001970  0.001280
Lo 0.044998  0.016683  0.004817  0.003144

Sekil 3.3: v = 0.01, k = 107* ve h = 0.01 icin farkh zamanlarda A-USFY ile elde

edilen ¢oztimler. (Problem 1)

27



Tablo 34 de v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h

k = 107 almarak x = 0.25, x = 0.5 ve z = 0.75 noktalarinda zaman degisirken
¢oziimin degigimi incelendi. Her bir v degeri i¢in elde edilen sonuclar tam ¢oziimlerle

karsilagtirildi.

Tablo 3.4: h = 0.0125, k = 1075 ve v nin farkhh degerleri i¢in belli zamanlarda

0.0125 ve

A-USFY ile elde edilen sonuclarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)

v=1 v =0.1 v =0.01

Tam Tam Tam
r t A-USFY (ozim  A-USFY (ozim  A-USFY (oziim
0.25 0.1  0.253617 0.253638 0.533871 0.534143 0.571938 0.566328
0.5  0.005066 0.005065 0.270746 0.270790 0.301296 0.301151
1.0 0.000036 0.000036 0.162548 0.162565 0.188164 0.188194
2.0 0.000000 0.000000 0.068204 0.068206 0.107367 0.107381
3.0 0.000000 0.000000 0.027205 0.027202 0.075108 0.075114
0.5 0.1  0.371548 0.371577 0.877268 0.877280 0.993710 0.947414
0.5  0.007171 0.007169 0.502720 0.502789 0.593267 0.583696
1.0 0.000052 0.000052 0.291883 0.291916 0.375010 0.374420
2.0 0.000000 0.000000 0.107889 0.107890 0.214597 0.214558
3.0 0.000000 0.000000 0.040210 0.040205 0.150183 0.150179
0.75 0.1  0.272560 0.272582 0.762231 0.761797 0.915620 0.860129
0.5  0.005075 0.005073 0.554026 0.554111 0.856373 0.838033
1.0 0.000036 0.000036 0.287438 0.287474 0.558664 0.556051
2.0 0.000000 0.000000 0.086580 0.086579 0.321514 0.321282
3.0 0.000000 0.000000 0.029776 0.020772 0.224847 0.224811

3.1.2 Problem 2’ nin A-USFY ile Coziimii

Burada Problem 2’ nin v = 1, 0.1 ve 0.01 degerleri i¢in agik iistel sonlu fark

yontemi ile ¢oziimii incelendi. Ik olarak v = 1, k = 107 ve farkh h degerleri

alimarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuglar Tablo 3.5 de verildi. Bu tabloda h
nin farkl degerleri i¢cin bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi.

Tablo 3.5 den Ly ve L., hata normlar: incelendiginde, h nin degeri kiigiildiikge her

iki hata normunun da azaldig1 gortilmektedir.
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Sekil 3.4 de v = 1 icin &k

107* ve h = 0.025 almarak t = 0 dan

t = 0.3 e kadar farkh zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.4

dalganin zamanla degigimini gostermektedir. Sekilden dalganin zamanla sondiigi

goriilmektedir.

Tablo 3.5: v =1, k = 107 ve h i farkl degerleri icin A-USFY ile t = 0.1 de elde
edilen sonuglarin tam ¢oztimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.112666  0.112840  0.112883  0.112888 0.112892
0.2 0.215818 0.216151  0.216234  0.216244 0.216252
0.3 0.300360  0.300825  0.300941  0.300955 0.300966
0.4 0.358137  0.358695  0.358834  0.358851 0.358863
0.5 0.382643  0.383242  0.383392  0.383410 0.383422
0.6 0.369901  0.370483  0.370628  0.370646 0.370658
0.7 0.319410  0.319914  0.320040  0.320056 0.320066
0.8 0.234888  0.235260  0.235353  0.235364 0.235371
0.9 0.124462  0.124659  0.124708  0.124714 0.124718
Lo 0.000552  0.000128  0.000022  0.000009
L 0.000780  0.000181  0.000031  0.000013

Sekil 3.4: v = 1, k = 107* ve h = 0.025 icin farkli zamanlarda A-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)

v = 0.1, k = 1075 ve farkli h degerleri alinarak ¢ = 0.5 aninda elde edilen

sonuclar Tablo 3.6 da verildi. Bu tabloda A nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar

birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayrica tabloda h nin farkh degerleri igin
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elde edilen hata normlar1 da verildi. Tablo 3.6 dan L, ve L., hata normlarinin A nin

degeri kiiciildiikce azaldigr goriilmektedir.

Tablo 3.6: v = 0.1, k = 10~ ve h nn farkli degerleri icin A-USFY ile ¢ = 0.5 te elde
edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 hAh=0.01 Tam Cozim

0.1 0.112358  0.112588  0.112645  0.112652 0.112664
0.2 0.222863  0.223307  0.223417  0.223431 0.223454
0.3 0.329271  0.329898  0.330054  0.330073 0.330105
0.4 0.428295  0.429063  0.429255  0.429278 0.429317
0.5 0.514239  0.515110  0.515329  0.515355 0.515398
0.6 0.576046  0.577005  0.577246  0.577275 0.577323
0.7 0.591636  0.592694  0.592960  0.592992 0.593043
0.8 0.521621  0.522732  0.523013  0.523046 0.523100
0.9 0.320644  0.321476  0.321687  0.321712 0.321752
Lo 0.001027  0.000255  0.000061  0.000038
Lo 0.001479  0.000368  0.000087  0.000053

v =0.11icin k = 107* ve h = 0.01 alnarak t = 0 dan t = 3 e kadar farkh
zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler Sekil 3.5 de gosterildi. Sekil 3.5 dalganin

zamanla degisimini gostermektedir. Sekilden dalganin zamanla sondiigii goriilmektedir.

Sekil 3.5: v = 0.1, k = 107 ve h = 0.01 i¢in farkhi zamanlarda A-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)
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Tablo 3.7 de v = 0.01, k = 107° ve farkli h degerleri i¢in ¢ = 1 aninda bulunan

sonugclar verildi. Bu tabloda A nin farkl degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle

ve tam ¢oziimle kargilagtirildi. Ayrica tabloda farkli A degerleri i¢in bulunan L, ve

Lo hata normlar da karsilastirildi. Tablo 3.7 den h nin degeri kiigiildiikce hata

normlarinin azaldigr goriilmektedir.

Tablo 3.7: v = 0.01, k = 10~° ve h nin farkh degerleri icin A-USFY ile ¢ = 1 de elde
edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.077330  0.077907  0.078043  0.078060 0.078088
0.2 0.155144  0.155731  0.155882  0.155901 0.155934
0.3 0.233785  0.233400  0.233322  0.233313 0.233298
0.4 0.313412  0.310853  0.310180  0.310098 0.309953
0.5 0.394041  0.388036  0.386285  0.386067  0.385676
0.6 0.475610  0.464893  0.461468  0.461030 0.460236
0.7 0.558011  0.541350  0.535540  0.534775 0.533376
0.8 0.641113  0.617299  0.608267  0.607044  0.604781
0.9 0.720384  0.690974  0.678268  0.676479 0.673123
Ly 0.020002  0.007430  0.002111  0.001374
Lo 0.047261  0.017850  0.005220  0.003406

Sekil 3.6 da v = 0.01 icin k = 107* ve h = 0.01 icin ¢t = 0 dan ¢t = 4 e kadar

farkli zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.6 dan dalganm

zamanla degigimi incelenebilir. Sekilden dalganin zamanla sondiigii goriilmektedir.

Sekil 3.6: v = 0.01, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkh zamanlarda A-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)
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Tablo 3.8 de v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107
alimarak r = 0.25, x = 0.5 ve = 0.75 noktalarinda zaman degisirken ¢oztimiin
degisimi incelendi. Farkli v degerleri icin elde edilen sonuclar tam c¢oziimlerle

karsilagtirildi.

Tablo 3.8: h = 0.0125, k = 1075 ve v nin farkhh degerleri i¢in belli zamanlarda
A-USFY ile elde edilen sonuclarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)
v=1 v=20.1 v =0.01
Tam Tam Tam
r t A-USFY (ozim  A-USFY (ozim  A-USFY (oziim

0.25 0.1 0.261458 0.261480 0.562286 0.562577 0.614880 0.607363

0.5 0.005228 0.005227 0.277424 0.277468 0.317504 0.317320

1.0 0.000038 0.000038 0.165582 0.165599 0.194664 0.194690

2.0 0.000000 0.000000 0.069512 0.069514 0.109469 0.109482

3.0 0.000000 0.000000 0.027761 0.027759 0.076128 0.076134

0.5 0.1 0.383392 0.383422 0.893070 0.893047 1.004993 0.956007
0.5 0.007399 0.007398 0.515329 0.515398 0.615013 0.609886
1.0 0.000053 0.000053 0.298310 0.298343 0.386285 0.385676
2.0 0.000000 0.000000 0.110199 0.110199 0.218625 0.218588
3.0 0.000000  0.000000 0.041070 0.041065 0.152183 0.152180

0.75 0.1 0.281550 0.281573 0.791321 0.790873 0.944329 0.886707
0.5 0.005237 0.005235 0.571828 0.571914 0.872297 0.852123
1.0 0.000038 0.000038 0.295818 0.295857 0.572089 0.569319
2.0 0.000000 0.000000 0.088682 0.088680 0.327150 0.326926
3.0 0.000000 0.000000 0.029279 0.030440 0.227775 0.227743

3.1.3 Problem 3’ iin A-USFY ile C6ziimii

Tablo 3.9 da Problem 3 icin a = 0, b = 8 ve v = 0.5 olmak iizere k = 10~*
alimarak farkh h degerleri i¢in ¢ = 1.5 te A-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam
coziimler kargilagtirildi. Tablo 3.9 dan A konum adiminin degeri kiiciildiikge, Ly ve

L., hata normlariin azaldigi goriilmektedir.
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Tablo 3.9: a=0,b=8, v =0.5, k = 10~ ve h nn farkli degerleri icin A-USFY ile
t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=01 h=0.05 h=0.025 Tam Cozim

0.5 0.152962 0.153192 0.153250 0.153273

1.0 0.265297 0.265648 0.265736 0.265771

1.5 0.303711 0.304019 0.304096 0.304125

2.0 0.261245 0.261379 0.261412 0.261421

2.5 0.172257 0.172195 0.172179 0.172169

3.0 0.088292 0.088128 0.088087 0.088070

3.5 0.036025 0.035872 0.035833 0.035820

4.0 0.011983 0.011889 0.011866 0.011859

4.5 0.003302 0.003260 0.003249 0.003246

5.0 0.000761 0.000746 0.000742 0.000741

Loy 0.000566 0.000146 0.000041

Lo 0.000480 0.000125 0.000036

Tablo 3.10 da Problem 3 icin a = 0, b = 8 ve v = 0.5 olmak iizere k = 10~*
ve h = 0.025 almarak farkh ¢ degerleri icin A-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam

¢oziimler kargilagtirildi.

Tablo 3.10:a = 0,b =8, v = 0.5, k = 10~*, h = 0.025 icin belli zamanlarda A-USFY
ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)
t=1.5 t=3 t=4.5
Tam Tam Tam
x A-USFY Coziim  A-USFY Coziim  A-USFY Coziim
0.5 0.153250 0.153273 0.064258 0.064262 0.037988 0.037989
1.0 0.265736 0.265771 0.118797 0.118804 0.071866 0.071869
1.5 0.304096 0.304125 0.155079 0.155087 0.097927 0.097931
2.0 0.261412 0.261421 0.167616 0.167623 0.113384 0.113387
2.5 0.172179 0.172169 0.156291 0.156296 0.116981 0.116984
3.0 0.088087 0.088070 0.127380 0.127382 0.109489 0.109491
3.5 0.035833 0.035820 0.091326 0.091325 0.093684 0.093685
4.0 0.011866 0.011859 0.057978 0.057975 0.073605 0.073605
4.5 0.003249 0.003246 0.032848 0.032844 0.053301 0.053300
5.0 0.000742 0.000741 0.016738 0.016735 0.035717 0.035717
Lo 0.000041 0.000020 0.000408
L 0.000036 0.000038 0.000743

Problem 3 icin smirlar @ = 0, b = 3 ve v = 0.05 olmak iizere k¥ = 107* ve
h = 0.025 icin farkl anlarda A-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam coziimlerin

karsilagtirilmas: Tablo 3.11 de verildi.
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Tablo 3.11: a = 0, b = 3, v = 0.05, k = 10~* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
A-USFY ile elde edilen sonuglarim tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=1.5 t=3 t=4.5
Tam Tam Tam
T A-USFY Coziim A-USFY Coziim A-USFY Coziim

0.25 0.116232 0.116373 0.053721 0.053738 0.033635 0.033640
0.50 0.184291 0.184427 0.095060 0.095089 0.061638 0.061647
0.75 0.152085 0.152062 0.110237 0.110268 0.078034 0.078047
1.00 0.061653 0.061522 0.091877 0.091895 0.078061 0.078076
1.25 0.012872 0.012793 0.054061 0.054048 0.062423 0.062433
1.50 0.001595 0.001574 0.022654 0.022624 0.039665 0.039663
1.75 0.000126 0.000123 0.007075 0.007051 0.020201 0.020190
2.00 0.000006 0.000006 0.001717 0.001705 0.008438 0.008425
Ly 0.000125 0.000033 0.000020

Lo 0.000162 0.000032 0.000042

Sekil 3.7de a = 0, b = 1.2, v = 0.005 olmak iizere k = 10~* ve h = 0.01 alinarak
t =0 dan t = 4 e kadar farkl zamanlarda A-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi.

Sekilden dalganin zamanla sola dogru kayarak sondiigii goriilmektedir.

Sekil 3.7:a =0, b = 1.2, v = 0.005, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda
A-USFY ile elde edilen ¢oztimler. (Problem 3)
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3.2 Kapali Ustel Sonlu Fark Yoéntemi

Is1 denklemi ic¢in kapali iistel sonlu fark yaklagimi
j+1 j+1 j+1
0/t = O exp {—7" (26? — 01— ) }
(2 (2 @]
olur. Burada smur sartlar ©, (0,¢) = 6, (1,¢) = 0 dir. Bu durumda

Jj+1 Jj+1
@1 - @_1

0,(0,t) =0= o = 0= ot =it
@j+1 _ @j+1 ' '
0, (1) =05 === — 0 = 07 = 071

olarak yazlabilir. Boylece (3.2.1) fark yaklagimm

, ' i+l oqitl
O} = 6 exp {—7’ (260 ,2@1 ) }
By,
0

1=1,2,...,n—1 icin;

6/ = 0l exp {—r (2@?“ — Ol — O ) }
1 1 @]

(2

j +1
Qitl — @7 exp {_T (2@%+1 _A2®‘le> }

olur. (3.2.2) sisteminden elde edilen ¢dziim

A e . —o
vl =Y (M),z:m,...,nq

1 = 0 i¢in;

1 =n igin;

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

doniigiimii yardimiyla Burger denkleminin ¢oziimiine dontigtiiriiliir. (3.2.2) denklem

sistemi bir non-lineer denklem sistemidir. V = [@71”“1, ortt ., @?thl} olmak tizere

bu sistem
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seklinde gosterilebilir. Bu sistemi Newton yontemi ile ¢cozmek icin asagidaki adimlar
izlenir:
1. VO degerlerinin belirlenmesi
2.m=0,1,2,...i¢in
J(VI)§m) = —F (V™) sisteminin ¢oziimii
VD — v 4 §50m) hesaplanmas.
Burada J(V (™) analitik olarak hesaplanan Jacobian matristir[14]. Newton iterasyonu
icin durdurma kriteri olarak ||F(V(m))Hc>o < 107" almmugtar.
Kapali tistel sonlu fark yonteminin Burger denkleminin ¢oziimii i¢in uygun bir
yontem oldugunu gostermek amaciyla sonraki kisimda, ikinci boliimde verilen iig
model problemin ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen bu ¢oztimler tam ¢oziimlerle

kargilagtirildi. Ly ve Lo, hata normlar1 hesaplandi.

3.2.1 Problem 1’ in K-USFY ile Coziimii

Bu kisimda Problem 17 in kapali iistel sonlu fark yontemi ile ¢oziimii aragtirilirken
v =1, 0.1 ve 0.01 olarak goz ontine alindi. Ik olarak v = 1, k = 1076 ve farkh h
degerleri alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuglar Tablo 3.12 de verildi. Bu
tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle
kargilagtirildi. Ayrica tabloda farkli h degerleri icin elde edilen L, ve L., hata
normlari da kargilagtirildi. Tablodan A nin degeri kiigiildiikge yani konum i¢in boliinti
sayis1 arttikca her iki hata normunun da azaldig1 goriilmektedir.

Sekil 3.8 de v = 1 icin k¥ = 107 ve h = 0.025 almarak ¢t = 0 dan
t = 0.3 e kadar farkhi zamanlarda K-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekilden
dalganin zaman artarken degisimi izlenmektedir. Sekil 3.8 den dalganin zamanla

sondiigi goriilmektedir.
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Tablo 3.12: v = 1, k = 1076 ve h nn farkh degerleri icin K-USFY ile ¢ = 0.1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 hAh=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109319  0.109494  0.109547  0.109558 0.109538
0.2 0.209366  0.209696  0.209789  0.209804 0.209792
0.3 0.291300  0.291758  0.291882  0.291901 0.291896
0.4 0.347209  0.347756  0.347902  0.347923 0.347924
0.5 0.370810  0.371396  0.371552  0.371575 0.371577
0.6 0.358301  0.358870  0.359022  0.359045 0.359046
0.7 0.309261  0.309755  0.309889  0.309910 0.309905
0.8 0.227344  0.227711  0.227813  0.227831 0.227817
0.9 0.120438  0.120636  0.120697  0.120709 0.120687
Ly 0.000542  0.000126  0.000017  0.000014
Lo 0.000767  0.000182  0.000026  0.000030

Sekil 3.8: v = 1, k = 107* ve h = 0.025 icin farkli zamanlarda K-USFY ile elde

edilen ¢oztimler. (Problem 1)

v =0.1, k = 107 ve farkli h degerleri icin ¢t = 0.5 aninda elde edilen sonuclar
Tablo 3.13 de verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam c¢oziimle karsilagtirilirken, L, ve L., hata normlar1 da
kargilagtirildi. Tablo 3.13 den hata normlarinin i nin degeri kiigiildiikce azaldigi

goriilmektedir.
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Sekil 3.9 da » = 0.1 i¢in dalganin zamanla degisimini incelemek amaciyla

E = 107* ve h = 0.01 alinarak t = 0 dan t = 3 e kadar farkli zamanlarda

K-USFY ile elde edilen coziimler verildi. Sekil 3.9 incelendiginde dalganin zamanla

sondiigii goriilmektedir.

Tablo 3.13: v = 0.1, k = 107 ve h nmn farkh degerleri icin K-USFY ile ¢t = 0.5 te
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109611  0.109850  0.109917  0.109929 0.109916
0.2 0.217459  0.217911  0.218031  0.218048 0.218050
0.3 0.321363  0.321994  0.322156  0.322178 0.322193
0.4 0.418023  0.418788  0.418983  0.419009 0.419034
0.5 0.501646  0.502507  0.502727  0.502755 0.502789
0.6 0.561067  0.562012  0.562255  0.562286 0.562325
0.7 0.574460  0.575504  0.575775  0.575811 0.575851
0.8 0.504064  0.505161  0.505453  0.505494  0.505521
0.9 0.308269  0.309092  0.309324  0.309363 0.309346
Ly 0.001013  0.000248  0.000050  0.000029
L 0.001457  0.000362  0.000076  0.000075

Sekil 3.9: v = 0.1, k = 107* ve h = 0.01 icin farkh zamanlarda K-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 1)
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v = 0.01, k = 107° ve farkli h degerleri icin ¢ = 1 aninda elde edilen sonuclar

Tablo 3.14 de verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar

birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tabloda h nin farkl degerleri i¢in hata

normlarinin da kiyaslamasi yapildi. Tablo 3.14 den L, ve L, hata normlarinin A nin

degeri kiiciildiikge azaldigi goriilmektedir.

Sekil 3.10 da v = 0.01 icin ¥ = 107* ve h = 0.01 almarak t = 0 dan t = 4

e kadar farkh zamanlarda K-USFY ile bulunan sonuclar verildi. Dalganin zamanla

degisimini gosteren bu gekilden zaman artarken dalganin sondiigii gorilmektedir.

Tablo 3.14: v = 0.01, k¥ = 10~ ve h nmn farkli degerleri icin K-USFY ile ¢ = 1 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

T h=0.00 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.074579  0.075190  0.075336  0.075353 0.075382
0.2 0.149788  0.150428  0.150591  0.150611 0.150645
0.3 0.226083  0.225750  0.225684  0.225677  0.225666
0.4 0.303688  0.301176  0.300521  0.300442 0.300309
0.5 0.382637  0.376699  0.374994  0.374783 0.374420
0.6 0.462848  0.452278  0.448969  0.448548 0.447816
0.7 0.544183  0.527837  0.522274  0.521547  0.520268
0.8 0.626472  0.603255  0.594681  0.593530 0.591476
0.9 0.704923  0.676605  0.664694  0.663031 0.660019
Lo 0.019166  0.006959  0.001931  0.001241
L 0.044903  0.016585  0.004715  0.003043

Sekil 3.10: v = 0.01, k = 10~* ve h = 0.01 i¢in farkhh zamanlarda K-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 1)
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Tablo 3.15de v =1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107
almarak r = 0.25, x = 0.5 ve = 0.75 noktalarinda zaman degisirken ¢oztimiin
degisimi incelendi. Ayrica tabloda her bir v degeri icin K-USFY ile elde edilen

sonuclar ile tam ¢oziimlerin karsilagtirilmas: verildi.

Tablo 3.15: h = 0.0125, k = 10~° ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarin tam coziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)
v=1 v=0.1 v =10.01
Tam Tam Tam
r K-USFY (oziim K-USFY Coziim K-USFY (oziim

0.25 0.1 0.253837 0.253638 0.533870 0.534143 0.571913 0.566328

0.5 0.005089 0.005065 0.270762 0.270790 0.301291 0.301151

1.0 0.000037 0.000036 0.162561 0.162565 0.188163 0.188194

2.0 0.000000 0.000000 0.068215 0.068206 0.107368 0.107381

3.0 0.000000 0.000000 0.027212 0.027202 0.075108 0.075114

0.5 0.1 0.371757 0.371577 0.877252 0.877280 0.993645 0.947414
0.5 0.007200 0.007169 0.502727 0.502789 0.593214 0.588696
1.0 0.000052 0.000052 0.291898 0.291916 0.374994 0.374420
2.0 0.000000 0.000000 0.107904 0.107890 0.214595 0.214558
3.0 0.000000 0.000000 0.040219 0.040205 0.150182 0.150179

0.75 0.1 0.272801 0.272582 0.762229 0.761797 0.915697 0.860132
0.5 0.005097 0.005073 0.554036 0.554111 0.856231 0.838033
1.0 0.000037 0.000036 0.287462 0.287474 0.558607 0.556051
2.0 0.000000 0.000000 0.086596 0.086579 0.321502 0.321282
3.0 0.000000  0.000000 0.029784 0.029772 0.224843 0.224811

3.2.2 Problem 2’ nin K-USFY ile Cozumiu

Bu kisimda kapali iistel sonlu fark yontemi ile Problem 2’ nin ¢6ziimiinii incelemek
icin v =1, 0.1 ve 0.01 olarak ele alind. Ik olarak v = 1, k = 107° ve farkli h degerleri
alimarak t = 0.1 aninda elde edilen sonuglar Tablo 3.16 da verildi. Bu tabloda h nin
farkli degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oztimle karsilagtirildi. Aym
zamanda tabloda farkl h degerleri i¢in Ly ve L., hata normlarinin karsilagtirilmasi
yapildi. Tablodan h nin degeri kiiciildiikge, yani konum ic¢in boliintii sayisi arttikca

her iki hata normunun da azaldig1 gorilmektedir.
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Sekil 3.11 de v = 1 icin k = 107* ve h = 0.025 alinarak t = 0 dan t = 0.3 e
kadar farkhh zamanlarda K-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekilde dalganin

zamanla degigimi incelendiginde zaman artarken dalganin sondiigi goriilmektedir.

Tablo 3.16: v = 1, k = 10 ve h nin farkli degerleri icin K-USFY ile ¢ = 0.1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.112668  0.112847  0.112902  0.112913 0.112892
0.2 0.215815 0.216154  0.216249  0.216265 0.216252
0.3 0.300352  0.300823  0.300951  0.300971 0.300966
0.4 0.358126  0.358690  0.358840  0.358863 0.358863
0.5 0.382631 0.383235  0.383397  0.383420  0.383422
0.6 0.369889  0.370477  0.370634  0.370658 0.370658
0.7 0.319400 0.319911  0.320050  0.320071 0.320066
0.8 0.234882  0.235261  0.235367  0.235385 0.235371
0.9 0.124462  0.124666  0.124729  0.124742 0.124718
Lo 0.000559  0.000130  0.000017  0.000015
Lo 0.000792  0.000187  0.000026  0.000031

Sekil 3.11: v = 1, k = 107* ve h = 0.025 icin farkli zamanlarda K-USFY ile elde
edilen ¢oztimler. (Problem 2)
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v =0.1, k = 1075 ve farkli h degerleri icin ¢ = 0.5 aninda elde edilen sonuclar

Tablo 3.17 verildi. Bu tabloda A nin farkli degerleri i¢cin bulunan sonuglar birbirleriyle

ve tam ¢ozlimle kargilagtirildi. Ayrica tabloda her h degerine karsilik bulunan hata

normlarinin da karsilagtirilmas: yapildi. Tablo 3.17 den Ly ve L, hata normlarinin

h nmin degeri kiiciildiikce azaldigi gortilmektedir.
Sekil 3.12 de v = 0.1 icin k = 10~* ve h = 0.01 almmarak ¢ = 0 dan ¢ = 3 e kadar
farkl zamanlarda K-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.12 den dalganin

zamana gore degisimi incelendiginde dalganin zamanla sondiigii goriilmektedir.

Tablo 3.17: v = 0.1, k = 10~® ve h mn farkl degerleri icin K-USFY ile ¢t = 0.5 te
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

T h=0.00 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.112364 0.112599  0.112666  0.112678 0.112664
0.2 0.222869  0.223317  0.223436  0.223453 0.223454
0.3 0.329276  0.329906  0.330069  0.330091 0.330105
0.4 0.428297  0.429069  0.429266  0.429292 0.429317
0.5 0.514238 0.515113  0.515336  0.515365 0.515398
0.6 0.576042  0.577004  0.577251  0.577283 0.577323
0.7 0.591628  0.592690  0.592966  0.593003 0.593043
0.8 0.521613  0.522733  0.523031  0.523073 0.523100
0.9 0.320645 0.321491  0.321731  0.321770 0.321752
Ly 0.001029  0.000252  0.000050  0.000030
Lo 0.001486  0.000370  0.000077  0.000078

Sekil 3.12: v = 0.1, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda K-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)
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v = 0.01, k = 107 ve farkli h degerleri alinarak ¢+ = 1 aninda elde edilen

sonuclar Tablo 3.18 de verildi. Tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar

birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tablo 3.18 de her A degeri icin verilen

hata normlar1 incelendiginde Lo ve L., hata normlarimin h nin degeri kiigiildiikge

azaldigr gortilmektedir.

Sekil 3.13 de v = 0.01 icin k = 107* ve h = 0.01 almarak t = 0 dan t = 4 e

kadar farkl zamanlarda K-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.13 zaman

degisirken dalganin nasil degistigini gostermektedir. Sekilden dalganin zamanla

sondiigi goriilmektedir.

Tablo 3.18: v = 0.01, k¥ = 10~ ve h nmn farkli degerleri icin K-USFY ile ¢ = 1 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

x h=0.00 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.077331  0.077908  0.078045  0.078062 0.078088
0.2 0.155144  0.155732  0.155883  0.155902 0.155934
0.3 0.233783  0.233398  0.233320  0.233311 0.233298
0.4 0.313404  0.310845 0.310172  0.310090 0.309953
0.5 0.394024  0.388018  0.386267  0.386049 0.385676
0.6 0.475579  0.464861  0.461436  0.460998 0.460236
0.7 0.557963  0.541300  0.535489  0.534724  0.533376
0.8 0.641043  0.617225  0.608193  0.606969 0.604781
0.9 0.720284  0.690870  0.678166  0.676377  0.673123
Lo 0.019959  0.007387  0.002068  0.001331
Lo 0.047161  0.017746  0.005112  0.003300

Tablo 3.19, v = 1, v

= 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve

k = 107 almarak x = 0.25, z = 0.5 ve z = 0.75 noktalarinda zaman degisirken

¢Oziimiin degisimini gostermektedir. Tabloda her bir v degeri icin elde edilen ntimerik

sonuclarin tam ¢oztimle kargilagtirilmas: verildi.
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Sekil 3.13: v = 0.01, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda K-USFY ile elde
edilen ¢oztimler. (Problem 2)

Tablo 3.19: h = 0.0125, k = 1075 ve v nin farkli degerleri icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarn tam coziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)
v=1 v=0.1 v =10.01
Tam Tam Tam
r K-USFY Coziim K-USFY Coézimm  K-USFY Coziim

0.25 0.1 0.261689 0.261480 0.562284 0.562577 0.614849 0.607363

0.5 0.005251 0.005227 0.277441 0.277468 0.317498 0.317320

1.0 0.000038 0.000038 0.165596 0.165599 0.194664 0.194690

2.0 0.000000 0.000000 0.069523 0.069514 0.109470 0.109482

3.0 0.000000 0.000000 0.027768 0.027759 0.076129 0.076134

0.5 0.1 0.383613 0.383422 0.893053 0.893047 1.004935 0.956007
0.5 0.007430 0.007398 0.515336 0.515398 0.614953 0.609886
1.0 0.000054 0.000053 0.298325 0.298343 0.386267 0.385676
2.0 0.000000 0.000000 0.110214 0.110199 0.218623 0.218588
3.0 0.000000 0.000000 0.041079 0.041065 0.152183 0.152180

0.75 0.1 0.281803 0.281573 0.791320 0.790873 0.944395 0.886707
0.5 0.005260 0.005235 0.571839 0.571914 0.872152 0.852123
1.0 0.000038 0.000038 0.295844 0.295857 0.572027 0.569319
2.0 0.000000 0.000000 0.088698 0.088680 0.327137 0.326926
3.0 0.000000 0.000000 0.030452 0.030440 0.227771 0.227743
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3.2.3 Problem 3’ iin K-USFY ile Coziimii

Tablo 3.20 de Problem 3 icin @ = 0, b = 8 ve v = 0.5 olmak iizere k = 10~*
alimarak farkli & degerleri icin K-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziim
kargilagtirildi. Ayrica farkli A degerleri igin elde edilen hata normlarmin da
kargilagtirildigr Tablo 3.20 den A konum adiminin degeri kiigiildiikge, Ly ve Lo, hata
normlariin azaldigi goriilmektedir.

Tablo 321 de @ = 0, b = 8, v = 0.5 olmak iizere k¥ = 10™* ve h = 0.025
alimarak farkh ¢ degerleri icin K-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam c¢oziimlerin
karsilastirilmas: verildi.

a=0,b=3ver =0.05olmak iizere £k = 107* ve h = 0.025 almarak farkh
t degerleri i¢in K-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam coziimler Tablo 3.22 de
kargilagtirildi.

Tablo 3.20: a =0, b =8, v = 0.5, k = 10~* ve h mmn farkh degerleri icin K-USFY ile
t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=01 h=0.05 h=0.025 Tam Cozim

0.5 0.152993 0.153247  0.153351  0.153273

1.0 0.265317 0.265678  0.265785  0.265771

1.5 0.303718 0.304029  0.304111  0.304125

2.0 0.261240 0.261375  0.261409 0.261421

2.5 0.172248 0.172186  0.172171 0.172169

3.0 0.088287 0.088123  0.088082  0.088070

3.5 0.036025 0.035872  0.035833  0.035820

4.0 0.011984 0.011891 0.011867  0.011859

4.5 0.003304 0.003261  0.003251  0.003246

5.0 0.000761 0.000746  0.000743  0.000741

Loy 0.000546 0.000120  0.000092

Lo 0.000462 0.000102  0.000154
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Tablo 3.21: a = 0, b = 8, v = 0.5, k = 107* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarm tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 3)
t=15 t=3 t=4.5
Tam Tam Tam
x K-USFY Coziim K-USFY Cozim  K-USFY Coziim
0.5 0.153351 0.153273 0.064326 0.064262 0.038032 0.037989
1.0 0.265785 0.265771 0.118859 0.118804 0.071911 0.071869
1.5 0.304111 0.304125 0.155128 0.155087 0.097969 0.097931
2.0 0.261409 0.261421 0.167649 0.167623 0.113419 0.113387
2.5 0.172171 0.172169 0.156308 0.156296 0.117008 0.116984
3.0 0.088082 0.088070 0.127386 0.127382 0.109507 0.109491
3.5 0.035833 0.035820 0.091326 0.091325 0.093695 0.093685
4.0 0.011867 0.011859 0.057977 0.057975 0.073610 0.073605
4.5 0.003251 0.003246 0.032847 0.032844 0.053303 0.053300
5.0 0.000743 0.000741 0.016739 0.016735 0.035717 0.035717
L, 0.000092 0.000079 0.000412
Lo 0.000154 0.000067 0.000742

Tablo 3.22: a = 0, b = 3, v = 0.05, k = 107* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarm tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 3)
t=1.5 t=3 t=4.5
Tam Tam Tam
T K-USFY Coziim K-USFY Coziim K-USFY Céziim
0.25 0.116247 0.116373 0.053734 0.053738 0.033644 0.033640
0.50 0.184295 0.184427 0.095070 0.095089 0.061647 0.061647
0.75 0.152079 0.152062 0.110241 0.110268 0.078040 0.078047
1.00 0.061650 0.061522 0.091876 0.091895 0.078064 0.078076
1.25 0.012873 0.012793 0.054058 0.054048 0.062423 0.062433
1.50 0.001595 0.001574 0.022653 0.022624 0.039664 0.039663
1.75 0.000126  0.000123 0.007076 0.007051 0.020201 0.020190
2.00 0.000006 0.000006 0.001718 0.001705 0.008438 0.008425
Lo 0.000119 0.000029 0.000018
Lo 0.000152 0.000030 0.000042
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Sekil 3.14 de a = 0, b = 1.2, v = 0.005 icin k = 10~* ve h = 0.01 almarak t = 0
dan t = 4 e kadar farkli zamanlarda Problem 3’ iin K-USFY ile elde edilen ¢oziimleri

verildi. Sekilden dalganin zamanla sola dogru kayarak sondiigii gortilmektedir.

Sekil 3.14: a = 0, b = 1.2, v = 0.005, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkhi zamanlarda
K-USFY ile elde edilen ¢oziimler. (Problem 3)
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3.3 Crank-Nicolson Ustel Sonlu Fark Yéntemi

Is1 denklemi i¢in Crank-Nicolson iistel sonlu fark yaklagimi

A , 20 — @) @ 2071t _ @itl _ git!
07 = 0l exp {—g < - é—jl Ly @ZJ_I as (3.3.1)

olur. Ist denklemi igin sir sartlar1 ©, (0,t) = ©, (1,t) = 0 oldugundan (3.3.1) fark
yaklagimi

1 = 0 i¢in;

A A - i
O = @oexp{ 5 ( = + o

1=1,2,...,n—1 icin;

: : 20/ —@!  —el,, 20/ _ef —el]
@ﬁl;@hmp{—g< : 6; e éﬁ SE (3.3.2)

2 K3

: . ) i1
O/t — @ exp _r 20], — 2@£L—1 n 207+ _'261:1
n n 2 @‘;L @.7]1

olur. (3.3.2) sisteminden elde edilen ¢oziimler

. e e
U{:—% (%),i:m,...,nq (3.3.3)

doniigimii yardimiyla Burger denkleminin ¢éziimiine doniigtiiriliir. (3.3.2) denklem
sistemi bir non-lineer denklem sistemidir. V = [@?H, ortt ., @R?L_IJT olmak tizere
bu sistem
F(V)=0 (3.3.4)
seklinde gosterilebilir. Bu sistemi Newton yontemi ile ¢ozmek i¢in agagidaki adimlar
izlenir:
1. VO degerlerinin belirlenmesi

2.m=20,1,2,... i¢in
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J(VI)§m) = —F (V™) sisteminin ¢oziimii
V) — v 1 507 hesaplanmasi.
Burada J(V(™) analitik olarak hesaplanan Jacobian matristir[14]. Newton
iterasyonu i¢in durdurma kriteri olarak HF(V(’”))HOo < 107° alinmistar.
Crank-Nicolson iistel sonlu fark yonteminin Burger denkleminin ¢oziimi igin
uygun bir yontem oldugunu gostermek amaciyla sonraki kisimda, ikinci boliimde
verilen 1i¢c model problemin ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen bu c¢oziimler tam
¢oziimlerle karsilagtirildi. Bulunan sonuclarin analitik ¢oziime yakinligini gormek

amaciyla Lo ve L., hata normlar1 hesaplandi.

3.3.1 Problem 1’ in CN-USFY ile Coziimii

Bu kisimda Crank-Nicolson yontemi ile Problem 17 in ¢6ziimii aragtirilirken
v =1, 0.1 ve 0.01 olarak almd1. Ilk olarak v = 1, k = 107% ve farkli h degerleri
alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 3.23 de verildi. Bu tabloda h
nin farkh degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi.
Tabloda farkli A degerleri i¢in bulunan L, ve L., hata normlar: incelendiginde A nin
degeri kiigiildiik¢e, yani konum icin boliintii sayisi arttikca her iki hata normunun

da azaldig1 goriillmektedir.

Tablo 3.23: v = 1, k = 107¢ ve h nin farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.06 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Coztim
0.1 0.109315  0.109487  0.109535  0.109543  0.109538
0.2 0.209362  0.209689  0.209776  0.209789  0.209792
0.3 0.291296  0.291751  0.291869  0.291885  0.291896
0.4 0.347205  0.347748  0.347889  0.347908  0.347924
0.5 0.370806  0.371389  0.371539  0.371559  0.371577
0.6 0.358297  0.358863  0.359009  0.359029  0.359046
0.7 0.309257  0.309748  0.309876  0.309893  0.309905
0.8 0.227340  0.227703  0.227800  0.227814  0.227817
0.9 0.120435  0.120629  0.120683  0.120692  0.120687
Lo 0.000546  0.000132  0.000025  0.000012
Lo 0.000772  0.000189  0.000038  0.000018
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Sekil 3.15 de v = 1 icin k = 107* ve h = 0.025 alinarak t = 0 dan t = 0.3 e
kadar farkli zamanlarda CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Dalganin zamanla
degisimini gosteren Sekil 3.15 den =zaman arttikca dalganin  sondigi

goriilmektedir.

Sekil 3.15: v = 1, k = 107* ve h = 0.025 icin farkhh zamanlarda CN-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 1)

v =0.1, k = 107° ve farkli h degerleri icin t = 0.5 aninda elde edilen sonuclar
Tablo 3.24 de verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oztimle karsilagtirildi. Tablo 3.24 den Ly ve L., hata normlar:
kargilagtirildiginda h nin degeri kiigiildiikce hatanin azaldigi gortilmektedir.

Sekil 3.16 da v = 0.1 icin & = 107* ve h = 0.01 almarak ¢ = 0 dan
t = 3 e kadar farkh zamanlarda CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.16
dalganin zamanla degisimini gostermektedir. Sekilden dalganin zamanla sondiigii
goriilmektedir.

v = 0.01, k = 107° ve farkli h degerleri icin t = 1 aninda elde edilen sonuclar
Tablo 3.25 de gosterildi. Bu tabloda h nin farklh degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayni1 zamanda farkli A degerlerine karsilik
gelen Ly ve Lo, hata normlarinin karsilagtirilmasi Tablo 3.25 de verildi. Tablodan h

nin degeri kiigiildiikce hata normunun da azaldigi goriillmektedir.
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Tablo 3.24: v = 0.1, k = 10° ve h nn farkl degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.5 te

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109608  0.109844  0.109906  0.109916  0.109916
0.2 0.217455  0.217905  0.218020  0.218036  0.218050
0.3 0.321359  0.321988  0.322147  0.322167  0.322193
0.4 0.418019  0.418783  0.418975  0.418999  0.419034
0.5 0.501643  0.502503  0.502721  0.502748  0.502789
0.6 0.561065  0.562009  0.562249  0.562279  0.562325
0.7 0.574459  0.575502  0.575768  0.575802  0.575851
0.8 0.504063  0.505157  0.505440  0.505477  0.505521
0.9 0.308265  0.309081  0.309300  0.309331  0.309346
Lo 0.001015  0.000252  0.000057  0.000033
Ly 0.001458  0.000366  0.000084  0.000049

Sekil 3.16: v = 0.1, k = 107* ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda CN-USFY ile elde

edilen ¢oztimler. (Problem 1)
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Tablo 3.25: v = 0.01, k = 1075 ve h mn farkli degerleri icin CON-USFY ile t = 1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.074578  0.075189  0.075335  0.075352  0.075382
0.2 0.149787  0.150427  0.150590  0.150610  0.150645
0.3 0.226084  0.225750  0.225684  0.225677  0.225666
0.4 0.303691  0.301179  0.300524  0.300445  0.300309
0.5 0.382643  0.376705  0.375001  0.374789  0.374420
0.6 0.462860  0.452290  0.448981  0.448561 0.447816
0.7 0.544203  0.527859  0.522295  0.521569  0.520268
0.8 0.626502  0.603287  0.594713  0.593562  0.591476
0.9 0.704967  0.666154  0.664740 0.663077  0.660019
Lo 0.019185  0.006977  0.001949  0.001259
Lo 0.044947  0.016632  0.004764  0.003091

Sekil 3.17 de v = 0.01 i¢in k = 107* ve h = 0.01 alnarak t = 0 dan t = 4
e kadar farkli zamanlarda CN-USFY ile bulunan sonuclar verildi. Sekil 3.17 den
dalganin zamanla degisimi izlenmektedir. Sekilden zaman artarken dalganin sondiigi
goriilmektedir.

Tablo 3.26 da v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107
alinarak x = 0.25, x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oziimiin
degisimi incelendi. Tabloda bu v degerleri igin elde edilen sonuclarin tam ¢oziimle

kargilagtirilmasi verildi.

Sekil 3.17: v = 0.01, k = 10~ ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda CN-USFY ile elde

edilen ¢oztimler. (Problem 1)
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Tablo 3.26: b = 0.0125, k = 107° ve v nin farkli degerleri icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)

v=1 vr=20.1 v =0.01
Tam Tam Tam
r ot ON-USFY Coziim  CN-USFY (oziim  CN-USFY Coziim
0.25 0.1 0.253712 0.253638 0.533864 0.534143 0.571919 0.566328
0.5 0.005077 0.005065 0.270752 0.270790 0.301292 0.301151
1.0 0.000037 0.000036 0.162554 0.162565 0.188163 0.188194
2.0 0.000000 0.000000 0.068209 0.068206 0.107367 0.107381
3.0 0.000000 0.000000 0.027208 0.027202 0.075108 0.075114
0.5 0.1 0.371630 0.371577 0.877254 0.877280 0.993672 0.947414
0.5 0.007185 0.007169 0.502721 0.502789 0.593237 0.588696
1.0 0.000052 0.000052 0.291889 0.291916 0.375001 0.374420
2.0 0.000000 0.000000 0.107896 0.107890 0.214596 0.214558
3.0 0.000000 0.000000 0.040214 0.040205 0.150182 0.150179
0.7 0.1 0.272663 0.272582 0.762231 0.761797 0.915667 0.860129
0.5 0.005086 0.005073 0.554027 0.554111 0.856298 0.838033
1.0 0.000037 0.000036 0.287448 0.287474 0.558634 0.556051
2.0 0.000000 0.000000 0.086587 0.086579 0.321507 0.321282
3.0 0.000000 0.000000 0.029780 0.029772 0.224844 (0.224811

3.3.2 Problem 2’ nin CN-USFY ile Céziimii

Bu kisimda Problem 2’ nin Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi ile ¢oziimii
v =1, 0.1 ve 0.01 i¢in incelendi. Ik olarak v = 1, k = 1076 ve farkli & degerleri
alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 3.27 de verildi. Bu tabloda h

nin farkh degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi.

Ayrica tabloda farkl h degerleri i¢in bulunan hata normlar: kargilagtirildi. Tablodan

Ly ve Ly, hata normlarinin A nin degeri kiigiildiik¢e, yani konum i¢in béliintii sayisi

arttikca azaldigr goriilmektedir.
Sekil 3.18 de v = 1 icin k = 107 ve h = 0.025 alimarak t = 0 dan ¢ = 0.3 e kadar
farkl zamanlarda CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.18 den dalganin

zamanla degisimi incelendiginde dalganin zaman artarken sondiigii goriilmektedir.
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Tablo 3.27: v = 1, k = 107¢ ve h nin farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.112664  0.112840  0.112890  0.112898  0.112892
0.2 0.215811  0.216147  0.216236  0.216249 0.216252
0.3 0.300348  0.300816  0.300938  0.300955  0.300966
0.4 0.358122  0.358682  0.358827  0.358847  0.358863
0.5 0.382626  0.383228  0.383383  0.383404  0.383422
0.6 0.369884  0.370469  0.370621  0.370641 0.370658
0.7 0.319396  0.319903  0.320036  0.320054  0.320066
0.8 0.234878  0.235253  0.235353  0.235367  0.235371
0.9 0.124458  0.124659  0.124715  0.124724 0.124718
Lo 0.000563  0.000136  0.000026  0.000012
Lo 0.000796  0.000195  0.000039  0.000018

Sekil 3.18: v =1, k = 107* ve h = 0.025 icin farkhi zamanlarda CN-USFY ile elde

edilen ¢oztimler. (Problem 2)

v = 0.1, k = 107 ve farkli h degerleri alinarak ¢ = 0.5 aninda elde edilen
sonugclar Tablo 3.28 de verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tablo 3.28 de farkli h degerleri i¢in verilen
hata normlar1 incelendiginde Lo ve L., hata normlarmin A nin degeri kiigiildiikge

azaldig1 goriilmektedir.
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Sekil 3.19 da v = 0.1 icin &k = 10™* ve h = 0.01 alinarak ¢t = 0 dan ¢ = 3 e kadar
farkli zamanlarda CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.19 da dalganm

degisimi incelendiginde dalganin zamanla sondiigii goriilmektedir.

Tablo 3.28: v = 0.1, k = 10° ve h mn farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.5 te

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.06 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam Coziim
0.1 0.112360  0.112593  0.112655 0.112664  0.112664
0.2 0.222864  0.223311  0.223425  0.223440  0.223454
0.3 0.329271  0.329900  0.330059  0.330080  0.330105
0.4 0.428293  0.429063  0.429257  0.429282  0.429317
0.5 0.514235  0.515108  0.515329  0.515356  0.515398
0.6 0.576040  0.577001  0.577245  0.577275  0.577323
0.7 0.591628  0.592688  0.592959  0.592993  0.593043
0.8 0.521613  0.522728  0.523017  0.523055  0.523100
0.9 0.320641  0.321480  0.321705  0.321738  0.321752
Loy 0.001031  0.000256  0.000058  0.000033
L 0.001487  0.000373  0.000086  0.000050

Sekil 3.19: v = 0.1, k = 107* ve h = 0.01 icin farkl zamanlarda CN-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)

Tablo 3.29 da v = 0.01, k = 107° ve farkhi h degerleri alinarak ¢ = 1 aninda
elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda h nin farkh degerleri i¢in bulunan sonuglarin
birbirleriyle ve tam c¢oziimle karsilagtirilmasi sunuldu. Ayrica tabloda farkli A
degerleri i¢in elde edilen hata normlarinin da karsilastirilmas: verildi. Tablo 3.29

dan Ly ve Ly hata normlarinin h nin degeri kiictildiikce azaldigr goriilmektedir.
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Dalganin zamanla degisimini gozlemlemek amaciyla Sekil 3.20 de v = 0.01 i¢in

E = 107* ve h = 0.01 alinarak t = 0 dan t = 4 e kadar farkli zamanlarda

CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler verildi. Sekil 3.20 incelendiginde dalganin zamanla

sondiigi goriilmektedir.

Tablo 3.29: v = 0.01, k = 107® ve h mn farkl degerleri icin CN-USFY ile t = 1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.077330  0.077907  0.078044  0.078060 0.078088
0.2 0.155144  0.155731  0.155882  0.155901 0.155934
0.3 0.233783  0.233398  0.233320  0.233311 0.233298
0.4 0.313406  0.310848  0.310175  0.310093 0.309953
0.5 0.394031  0.388026  0.386275  0.386057  0.385676
0.6 0.475592  0.464876  0.461450  0.461012 0.460236
0.7 0.557984  0.541323  0.535512  0.534748 0.533376
0.8 0.641075  0.617260 0.608228  0.607004  0.604781
0.9 0.720331  0.690919  0.678215  0.676425 0.673123
Ly 0.019979  0.007407  0.002089  0.001351
L 0.047208  0.017796  0.005164  0.003351

Sekil 3.20: v = 0.01, k = 10~ ve h = 0.01 icin farkl zamanlarda CN-USFY ile elde
edilen ¢oziimler. (Problem 2)

o6



Tablo 3.30 da v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 1075

almarak r = 0.25, x = 0.5 ve = 0.75 noktalarinda zaman degisirken ¢oztimiin

degisimi incelendi. Tabloda bu degerler icin CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile

tam c¢oziimlerin kargilagtirilmas: yapildi.

Tablo 3.30: b = 0.0125, k = 107® ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)

v=1 vr=20.1 v =10.01
Tam Tam Tam
r ot CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY (oziim
025 0.1 0.261558 0.261480  0.562277 0.562577  0.614858 0.607363
0.5 0.005239 0.005227  0.277430 0.277468  0.317499 0.317320
1.0 0.000038 0.000038  0.165588 0.165599  0.194663 0.194690
2.0 0.000000 0.000000  0.069517 0.069514  0.109469 0.109482
3.0 0.000000 0.000000  0.027765 0.027759  0.076129 0.076134
0.5 0.1 0.383479 0.383422  0.893055 0.893047  1.004960 0.956007
0.5 0.007414 0.007398  0.515329 0.515398  0.614980 0.609886
1.0 0.000053 0.000053  0.298316 0.298343  0.386275 0.385676
2.0 0.000000 0.000000  0.110205 0.110199  0.218624 0.218588
3.0 0.000000 0.000000  0.041074 0.041065  0.152183 0.152180
0.75 0.1 0.281659 0.281573  0.791321 0.790873  0.944369 0.886707
0.5 0.005248 0.005235  0.571829 0.571914  0.872221 0.852123
1.0 0.000038 0.000038  0.295829 0.295857  0.572056 0.569319
2.0 0.000000 0.000000  0.088690 0.083630  0.327143 0.326926
3.0 0.000000 0.000000  0.030447 0.030440  0.227773 0.227743

3.3.3 Problem 3’ iin CN-USFY ile Coziimii

Tablo 3.31 de @ = 0, b = 8 ve v = 0.5 olmak iizere k = 10~* alnarak

farkll  degerleri icin ¢ = 1.5 de CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziim

kargilagtirildi. Bu kargilagtirmanin yani sira farkli h degerlerine kargilik gelen hata

normlarida karsilagtirildi. Tablo 3.31 den h konum adiminin degeri kiiciildiikge Lo

ve L., hata normlarinin azaldigi goriilmektedir.
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Tablo 3.31: a =0,b=28, v =0.5, k = 10~* ve h min farkli degerleri icin CN-USFY
ile t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=0.1 h=0.05 h=0.025 Tam Coziim

0.5 0.152976 0.153218  0.153299 0.153273

1.0 0.265306 0.265662  0.265759 0.265771

1.5 0.303714 0.304024  0.304103 0.304125

2.0 0.261243 0.261377  0.261411 0.261421

2.5 0.172252 0.172190 0.172175 0.172169

3.0 0.088289 0.088125  0.088084  0.088070

3.5 0.036025 0.035872  0.035833 0.035820

4.0 0.011984 0.011890 0.011867  0.011859

4.5 0.003303 0.003261  0.003250 0.003246

5.0 0.000761 0.000746  0.000742 0.000741

Lo 0.000557 0.000131  0.000045

L 0.000472 0.000113  0.000075

Tablo 3.32 de Problem 3 icin a = 0, b = 8, v = 0.5 olmak iizere k = 10~* ve
h = 0.025 alinarak farkl ¢ degerleri icin CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam
¢oziimler karsilastirildi. Tabloda ele alinan her ¢ degeri i¢in elde edilen hata normlar:

da verildi.

Tablo 3.32: a = 0, b = 8, v = 0.5, k = 107%, h = 0.025 icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=15 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim
0.5 0.153299 0.153273  0.064292 0.064262  0.038010 0.037989
1.0 0.265759 0.265771  0.118828 0.118804  0.071889 0.071869
1.5 0.304103 0.304125  0.155103 0.155087  0.097948 0.097931
2.0 0.261411 0.261421  0.167632 0.167623  0.113401 0.113387
2.5 0.172175 0.172169  0.156299 0.156296  0.116994 0.116984
3.0 0.088084 0.088070  0.127383 0.127382  0.109497 0.109491
3.5 0.035833 0.035820  0.091326 0.091325  0.093689 0.093685
4.0 0.011867 0.011859  0.057977 0.057975  0.073608 0.073605
4.5 0.003250 0.003246  0.032848 0.032844  0.053302 0.053300
5.0 0.000742 0.000741  0.016739 0.016735  0.035717 0.035717
Ly 0.000045 0.000039 0.000409
Leo 0.000075 0.000038 0.000743
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Tablo 3.33de a = 0, b = 3 ve v = 0.05 icin k = 10™* ve h = 0.025 alinarak farkh

t zamanlarmda CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam coziimler karsilagtirilda.

Ele alinan her ¢ degeri icin elde edilen hata normlar1 tabloda verildi.

Tablo 3.33: a =0, b = 3, v = 0.05, k = 107* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=1.5 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY (Coziim
0.25 0.116239 0.116373  0.053728 0.053738  0.033640 0.033640
0.50 0.184293 0.184427  0.095065 0.095089  0.061642 0.061647
0.75 0.152082 0.152062  0.110239 0.110268  0.078037 0.078047
1.00 0.061651 0.061522  0.091876 0.091895  0.078062 0.078076
1.25 0.012873 0.012793  0.054060 0.054048  0.062423 0.062433
1.50 0.001595 0.001574  0.022654 0.022624  0.039665 0.039663
1.75 0.000126 0.000123  0.007075 0.007051  0.020201 0.020190
2.00 0.000006 0.000006  0.001717 0.001705  0.008438 0.008425
L, 0.000122 0.000030 0.000019

Loo 0.000157 0.000030 0.000042

Sekil 321 de a =0, b= 1.2, v = 0.005 icin k = 10~* ve h = 0.01 almarak t = 0

dan t = 4 e kadar farkli zamanlarda Problem 3’ iin CN-USFY yéntemi ile elde edilen

¢oziimleri verildi.

Sekil 3.21: a =0, b = 1.2, v = 0.005, k = 10~* ve h = 0.01 icin farkli zamanlarda

CN-USFY ile elde edilen ¢oziimler. (Problem 3)
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3.3.4 Sonug

Bu boliimde agik, kapali ve Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemleri
kullanilarak Hopf-Cole dontigtimii ile lineerlestirilen Burger denkleminin ¢oziimii elde
edildi. Bu ii¢ farkli yontem ti¢ farkli model probleme uygulandi. Farkli konum adima,
zaman adimi ve v viskosity degerleri icin elde edilen sonuclar tablo ve grafikler
ile verildi. Tablolarda bu farkli degerler i¢in elde edilen sonuclar tam coztimlerle
karsilastirildi. Sonuclarin tam ¢oziime ne kadar yakin oldugunu gormek amaciyla Lo
ve L. hata normlar1 hesaplanip, tablolara eklendi. Hata normlarindan ve
kargilagtirmalardan Hopf-Cole dontistimii ile lineerlestirilen Burger denklemine

uygulanan tistel sonlu fark yontemlerinin analitik sonuclarla uyumlu oldugu gozlendi.
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Boliim 4
BURGER DENKLEMININ KAPALI,
TAMAMEN KAPALI VE CRANK-NICOLSON
USTEL SONLU FARK YONTEMLERI ILE
COzZUMU

Bu bélimde Burger denkleminin ¢oziimii igin denklemin (2.5.1) ile verilen
non-lineer formuna direkt uygulanmak tizere i¢ yeni yontem tanimlandi. Bunlar;

e Kapal iistel sonlu fark yontemi (K-USFY)

e Tamamen kapali iistel sonlu fark yontemi (TK-USFY)

e Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi (CN-USFY)
dir. Her bir yontem daha once belirtilen iic model probleme uygulandi. Elde edilen

niimerik ¢oztimler analitik ¢oziimlerle karsilagtirildi.

4.1 Kapali, Tamamen Kapali ve Crank-Nicolson Ustel Sonlu

Fark Yontemleri
Burger denklemi

ot " Yor  Vox2

dir. Burada u = A sabit sayis1 alinarak (4.1.1) denklemi lineerlestirilmis olur.

—0 (4.1.1)

ou ou 0%u

alinip (4.1.2) denkleminin her iki tarafi u ile boliinerek

10u 1 ou J%u
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Olnu 1 ou d%u

ifadesi elde edilir. (4.1.4) denklemindeki kismi tiirevler yerine sonlu fark yaklagimlar:

aliirsa,
k Ty oh TV e (4.1.5)
olur. Bu son ifadeyi
| U vk [ An (U, -UL) N (UL, —2U/ +U/,)) (4.16)
n Uij =7 5 U,-j Uz-j 1.

seklinde de yazabiliriz. Buradan,

vk

i [ (U~ UL) (UL~ 207 1 L)
h? /

WU 7

Ut = U7 exp {

} (417

olur. Boylece Burger denklemi i¢in acik iistel sonlu fark yontemi elde edilmig olur.
Bu yo6ntem 1990 yilinda Bhattacharya[5] tarafindan elde edilmistir. Bhattacharya
tarafindan elde edilen bu yontemden yola ¢ikarak Burger denkleminin ¢éziimii i¢in
kapali tstel sonlu fark yontemi, tamamen kapali tistel sonlu fark yontemi ve
Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Kapal iistel sonlu fark yontemi (K-I"JSFY) i¢in sonlu fark yaklagimi

vk
h2

_hUij (Uijrll — Ui]jll) + (Uijjll - 2Uij+1 + Ufff)
2v U’ U’

K3 K3

Ut = U/ exp {

|

Tamamen kapali iistel sonlu fark yontemi (TK—USFY) icin sonlu fark yaklagimi

}

(4.1.9)

olur.

vk
h2

P (U - U | (0 a0 i)
v Ul Ul

3 3

Ut = U exp {

seklinde elde edilir.
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Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi (CN—USFY) i¢in sonlu fark yaklagmi

e [ (Ul ) | (U sl )
Uz] = Uz] exp{m |:—7 + Uz‘j - + L UL] -

(4.1.10)

olur. Gortldigi gibi (4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.10) denklemleri ile belirtilen her bir

yontem bir non-lineer denklem sistemi vermektedir. Bu nedenle

V= [t ot o)t

olmak tizere her bir yontem i¢in her zaman adiminda

F(V)=0 (4.1.11)

seklinde bir non-lineer denklem sistemi ¢ozmek gerekir. Bu amagla Newton
yontemi agagidaki gibi uygulanir.
1. VO degerlerinin belirlenmesi
2.m=0,1,2,.. i¢in
J(VI)§m) = —F (VM) sisteminin ¢oziimii
V) — v 4 507 hesaplanmasi
Burada J(V(™) analitik olarak hesaplanan Jacobian matristir[14]. Newton
iterasyonu i¢in durdurma kriteri olarak HF(V(’”))HOO < 107° alinmistar.
Burger denkleminin ¢oztimii i¢in kapali, tamamen kapali ve Crank-Nicolson iistel
sonlu fark yontemlerinin uygun oldugunu gostermek amaciyla yontemler model
problemlere uygulandi. Elde edilen sonuclara gore cizilen grafikler iigiincii

boltimde verilen grafiklerle benzer oldugundan sonuglar sadece tablolar halinde verildi.
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4.1.1 Problem 1’ in K-USFY ile Coziimii

Bu kisimda Problem 17 in kapali iistel sonlu fark yontemi ile ¢oziimii aragtirilirken
v =1, 0.1 ve 0.01 olarak almdi. Ilk olarak v = 1, k = 10~ ve farkli h degerleri
alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 4.1 de verildi. Bu tabloda h
nin farkh degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi.
Tablodan farkli h degerleri icin elde edilen hata normlar1 kargilagtirildiginda Ly ve

L., hata normlarinin A nin degeri kiigiildiikce azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.1: v =1, k = 107 ve h mm farkli degerleri icin K-USFY ile t = 0.1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109737  0.109595  0.109560  0.109556  0.109538
0.2 0.210184  0.209905  0.209835  0.209826  0.209792
0.3 0.292464  0.292059  0.291958  0.291945  0.291896
0.4 0.348637  0.348127  0.348000  0.347984  0.347924
0.5 0.372384  0.371806  0.371662  0.371644  0.371577
0.6 0.359872  0.359279  0.359131  0.359113  0.359046
0.7 0.310656  0.310116  0.309981  0.309965  0.309905
0.8 0.228393  0.227979  0.227875  0.227817  0.227817
0.9 0.121000  0.120774  0.120718  0.120687  0.120687
Lo 0.000579  0.000164  0.000060  0.000048
L 0.000827  0.000234  0.000086  0.000068

v = 0.1, k = 107 ve farkli h degerleri alinarak ¢+ = 0.1 aninda elde edilen
sonuclar Tablo 4.2 de verildi. Bu tabloda A nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirilirken, her bir & degerine karsilik gelen hata
normlar1 da karsilagtirildi. Hata normlarimin karsilagtirilmasindan L, ve L., hata
normlarinin A nin degeri kiigiildiikce azaldigr gortilmektedir.

Tablo 4.3 de v = 0.01, k = 107 ve farkhi h degerleri alinarak ¢ = 0.1 aninda
elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda K-USFY ile & nin farkli degerleri icin bulunan
sonugclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayrica farkh A degerlerine karsilik
gelen hata normlar1 da karsilagtirildi. Tablo 4.3 den Ly ve L., hata normlarinin h

nin degeri kiigiildiikce azaldigr goriilmektedir.
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Tablo 4.2: v = 0.1, k = 1075 ve h nm farkli degerleri icin K-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.223596  0.223487  0.223460  0.223457  0.223450
0.2 0.436093  0.435876  0.435822  0.435816  0.435802
0.3 0.625543  0.625226  0.625147  0.625138  0.625118
0.4 0.778253  0.777855  0.777755  0.777744  0.777721
0.5 0.877862  0.877425 0.877316  0.877303  0.877280
0.6 0.904769  0.904376  0.904278  0.904266  0.904247
0.7 0.837230  0.836997  0.836938  0.836931  0.836923
0.8 0.657304  0.657303  0.657302  0.657302  0.657306
0.9 0.365597  0.365714  0.365742  0.365746  0.365754
Lo 0.000361  0.000090  0.000023  0.000015
Ly 0.000582  0.000146  0.000037  0.000024

Tablo 4.3: v = 0.01, k = 107® ve h nin farkh degerleri icin K-USFY ile ¢ = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.060 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.236099  0.235981  0.235952  0.235948  0.235941
0.2 0.461538 0.461304 0.461245 0.461238  0.461225
0.3 0.664788  0.664441  0.664354 0.664344  0.664325
0.4 0.832455 0.832011  0.831900 0.831886  0.831864
0.5 0.948075  0.947577  0.947453  0.947438  0.947414
0.6 0.990742  0.990299  0.990188  0.990175  0.990156
0.7 0.934357  0.934186  0.934141  0.934136  0.934131
0.8 0.750880  0.751232  0.751317  0.751327  0.751416
0.9 0.426913  0.427564  0.427726  0.427746  0.427646
Lo 0.000526  0.000274  0.000264  0.000156
Lo 0.001035  0.001455  0.001547  0.000785

Tablo 4.4 de v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107°
alinarak x = 0.25, x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oztimiin
degisimi incelendi. Her bir v degeri icin K-USFY ile elde edilen niimerik ¢oziimler

tam c¢oziimlerle kargilagtirildi.
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Tablo 4.4: h = 0.0125, & = 107° ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarm tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)
v=1 v=20.1 v =0.01
Tam Tam Tam
rt K-USFY Coziim K-USFY Cézim  K-USFY Coziim

0.25 0.1 0.253690 0.253638 0.534168 0.534143 0.566353 0.566328

0.5 0.005071 0.005065 0.270812 0.270790 0.301168 0.301151

1.0 0.000037 0.000036 0.162589 0.162565 0.188201 0.188194

2.0 0.000000 0.000000 0.068234 0.068206 0.107384 0.107381

3.0 0.000000 0.000000 0.027219 0.027202 0.075115 0.075114

0.5 0.1 0.371662 0.371577 0.877316 0.877280 0.947453 0.947414
0.5 0.007177 0.007169 0.502864 0.502789 0.588738 (.588696
1.0 0.000052 0.000052 0.292002 0.291916 0.374436 0.374420
2.0 0.000000  0.000000 0.107947 0.107890 0.214563 0.214558
3.0 0.000000 0.000000 0.040232 0.040205 0.150182 0.150179

0.75 0.1 0.272650 0.272582 0.761803 0.761797 0.860116 0.860129
0.5 0.005079 0.005073 0.554361 0.554111 0.838160 0.838033
1.0 0.000037  0.000036 0.287663 0.287474 0.556083 0.556051
2.0 0.000000  0.000000 0.086638 0.086579 0.321295 0.321282
3.0 0.000000  0.000000 0.029794 0.029772 0.224845 0.224811

4.1.2 Problem 2’ nin K-USFY ile Coziimii

Burada Problem 2’ nin v = 1, 0.1 ve 0.01 degerleri igin kapali iistel sonlu fark
yontemi ile ¢oziimleri verildi. Ik olarak v = 1, k = 1075 ve farkh h degerleri
alinarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 4.5 de verildi. Bu tabloda h
nin farkh degerleri i¢in bulunan sonugclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi.
Ayrica tabloda h nin farkli degerleri icin elde edilen hata normlari da kargilagtirildi.
Tablodan Ly ve L. hata normlarmin A nin degeri kii¢iildiikge, yani konum igin
boliintii sayis1 arttikca azaldigi goriilmektedir.

v =0.1, k = 1075 ve farkli h degerleri icin t = 0.1 aninda elde edilen sonuclar
Tablo 4.6 da verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri icin K-USFY ile bulunan
sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tablo 4.6 dan h degerlerine
karsilik gelen hata normlari incelendiginde Ly ve L., hata normlarinin h nin degeri

kiictldikce azaldigr gortilmektedir.
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Tablo 4.5: v =1, k = 107° ve h nin farkh degerleri icin K-USFY ile t = 0.1 de elde

edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 hAh=0.01 Tam Cozim
0.1 0.113097  0.112951  0.112915  0.112910 0.112892
0.2 0.216654  0.216368  0.216296  0.216288 0.216252
0.3 0.301549  0.301133  0.301029  0.301016 0.300966
0.4 0.359596  0.359072  0.358941  0.358925 0.358863
0.5 0.384254  0.383658  0.383509  0.383492 0.383422
0.6 0.371511  0.370899  0.370746  0.370727  0.370658
0.7 0.320844  0.320285  0.320145  0.320128 0.320066
0.8 0.235969  0.235539  0.235431  0.235418 0.235371
0.9 0.125044  0.124809  0.124751  0.124744 0.124718
Lo 0.000597  0.000169  0.000062  0.000049
L 0.000853  0.000242  0.000087  0.000070

Tablo 4.6: v = 0.1, k = 107 ve h nmn farkli degerleri icin K-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.06 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam (oziim
0.1 0.240200  0.239971  0.239914  0.239907  0.239892
0.2 0.462856  0.462573  0.462501  0.462492  0.462474
0.3 0.653442  0.653219  0.653163  0.653156  0.653141
0.4 0.800505  0.800321  0.800276  0.800270  0.800259
0.5 0.893316  0.893113  0.893063  0.893057  0.893047
0.6 0.919037  0.918776  0.918711  0.918703  0.918692
0.7 0.860018  0.859661  0.859571  0.859560  0.859545
0.8 0.692494  0.691994  0.691867 0.691852  0.691828
0.9 0.397046  0.396557  0.396433  0.396418  0.396394
Lo 0.000409  0.000103  0.000025  0.000016
L 0.000721  0.000181  0.000043  0.000027

Tablo 4.7 de v = 0.01, k = 107 ve farkhi h degerleri alinarak ¢ = 0.1 aninda
elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda da h nin farkl degerleri i¢in elde edilen
niimerik ¢oziimler birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi. Tabloda her bir h ya
karsilik gelen hata normlari da karsilastirildi. Ly ve L., hata normlarinin Tablo 4.7
incelendiginde A nin degeri kiigiildiikge azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.8 de v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107°
alinarak x = 0.25, x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oztimiin
degisimi incelendi. Bu v degerleri icin elde edilen niimerik sonuclar tam ¢oziimlerle

kargilagtirildi.
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Tablo 4.7: v = 0.01, k = 107® ve h mn farkh degerleri icin K-USFY ile ¢ = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.266310  0.266177  0.266139  0.266135 0.266125
0.2 0.503019 0.502951  0.502935 0.502933 0.502929
0.3 0.701633 0.701530  0.701505  0.701502 0.701496
0.4 0.855544  0.855390  0.855351  0.855347  0.855340
0.5 0.956294  0.956076  0.956022  0.956015 0.956007
0.6 0.992379  0.992082  0.992008  0.991999 0.991987
0.7 0.947411  0.947021  0.946924  0.946912 0.946894
0.8 0.796605  0.796123  0.796003  0.795989 0.795971
0.9 0.499053  0.498605  0.498486  0.498472  0.497662
Lo 0.000543 0.001073  0.001079  0.000713
Lo 0.001747  0.004638  0.006360  0.003565

Tablo 4.8: h = 0.0125, k = 107° ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)
v=1 v=20.1 v =10.01
Tam Tam Tam
r K-USFY Coziim K-USFY Coézimm  K-USFY Coziim

0.25 0.1 0.261534 0.261480 0.562602 0.562577 0.607370 0.607363

0.5 0.005233 0.005227 0.277489 0.277468 0.317336 0.317320

1.0 0.000038 0.000038 0.165623 0.165599 0.194700 0.194690

2.0 0.000000 0.000000 0.069542 0.069514 0.109485 0.109482

3.0 0.000000 0.000000 0.027776 0.027759 0.076136 0.076134

05 0.1 0.383509 0.383422 0.893063 0.893047 0.956022 0.956007
0.5 0.007406 0.007398 0.515471 0.515398 0.609911 0.609886
1.0 0.000053 0.000053 0.298431 0.298343 0.385690 0.385676
2.0 0.000000 0.000000 0.110257 0.110199 0.218594 0.218588
3.0 0.000000 0.000000 0.041093 0.041065 0.152183 0.152180

0.75 0.1 0.281643 0.281573 0.790905 0.790873 0.886728 0.886708
0.5 0.005241 0.005235 0.572177 0.571914 0.852209 0.852123
1.0 0.000038 0.000038 0.296053 0.295857 0.569340 0.569319
2.0 0.000000 0.000000 0.088742 0.088680 0.326938 0.326926
3.0 0.000000 0.000000 0.030462 0.030440 0.227776 0.227743
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4.1.3 Problem 3’ iin K-USFY ile Coziimii

Tablo 49 daa =0,b =8 ve v = 0.5 icin k = 10~* almarak farkli h degerleri
icin ¢t = 1.5 de K-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziim karsilagtirildi. Tablo
4.9 dan farkli h degerleri i¢in hesaplanan hata normlarinin karsilagtirilmasindan h

konum adiminin degeri kiiciildiikge Lo ve L, hata normlarinin azaldig: gorillmektedir.

Tablo 4.9: a =0,b=38, v = 0.5, k = 10~* ve h mmn farkh degerleri icin K-USFY ile
t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oztimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=01 h=0.05 h=0.025 Tam Cozim

0.5 0.153364 0.153301  0.153285 0.153273

1.0 0.265926 0.265816  0.265789  0.265771

1.5 0.304234 0.304156  0.304137  0.304125

2.0 0.261361 0.261406  0.261417  0.261421

2.5 0.171995 0.172124  0.172156  0.172169

3.0 0.087950 0.088040  0.088063  0.088070

3.5 0.035798 0.035817  0.035822 0.035820

4.0 0.011878 0.011866  0.011863  0.011859

4.5 0.003265 0.003252  0.003249  0.003246

5.0 0.000750 0.000744  0.000742 0.000741

Lo 0.000217 0.000060  0.000021

Lo 0.000175 0.000046  0.000018

Problem 3’ iina=0,b=38, v =0.5, k = 107* ve h = 0.025 olmak iizere farkh
t degerleri i¢in K-USFY ile elde edilen niimerik ¢ozumleri ile tam ¢oztimleri Tablo
4.10 da karsilagtirildi.

Tablo 4.11 de Problem 3 icin @ = 0, b = 3, v = 0.05, k = 107* ve
h = 0.025 alinarak farkh ¢ degerleri icin K-USFY ile bulunan sonuclar ile tam

¢ozumler kargilagtirildi.
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Tablo 4.10: a = 0, b = 8, v = 0.5, k = 107* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarm tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 3)
t=15 t=3 t=4.5
Tam Tam Tam
T K-USFY Coziim K-USFY Coézim  K-USFY (oziim
0.5 0.153285 0.153273 0.064268 0.064262 0.037993 0.037989
1.0 0.265789 0.265771 0.118814 0.118804 0.071874 0.071869
1.5 0.304137 0.304125 0.155098 0.155087 0.097937 0.097931
2.0 0.261417 0.261421 0.167631 0.167623 0.113393 0.113387
2.5 0.172156 0.172169 0.156298 0.156296 0.116989 0.116984
3.0 0.088063 0.088070 0.127378 0.127382 0.109492 0.109491
3.5 0.035822 0.035820 0.091319 0.091325 0.093685 0.093685
4.0 0.011863 0.011859 0.057971 0.057975 0.073603 0.073605
4.5 0.003249 0.003246 0.032844 0.032844 0.053298 0.053300
2.0 0.000742 0.000741 0.016737 0.016735 0.035714 0.035717
Loy 0.000021 0.000022 0.000408
Lo 0.000018 0.000038 0.000743

Tablo 4.11: a = 0, b = 3, v = 0.05, k = 10~* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
K-USFY ile elde edilen sonuclarn tam coziimle karsilagtirilmasi. (Problem 3)
t=15 t=3 t=14.5
Tam Tam Tam
T K-USFY Coziim K-USFY Coézim  K-USFY (oziim
0.25 0.116403 0.116373 0.053758 0.053738 0.033649 0.033640
0.50 0.184485 0.184427 0.095119 0.095089 0.061662 0.061647
0.75 0.152017 0.152062 0.110281 0.110268 0.078057 0.078047
1.00 0.061449 0.061522 0.091856 0.091895 0.078066 0.078076
1.25 0.012796 0.012793 0.053990 0.054048 0.062400 0.062433
1.50 0.001582 0.001574 0.022597 0.022624 0.039626 0.039663
1.75 0.000124 0.000123 0.007050 0.007051 0.020168 0.020190
2.00 0.000006 0.000006 0.001710 0.001705 0.008419 0.008425
Loy 0.000055 0.000042 0.000032
Lo 0.000094 0.000059 0.000042

4.1.4 Problem 1’ in TK-USFY ile Céziimii

Bu kisimda TK-USFY ile Problem 1’ in ¢ozumi aragtirilirken v = 1, 0.1 ve
0.01 olarak alindr. Ik olarak v = 1, k = 1077 ve farkh h degerleri almarak ¢ = 0.1
aninda elde edilen sonuclar Tablo 4.12 de verildi. Bu tabloda h nin farkl degerleri

icin bulunan sonuglar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi. Tabloda farkl A
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degerleri i¢in elde edilen Ls ve Lo, hata normlarinin karsilagtirilmasindan A nin degeri

kiigiildiikge, yani konum ic¢in boliintii sayist arttik¢a hatanin azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.12: v = 1, k = 1075 ve h nn farkli degerleri icin TK-USFY ile t = 0.1 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

x h=0.00 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109738  0.109596  0.109561  0.109556 0.109538
0.2 0.210185  0.209906  0.209836  0.209827  0.209792
0.3 0.292465  0.292060  0.291959  0.291946 0.291896
0.4 0.348638  0.348128  0.348000  0.347985 0.347924
0.5 0.372385  0.371807  0.371662  0.371645 0.371577
0.6 0.359871  0.359278  0.359130  0.359113 0.359046
0.7 0.310655  0.310115  0.309981  0.309964  0.309905
0.8 0.228392  0.227978  0.227874  0.227862 0.227817
0.9 0.120999  0.120774  0.120717  0.120711 0.120687
Lo 0.000579  0.000164  0.000060  0.000048
L 0.000827  0.000234  0.000086  0.000068

Tablo 4.13 de ise v = 0.1, k = 1075 ve farkli h degerleri alimarak ¢t = 0.1

aninda elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda farkli A degerlerine karsilik gelen

niimerik sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oztimle kargilasgtirildi. Ayrica tabloda h nin

farkli degerleri i¢in elde edilen hata normlar1 da karsilagtirildi. Tablo 4.13 den Lo ve

L, hata normlarinin A nin degeri kiigiildiikce azaldigi goriilmektedir.

Tablo 4.13: v = 0.1, k = 1075 ve h mn farkl degerleri icin TK-USFY ile ¢t = 0.1 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.223598  0.223489  0.223461  0.223458 0.223450
0.2 0.436095  0.435879  0.435825  0.435818 0.435802
0.3 0.625545  0.625229  0.625150  0.625140 0.625118
0.4 0.778255  0.777857  0.777758  0.777746 0.777721
0.5 0.877863  0.877427  0.877317  0.877304  0.877280
0.6 0.904769  0.904377  0.904278  0.904266 0.904247
0.7 0.837230  0.836998  0.836939  0.836932 0.836923
0.8 0.657305 0.657305  0.657303  0.657303 0.657306
0.9 0.365598  0.365715  0.365744  0.365747  0.365754
Lo 0.000362  0.000092  0.000024  0.000016
L 0.000584  0.000147  0.000038  0.000025
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v =0.01, k = 1075 ve farkli h degerleri icin ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar

Tablo 4.14 de verildi. Bu tabloda A nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuclar

birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilagtirildi. Tablo 4.14 de her bir h degerine karsilik

gelen Ly ve L, hata normlarimin karsilagtirilmasindan h nin degeri kiiciildiikce

hatanin azaldigi gortilmektedir.

Tablo 4.14: v = 0.01, k = 1077 ve h nim farkli degerleri i¢in TK-USFY ile ¢ = 0.1 de
elde edilen sonuglarim tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.236100  0.235983  0.235953  0.235950 0.235941
0.2 0.461540 0.461306  0.461248  0.461241 0.461225
0.3 0.664790  0.664444  0.664357 0.664347  0.664325
0.4 0.832457  0.832013  0.831902  0.831888 0.831864
0.5 0.948076  0.947578  0.947454  0.947439 0.947414
0.6 0.990742  0.990299  0.990188  0.990175 0.990156
0.7 0.934358  0.934187  0.934142  0.934137  0.934131
0.8 0.750884  0.751236  0.751321  0.751331 0.751416
0.9 0.426918  0.427569  0.427731  0.427751 0.427646
Lo 0.000499  0.000399  0.000383  0.000364
L 0.000997  0.002226  0.002167  0.001697

v =1 v =0.1ver = 001 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 10~ alnarak

x = 0.25, x = 0.5 ve z = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oziimiin degigimi

Tablo 4.15 de incelendi. Bu v degerleri icin elde edilen ntimerik degerler tam

¢oziimlerle kargilagtirildi.
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Tablo 4.15: b = 0.0125, k = 107° ve v nin farkli degerleri icin belli zamanlarda
TK-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

v=1 vr=20.1 v =10.01
Tam Tam Tam
r ot TK-USFY (ozim  TK-USFY Cézim  TK-USFY Coziim
0.25 0.1 0.253691 0.253638 0.534170 0.534143 0.566355 0.566328
0.5 0.005071 0.005065 0.270814 0.270790 0.301171 0.301151
1.0 0.000037 0.000036 0.162591 0.162565 0.188203 0.188194
2.0 0.000000 0.000000 0.068234 0.068206 0.107385 0.107381
3.0 0.000000 0.000000 0.027219 0.027202 0.075116 0.075114
0.5 0.1 0.371662 0.371577 0.877317 0.877280 0.947454 0.947414
0.5 0.007177 0.007169 0.502868 0.502789 0.588743 0.588696
1.0 0.000052 0.000052 0.292004 0.291916 0.374440 0.374420
2.0 0.000000 0.000000 0.107947 0.107890 0.214565 0.214558
3.0 0.000000 0.000000 0.040232 0.040205 0.150183 0.150179
0.75 0.1 0.272649 0.272582 0.761804 0.761797 0.860119 0.860129
0.5 0.005079 0.005073 0.554362 0.554111 0.838165 0.838033
1.0 0.000037 0.000036 0.287664 0.287474 0.556088 0.556051
2.0 0.000000 0.000000 0.086638 0.086579 0.321298 0.321282
3.0 0.000000 0.000000 0.029794 0.029772 0.224847 0.224811

4.1.5 Problem 2’ nin TK-USFY ile Céziimii

Burada tamamen kapali tistel sonlu fark yontemi ile v = 1, 0.1 ve 0.01 degerleri
icin Problem 2’ nin ¢oziimii incelendi. Ilk olarak v = 1, k = 1075 ve farkh &
degerleri alimarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuclar Tablo 4.16 da verildi. Bu
tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle
kargilagtirildi. Ayrica tabloda g6z Oniine alinan h degerlerine karsilik gelen hata
normlar: da kargilastirildi. Tablo 4.16 dan Ly ve L., hata normlarinin A nin degeri
kiigiildiikge, yani konum ic¢in boliinti sayist arttikca azaldigi goriilmektedir.

v = 0.1, k = 1075 ve farkli h degerleri alinarak ¢ = 0.1 aninda TK-USFY ile
elde edilen sonuclar Tablo 4.17 de verildi. Bu tabloda ele alinan her h degeri icin
bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle kargilastirildi. Tablo 4.16 dan her bir
h ic¢in elde edilen hata normlar1 incelendiginde Ly ve L., hata normlarimin A nin

degeri kiigiildiikce azaldigr goriilmektedir.
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Tablo 4.16: v = 1, k = 1075 ve h nn farkli degerleri icin TK-USFY ile t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.113097  0.112952  0.112915  0.112911  0.112892
0.2 0.216655  0.216369  0.216297  0.216289  0.216252
0.3 0.301550  0.301134  0.301030  0.301018  0.300966
0.4 0.359597  0.359073  0.358942  0.358926  0.358863
0.5 0.384254  0.383659  0.383510  0.383492  0.383422
0.6 0.371511  0.370899  0.370745  0.370727  0.370658
0.7 0.320843  0.320284  0.320144  0.320127  0.320066
0.8 0.235968  0.235538  0.235430  0.235418  0.235371
0.9 0.125043  0.124809  0.124750  0.124743 0.124718
Lo 0.000597  0.000169  0.000062  0.000050
Ly 0.000853  0.000242  0.000089  0.000070

Tablo 4.17: v = 0.1, k = 1075 ve h mn farkli degerleri icin TK-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.06 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam Coziim
0.1 0.240202  0.239973  0.239915  0.239908  0.239892
0.2 0.462859  0.462576  0.462504  0.462495  0.462474
0.3 0.653445 0.653222  0.653166  0.653159  0.653141
0.4 0.800507  0.800324  0.800278  0.800272  0.800259
0.5 0.893317 0.893115  0.893064  0.893058  0.893047
0.6 0.919037  0.918776  0.918711  0.918704  0.918692
0.7 0.860019  0.859662  0.859572  0.859561 0.859545
0.8 0.692495  0.691995  0.691868  0.691853  0.691828
0.9 0.397047  0.396558  0.396434  0.396419  0.396394
Loy 0.000411  0.000104  0.000026  0.000017
L 0.000723  0.000182  0.000044  0.000028

Tablo 4.18 de v = 0.01, k = 107° ve h nmin farkh degerleri icin ¢ = 0.1 aninda
elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayrica tabloda A nin goz 6ntine alinan her
degeri i¢in hata normlari da karsilagtirildi. Tablo 4.18 den Ly ve L., hata normlariin
h nin degeri kiiciildiikge azaldig1 goriilmektedir.

Farkli v degerleri icin ¢oztimleri kargilagtirmak amaciyla, Tablo 4.19 da v = 1,
v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 107> alimarak = = 0.25,
x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degisirken ¢oziimiin degigimi incelendi. Bu v

degerleri i¢in belirtilen noktalarda elde edilen ¢oztimler tam ¢oziimlerle karsilastirildi.
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Tablo 4.18: v = 0.01, k = 105 ve h nmn farkh degerleri icin TK-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.266312  0.266179  0.266142  0.266137  0.266125
0.2 0.503022  0.502954  0.502938  0.502936 0.502929
0.3 0.701636  0.701533  0.701507  0.701504  0.701496
0.4 0.855545  0.855391  0.855353  0.855348 0.855340
0.5 0.956295  0.956077  0.956023  0.956016 0.956007
0.6 0.992379  0.992082  0.992008  0.991999 0.991987
0.7 0.947411  0.947022  0.946925  0.946913 0.946894
0.8 0.796608  0.796126  0.796006  0.795992 0.795971
0.9 0.499059  0.498611  0.498492  0.498477  0.497662
Lo 0.000932  0.001421  0.001025  0.000991
L 0.003557  0.007802  0.007076  0.005986

Tablo 4.19: h = 0.0125, k = 107° ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
TK-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)

v=1 vr=20.1 v =0.01
Tam Tam Tam
r ot TK-USFY Coziim  TK-USFY Coézim  TK-USFY Coziim
0.25 0.1 0.261535 0.261480  0.562605 0.562577  0.607373 0.607363
0.5 0.005233 0.005227  0.277492 0.277468  0.317340 0.317320
1.0 0.000038 0.000038  0.165624 0.165599  0.194702 0.194690
2.0 0.000000 0.000000  0.069542 0.069514  0.109486 0.109482
3.0 0.000000 0.000000  0.027776 0.027759  0.076136 0.076134
0.5 0.1 0.383510 0.383422  0.893064 0.893047  0.956023 0.956007
0.5 0.007406 0.007398  0.515475 0.515398  0.609917 0.609886
1.0 0.000053 0.000053  0.298433 0.298343  0.385693 0.385676
2.0 0.000000 0.000000  0.110258 0.110199  0.218596 0.218588
3.0 0.000000 0.000000  0.041093 0.041065  0.152184 0.152180
0.75 0.1 0.281643 0.281573  0.790906 0.790873  0.886730 0.886711
0.5 0.005241 0.005235  0.572179 0.571914  0.852213 0.852123
1.0 0.000038 0.000038  0.296055 0.295857  0.569345 0.569319
2.0 0.000000 0.000000  0.088742 0.088680  0.326941 0.326926
3.0 0.000000 0.000000  0.030462 0.030440  0.227778 0.227743
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4.1.6 Problem 3’ iin TK-USFY ile Céziimii

Tablo 4.20 de a = 0, b = 8, v = 0.5 olmak iizere k¥ = 10~* almarak farkh A
degerleri icin TK-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziim karsilagtirildi. Tablo
4.20 de her bir A i¢in elde edilen hata normlar1 kargilagtirildiginda A konum adiminin

degeri kiiciildiikge Lo ve Lo, hata normlarimin azaldig gorilmektedir.

Tablo 4.20: a =0, b =8, v = 0.5, k = 10~ ve h nin farkh degerleri icin TK-USFY
ile t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=01 h=0.05 h=0.025 Tam Cozim

0.5 0.153366 0.153302  0.153286  0.153273

1.0 0.265927 0.265818  0.265791  0.265771

1.5 0.304235 0.304157  0.304138  0.304125

2.0 0.261361 0.261406  0.261417  0.261421

2.5 0.171996 0.172124  0.172157  0.172169

3.0 0.087951 0.088041  0.088064  0.088070

3.5 0.011878 0.035817  0.035822  0.035820

4.0 0.011878 0.011866  0.011863  0.011859

4.5 0.003265 0.003252  0.003249  0.003246

5.0 0.000750 0.000744  0.000742  0.000741

Loy 0.000217 0.000060  0.000022

Lo 0.000174 0.000047  0.000019

Tablo 4.21: a = 0, b =8, v = 0.5, k = 10~* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
TK-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=15 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T TK-USFY Cozim  TK-USFY Cozim  TK-USFY Coziim
0.5 0.153286 0.153273  0.064268 0.064262  0.037993 0.037989
1.0 0.265791 0.265771  0.118815 0.118804  0.071875 0.071869
1.5 0.304138 0.304125  0.155099 0.155087  0.097938 0.097931
2.0 0.261417 0.261421  0.167632 0.167623  0.113394 0.113387
2.5 0.172157 0.172169  0.156299 0.156296  0.116989 0.116984
3.0 0.088064 0.088070  0.127379 0.127382  0.109493 0.109491
3.5 0.035822 0.035820  0.091320 0.091325  0.093685 0.093685
4.0 0.011863 0.011859  0.057972 0.057975  0.073604 0.073605
4.5 0.003249 0.003246  0.032844 0.032844  0.053298 0.053300
5.0 0.000742 0.000741  0.016737 0.016735  0.035714 0.035717
L, 0.000022 0.000023 0.000408

Lo 0.000019 0.000038 0.000743
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Problem 3 icin a = 0, b = 8, v = 0.5 olmak iizere k = 10™* ve h = 0.025
alimarak farkli ¢ degerleri icin TK-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziimlerin
kargilagtirilmasi Tablo 4.21 de yapildi.

Tablo 4.22 de Problem 3 icin a = 0, b = 3, v = 0.05, k = 107* ve h = 0.025
alimarak farkh ¢ degerleri icin TK-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam coziimler

kargilagtirildi.

Tablo 4.22: a = 0, b =3, v = 0.05, k = 107* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
TK-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=15 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T TK-USFY (oziim  TK-USFY Coézim  TK-USFY Coziim
0.25 0.116405 0.116373  0.053759 0.053738  0.033650 0.033640
0.50 0.184486 0.184427  0.095121 0.095089  0.061663 0.061647
0.75 0.152018 0.152062  0.110282 0.110268  0.078058 0.078047
1.00 0.061450 0.061522  0.091858 0.091895  0.078067 0.078076
1.25 0.012796 0.012793  0.053991 0.054048  0.062401 0.062433
1.50 0.001582 0.001574  0.022598 0.022624  0.039627 0.039663
1.75 0.000124 0.000123  0.007050 0.007051  0.020168 0.020190
2.00 0.000006 0.000006  0.001710 0.001705  0.008419 0.008425
L, 0.000055 0.000042 0.000031
Lo 0.000093 0.000058 0.000042

4.1.7 Problem 1’ in CN-USFY ile Coziimii

Bu kisimda Crank-Nicolson iistel sonlu fark yontemi ile Problem 17 in ¢éziimii i¢in
v =1, 0.1 ve 0.01 olarak goz 6niine alind1. Ik olarak v = 1, k = 1075 ve farkli h
degerleri alimarak ¢ = 0.1 aninda elde edilen sonuglar Tablo 4.23 de verildi. Bu
tabloda h nin farkli degerleri i¢in bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle
kargilagtirildi. Tablodan Ly ve L., hata normlarinin / nin degeri kiigiildiikge, yani
konum i¢in boliintii sayist arttikca azaldigr goriillmektedir.

Tablo 424 de v = 0.1, k = 107 ve farkhh h degerleri i¢in ¢ = 0.1 aninda
bulunan sonuglar gosterildi. A nin farklh degerlerine karsilik gelen ntimerik ¢oziimler
birbirleriyle ve tam ¢ozlimle karsilagtirildi. Ayrica bu tabloda her h degeri icin elde
edilen hata normlar1 da karsilagtirildi. Tablodan L, ve L., hata normlarin A nin

degeri kiiciildiikce azaldigr goriilmektedir.
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Tablo 4.23: v = 1, k = 107 ve h nimn farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.109732  0.109590  0.109555  0.109551 0.109538
0.2 0.210174  0.209895  0.209825  0.209817  0.209792
0.3 0.292450  0.292045 0.291944  0.291931 0.291896
0.4 0.348620  0.348110  0.347983  0.347968  0.347924
0.5 0.372366  0.371788  0.371644 0.371626  0.371577
0.6 0.359854  0.359261  0.359113  0.359095  0.359046
0.7 0.310640  0.310101  0.309966  0.309950  0.309905
0.8 0.228381  0.227967  0.227864  0.227851 0.227817
0.9 0.120993  0.120768  0.120712  0.120705  0.120687
Lo 0.000566  0.000151  0.000047  0.000035
Lo 0.000809  0.000216  0.000068  0.000050

Tablo 4.24: v = 0.1, k = 1075 ve h mmn farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)
x h=0.06 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam (oziim
0.1 0.223595  0.223486  0.223459  0.223456  0.223450
0.2 0.436091  0.435874  0.435820  0.435814  0.435802
0.3 0.625541  0.625224  0.625145 0.625136  0.625118
0.4 0.778252  0.777854  0.777754  0.777742  0.777721
0.5 0.877863  0.877426  0.877317  0.877304  0.877280
0.6 0.904772  0.904379  0.904280  0.904268  0.904247
0.7 0.837234  0.837001  0.836942  0.836935  0.836923
0.8 0.657307  0.657307  0.657306  0.657306  0.657306
0.9 0.365599  0.365716  0.365745  0.365748  0.365754
Lo 0.000361  0.000090  0.000023  0.000015
L 0.000583  0.000146  0.000037  0.000024

Tablo 4.25 de v = 0.01, k = 107> ve farkhi h degerleri alinarak ¢ = 0.1 aninda
CN-USFY ile elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda A mn farkll degerleri icin
bulunan sonuglar birbirleriyle ve tam c¢oziimle karsilagtirildi. Tablo 4.25 den h
degerlerine kargilik gelen hata normlar1 kiyaslandiginda Ly ve L., hata normlariin
h nmin degeri kiiciildiikce azaldigi gortiilmektedir.

Tablo 4.26 da v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 1075
alinarak x = 0.25, x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oztimiin
degisimi incelendi. Burada goz ontine alinan her bir v degeri i¢in elde edilen sonuclar

tam c¢oziimlerle karsilagtirildi.
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Tablo 4.25: v = 0.01, k = 1077 ve h nin farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.1 de
elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 1)

x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.236098  0.235980  0.235951  0.235948 0.235941
0.2 0.461537  0.461303  0.461244  0.461237  0.461225
0.3 0.664787  0.664440  0.664354  0.664343 0.664325
0.4 0.832456  0.832012  0.831901  0.831887  0.831864
0.5 0.948078  0.947580  0.947456  0.947441 0.947414
0.6 0.990747  0.990304  0.990193  0.990179 0.990156
0.7 0.934362  0.934190  0.934146  0.934140 0.934131
0.8 0.750882  0.751233  0.751318  0.751328 0.751416
0.9 0.426912  0.427562  0.427725  0.427745 0.427646
Lo 0.000451  0.000182  0.000200  0.000156
L 0.000794  0.000629  0.001065  0.000785

Tablo 4.26: h = 0.0125, k = 107° ve v nin farkl degerleri icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 1)

v=1 vr=20.1 v =20.01

Tam Tam Tam
z ot CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY (oziim
025 0.1 0.253678 0.253638  0.534166 0.534143  0.566352 0.566328
0.5 0.005070 0.005065  0.270810 0.270790  0.301166 0.301151
1.0 0.000037 0.000036  0.162588 0.162565  0.188200 0.188194
2.0 0.000000 0.000000  0.068233 0.068206  0.107383 0.107381
3.0 0.000000 0.000000  0.027219 0.027202  0.075115 0.075114
0.5 0.1 0.371644 0.371577  0.877317 0.877280  0.947456 0.947414
0.5 0.007176 0.007169  0.502863 0.502789  0.588736 0.588696
1.0 0.000052 0.000052  0.292001 0.291916  0.374435 0.374420
2.0 0.000000 0.000000  0.107945 0.107890  0.214563 0.214558
3.0 0.000000 0.000000  0.040231 0.040205  0.150181 0.150179
0.75 0.1 0.272636  0.272582  0.761807 0.761797  0.860119 0.860131
0.5 0.005078 0.005073  0.554361 0.554111  0.838163 0.838033
1.0 0.000037 0.000036  0.287661 0.287474  0.556081 0.556051
2.0 0.000000 0.000000  0.086637 0.086579  0.321294 0.321282
3.0 0.000000 0.000000  0.029794 0.029772  0.224845 0.224811
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4.1.8 Problem 2’ nin CN-USFY ile Coziimii

Burada Problem 2’ nin CN-USFY ile ¢oziimil incelenirken v = 1, 0.1 ve 0.01
olarak alindr. Ilk olarak v = 1, k = 107° ve farkli & degerleri almarak ¢ = 0.1 aninda
elde edilen sonuglar Tablo 4.27 de verildi. Bu tabloda h nin farkli degerleri icin
bulunan sonuclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tablodan Ly ve L., hata
normlar: karsgilagtirildiginda h nin degeri kiiciildiikge, yani konum i¢in boliintii sayisi

arttikca hatanin azaldigir goriilmektedir.

Tablo 4.27: v = 1, k = 1075 ve h mn farkl degerleri icin CN-USFY ile t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.113091 0.112946 0.112909  0.112905 0.112892
0.2 0.216644  0.216358  0.216286  0.216277  0.216252
0.3 0.301535 0.301119  0.301015  0.301002  0.300966
0.4 0.359579  0.359055  0.358924  0.358908  0.358863
0.5 0.384235  0.383640  0.383491  0.383473  0.383422
0.6 0.371493  0.370881  0.370727  0.370709  0.370658
0.7 0.320828  0.320269  0.320129  0.320112  0.320066
0.8 0.235957  0.235527  0.235419  0.235406  0.235371
0.9 0.125037  0.124803  0.124744  0.124737  0.124718
Lo 0.000584  0.000156  0.000049  0.000036
Ly 0.000835  0.000224  0.000070  0.000052

v =0.1, k = 107° ve farkli h degerleri icin t = 0.1 aninda elde edilen sonuclar
Tablo 4.28 de verildi. Bu tabloda her h degeri icin elde edilen niimerik sonuglar
birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Ayrica tabloda her bir A degerine karsilik
gelen hata normlar1 da karsilastirildi. Tablodan Ls ve L. hata normlarinin A nin
degeri kiiciildiikge azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.29 da v = 0.01, k = 107° ve farkli h degerleri alimarak ¢ = 0.1 aninda
CN-USFY ile elde edilen sonuclar verildi. Bu tabloda A mn farkl degerleri icin
bulunan sonugclar birbirleriyle ve tam ¢oziimle karsilagtirildi. Tablodan her h icin Lo
ve L. hata normlarimin kargilagtirilmasindan A nin degerinin kiigiildiikge hatanin

salinim yaparak azaldigi goriilmektedir.
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Tablo 4.28: v = 0.1, k = 105 ve h mmn farkl degerleri icin CN-USFY ile ¢t = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
T h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01 Tam Cozim
0.1 0.240198  0.239969  0.239912  0.239905  0.239892
0.2 0.462853  0.462570  0.462499  0.462490  0.462474
0.3 0.653441  0.653218  0.653161  0.653154  0.653141
0.4 0.800504  0.800321  0.800275  0.800270  0.800259
0.5 0.893317 0.893115  0.893065  0.893059  0.893047
0.6 0.919039  0.918779  0.918714  0.918706  0.918692
0.7 0.860022  0.859665  0.859575  0.859564  0.859545
0.8 0.692497  0.691997  0.691870  0.691855  0.691828
0.9 0.397048  0.396558  0.396435  0.396420  0.396394
Lo 0.000410  0.000104  0.000026  0.000017
Ly 0.000724  0.000183  0.000046  0.000029

Tablo 4.29: v = 0.01, k = 1077 ve h mn farkli degerleri icin CN-USFY ile ¢ = 0.1 de

elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 2)
x h=0.060 h=0.025 hA=0.0125 h=0.01 Tam (ozim
0.1 0.266309  0.266176  0.266138  0.266134  0.266125
0.2 0.503018  0.502950  0.502934  0.502932  0.502929
0.3 0.701633  0.701530  0.701505 0.701502  0.701496
0.4 0.855545  0.855391  0.855352  0.855348  0.855340
0.5 0.956297  0.956079  0.956025  0.956018  0.956007
0.6 0.992382  0.992086  0.992012  0.992003  0.991987
0.7 0.947415  0.947025  0.946928  0.946916  0.946894
0.8 0.796607  0.796125  0.796005  0.795991  0.795971
0.9 0.499052  0.498605  0.498486  0.498471  0.497662
L, 0.000756  0.000687  0.000963  0.000949
L 0.002975  0.002527  0.006505  0.004956

Tablo 4.30 da v = 1, v = 0.1 ve v = 0.01 degerleri icin h = 0.0125 ve k = 1075
alinarak x = 0.25, x = 0.5 ve x = 0.75 noktalarinda zaman degigirken ¢oztimiin
degigimi incelendi. Goz oniine aliman her v degeri icin elde edilen sonuglar tam

¢ozumlerle kargilagtirildi.
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Tablo 4.30: b = 0.0125, k = 107° ve v nin farkli degerleri icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle karsilagtirilmasi. (Problem 2)

v=1 vr=20.1 v =0.01
Tam Tam Tam
r ot CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY (oziim
0.25 0.1 0.261521 0.261480 0.562599 0.562577 0.607369 0.607363
0.5 0.005231 0.005227 0.277488 0.277468 0.317335 0.317320
1.0 0.000038 0.000038 0.165622 0.165599 0.194699 0.194690
2.0 0.000000 0.000000 0.069541 0.069514 0.109485 0.109482
3.0 0.000000 0.000000 0.027776 0.027759 0.076136 0.076134
0.5 0.1 0.383491 0.383422 0.893065 0.893047 0.956025 0.956007
0.5 0.007404 0.007398 0.515469 0.515398 0.609910 0.609886
1.0 0.000053 0.000053 0.298429 0.298343 0.385688 0.385676
2.0 0.000000 0.000000 0.110256 0.110199 0.218593 0.218588
3.0 0.000000 0.000000 0.041092 0.041065 0.152183 0.152180
0.7 0.1 0.281629 0.281573 0.790909 0.790873 0.886732 0.886707
0.5 0.005240 0.005235 0.572177 0.571914 0.852212 0.852123
1.0 0.000038 0.000038 0.296051 0.295857 0.569339 0.569319
2.0 0.000000 0.000000 0.088741 0.088680 0.326937 0.326926
3.0 0.000000 0.000000 0.030462 0.030440 0.227775 0.227743

4.1.9 Problem 3’ iin CN-USFY ile Coziimii

Tablo 4.31 de Problem 3 icin a = 0, b = 8 ve v = 0.5 olmak iizere k = 107*

almarak farkli & degerleri icin CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam ¢oziim

kargilastirildi. Ayni zamanda farkli h degerleri icin elde edilen L, ve L., hata

normlarinin da kargilagtirildigi Tablo 4.31 den A konum adiminin degeri kiigiildiikge

hata normlarmin azaldigr gorilmektedir.
Tablo 4.32 de Problem 3 icin a = 0, b = 8, v = 0.5 olmak iizere k = 10~ ve
h = 0.025 alinarak farkh ¢ degerleri icin CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam

¢oziimler karsilagtirildi. Ayrica tabloda bu farklh ¢ degerlerine kargilik gelen hata

normlar: da verildi.
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Tablo 4.31: a =0,b=28, v = 0.5, k = 10~* ve h min farkli degerleri icin CN-USFY
ile t = 1.5 te elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

x h=0.1 h=0.05 h=0.025 Tam Coziim

0.5 0.153360 0.153297  0.153281 0.153273

1.0 0.265920 0.265811  0.265783 0.265771

1.5 0.304231 0.304154 0.304134 0.304125

2.0 0.261363 0.261408  0.261420 0.261421

2.5 0.172000 0.172129 0.172161 0.172169

3.0 0.087953 0.088043  0.088066 0.088070

3.5 0.035798 0.035817  0.035822 0.035820

4.0 0.011878 0.011865  0.011862 0.011859

4.5 0.003265 0.003252  0.003249 0.003246

5.0 0.000750 0.000744  0.000742 0.000741

Lo 0.000210 0.000053  0.000014

Lo 0.000170 0.000041  0.000013

Tablo 4.32: a = 0,0 =8, v = 0.5, k = 10~* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=15 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T CN-USFY Coziim  CN-USFY (oziim  CN-USFY (Coziim
0.5 0.153281 0.153273  0.064266 0.064262  0.037992 0.037989
1.0 0.265783 0.265771  0.118811 0.118804  0.071873 0.071869
1.5 0.304134 0.304125  0.155095 0.155087  0.097936 0.097931
2.0 0.261420 0.261421  0.167630 0.167623  0.113392 0.113387
2.5 0.172161 0.172169  0.156298 0.156296  0.116988 0.116984
3.0 0.088066 0.088070  0.127381 0.127382  0.109493 0.109491
3.5 0.035822 0.035820  0.091322 0.091325  0.093686 0.093685
4.0 0.011862 0.011859  0.057973 0.057975  0.073605 0.073605
4.5 0.003249 0.003246  0.032845 0.032844  0.053299 0.053300
5.0 0.000742 0.000741  0.016737 0.016735  0.035715 0.035717
Ly 0.000014 0.000020 0.000408

Lo 0.000013 0.000038 0.000743
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Tablo 4.33 de a =0, b =3, v = 0.05, k = 107* ve h = 0.025 almarak farkl ¢
degerleri icin CN-USFY ile elde edilen sonuclar ile tam c¢oziimler karsilagtirldi. Yine

farkli ¢ degerleri i¢in hata normlar: hesaplandi.

Tablo 4.33: a =0, b = 3, v = 0.05, k = 10~* ve h = 0.025 icin belli zamanlarda
CN-USFY ile elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle kargilagtirilmasi. (Problem 3)

t=1.5 t=3 t=45
Tam Tam Tam

T CN-USFY Coziim  CN-USFY Coziim  CN-USFY (Coziim
0.25 0.116401 0.116373  0.053757 0.053738  0.033649 0.033640
0.50 0.184483 0.184427  0.095118 0.095089  0.061661 0.061647
0.75 0.152020 0.152062  0.110281 0.110268  0.078057 0.078047
1.00 0.061451 0.061522  0.091859 0.091895  0.078066 0.078076
1.25 0.012796 0.012793  0.053993 0.054048  0.062401 0.062433
1.50 0.001582 0.001574  0.022598 0.022624  0.039627 0.039663
1.75 0.000124 0.000123  0.007050 0.007051  0.020168 0.020190
2.00 0.000006 0.000006  0.001710 0.001705  0.008419 0.008425
Ly 0.000053 0.000040 0.000031

Leo 0.000090 0.000057 0.000042

4.1.10 Sonucg

Bu boliimde kapali, tamamen kapali ve Crank-Nicolson istel sonlu fark
yontemleri Burger denklemine direkt uygulandi. Bu yontemler onceki boliimde de
gbz ontine alinan ti¢ model problem ile test edildi. Farkli konum adimi, zaman adimi
ve viskosity degerleri icin elde edilen ¢oziimler tablolar halinde verildi. Bu kisimda
onceki boliimdeki grafiklere benzer grafikler elde edildiginden grafikler verilmedi.
Tablolarda elde edilen sonuclar tam sonuclarla kargilagtirildi. Ly ve L, hata normlar:
yardimiyla sonuclarin tam c¢oziimlerle ne kadar uyumlu oldugu incelendi. Bu
incelemelerden uygulanan iistel sonlu fark yontemlerinin tam sonuclarla uyumlu

oldugu gortldii.
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