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Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde,temel tanim ve teoremler ifade
edilerek semi-Riemannian manifoldlar ile ilgili genel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, Lorentzian bir manifoldun lightlike hiperyiizeyleri ile alakali bazi
temel bilgiler sunuldu. Bu hiperyiizeylerin alt diizlem kesitleri i¢in Ricci egriligi ve
skalar egriligi tamtildi. Ekran skalar egriliginin i¢inde bulundugu baz: esitsizlikler elde
edildi. Ekran homotetik lightlike hiperyiizeylerin ekran Ricci egriligi ve ekran skalar
egriliginin icinde bulundugu cesitli esitsizliler kuruldu. Bu esitsizlikler yardimiyla
Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri i¢in baz1 karaktrizasyonlar verildi.

ﬁgﬁncﬁ boliimde, Lorentzian bir manifoldun half-lightlike altmanifoldlar1 ile
alakali baz1 temel bilgiler verildi. Bu altmanifoldlarin alt diizlem kesitleri icin Ricci
egriligi ve skalar egriligi tamtildi. Ekran homotetik half-lightlike altmanifoldlarin ekran
Ricci egriligi ve ekran skalar eriliginin i¢inde bulundugu bazi esitsizliler kuruldu. Bu
esitsizliklerin esitlik durumlar1 incelendi.

Dordiincii boliimde, iki indeksli bir semi-Riemannian manifoldun coisotropik
lightlike altmanifoldlar: ile alakali baz1 temel bilgilerden bahsedildi. Bu altmanifoldlar:
icin ekran Ricci egriligi ve ekran skalar egriligi tanitildi. Bu egriliklerin i¢inde bulundugu
baz1 esitsizlikler kuruldu. Bu esitsizlikler, iki indeksli semi-Oklidyen uzaymin alt
manifoldlarinda incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Semi-Riemannian Manifold, Lorentzian manifold,
Lightlike hiperyiizey, Egrilik, Lightlike altmanifold.
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In the first chapter of the present thesis consists of four chapters, basic definitions
and theorems were explained then general knowledge about semi-Riemannian manifolds
have been given.

In the second chapter, some basic facts about lightlike hypersurfaces of a Lorentzian
manifold were expressed. Ricci curvature and scalar curvature for sub-plane section
of these submanifolds were introduced. Various inequalities involving screen Ricci
curvature and screen scalar curvature of screen homothetic lightlike hypersurfaces were
established. With the aid of these inequalities, some characterizations for lightlike
hypersurfacesof a Lorentzian manifold were given.

In the third chapter, some basic facts about half-lightlike submanifolds of a
Lorentzian manifold were expressed. Ricci curvature and scalar curvature for sub-plane
section were introduced. Some inequalities involving screen Ricci curvature and screen
scalar curvature of screen homothetic half-lightlike submanifolds were established.
Equality case of these inequalities were investigated.

In the fourth chapter, some basic information about coisotropic lightlike submani-
folds of a semi-Riemannian manifold with index two were mentioned. Screen Ricci cur-
vature and screen scalar curvature of these submanifolds were introduced. Some inequal-
ities involving these curvatures were established. These inequalities were investigated on
submanifolds of semi-Euclidean space with index two.

KEYWORDS: Semi-Riemannian Manifold, Lorentzian manifold, Lightlike hyper-
surface, Curvature, Lightlike submanifold.
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GIRIS

1873 de L. Schifli [1], m-boyutlu bir Riemann manifoldunun w boyutlu bir
Oklidyen uzayin altmanifoldu olarak diisiiniilebilecegini iddia etti. Bu iddianin dogrulugu
1926 da M. Janet [2] tarafindan ve 1927 de E. Cartan [3] tarafindan lokal olarak ispat-
landi. 1956 da ise J. F. Nash [4], herbir Riemann manifoldunun uygun bir ek boyutu
ile birlikte Oklidyen uzayin icine izometrik olarak gomiilebilecigini ispatladi. Bu teorem
Nash’in embedding teoremi olarak da bilinir. Boylece Nashin embedding teoremi bize her
bir Riemann manifoldunun uygun bir ek boyut ile bagka bir Riemann manifoldunun alt-
manifoldu olacaginmi gosterir. Ayrica 1965 de A.Friedmann [5] bu teoremi semi-Riemann
manifoldlara genisletti.

Nashin Embedding teoremi, bir Riemann manifoldunun i¢sel ve digsal invaryatlari
belirlenmesi gerekliligini ortaya cikarir. Gauss Egregium teoremi geregince, bir yiizey
gerilme olmaksizin biikiildiigiinde o yiizeyin Gauss egriligi degismez. Yani Gauss egriligi
izometrik doniisiimler altinda invaryant kalir. Boylece Gauss egriligi yiizeyin i¢sel bir in-
varyantidir. Benzer sekilde E. Cartan [6] ayn kesit egrilige sahip iki Riemann manifoldu
arasinda bir lokal izometrinin var oldugunu gosterdi. Boylece egrilikler (Gauss egriligi,
Kesit egriligi, Ricci egriligi, skalar egrilik) bir Riemann manifoldunun invaryantlaridir.
Egrilik invaryantlar1 fizik de 6nemli rol oynamaktadir. Ornegin, Einstein e gore bir cekim
alaninda bir cismin hareketi, uzay zamaninin egriligine baghdir.

B.-Y. Chen, 1990 nin ilk yillarinda bir altmanifoldun ic¢sel ve digsal invaryant-
lar1 arasinda bagintilar kurmak icin Riemann egrilik invaryantlarini inceledi. [7] de B.
Y. Chen, bir Riemann manifoldunun Chen-invaryanti olarak isimlendirilen ve Jy; ile

gosterilen yeni bir cesit Riemann invaryantin1 soyle tanimladi:
Oy =1(p) —infK(p). (0.0.1)

Burada, t(p) ve K(p), p € M noktasinda, sirasiyla, M nin skalar egriligi ve kesit
egriligidir.
Bununla birlikte, B.-Y. Chen [8], sabit ¢ egriligine sahip m-boyutlu R”(¢ Oklidyen

uzayinin n-boyutlu bir M altmanifoldu i¢in, ), invaryanti ve ortalama egrilik vektoriiniin

vi



normunun karesi ||[H(p)||? arasinda agagidaki esitsizligi kurdu:

2(p—
8Mgn(n 1)

n—1)
(0.0.2) esitsizligi Chen-esitsizligi olarak bilinir.

]|H(p)||2+%(n+l)(n—2)a (0.0.2)

1996 da B.-Y. Chen[9], Riemannian uzay form R™(¢) nin n-boyutlu altmanifoldlar:
icin sekil operatorii Ay ve kesit egriligi K(p) arasinda

(n—1)

n

Ay > (c—0), (0.0.3)

bagmntisim verdi dyleki burada ¢ = inf(K(p)) < ¢ ve I, birim doniigiimdiir.
2000 de B.-Y. Chen[30], bir Riemann manifoldunu her noktasinda tensiyonu
miimkiin oldugu kadar az bir deger aliyorsa, bu Riemann manifoldunu ideal altmanifold

olarak isimlendirdi ve asagidaki esitsizligi kurdu:

2n+k—Y5_ n;))

H(p)|* > d(ny,...,ng). (0.0.4)
P > i e

Burada 7y, , ..., T, , T,M nin Kargilikli ortogonal olan alt uzaylar1 olmak lizere
d(ni,...,ng) =1(p) —inf{t(my, ) +... +T(7y, ) } (0.0.5)

dir.

(0.0.4) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul M
ideal bir altmanifoldtur.

Daha sonra, B. Y. Chen ve bazi1 yazarlar farkli uzaylarin altmanifoldlarini karakterize
eden esitsizlikler buldular. Bu calismalar asagida soyle ifade edilmistir:

Kompleks uzay formlarin altmanifoldlar: i¢in [11],[12] vs. kontakt uzay formlarin
altmanifollar i¢in [13],[14] vs. de bu tiir esitsizlikler calisildi. Ayrica, S. Haesen [15]
(m+ 1) boyutlu Ricci-flat uzayin m-boyutlu bir Lorentzian manifolda embedded olan bir
hiperyiizeyi i¢in bir esitsizlik kurdu. S. Haesen, A. Sebekovic ve L. Verstraelen [16]
bir Semi-Riemann manifoldunda i¢sel ve digsal egrilik invaryantlarini kullanarak bazi
esitsizlikler verdiler. B. Y. Chen [17], bir Semi-Riemann manifoldun space-like altmani-

foldlar1 i¢in baz1 karakterizasyonlar elde etti.
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Bunlarla beraber, M belirsiz metrigi g ile baglantili bir manifold olsun. Eger p € M
noktasinda kesit egriliginin degeri alttan ve iisten sinirli ise bu durumda M, p noktasinda
sabit kesit egrilige sahiptir (Bknz. R. S. Kulkarni [? ]). Ayrica, p € M nin 2-boyutlu her
7 timelike diizlem kesiti veya spacelike diizlem kesiti i¢in |K(IT) degeri sinrli ise M, p
noktasinda sabit kesit egrilige sahiptir [19]. Bu nedenle, semi-Riemannian manifoldlarda
0 egriligi tanimlanamaz. Ekran distribiisyonu Riemannian olan lightlike altmanifoldlarda
kesit egriliginin tanim kiimesi herhangi bir null vektor ihtiva etmediginden ve null keit
egriligi sinirlanabileceginden bu tezde d egriligi ekran distribiisyonu Riemannian olan

lightlike altmanifoldlarda ¢alisilmastir.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Cebirsel Kavramlar

Tamm 1.1.1. V n-boyutlu bir reel vektor uzayi1 ve V iizerinde simetrik bilineer doniisiim
g olsun.

i) Her u € V igin g(u,u) < 0 ise g ye V lizerinde negatif taniml denir.

ii) Her u € V icin g(u,u) > 0 ise g ye V tizerinde pozitif tanimli denir.

iii) Her v € V i¢in g(u,v) = 0 iken u = 0 ise g ye V iizerinde non-dejenere denir.

V nin ortonormal bir baz1 B = {ey,...,e,} olsun. Bu durumda g metrigine

gij=gleiej), 1<i,j<n (1.1.1)

olmak iizere n x n tipinde simetrik bir G = (g;;) matrisi karsilik gelir. g, V lizerinde

non-dejeneredir gerek ve yeter kosul rankG = n dir [20].

Tamm 1.1.2. V n-boyutlu bir reel vektor uzay ve V iizerinde simetrik bilineer doniisiim

golsun. 0 # & € V olmak iizere her v € V i¢gin

g(&,v) =0, (1.1.2)

ise g ye V lizerinde dejeneredir denir [21].

Tamm 1.1.3. V bir reel vektor uzay1 V iizerinde simetrik bilineer doniistim g olsun. V

uzayinin
RadV ={§e€V:g&v)=0 YWweV} (1.1.3)
ile taniml alt uzayina, V uzayinin g ye gore radikal uzay: veya null uzayr denir [21].

Tanim 1.1.4. V reel vektor uzayinda g|w nin negatif tanimli oldugu en biiyiik W alt

uzaymin boyutuna V iizerinde g nin indeksi denir [20].

Tamim 1.1.5. V bir reel vektor uzay1 olsun.
i) V iizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer g doniisiim tanimli ise (V, g) ye semi-

Oklidyen uzay ve g ye V iizerinde bir skalar carpim denir.



ii) V iizerinde dejenere, simetrik, bilineer g doniisiim tanimli ise (V,g) ye lightlike

uzay denir [21].

V Semi-Oklidyen uzaymin ortonormal bir {ey,...,e,} bazi verilsin. Bu durumda

glei,ej) =€ 8, € =glei,e) (1.1.4)

dir. V nin her v elemani
n
V= Zi—:,- g(vyee; (1.1.5)
i=1

olarak yazilabilir. Dikkat edilecek olursa, bu yazilim tektir [20].
V semi-Oklidyen uzayimin herhangi bir {ey, ..., e,} ortonormal baz1 igin (g1, ...,€,)

isaretlerinden negatif olanlarinin sayis1 V nin indeksini verir.

Tanim 1.1.6. V ve W birer semi-Oklidyen uzay ve T : V — W lineer bir doniisiim olsun.
Eger T doniistimii V ve W iizerindeki skalar ¢arpimlari koruyorsa 7 doniisiimiine bir
lineer izometri denir. iki semi-Oklidyen uzay lineer izometrik olabilmesi icin gerek yeter

sart bu iki uzay ayni indeksli ve ayn1 boyutlu olmasidir [20].

Tamm 1.1.7. (V, g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. x € V icin
i) g(x,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine spacelike vektor,
ii) g(x,x) < 0 ise x vektoriine timelike vektor,

iii) g(x,x) = 0 ise x vektoriine null veya lightlike vektor denir [20].

Teorem 1.1.1. (W, g) reel n-boyutlu bir lightlike vektir uzayt ve boy RadW = r < n olsun.

Bu durumda, radikal uzayin W da tiimleyeni olan SW alt uzay: non-dejeneredir [21].

Ispat. W nin tiimleyeni SW olmak iizere
W =Rad W @ S W (1.1.6)

dir. Burada, @ direkt toplamdir. Kabul edelim ki, her v € SW i¢in g(u,v) = 0 olacak
sekilde sifirdan farkli bir u € SW var olsun. Bu durumda u € Rad W dir. Rad W NSW =

{0} oldugundan u = 0 dir. Bu ise SW nin non-dejenere oldugunu gosterir. [



Tanim 1.1.8. (W, g) reel n-boyutlu bir lightlike vektor uzayi olsun. Radikal uzaym W da

tiimleyeni olan SW alt uzayima W nin ekran uzay: denir [21].

Tamim 1.1.9. (V, g) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay1 olsun.

Eger g|w dejenere ise bu alt uzaya lightlike alt uzay denir.
wt={veV:gw) =0YweW} (1.1.7)
alt uzayina W uzayinin diki denir. Eger W, V nin non-dejenere bir alt uzay1 ise
WNWw+=0 (1.1.8)

dir. Eger W, V nin lightlike bir alt uzay1 ise W N W+ sifira esit olmak zorunda degildir
[21].

Onerme 1.1.1. (V,g) reel m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay
olsun. Bu durumda,

i) boy W 4+ boy W+ = m,

i) (WH)- =W,

iii) rad W = rad W+ =W NW+ dir [21].

Tamm 1.1.10. (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzayin
g(fi, i) =g(fi f]) =0, g(fi, f7) = dij, i,j €{1,...,q},
g(ua, fi) = g(ua, fi') = 0, g(ua,up) = €4, o,P € {1,...,1}, € = F1
olacak sekilde V nin bir
B={f1,. ., frfis s frour,... us} (1.1.9)
bazi vardir ve bu baza V nin bir quasi-ortonormal bazi denir [21].

Tamm 1.1.11. (V, g) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V n-boyutlu bir alt uzay1

olsun. r <nvel <s <ticin W = Span{fi,..., fm,u1,...,us} olmak iizere,

B="{Ff1, s frflr [, us} (1.1.10)

climlesine V nin W alt-uzay1 boyunca bir quasi-ortonormal bazi denir [21].



Onerme 1.1.2. (V,g) semi-Oklidyen bir uzay ve W da'V bir alt uzay: olsun. Bu durumda,

W boyunca V uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardr [21].

1.2 Semi-Riemann Manifoldlar

Tanim 1.2.1. M, reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
gp: T,MxT,M— R,
(Xp,Yp) = 8p(Xp,Yp) = 8(Xp,Y)) (1.2.1)

biciminde tanimli sabit indeksli, non-dejenere, (0,2) tipli tensor alanina M iizerinde
metrik tensor denir. Eger M manifoldu g metrik tensorii ile donatilmig ise M ye bir semi-

Riemann manifold denir [20].

Tamim 1.2.2. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. g metrik tensoriiniin indeksine M
nin indeksi denir. M nin indeksi ind (M) ile gosterilir.

ind (M) = q olsun. Bu durumda 0 < g < boy M dir. Ozel olarak g = 0 ise M man-
ifolduna bir Riemann manifoldu, g = 1 ve boy M > 2 ise M manifolduna bir Lorentz

manifoldu denir [20].

Tanmm 1.2.3. M, reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, F (M), M iizerindeki
tiim diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun.

V:ix(X) x (M) — x(M) fonsiyonu

i) VxY, X de F(M) lineerdir.

ii) VxY,Y de R-lineerdir.

iii) f € FM i¢in Vx fY = (X f)Y + fVxY dir.
kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona M iizerinde bir afin konneksiyon, VxY ye X e gore Y
nin kovaryant tiirevi denir [20].

Bir V afin konneksiyonunun forsiyon tensorii T ise
T(X,Y)=VxY—VyX —[X,Y]

ile tanimlanan (1,2) tipli bir tensor alanidur.



Teorem 1.2.1. M bir semi-Riemann manifold olsun. M iizerinde asagidaki sartlar
saglayan bir tek V afin konneksiyonu vardur:

a) V torsiyonsuzdur. Yani, her Y,Z € (M) igin [Y,Z] = VyZ — V7Y dir.

b) Her X,Y,Z € x(M) i¢in Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) dir.
(a) ve (b) sartlarim saglayan V konneksiyonuna M nin Levi-Civita konneksiyonu denir

[20].
M iizerindeki Levi-Civita konneksiyounu

2¢(VyZ,X) = Yg(Z,X)+Zg(X,Y)—Xg(Y,Z)

—g(Y,[Z,X])-I-g(Z,[X,Y])-i—g(X,[Y,Z]) (122)

esitligini saglar. Bu esitlige Koszul esitligi denir [20].
M, n-boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. M nin bir U acig1 lizerinde
{x1,...,x,} koordinat sistemi verilsin. {xj,...,x,} koordinat sistemi i¢in Christoffel sem-

k
bolleri T7;; i

Tk 1<i,j< 1.2.3
ax,axj ; ”Bxk bshjsn ( )

esitligini saglayan U lizerinde reel-degerli fonksiyonlardir.

Teorem 1.2.2. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve M nin bir U acigt iizerinde

{x1,...,x,} koordinat sistemi verilsin. Bu durumda,

PV, Y= ):{ayk+zr Y},

ey TR agjt agn . %
ii) Fij 2 { ox; axj ox; }

n .
esitlikleri saglamr. BuradaY = Y, Yj% ve (8'), (gij) nin ters matrisdir [20)].
=t

Tamm 1.2.4. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve M nin Levi-Civita kon-

neksiyonu V olsun.
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—-Vxy)Z (1.2.4)

ile tanimlanan (1,3) tipinde R : x(M) x x(M) x x(M) — (M) tensor alanina M nin Rie-

mann egrilik tensorii denir [20].



Onerme 1.2.1. M semi-Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii R, her
XY, Z,W € T,M ve p € M icin

i) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z,

ii) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y),Z, W),

i) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

iv) g(RX,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)
ozelliklerini saglar [20].

Tamm 1.2.5. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nin bir p noktasindaki
T,M tanjant uzayinin 2-boyutlu lineer alt uzayina 7,,M nin bir alt-diizlem kesiti denir [20].

Tp,M nin bir IT = Span{X Y } diizlem kesiti ve
O(IT) = g(X, X)g(Y.Y) — g(X,Y)? (1.2.5)

reel sayisi verilsin. Q(IT) # 0 ise IT diizlemine 7,M nin non-dejenere diizlem kesiti denir.
g definite ise Q(IT) > 0 dir ve g|r1 indefinite ise Q(IT) < 0 dir. Ayrica, |Q(IT)| degeri X

ve Y vektorlerinin olusturdugu parelel kenarin alaninm verir.

Tanim 1.2.6. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. M nin bir p noktasindaki
bir non-dejenere diizlem kesiti IT = span{X,Y } olmak iizere
g(R(X, Y)Y, X)

o(II)
sayisina I nin kesit egriligi denir. I nin kesit egriligi K (IT), [T nin {X,Y } baz se¢iminden
bagimsizdir [20].

K(IT) = (1.2.6)

Eger K = 0 ise M semi-Riemann manifolduna flatdir denir [20].
EJ semi-Oklidyen uzay1, her ¢ indeksi icin flatdir. Gergekten, EJ semi-Oklidyen

uzayimin normal koordinatlar i¢in Ff?j Christoffel sembollerinin tamamu sifira esittir.

Tanmm 1.2.7. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve {ey,...,e,} T,M nin ortonor-

mal bir bazi olsun. Her X,Y € T,M i¢in Ricci tensorii

Ric(X,Y) =iz(Z — R(Z,X))Y (1.2.7)



ile tanimlanir. Bagka bir deyisle
Ric(X,Y) Zegg (€0, X),Y,ep) (1.2.8)

ile tammlanir [17]. Ric(X,Y), T,M nin {ey,...,e,} ortonormal bazinin segiminden
bagimsizdir.
Her X,Y € T,M i¢in Ric(X,Y) = 0 ise M ye Ricci flattir denir. Semi-Riemannian bir

manifold flat ise Ricci-flattir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

Tamm 1.2.8. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Her X,Y € T,M i¢in
Ric(X,Y)=cg(X,Y) (1.2.9)
olacak sekilde bir ¢ sabiti varsa M ye Einstein manifoldu denir [20].
T,M deki birim vektOrlerin ciimlesini
T)M ={X € T,M : g(X,X) =¥1} (1.2.10)
ile gosterelim. e; € T,/ M nin Ricci egriligi
Ric(e1) = Ric(ey,e)) ZKIJ (1.2.11)
olur [17].

Teorem 1.2.3. M, n-boyutlu (n > 3) bir semi-Riemann manifold olsun. Her XY € T,M
ve f € F(M) igin

Ric(X,Y) = f g(X,Y) (1.2.12)
ise M bir Einstein manifoldudur [17].

Tanim 1.2.9. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve {e,...,e,} T,M nin ortonor-

mal bir bazi olsun. M nin skalar egriligi

n
=) Kij= Zm, (1.2.13)
i<j I#J
ile tammlanir [17]. M nin skalar egriligi 7,M nin {e1,...,ey} ortonormal bazinin

seciminden bagimsizdir.



Tamm 1.2.10. M semi-Riemann manifoldunun her p € M icin kesit egriligi sabit ise M
ye sabit egrilikli uzay denir.

M sabit egrilikli bir semi-Riemann manifold ise M nin Riemann egrilik tensorii
RX, Y)W =c{g(Y,2)X —g(X,2)Y} (1.2.14)
esitligini saglar [20].

E7, n-boyutlu, g indeksli, semi-Oklidyen uzay olsun. E g lzerinde standart metrik

q n
go=—Y dx+ Y d (1.2.15)
i=1 j=q+1

ile verilir. ¢ sifirdan farkli bir reel say1 olsun. Sirasiyla,

1
Sz(xo,c) ={X¢e Eg‘“ 1 g(x—x0,x—x0) = o> 0}
o (x0,¢) ={X € E;7" : g(x —x0,x —x0) = o< }
(1.2.16)
ile verilen pseudo-kiiresi ve pseudo hiperbolik uzayi, egrilikleri ¢ olan sabit egrilikli
semi-Riemann manifoldlaridir. Eg, S(’; ve Hé‘ indefinite reel uzay formlarin en iyi bili-

nen ornekleridir [17].

Tanim 1.2.11. M bir diferensiyellenebilir manifold ve A, M iizerinde herhangi bir tensor

alani olsun. Bu durumda, p e M,t € I C R ve X € I'(TM) olmak iizere
o1
LyA = lim—(A(p) — ¢,A) (p) (1.2.17)
t—=0 1

ile tantmlanan Ly diferensiyel operatoriine X vektor alanina gore Lie tiirevi denir [21].

Burada 0,
O:(t,x) x[e,e] > M (1.2.18)

ile tamiml1 bir doniistimdiir.



Tanm 1.2.12. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve f € F(M) olsun. f nin gra-

dienti V f
gVEX)=df(X)=Xf, VX €eT(TM) (1.2.19)

ile tamimlanir [17].

M nin bir koordinat sistemi {xi,...,x,} ise

no9f 3f 9

:Zax xj ve Vf= Z’J

o, ax, (1.2.20)

dir [17].

Tanim 1.2.13. M bir semi-Riemann manifold olsun. Lxg = 0 ise X vektor alanina bir
Killing vektor alami, Lxg = A\X olacak sekilde bir A € F(M) varsa X vektor alanina bir

konformal Killing vektor alani denir [17].

Onerme 1.2.2. M semi-Riemann manifoldu iizerindeki bir X vektor alam icin asagidaki
ifadeler birbirine denktir:
i) X bir Killing vektor alamdur.
ii) Her V.W € I'(TM) icin
Xg(V.W) =g([X,V],W) +g(V,[X,W])
dir.
iii) g(Vy X, W) = —g(VwX,V) dir [17].

Tamm 1.2.14. (M, g) ve (M, g) birer semi-Riemann manifold

03 =g (1.2.21)

olacak sekilde metrik tensorleri koruyan ¢ : M — M difeomormizmine bir izometri denir
[17].
p € M nin bir U C M komsulugu i¢in

gp(,v) = 8o(p) (@up (), @1p(v)), Yu,v € T,M (1.2.22)

ise @ : U — @(U) doniistimiine bir lokal izometri, M ile M semi-Riemann manifoldlarina

lokal izometriktir denir [17].



Tanim 1.2.15. M ve M birer semi-Riemann manifold, o:M— M bir doniisiim olsun.
Her p € M i¢in @y, : T,M — T(p(p)M birebir ise ¢ ye bir immersion denir. Eger ¢ bir

homeomorfizm ise yani @ nin tersi var ve siirekli ise @ ye bir emdedding denir [17].

o:M— M bir immersion ise p € M nin dyle bir U komsulugu vardirki ¢ : U — M
kisitlanmis1 bir embeddingdir.
o:M— M immersionu icin daima boy M < boy M dir. boy M— boy M farkina bu

immersionun ek-boyutu denir [17].
Tamm 1.2.16. ¢ : M — M bir immersion olsun. Her u,v € T,M ve p € M icin

gp(u,v) = g(p(p)((P*p(“)a(P*p(V)) (1.2.23)
ise ¢ ye bir izometrik immersion, M ye M nin bir altmanifoldu denir [17].

o:M— M bir izometrik immersion olsun. Her bir p € M i¢in p nin 6yle bir U
komgulugu vardirki ¢ : U — M bir embeddingdir. Boylece her bir u € T,M vektoriinii
Q. (u) € Ty p)M“ vektorii kargilik gelir. Bu nedenle her u € T,M vektoriinii @ (u) € Ty p)M“

ile gosterebiliriz. Boylece T,M, Ty p)l\7[ nin bir non-dejenere alt uzay1 olup
7 i
To(yM = TyM & T,M (1.2.24)

olarak yazilabilir. Burada T, p)M nin non-dejenere alt uzayr 7,M L uzayma p € M de M
nin normal uzay: denir [17].

(1.2.24) den her v € T(p(p)ZVI elamant
v =tan v+ norv (1.2.25)
olarak tek sekilde yazilabilir. Burada tan v € T,M ve nor v € T,M L dir. Ayrica
tan : To(,yM — T,M Ve nor : Ty M — T,M~* (1.2.26)

ortogonal projeksiyonlart R-lineerdir [17].
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Tanim 1.2.17. ¢ : M — M bir izometrik immersion ve M nin Levi-Civita konneksiyonu

V olsun. VXY € [(TM) ve VN € T(TM™) igin

VxY = VxY +h(X,Y),

VxN = —ANX + V&N (1.2.27)

formiillerine Gauss ve Weingareten formiilleri denir. Burada VxY,AyX € I'(TM) ve

h(X,Y),V¥N € T(TM?') dir [17].

Onerme 1.2.3. M ve M birer semi-Riemann manifold olsun.
i) (1.2.27) de verilen V, M nin Levi-Civita konneksiyonudur.

ii) h, simetrik ve bilineerdir [17].

Tanm 1.2.18. (1.2.27) da verilen h: TM x TM — TM- simetrik, bilineer doniisiimiine

O nin ikinci temel formu denir [17].

T,M nin bir ortonormal bazi {ei,...,e,} ve TI,,ML in ortonormal bir bazi
{ent1,---yem}olsun. i,j=1,...n;r=n+1,... , migin
m
h(ei,ej) = Z & h;jer, &r=glerer) (1.2.28)
r=n+1

tanimlansin. hj; = g(h(e;,e;), ey) ye ikinci temel formun bilesenleri denir [17].

Onerme 1.2.4. ¢ : M — M bir immersion olsun. Bu durumda
i) ANX, N ve X e gore bilineerdir.
i) g(h(X,Y),N) = g(ANX,Y) dir.

iii) V-, TM™ iizerinde bir metrik konneksiyondur [17].

Tanm 1.2.19. M, M semi-Riemann manifoldunun non-dejenere bir altmanifoldu olsun.
M nin bir p noktasinda normal vektor alan1 N olmak iizere Ay = Al, A € F(M) ise N ye
umbilik kesit ve M alt manifolduna N ye gore umbiliktir denir. Eger M altmanifoldu,
herbir lokal normal vektor alanina gore umbilik ise M ye total umbilik altmanifold denir

[17].
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Tanim 1.2.20. M, M semi-Riemann manifoldunun non-dejenere bir altmanifoldu olsun.

p € M noktasindaki ortalama egrilik vektirii H(p)

1
H(p)=—izh (1.2.29)
n
ile tanimlanir. 7,M nin ortonormal bir bazi {ey,...,e,} olmak iizere
1 n
H(p) = Y eihleje)) (1.2.30)
j=1

dir [17].

M total umbilik bir altmanifold ise M nin ikinci temel formu, her X,Y € TM icin
h(X,Y)=g(X,Y)H (1.2.31)
esitligini saglar [20].

Tanm 1.2.21. M, M semi-Riemann manifoldunun non-dejenere bir altmanifoldu olsun.
M nin her p noktasinda H(p) = 0 ise M ye minimal altmanifold, H # 0 ve g(H,H) =0

ise M ye quasi-minimal altmanifold veya semi-minimal altmanifold denir [22].

Teorem 1.2.4. M, M semi-Riemann manifoldunun non-dejenere bir altmanifoldu olsun.
Her X,Y,Z,W € T'(TM) igin
gRX.Y)ZW) = gR(X,Y)Z,W)+§(h(X,W),h(Y,Z))

dir. Burada R ve R, swrastyla, M ve M nin egrilik tensoriidiir. (1.2.32) esitligine Gauss
denklemi denir [20].

Gauss denklemi kullanililarak asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 1.2.1. IT = Span{X,Y } T,M nin 2-boyutlu bir alt-diizlemi olmak iizere

_ g(h<X7X)>h(Y7Y)) _g(h<X7Y)’h(Y7X>)
KD =R T xa(r,7) (X 12

(1.2.33)

dir [17].
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Teorem 1.2.5. o, M semi-Riemann manifoldu iizerinde diferensiyellenebilir bir egri ol-

sun. Bu durumda,

&=a +ha,o) (1.2.34)

. D . / .o
dir. Burada % = ve % = o diir.

X3 . .e . . . -~ . . s . " ee e o . . . .
a0 vektoriine o egrisinin M daki ivme vektorii ve oo vektorline o egrisinin M deki

ivime vektorii denir [20].
Tanim 1.2.22. o' = 0 ise o egrisine M nin bir geodezik egrisi denir [20)].

Tamim 1.2.23. Her X,Y € I'(TM) igin M nin ikinci temel formu i = 0 ise M semi-
Riemann altmanifolduna M semi-Riemann manifoldunun bir fotal geodezik altmanifoldu
denir [20].

Eger M semi-Riemann manifoldu, M semi-Riemann manifoldunun total geodezik
bir altmanifoldu ise
i) M nin her geodezigi ayn1 zamanda M nin da bir geodezigidir.
il) M digsal flattir. Bagka bir degisle, M ile M in Riemann egrilik tensorleri birbirine esittir
[20].

(1.2.27) da verilen V* metrik konneksiyonuna normal konneksiyon denir. Eger M
de normal bir vektdr alani N icin VN = 0 ise N ye paraleldir denir. Ayrica V-H = 0 ise

H ortalama egrilik vektoriine paraleldir denir [20].

Tamm 1.2.24. M, n-boyutlu ve M, m-boyutlu birer semi-Riemannian manifoldlar, @ :
M — M bir izometrik immersion olsun. {Nyus1,...,Nu} TM* in bir ortonotmal catisi

olmak tizere

m
A=Y & Ay, & =3(N:N,) (1.2.35)
r=n+1

ile taniml1 A operatoriine Casorati operatorii denir [17]. A€, TM~+ deki baz seciminden

bagimsizdir.
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Bu béliimiin geriye kalan kisminda, M nin metrik tensorii g ve M nin indirgenmis

metrik tensorii g yerine (,) sembolii kullanilacaktir.

Onerme 1.2.5. M7 ve R}, sirasiyla, s-indeksli ve n-boyutlu bir semi-Riemannian man-
ifold ve s-indeksli ve m-boyutlu semi-Riemannian uzay form olsun. MY, R nin non-
dejenere bir altmanifoldu ve M nin bir ortonormal bazi {ey,...,e,} olmak iizere M} nin

Ricci tensorii

Ric(Y,Z) = (n—1){Y,Z)c+n(H(p),h(Y,Z))
- Zn: &i(h(Y,e;),h(Z,e;)) (1.2.36)
i=1

esitligini saglar [17].

Proof. Gauss denkleminden

Ric(Y,Z) = i &i(R(ei,Y)Z,ei) +n(H,h(Y,Z))
i=1

—Zs, (Y,ei),h(Z,e;)) (1.2.37)

yazilabilir. Burada

Y €i(R(ei,Y)Z,e;) = (n—1)(Y,Z)c (1.2.38)
i=1
dir. (1.2.38) esitligi (1.2.37) esitliginde yerine yazilacak olursa (1.2.36) esitligi elde

edilir.

Onerme 1.2.6. M, R indefinite reel uzay formunun bir semi-Riemannian altmanifoldu

olsun. Bu durumda

2
n 1 n(n—1)
=—(H,H)— - 1.2.
©(p) = 5 (H.H) = 38u+ ——5—¢ (1.2:39)
dir. Burada
Sy = Zee, (eirej),h(eie;)) (1.2.40)
i,j=1
dir [17].
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Proof. Gauss denkleminden

8i8j<R(e,~,ej)ej,e,~> = 8i8j<R(e,-,ej)ej,e,~> + €€ <h(e,-,ei),h(ej,ej)>

€€ <h(€i,€j),h(€j,€,’)> (1.2.41)

dir. Son esitlikte, i ve j ye gore iz alinacak olursa

Z 8i8j(R(ei,ej)ej,e,~) = 8i8j<§(ei,ej)ej,ei) —|—l’l2<H,H> —Sy (1.2.42)
ij=1

olur. (1.2.13) ve (1.2.42) den (1.2.39) esitligi elde edilir.
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2. LIGHTLIKE HIiPERYUZEYLER UZERINDE CHEN TiPi ESITSIZLIKLER
2.1 Lightlike hiperyiizeyler

Tanm 2.1.1. (M,3), (n+ 1)-boyutlu bir semi-Riemann manifold, M nin n-boyutlu bir
hiperyiizeyi M olmak lizere her p € M i¢in
Rad T,M = {E € T,M : g,(€,X) = 0,YX € T,M}. 2.1.1)

olacak sekilde ranki 1 olan bir alt uzay1 varsa M ye M semi-Riemann manifoldunun bir

lightlike hiperyiizeyi ve Rad T,M ye M nin radikal distribiisyonu denir [21].

TM de Rad T,M nin tamamlayani olan alt uzaya M nin ekran distribiisyonu denir.
M nin ekran distribiisyonu S(7M) ile gosterilir ve TM nin non-dejenere bir alt uzayidir.

Porei ortogonal olan direkt toplam olmak tizere

TM = Rad TM @y S(TM) (2.1.2)
dir. Ayrica S(TM) non-dejenere oldugundan

TM = S(TM) @0 S(TM)* (2.1.3)

olarak yazilabilir.
M bir lightlike hiperyiizey ise daima Rad T,M = T,M L dir. Ayrica S(TM)* uzay,

@ ortogonal olmayan direkt toplam olmak iizere
S(TM)* = T,M* ©tr(TM) (2.1.4)
olarak yazilabilir. Boylece
TM = S(TM) ©oyn (TM* @ 1r(TM)) = TM S 1r(TM) (2.1.5)
olur [21].

Ornek 2.1.1. (R},8), (—,+,+,+) isaretli bir uzay zaman manifoldunu olsun. R iin bir
(0¢,01,02,03) kanonik baz1 verilsin. R‘l‘ de

{t(1,cosucosv,cosusinv,sinu) € R} : t >0,u € (O,g),v € 1[0,2n]} (2.1.6)
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ile verilen M hiperyiizeyi bir lightlike hiperyiizeydir. Gergekten,

Rad TM = span{& = 9, + cosucosvaj + cosusinvd, + sinuds },

1
Itr(TM) = span{N = 5(—8, + cosucosva + cosusinvdy + sinuds },
S(TM) = span{W; = —sinucosvd; —sinusinvd, + cosuds,
W, = —sinvcosud; + cosvcosud, } 2.1.7)
dir [23].

Tanim 2.1.2. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. V ve Vv,
sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita ve lineer koneksiyonlar olsun. Her X,Y € I'(TM)

icin Gauss ve Weingarten formulleri
VxY = VxY +h(X,Y),

VxN = —ANX + ViN (2.1.8)

ile verilir. Burada VxY,AyX € I'(TM) ve h(X,Y),V\ N € I'(Itr(TM)) dir.
B(X,Y) =g(h(X,Y),8) ve ©(X) = g(V4N,&) olsun. Bu durumda Gauss ve Wein-
garten formiilleri
VxY = VxY +B(X,Y)N,
VxN = —AnX +w(X)N (2.1.9)
olur. Burada B ve Ay, swrastyla, M lightlike hiperyiizeyinin ikinci temel form ve sekil

operatorii olarak adlandirilir. Ayrica, M iizerine indirgenen V konneksiyonu merik kon-

neksiyon degildir fakat torsiyonsuzdur [21].

Tamm 2.1.3. M bir lightlike hiperyiizey olsun. Her p € M i¢in B = 0 ise M hiperyiizeyine
total geodezik lightlike hiperyiizey denir [21].

Ornek 2.1.2. (R},8), (—,+,+,+) isaretli semi-Oklidyen uzay1 olsun. R} in bir

(91,02,03,04) kanonik bazi verilsin. R} de

{(u,v+w,u,v—w) ER}: u,v,w € R} (2.1.10)
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ile verilen M hiperyiizeyi total geodezik bir lightlike hiperyiizeydir. Ger¢ekten,
Rad TM = span{§ = 01 + 03}, ltr(TM) = Sp{N = %(—81 +03)}
S(TM) = span{W; = 0, + 94, Wo = dr — ds}

olup burada B = 0 oldugu goriiliir.

Teorem 2.1.1. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [21].

i) M total geodeziktir.

ii) M iizerinde h sifira esittir.

iii) M iizerinde birtek V metrik konneksiyonu vardir.

iv) Rad TM, V konneksiyonuna gore paralel bir distribiisyondur.

v) Rad TM, M iizerinde bir Killing distribiisyonudur.

Tamm 2.1.4. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. H € R
olmak tizere her X,Y € T,M i¢in

B(X,Y)p = ng(X,Y),
ise p € M noktasina umbilik nokta denir. M nin her noktasi1 umbilik ise M ye total umbilik
lightlike hiperyiizey denir [21].

Tamm 2.1.5. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperylizeyi olsun. T,M
nin bir baz1 {ey, ...,e,,&} ve T'(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ej,...,e,} olmak iizere

M nin ortalama egriligi asagidaki gibi tanimlanir [24].
tr(B 1 &
u= irB) _ =Y &Bleiei), glei,er) =¢i. (2.1.11)
n iz
Tamm 2.1.6. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve P, M den
S(TM) iizerine bir projeksiyon olsun. V}PY, AiX € ['(S(TM)) olmak iizere(2.1.2) den
her X,Y € I'(TM) i¢in
VxPY = VyPY+h(X,PY)
= VY +C(X,PY)S, (2.1.12)

Vx& = —AX —w(X)E, (2.1.13)
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dir. Burada, V*, C ve A;, sirasiyla, S(T M) tizerinde indirgenmis konneksiyon, lokal ikinci
temel form ve lokal sekil operatorii olarak isimlendirilir.

(2.1.9) ve (2.1.12) esitliklerinden

B(X,Y) = g(AX.Y), (2.1.14)

C(X,PY) = g(ANX,PY) (2.1.15)
dir. (2.1.14) esitligi kullanilarak her X € T'(TM |y ) i¢in
B(X,&)=0
elde edilir [23].

Tanim 2.1.7. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. ¢, M
nin U komgulugu iizerinde sifirdan farkl diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere

Ay ve Ag sekil operatorleri arasinda
AN:(pA;_; (2.1.16)

bagintis1 varsa M lightlike hiperyiizeyine ekran lokal konformal lightlike hiperyiizey denir.
Eger @ sabit ise M ye ekran homotetik lightlike hiperyiizey denir [25].
. 5 .. n+1 5 n+1 3
Ornek 2.1.3. R’f+ semi-Oklidyen uzayi, herx = ) an—A vey= Y yAa—A icin
A=0 * A=0

n+1

glxy) =00+ Y x4y (2.1.17)
o=l
metrigi ile verilsin. R} de
n+1
A={x=00% . Y er?: — (x4 Z (x)? =0,x #0} (2.1.18)
a=1
hiperyiizeyi verilsin. A nin radikal uzayi bir
n+1 x‘\ p)
— — 2.1.19
g Ago o (2.1.19)

19



global vektorii tarafindan gerilir. Ayrica ltr(TM) de bir tek

0 Pl n+1
— 2.1.20
=30 )2{ a0t LG xa} (2.1.20)
global null kesiti vardir.
n+1
) xx4=0 (2.1.21)
sartin1 saglayan her
n+1 p)
_ a
X = ;X o (2.1.22)
vektorii i¢in
VxE=VyX =X (2.1.23)
dir. Buradan
A;:X +wX)E+X =0 (2.1.24)

elde edilir. AZX, I'(S(TA)) degerli oldugundan
At = —PX (2.1.25)

olarak yazilabilir. Boylece direkt bir hesaplama ile

n+1n+1 axa

VQX = %EX Z Z
n+1n+1 ox¢ n+1
g(VeX &) = Z ZxaxA =-Y) x¥Xx*=0 (2.1.26)
a=1

olur. (2.1.26) esitliginden Ve X € T'(S(TA)) oldugu ve boylece AyE = 0 oldugu goriiliir.
Ayrica 2.1.20 ve 2.1.21 den her X, Y € I'(S(TA)) i¢in

= 1
C(X,Y)=g(VxY,N) =g(VxY,N) = ——2(X.Y) (2.1.27)

2(xo)
dir. Boylece

AnX = AX (2.1.28)

2(x0)?
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oldugu sonucuna varilir. O halde, A, R’I“Jr2 de konform faktorii ¢ = 2# olan bir ekran

(x0)?

global lightlike hiperyiizeydir [25].
Ornek 2.1.3 de verilen A lightlike hiperyiizeyine R’f” de bir light koni ad1 verilir.

Onerme 2.1.1. M, M Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M ve M

in Riemann egrilik tensotleri, sirastyla, R ve R olmak iizere her X Y, Z,U e (TM) igin

g(R(X,Y)Z,PU) = g(R(X,Y)Z,PU)+B(X,Z)C(Y,PU)

— B(Y,Z)C(X,PU), (2.1.29)
Z(R(X,Y)Z,§) = (VxB)(Y,Z)—(VyB)(X,Z)

+ B(Y,Z)w(X)—B(X,Z)w(Y), (2.1.30)

g(R(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)Z,N), (2.1.31)

S(R(X,Y)PZ,N) = (VxC)(Y,PZ)— (VyC)(X,PZ)
+ w(Y)C(X,PZ)—w(X)C(Y,PZ) (2.1.32)

dir. Yukaridaki egitliklere M tizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemler denir. Burada her
X,Y,Z,U €T'(TM) icin

(VxB)(Y,Z) = XB(Y,Z) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (2.1.33)
ve
(VxC)(Y,PZ) = XC(Y,PZ) — C(VxY,PZ) — C(Y,VyPZ) (2.1.34)
dir [21].

Tanim 2.1.8. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperylizeyi olsun. 7,M

nin herhangi bir IT = sp{e;,e;} diizlem kesiti igin kesit egriligi

g(R(ej,ei)ei,e))
g(ei,ei)g(ej,e;) —gleiej)?

Kijz

ile tanimlanir [21]. M nin ekran ikinci temel formu C simetrik olmadigindan kesit egriligi

simetrik degildir. Yani lightlike hiperyiizeyler i¢in her zaman K;; = K;; esitligi saglanmaz.
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Tanim 2.1.9. M, M Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. 7,M de
null bir vektor & verilsin. T,M nin g(&,e;) = 0 ve g(e;,e;) # 0 olacak sekildeki & ve e;
vektorlerinin gerdigi bir diizlem kesiti olan IT nin null kesit egriligi

g(RP(elﬁg)&aei)

gp(ei7ei)

Kmtll —
l
ile tanimlanir [26].

Tanim 2.1.10. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M nin

indirgenmis Ricci tipi tensérii R her XY € T(TM) igin

RO2(X,Y) = trace{Z — R(Z,X)Y} (2.1.35)

(0,2) (0,2)

ile tanimlanir. Eger R simetrik ise R ye M nin Ricci egrilik tensorii denir [23].

M, M Lorentzian manifoldunun bir lightlike hiperylizeyi olsun. 7T,M nin bir

{ei,...,en,§} bazi ve T'(S(TM)) nin {ey,...,e, } ortonormal bazi verilsin. Bu durumda

RO (x)y) = Zn: g(R(e;,X)Y,e;) +8(R(E,X)Y,N) (2.1.36)
j=1

dir [27].

Tamm 2.1.11. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M
nin indirgenmis Ricci tensorii simetrik olsun. & sabit bir fonksiyon ve her X,Y € ['(TM)

olmak iizere
Ric(X,Y) =k g(X,Y) (2.1.37)
ise M ye bir Einstein lightlike hiperyiizeyi denir [23].

Einstein lightlike hiperyiizeyleri, sadece Ricci tipi tensoriiniin simetrik oldugu

hiperyiizeylerde tanimlanabilir.

Onerme 2.1.2. M, c egrilikli M (¢) semi-Riemann uzay formunun total geodezik bir light-

like hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M simetrik bir Ricci tensoriine sahiptir [23].
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Gauss-Codazzi tipi denklemlerden asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 2.1.3. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun.

R(O’Z)(E.n&:) e]? j) —§(R(§a§)§7N>

Kl (2.1.38)

i

n
(eiei) Z (ej,ei)eisej) +8(R(E,ei)ei,N) (2.1.39)
]:

dir [27].

(2.1.36) de iz alinarak ve (2.1.38) ve (2.1.39) kullanilarak

Z K,]+ZK””11+KN (2.1.40)
i,j=1 i=1

gibi bir t(p) skalar1 elde edilir. Burada, i € {1,...,n} i¢in Kiy = g(R(E,e;)e;,N) dir

Tamm 2.1.12. M, M semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve M nin
Ricci-tipi tensorii simetrik olsun. (3.1.39) de verilen t(p) ye M nin p € M noktasindaki

skalar egriligi denir [27].

2.2 Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri iizerinde k-Ricci egriligi ve

k-scalar egriligi

Tanim 2.2.1. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1) boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi,
['(TM) nin bir baz1 {ey,...,e,,E} ve T'(S(TM)) nin ortonormal bir baz1 {ej,...,e,} ol-
sun. k < n igin m g = sp{ei,...,e,&} (k+ 1)-boyutlu dejenere bir diizlem kesiti ve

;. = sp{ei,...,ex } k-boyutlu non-dejenere bir diizlem kesiti olmak iizere, sirasiyla,

M»

Ricr, . (X) = R(ej,X)X,e;)+&(R(E,X)X,N) (2.2.1)

]:
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ve
k
Ricr,(X) =ROY(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X ¢}) (2.2.2)
j=1

egriliklerine X € T'(TM) de k-dejenere Ricci tipi tensorii ve k-Ricci tipi tensorii denir.
Eger p € M noktasinda Ricci-tipi tensorii simetrik ise Ricr, (X) e k-dejenere Ricci egriligi
ve Ricy, (X) e k-Ricci egriligi denir [28]. Ayrica

k k

T (P)= ), Kij+ Y K" +Kiy (2.2.3)
ve
k
(p) =Y, Kij (2.2.4)
ij=1

egriliklerine, sirasiyla, k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi denir [28]. k =2 i¢in

T,M nin 2-boyutlu bir diizlem kesiti IT; ¢ = sp{e;,&} olmak iizere

RicHLE_, (61) = KIN

ve
T, (p) = K" + Kiy
dir.
k =nigin w, = sp{ey,...,en} =T(S(TM)) olmak iizere
n
Ricgrary(e1) = Ricy,(e1) = Y Kij =Ky + ...+ Kin (2.2.5)
j=1
ve
sy (p) = ) Kij (2.2.6)
ij=1

dir. Ricg(rr)(e1) € e1 de ekran Ricci-tipi tensorii denir.
Eger M nin kesit egriligi simetrik ise ekran Ricci-tipi tensoriine ekran Ricci-tipi

egriligi ve Tg(ry)(p) degerine p € M de ekran skalar egriligi denir [28].
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Gauss Codazzi tipi denklemlerden asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 2.2.1. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1) boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi,
[(TM) nin bir bazi {ey,...,e,,&} ve T'(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ey,...,e,} olsun.
Bu durumda

Ts(rm)(P) = Ts(rm) ( Z BiiCj; — Bi;Cji (2.2.7)
i,j=1

dir. Burada i, j € {1,...,n} icin B;j = B(e;,e;) ve Cij = C(e;, e;) dir [28].

Onerme 2.2.2. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi,
[(TM) nin bir baz {ey,...,en,§} ve T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ey,...,e,} ol-
sun. M nin ikinci temel formu B ve ekran ikinci temel formu C nin bilesenleri arasinda

asagidaki bagintilar vardir [28].

n n

Y. BiCji= _{ Z ij+Cii)* — ) (Bij)* + (Cii)*} (2.2.8)
i,j=1 i,j=1 ij=1

ve
Y BiCij= 5 ZBU +Cj)* = (L Bi)* = (L.Ci)*- (2.2.9)
LJ a.] 1 ]

Teorem 2.2.1. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda

a)

TS(TM)(P)S%S(TM)(P)+W(IMC€AN + — Z ij— 11)2 (2.2.10)
7]

esitsizligi vardir. (2.2.10) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul ya M, @ = —1 olacak sekilde ekran homotetiktir yada total geodeziktir.
b)
~ 1
Ts(rm) (P) = Ts(rm) (P) +nu(traceAn) — 2 Y (Bij+Cji)? (2.2.11)
i,j

esitsizligi vardir. (2.2.11) esitsizliginin egitlik durumu her p € M i¢in saglamr gerek ve
yeter kosul ya M, @ = 1 olacak sekilde ekran homotetiktir yada total geodeziktir.
¢) (2.2.10) ve (2.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumu her p € M noktast icin saglanir
gerek ve yeter kosul M total geodeziktir [28].
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Ispat. (2.2.7) ve (2.2.8) esitliklerinden

n

- 1t 1
T (P) = Tsamy(P)+ Y, BiCjj— 5 Y (Bij+Cji)

ij=1 ij=1
1 ¢ 2 2
+5 Y (Bij)*+(Cji) (2.2.12)
ij=1
dir.
1 2 2 1 2 1 2
5(Bij+Cj;) = (Bij+Cji)" + - (Bij — Cji)
2 4 4
oldugundan
1 - 2 < 2 2 1 2 1 2
51 Y (Bij+Ci)*+ Y, (Bij)*+(Cji)*} = ZZ(BijJFCﬁ) +ZZ(BU—CJ')
i,j=1 i,j=1 i,j i,j

yazilabilir. Bu son esitlik (2.2.12) de yerine yazilacak olursa
Tsarmy () = Tsrany(P) + 'Zn‘,lBiiCj = %Z(B,-J- +Ci) + %Z(B,- i—Cji)? (2.2.13)
ij= i.j ij
elde edilir. Bu ise (2.2.10) ve (2.2.11) esitsizliklerinin saglandigin1 gosterir.

(2.2.10) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir gerek ve yeter
kosul heri, j € {1,...,n} i¢in B;; = —C;; veya B;; = C;; = 0, bagka bir deyisle, M lightlike
hiperyiizeyi ¢ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetiktir yada total geodeziktir.

Benzer gekilde (2.2.11) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir
gerek ve yeter kosul her i,j € {1,...,n} i¢in B;; = C;; veya B;; = C;; = 0, bagka bir
deyisle, M lightlike hiperyiizeyi ¢ = 1 olacak sekilde ekran homotetiktir yada total
geodeziktir.

(2.2.10) ve (2.2.11) nin esitligi her p € M noktasinda saglanir gerek ve yeter kosul
her i,j € {1,...,n} icin B;; = C;; ve B;j = —C;; olur. Bu ise her i,j € {1,...,n} igin
B;j = C;j = 0 oldugunu gosterir. O halde M total geodeziktir. ]

Not 2.2.1. Ornek 2.1.2 g0z Oniline aliacak olursa, Bj; = By = 0 ve her p € M i¢in
Ts(rm)(p) = 0 oldudu goriilir. Boylece, (2.2.10) ve (2.2.11) esitsizliklerinin esitlik du-

rumunu bu hiperyiizeyin her noktasinda saglanir.
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Theorem 2.2.1 den agagidaki sonuclar elde edilir:

Sonuc 2.2.1. M, ¢ egrilikli M(c) Lorentzian space formun (n -+ 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
a)
1
Ts(rm)(P) < n(n—1)c+nu(traceAy) + 2 Z(B,-j —Cji)? (2.2.14)
i,J
esitsizligi vardir. (2.2.14) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve
yeter kosul ya M, @ = —1 olacak sekilde ekran homotetiktir yada total geodeziktir.
b)
1
Ts(rm)(p) > n(n—1)c+nu(traceAy) — 5 Z(B,-j +Cji)? (2.2.15)
i,J
esitsizligi vardir. (2.2.15) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir
gerek ve yeter kosul ya M, ¢ = 1 olacak sekilde ekran homotetiktir yada total geodeziktir.
¢) (2.2.14) ve (2.2.15) esitsizliklerinin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve
yeter kosul M total geodeziktir [28].

Sonug 2.2.2. M, M(c) Lorentzian space formun (74 1)-boyutlu ekran homotetic lightlike
hiperyiizyi olsun. Bu durumda
a)

—1
Tsirany(p) < n(n—1)e+ ey’ + ((')T)Z(Bi,-)2 (2.2.16)
i,j

esitsizligi vardir. (2.2.16) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir

gerek ve yeter kosul ya @ = —1 dir yada M total geodeziktir.
b)

—1
Tsray (p) = n(n—1)c+onp* — (@ Z ) g(Bij)z (2.2.17)

esitsizligi vardir. (2.2.16) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir
gerek ve yeter kosul ya @ = 1 dir yada M total geodeziktir.

¢) (2.2.16) ve (2.2.17) esitsizliklerinin esitlik durumlart her p € M i¢in saglanir gerek ve
yeter kosul M total geodeziktir [28].
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Teorem 2.2.2. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda

S () < Fsrn)(p) + 5 (traceA)’ — S(traceAy)
— %izj(Bij_‘_Cji)z_l_%izj(Bij_Cﬁ)z (2.2.18)
esitsizligi saglanir. Burada
Bi1+Cii Bia+Ca ... Bin+GCp
1 Bz1J.rC12 By +Cxn ... By+Cp (22.19)
By +Cin Bo+Con ... Bun+GCpp

dir. (2.2.18) egitsiliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul M

minimaldir.

Ispat. (2.2.13) ve (2.2.9) esitlikleri kullanilarak
~ 1
Ts(T™m) (p) = Ts(T™m) (p)+ 5{(231'1‘ +ij)2 - (Z,Bii)2 - (chj)z}
i.j i j

1 1
= LBy +Ci) + 5 Y (B~ Ci)’® (2.2.20)
i i

elde edilirki bu ise (2.2.18) esitsizliginin saglandigini gosterir.

(2.2.18) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter sart

B;i=0 (2.2.21)
1

n

1

dir. Boylece M minimaldir. ]
Teorem 2.2.2 den asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuc 2.2.3. M, M(c) Lorentzian uzay formunun (n+- 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda
(N )
Tsarmy(p) < n(n—1)c+ E(traceA) — E(traceAN)

1 1
— LB +Cji)*+ 7 L (Bij— Cji)? (2.2.22)
irj irj
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esitsizligi saglamir. Burada A, (2.2.19) a esittir. (2.2.22) esitsizliginin esitlik durumu her

p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul M minimaldir [28].

Sonug 2.2.4. M, M Lorentzian manifoldunun (n -+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik light-

like hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

20+ 1
Ts(rmy(P) < TS(TM)(P)‘F((PZ—)HZ,UZ—(PZ(BU)Z (2.2.23)
i

esitsizligi saglanir. (2.2.23) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul M minimaldir [28].

Not 2.2.2. R‘]1 Minkowski uzaymi g6z Oniine alalim. R‘]1 iin metrigininin isareti

(4,4, 4+, —) ve kanonik bir baz1 (d1,9,,0d3,0d4) verilsin. R‘lt de
T
M = {t(cosucosv,cosusinv,sinu,1) R} :1 >0, u € (0,5), ve[0,2m}, (2.2.24)
ile taniml1 lightlike konisi verilsin. Burada

S(TM) = span{e; = —sinucosvd| — sinusinvd, + cosuds,

ey = —sinvd; +cosvay },
ve

Rad(TM) = span{& = cosucosvd; + cosusinvd, + sinudz + da },

1
Itr(TM) = span{N = E(cosucosval + cosusinvdy + sinudz —d4) }

dir. Direkt hesaplamalar ile

Bler,er) = —, Bles,es) = ———, Kiy = ——, Ts(ran)(p) = o—
e, el)=—— er,er) = — = =
1,€1 .’ 2,€2 fcosn’ 12 Feosu’ S(TmM)\P Feosu’
1 1)2
2= By 4 By = ST o (cosut 1)
tcosu 1“Ccos“u
2 2 2 2
t*+1)(cosu+1) cos“u+1
2020+ 1 2 _ B =" —
(20+1)u 2t4cosu ’ l.jzz’l( i) t2cosu’
2 2
cos“u—+1
B =
(pijz::1( i) 2t4 cos? u
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elde edilir. Simdi (2.2.23) esitsizliginin bu altmanifold i¢in saglandigin1 gosterelim:

Yukaridaki hesaplamalar (2.2.23) esitsizliginde yerine yazilacak olursa

1 t>(cos>u+1) +2(t> +1)cosu
<
t*cosu 2t4cosu

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Gergekten bu esitsizligik diizenlendiginde
—21?cosu < t*(cos?u+1)
elde edilirki bu ise bu esitsizligin daima saglandigini gosterir.

Lemma 2.2.1. ay,...,a, (n > 1) birer reel sayi olmak iizere

1 n n
_(Z a,~)2 < Zal? (2.2.25)
| i=1
dir. Esitlik saglanir gerek yeter kosul a; = ... = a,, dir [29].
Ispat
0< Z(ai—aj)z = (a1—a)?+ (a1 —a3)*+ ...+ (a1 —ay)?
i<j
+ (az —a3)2 +...+ (a2 —an)z +...+ (an,l —an)2
= a% —2a1a; +a% +a% —2a1a3 +a§ +.. —I—a% —2a1ay, —I—a%
+ a% —2ara3 —I—a% + ... —I—a% —2ara, —|—a3, + ... —i—a,%_l
— 2an_1an—|—a3
= (n—1) Z 2Za a;
i i<j
olur. Buradan
0 <(n-1) Z ZZa aj
i<j
= 2Za,a] (n—1 Z(ai)z
i<j
= Z a;) —1—22an <n2
i<j
= Z 2< ”Z a,
= Za < Z(ai)z
i
elde edilir. n
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Teorem 2.2.3. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Bu durumda

~ n — 1
Tsarm)(P) < Tsaramy(p) + (traceA)? — E{(traceAN)2 +n?1?)

1 1
+ ZZ(Bij—Cj')z— EZ(Bij—FCﬁ)Z (2.2.26)
i,j i#]
esitsizligi saglanr. (2.2.26) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

yeter kosul nu = —trace Ay dir [28].

Ispat. (2.2.20) esitligi kullanilarak

~ 1 — 1
Tsarmy(P) = Tsrm)(p) + E{(tmceA)2 — (traceAy)? —n*1P} — 1 Z(Bﬁ +Ci)?
1 , 1 5
T ;(Bij +Ci) ;(Bij —Cji) (2.2.27)

elde edilir. Lemma 2.2.1 ve (2.2.27) esitliginden
~ 1 — 1
tsarmy(P) < Tsrmy(p) + 5{(”610614)2 — (traceAy)* —n*u*} — %(ZBii +Ci)?
i

I I
— 7 L (Bij+Ci)*+ 4 Y (B — Cii)? (2.2.28)
=y oy

dir. Buise (2.2.26) esitsizliginin saglandigin1 gosterir.

(2.2.26) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul
Bi1+Cii=...=B;, +Cy, (2.2.29)
dir. (2.2.29) den

(1—=n)By1+By+...+Bym+(1—-n)C11 +Con+...+Cpy = 0,

B —|—(1 —n)322+...+Bnn—|—C11 + (1 —I’l)C22+...+Cnn = 0,

B]1—|—Bzz+...—|—(1—n>Bnn+C11—}-sz—f—...—f—(l—n)c,m =0
yazilabilir. Yukaridaki esitlikler ise
(n—1)*(traceAy +nu) =0 (2.2.30)

oldugunu gosterir. n # 1 oldugundan nu = —traceAy dir. [
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Teorem 2.2.3 den asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuc¢ 2.2.5. M, M(c) Lorentzian space formunun (n + 1)-boyutlu bir lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tsarmy(p) < n(n—1)c+ 2n4; ! (traceA)* — %{(nz,u2 + (traceAy)*}
1 1
+ g LB —Ci)* = 3 Y (Bij+Ci)? (2.2.31)

ij i#]
esitsizligi saglanir. (2.2.31) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve

yeter kosul nu = —traceAy dir [28].

Sonug 2.2.6. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik light-

like hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

(@*+1) 55 (9+1)°

Tserm)(P) < Tsarmy(p) — 7 H +T(2n—1)”.uz
—1)? 1)?
b Oy @2y, (2232)
i Zi

esitsizligi saglanir. (2.2.32) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul ya ¢ = —1 yada M minimaldir [28].

2.3 Lorentzian manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri iizerinde egrilik

invaryantlar

Tammm 2.3.1. n > 2 ve k > 0 tamsayist i¢in S (n,k) ile ny <n, n; >2, j=1,...,k ve
ny + -+ +ng < n kosulunu saglayan biitiin (ny,...,n;) k-nokta ciftlerinden olugan sonlu
bir kiimeyi ve S (n) ile de k > 0 olmak iizere biitiin S (n,k) larin bilesimini gosterelim.
Ty ooy Ty DOYTy; = mj, (j=1,...,k) ¥(n1,...,m) € S(n,k) k-list igin T,M nin alt uza-

ylart olmak iizere
S(ni,...,n)(p) = inf{T(ILy,) +---+7(IIy) },

S(nl,...,nk)(p) =sup{t(IL,)+---+t(IL,)}
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olarak tanimlansin. Egrilik invaryantlari

d(ny,...,mx)(p) =1(p) —S(n1,...,n)(p),

A

8(n1,...n)(p) = 1(p) — (1., ) (p)
ile tammalamr. S(ny,...,n;) = S(ni,...,ny) ise (M,g,S(TM)) lightlike hiperyiizeyine
S(TM) ye gore S(ny,...,n;) uzay: denir [28].

Teorem 2.3.1. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. M bir S(n) uzayidir gerek ve yeter kosul M nin skalar egriligi ©(p) sabittir [28].

Ispat. T,M nin bir bazi {ey,...,e,,E} ve I'(S(TM)) nin ortonormal bazi bir baz

{e1,...,e,} olsun. T,M nin n-boyutlu diizlem kesitleri

nrlz—l,g = spf{es,...,en,E} C T,M,

e = splenen 1,8} CTM,

n, = sp{ei,....,en} CT,M

n
T (p) = ZKij—FKiW”JrKiN,
ij=2

n—1
. (p) = Y Kij+K"" + K,
| =

,(p) = ) Kij=Tsam(p)
ij=1

yazilabilir. M bir S(n) uzay1 ise

n

Ta  (p) = 1(p)—Ric(er)— Y Kji _ gl —
: P

n
(p) = t(p)—Ric(en) — Y Kjn— KM =,
j=1
n

t,(p) = t(p)— Y K" +Kiv=c
i=1
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dir. Boylece
n n
Ric(er)+ Y Kji + K" = ... = Ric(en) + Y Kjn + KM

j=1 j=1

KM Koy (2.3.1)

-

N
Il
—

olur. (2.3.1) den
Ricsran (e1) + ...+ Ricsirany(en) = (n—1)Y K™+ Kiy (2.3.2)
i=1

elde edilir. Ayrica (2.3.2) den

Ts(Tm) (p) = (n—1)(z(p) —Ts(TM) (p))

yazilabilir. Boylece

)c (2.3.3)

olup t(p) nin sabit oldugu goriiliir. O

Uyarn 2.3.1. n-boyutlu bir non-degenerate manifold S(n) uzayt ise ayni zamanda bir Ein-
stein uzaywdir (Bknz. [30]). Fakat Lorentzian manifoldlarin bir dejenere hiperyiizeyi S(n)

uzayt ise bu uzay sabit skalar egriliklidir.
(2.3.2) g6z 6niinde bulundurularak agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 2.3.1. M(c) sabit egrilikli bir lightlike hiperyiizey olsun. M(c) bir S(n) uzayidir

gerek ve yeter kosul
n
Z Kivn=0
i=1

olmasidir [28].

Teorem 2.3.2. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. 2 < j < ni¢in M bir S(j) uzayt ise ayni zamanda S(j+ 1) uzayidir [28].
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Ispat. Teoremin ispat: i¢in tiimevarim metodunu kullanacagiz. Oncelikle teoremin id-
diasinin n = 2 i¢in dogrulugunu gosterelim. Kabul edelim ki M bir S(2) uzay1 olsun.
T,M nin 2-boyutlu alt diizlem kesitleri H%,é =sp{e1,&}, I = {ey, ez}, H%,E.. = sp{es, &}
verilsin. Bu durumda
T (p) = KK =c.
L, (p) = Kn+Kia=c,

e, (P) = K3+ Koy = ¢

yazilabilir. $imdi 7,M de nt3 = sp{ei,ez,e3}, né& = sp{ei1,e2,E} 3-boyutlu alt diizlem

kesitlerini goz Oniine alalim. Eger

T (p) =T, (p) = sabit

7527&
oldugunu gosterirsek M nin S(3) uzay1 olugunu gosterilmis olur.
2
T (p) = Kin+Ku+ Z K" 4 Ky
=1

1

= 3¢
ve

T (p) = Kio+Ko+Ki3+ Kz + Kz +K3

= 3¢

oldugundan M bir S(3) uzayidir. Bu ise iddianin n = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.
Simdi n = k i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim.
T,M nin k-boyutlu diizlem kesitleri n}ﬁl’g = splez,es....er, &}, n,%flé =

splel,e3,....ex,E},..., n’;_m =sp{ei,ez,...,ex_1,E}, M = sp{ey, e, ..., e} verilsin. Kab-
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ulden

k k
T (p) = ZKij+ZKfM”+KiN,
k=18 i= i=2
k-1 S
T (P) = Y Kij+ ) K"+ Ky,

ij=1 i=1
k

T (p) = ZKij
ij=1

olur. Yukaridaki esitliklerden

2c

k
L K"+ K (k—1)

i=1

elde edilir.

Simdi n = k+ 1 i¢in iddianin dogrulugunu gosterelim:

T,M nin (k + 1)-boyutlu alt diizlem kesitleri m, ¢ = sp{er,...,ex,&}, Ty1 =
sp{el,...,ex,ex41 } verilsin. Bu durumda

k

T (P) = Y Kij-i-ZKfu”—i-KiN
ij—=1 i=1
2c k+1
= =(—— 234

dir. j = 2 6zel durumu ile benzer bir yol kullanilacak olursa

k+1
T (P) = ()¢ (2.3.5)
elde edilir. (2.3.4) ve (2.3.5) den M nin S(k+ 1) uzay1 oldugu goriiliir. O

Teorem 2.3.3. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. M bir S(n — 1) uzayr ise
Ric(e)) = ... = Ric(e,) = sabit ve K'=.. —=Km! (2.3.6)

dir [28].
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Ispat. M bir S(n— 1) uzay1 ve T,M nin (n — 1)-boyutlu alt diizlem kesitleri n}@—zg =

sp{ez,...,enfl,ﬁ}, Tc;%fZ,ﬁ = Sp{el,63,...,enfl,g},..., TCZ:;E = sp{el,ez,...,enfz,é},

T,—1 = sp{e1,ea,...,e,—1 } verilsin. Bu durumda

Tnl (p) = ’C(p) —Ric(el) —Ric(en) _K{WU _Kr’zm” —¢,

n—2,&

T (p) = t(p)—Ric(ez) —Ric(e,) — Kf”” _ K:zm” — el

2
Tcn72,§

rnzjé(l’) = 1(p) — Ric(e,_1) — Ric(e,) — K™ — k™! = ¢,
n

t, ,(p) = t(p)—Ricle,) — Y K™+ Ky =c
i=1

dir. Eger yukaridaki ifadeler taraf tarafa toplanirsa

n n—1
Ric(e1) + ...+ Ric(e) + (n— 1)Ric(en) + Y KM + Y K + Kiy = sabit
i=1 i=1

elde edilir. Boylece

RiCS(TM) (61) + ... +RicS(TM) (en) + (l’l — I)RZC(en)

n n—1
—+ Z Kinull + Ky + Kinull +Kiy = sabit
i=1 i=1
yazilabilir. w,_;¢ = sp{er,...,e,—1,6} ve T,y = sp{ey,...,e;—1} olmak lizere, son
esitlikten

Ts(rm)(p) + (n— 1)Ric(en) +T(p) — Ts(zm) (P) + Tn,_,  (P) — T, (p) = sabit

olur. Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2 g6z Oniine alinacak olursa Ric(e,) nin sabit oldugu
goriiliir. Ayrica (2.3.1) esitligi, Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2 den K/ = ... = g/!!
olur. O]

Tammm 2.3.2. M° Lorentzian bir manifoldun lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger

(@) M°, kanonik bir S(TM)° ekran distribiistonuna ve bir N° kanonik lightlike
transversal demetine sahiptir.

(b) M° 1n indirgenmis Ricci tensorii Ric® simetrikdir

sartlar1 saglaniyorsa MY lightlike hiperyiizeyine C[M°] stnifindadir denir [27].
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Yukaridaki tanimdan asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 2.3.2. M°, Lorentzian bir manifoldun C[M°] sinifindan (21 + 1)-boyutlu bir light-

like hiperyiizeyi olsun. M" bir Einstein lightlike hiperyiizeyi ise

2n
. (P) =T, ZK”“” gle“’l (2.3.7)
i=n

dir. Burada m, ¢, T,M nin dejenere bir kesiti ve TtnLé ise T, ¢ nin 7,M ye ortogonal kom-

plemantidir [28].

Ispat. {ey,...,e,,E} tarafindan gerilen diizlem kesiti T, ¢ olmak iizere 7,M nin bir bazi
{e1,...,e20,E} ve T'(S(TM)) nin bir ortonormal bir bazi {ey, ..., ez, } olsun. M? bir Einstein

lightlike hiperyiizeyi ise
Ric(e1)+ ...+ Ric(e,) = Ric(ep+1) + ... + Ric(ex,)

dir. (2.1.36) kullanilarak

n 2n  2n
2:A2166]+'2:ICN”—' }: z:lgj+_ 2: FQN
i=1j= i=n+1 j= i=n+1
olup
2: BQ]*‘E:]CN‘— 2: «Kﬁ‘k 2: Kin
i,j=1 i,j=n+1 i=n+1
elde edilir. Bu ise (2.3.7) esitligine denktir. O

Teorem 2.3.4. M bir S(ny,ny) uzay: olsun. Bu durumda
a) ny =2 ise M bir S(3) uzayidr.
b) ny # 2 ise M bir S(ny + 1) uzayt olmak zorunda degildir. Eger

|
Z Klgmll + K;n = constant,
i=1

ise M bir S(ny + 1) uzayidir [28].
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Ispat. a) n; =2 olsun. T,M nin 2-boyutlu alt diizlem kesitleri IT} e = sp{e1,E}, H%g =
sp{ez,&}, I, = sp{ey,ex} verilsin. Bu durumda

T, (p) = KM' Ky,

U, (p) = K"+ Ko,

L (p) = Ki2+Ko

dir. M bir S(2,2) uzayi ise
: 1
Tnk(!’)*“’nfé(l?) = ZK,W +Kiy = ¢,
’ * i=1
Tn}é(P) +1m,(p) = Ki+Kiu+KM +Kiy=c,

e, (P)+m(p) = Ko+ Ko+ K" Koy =c

elde edilir. 7,M nin 3-boyutlu bir diizlem kesiti T, = sp{ej,e2,&} olmak iizere

yukaridaki esitliklerden

3¢

T () =5 (2.3.8)

olur.
Simdi 7T,M nin H% = sp{e1, ez}, H% = sp{e1,es}, H% = sp{ez,e3} 2-boyutlu alt

diizlem kesitlerini goz 6niine alalim. M bir S(2,2) uzay1 oldugundan
K12+ K1 + K13+ K31 + Koz + K32 + K12 + Koy + K13+ K31 + Koz + K3 = 27(m3) = 3¢

yazilabilir. Boylece

T(m3) = % (2.3.9)

dir. Burada w3 = sp{ey,e2,e3} T,M nin 3-boyutlu bir alt diizlem kesitidir. (2.3.8) ve
(2.3.9) esitliklerinden M nin bir S(3) uzay1 oldugu goriiliir.
b) n; = 3 icin iddianin dogrulugunu gosterelim:

T,M nin néé =splei,e2,E}, n%’g = sp{ez,e3,E}, ng’g = sp{e1,e3,&} 3-boyutlu alt
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diizlem kesitleri verilsin. M bir S(3,3) uzay: ise

3¢c = 2(’%;@(19)4—13 2 (P)+Tn§y (p))

623 3
3
= 2%, (p)+2) KM +Kiy (2.3.10)

i=1
dir. Burada T3 ¢ = sp{ej,ea,e3,8} C T,M dir. (2.3.10) esitligi g6z 6niine alincak olursa
(b) sikkinin n; = 3 i¢in dogru oldugu goriiliir.
(b) sikkinin genel durumu igin ispati ny = 3 6zel durumunun ispati ile benzer bir yol

takip edilerek yapilabilir. ]

Teorem 2.3.5. M, Lorentzian bir manifoldun (2n+ 1)-boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda

a) inf{t(n,) +t(n,41)} > 0 ise ©(p) > 0 dir.

b) sup{t(m,) +T(my+1)} < Oise t(p) <O dir [28].

Ispat. T,M = sp{ei,...,e2,,&} olsun. inf{t(m,) + T(m,+1)} > O ise direkt hesaplamalar

ile
C(2n—2,n—2)+C(2n—2,n)Tsrm(P)
rC(2n— 1,n—1)§1<f“”+1<w >0, 2.3.11)
=1
ve |

2n
C(2n—2,n—3)+C(2n—2,n— )Tsrpp) (p) +C(2n,n) Y K™ + Kiy > 0 (2.3.12)
i=1

elde edilir. (2.3.11) ve (2.3.12) esitlikleri taraf tarafa toplanacak olursa

2n
C(2n,n)tsrary(p) +C(2n,n) Y KM + Kiy > 0 (2.3.13)

i=1
elde edilir. Bu ise teoremin (a) sikkinin dogrulugunu gosterir.

Kabul edelimki sup{t(m,) +T(®,+1)} > 0 olsun. (a) sikkinin ispatina benzer bir yol

takip edilirse

2n
C(2n,n)Tsran (p) +C(2n,n) Y KM + Kiy < 0 (2.3.14)

i=1

elde edilir. Bu ise teoremin (b) sikkinin dogrulugunu gosterir. O
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2.4 Lorentzian bir manifoldun ekran homotetik lightlike altmanifoldlar iizerinde

baz esitsizlikler

Lemma 2.4.1. M, c¢ sabit egrilikli bir M(c) Lorentzian uzay formunun lightlike

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
20w(E)B(X,PZ) = —cg(X,PZ) (2.4.1)
dir [23].

Onerme 2.4.1. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun ekran homotetik bir

lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tsirmy(p) = n(n—1)c+on*u® — @Y (Bij)*, (2.4.2)
i
Y kM =0 ve Y KN =nc (2.4.3)
i=1 i=1

dir [31].
Ispat. Gauss-Codazzi tipi denklemlerden, (2.1.33) esitliginden ve Lemma 2.4.1 den
asagidaki esitlikleri elde ederiz:

Ts(rmy(p) =n(n—1)c+ on’u’ — (pZ(Bij)z. (2.4.4)
i,j

n

Z Kinull _

i=1

g(R(e;,€)E,e;)

-

I
—_

g(R(E,ei)e;,§)

I

I
_

I

Il
—_

{(VeB)(ei ei) = (VeiB)(§, i) + Blei,ei)o(8) }

{—B(e,-, e,-)(x)(&) +B(e,~, ei)(!)(é)} =0. (2.4.5)

I

I
—_

41



g(R(&,ei)ei,N)

.Mx
Il
B

I
—_
~.
Il
—_

g(R(&,ei)ei,N)

[
= D=
—_—

= ; @{(VeB)(ei,ei) — (Ve,B) (&, i) — Bler,e)o(E)}

= —20nu0(§)
= nc. (2.4.6)

]

Onerme 2.4.2. M, ¢ sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde

ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M nin p € M noktasindaki

skalar egriligi ©(p)
t(p) = nPe+on*u® — (pi(B,- )2 (2.4.7)
i,j
esitligini saglar [31].
Ispat. (3.1.39), (4.1.23) ve (2.4.3) esitliklerinden (2.4.7) elde edilir. O

Onerme 2.4.2 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.4.1. M, ¢ sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun (n+ 1) boyutlu ekran

homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

6(*«'(19) —n*c) < n’p? (2.4.8)

dir. (2.4.8) egitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglamir gerek ve yeter kosul M

total geodeziktir.
(2.4.7) esitligi ve Lemma 2.2.1 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.4.2. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde

ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

t(p) < nPc+o{n(n—1)2} (2.4.9)
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esitsizligi saglamr. (2.4.8) esitsizliginin egitlik durumu her p € M i¢in saglamir gerek ve

veter kosul M total umbiliktir [31].

Ispat. Lemma 2.2.1 den
0Y (Bij)* > ou’ (2.4.10)

yazilabilir. (2.4.10) esitligi (2.4.7) de yerine yazilacak olursa (2.4.8) elde edilir.

(2.4.8) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul
Bii=...= By,

ve heri # j € {1,...,n} i¢in B;; = 0 olur. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir.
O
Lemma 2.4.2. ay,...,ay, n-reel sayt olmak iizere A=Y (a;—a j)2 olarak tamimlansin. Bu

i<j
durumda

I

I
Q
S

(1) A>3(a; — ay)? dir. Esitlik saglanir gerek ve yeter kosul %(al +ay) = a3
dir.
(2) kvel, 1 <k </{l<nand (k,l)# (1,2) sartlarim saglayan birer tamsayt olmak iizere

A= 3(a —w)? = %(ak—al)z isea) =ay = ...=a, dir [32].
Ispat. Lemmanin ispat i¢in asagida verilen iig esitsizlik kullanilacaktir:
2ab < a* + b* (2.4.11)
esitlik saglanir gerek ve yeter kosul a = b dir.
(a+b)?> > dab (2.4.12)
esitlik saglanir gerek ve yeter kosul a = b dir.
(a+b)* <2(a*>+1b%) (2.4.13)

esitlik saglanir gerek ve yeter kosul a = b dir.
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(2.4.13) esitsizliginde a yerine A — B ve b yerine B — C yazilacak olursa
(A—C)? <2[(A—B)*+(B—-C) (2.4.14)

elde edilir. Bu esitsizligin esitlik durumu saglanir gerek ve yeter kosul B = %(A +C) dir.
Simdi Lemmanin ispatin1 verelim:

n = 2 i¢in iddianin dogrulugu agiktir. Kabul edelimki n > 2 olsun. (2.4.14)

esitsizliginden
n+1 n n
Y = Y (@—a)’+Y(@—am)
i<j=1 i<j=1 i=1
n
> 5(611 —a)* + (a1 — ap41)* + (@2 — apir )
n 1 n+1
> E(al —a2)2 + E(al —az)z = ( > )(al —a2)2 (2.4.15)

olup A > 5 (a; — a>)? esitsizligi elde edilir.
Esitlik saglanir gerek ve yeter kosul az = a4 =+ = a, = ay+1 Ve apy1 = %(al +ap)

dir. Boylece lemmanin (i) sikki ispatlanir. Benzer sekilde (ii) nin ispat1 yapilabilir. [

M ekran homotetik bir lightlike hiperyiizey olsun. M nin kesit egriligi simetrik

oldugundan ekran skalar egriligi

1 & 1
rsaemn(P) = ), Kij=3 ) Kij=5%sran(P) (2.4.16)
1<i<j<n i,j=1
olarak alinabilir. Boylece (2.4.16) den (2.2.7) esitligi
n
2VS(TM) (p) = 27S(TM) (p)+ (P”2#2 - (PZ(B’U)2 2.4.17)

i,
olur [31].

Yukaridaki bilgiler ve Lemma 2.4.2 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.4.3. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1) boyutlu ekran

homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
n3
2 —

2rsray(P) < 27sirpny(p) + (—— ) ou

On 2
——— (B —B 2.4.1
p— 2(n—|—1)< 11 —B22) ( 8)

esitsizligi saglanwr. (2.4.18) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul u = 5(B11 + By2) dir [31].
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Ispat. Binom teoreminden

(Bi1 —B22)? + ...+ (B11 — Bun)* + (B2 — B33)* + ... + (Boz — Bun)?

n
+---+(Bn71n71 _Bnn)zznZ(Bii)z_z Z BiiBjj
i=1

1<i#j<n
yazilabilir. Lemma 2.4.2 g6z Oniine alinacak olursa
- 2 1 1 2
(B,',') > _ZBiiBjj+_(Bll —Bzz) (2.4.19)
~ n = 2
i=1 i#]
oldugu goriiliir. Ayrica
1 1 ’
r_l ZBiiBjj =nu — ITl Z(Bil') (2.4.20)
i#] i=1
esitligi (2.4.19) da yerine yazilirsa
i(B--)2> n 24 By —By)? (2.4.21)
S L TCRS ) Rt o

olur. Son olarak, (2.4.21) esitsizligi (2.4.17) de yerine yazilirsa (2.4.18) esitsizligi elde
edilir.

(2.4.18) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul
Lemma 2.4.2 in (1) sartindan y = %(BH + By)) dir. H

Onerme 2.4.3. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1) boyutlu bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formu B nin katsaylari arasinda asagidaki gibi

bir baginti vardir [31].

& 1 1
Y (B = §n2y2+§(311 — By —...—By,)?
ij—1
n
+ 2Y (Bij)*—2 Y BiBj;j—(Bij)* (2.4.22)
=2 2<i<j<n
Ispat.
- 2 1 2, 1 2
Y (B = 5B +Bon -+ Buw)"+ 2 (Bui — B~ —Bu)
ij—1
+ 2Y (Bij)*-2 Y BiBj; (2.4.23)
i<j 2<i<j<n
olup bu ise (2.4.22) esitliginin sagladigin1 gosterir. O
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Simdi ekran homotetik lightlike hyperyiizeyleri i¢cin Chen-Ricci esitsizligini ispat

edecegiz:

Teorem 2.4.4. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1) boyutlu ekran
homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
(@) X € SY(TM)={X € S(TM) : g(X,X) =1} icin

l’l2 1 . —~
Z‘uz > 5(RZCS(TM) (X) — Rics(ra (X)) (2.4.24)

dir.
(b) (2.4.24) esitsizliginin egitlik durumu bir X € Tle icin saglanir gerek yeter kosul X e

ortogonal olan her Y € T,M ig¢in
B(X,Y)=0 ve B(X,X)= g,u (2.4.25)

olur.
(c) (2.4.24) esitsizliginin esitlik durumu her X € Tle icin saglanmir gerek ve yeter kosul

ya p bir total geodezik noktadir veya n = 2 ve p total umbilik bir noktadir [31].

Ispat. (2.4.17) ve (2.4.22) esitliklerinden

¢ ~ ¢
anﬂz = r(p) —Tsrm)(p) + Z(Bll — .= Byu)?
n
+ @Y. (Bij)*—¢ Y BiBj;j—(B;)’ (2.4.26)
j=2 2<i<j<n
yazilabilir. Ayn1 zamanda (2.4.17) den
¢ Z BiiBjj— (Bij)2 = Z (Kij — Kij) (2.4.27)
2<i<j<n 2<i<j<n

dir.

Y, Kij = rsam(p)—Ricsran(er),

Kij = ?S(TM) (p) _E/iCS(TM) (e1) (2.4.28)
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oldugundan ve (2.4.26) esitligi kullanilarak

T = Riesiru(X) ~ Ricsiz (X) (24.29)

elde edilir. (2.4.29) da e; yerine X yazilacak olursa (2.4.24) esitsizligi elde edilir.
Boylece teoremin (a) sikki ispatlanir.

(2.4.24) esitsizliginin esitlik durumu bir X € Tle icin saglanir gerek yeter kosul
Biy=..=B1;,=0 ve Bjj =By +...+ By,
olmasidir. Bu nedenle
nu=B11+...+ By, =2B11

olur. Bu ise (2.4.25) esitligine denktir. Boylece teoremin (b) sikki ispatlanmisg olur.

(2.4.24) esitsizliginin esitlik durumu her X € S'(TM) igin saglamir gerek ve yeter

kosul
Bij=0, i#], (2.4.30)
2Bjj=Bi1+ ...+ Bu, i€{l,..n} (2.4.31)
dir. (2.4.31) esitliginden 2By; = 2By = ... = 2B, = ¥ Bj; elde edilir. Bu ise
i=1
n
(n—2)) Bi=0
i=1

oldugunu gosterir. Bu nedenle ya i B =0 veya n =2 dir. Eger i B =0 ise
(2.4.31) den her i € {1,..,n} igin Bi,-l::1 0 olur. (2.4.30) goz Oniine ahnz;c:alk olursa her
i,j€{1,...,n} icin B;; = 0 oldugu goriiliir. Bu ise p nin total geodezik bir nokta oldugunu
gosterir. Eger n = 2 ise (2.4.31) den 2B1; = 2By = Bj1 + By, olup bu ise p nin total um-

bilik bir nokta oldugunu gosterir. U

Teorem 2.4.4 den asagidaki sonug verilebilir:
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Sonug 2.4.1. M, ¢ egrilikli bir M(c) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde
(n+ 1) boyutlu ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda agagidaki
ifadeler dogrudur.

(@)X € SH(TM) ={X € S(TM) : g(X,X) =1} igin

2
1
T 2 G(Ricsn(X) = (1= 1)c) (24.32)

dir.
(b) (2.4.24) esitsizliginin esitlik durumu bir X € Tle icin saglanir gerek yeter kosul X e

ortogonal olan her Y € T,M i¢in
B(X,Y)=0 ve B(X,X)= gy (2.4.33)

olur.
(c) (2.4.24) esitsizliginin esitlik durumu her X € Tp]M icin saglanir gerek ve yeter kosul

ya p bir total geodezik noktadir veya n = 2 ve p total umbilik bir noktadir [31].

Lemma 2.4.3. n > k > 2 ve ay,...,ay,a reel sayilar olmak iizere

(iaoz =(n— 1)(ial-2+a) (2.4.34)
i=1 i=1
ise
2a1ay > a
dir. Esitlik saglanmir gerek ve yeter sart
altay=a3=..=ay

dir [7].

Ispat. Cauchy-Schwartz esitsizliginden

|Zaibi| < (Z a%) (Zblz>
i=1 i=1 i=1

(£en) = (£4) ()
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b= (bi,...,by) = (1,...,1) alinirsa

n 2 n
Zai < n Z’al2
i=1 i=1
(@1 + .+ ap) +aper + ot an) < n(@+...+ai+ap, +..+a2)
Lo\ 2
(Zai) §(n—k+1)((a1+a2—|—---—|—ak)2+a,%+1+---—|—a3l) (2.4.35)
i=1

olur. (2.4.34) ve (2.4.35) den

n
Ydta<(ai+ar++a) +ap, +-+al
i=1
elde edilir. Buradan
2 Z aaj > a
1<i<j<k

olur. Esitlik saglanir gerek ve yeter kosul a1 +ax +--- +ay = ag41 = -+ = a, dir. ]

Teorem 2.4.5. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu ekran

homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tsermy(P) —T(ID) < Tgrary(p) —T(IT)
2 n
A G B T Y (Bii)? (2.4.36)
(n—1) =

esitsizligi saglanmir. (2.4.36) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

yeter kosul M minimaldir ve M nin lokal sekil operatorii asagidaki gibi olur [31].

Bii B 0
A; = B:zl I (2.4.37)
6 0 0
Ispat. (2.4.4) de
& = Ts(rm)(P) — (Pnzr(ln__j u= =Tty (p)
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yazilacak olursa

n2
8= <p—1u -0 Z
i,j=1
elde edilir. Bu nedenle
n 8 n n
(Y. Bi)*=(n— 1>[5 + Y. (Bi) >+ Y (B
i=1

i=1 i#j=1
yazilabilir. Lemma 2.4.3 den
8 n
2B11Bn>—+ Y (B
i#j=1
olur. e] ve e; tarafindan gerilen bir diizlem kesiti IT olmak {izere

2
T(II) = (D) +<PZBiiBjj — (Bij)?
L]

> ( )+8+(P Z l] —(P Z
i#j=1 i#j=1
> Y(I)+3+¢ Z i) _(PZ i) _(P Z
i,j=1 i#j=1
> M) +5-9) (Bi) (2.4.38)
i=3
dir. Boylece (2.4.36) ve (2.4.37) elde edilir. O

Teorem 2.4.5 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 2.4.2. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde
(n+ 1) boyutlu ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

n*(n—2)

Ts(rmy(p) —TD) < (n+1)(n—2)c+ (Pﬁli2 +0) (Bir)? (2.4.39)
i=3

esitsizligi saglanir. (2.4.39) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve

yeter kosul M minimaldir ve M nin lokal sekil operatorii (2.4.37) deki gibi olur [31].

Lemma 2.2.1 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 2.4.6. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+1)-boyutlu ekran

homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tsray (P) < Tsirany(p) + @n(n— 1) (2.4.40)

esitsizligi saglamir. (2.4.40) esitsizligin esitlik durumu her p € M noktast icin saglanir

gerek ve yeter kosul M total umbiliktir [31].

Ispat. (2.4.4) de

(0 i (Bij)*=0Y. (Bi)*+ 0 (B;j)?

ij=1 i=1 i#]

N

yazilacak olursa

Ty (P) = Tsrmy(p) o'l — @Y (Bi)>—0Y (Bij)® (2441
=1 =y

elde edilir. Ayrica Lemma 2.2.1 den
n
i < Z(Bi")z (2.4.42)
i=1

olur. (2.4.41) ve (2.4.42) kullanilarak (2.4.40) esitsizligi elde edilir.

(2.4.40) esitsizligin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul

Bi1=...=By,
ve M nin lokal sekil operatorii AE
By 0 ... 0 O
0O B;ip ... 0 O
Ag = : (2.4.43)
0 0 ... Bi1 O
o o ... 0 O
dir. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir. U

Teorem 2.4.6 den asagidaki sonug elde edilir:
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Sonuc 2.4.3. M, ¢ sabit egrilikli M(c) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde

(n+ 1) boyutlu ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

Tserany () < n(n—1)(c+qu?) (2.4.44)

esitsizligi saglanir. (2.4.44) esitsizligin esitlik durumu her p € M noktasi i¢in saglanir

gerek ve yeter kosul M total umbiliktir [31].

Lemma 2.4.4. ay,...,a, birer n reel sayi ve k, 2 < k < n— 1 olacak sekilde bir tamsayi

olsun. Bu durumda n nin her (ny, ...,ny) béliintiisii i¢in

Z a, daj + Z apaj, +-+ Z Qi j

1<ip<ji<m m+1<i<jpy<ni+nm et 1< <jy<n
1
> Sl@ e @) k@ +ad) (2445

dir. Esitlik saglanir gerek ve yeter kosul
ar+...+tap =app1+ .. Fap g, = . =Apigo 41+ ay (2.4.46)
dir [33].

Ispat. ai,...,a, birer nreel say1, 2 < k <n— 1 igin (n1,...,ng) , n nin bir boliintiisii olsun.

Bu durumda

2k{ Z a;aj, + Z AjpAjp + -+ Z aikajk}

1<i1<ji1<m m+1<i<jp<nj+ny i+ H1<i<ji <n
n n
—(Z aa)2+k Z aé
o=1 a=1

=2k{ Y aja;+ Y anaj, +---+ Y aiaj}

1<ip<ji<m n+1<i<jp<ni+n ny+e g 1< <jy<n
n
2
+(k—=1)Y ag—2 Y aoap
o=1 I1<a<B<n
_ . 2 ) 2
= Z diy — Z ai, ;" +{ Z diy — Z ais }
1<ii<my m+1<i<nj+np 1<ii<m ny+np+1<iz<ni+ny+n3
2
+- 44 Z igy — Z ai}
ny A g+ 1<ip_1 <nj+-+ng_ ny A g +1<ig_ <nj 4+
>0 (2.4.47)
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olur. Boylece (2.4.45) esitsizligi saglanir. (2.4.45) esitsizligin esitlik durumu saglanir

icin gerek ve yeter kosul (2.4.46) esitligi saglanir. O

(n1,...,nx) € S(n) igin

n?(n+k—1 —Zl]‘.:lnj)

Cnyy...,ng) =@ , (2.4.48)
( ) n—i—k—zlj‘.:l nj
k
D(nl,...,nk):n(n—l)—an(nj—l) (2.4.49)
j=1
olarak C(ny,...,n;) ve D(ny,...,ng) pozitif reel sayilart tanimlansin [31].

Yukarida ifade edilen bilgiler kullanilarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.4.7. M, c sabit egrilikli M (¢) Lorentzian uzay formunun @ > 0 olacak sekilde
(n+ 1) boyutlu ekran homotetik bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda her bir p € M

ve (ny,...,n;) € S(n) icin
S(ni,...,nx) < C(ny,...,m)> +D(ny,....nx)c+ (29 — 1)npu. (2.4.50)

dir. (2.4.50) esitsizliginin egitlik durumu p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul M nin

lokal sekil operatorii asagidaki gibi olur:
Af o0

Af = S . 2.451)

Burada Iy, nj X nj tipinde birim matris ve A;‘-, nj x n;j tipinde simetrik bir alt matristir

oyleki
trace(A}) = ... =trace(Ay) = uy (2.4.52)

dir [31].
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Ispat. (2.4.7) de
(n—i—k—l—z )
N = p)—nPc—en’y = (2.4.53)

yazilacak olursa

on’i> =yn+e Y (Bij)?] (2.4.54)

i,j=1

elde edilir. Buraday=n+k—Y n; dir. (2.4.54) esitligi yerine asagidaki esitlik yazilabilir:

n n
Z i)’ = v +Y . (Bi)*+ Y (Ba). (2.4.55)
i=1 i#] i=1
Bu esitlik ise asagidaki esitlige denktir:
y+1 ) T+1
(Z a_i) = Z + Z z]
i=1 i#]
— Z o A, — .. — Y do,ap,)- (2.4.56)
1<ou#Bi<n oy 7P
Burada
a = ay, a=a+..+a,
d3 = an1+1+~~+an1n27

Akr1 = Anitodm+1 T oo T ny+ oy

dy—i—l = 4y

ve OC,',B,' eNji= {1,...,/{}, A= {1,...,711},...,Ak: {m—I—...—l—nk,l+1,...,n1+...—|—nk}

dir. @ > 0 oldugundan (2.4.56) esitliginde Lemma 2.2.1 kullanilacak olursa

{ Z ag,ag, + ...+ Z Ao, ap, } > 21—1— Z (Bag)? (2.4.57)
o #Pi O 7P P Ak
elde edilir. Ayrica (2.4.7) den dim Tt; = n; olmak iizere
(2.4.58)

T(”j) ::ES(TM) (th) +2¢ Z BO‘jOCjBBij - (BOCjBu)Z

;<P
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olur. (2.4.57) ve (2.4.58) kullanilarak

k
)+ +1(m) > N+ Y Ty (T) +20 Y (Bag)®
j=1 A<B

k
> n+ Y nic (2.4.59)
j=1

elde edilir. (2.4.53) ve (2.4.59) dan (2.4.50) esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.2.1 veya Lemma 2.4.4 g6z Oniine alinacak olursa (2.4.50) esitsizliginin
esitlik durumu p € M igin saglanir gerek yeter kosul M nin sekil operatorii (2.4.51) deki
gibi olur. [
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3. HALF-LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE CHEN TiPi
ESITSIZLIKLER
3.1 Half-lightlike altmanifoldlar

Tamm 3.1.1. (M,3), (n+3) boyutlu bir semi Riemann manifold M nin (n+ 1)-boyutlu
bir altmanifoldu M olsun. M nin radikal uzay1 Rad TM nin ranki 1 e esit ise M altmani-

folduna M nin bir half-lightlike altmanifoldu denir [34].

Tamm 3.1.2. M, M semi-Riemann manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-

manifoldu olsun. &,,, ortogonal direkt toplam olmak ilizere Rad T M nin
TM = Rad TM &1, S(TM) (3.1.1)

olacak sekilde TM ye tamamlayani olan uzay S(TM) ye M nin ekran distribusyonu denir
[34].

Tamm 3.1.3. M, M semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike
altmanifoldu olsun. TM de § (TM) ye ortogonal tamamlayan olan S(TM)* i goz 6niine
alalim. Bu durumda &,u € T'(S(TM)™) igin

g(&u) =0 ve g(u,u) #0 (3.1.2)

dir. S(TM)* e M nin co-ekran distribiisyonu denir [34]. Rad TM , TPML in 1 boyutlu bir
alt demeti oldugundan Rad T M ye tamamlayan ve u tarafindan gerilen bir D distribiisyonu

vardir. D distriblisyonununa M nin ekran transversal demeti denir. Boylece
S(TM)* =Dao D+ (3.1.3)
olacak sekilde S(TM)~* de D nin D+ tamamlayam vardir.

Tamm 3.1.4. M half-lightlike altmanifoldunun bir U koordinat komgulugu verilsin. U
iizerindeki RadT M nin bir & null kesiti igin

g(N,u)=¢g(N,N)=0, g(N,§)=1 (3.1.4)
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olacak sekilde S(TM)* de D" distribiisyonunun tek bir N null kesiti vardir. Boylece M

nin transversal uzay1 tr(TM)
tr(TM) = D @ opp ltr(TM) (3.1.5)

olarak yazilabilir. Burada /tr(TM), 1-boyutlu bir vektor demeti olup S(7M) ekran dis-
triblisyonuna gore M nin lightlike transversal demeti olarak adlandirilir [34].

Boylece
TM = S(TM) @opn D Sonn (Rad TM & 1tr(TM)) (3.1.6)
dir.

Tanmm 3.1.5. M, M semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike alt-
manifoldu olsun. V ve V, sirastyla M ve M iizerindeki Levi-Civita ve lineer koneksiyonlar
olsun. I'(TM) den I'(S(TM)) ye taniml bir P projeksiyonu verilsin. Her X,Y € ['(TM)

icin Gauss ve Weingarten formulleri

VxY = VxY +B(X,Y)N+D(X,Y)u, (3.1.7)
VN = —AyX +p1(X)N +p2(X)u, (3.1.8)
Vyu = —A,X +& (X)N+(X)u, (3.1.9)
VxPY = Vi PY +C(X,PY)E, (3.1.10)
Vx& = —A{(X) —p1(X)& (3.1.11)

ile verilir. Burada B ve D ye TM lizerinde, sirasiyla, lightlike ikinci temel formu ve ekran
ikinci temel formu, D ye S(T M) tizerinde ekran ikinci temel formu, C ye S(TM) tizerinde
ekran ikinci temel formu, Ay ve A, ya TM lizerinde sekil operatorleri, AZ ye ise S(TM)

tizerinde ekran ikinci temel formu denir [35].

Tamm 3.1.6. M, bir Lorenzian manifoldun half-lightlike bir altmanifoldu olsun. M nin

ikinci temel formu /4 ve ekran ikinci temel formu 4%, sirasiyla,
h(X,Y)=B(X,Y) N+D(X,Y)u, h*(X,Y)=C(X,PY)§ (3.1.12)

ile tanimlanir [23].
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Onerme 3.1.1. M, M Lorenzian manifoldun half-lightlike bir altmanifoldu olsun. B ve D

S(TM) ekran distribiisyonunun seciminden bagimsizdir ve her X € T'(TM) i¢in
B(X,£) =0 ve D(X,E) = —g/(X) (3.1.13)
dir [23].

Onerme 3.1.2. M, M Lorenzian manifoldun half-lightlike bir altmanifoldu olsun. M nin

sekil operatorleri ile ikinci temel formlar: arasinda asagidaki bagintilar vardur:

B(X,Y) = g(AgX.Y), (3.1.14)
C(X,PY) = g(ANX,PY), (3.1.15)
D(X,PY) = g(A.X,PY), (3.1.16)
D(X,Y) = g(AX,PY)—ei(X)n(Y). (3.1.17)

Buradan(Y) =g(N,Y) dir [23].

Tanmn 3.1.7. M, M Lorenzian manifoldun half-lightlike bir altmanifoldu olsun.
B(X,Y)=D(X,Y)=0, VX,Y € I(TM) (3.1.18)
ise M ye total geodezik,
C(X,Y)=0, VX,Y eI(S(TM)) (3.1.19)

ise M ye S(TM)-total geodezik, Hy ve Hy sirastyla, ltr(TM) ve D iizrinde diferensiyel-
lenebilir fonksiyolar olmak iizere VX,Y € I'(TM) igin

B(X,Y)=H; g(X,Y)ve D(X,Y)=H, g(X,Y) (3.1.20)
ise M ye total umbilik,
C(X,Y)=Kg(X,Y), VX,Y e T'(S(TM)) (3.1.21)

ise M ye S(TM)- total umbiliktir denir [23].
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Ornek 3.1.1.

R3 de

1 1
2 1 2 4 1 2\2
X =—(x +x , X = —lo 1+(x —x 3.1.22

ile tantmlanan bir M yiizeyi verilsin. Bu durumda
U = V2014 &' =220+ (1+ (x' —x$)?)03 +v2(x! —x?)0s,
Uy = V2(1+ ' =x3)2)0+ (1+ (x' —x»)?)05 — vV2(x! —x?)0y,
£ = 01+0,+V20s,
u = 2(x* —x9 + V2 —x1)a3 + (14 (x! —x?))o4 (3.1.23)
olur. Burada Rad TM = sp{&} ve S(TM) = sp{U,,U, } dir. Ayrica
Itr(TM) = sp{N = —%al +%az+%a3} (3.124)

ve tr(TM) = sp{u,N} dir. Boylece M, Rj de half-lightlike bir altmanifoldtur. Direkt bir

hesaplamayla
Vo Uy = 201+ (x' =x2)2)2{2(% = x1da + V2(:x* — x)93 + 94}
Vil =0, Vx&=VyN=0, VX € [(TM) (3.1.25)
dir. X = X'€ 4+ X?U, € I'(TM) olmak iizere, Gauss Weingarten formiilleri kulanilirsa
B=0,A:=0,Ay=0, VxE=0,
D(X,§) =0, D(U,U,) =2 = Hg(Us,U3)
elde edilir. Burada H, = —m diir. O halde M total umbiliktir [23].
Ornek 3.1.2. R? de
M = {(t,t,u,v,0) : t,u,v € R} (3.1.26)

yiizeyi verilsin. M, R? in total geodezik bir half-lightlike altmanifoldudur. Gergekten

¢=(1,1,0,0,0), Uy = (0,0,1,0,0), U> = (0,0,0,1,0),

1
Nzi(—1,1,0,0,0)7 u=(0,0,0,0,1) (3.1.27)
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olur. Buradan her i, j € 1,2 i¢in B(U;,U;) = D(U;,U;) = 0 ve D(§,&) = 0 oldugu goriiliir.

Boylece M total geodeziktir.

B ve D ikinci temel formlari, S(TM) ekran uzaymin seciminden bagimsiz

oldugundan ortalama egrilik vektorii H(p) de ekran uzayin se¢iminden bagimsizdir.

Onerme 3.1.3. M, M Lorenzian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu olsun.
['(S(TM)) nin {ey,... e} ortonormal bir bazi verilsin. M minimaldir gerek ve yeter

kosul

H1 = Zn:B(eiaei) - 07 M2 = Zn:D(ei,ei) =0 ve g (E_,) ZD(E_,,é) =0 (3.1.28)
i=1 i=1

dir [23].

Tanm 3.1.8. M, M Lorenzian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu olsun. Her

X €I'(TM) i¢in
€1(X)=D(X,§)=0 (3.1.29)
ise M ye irrasyonel half-lightlike altmanifold denir [36].

Onerme 3.1.4. M, M Lorenzian manifoldunun irrasyonel half-lightlike bir altmanifoldu

olsun. M minimaldir gerek ve yeter kosul

n n
up = ZB(ei,ei) =0, ve up = ZD(ei,ei) =0 (3.1.30)
i=1 i=1

dir [23].

Tanim 3.1.9. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu olsun.

M nin sekil operatorii Ay ve lokal sekil operatorii AE arasinda
AN:(pAZ (3.1.31)

kosulunu saglayan M nin bir U komsulugu iizerinde sifirdan farkl bir ¢ fonksiyonu varsa
M ye ekran lokal konformal half-lightlike altmanifold denir. Burada ¢ sifirdan farkl bir
sabit ise M ye ekran homotetik half-lightlike altmanifold denir [37].
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Onerme 3.1.5. M, M semi-Riemannian manifoldun ekran lokal konformal half-lightlike
bir altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) i¢in

C(X,PY) = B(X,Y) (3.1.32)
dir [37].

Onerme 3.1.6. M, M Lorentzian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu olsun. M
ve M nin Riemann egrilik tensorleri, sirastyla, R ve R olmak iizere her X,Y,Z,U € I[(TM)
icin
g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)+B(X,PZ)C(Y,PW)
— B(Y,PZ)C(X,PW)+D(X,PZ)D(Y,PW)
— D(Y,PZ)D(X,PW), (3.1.33)
Z(R(X,Y)PZ,E) = (VxB)(Y,PZ)—(VyB)(X,PZ)
+ p1(X)B(Y,PZ)—p1(Y)B(X,PZ), (3.1.34)
g(R(X,Y)PZ,N) = g(R(X,Y)PZ,N)+p2(Y)D(X,PZ)
— p2(X)D(Y,PZ), (3.1.35)
ZRIX.Y)EN) = g(RX,Y)EN)+p2(X)ei(Y)
— pa(Y)er(X) (3.1.36)

dir. Bu denklemelere M iizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemleri denir [38].

Onerme 3.1.7. M, M Lorentzian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu olsun.

ROVEE) = L alRles 6 - BRELEY
_ i Kl (3.1.37)
iR(O’z)(ei,ei) = 2‘1{21 g(R(ej,ei)eiej)} + 2‘1 S(R(E,ei)ei,N) (3.1.38)
1= =1 j= =
dir [39].
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(3.1.37) ve (3.1.38) esitlikleri kullaninalarak

*(p) =z

1

n
Kij+ ¥ K"+ Kiy (3.1.39)
1 i=1

gibi bir T(p) skalari elde edilir. Eger M nin Ricci tipi tensorii simetrik ise t(p) skalarina
p € M noktasimin skalar egriligi denir. Burada i € {1,...,n} i¢in K;y = g(R(, ¢;)e;,N) dir
[39].

3.2 Half-lightlike altmanifoldlar iizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar

egriligi

Tamm 3.2.1. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir half-lightlike altmani-
foldu, I'(TM) nin bir baz1 {ey, ...,e,,E} ve T'(S(TM)) nin ortonormal bir baz1 {ey,...,e,}
olsun. k < n igin (k+ 1)-boyutlu dejenere bir diizlem kesiti 7, ¢ = sp{ey,...,ex, &} ve

k-boyutlu non-dejenere bir diizlem kesiti w, = sp{ej,...,e; } olmak iizere, sirasiyla,

k
Ricr, . (X) =ROP (X, X) = Z] g(R(e;,X)X,e;) + g(R(E,X)X,N) (3.2.1)
J:
veE
k
Ricr,(X) =ROY(X,X) = ¥ g(R(e;, X)X, ¢}) (3.2.2)
j=1

egriliklerine X € I'(TM) de k-dejenere Ricci tipi tensorii ve k-Ricci tensorii denir. Eger M
nin kesit egriligi simetrik ise Ricr, . (X) e k-dejenere Ricci egriligi ve Ricx,(X) e k-Ricci

egriligi denir.

Ayrica

k k
’an,é (p) = Z K,’j + Z Kl_null + Ky (3.2.3)

ij=1 i=1

ve
k

(p) =) Kij (3.2.4)

ij=1

egriliklerine k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi denir.
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k=2 i¢in IT; ¢ = sp{e;,&} 2-boyutlu diizlem kesiti olmak tizere

Ricr,;(e1) = Kin

ve
L (p) = KM+ Ky
dir.
k =nicin , = sp{ey,...,en} =T (S(TM)) olmak iizere
Ricg(rm) (e1) = Ricy, (e1) Z Kij=Ki2+...+Kin (3.2.5)
ve
Tsrm)(p) = ,il Kij (3.2.6)
ij=

dir. Ricg(p)(e1) egriliine ey tizerinde ekran Ricci egriligi ve gy (p) ye p € M nok-

tasinda ekran skalar egriligi denir.
Gauss Codazzi tipi denklemlerden asagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 3.2.1. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-
foldu, T(TM) nin bir bazi {ey,...,e,,&} ve T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ey,...,en}
olsun. Bu durumda
n n
Ts(ra) (P) = Ts(rm) (P) + ijz,l B;Cj; —B;Cji + ijzl DiiDjj — (Dy))? (3.2.7)

dir. Burada i, j € {1,...,n} icin B;j = B(e;,e;), C;j = C(e;,e;) ve D;jj = D(e;, e;) dir.

Onerme 3.2.2. M, M Loretzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-
foldu, T(TM) nin bir bazi {ey,...,e,,&} ve T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ey,...,e,}
olsun. M nin ikinci temel formu B ve ekran ikinci temel formu C nin bilesenleri arasinda
asagidaki bagintilar vardir.

Z Bi;iCji = —{ Z Bij+Cji)* — Z (Bij)* +(Cji)*} (3.2.8)

i,j=1 i,j=1 i,j=1
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ve

1
;B""CJ'J - 5{(§,Bii +Cjj)’ - (ZBii)z - (ch )2} (3.2.9)

i J
Teorem 3.2.1. M, M Loreizian manifoldunun (n+ 1) boyutlu half-lightlike bir altmani-
foldu olsun. Bu durumda
1

Ts(rm) (P) < Ts(rm) (p) +npi (traceAn) + s + 2 i]Z—'1(Bij —Cji)? (3.2.10)
esitsizligi vardir. (3.2.10) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul asagidaki iddialardan biri saglanir:
i) M, @ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldtur;

ii) B ikinci temel formu TM iizerinde ve C, D ikici temel formlart S(TM) iizerinde sifira

esittir.

ispat. (3.2.7) ve (3.2.8) esitliklerinden

Ty (P) = Tsran) (P) + Zn: Bijif—%{i (Bij+Cii)* = Zn: (Bij)2+(Cj')2}

ij=1
- 2
+ ). DiiDjj — (Dij)
ij=1
yazilabilir.

1 1 1
E(B?j +Cj) = 7Bij+ Cji)* + 7Bij— Cji)?

oldugundan

n

~ 1
Tsrm)(P) = TS(TM)(P)"‘an(fmceAN)—Z Y (Bij+Cji)®

l7]:1
! Zn B, —C;i)*+n*u5 — f D;j)?
+4 (Bij —Cji)”+n"pis (Dij)

elde edilir. Bu ise (3.2.10) esitsizliginin sagladigim gosterir.
(3.2.10) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul her
i,je{l,...,n}icin
D;j =0 ve B;; =—C;;
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dir. Buise M nin ya ¢ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetik half-lightlike altmanifold
oldugunu veya B ikinci temel formu TM iizerinde ve C, D ikici temel formlar1 S(TM)

tizerinde sifira esit oldugunu gosterir. [
Teorem 3.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1. M, M Loretzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-

foldu olsun. Bu durumda

1

1 Y (Bij—Cj)? (3.2.11)

i,j=1

sy (P) < Tsray (p) + i (traceAy) +n*is +

esitsizligi vardir. (3.2.11) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul ya M, @ = —1 olacak sekilde ekran homotetik half- lightlike altmanifoldtur

veya M total geodeziktir.

Teorem 3.2.2. M, M semi-Riemannian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu ekran konformal
bir half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
i) S(TM) nin her bir leafi M de total geodeziktir;

ii) L bir boyutlu bir lightlike altmanifold, M', S(TM) nin non-dejenere bir leafi olmak

lizere M, M’ ve L mun bir lightlike ¢arpim manifoldudur;
iii) B, M iizerinde sifirdir;

iv) M nin indirgenmis konneksiyonu V bir metrik konneksiyondur [35].
Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2. M, M Lorenzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu ¢ # —1 olacak sekilde ekran

homotetik half-lightlike bir altmanifoldu olsun. Bu durumda

_ -1 2 n
Tsran) (P) < Tsrany (P) + on’ui +n*u5 + (o—1) Y (Bij)? (3.2.12)
4 ij=1

esitsizligi vardir. (3.2.12) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

yeter kosul M nin indirgenmis V konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.
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Teorem 3.2.3. M, M Lorenzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-

foldu olsun. Bu durumda

n

~ 1 ~ 1
Ts(rm) (P) < Ts(rm) (P) + 51 race(An)? +n’u; + 7 2 (Bij— Cji)? (3.2.13)
ij=1

esitsizligi vardir. Burada

Bii+Ci ... Bin+Cin
Ay = : : (3.2.14)
By +Cnl oo Bun +Cnn
dr. (3.2.13) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul

uy = up =trace(Ay) =0 dir.

ispat. (3.2.7), (3.2.8) ve (3.2.9) esitliklerinden

2 2 2
Tsrm)(p) = ;ES(TM)(p)"i_% (ZBii"’ij) —(ZB,,) (Z JJ)

ij=1

1 n
1 Z Bij+Cji)’ t7 L (Bij—Cji)?
inj=1 inj=1
+ Z D;iD,; — (D))? (3.2.15)
ij=1

elde edilir. Buise (3.2.13) esitsizliginin saglandigini gosterir. (3.2.13) esitsizliginin esitlik

durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul her i, j € {1,...,n} i¢in
u1 =trace(Ay) =0, Bjj=—Cj; ve D;j=0 (3.2.16)
dir. O
Teorem 3.2.3 den asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuc¢ 3.2.3. M, M Lorenzian manifoldunun (n+ 1) boyutlu irrasyonel half-lightlike bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda

- 1 ~ 1 &
Ts(ru) (P) = Ts(ray (P) + 51 race(Ay)* +n*i; + ) Y (Bij—Cji)? (3.2.17)
ij=1
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dir. Burada Ay (3.2.14) e esittir.
(3.2.17) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul M

minimaldir.

Sonug¢ 3.2.4. M, M Lorenzian manifoldunun (n—+ 1)-boyutlu irrasyonel ekran homotetik

half-lightlike bir altmanifoldu olsun. Bu durumda

~ +1)? —1)2 ¢
Tsrm)(P) < Tserm) () + (0 7 ) nut +nus + (0 1 ) Z (B,~j)2 (3.2.18)
ij=1

dir. (3.2.18) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in salanir gerek ve yeter kosul M

minimaldir.
Lemma 2.2.1 kullanilarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.4. M, M Lorenzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-

foldu olsun. Bu durumda

~ 2n—1 ~ 1 1
Ts(rm)(p) + (traceAN) — Enz,ul — E(traceAN)

i 2 +n(n—1)5 (3.2.19)

IA

Ts(TM) (p)

Rk

esitsizligi vardir. Burada Ay (3.2.14) e egittir.
(3.2.19) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul her
bir X e I'(S(TM)) igin nu; = —trace(Ay) ve up = D(X,X) dir.

Ispat. (3.2.15) esitliginden ve Lemma 2.2.1 den
2 2 2
_ 1 n n
TS(TM)(P) < TS(TM)(p)+§ ( Z Bii+ij> - (ZBii> - (chj>
=1 ‘

1, & 1
—E('ZlBii‘i‘ij)z‘i‘Z Y (Bij—Cji)* +n’u5
i,j=

n
—= ZD,, - Y (Dy)? (3.2.20)
i#j=1

yazilabilir. Bu ise (3.2.19) esitsizliinin saglandigini gosterir.
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(3.2.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul

Bll+cll = ... :Bnn'i'cnna Dll - "':Dnna

D,-]-:07 i#j€ {1,...,11}
dir. Buise nu; = —trace(Ay) ve up = D11 oldugunu gosterir. O

Teorem 3.2.5. M, M semi-Riemannian manifoldunun half-lightlike bir altmanifoldu ol-
sun. M nin co-screen distribiisyonu S(TM)*, M iizerinde konformal Kiling ise bu du-

rumda O gibi bir diferendiyellenebilir fonksiyonu vardirki her X,Y € TM icin
D(X,Y)=¢dg(X,Y) (3.2.21)
dir [40].
Ispat. Her X,Y € I'(TM) ve u € T'(S(TM™) icin, kabulden
L.Z(X,Y) = 8(Vxu,¥) + (X, Vyu),
2(Vxu,Y) = —g(AX,Y)+&1(X)n(Y) = D(X,Y) (3.2.22)

olur. Boylece her X,Y € I'(TM) ve u € T(S(TM*) igin L,g(X,Y) = —2& D(X,Y) elde
edilir. ['(S(TM™) bir konformal Killing distribution ise her X,¥ € I'(TM) i¢in D(X,Y) =
€0 g(X,Y) elde edilir. O

Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.2.5. M, M Lorenzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu half-lightlike bir altmani-
foldu olsun. Bu durumda (3.2.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglaniyorsa

S(TM)*, & = 1 olacak sekilde M iizerinde bir konformal Kilingdir.
3.3 Ekran konformal half-lightlike altmanifoldlar iizerinde Chen-tipi esitsizlikler

Bu boliimde, Lorentzian bir manifoldun ekran konformal half-lightlike altmanifold-
larinin ekran Ricci egriligi ve ekran skalar egriliginin icinde bulundugu bazi esitsizlikleri

ifade edecegiz.
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M, M Lorentzian manifoldunun (n + 1)-boyutlu bir ekran homotetik half-lightlike
altmanifold olsun. (3.1.32) esitliginden, (3.2.7) esitligi
Tsrany () =Tsrmy(P) + 0 Y, BiBjj— (Bij)*+ Y. DiDj;— (Dij)*  (3.3.1)
=1 =1
olur.

(3.3.1) esitliginden asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.1. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir ekran homotetik half-
lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

a) ¢ > Oise

Tsiran) (P) < Tsermy (p) + on’ut + 0’ (3.3.2)

esitsizligi vardir. (3.3.2) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul S(TM), M de total geodeziktir ve her X,Y € I'(S(TM)) i¢cin D(X,Y) =0 dir.
b) ¢ <0 ise

n

Ts(rm)(P) = Ts(rmy (P) + Qn’ui +n*ps — ) (Dyj)? (3.3.3)
i1

esitsizligi vardir. (3.3.2) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

veter kosul S(TM) ekran distribiisyonu M de total geodeziktir.
Teorem 3.3.1 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.3.1. M, M Lorentzian manifoldunun (n+ 1)-boyutlu bir irrasyonel ekran ho-
motetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

a) ¢ > 0ise

Ts(TM) (p) < ;ES(TM) (p)+ (Pnzu% + nz,u% (3.3.4)

esitsizligi vardir. (3.3.4) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve
yeter kosul M total geodeziktir.
b) ¢ < Oise

n

Tsrmy(P) > %S(TM) (p)+ (pnz,u% + nz,U% - Z (Dij)2 (3.3.5)
ij=1
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esitsizligi vardir. (3.3.5) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul S(TM) ekran distribiisyonu M de total geodeziktir.
Uyan 3.3.1. Bu boliimiin geriye kalan kisminda, © > 0 olarak alinacaktir.
Lemma 2.2.1 kullanilarak agsagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.2. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak gekilde (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

sy (P) < Tsirany (p) +n(n— 1) (Qui +153) (3.3.6)

esitsizligi vardir. (3.3.6) egitsizliginin egitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

veter kosul S(TM) ekran distibiisyonu M de total umbiliktir.

Ispat. (3.3.1) esitliginden

Ty (P) = Tsemy(p)+ontmi—o Y (Bij)*— oY (Bi)?
i=1

i#j=1
n n
—|—n2,u% — Z (D,’j)z — Z(D,’i)z (3.3.7)
i#j=1 i=1

yazilabilir. (3.3.7) de Lemma 2.2.1 kullanilacak olursa (3.3.6) esitsizligi elde edilir.

(3.3.6) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul
i#je{l,...,n}icin

By =---=Byu,, B;jj=0,
Dyy=---=Dun, Dij=0
dir. Buise S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir. O

Teorem 3.3.2 den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug¢ 3.3.2. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir

irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

Ts(rm) () < Tsirm) (p) +n(n—1) (Qui +115) (3.3.8)

esitsizligi vardir. (3.3.8) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul M total umbiliktir.
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Lemma 2.4.2 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.3. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda

T (P) < %S<TM>(P)+EH gcp 2((P+1)(B11—Bzz)
EZﬁ; Qs + 3 ‘P+ 3 (D11 — D2)? (3.3.9)

esitsizligi vardir. (3.3.9) egitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglamir gerek ve

yeter kosul uy = 5(B11+ B22) ve up = 5(Dy1 + D2y) dir.

Ispat. Binom teoreminden

(Bi1 —B22)? + ...+ (Bi1 — Bun)* + (B2 — B33)* +...+ (Byy — Bun)?

n
‘I’---"‘(anlnfl —Bnn)Z:nZ(Bii)z—Z Z Bl'iBjj (3.3.10)
i= 1<i#j<n

yazilabilir. Lemma 2.4.2 in (a) sikkindan

n
1
Y (Bi)* >~ ZB,,B”+ 5B — By)? (3.3.11)
i=1 1#]
elde edilir. Bununla beraber
1 & ’
ZB,,B” nui — = Y (Bi) (3.3.12)
l;éj iz

yazilabilir. (3.3.11) esitligi (3.3.12) de yerine yazilacak olursa

n 2
n 2
+ Bi1—B 3.3.13
,Z; +1“1 STy on B2 (3.3.13)
elde edilir. Benzer yolla
2":(1).,)2 > a2, " (D11 — Dp)? (3.3.14)

dir. (3.3.7) de (3.3.13) ve (3.3.14) esitlikleri kullanilirsa (3.3.9) esitsizligi elde edilir.

(3.3.9) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul

n n
M= 5(311 +Bn), = §<DH +D22) (3.3.15)
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ve heri# je{l,...,n} igin
Bij=D;j=0 (3.3.16)
dir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar. ]
Teorem 3.3.3 den asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuc 3.3.3. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir
ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda her i # j € {1,...,n} igin

3

_ n
Tsarm)(P) < Tsaramy(p) + (n_l_l)(PH%—%(Bﬁ—BH)Z
3
n 2 Pn 2

esitsizligi vardir. (3.3.17) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul S(TM) ekran distribiisyonu M de total umbiliktir.

Sonug¢ 3.3.4. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir

irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. Bu durumda her i # j €

{1,...,n} igin
~ n+2 n
s (p) < Ts(m)(p)JrEn +I;leu%z(n(pH)(Bii—Bjj)z
(n+2) 5, on YRV
D O gy (i D) (3.3.18)

esitsizligi vardir. (3.3.18) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve

yeter kosul M total umbiliktir.

Teorem 3.3.4. M, c sabit egrilikli M (¢) semi-Riemannian uzay formunun @ > 0 olacak
sekilde (n+ 1)-boyutlu total umbilik bir ekran konformal half-lightlike altmanifold olsun.
Bu durumda asagidaki iddialar dogrudur:

i) M nin Ricci tensorii simetriktir.

it) M nin null kesit egriligi sifirdir [37].

Sonug 3.3.4 ve Teorem 3.3.4 kullanilarak agagidaki sonug verilebilir:
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Sonug¢ 3.3.5. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir
irrasyonel ekran homotetik half-lightlike altmanifold olsun. (3.3.18) esitsizliginin esitlik
durumu her p € M i¢in saglaniyorsa asagidaki iddialar dogrudur.

i) M nin Ricci tensorii simetriktir.

il) M nin null kesit egriligi sifirdir.
Lemma 2.4.3 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.5. M, M Lorenizian manifoldunun © > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik half-lightlike altmanifold, p € M icin T,M nin 2-boyutlu non-dejenere bir
n

diizlem kesiti T1 = Span{ey,es} olsun. Bu durumda B(n')* = r (Bii)? ve n*3(T1H) =

=3

n
Y. D;iDjj olmak iizere
i,j=3

_ - n*(n—2
Ts(rmy (p) — (1) < TS(TM)(p)_T(H)+(p—r(l_1 )/v‘%

+ B(nh)? —n?s (1) (3.3.19)

esitsizligi vardir. (3.3.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir

*

gerek ve yeter kosul uy = 0, up = D11 + D2y ve M nin lokal sekil operatorii Ag asagidaki

sekilde olur.
By B 0
By —Bii 0
Ag =
0 0 0
Ispat. (3.3.1) esitliginde
n*(n—2)

o = Ts(Tm) (p)— (PW#% _;ES(TM) (p)
—n’i5+ Y (Dy)?
ij=1
yazilirsa

8= (Pn— 2—(P_Z (Bij)*

n—1 i
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elde edilir. Boylece
n 8 n n

(Y Bi)>=(n—1)| —+ Y (Ba)*+ Y (By)®

i=1 ¢ = i =1
dir. Yukaridaki esitlikte Lemma 2.4.3 kullanilacak olursa

) ! )
2B11Byn > —+ Y. (Bi))
i#j=1

elde edilir.

I1, T,M nin e; ve e; ortonormal vektorleri tarafinda gerilen bir alt diizlemi olsun. Bu

durumda

2 2
() = (M) +¢ Y BiBjj—(Bij)*+ Y. DuDj;— (Dij)’

i=1 ij=1
n 2 2
> T +8+¢ Y (Bi)’—¢ Y, (By)>+ Y, DuDj;—(Di))’
i#j=1 i#j=1 i=1
n n 2
> M) +3+¢ Y Bij)*—0Y.(Bi)>*—¢ Y, (Byj)®
i=1 i=1 i#i=1
2
+2D11Dy - Y (Dy;)?
i)
~ i 2
> () +8-9 ) (Bi)*+2D11Dn— Y (D;;)?
i=3 oy
~ n*(n—2 - i
> ‘C(H)+’Cs(TM)(p)_(ng%_TS(TM)(p)_ Y DuDj;

n—1 =3

n n
+ ) (D) — ) (Ba)
i,j=3 i=3
dir. Bu ise (3.3.19) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
(3.3.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir gerek ve yeter
kosul her i, j € {3,...,n}

Bij=D;;=0 ve Bj1+Bx=B33=0 (3.3.20)

dir. ]
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Yukaridaki teoremin ispat yoluna benzer bir ispat yoluyla asagidaki teorem ver-

ilebilir:

Teorem 3.3.6. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak gekilde (n+ 1)-boyutlu bir

ekran homotetik half-lightlike altmanifold, p € M i¢in T,M nin 2-boyutlu non-dejenere bir
diizlem kesiti I1 = Span{e,es} olsun. Bu durumda D(n+)* = ¥, (Dy)? ve n*u3(II+) =

i=3

n
Y. BjiBj; olmak iizere
i,j=3

n*(n—2) ,

n_1 H

+ D(nh)? —eni2(ITh) (3.3.21)

esitsiligi vardir. (3.3.21) egitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglamir gerek ve

veter kosul uy = B11 + By ve up = 0 dir.

Sonug 3.3.6. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu bir
ekran homotetik half-lightlike altmanifold, p € M i¢in T,M nin 2-boyutlu non-dejenere
bir diizlem kesiti IT = Span{ej,ez} olsun. (3.3.19) ve (3.3.21) esitsizliklerinin esitlik

durumu saglanir gerek ve yeter kosul p; = yp = 0 dir.

Sonuc¢ 3.3.7. M, M Lorentzian manifoldunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu irrasy-
onel bir ekran homotetik half-lightlike altmanifold, p € M i¢in T,M nin 2-boyutlu non-
dejenere bir diizlem kesiti IT = Span{e;,ez} olsun. (3.3.19) ve (3.3.21) esitsizliklerinin

esitlik durumu saglanir gerek ve yeter kosul M minimaldir.

Ekran konformal half-lightlike altmanifoldlarin kesit egriligi simetrik oldugundan

bu altmanifoldlarun ekran skalar egrilidi rg(7yy) ile asagidaki gibi tammlanabilir.

1 & 1
rsam ()= Y, Kij=3 Y Kij=5Ts(p)- (3322)
1<i<j<n i,j=1

Onerme 3.3.1. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu

bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. M ikinci temel formlart B nin
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bilesenleri arasinda asagidaki baginti vardir.

" 1 1
Z (Bij)z = Enz‘u2 + §<Bll —Byy—... _Bnn)2
ij=1
n
+ ZZ(B]j)2—2 Z B,'l'Bjj—(Bl'j)z. (3.3.23)

Yukaridaki bilgiler yardimiyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.7. M, M Lorentzian manifoldunun @ > 0 olacak sekilde (n+ 1)-boyutlu
bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki iddialar
dogrudur:

(@) X € SYTM)={X € S(TM) : g(X,X) =1} icin

1 | R ~
A R e o (Ricstrn (X) = Rics(ra) (X)) (3.3.24)

esitsizligi vardur.
(b) (3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu bir X € S'(TM) vektirii icin saglamr gerek ve
yeter kosul X e ortogonal olan her Y € T,M icin

B(X,Y)=D(X,Y)=0 ve B(X,X)= gm, D(X,X) = g,uz (3.3.25)

olur.
(¢) (3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu her X € S'(TM) icin saglanir gerek ve yeter
kosul ya S(TM), M de total geodeziktir veya n =2 ve S(TM), M de total umbiliktir.

Ispat. (3.3.22) ve (3.3.23) esitliklerinden

1 ~ 9
Z((Pnzﬂ%ﬂL”z/J%) = r<p)_rS(TM)<p)+Z(Bll_~--_Bnn)2
n
+ (PZ(BIJ) —¢ Z BllBJJ_(Bij)2
=2 2<i< j<n
1 R 5 2
+ Z(Dll_ _Dnn) +Z(D11)
j=2
— Y DiDjj—(D;)? (3.3.26)
2<i<j<n
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yazilabilir. Bununla birlikte

¢ Y BiBjj—(By)+ Y DiDjj—(Dy)’= Y (Kj—Kj) (3327
2<i<j<n 2<i<j<n 2<i<j<n

veE

Y. Kij = rsamy(p) —Ricsian(er),
2<i<j<n

Y Kij = Fsaan(p)—Ricsqray(er) (3.3.28)

2<i<j<n

dir. (3.3.26), (3.3.27), (3.3.28) esitliklerinden
L2222 p _ P ’
4((P”l M1 +n°1) > Ricg(rar)(X) — Ricg(rar(X) (3.3.29)

dir. Son ifadede e yerine X € S'(TM) yazilacak olursa (3.3.33) esitsizligi elde edilir.
Boylece teoremin (a) sikki ispatlanmig olur.
(3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu bir X € S'(TM) vektorii igin saglanir gerek ve

yeter kosul
Biy=:--=B1, =0 and Bj1 =By +:-+ B
dir. Boylece
nuy =B+ + By, = 2By (3.3.30)
olur. Benzer sekilde
nuy = D1+ -+ + Dy =2D1) (3.3.3D

dir. (3.3.30) ve (3.3.31) esitliklerinden (3.3.34) esitligi elde edilir. Boylece teoremin (b)
stkki ispatlanmis olur.

(3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu her X € S'(TM) igin saglamir gerek ve yeter
kosul

Bij:()a l#]a

ZBii:B11+"‘+Bnn7 iE{l,...,l’l} (3332)
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dir. (3.3.32) dan
2311 = 2322 == ZBnn - ZBii

olup bu ise
(n—=2)) Bi=0

oldugunu gosterir. Ayrica, benzer bir yolla
n
(n—2) Z D;;=0

oldugu goriilebilir. Buradan ya Z Bii = Z Dj;; =0 veya n =2 dir. Z Bii = Z D;j=0
ise (3.3.32) esitliginden her i € 1{1] .,n} 1]91n Bji = Dj; = 0 elde edlhr1 Bu 1sle 1(3 3.32)
esitligi tekrar goz 6niine alinacak olursa her i, j € {1,...,n} i¢in B;; = D;; = 0 oldugunu
yani S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir.

n =2 ise (3.3.32) esitliginden
2B11 = 2By = B11 +B»

veE

2Dy1 = 2Dy = D11 +Dp

olur. Bu ise S(TM) nin M de total umbilik oldugunu gésterir. Boylece teoremin (¢) sikki

ispatlanmusg olur. O
Theorem 3.3.7 dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.3.8. M, ¢ egrilikli M(c) Lorentzian uzay formunun ¢ > 0 olacak sekilde (n+1)-
boyutlu bir ekran homotetik half-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki
iddialar dogrudur:

(@)X € SH(TM) ={X € S(TM) : g(X,X) =1} igin

1 1
Z(<pn2y%+n2y§) > 6(RicS(TM)(x)—(n—1)c) (3.3.33)

esitsizligi vardir.

(b) (3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu bir X € S'(TM) vektorii icin saglanir gerek ve
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yeter kosul X e ortogonal olan her Y € T,M i¢in

B(X,Y)=D(X,Y)=0 ve B(X,X)= gIJl» D(X,X) = g,uz (3.3.34)

olur.
(¢) (3.3.33) esitsizliginin esitlik durumu her X € S'(TM) igin saglanir gerek ve yeter
kosul ya S(TM) ekran distribiisyonu M de total geodeziktir veya n = 2 ve S(TM) ekran

distriblisyonu M de total umbiliktir.
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4. COISOTROPIK LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE CHEN TiPi
ESITSIZLIKLER
4.1 Coisotropik Lightlike Altmanifoldlar

Tamm 4.1.1. M, (n+4)-boyutlu, 2 indeksli bir semi-Riemannian manifold, M nin (n+2)
boyutlu bir altmanifoldu M olsun. M nin radikal uzay1 Rad TM nin ranki 2 e esit ise M

altmanifolduna M nin bir coisotropik altmanifoldu denir [35].

Tamm 4.1.2. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. @, ortogonal direkt toplam olmak tizere Rad TM nin
TM = Rad TM &1, S(TM) (4.1.1)

olacak sekilde TM ye tamamlayani olan uzay S(TM) ye M nin ekran distribusyonu denir
[35].

Tamm 4.1.3. M, 2-indeksli M semi-Riemannian manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k,¢ € {1,2} i¢in

g &) =0 (4.1.2)

olacak sekilde &;,&, € T,M* vardir. Her X € T'(S(TM)) ve k # ¢ € {1,2} olmak iizere
Rad TM nin &; ve &, gibi null kesitleri i¢in

g(Ni, X) = g(Ni,No) =0, g(Ni, &) =1 (4.1.3)

olacak sekilde Ny ve N, null kesitleri vardir. N ve N, tarafindan gerilen l¢r(TM) vektor
demetine M nin S(TM) ekran distribiisyonuna gore lightlike transversal vektor demeti

denir [35]. Burada /rr(TM) vektor demeti 2-boyutludur. Boylece
TM = S(TM) @oyp (Rad TM & 1tr(TM)) (4.1.4)

olarak yazilabilir.
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Tamm 4.1.4. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. V ve V, sirasiyla, M ve M iizerindeki Levi-Civita ve li-
neer koneksiyonlar, I'(TM) den I'(S(TM)) ye bir projeksiyon P olsun. Her X,Y € I'(TM)

icin Gauss ve Weingarten formulleri

- 2
VxY¥ =VxY+ Y DAX, V)N, (4.1.5)
k=1
" 2
VxNi = —AnNX + Y pre(X)N, (4.1.6)
/=1
2
VxPY =VixPY + Y CH(X,PY)E, (4.1.7)
k=1
2
Vi€ = —A; X — ) pij(X)& (4.1.8)
=1

ile verilir [35].
Burada D! ve D? ye TM iizerinde lightlike ikinci temel formlar C' ve C* ye S(TM)
lizerinde ekran ikinci temel formu, Ay, ve Ay, ye TM lizerinde sekil operatorleri, Agl ve

Ag, yeise S (TM) tizerinde ekran ikinci temel formlar denir [35].

Tanim 4.1.5. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M nin ikinci temel formu 4 ve ekran ikinci temel formu
h*, sirastyla, her X, Y € TM i¢in

2 2
Z (X,Y)N ve h*(X,Y) = Z (X,PY)E

ile tanimlanir [23].

Onerme 4.1.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun.  Bu durumda DF, S(TM) ekran distribiisyonunun

seciminden bagimsizdir ve her X € I'(TM) ve her k # £ € {1,2} icin
DHX,E) =0 ve DH(X,E) = —D'(X,) (4.19)

dir [41].
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Onerme 4.1.2. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M nin sekil operatorleri ile ikinci temel formlar: arasinda

asagidaki bagintilar vardir:

ke {1,2} icin

Df(X)Y) = (AL X.Y), (4.1.10)
CK(X,PY) = g(ANX,PY) (4.1.11)
dir [41].
Ornek 4.1.1. R; de
X = cosxl, = sinx', x :xZ, 4.1.12)

ile taniml1 bir M ylizeyi verilsin. Bu durumda

&1 =0,+0s, & =0; —sinx'03 +cosx'os,

Ui :—sinx181+83, U22008x181+a4 (4.1.13)
ve
1 1 .1 1
Ny = 5{—824—85}, N, = 5{—81 —sinx 03 +cosx d4} (4.1.14)

olup S(TM) = Sp{&,,&2,U1,Us} ve ltr(TM) = Sp{N1,N,} dir. Béylece (M,g,S(TM)),

R} in coisotropik bir altmanifoldudur [23].

Tamm 4.1.6. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Her X € T'(TM) i¢in V& € ['(TM) ise M ye irrasyonel
coisotropik lightlike altmanifold denir [36].

Tamm 4.1.7. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Her k, ¢ € {1,2} i¢in

DX(X, &) =0 (4.1.15)
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ise M ye total geodezik,
C(X,Y)=0, VX,Y € (S(TM)) (4.1.16)

ise M ye S(TM)-total geodezik, H ve Hy ltr(T M) lizerinde diferensiyellenebilir fonksiy-

olar olmak iizere
DF(X,Y)=H, g(X,Y) (4.1.17)
ise M ye total umbilik, Ay, ltr(T M) iizerinde diferensiyellenebilir fonksiyolar olmak iizere
CK(X,Y) =M 8(X,Y) (4.1.18)
ise M ye S(TM)-total umbiliktir denir [42].
1 &

1 n
o= Y D'(eje)) ve mp= " Y D(eje;)
=1 =

olarak tamimlansin [23].
[24] de C. Bejan ve K. L. Duggal 1n lightlike altmanifoldlar i¢in yaptig1 minimallik

tanimi goz Oniine alinarak agagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.1.3. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi {ey,...,e,} bazi ver-

ilsin. M minimaldir gerek ve yeter kosul
u=u =0 (4.1.19)
dir.

Tamm 4.1.8. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M nin sekil operatorleri Ay, ve lokal sekil operatorii Agk

arasinda k € {1,2} i¢in
Ay, = (pkAEk, (4.1.20)

olacak sekilde M nin bir U komsulugu iizerinde sifirdan farkli ¢; fonksiyonu varsa M ye
ekran lokal konformal coisotropik altmanifold denir. Burada @i sifirdan farkli bir sabit

ise M ye ekran homotetik coisotropik altmanifold denir [43].
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Onerme 4.1.4. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir ekran

lokal konformal coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) ve k €
{1,2} i¢in

C*(X,PY) = qD*(X,Y) (4.1.21)
dir [43].

Onerme 4.1.5. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M ve M nin Riemann egrilik tensorleri, sirastyla, R ve

R olmak iizere her X,Y,Z,U € T'(TM) icin

2
RX,Y)Z = R(X,Y)Z+Y DNX,2)AnY —D"(Y,Z)AnX
k=1

{VxD(Y,Z) — VyD¥(X,Z) Ny

+
(nglS

T
[N

2
Z {p;(X)DX(Y,Z) — pi;(Y)DM (X, Z)INj, (4.1.22)

+
T M“

2
g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R(X,Y)PZ,PW)+ Y [D"(X,PZ)C*(Y,PW)
k=1
— DNy, Pz)CF(x,PW)], (4.1.23)

2
ZRX,Y)ELN) = Z(R(X,Y)EN)+ Y Me(An,Y)D' (X, &)

/=1
—Mk(AnX)D' (Y, )], (4.1.24)

SR(X,Y)E,Ny) = Ck(Y A; X)—CH(X,ALY) —2dpu(X,Y)
+ Z Pek(Y)Pre(X) — pex(X)pre(Y) (4.1.25)

dir. Bu denklemelere M iizerinde Gauss-Codazzi tipi denklemleri denir [42].

Onerme 4.1.6. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin Ricci tipi tensorii RO2) olmak iizere

her X,Y € T(TM) igin

n 2
Z (e, X Z R(E, X)Y,Ny) (4.1.26)

]:
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dir [42].

(4.1.26) de iz alinacak olursa

Z K]+ZZK”””+K§\, (4.1.27)
i,j=1 i=lk=

olacak sekilde t(p) skalari elde edilir. Eger M nin Ricci tipi tensorii simetrik ise T(p)
ye M nin p noktasinda skalar egriligi denir [42]. Burada i € {1,...,n} ve k € {1,2} i¢in
Kiy = 8(R(Ex, ei)ei, Ny) dir.

4.2 Coisotropik altmanifoldlar iizerinde ekran Ricci egriligi ve ekran skalar

egriligi

Tamm 4.2.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu, I'(TM) nin bir bazi {ey,...,en,&1,E2} ve T'(S(TM)) nin
ortonormal bir bazi {ey, ...,e,} olsun. k <nicin m g , = spler,...,ex—1,81,6,} (k+1)-
boyutlu dejenere bir diizlem kesiti ve m; = sp{ey,...,ex} k-boyutlu non-dejenere bir

diizlem kesiti olmak iizere, sirasiyla,

\S}

M»

Ricnk’él’z(X)— R(ej, X)X e;)+ Z RELX)X,N,)  (4.2.1)

J: :

veE

k
Ricy, (X) = Z (ej,X)X,e;) (4.2.2)

ile tammli Ricr, . (X) ve Ricy, (X) e, sirastyla, X € I'(TM) birim vektorii tizerinde k-
dejenere Ricci tipi tensorii ve k-Ricci tipi tensorii denir.

Eger M nin kesit egriligi simetrik ise Ricnkél’2 (X) ve Ricy, (X) e, sirasiyla, X €
['(TM) birim vektorii tizerinde k-dejenere Ricci egriligi ve k-Ricci egriligi denir.

Ayrica

2 k
1l k
“km Z +I§1;Kg{u Kk, (4.2.3)

i,j=1

85



ve

k
T (p) = Y, Kij (4.2.4)
ij=1
egriliklerine k-dejenere skalar egriligi ve k-skalar egriligi denir.

k =nigin w, = sp{ey,...,en} =T(S(TM)) olmak iizere

RicS(TM) (61) Rlcn 61 Z Klj =Kp+...+Kj, 4.2.5)
j=1
ve
n
s (P) = Y, Kij (4.2.6)
ij=1

dir. Ricg(ra(er) egriligine ey de ekran Ricci egriligi ve Tsrp)(p) ye p € M de ekran

skalar egriligi denir.

Onerme 4.2.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu, T'(TM) nin bir bazt {ey,...,en, 51,862} ve T(S(TM)) nin

ortonormal bir bazi {ey,...,en} olsun. Bu durumda

2 n
Ts(rm) (P) = Ts(rm) ( Z Z Dka —ijCf, 4.2.7)

dir. Burada i, j € {1,...,n} ve k € {1,2} icin Df.‘j = D (e;,e}) ve Clkj = Ck(e;,e}) dir

Onerme 4.2.2. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu, T'(TM) nin bir bazt {ey,...,en,&1,82} ve T(S(TM)) nin
ortonormal bir bazi {ey,...,ey} olsun. M nin ikinci temel formlart D* ve ekran ikinci
temel formlart C* nin bilesenleri arasinda asagidaki bagintilar vardur:
Z] DiiCli = —{ Zl (D + G = L ()" + (G} (4.2.8)
i,j i,j L=

ve

Z DiCt; = —{ Z D +C};)? (fo&)z—(Z k)2 (4.2.9)

i,j=1 ij=1 i=1 j=1
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Teorem 4.2.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

a)
Ch)? (4.2.10)

rie

esitsizligi vardir. (4.2.10) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

||M='

4>|~

Ts(rm) (P) < %S(TM) (p)+n Z i (traceAy,) +
k=1

veter kosul her k € {1,2} icin ya M, @ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetikdir veya
DX, S(TM) de sifira esittir.
b)

2

Ts(T™m) (p) > %S(TM) +n Z U traceANk
k=1

esitsizligi saglanwr. (4.2.11) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

HM=

D’-‘j +CE? 4211

4>|~

yeter kosul her k € {1,2} icin ya M, ¢ = —1 olacak sekilde bir ekran homotetikdir yada
D, S(TM) de sifira esittir.

¢) (4.2.10) ve (4.2.11) egitsizliklerinin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul her k € {1,2} icin D*, S(TM) de sifira esittir.

Ispat. (4.2.7) ve (4.2.8) esitliklerinden
2, & k ~k k k \2
Tsrmy(P) = Tsrmy( Z Z D;Ci — Z{ Z (Di;+C5)°}
k=1i,j=1

k=1 i,j=1
N2 L (k2
Z (Di;)™+(Cj)

k=11i,j=1
yazilabilir. Burada
k Lk Lok k s k \2
(D5) +§<Cji) 4_1<D +C5) +Z(D —Ch)
oldugundan
T ; I ¢ k k\2
’Cs(TM)(P) = ’cS(TM) —I—nz,uk traceAn,) ZZ Z D.j+cji)
k=1 k=1i,j=1
1 2 n '
+Z Z Z (Djj
k=1i,j=1

87



elde edilir. Bu ise teoremin (a), (b) ve (c¢) siklarinin iddialarinin dogrulugunu gosterir.

[
Teorem 4.2.1 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.2.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu bir irrasyonel
coisotropik altmanifoldu olsun. (4.2.10) ve (4.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumu her

p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul M total geodeziktir.

Teorem 4.2.2. M, m ek-boyutlu bir M semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. M total geodezik ise M bir Einstein manifoldudur [41].
Sonug 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.2.2. M, 2 indeksli ve ¢ egrilikli M(c) semi-Riemann uzay formunun (n + 2)-
boyutlu bir irrasyonel coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda
a)

2

Ts(rmy(p) <n(n—1)c+n Z uk(traceAy, ) +
k=1

5=
7=

(D —C5)* (42.12)

~
I
—_

esitsizligi saglanir.

b)

(Dk +CH)P (42.13)
1

2
Ts(rm)(p) 2 n(n—1)c+n Z ug(traceAy,) —
k=1

T

=~
Il
R

Bl
1

esitsizligi saglanir.
c) (4.2.10) ve (4.2.11) esitsizliklerinin esitlik durumu her p € M i¢in saglaniyorsa M bir

Einstein manifoldudur.

Teorem 4.2.3. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

D’fj —C%)? (4.2.14)

||M=

. 1 & ~ 1 &
Ts(rm)(P) < Tserm) () + 3 Y trace(Ay)* + 4_1 Z
k=1 fa
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dir. Burada her k € {1,2} i¢in

k k 1 k
Dy +Cpy - Dy, +C,
Ay, = : : (4.2.15)
Dk +Ck ... Dk, +CK,
drr.
L esttsiz lgmme 1t urumu €I"p (- icin sag amrgere ve yeter osSu
4.2.14) esitsizliginin esitlik d h M ici 5] k kosul M
minimaldir.

Ispat. (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) esitliklerinden

- 1 &
Tsarmy(p) = TS(TM)(P)+§ Z(

N % y Y (Dh—Chy? (42.16)
yazilabilir. Bu ise (4.2.14) esitsizliinin saglandigini gosterir.
(4.2.14) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul
Uy =up =0 (4.2.17)
olur. Bu ise M nin minimal oldugunu gosterir. ]
Lemma 2.2.1 kullanilarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.4. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir

coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

. (2n—1) & 1 &
Ts(TM)(P) < TS(TM) i Z traceANk EZ traceANk
k=1 k=1
1, LR IR k \2
- Yty Y (D) (4.2.18)

esitsizligi saglanwr. (4.2.18) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve

veter kosul her k € {1,2} icin nuy = —trace(Ay, ) dur.
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Ispat. (4.2.16) ve Lemma 2.2.1 esitliklerinden

_ 1 2 n 1 2 n
Tsarm)(P) < TS(TM)(P)+§ Y ( Z D§+C§j)2_§ Z(Z,Dﬁ')z

k=1 i, j=1 k=1 i=1
1 2 k \2 1 2 & k kN2
- EZ(ZCH) _EZ<ZDU+C”)
k=1 j=1 k=1 i=1
1 2 - k k \2 1 5 k k \2
- ZZ Z (Dl]+C]l) +ZZ Z(Dl]_cjl)
k=1li#j=1 k=1i,j=1

yazilabilir. Bu ise (4.2.18) esitsizliinin sagladigin1 gosterir.
(4.2.18) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul
herk € {1,2} veheri# j € {1,...,n} i¢cin

Dllcl +Cllcl = .. :Dﬁn—f—cﬁnﬂ

— _clkj
dir. Buradan nyy = —trace(Ay,) dir. O
Teorem 4.2.4 den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.2.3. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu ekran ho-

motetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

2

—— Y (g +1)u

k=1

i (4.2.19)

i,j=1

IN
-lklﬁ

ts(rm) (P)
Z 2 o —1)

esitsizligi saglanir. (4.2.19) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve
yeter kosul her bir X € T'(S(TM)) ve her k € {1,2} icin g = D*(X,X) dur.

4.3 2-indeksli bir Semi-Riemann manifoldun coisotropik altmanifoldlar iizerinde

egrilik invaryantlari

Tanmm 4.3.1. n > 2 ve k > 0 tamsayis1 igin S (n,k) ile ny <n, nj >2, j=1,...,k ve

ny + - -+ +nx < n kosulunu saglayan biitiin (ny,...,n;) k-nokta ciftlerinden olusan sonlu
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bir kiimeyi ve S (n) ile de k > 0 olmak iizere biitiin S (n,k) larin bilesimini gosterelim.
Ty ooy Ty DOYTy; = mj, (j=1,...,k) ¥(n1,...,m) € S(n,k) k-list igin T,M nin alt uza-

ylar1 olmak iizere
S(ni,...,m)(p) =inf{t(IL,,) +---+t(I1y)},

S(n1,...,m)(p) = sup{T (I, ) +- - +7(Iy,) }

seklinde tanimlansin. Egrilik invaryantlar
5(111,.. . ,I’lk)(p) = ’C(p) _S(nlv e >nk)<p);

S(n1,...,m)(p) = t(p) —S(my,...,n) (p)

ile tanimalanir.
M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu bir coisotropik alt-
manifoldu olsun. S(ny,...,n;) = S(ny,...,n;) ise (M,g,S(TM)) coisotropik lightlike at-

manifolduna S(TM) ye gore S(ny,...,ny) uzay: denir.

Teorem 4.3.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M bir S(n) uzayt ise M nin skalar egriligi sabittir.
Bununla birlikte,

i) n =3 ise M nin ekran skalar egriligi sifira egittir.

ii) n =2 ise M nin skalar egriligi sifira egittir.

Ispat. T'(TM) nin bir baz1 {ey,...,en, 51,62} ve T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi

{e1,...,e,} olsun. T,M nin n-boyutlu diizlem kesitleri

71:rlz—l(él) = sp{ez,...,en,ﬁ,]}, Tcrlz—l(&vZ):Sp{€27"'7en7§2}7

75271@1) = sp{elw"?en*l’gl}? n’:zfl(&Z):sp{ely---aen71;§2}7

T, = sp{eir,...,ent
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ile verilsin. (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerinden

T = XK Z K+ K

=2

null
T e (P) = ZKU+Z K

,Jl

T, (P) = ZKUZ’CS(TM)(P)
ij=1

yazilabilir. M bir S(n) uzayi ise yukaridaki esitliklerden i € {1,...,n} i¢in

K;g” + KN = K;g” +KY %) (4.3.1)

elde edilir.

Simdi, 7T,M nin n-boyutlu alt dizlem kesitleri Tcilj_ ((€1,8) =
sp{el,...,a,...,'éj,...,en,ﬁl,éz} olarak verilsin. Bu halde direkt bir hesaplama
ile

n

(n— ZK1]+ n—l ZZ ,rg:”*’ _n(nz—l)c

i,j=1 k=1i=1

~.

dir. Boylece

2
5 gl _ (4n-6)
LR = ) (#32

olur. Bu ise M nin skalar egriliginin sabit oldugunu gosterir.
n =3 ve T,M nin bir baz1 {e1,e>,e3,E1,82} verilsin. M bir S(3) uzay ise k € {1,2}

ve birbirinden farkli i, j,¢ € {1,2,3} i¢in

2

Y ZK""” +Kj =3¢ (4.3.3)
k=1i=1

ve
T (P) = Kij+Kjit Z Kl + K} = 4.3.4)
olur. (4.3.3) ve (4.3.4) esitlikler kullanilacak olursa

Kij‘|‘Kji =0 4.3.5)
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oldugu goriiliir. Bu ise Tg(7pr)(p) = 0 oldugunu gosterir.

n =3 ve T,M nin bir bazi {ey,e,§1,E} verilsin. M bir §(2) uzayi ise bu durumda

n(p) = Kn+Ky=c,
ey (p) = K Ky =c,
e)(p) = Kig'+Kjg, =,
E ) (P) = 0
olur. Burada ¢ = 0 oldugundan M nin skalar egriligi sifirdir. ]

Sonu¢ 4.3.1. M, 2 indeksli, semi—@klidyen uzaym S-boyutlu ekran homotetik bir
coisotropik altmanifoldu olsun. Eger M bir S(3) uzay: ise asagidaki esitsizlik vardir:

2
Y qun’ug > 0. (4.3.6)
k=1

(4.3.6) esitsizliginin esitlik durumu her p € M i¢in saglanir gerek ve yeter kosul S(TM),

M de total geodeziktir.

Ispat. (4.1.23) ve (4.3.5) den

Z(pk Z D5 — (Df;)* =0 4.3.7)

= i,j=1

elde edilir. Bu ise (4.3.6) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

(4.3.6) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve yeter kosul
her i, j € {1,2,3} ve her k € {1,2} i¢in ij = 0 olmasidir. Boylece S(TM), M de total
geodeziktir. ]
Teorem 4.3.2. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n + 2)-boyutlu bir
coisotropik altmanifoldu olsun. M bir S(n+ 1) uzayt ise M ekran skalar egriligi sifir

olan 4-boyutlu bir coisotropik altmanifoldtur.

Ispat. T'(TM) nin bir baz1 {ey,...,en,E1,E} ve T(S(TM)) nin ortonormal bir bazi

{e1,...,en} olsun. T,M nin (n+ 1) boyutlu diizlem kesitleri

(&) = spler,...,en,&1}, Ta(&2) =spler,....en, 82},
Ty (E1,&) = sples,....en,E1.8}, ..., (61, E2) = spfer,...,en1,61,62}
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ile verilsin. M bir S(n+ 1) uzay1 ise

tnn(%k)@) = ZKIJ+Z lrgzll —e

i,j=1

T“}q(il,iz)(p) - Z Kij+ Z Z rgll—i_ &

i,j=2 =1i=2

2 n—1

TTC}l(élv‘%Z)(p) - Z Kl]+ Z Z rg;(ll—{— & = =c

i,j=1
dir. Yukaridaki denklemlerden asagidaki esitlikler elde edilir:

Z KE'+K Z K + K,

T(p) + Ts(rmy (p) = 2c¢

ve
2 n ll
(n—2)tgrmy(p) +(n—1) Z K + ik = nc.
k=1i=1
Bu halde
n—+2 2—n
(p) = ¢, Tsrmy(p) = ( - )
ve
2 n i
nu.
Z ZK k +K§k
k=1i=1
olur. Bununla beraber
2
1l
Up) _Tﬁ}l(iléz)(p) - ];K?gk +K1§k’

U(p) — e, ) (P) = Z Kl + K

yazilabilir. Boylece

Y K, YR K =
L

olur. (4.3.11), (4.3.12) ve (4.3.13) esitliklerinden n = 2 ve Tg(7p)(p)
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4.4 Ekran homotetik coisotropik altmanifoldlar iizerinde Chen-tipi esitsizlikler

M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu ekran homotetik bir
coisotropik altmanifoldu olsun. (4.1.21) den (4.2.7) esitligi

Ts(rm) (P) = Ts(rm) (P) + Z Ok Z DﬁD’]‘] ) 4.4.1)
i,j=1

olur.

(4.4.1) esitliginden asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.1. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+2)-boyutlu ekran ho-
motetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durunda

a) Her k= {1,2} icin @ > 0 ise

2
Ts(rm) (P) < Tsrm) (P) +n? Z Oriit (4.4.2)
k=1

esitsizligi vardir. (4.4.2) egitsizliginin egitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve
yeter kosul S(TM), M de total geodeziktir.
b) Her k= {1,2} icin @ <0 ise

2
Ts(rm) (P) = Ts(rm) (P) +n? Z Oriit (4.4.3)
k=1

esitsizligi saglamr. (4.4.3) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglamir gerek ve
yeter kosul S(TM), M de total geodeziktir.
c) @1 >0ve @3 <O0ise
)
2 n

Ts(rm) (P) < Ts(rm) (p) + nzkzl Prtt — ijZ1 02 (D7) (4.4.4)
esitsizligi vardir. (4.4.4) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul D', S(TM) de sifira esittir.
ii)

2 n
T (P) > T (P) + ) o’ — Y, 91(D;)° (4.4.5)
k=1 ij=1
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esitsizligi saglamr. (4.4.5) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglamir gerek ve
yeter kosul D?, S(TM) de sifira esittir.

Lemma 2.2.1 kullanilarak agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.2. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu ekran ho-
motetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda

a) Her k= {1,2} icin ¢ > 0 ise

2
Ts(rm) (P) < Tsrm) (p) +n(n—1) Z T (4.4.6)

esitsizligi vardir. (4.4.6) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul M total umbiliktir.
b) Her k= {1,2} icin ¢y <0 ise

Tsrm) (P) < Ts(ran) (P) +n(n—1) Z oui— Y. o Y. (DY)’ (4.4.7)
k=1 =1 itj=l

esitsizligi vardir. (4.4.7) esitsizliginin egitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve
yeter kosul her bir birim X € T(S(TM)) ve her k = {1,2} icin w, = D*(X,X) dur.
c) 1 > 0ve @ <0ise

2 n
Ts(rm) (P) < Tsra) (p) +n(n—1) Z o — 92 Y, (D7) (4.4.8)
= 2

esitsizligi saglamir. (4.4.8) esitsizliginin egitlik durumu her p € M i¢in saglamir gerek ve
veter kosul her X,Y € T'(S(TM)) i¢in

DY(X,Y) =NMg(X,Y) (4.4.9)
dir.
Ispat. (4.4.1) esitliginden
Tsrm)(P) = Tsrm( p)+n’ Z Qrtty — Z P Z 2
k=1 i#j=1
2 n
-y o Z(Dg)z (4.4.10)
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yazilabilir. Her k= {1,2} icin @ > 0 ise (4.4.10) de Lemma 2.2.1 kullanilacak olursa
(4.4.8) esitsizligi elde elde edilir.
(4.4.6) esitsizliginin esitlik durumu her p € M icin saglanir gerek ve yeter kosul
i#je{l,...,n}icin
lel —...=Dk

s D ij = 0
olur. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir. O halde teoremin (a) sikki ispatlanir.

Benzer sekilde teoremin (b) ve (c¢) siklarinin ispat1 yapilabilir. O

Teorem 4.4.3. M, 2 indeksli, c egrilikli M (¢) semi-Riemann uzay formunun hemen hemen
total umbilik coisotropik altmanifoldu olsun. S(TM) total geodezik ise bu durumda ¢ =0
dir [42].

Teorem 4.4.1, Teorem 4.4.2 ve Teorem 4.4.3 kullanilarak agagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.4.1. M, 2 indeksli, ¢ egrilikli M(c) semi-Riemann uzay formunun (n +
2)-boyutlu ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. (4.4.2) ve (4.4.6)

esitsizliklerinin esitlik durumu her p € M i¢in saglaniyorsa ¢ = 0 dur.
Lemma 2.4.3 kullanilarak agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.4. M, 2 indeksli M semi-Riemann manifoldunun (n+ 2)-boyutlu ¢x > 0
olacak sekilde ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her

n
ke {1,2} icin D¥(nt)? = ) (DX)? olmak iizere

i=3

nZ n— 2
Yesian (p) —(Il) < 2%5<TM><p>—’f<n>+(—< 2)+1) Y oud
k=1

2 2
+ oD ()2 =Y o Y (Df)? (4.4.11)
= k=1 ij=1

k=1 j=

esitsizligi vardir. (4.4.11) esitsizliginin egitlik durumu her p € M igin saglamr gerek ve
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yeter kosul M minimaldir ve M nin lokal sekil operatorii Azk asagidaki formda olur:

Dk, Df, .0
Dt —Dk ... 0
e e (4.4.12)
0 0 0
Ispat. (4.4.1) esitliginde
n*(n—?2)

& = Ts(Tm) (P)— ¢ 1 ,U% - (Pznz,U%

n

— Tsrm) (p) + @2 Z (Dizj)z
ii=1

yazilirsa

elde edilir. Boylece

(Y. DL =(n—1) (— LY 0t Y <D3,->2>
i=1 ' '

dir. Yukaridaki esitlikte Lemma 2.4.3 kullanilacak olursa

i#j=1
elde edilir. Benzer sekilde (4.4.1) esitliginde
2
n“(n—2
& = Tgrm(p)— @2%11% — @i’y

—Tsrmy(P)+ 91 Y, (D))?

ij=1
yazilirsa

6 n
2D} D}, > 2+ Y (D})?
i =1

98



elde edilir. II, 7,M nin e; ve e, ortonormal vektorleri tarafinda gerilen bir alt diizlemi

olsun. Bu durumda

() = T(I)+ Z(pk Z DDk — (Df;)?
= i,j=1
~ n 2 2
> ‘C(H)+51+52+Z(Pk Y (D)= Y o Y, (D)
k=1 itj=1 k=1 itj=1
_ 2 n 2 n
> M) +8+8+ Y o Y, 05— Y o Y (Df)?
k=1 ij=1 k=1 i=1
2 2
Yo Y (DY)
k=1 ifj=1
_ 2 n
> TN +8+8— Y o Y (Df)?
k=1 i=3

dir. Buise (4.4.11) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.
(4.4.11) esitsizliginin esitlik durumu her p € M noktasinda saglanir gerek ve yeter
kosul her k € {1,2} ve heri,j € {3,...,n} i¢in
k
Dij - 07

DX +Dh, =D4 =0 (4.4.13)

dir. Bu ise M nin minimal oldugunu ve ve M nin lokal sekil operatorii Agk (4.4.12) ye esit

oldugunu gosterir. ]
Teorem 4.4.4 den asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonug 4.4.2. M, 2 indeksli bir semi-Oklidyen uzaymin (n 4+ 2)-boyutlu ¢ > 0 olacak
sekilde ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2}
icin D¥(nt)? = Z (D¥)? olmak iizere

l:

k(m 2(" —2) 2 2
To(ran) (P Z o DX ( - +1) Y owi (4.4.14)
k=1

n
esitsizligi vardir. (4.4.14) esitsizliginin esitlik durumu her p € M igin saglanir gerek ve
yeter kosul S(TM) total geodeziktir.
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Sonuc 4.4.3. M, 2 indeksli bir semi-Oklidyen uzaymin (n + 2)-boyutlu @; > 0 olacak
sekilde ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k£ € {1,2}

icin D¥(nh)? = )y (D%)? olmak iizere

1=

(n—2)

2 2 2
Tseran (p) — T —@ Y. Di(nh)* < (” + 1) Y o (4.4.15)
k=1 k=1

n—1

esitsizligi varsa M minimal olan bir immersiona katilmaz.

Ekran konformal coisotrpik altmanifoldlarin kesit egriligi simetrik oldugundan bu
altmanifoldlarin ekran skalar egriligi rg 7y ile agagidaki gibi tammlanabilir:
1 & 1
rsamy(p)= Y, Kij= 3 Y Kij= ETS(TM)Q’)' (4.4.16)
1<i<j<n ij=1
Onerme 4.4.1. M, 2 indeksli bir semi-Oklidyen uzaynin (n+2)-boyutlu @, > 0 olacak
sekilde ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda her k € {1,2}

icin M nin ikinci temel formalar: arasinda asagidaki baginti vardir:

< 1 1
Z(Bij)z = §n2u2+§(311—Bzz—---—Bnn)2
ij=1
n
+ 2Y Bi))*—2 Y BuBj;—(Bij)*. 4.4.17)
J=2 2<i<j<n

Yukaridaki bilgiler yardimiyla asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.5. M, 2 indeksli bir semi-Oklidyen uzaymin (n+ 2)-boyutlu ¢ > 0 olacak
sekilde ekran homotetik bir coisotropik altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki iddi-
alar dogrudur:

(@)X € SH(TM) ={X € S(TM) : g(X,X) =1} icin

2

1 __
Y ot > 6(RiCS(TM)(X)_RicS(TM)(X)) (4.4.18)
k=1

FN.

esitsizligi vardur.
(b) (4.4.18) esitsizliginin esitlik durumu bir X € S'(TM) vektérii icin saglamr gerek ve
yeter kosul X e ortogonal olan her Y € T,M ve her k € {1,2} i¢cin

DF(X,Y) =0, ve DF(X,X) = guk (4.4.19)
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olur.
(¢) (4.4.18) esitsizliginin egitlik durumu her X € S'(TM) icin saglanir gerek ve yeter
kosul ya S(TM), M de total geodeziktir veya n = 2 ve, M total umbiliktir.

Ispat. (4.4.16) ve (4.4.17) esitliklerinden

1 2
4_1 Z k” ,Uk = (p)_rS(TM + Z(pk Dy, Dk )
k=1 k=1
2 n 5 2 )
+Y oY (D) - Y o Y DDA — (D) (4.4.20)
k=1 j=2 k=1 2<i<j<n

yazilabilir. Bununla birlikte

2 ~
Z(Pk Z DiDl/c] ): Z (Kij — Kij) (4.4.21)

k=1 2<i<j<n 2<i<j<n

ve

Y, Kij = rsaum(p) —Ricsira(er),

Y K = Fsm(p)—Ricsauy(er) (4.4.22)

dir. (4.4.20), (4.4.21) and (4.4.22) esitliklerinden

B

2 —_—
Y oun’u; > Ricgira(er) — Ricsirap) (1) (4.4.23)
k=1

dir. Son ifadede e; yerine X € S'(TM) yazilacak olursa (4.4.18) esitsizligi elde edilir.
Boylece teoremin (a) sikki ispatlanmig olur.

(4.4.18) esitsizliginin esitlik durumu bir X € S'(T M) vektorii igin saglamir gerek ve
yeter kosul her k € {1,2} icin

Dk, = ,=0 and DX, =D5,+---+D~, (4.4.24)
dir. Boylece

nu; =D}, +---+D! =2Dl, (4.4.25)
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olur. Benzer sekilde
_n2 2 2

dir. (4.4.25) ve (4.4.26) esitliklerinden (4.4.19) elde edilir. Boylece teoremin (b) sikki
ispatlanmisg olur.

(4.4.18) esitsizliginin esitlik durumu her X € S'(TM) icin saglamir gerek ve yeter
kosul her k € {1,2} icin

Df=0, i#]

2Df; =Df +---+Df,, i€{l,...,n} andk e {1,2} (4.4.27)
dir. (4.4.27) dan
n
2Dk, =2D5, =---=2D}, =Y D}
i=1

olup bu ise

n
(n—2) ZDﬁ =0
i=1

oldugunu gosterir. Buradan ya f D}l- = i Dizi =0veyan=2dir. i D}i = f Dl.zl- =0ise
(4.4.27) esitliginden her i € {ll,:.% .,n} Vgﬁer k € {1,2} igin DX :lglolur. Blu:ilse (4.4.27)
esitligi tekrar goz Oniine alinacak olursa her i, j € {1,...,n} ve her k € {1,2} i¢in Df.‘j =0
oldugunu yani S(TM) nin M de total geodezik oldugunu gosterir.

n="2ise (4.4.27) esitliginden

k k k k
2Dy, = 2Dy =Dy + Dy,

olur. Bu ise M nin total umbilik oldugunu gosterir. Boylece teoremin (c) sikki ispatlanmig

olur. OJ
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