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Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm diğer bölümlerin daha iyi anlaşılabilmesi için temel kavramlara

ayrıldı. Diğer bölümler ise tezin orjinal kısımlarıdır. Birinci bölümde yarı-Riemann

manifoldlar, yarı-Riemann manifoldların lightlike hiperyüzeyleri ve lightlike altmani-

foldları ile birlikte hemen hemen parakontakt manifoldlar ele alındı.

İkinci bölümde para-Sasakian manifoldların non-dejenere altmanifoldları çalışıldı.

Bu bölümde ilk olarak para-Sasakian manifodların invaryant altmanifoldlarının semi-

paralel ve 2-semi-paralel olması için gerek ve yeter şartlar elde edildi. Daha sonra

bir para-Sasakian manifoldun semi-invaryant altmanifoldları tanıtılarak örnekler

verildi. Son olarak semi-invaryant altmanifold üzerindeki bazı distribüsyonların

integrallenebilir olma şartları incelendi.

Üçüncü bölüm para-Sasakian manifoldların lightlike altmanifoldlarına ayrıldı.

Öncelikle para-Sasakian manifoldların lightlike hiperyüzeyleri çalışıldı. Daha sonra
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para-Sasakian manifodların invaryant ve screen semi-invaryant lightlike hiperyüzey-

leri tanıtılarak bu alt manifoldlara örnekler verildi. Ayrıca bir para-Sasakian uzay

formun screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyleri ile ilgili karekterizasyonlar elde

edilidi. Bu bölümde son olarak para-Sasakian manifoldların invaryant, parakontakt

CR-lightlike ve radikal transversal lightlike altmanifoldları incelendi.

ANAHTARKELİMELER: Para-Sasakian manifold, İnvaryant altmanifold, Anti-

invaryant altmanifold, Semi-invaryant altmanifold, Lightlike hiperyüzey, İnvaryant

lightlike hiperyüzey, Screen semi-invaryant lightlike hiperyüzey, Para-Sasakian uzay

form, İnvaryant lightlike altmanifold, Parakontakt CR-lightlike altmanifold, Radikal

transversal lightlike altmanifold.
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This study which is designed as a philosophy doctoral thesis covers three chapters.

In the first chapter, we give some basic concepts such as semi-Riemannian

manifolds, the lightlike hypersurfaces and the lightlike submanifolds of semi-Rieman-

nian manifolds, almost paracontact manifolds for the rest of the thesis that readers

can easily understand. The other chapters are the original parts of this thesis.

In the second chapter, we study non-degenerate submanifolds of para-Sasakian

manifolds. Firstly we obtain sufficient and necessary conditions for an invariant

submanifold of a para-Sasakian manifold to be semi-parallel and 2-semi-parallel,

respectively. After we introduce semi-invariant submanifolds of a para-Sasakian

manifold and give some examples. Moreover integrability conditions for some distri-

butions on a semi-invariant submanifold of a para-Sasakian manifold are investigated.

Third chapter is devoted to the lightlike geometry of para-Sasakian manifolds.

In this chapter, we firstly study lightlike hypersurfaces of para-Sasakian manifolds.
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After we introduce invariant and screen semi-invariant lightlike hypersurfaces of

para-Sasakian manifolds and give some examples. Some results for screen semi-inva-

riant lightlike hypersurfaces of a para-Sasakian space form are obtained. In this

chapter we finally investigate invariant, paracontact CR-lightlike and radical trans-

versal lightlike submanifolds of para-Sasakian manifolds.

KEY WORDS: Para-Sasakian manifold, Invariant submanifold, Anti-invariant

submanifold, Semi-invariant submanifold, Lightlike hypersurface, Invariant lightlike

hypersurface, Screen semi-invariant lightlike hypersurface, Para-Sasakian space form,

Invariant lightlike submanifold, Paracontact CR-lightlike submanifold, Radical trans-

versal lightlike submanifold.
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2.2 Anti-İnvaryant Altmanifoldlar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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GİRİŞ

Manifold teorisi modern diferensiyel geometrinin en geniş ve en önemli teorilerin-

den biridir. Manifoldlar üzerindeki yapıların daha basit ve kolay anlaşılabilir uzaylar

cinsinden ifade edilebilir olması, bu kavramı bilim dünyası için oldukça ilginç bir

çalışma alanı haline getirmiştir. Zaman içinde bilim insanlarının ortak çalışma

sahalarının artması manifold kavramını sadece geometrinin çalışma sahası olmaktan

çıkarıp, matematiğin ve fiziğin bir çok alanında çalışılan ve her geçen gün yeni

bilgilerin elde edildiği bir alan haline getirmiştir.

Günümüzde bir çok bilim dalında farklı yapı ve isimlere sahip manifold çeşitlerinin

olduğu bilinmektedir. Bunlardan biride kontakt (değme) manifoldlardır. Bir kontakt

manifold boyutu tek olan bir (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur ve

bu manifold üzerinde tanımlı olan bir diferensiyellenebilir η 1-formu yardımıyla

tanımlanır öyle ki bu η 1-formu manifoldun her noktasında

η ∧ (dη)n ̸= 0

şartını sağlar. η 1-formu yardımıyla kontakt distribüsyon olarak adlandırılan ve

D = {X ∈ TM2n+1 : η(X) = 0}

şeklinde 2n-boyutlu bir D distribüsyonu tanımlanır. D distribüsyonunun yönlendiri-

lebilir olması

η(ξ) = 1, dη(ξ,X) = 0

olacak şekilde D nin TM2n+1 de tümleyeni olan bir ξ vektör alanının varlığını

garanti eder. Bu vektör alanına M2n+1 manifoldunun karekteristik vektör alanı

denir. Böylece bir kontakt manifold η 1-formu ve ξ karekteristik vektör alanı ile

karekterize edilir. ϕ, M2n+1 üzerinde bir (1, 1)-tensör alanı ve ξ, M2n+1 üzerinde bir

vektör alanı olmak üzere η(ξ) = 1 ve ϕ2 = −I + η ⊗ ξ şartları sağlanıyor ise M2n+1

manifolduna (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontakt yapısına sahiptir denir.
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M2n+1, (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontakt yapısına sahip olan bir hemen hemen

kontakt manifold iseM2n+1×R çarpım manifoldu üzerinde (ϕ, ξ, η) yapısı yardımıyla

bir J hemen hemen kompleks yapısı tanımlanabilir. Bu durumda J ile birlikte

M2n+1 × R bir hemen hemen kompleks manifold olur. Eğer J integrallenebilir ise

(ϕ, ξ, η) yapısına normaldir denir. Normal kontakt metrik manifoldlar ise Sasakian

manifoldlar olarak adlandırılır [1].

Hemen hemen kontakt manifoldlara benzer şekilde diferensiyellenebilir bir mani-

fold üzerinde

η(ξ) = 1,

ϕ2 = I − η ⊗ ξ

şartlarını sağlayan ve hemen hemen parakontakt yapı olarak adlandırılan bir (ϕ, ξ, η)

üçlüsü ilk kez I. Sato [2, 3] tarafından tanımlanmıştır. Hemen hemen parakontakt

yapı, hemen hemen kontakt yapının [4, 5]bir benzeridir. Ancak, hemen hemen

kompleks yapı ile yakından ilgili olan kontakt yapının tersine, hemen hemen parakon-

takt yapı hemen hemen çarpım yapısı ile ilgilidir. Hemen hemen kontakt manifoldlar

daima tek boyutludur. I. Sato [2] tarafından tanımlanan hemen hemen parakontakt

manifoldlar ise çift boyutlu da olabilir.

B. O’Neill [6], manifold üzerindeki metrik tensörün negatif olma durumunu

göz önüne alarak yarı-Riemann manifoldları tanımladı. Eğer bir yarı-Riemann

manifoldun bir altmanifoldu üzerine indirgenen metrik tensör pozitif tanımlı ise

altmanifolda spacelike (uzay benzeri) altmanifold ve negatif olma durumunda ise

timelike (zaman benzeri) altmanifold denir. Timelike veya spacelike altmanifoldlar

non-dejenere (yarı-Riemann) altmanifoldlar olarak adlandırılır.

Hemen hemen kontakt yapı ile birleşen bir yarı-Riemann metriğe sahip hemen

hemen kontakt manifoldlar ilk kez T. Takahashi [7] tarafından tanımlandı. 1989 da

ise K. Matsumoto [8], hemen hemen parakontakt manifold üzerindeki karekteristik

vektör alanını −ξ vektör alanı ile değiştirip oluşan yeni yapı ile birleşen Lorentzian

metriğini göz önüne alarak Lorentzian hemen hemen parakontakt yapı kavramını

ortaya attı. Açıktır ki, Lorentzian hemen hemen parakontakt manifoldlar üzerindeki

yarı-Riemann metriğin indeksi 1 dir ve karekteristik vektör alanı ξ daima timelikedır.

2



Yukarıda anlatılan bir hemen hemen parakontakt manifoldu hemen hemen para-

kontakt Riemannian manifold yapan Riemann metriğini ve Lorentzian hemen hemen

parakontakt manifold üzerindeki Lorentz metriğini içerecek şekilde bir yarı-Riemann

metriğe sahip hemen hemen parakontakt manifoldlar ilk kez M. M. Tripathi, S.

Keleş, E. Kılıç ve S. Y. Perktaş [9] tarafından tanımlandı ve bu tip manifoldlar

belirsiz parakontakt manifoldlar olarak adlandırıldı.

1985 te S. Kaneyuki ve M. Konzai [10] (2n+1)-boyutlu bir yarı-Riemann manifold

üzerinde hemen hemen parakontakt yapıyı tanımlayarak M2n+1 × R de bir hemen

hemen parakompleks yapı kurdu. R. S. Zamkovoy [11] ise S. Kaneyuki ve M. Konzai

[10] tarafından verilen hemen hemen parakontakt yapıyı

g(ϕX, ϕY ) = −g(X,Y ) + η(X)η(Y )

ile tanımlanan (n+1, n) işaretli bir yarı-Riemann metrik ile ilişkilendirerek herhangi

bir hemen hemen parakontakt yapının uyumlu metrik olarak adlandırılan bu tipte

bir yarı-Riemann metriği tanımlamaya imkan verdiğini gösterdi.

İnvaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar 1976 da K. Yano ve M. Kon tarafından

tanımlandı [12, 13] ve Sasakian manifoldun bir invaryant altmanifoldunun yine Sasa-

kian yapıya sahip olduğu gösterildi. Semi-paralel immersiyon tanımı ise ilk kez 1985

yılında J. Deprez [14] tarafından verildi. Deprez çalışmasında Öklid uzayında semi-

paralel hiperyüzeyleri sınıflandırdı. Daha sonra K. Arslan et al. tarafından [15]

2-semi-paralel immersiyonlar tanıtıldı. K. Yano ve M. Kon [13] ve [16] bir altmani-

foldun ikinci temel formu paralel, 2-paralel veya semi-paralel olduğunda bu altmani-

foldun tamamen geodezik olduğunu gösterdiler. 2009 da C. Özgür ve C. Murathan

[17] tarafından Lorentzian para-Sasakian manifoldların semi-paralel ve 2-semi-paralel

invaryant altmanifoldlarının tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şartlar elde

edildi.

1978 yılında A. Bejancu [18] bir hemen hemen Hermityen manifoldun invaryant

ve anti-invaryant altmanifoldlarınıda içeren CR-altmanifoldlarını tanımladı. Bu

kavram A. Bejancu ve N. Papaghuic [19] tarafından hemen hemen kontakt manifold-

lara genişletildi ve semi-invaryant altmanifodllar olarak adlandırılan yeni bir altmani-

fold sınıfı tanımlandı. Daha sonra farklı tipteki altmanifoldların semi-invaryant
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altmanifoldları pek çok yazar [20, 21, 22] tarafından çalışıldı. 2004 te J. S. Kim et al.

[23] tarafından nearly trans-Sasakian manifoldların semi-invaryant altmanifoldları

incelenerek ve bu altmanifoldlar üzerinde tanımlanan distribüsyonların integrallene-

bilirliği ile ilgili bazı sonuçlar elde edildi.

Bir yarı-Riemann manifoldunun üzerindeki metrik tensör alanı, bu manifoldun

keyfi bir hiperyüzeyi üzerine her zaman non-dejenere bir metrik tensör indirgemez.

Yani yarı-Riemann manifold üzerindeki metrik tensör, hiperyüzey üzerine sadece bir

simetrik bilineer dönüşüm olarak indirgenir. Eğer indirgenen bu simetrik bilineer

dönüşümün çekirdeğinin boyutu 1 ise hiperyüzey lightlike (null, dejenere) hiperyüzey

olarak adlandırılır. Bu alanda yapılan çalışmalarda, D. N. Küpeli [24] ve K. L.

Duggal- A. Bejancu [25] tarafından geliştirilen iki yöntem kullanılmaktadır. Bu

yöntemler Küpeli tarafından verilen içsel (intrinsic) ve Duggal-Bejancu tarafından

verilen dışsal (extrinsic) yöntemdir.

Dejenere altmanifoldlar ile non-dejenere altmanifoldlar arasındaki temel fark,

normal demetlerin davranışında ortaya çıkmaktadır. Non-dejenere altmanifoldlarda

tanjant demet ile normal demetin arakesiti kümesi sıfır elemana sahip iken, lightlike

altmanifoldda normal demetin bir kısmı tanjant demette kaldığından böyle bir durum

söz konusu değildir. Bu nedenle lightlike altmanifoldlarda tanjant demete tamamla-

yan bir demetin varlığı önemli bir problem olarak ortaya çıkmaktadır. K. L. Duggal

- A. Bejancu [25], böyle bir tamamlayan uzayın var olduğunu, ancak tanjant demete

dik olmadığını gösterdiler ve bu tipteki demete transversal demet adını verdiler.

Buna göre transversal demet tanjant demete tamamlayan, ona dik olmayan bir

vektör demetidir.

Böyle bir demetin varlığı non-dejenere altmanifoldlar için daha önce tanımlanan

ikinci temel form, şekil operatörü ve eğrilik tensörü gibi kavramları tanımlamaya

imkan verir. Bununla birlikte, non-dejenere altmanifoldlar için geçerli olan birçok

özellik, metriğin dejenere olması nedeniyle lightlike altmanifoldlarda geçerli değildir.

Örneğin bir lightlike altmanifold üzerine indirgenen konneksiyonun metrik konneksi-

yon değildir. Halbuki yarı-Riemann manifoldlarda non-dejenere altmanifoldlar üzeri-

ne indirgenmiş konneksiyon daima metrik konneksiyondur.

Yarı-Riemann manifoldların hiperyüzeyinin aksine lightlike hiperyüzeyinin Ricci
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eğrilik tensörü her zaman simetrik olamaz. Ricci eğrilik tensörünün simetrik olması

hem geometri hem de fizik açısından istenen bir durumdur. Dolayısıyla lightlike

geometride Ricci eğrilik tensörünün simetrik olma şartlarını araştırmak önemli bir

problemdir. Bu konuda ilk çalışmayı A. Bejancu [26] yapmıştır. A. Bejancu tarafın-

dan bir lightlike hiperyüzeyin Ricci eğrilik tensörünün simetrik olması için bir gerek

ve yeter şart elde edildi. Ayrıca bu sonuç lokal olarak K. L. Duggal ve A. Bejancu [25]

tarafından ispat edilmiştir. Ayrıca R. Güneş, B. Şahin ve E. Kılıç [27] bir lightlike

hiperyüzeyin Ricci eğrilik tensörünün simetrik olması için şekil operatörünün lightlike

hiperyüzeyin ikinci temel formuna göre simetrik olmasının gerek ve yeter şart olduğu-

nu gösterdiler. A. Ioan [28], 1997 yılında yapmış olduğu çalışmasında dejenere

altmanifoldlar için Gauss ve Codazzi denklemlerini elde ederek bazı örnekler verdi.

Bir Kaehler manifoldunun lightlike reel hiperyüzeyleri K. L. Duggal ve A. Bejancu

[29] tarafından çalışıldı. 2003 yılında K. L. Duggal ve H. Jin [30] sabit eğrilikli bir

yarı-Riemann manifoldun tamamen umbilik altmanifoldları için bazı sonuçlar elde

ettiler ve ekran distribüsyonunun integrallenebilme şartını araştırdılar. B. Şahin [31]

tarafından bir lightlike hiperyüzeyin tamamen geodezik olma şartları incelenerek bu

hiperyüzeyin Ricci eğriliğini simetrik yapan bazı yeni sonuçlar elde edildi. Indefinite

Sasakian manifoldların lightlike hiperyüzeyleri ve altmanifoldları [32] ve [33, 34] de

çalışıldı. O. Lungiambudila, F. Massamba ve J. Tossa tarafından [35] indefinite

Sasakian space form M(k) sabit eğrilik k ̸= 1, için bir lokal simetrik lightlike

hiperyüzeyi olmadığı gösterildi. K. L. Duggal ve B. Şahin [33] indefinite-Sasakian

manifoldların invaryant, screen reel kontakt CR-lightlike ve screen CR-lightlike altma-

nifoldlarını tanımladılar. Genelleştirilmiş kontakt CR-lightlike altmanifoldlar ise

yine K. L. Duggal ve B. Şahin [36] tarafından çalışıldı.

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. Birinci

bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan yarı-Riemann manifoldlar, yarı-Rie-

mann manifoldların lightlike hiperyüzeyleri ve lightlike altmanifoldları ile birlikte

hemen hemen parakontakt manifoldlar ile ilgili temel tanım ve teoremler verildi.

Tezin orjinal bölümleri ikinci ve üçüncü bölümlerdir. İkinci bölümde para-Sasaki-

an manifoldların farklı tipteki non-dejenere altmanifoldları çalışıldı. Bu bölüm üç

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda para-Sasakian manifoldların invaryant ve
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ikinci kısımda ise anti-invaryant altmanifoldları çalışıldı. Son kısım para-Sasakian

manifodların semi-invaryant altmanifoldlarına ayrıldı. Bu tipteki altmanifoldlar

üzerinde tanımlanan distribüsyonların integrallenebilir olma şartları incelendi.

Üçüncü bölümde para-Sasakian manifoldların lightlike hiperyüzeyleri ve lightlike

altmanifoldları ile birlikte para-Sasakian uzay formun screen semi-invaryant lightlike

hiperyüzeyleri çalışıldı. Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda para-Sasa-

kian manifoldların lightlike hiperyüzeyleri incelendi. İnvaryant ve screen semi-invar-

yant lightlike hiperyüzey örnekleri verilerek ve bazı geometrik sonuçlar elde edildi.

İkinci kısımda bir para-Sasakian uzay formun screen semi-invaryant lightlike hiper-

yüzeyi tanımlandı. Para-Sasakian uzay formun sabit eğrilik k ̸= 1 olmak üzere

bir lokal simetrik lightlike hiperyüzeyi olmadığı gösterildi. Üçüncü kısımda ise

para-Sasakian manifoldların sırasıyla invaryant, parakontakt CR-lightlike ve radikal

transversal lightlike altmanifoldları tanıtıldı. Bir para-Sasakian manifoldun para-

kontak CR-lightlike altmanifoldu üzerinde tanımlanan distiribüsyonların integral-

lenebilir olma şartları elde edildi.
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda yarı-Riemann manifoldlar ve

altmanifoldları, ikinci kısımda yarı-Riemann manifoldların lightlike hiperyüzeyleri

ve üçüncü kısımda yarı-Riemann manifoldların lightlike altmanifoldları ile ilgili temel

tanım ve teoremlere yer verildi. Son kısım ise hemen hemen parakontakt manifoldlara

ayrıldı.

1.1 Yarı-Riemann Manifoldlar ve Altmanifoldları

Tanım 1.1.1. V bir reel vektör uzayı olsun.

ḡ : V × V → R

dönüşümü her a,b ∈ R ve u, v, w ∈ V için

i) ḡ(u, v) = ḡ(v, u),

ii) ḡ(au+ bv, w) = aḡ(u,w) + bḡ(v, w),

ḡ(u, av + bw) = aḡ(u, v) + bḡ(u,w)

özelliklerine sahip ise ḡ dönüşümüne V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik

bilineer form denir [6].

Tanım 1.1.2. V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form ḡ olsun. Bu

durumda

i) her v ∈ V ve v ̸= 0 için ḡ(v, v) > 0 ise ḡ simetrik bilineer formuna pozitif

tanımlı,

ii) her v ∈ V ve v ̸= 0 için ḡ(v, v) < 0 ise ḡ simetrik bilineer formuna negatif

tanımlı,

iii) her v ∈ V ve v ̸= 0 için ḡ(v, v) ≥ 0 ise ḡ simetrik bilineer formuna pozitif

yarı tanımlı,

iv) her v ∈ V ve v ̸= 0 için ḡ(v, v) ≤ 0 ise ḡ simetrik bilineer formuna negatif

yarı tanımlı denir [6].
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Tanım 1.1.3. V bir reel vektör uzayı ve ḡ, V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

0 ̸= ξ ∈ V olmak üzere her v ∈ V için

ḡ(ξ, v) = 0

ise ḡ simetrik bilineer formuna V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda ḡ ye

non-dejeneredir denir. Açıktır ki, ḡ nin non-dejenere olması için gerek ve yeter şart

her v ∈ V için

ḡ(u, v) = 0 iken v = 0

olmasıdır [25].

Tanım 1.1.4. V bir reel vektör uzayı ve ḡ, V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

Bu durumda V nin

RadV = {ξ ∈ V | ḡ(ξ, v) = 0, ∀v ∈ V }

şeklinde tanımlı altuzayına, ḡ simetrik bilineer formuna göre V uzayının radikal

(veya null) uzayı denir [25].

Tanım 1.1.5. V bir reel vektör uzayı ve

ḡ : V × V → R

bir simetrik bilineer form olsun. Bu durumda

ḡ|W : W ×W → R

negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W altuzayının boyutuna ḡ simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve ν ile gösterilir. W altuzayı üzerine indirgenmiş

ḡ|W simetrik bilineer formuna ise indirgenmiş simetrik bilineer form adı verilir ve

kısaca g ile gösterilir [6].

Teorem 1.1.1. V bir reel vektör uzayı ve ḡ, V üzerinde simetrik bilineer form olsun.

Bu durumda

i) ḡ (αi, αj) = 0, i ̸= j,

ii) ḡ (αi, αi) = 1, 1 ≤ i ≤ γ,
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iii) ḡ (αi, αi) = −1, γ + 1 ≤ i ≤ γ + ν,

iv) ḡ (αi, αi) = 0, γ + ν + 1 ≤ i ≤ n = γ + ν + µ

olacak şekilde V nin bir {α1, ..., αn} bazı vardır.

Tanım 1.1.6. V reel vektör uzayı üzerinde non-dejenere simetrik bilineer forma V

reel vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpım (yarı-Öklid metriği) denir. V üzerinde

bir skalar çarpım ḡ ise (V ,ḡ) ikilisine de skalar çarpım uzayı (yarı-Öklid uzayı)

denir. Eğer ḡ pozitif tanımlı ise o zaman ḡ bir iç çarpım (Öklid metriği) olur ve

(V ,ḡ) de Öklid uzay olarak adlandırılır. Eğer ḡ nin indeksi ν = 1 ise ḡ ye Lorentz

metriği ve (V ,ḡ) ye de Lorentz uzay denir. Eğer ḡ dejenere ise o zaman V vektör

uzayına ḡ ye göre lightlike (dejenere) vektör uzayı denir [25].

Tanım 1.1.7. V bir vektör uzayı ve W da V nin altuzayı olsun. Bu durumda ḡ|W

dejenere ise W ya lightlike (dejenere) altuzay denir ve böylece

W ∩W⊥ ̸= {0}

olur. Burada

W⊥ = {v ∈ V | ḡ(v, w) = 0, ∀w ∈ W}

alt uzayına W uzayının dik uzayı denir [25].

Teorem 1.1.2. V bir yarı-Öklid uzay ve W , V nin bir altuzayı olsun. Bu durumda

RadW = RadW⊥ = W ∩W⊥

dir [25].

Tanım 1.1.8. M̄ bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M̄ nin bir p ∈ M̄ noktasın-

daki tanjant uzayı TpM̄ olmak üzere
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ḡ : TpM̄ × TpM̄ → R

(Xp, Yp) → ḡ(Xp, Yp)

biçiminde tanımlı sabit indeksli, simetrik, bilineer ve non-dejenere (0,2)-tipindeki ḡ

tensör alanına M̄ üzerinde bir metrik tensör ve ḡ metrik tensörü ile donatılmış bir

M̄ manifolduna ise yarı-Riemann manifoldu denir [6].

Tanım 1.1.9. M̄ bir yarı-Riemann manifoldu ve ḡ, M̄ üzerinde tanımlanan bir

metrik tensör olsun. ḡ metrik tensörünün indeksine yarı-Riemann manifoldunun

indeksi denir ve indM̄ ile gösterilir.

Eğer indeks υ ise 0 ≤ υ ≤ boyM̄ dir. Özel olarak υ = 0 ise her p ∈ M̄ için ḡ|p,

TpM̄ üzerinde pozitif tanımlı bir iç çarpım olduğundan M̄ bir Riemann manifoldu

olur. υ = 1 ve n ≥ 2 olması durumunda ise, M̄ ye bir Lorentz manifoldu denir [6].

Tanım 1.1.10. M̄ bir diferensiyellenebilir yarı-Riemann manifoldu ve ḡ, M̄ üzerinde

tanımlanan bir metrik tensör olsun. Eğer her p ∈ M̄ ve Xp ∈ TpM̄ için

ḡ : TpM̄ × TpM̄ → R

olmak üzere

i) ḡ(Xp, Xp) > 0 veya Xp = 0 ise Xp vektörüne spacelike (uzay benzeri),

ii) ḡ(Xp, Xp) < 0 ise Xp vektörüne timelike (zaman benzeri),

iii) ḡ(Xp, Xp) = 0 , Xp ̸= 0 ise Xp vektörüne lightlike (ışık benzeri veya null)

vektör denir [6].

Tanım 1.1.11. V bir reel vektör uzayı ve ḡ|V , V üzerinde tanımlı dejenere simetrik

bilineer form olsun. Bu durumda V vektör uzayına lightlike (dejenere) vektör uzayı

denir ve (V, ḡ|V ) ile gösterilir [25].

Tanım 1.1.12. V, m-boyutlu bir yarı-Öklid uzay ve (W, ḡ|W ), nullW = r < n olacak

şekilde, n-boyutlu bir lightlike vektör uzayı olsun. Radikal uzayın tümleyen uzayına

W nin screen (ekran) uzayı denir ve SW ile gösterilir [25].
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Tanım 1.1.13. V, m-boyutlu bir yarı-Öklid uzay ve W da V nin bir altuzayı olsun.

EğerW üzerine indirgenmiş metrik g dejenere iseW altuzayına bir lightlike (dejenere)

altuzay denir. Aksi durumda W ya non-dejeneredir denir [25].

Lemma 1.1.1. (W, ḡ|W ), nullW = r < n olacak şekilde bir n-boyutlu reel lightlike

vektör uzayı olsun. Bu durumda radikal uzaya tümleyen altuzay non-dejeneredir

[25].

Tanım 1.1.14. V, m-boyutlu yarı-Öklid uzay ve W , V nin bir altuzayı olsun. Bu

durumda

W⊥ = {v ∈ V : ḡ(v, w) = 0,∀w ∈ W}

altuzayına W uzayının diki denir [25].

Lemma 1.1.2. (V, ḡ), m-boyutlu bir yarı-Öklid uzay ve W , V nin bir altuzayı olsun.

Bu durumda

i) boyW + boyW⊥ = m,

ii) (W⊥)⊥ = W,

iii) RadW = RadW⊥ = W ∩W⊥

dir [25].

Tanım 1.1.15. M̄ bir diferensiyellenebilir n-boyutlu manifold olsun. Bu durumda

M̄ nin her noktasına r-boyutlu bir lineer altuzay karşılık getiren ve

D : M̄ → TpM̄

p→ Dp ⊂ TpM̄

şeklinde tanımlanan D dönüşümüne M̄ üzerinde distribüsyon (dağılım) denir. Eğer

her p ∈ M̄ noktası için Dp de r-tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı

var ise D distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir denir [25].

Tanım 1.1.16. M̄ bir diferensiyellenebilir n-boyutlu manifold ve D, M̄ üzerinde

r-boyutlu bir distribüsyon olsun. Eğer X,Y ∈ Γ(D) için [X,Y ] ∈ Γ(D) ise D

distribüsyonuna involutive distribüsyon denir. Eğer D distribüsyonu involutive ise

integrallenebilirdir [25].
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Tanım 1.1.17. {u1, ..., un}, Rn
υ üzerinde standart koordinat sistemi ve ∂i = ∂

∂ui

olsun. Rn
υ de V ve W vektör alanları için

∇VW =
∑

V (Wi)∂i

şeklinde tanımlanan ∇VW vektör alanına W nın V ye göre kovaryant türevi denir

[6]. Burada W =
∑
wi∂i dir.

Tanım 1.1.18. M̄ bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

şartları sağlayan

∇̄ : Γ(TM̄)× Γ(TM̄) → Γ(TM̄)

fonksiyonuna M̄ üzerinde bir lineer konneksiyon denir:

i) ∇̄VW , V ye göre C∞(M,R) lineerdir,

ii) ∇̄VW , W ya göre R lineerdir,

iii) ∇̄V (fW ) = V (f)W + f∇̄VW , her f ∈ C∞(M,R)

dir [6].

Teorem 1.1.3. M̄ bir yarı-Riemann manifold olsun. Bu durumda M̄ üzerinde her

X, Y, Z ∈ Γ(TM̄) için

i) [X, Y ] = ∇̄XY − ∇̄YX,

ii) Xḡ(Y, Z) = ḡ(∇̄XY, Z) + ḡ(Y, ∇̄XZ)

şartlarını sağlayan bir tek ∇̄ Levi-Civita konneksiyonu vardır ve bu konneksiyon

2ḡ(∇̄XY, Z) = Xḡ(Y, Z) + Y ḡ(Z,X)− Zḡ(X,Y )

+ḡ([X, Y ], Z) + ḡ([Z,X], Y )− ḡ([Y, Z], X]
(1.1.1)

Kozsul formülü ile tek türlü bellidir [6].

Tanım 1.1.19. M̄, Levi-Civita konneksiyonu ∇̄ olan bir yarı-Riemann manifoldu

olsun. Her X,Y, Z ∈ Γ(TM̄) için

R̄ : Γ(TM̄)× Γ(TM̄)× Γ(TM̄) → Γ(TM̄)

(X, Y, Z) → R̄(X,Y )Z = ∇̄X∇̄YZ − ∇̄Y ∇̄XZ − ∇̄[X,Y ]Z

biçiminde tanımlanan R̄ fonksiyonu (1,3) tensör alanıdır. Bu tensör alanına M̄ nin

Riemann eğrilik tensörü denir [6].
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Teorem 1.1.4. M̄ bir yarı-Riemann manifoldu ve R̄, M̄ nin Riemann eğrilik tensörü

olsun. Bu durumda her X, Y, Z,W ∈ Γ(TM̄) için

i) ḡ(R̄(X,Y )Z,W ) = −ḡ(R̄(Y,X)Z,W ),

ii) ḡ(R̄(X, Y )Z,W ) = −ḡ(R̄(X, Y )W,Z),

iii) R̄(X,Y )Z + R̄(Y, Z)X + R̄(Z,X)Y = 0,

iv) ḡ(R̄(X,Y )Z,W ) = ḡ(R̄(Z,W )X, Y )

dir [6].

Tanım 1.1.20. M̄ bir yarı-Riemann manifold ve R̄, M̄ nin Riemann eğrilik tensörü

olsun. {e1, ..., en}, TpM̄ nin bir ortonormal bazı olmak üzere

Ric : TpM̄ × TpM̄ → R

( Xp, Yp) → Ric(Xp, Yp) =
n∑

i=1

εiḡ(R̄(ei, Xp)Yp, ei)

veya

Ric(Xp, Yp) = iz{Zp → R̄(Zp, Xp)Yp}

şeklinde tanımlı Ric tensörüne M̄ yarı-Riemann manifoldunun Ricci eğrilik tensörü

ve Ric(Xp, Yp) değerine de M̄ nin Ricci eğriliği denir.

Tanım 1.1.21. M̄ bir yarı-Riemann manifold ve {e1, ..., en}, TpM̄ tanjant uzayının

bir ortonormal bazı olmak üzere M̄ nin skaler eğriliği

τ̄ =
n∑

i=1

εiRic(ei, ei)

şeklinde tanımlanır.

Tanım 1.1.22. Eğer M̄ manifoldu sabit bir c kesit eğriliğine sahip ise M̄ nin eğrilik

tensörü her X, Y, Z ∈ Γ(TM̄) için

R̄(X, Y )Z = c{ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y }

şeklindedir [25].

Tanım 1.1.23. M ve M̄ sırasıyla m ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

ve

Ψ :M → M̄
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bir C∞ fonksiyon olsun. Eğer rankΨ = boyM ise Ψ dönüşümüne bir immersiyon

(daldırma) denir [37].

Tanım 1.1.24. M ve M̄ sırasıyla m ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

ve M ⊂ M̄ olsun. Eğer

i :M → M̄

bir immersiyon ise M ye M̄ nin bir altmanifoldu denir [38].

Tanım 1.1.25. M̄ bir diferensiyellenebilir manifold veMn, M̄n+m nin bir altmanifol-

du olsun. Herhangi bir p ∈M noktası için

TM⊥ = {N ∈ TpM̄ : ḡ(Xp, N) = 0,∀Xp ∈ TpM}

kümesini tanımlayalım. Bu durumda p ∈M noktasında her Xp ∈ TpM için ḡ(Xp, N) =

0 koşulunu sağlayan N vektörüne M nin normal vektörü denir. Eğer N vektörü

birim vektör ise N ye M nin birim normal vektör alanı veya normal kesiti denir. M

nin normal vektörlerini içeren TM⊥ kümesine ise M nin normal demeti adı verilir

[16].

Tanım 1.1.26. M , (n + m)-boyutlu M̄ diferensiyellenebilir manifoldun n-boyutlu

bir altmanifoldu olsun. ∇ ve ∇̄ sırasıyla M ve M̄ üzerinde lineer konneksiyonlar

olmak üzere her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (1.1.2)

şeklinde yazılabilir. (1.1.2) denklemine Gauss formülü adı verilir. Burada ∇XY ve

h(X, Y ) sırasıyla ∇̄XY nin teğet ve normal bileşenlerini göstermektedir.

h : Γ(TM)×Γ(TM) → Γ(TM⊥) ile tanımlı simetrik ve bilineer h dönüşümü M nin

ikinci temel formu ve ∇ konneksiyonu indirgenmiş konneksiyon olarak adlandırılır.

Eğer h = 0 ise M ye tamamen geodezik denir [39].

Tanım 1.1.27. (M̄, ḡ), (n + m)-boyutlu yarı-Riemann manifold ve M , M̄ nin

n-boyutlu bir alt manifoldu olsun. M nin birim normal vektör alanı N ve ∇̄XN nin

teğet ve normal bileşenleri de sırasıyla −ANX ve ∇⊥
XN olmak üzere X ∈ Γ(TM)

için

∇̄XN = −ANX +∇⊥

XN (1.1.3)
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yazılabilir. (1.1.3) denklemine Weingarten formülü denir. Burada AN : Γ(TM) →

Γ(TM) ile tanımlı simetrik ve lineer dönüşüme M nin şekil operatörü ve normal

demet üzerindeki ∇⊥
metrik konneksiyona ise normal konneksiyon denir. Bu durum-

da X, Y ∈ Γ(TM) ve N ∈ Γ(TM⊥) için

g(ANX, Y ) = ḡ(h(X, Y ), N) (1.1.4)

dir. Burada g, M üzerine indirgenmiş skalar çarpımdır [6].

Tanım 1.1.28. (M̄, ḡ) bir yarı-Riemann manifoldu ve (M, g), (M̄, ḡ) nin bir alt

manifoldu olsun. (M, g) ve (M̄, ḡ) üzerindeki Riemann eğrilik tensörleri sırasıyla R

ve R̄ olmak üzere her X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) için

ḡ(R̄(X, Y )Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )− ḡ(h(X,W ), h(Y, Z))

+ḡ(h(Y,W ), h(X,Z))

ile tanımlanan ifadeye Gauss denklemi denir. Gauss denkleminin normal demete ait

olan bileşenleri göz önüne alınırsa

(R̄(X, Y )Z)
⊥
= (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z) (1.1.5)

elde edilir. (1.1.5) denklemine Codazzi denklemi denir [6].

Tanım 1.1.29. M ve M̄ sırasıyla (n−1) ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olsun. Eğer

f :M → M̄

fonksiyonu bir immersiyon ise, f(M) ⊂ M̄ manifolduna M̄ nin bir hiperyüzeyi denir

[37].

Tanım 1.1.30. M , (n + m)-boyutlu M̄ yarı-Riemann manifoldun n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h nın kovaryant türevi

∇̂h,

(∇̂Xh)(Y, Z) = ∇⊥
Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) (1.1.6)

biçiminde tanımlanır. ∇̂h kovaryant türeve M nin üçüncü temel formu adı verilir.

Eğer ∇̂h = 0 iseM ye paralel ikinci temel formlu veya 1-paraleldir denir. Burada

∇̂ konneksiyonuna M nin van der Waerden-Bortolotti konneksiyonu denir [39].
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Tanım 1.1.31. M̄ yarı-Riemann manifoldun n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun.

Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için R̂ · h;

(R̂(X, Y ) · h)(Z,W ) = R⊥(X,Y )h(Z,W )− h(R(X,Y )Z,W )

−h(Z,R(X, Y )W )
(1.1.7)

ile tanımlanır. Burada R⊥(X, Y ) = [∇⊥
X ,∇⊥

Y ]−∇⊥
[X,Y ] dir.

Eğer M nin her noktasında R̂ · h = 0 ise M ye M̄ nin semi-paralel altmanifoldu

denir [14].

Tanım 1.1.32. M̄ yarı-Riemann manifoldun n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun.

M altmanifoldunun üçüncü temel formu ∇̂h nın kovaryant türevi ∇̂2h, her X, Y, Z,W ∈

Γ(TM) için;

(∇̂2h)(Z,W,X, Y ) = (∇̂X∇̂Y h)(Z,W )

= ∇⊥
X(∇̂Y h)(Z,W )− (∇̂Y h)(∇XZ,W )

−(∇̂Xh)(Z,∇YW )− (∇̂∇XY h)(Z,W )

şeklinde tanımlanır [39].

Eğer ∇̂2h = 0 iseM altmanifolduna paralel üçüncü temel formlu veya 2-paraleldir

denir.

Tanım 1.1.33. M̄ yarı-Riemann manifoldun n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun.

Her X, Y, Z,W,U ∈ Γ(TM) için R̂ · ∇̂h;

(R̂(X, Y ) · ∇̂h)(Z,W,U) = R⊥(X, Y )(∇̂h(Z,W,U)

−(∇̂h)(R(X,Y )Z,W,U)

−(∇̂h)(Z,R(X, Y )W,U)

−(∇̂h)(Z,W,R(X, Y )U)

(1.1.8)

ile tanımlanır. Eğer M altmanifoldunun her noktasında

R̂ · ∇̂h = 0

ise M altmanifolduna 2-semi-paralel altmanifold denir [15].
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1.2 Yarı-Riemann Manifoldların Lightlike Hiperyüzeyleri

Tanım 1.2.1. (M̄, ḡ), (m+ 2)-boyutlu yarı-Riemann manifold, indexḡ = ν,

(0 < ν < m+1) ve M, M̄ nin bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda p ∈M noktasında

TpM
⊥ = {Yp ∈ TpM̄ : ḡ(Yp, Xp) = 0,∀Xp ∈ TpM}

ve

Rad TpM = {Yp ∈ TpM : g(Yp, Xp) = 0, ∀Xp ∈ TpM}

ile tanımlanan altuzaylara sırasıyla TpM nin dik uzayı ve radikali denir [25].

Tanım 1.2.2. M , (m+2)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun n-boyutlu bir

alt manifoldu olsun. M üzerinde

Rad TM : p ∈M → Rad TpM

şeklinde tanımlanan ve her bir noktayı bir r-boyutlu alt vektör uzaya eşleyen Rad TM

dönüşümüne radikal distribüsyon, M ye ise r-lightlike (dejenere) altmanifold denir.

Rad TpM nin boyutu nullRad TpM ile gösterilir [25].

Tanım 1.2.3. (M̄, ḡ), (m + 2)-boyutlu bir yarı-Riemann manifold, indexḡ = ν,

(0 < ν < m+ 1) ve M, M̄ nin bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her p ∈M için

Rad TpM = TpM ∩ TpM⊥ ̸= {0}

ise M ye M̄ yarı-Riemann manifoldunun lightlike (dejenere, null) hiperyüzeyi denir

[25].

Lemma 1.2.1. (M, g), indeksi υ, 0 < υ < m + 1, olan (m + 2)-boyutlu bir (M̄, ḡ)

yarı-Riemann manifoldunun bir hiperyüzeyi olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir [25]:

i) M, M̄ nin lightlike hiperyüzeyidir.

ii) g, M de sabit m rankına sahiptir.

iii) TM⊥ =
∪

x∈MTxM
⊥ , M de bir distribüsyondur.
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Lemma 1.2.1 den açıkca görülür ki S(TM), Rad TM ye ortogonal ve non-dejenere-

dir. S(TM), M üzerinde sabit indeksli olarak alınsın. Bu durumda

TM = S(TM)⊥TM⊥ (1.2.1)

ortogonal direkt toplamı göz önüne alınabilir. Böylece

TM̄ = S(TM)⊥S(TM)⊥ (1.2.2)

elde edilir. Burada S(TM)⊥, S(TM) ekran distribüsyonunun dik (ortogonal) tümleyen

vektör demetidir. ltr(TM), S(TM) de TM⊥ in tümleyen vektör demeti olmak üzere

S(TM)⊥ = TM⊥ ⊕ ltr(TM) (1.2.3)

dir. Burada ltr(TM), lightlike transversal vektör demeti olarak adlandırılır [25].

Teorem 1.2.1. (M, g, S(TM)), (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun lightlike hiperyüze-

yi olsun. Bu durumda, M üzerinde

ḡ(N,E) = 1, (1.2.4)

ve

ḡ(N,N) = ḡ(N,W ) = 0, ∀W ∈ Γ(S(TM)) (1.2.5)

olacak şekilde bir tek N ∈ Γ(ltr(TM)) vardır öyleki ltr(TM)=SpN dir [25].

(1.2.4) ve (1.2.5) den

TM̄|M = S(TM)⊥{TM⊥ ⊕ ltr(TM)} (1.2.6)

elde edilir. Böylece herhangi bir S(TM) ekran distribüsyonu için (1.2.4) ve (1.2.5)

eşitliklerini sağlayan ve TM için tümleyen vektör demeti olan bir tek ltr(TM)

lightlike transversal vektör demeti vardır [25].

(M, g), (m+2)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyüze-

yi ve ∇̄, M̄ de Levi-Civita konneksiyonu olsun. Kabul edelim ki S(TM) ve ltr(TM)

sırasıyla ekran distribüsyonu ve lightlike transversal vektör demeti olsun. Böylece

M boyunca TM̄ nin {ξ,N,Wi}, 1 < i < m, lokal quasi-ortonormal vektör alanları

göz önüne alınarak,

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (1.2.7)
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ve

∇̄XN = −ANX +∇t
XN (1.2.8)

yazılabilir. Burada X, Y ∈ Γ(TM); N ∈ Γ(ltr(TM)); ∇XY , ANX ∈ Γ(TM)

ve h(X, Y ), ∇t
XN ∈ Γ(ltr(TM)) dir. (1.2.7) ve (1.2.8) eşitlikleri sırasıyla Gauss

ve Weingarten formülleri olarak adlandırılır. ∇, M üzerinde torsiyonsuz lineer

konneksiyon; h, Γ(ltr(TM))-değerli simetrik bilineer form; ∇t, ltr(TM) üzerinde

bir lineer konneksiyon ve AN , M nin şekil operatörüdür.

Her X,Y ∈ Γ(TM) için

B(X, Y ) = ḡ(h(X,Y ), E) (1.2.9)

ve

τ(X) = ḡ(∇t
XN,E)

olarak tanımlansın. Böylece (1.2.7) ve (1.2.8) eşitlikleri sırasıyla

∇̄XY = ∇XY +B(X, Y )N (1.2.10)

ve

∇̄XN = −ANX + τ(X)N (1.2.11)

şeklinde ifade edilebilir [25].

Sonuç 1.2.1. (M, g), (m+2)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir lightlike

hiperyüzeyi olsun. Bu durumda

B(X,E) = 0, ∀X ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(TM⊥) (1.2.12)

dir. Yani, lightlike hiperyüzeyin ikinci temel formu dejeneredir [25].

Şimdi P : Γ(TM) → Γ(S(TM)) projektif dönüşümünü göz önüne alalım. Bu

durumda

∇XPY = ∇∗
XPY + h∗(X,PY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM) (1.2.13)

ve

∇XE = −A∗
EX +∇∗t

XE, ∀X ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(TM⊥) (1.2.14)
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yazılabilir. Burada ∇∗
XPY,A

∗
EX ∈ Γ(S(TM)) ve h∗(X,PY ),∇∗t

XE ∈ Γ(TM⊥) dir

[25]. h∗ ve A∗, sırasıyla S(TM) nin ikinci temel formu ve şekil operatörü olarak

adlandırılır. (1.2.13) ve (1.2.14) eşitliklerine sırasıyla S(TM) için Gauss formülü ve

Weingarten formülü denir.

(1.2.8), (1.2.10), (1.2.13) ve (1.2.14) eşitlikleri kullanılarak X, Y ∈ Γ(TM), E ∈

Γ(TM⊥) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için

g(ANY, PW ) = ḡ(N, h∗(Y, PW )), ḡ(ANY,N) = 0 (1.2.15)

ve

g(A∗
EX,PY ) = g(E, h∗(X,PY )), ḡ (A∗

EX,N) = 0 (1.2.16)

bulunur.

Şimdi U ⊂M koordinat komşuluğu üzerinde

C(X,PY ) = ḡ(h∗(X,PY ), N)

ve

ε(X) = ḡ(∇∗t
XE,N)

şeklinde tanımlansın. Buradan

h∗(X,PY ) = C(X,PY )E (1.2.17)

ve

∇∗t
XE = ε(X)E (1.2.18)

bulunur. (1.2.17) ve (1.2.18) eşitlikleri (1.2.13) ve (1.2.14) de yerine yazılırsa

∇XPY = ∇∗
XPY + C(X,PY )E (1.2.19)

ve

∇XE = −A∗
EX + ε(X)E (1.2.20)

elde edilir. Burada ε(X) = −τ(X) dir. Bu durumda (1.2.15) ve (1.2.16) eşitlikleri

g(ANY, PW ) = C(Y, PW ), ḡ(ANY,N) = 0 (1.2.21)

ve

g(A∗
EX,PY ) = B(X,PY ), ḡ (A∗

EY,N) = 0 (1.2.22)

şeklinde yazılabilir [25].
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Lemma 1.2.2. (M, g), (m + 2)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir

lightlike hiperyüzeyi olsun. S(TM) ekran distribüsyonu üzerindeki konneksiyon ∇∗

ve (M, g) üzerine indirgenmiş konneksiyon ∇ olmak üzere

i) ∇∗ lineer konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.

ii) Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

(∇Xg)(Y, Z) = B(X, Y )θ(Z) +B(X,Z)θ(Y ) (1.2.23)

dir. Burada θ(Y ) = ḡ(Y,N) dir [25].

(1.2.23) eşitliği M üzerine indirgenmiş konneksiyonun bir metrik konneksiyon

olmadığını gösterir.

Teorem 1.2.2. (M, g), (m + 2)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir

lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda S(TM) ekran distribüsyonunun ∇ ya göre

paralel olması için gerek ve yeter şart C = 0 olmasıdır [25].

(M, g), (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi olsun. ∇̄,

M̄ üzerindeki ve ∇, M üzerindeki lineer konneksiyon olmak üzere (1.2.7) ve (1.2.8)

eşitlikleri kullanılarak her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

R̄(X,Y )Z = R(X, Y )Z + Ah(X,Z)Y − Ah(Y,Z)X

+(∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z)
(1.2.24)

bulunur. Burada R̄ ve R, sırasıyla M̄ ve M nin Riemann eğrilik tensör alanı ve

(∇Xh)(Y, Z) = ∇t
Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) (1.2.25)

dir.

Ayrıca her X,Y, Z,W ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(TM⊥) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için

ḡ(R̄(X,Y )Z, PW ) = g(R(X, Y )Z, PW ) +B(X,Z)C(Y, PW )

−B(Y, Z)C(X,PW ),
(1.2.26)

g(R(X,Y )PZ,N) = (∇XC)(Y, PZ)− (∇YC)(X,PZ)

+τ(Y )C(X,PZ)− τ(X)C(Y, PZ),
(1.2.27)
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ḡ(R̄(X,Y )Z,E) = (∇XB)(Y, Z)− (∇YB)(X,Z)

+τ(X)B(Y, Z)− τ(Y )B(X,Z),
(1.2.28)

ve

ḡ(R̄(X,Y )Z,N) = ḡ(R(X, Y )Z,N) (1.2.29)

dir.

Lemma 1.2.3. (M, g), (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi

olsun. Bu durumda

R̄(X, Y )Z = R(X, Y )Z +B(X,Z)ANY −B(Y, Z)ANX

+(∇XB)(Y, Z)N +B(Y, Z)τ(X)N

−(∇YB)(X,Z)N −B(X,Z)τ(Y )N

(1.2.30)

dir [27].

1.3 Yarı-Riemann Manifoldların Lightlike Altmanifoldları

Tanım 1.3.1. (M̄, ḡ), (m+n)-boyutlu bir yarı-Riemann manifold ve M, M̄ nin bir

n-boyutlu diferensiyellenebilir altmanifoldu olsun. Bu durumda

ψ :M → M̄

dönüşümü bir izometrik immersiyon (rankψ = n) ise M manifolduna M̄ nin bir

yarı-Riemann altmanifoldu denir [6].

Tanım 1.3.2. M̄, bir diferensiyellenebilir manifold ve D, M̄ üzerinde r-boyutlu

bir distribüsyon olsun. M , M̄ nin bir altmanifoldu olmak üzere, eğer M nin her p

noktasında M manifoldunun tanjant uzayı ile Dp aynı ise M ye D distribüsyonunun

integral manifoldu denir. Eğer D distribüsyonunun M altmanifoldunu kapsayan

başka bir integral manifoldu yoksa bu manifolda distribüsyonun maksimal integral

manifoldu denir [25].

Tanım 1.3.3. M, M̄ diferensiyellenebilir manifoldun bir yarı-Riemann altmanifoldu

olsun. Her p ∈M için TpM
⊥ uzayının boyutuna M nin dik tümleyeninin boyutu (ek

boyutu), TpM
⊥ uzayının indeksine de M nin dik tümleyenin indeksi denir [6].
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Tanım 1.3.4. (m+n)-boyutlu bir M̄ yarı-Riemann manifoldunun ek boyutu n olan

bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda her p ∈M için

Rad : p ∈M → Rad TpM

dönüşümünün rankı r olmak üzere r > 0 ise M ye r-lightlike altmanifold denir.

M̄ yarı-Riemann manifoldun bir r-lightlike altmanifolduM, Rad TM nin rankına,

ek boyutuna ve boyutuna göre dört durumda incelenir:

1.Durum. (0 < r < min{m,n}). M manifoldunun tanjant demeti TM de,

Rad TM nin tamamlayanı olan S(TM) ekran distribüsyonu göz önüne alalım.

Lemma 1.1.1 den S(TM), Rad TM ye ortogonal ve ḡ ye göre de non-dejeneredir.

M üzerinde S(TM) sabit indeksli olur ve tanjant demeti

TM = S(TM)⊥Rad TM (1.3.1)

şeklinde yazılabilir. Buradan altmanifoldun tanjant demetine ortogonal olan

TM⊥ = ∪TpM⊥

ile tanımlanırsaM lightlike olduğu için TM⊥, TM̄ |M de TM ye tamamlayan değildir.

Çünkü Rad TM = TM ∩TM⊥ ve M üzerinde rank r > 0 olan bir distribüsyondur.

TM⊥ de Rad TM ye ortogonal tamamlayan bir vektör demetini S(TM⊥) ile göstere-

lim. Lemma 1.1.1 e göre ḡ metriği S(TM⊥) üzerinde non-dejenere olduğundan,

TM⊥ demeti

TM⊥ = Rad TM⊥S(TM⊥) (1.3.2)

ortogonal direkt toplam şeklinde yazılabilir. Burada S(TM) ve S(TM⊥) vektör

demetlerine, sırasıyla, M altmanifoldunun ekran distribüsyonu ve transversal ekran

distribüsyonu denir. Buradan S(TM) demeti TM̄ |M demetinin non-dejenere altvektör

demeti olduğundan

TM̄ |M = S(TM)⊥S(TM)⊥ (1.3.3)

ortogonal direkt ayrışımı elde edilir. Burada S(TM)⊥ demeti, TM̄ |M de S(TM)

demetine ortogonal tamamlayan vektör demetidir. Ayrıca S(TM⊥) demeti, S(TM)⊥

in altvektör demeti ve her ikisi de non-dejenere olduğundan

S(TM)⊥ = S(TM⊥)⊥S(TM⊥)⊥ (1.3.4)
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yazılabilir.

Bundan sonra bir lightlike altmanifoldu (M, g, S(TM), S(TM⊥)) ile göstereceğiz.

Ayrıca bu bölümde kullanılacak indisler i, j, k ∈ {1, ..., r}, a, b, c ∈ {r + 1, ...,m},

α, β ∈ {r + 1, ..., n} şeklindedir.

Teorem 1.3.1. [25] (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun r-lightlike altmanifoldu

(M, g, S(TM), S(TM⊥)), bu altmanifoldun bir koordinat komşuluğu U ve {Ei} de

Γ(Rad TM |U) uzayının bir bazı olsun. Bu durumda S(TM⊥)⊥|U altvektör demetinin

g(Ni, Ej) = δij, (1.3.5)

g(Ni, Nj) = 0 (1.3.6)

olacak şekilde {N1, ..., Nr} diferensiyellenebilir vektör alanları vardır.

Teorem 1.3.2. [25](M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun

r-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda i ∈ {1, ..., r} için {N1, ..., Nr} tabanı

olan S(TM⊥)⊥ demetinde Rad TM ye komplement olan bir vektör demeti vardır.

Teorem 1.3.2 de varlığından bahsedilen vektör demeti ile altmanifoldun tanjant

demetinin ara kesiti sıfırdır. Bu vektör demetine (S(TM), S(TM⊥)) çiftine göre M

nin lightlike transversal vektör demeti denir ve ltr(TM) ile gösterilir. Şimdi

tr(TM) = ltr(TM)⊥S(TM⊥) (1.3.7)

vektör demetini göz önüne alalım. ltr(TM), M manifoldunun keyfi bir lightlike

transversal vektör demetidir. Burada tr(TM) nin rankı n ve TM ile arakesiti sıfırdır.

Böylece trTM , TM̄ |M de TM demetine komplement ancak ortogonal olmayan

bir vektör demetidir. tr(TM) vektör demetine M manifoldunun transversal vektör

demeti denir. (1.3.1) ve (1.3.7) denklemlerinden

TM̄ = TM ⊕ tr(TM)

= Rad TM⊥S(TM)⊕ ltr(TM)⊥S(TM⊥)

= S(TM)⊥S(TM⊥)⊥(Rad TM ⊕ ltr(TM)) (1.3.8)

elde edilir. Buradan M boyunca M̄ manifoldu üzerindeki quasi-ortonormal çatı

i ∈ {1, ..., r}, a ∈ {r + 1, ...,m} ve α ∈ {r + 1, ..., n} olmak üzere {Ei, Ni, Xa,Wα}
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dır. {Ei} ve {Ni} sırasıyla Γ(Rad TM |U) ve Γ(ltr(TM)|U) vektör demetlerinin

bazlarıdır. Ayrıca {Xa} ve {Wα} da sırasıyla Γ(S(TM)) ve Γ(S(TM⊥)) nin ortonormal

bazlarıdır.

2.Durum. (1 < r = n < m). Bu durumda Rad TM = TM⊥, yani S(TM⊥) =

{0}. Böylece normal demet lightlike altmanifold üzerinde bir distribüsyon olur. Bu

durumda M altmanifolduna coisotropik altmanifold denir ve M nin tanjant demeti

TM = S(TM)⊥TM⊥ (1.3.9)

olacak şekilde ortogonal direkt toplamı yazılabilir. O halde (1.3.8) eşitliği

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM)

= S(TM)⊥{TM⊥ ⊕ ltr(TM)} (1.3.10)

olur. Burada ltr(TM), S(TM) demetine göre M manifoldunun lightlike transversal

vektör demetidir. AyrıcaM boyunca M̄ manifoldu üzerindeki quasi-ortonormal çatı

{E1, ..., En, N1, ..., Nn, Xn+1, ..., Xm} dir. Burada {Xn+1, ..., Xm} kümesi Γ(S(TM)|U)

nun ortonormal bir bazıdır.

3.Durum. (1 < r = m < n). Bu durumda Rad TM = TM , yani S(TM) = {0}.

Böylece M manifoldunun tanjant demeti TM , TM⊥ in altvektör demeti olur. Bu

durumda M altmanifolduna isotropik altmanifold denir ve

TM⊥ = TM⊥S(TM⊥) (1.3.11)

dir. O halde (1.3.8) eşitliği

TM̄ = TM ⊕ tr(TM) (1.3.12)

olur. (1.3.12) eşitliğinde (1.3.7) eşitliği kullanılırsa

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM)⊥S(TM⊥) (1.3.13)

ayrışımı elde edilir. Ayrıca M boyunca M̄ manifoldu üzerindeki quasi-ortonormal

çatı {E1, ..., Em, N1, ..., Nm,Wn+1, ...,Wn} dir. Burada {Wm+1, ...,Wn} kümesi

Γ(S(TM⊥)|U) nun ortonormal bir bazıdır.
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4.Durum. (1 < r = m = n). Bu durumda Rad TM = TM = TM⊥, yani

S(TM) = {0} ve S(TM⊥) = {0} dır. Buradan da görülüceği gibi ne bir ekran

distribüsyonu ne de bir transversal ekran distribüsyonu vardır. Bu şekildeki M

altmanifolduna tamamen lightlike altmanifold denir ve

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM)

direkt ayrışımı elde edilir. AyrıcaM boyunca M̄ manifoldu üzerindeki quasi-ortonor-

mal çatı {E1, ..., Em, N1, ..., Nm} ile verilir [25].

(M, g, S(TM),S(TM⊥)),(m+n)-boyutlu (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldunun n-

boyutlu bir lightlike altmanifoldu olsun. tr(TM), (S(TM),S(TM⊥)) çiftine göreM

nin transversal vektör demeti ve ∇̄, M̄ nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. TM ve

tr(TM), TM̄ |M demetinin tamamlayan altvektör demetleri olduğundan her X,Y ∈

Γ(TM) ve V ∈ Γ(tr(TM)) için

∇̄XY = ∇XY + h(X,Y ), (1.3.14)

∇̄XV = −AVX +∇t
XV (1.3.15)

olur. Burada ∇XY,AVX ∈ Γ(TM) ve h(X,Y ),∇t
XV ∈ Γ(tr(TM)) dir. ∇ ve ∇t

sırasıyla M manifoldu ve tr(TM) üzerindeki lineer konneksiyonlar olmak üzere h :

Γ(TM)×Γ(TM) → Γ(tr(TM)) şeklinde bir simetrik bilineer formdur. h ya tr(TM)

demetine göre M manifoldunun ikinci temel formu denir. A da, Γ(tr(TM)) ×

Γ(TM) uzayı üzerinde tanımlanmış Γ(TM) değerli bilineer formdur ve V ye göreM

manifoldunun şekil operatörü olarak adlandırılır. ∇ ve ∇t ye sırasıyla M manifoldu

üzerine indirgenmiş lineer konneksiyon ve transversal lineer konneksiyon denir.

S(TM⊥) ̸= {0} olduğunu kabul edelim. Yani M manifoldu 1. Durum ya da 4.

Durumdaki gibi olsun. (1.3.7) ayrışımına göre ltr(TM) ve S(TM⊥) demetlerinin

sırasıyla tr(TM) üzerinde projeksiyon morfizmleri L ve S olmak üzere

L : tr(TM) → ltr(TM) ve S : tr(TM) → S(TM⊥)

yazılabilir. Burada hl(X,Y ) = Lh(X, Y ), hs(X,Y ) = Sh(X, Y ) veDl
XV = L(∇t

XV ),

Ds
XV = S(∇t

XV ). Bu durumda (1.3.14) ve (1.3.15) denklemlerinden

∇̄XY = ∇XY + hl(X, Y ) + hs(X,Y ), (1.3.16)

26



∇̄XV = −AVX +Dl
XV +Ds

XV (1.3.17)

elde edilir. hl ve hs tensörlerine sırasıyla M altmanifoldun ikinci temel formu ve

ekran ikinci temel formu denir [25].

Tanım 1.3.5. [25] B bir vektör demeti ve P de vektör demet morfizmi, yani

P : E → E olsun. Her s ∈ Γ(E) için

DX : Γ(E) → Γ(E)

s→ DXs

diferensiyel operatörü aşağıdaki şartları sağlıyorsa P morfizmine göre Otsuki konnek-

siyon denir.

1) DfX+Y s = fDXs+DY s

2) DX(fs+ s´) = DXfs+X(f)P (s) +DXs
´.

Önerme 1.3.1. M , M̄ manifoldunun r-lightlike ya da izotropik bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda Dl ve Ds diferensiyel operatörleri, sırasıyla L ve S vektör demet

morfizmlerine göre tr(TM) demeti üzerinde iki Otsuki konneksiyon tanımlar.

Buradan her X, Y ∈ Γ(TM) ve V ∈ Γ(tr(TM)) için tanıma göre

∇l
X : Γ(ltr(TM)) → Γ(ltr(TM))

LV → ∇l
X(LV ) = Dl

X(LV )

ve

∇s
X : Γ(S(TM⊥)) → Γ(S(TM⊥))

SV → ∇s
X(SV ) = Ds

X(SV )

diferensiyel operatörleri tanımlar. Burada ∇l ve ∇s, sırasıyla ltr(TM) ve S(TM⊥)

demetleri üzerinde lineer konneksiyonlardır. ∇l ve∇s konneksiyonlarına altmanifold

üzerinde sırasıyla lightlike transversal konneksiyon ve ekran transversal konneksiyon

denir. Ayrıca her X ∈ Γ(TM) ve V ∈ Γ(tr(TM)) için

Dl : Γ(TM)× Γ(S(TM⊥)) → Γ(ltr(TM))
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(X,SV ) → Dl
XSV = Dl(X,SV )

ve

Ds : Γ(TM)× Γ(ltr(TM)) → Γ(S(TM⊥))

(X,LV ) → Ds
XLV = Ds(X,LV )

bilineer dönüşümleri tanımlanır. Bu dönüşümler (1.3.17) denkleminde uygulanırsa

∇̄XV = −AVX +∇l
XLV +∇s

XSV

+Dl(X,SV ) +Ds(X,LV )
(1.3.18)

elde edilir.

Özel olarak V ∈ Γ(tr(TM)) yerine, sırasıylaN ∈ Γ(ltr(TM)) veW ∈ Γ(S(TM⊥))

alınırsa her X ∈ Γ(TM) için

∇̄XN = −ANX +∇l
XN +Ds(X,N), (1.3.19)

∇̄XW = −AWX +∇s
XW +Dl(X,W ) (1.3.20)

denklemlerine ulaşılır.

Şimdi M , M̄ manifoldunun coisotropic ya da tamamen lightlike altmanifold

olduğunu kabul edelim. Bu durumda ekran transversal vektör demeti olmadığından,

(1.3.16) ve (1.3.18) denklemlerinden

∇̄XY = ∇XY + hl(X,Y ), (1.3.21)

∇̄XN = −ANX +∇l
XN (1.3.22)

elde edilir. Non-dejenere altmanifoldlarda olduğu gibi (1.3.14), (1.3.16) ve (1.3.21)

denklemlerine Gauss formülü, (1.3.15), (1.3.17), (1.3.18), (1.3.19), (1.3.20) ve (1.3.22)

denklemlerine de Weingarten formülü denir.

Gauss ve Weingarten formülleri ve ∇̄ nin metrik konneksiyon olduğu göz önüne

alınırsa herX, Y ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(Rad TM),W ∈ Γ(S(TM⊥)), N, N̄ ∈ Γ(ltr(TM))

için

ḡ(hs(X,Y ),W ) + ḡ(Y,Dl(X,W )) = g(AWX,Y ), (1.3.23)

ḡ(hl(X,Y ), E) + ḡ(Y, hl(X,E)) + g(Y,∇XE) = 0, (1.3.24)
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ḡ(Ds(X,N),W ) = ḡ(N,AWX), (1.3.25)

ḡ(ANX, N̄) + ḡ(AN̄X,N) = 0, (1.3.26)

elde edilir [25].

P , S(TM) demeti üzerinde TM nin projeksiyon dönüşümü olmak üzere (1.3.1)

ayrışımından her X, Y ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(Rad TM) için

∇XPY = ∇∗
XPY + h∗(X,PY ) (1.3.27)

ve

∇XE = −A∗
EX +∇∗t

XE (1.3.28)

yazılabilir. Burada ∇∗
XPY,A

∗
EX ∈ Γ(S(TM)) ve h∗(X,PY ),∇∗t

XE ∈ Γ(Rad TM)

dir. ∇∗ ve ∇∗t sırasıyla S(TM) ve Rad TM tamamlayan distribüsyonlar üzerinde

lineer konneksiyonlardır. Ayrıca h∗ : Γ(TM)× Γ(S(TM)) → Γ(Rad TM) ve

A∗ : Γ(TM) × Γ(Rad TM) → Γ(S(TM)) şeklinde tanımlanan bilineer formlardır

[25].

Yarı-Riemann manifoldun non-dejenere altmanifoldunun şekil operatörü ile ikinci

temel formu arasındaki ilişki lightlike altmanifoldlarda S(TM) ve tr(TM) distribüs-

yonlarında ayrı ayrı vardır. Daha açık olarak (1.3.16), (1.3.17), (1.3.27) ve (1.3.28)

denklemleri kullanılırsa her X, Y ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(Rad TM), N ∈ Γ(ltr(TM)) için

ḡ(hl(X,PY ), E) = ḡ(A∗
EX,PY ), (1.3.29)

ḡ(h∗(X,PY ), N) = ḡ(ANX,PY ), (1.3.30)

elde edilir. hl simetrik olduğundan (1.3.29) denkleminden S(TM) distribüsyonunun

şekil operatörü S(TM) üzerinde self-adjointtir. (1.3.24) denkleminde Y yerine E

yazılırsa her X ∈ Γ(TM) içim

ḡ(hl(X,E), E) = 0 (1.3.31)

elde edilir. (1.3.29) denkleminde X yerine E alınır ve (1.3.31) kullanılırsa

A∗
EE = 0 (1.3.32)

olur [25].

29



Genel olarak,M üzerine indirgenmiş konneksiyon∇metrik konneksiyon değildir.

∇̄ metrik konneksiyon olduğundan (1.3.16) denkleminden

(∇Xg)(Y, Z) = ḡ(hl(X, Y ), Z) + ḡ(hl(X,Z), Y ) (1.3.33)

elde edilir. Diğer taraftan ∇∗, S(TM) üzerinde bir metrik konneksiyondur [25].

1.4 Hemen Hemen Parakontakt Manifoldlar

Bu kısımda hemen hemen parakontakt manifoldlar tanıtılarak, temel özellikleri

verilecektir.

Tanım 1.4.1. M̄, (2n + 1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M̄

üzerinde ϕ̄, (1, 1)-tipinde bir tensör alanı; η, bir 1-form ve ξ de bir vektör alanı

olmak üzere

ϕ̄2 = I − η ⊗ ξ, (1.4.1)

η(ξ) = 1, (1.4.2)

şartları sağlanıyor ise (ϕ̄, ξ, η) üçlüsüne M̄ üzerinde bir hemen hemen parakontakt

yapı ve (M̄, ϕ̄, ξ, η) ya da bir hemen hemen parakontakt manifold denir [10].

Önerme 1.4.1. M̄2n+1 bir (ϕ̄, η, ξ) hemen hemen parakontakt yapısına sahip bir

hemen hemen parakontakt manifold olsun. Bu durumda

ϕ̄ξ = 0, (1.4.3)

η ◦ ϕ̄ = 0, (1.4.4)

rankϕ̄ = 2n, (1.4.5)

dir [10].

Tanım 1.4.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Eğer M̄

üzerinde

ḡ(ϕ̄X, ϕ̄Y ) = −ḡ(X, Y ) + η(X)η(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM̄) (1.4.6)

olacak şekilde bir ḡ yarı-Riemann metriği var ise M̄ ye hemen hemen parakontakt

metrik manifold ve ḡ metriğine de bağdaşabilir metrik denir. Açık olarak ḡ metriği

indeksi n olan bir yarı-Riemann metriktir [11].
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Sonuç 1.4.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ), (2n + 1)-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik

manifold olsun. Bu durumda her X, Y ∈ Γ(TM̄) için

ḡ(ϕ̄X, Y ) = −ḡ(X, ϕ̄Y ) (1.4.7)

ve

η(X) = ḡ(X, ξ) (1.4.8)

dir [11].

Tanım 1.4.3. M̄ , (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısına sahip bir hemen hemen parakontakt manifold

olsun. Bu durumda M̄ üzerinde

Φ(X,Y ) = ḡ(X, ϕ̄Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM̄) (1.4.9)

şeklinde tanımlı Φ dönüşümüne, (ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt yapısının temel

iki formu denir.

Tanım 1.4.4. M̄ , (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısına sahip bir hemen hemen parakontakt metrik

manifold olsun. Eğer her X, Y ∈ Γ(TM̄) için

ḡ(X, ϕ̄Y ) = dη(X, Y ) (1.4.10)

ise M̄ ye parakontakt metrik manifold ve η ya M̄ nin parakontakt formu denir.

Burada

dη(X,Y ) =
1

2
{Xη(Y )− Y η(X)− η([X,Y ])} (1.4.11)

dir.

(2n+1)-boyutlu bir (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt metrik manifold için

bir lokal ortonormal baz inşa edilebilir. Kabul edelim ki U , M̄ üzerinde bir koordinat

komşuluğu ve X1, ξ ye dik olacak şekilde U üzerinde herhangi bir birim vektör alanı

olsun. Bu durumda ϕ̄X1, X1 ve ξ ye ortogonal vektör alanı ve | ϕ̄X1 |2= −1 dir.

ξ, X1 ve ϕ̄X1 e ortogonal olacak şekilde bir X2 birim vektör alanını seçilirse ϕ̄X2,

X1, ϕ̄X1, X2 ve ξ ye ortogonal vektör alanı ve | ϕ̄X2 |2= −1 olur. Bu şekilde devam

ederek ϕ̄-bazı olarak adlandırılan bir {Xi, ϕ̄Xi, ξ}, (i = 1, ..., n) lokal ortonormal

bazı elde edilir [11].
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Örnek 1.4.1. R2n+1, (xi, yi, z), (i = 1, ..., n), standart koordinat sistemi ile verilen

reel uzay olsun. R2n+1 üzerinde

ϕ̄
∂

∂xi
=

∂

∂yi
, ϕ̄

∂

∂yi
=

∂

∂xi
, ϕ̄

∂

∂z
= 0

η = dz, ξ =
∂

∂z

ḡ = η ⊗ η +
n∑

i=1

dxi ⊗ dxi −
n∑

i=1

dyi ⊗ dyi

olacak şekilde ϕ̄ (1, 1)-tensör alanını, η 1-formunu, ξ vektör alanını ve ḡ metriğini

tanımlayalım. Bu durumda

η(ξ) = dz(
∂

∂z
) = 1 (1.4.12)

dir. X,Y ∈ Γ(TM̄) için

X = ai
∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi
+ c

∂

∂z
∈ Γ(TM̄) (i = 1, ..., n)

Y = di
∂

∂xi
+ ei

∂

∂yi
+ f

∂

∂z
∈ Γ(TM̄) (i = 1, ..., n)

olmak üzere

η(X) = c, η(Y ) = f

olduğundan

ϕ̄2(X) = ϕ̄(ϕ̄(X))

= ϕ̄

(
ϕ̄

(
ai

∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi
+ c

∂

∂z

))
= ϕ̄

(
ai

∂

∂yi
+ bi

∂

∂xi

)
= ai

∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi
= X − η(X)ξ (1.4.13)

elde edilir. Diğer taraftan

(η ◦ ϕ̄)(X) = η(ϕ̄(X))

= η

(
ai

∂

∂yi
+ bi

∂

∂xi

)
= dz

(
ai

∂

∂yi
+ bi

∂

∂xi

)
= 0 (1.4.14)
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ve

ϕ̄(ξ) = ϕ̄(
∂

∂z
) = 0 (1.4.15)

dır. Böylece (ϕ̄, ξ, η), R2n+1 üzerinde bir hemen hemen parakontakt yapı olur. Ek

olarak

ḡ(ϕ̄(X), ϕ̄(Y )) = ḡ(ai
∂

∂yi
+ bi

∂

∂xi
, di

∂

∂yi
+ ei

∂

∂xi
)

= −aidi + biei

= −ḡ(X, Y ) + η(X)η(Y ) (1.4.16)

olduğundan ḡ bir bağdaşabilir metrik ve (R2n+1, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt

metrik manifolddur.

Tanım 1.4.5. V bir reel vektör uzayı olmak üzere

J : V → V

lineer dönüşümü

J2 = I

şartını sağlıyor ise J ye V üzerinde bir parakompleks yapı denir.

(2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen parakontakt manifold (M̄, ϕ̄, ξ, η) olsun.

M̄2n+1×R çarpım manifoldunu göz önüne alalım. M̄2n+1×R üzerinde herhangi bir

vektör alanı (
X, f

d

dt

)
şeklindedir. Burada X, M̄ ye teğet bir vektör alanı; t, R nin bir koordinatı ve f ,

M̄2n+1 × R üzerinde tanımlı bir diferensiyellenebilir fonksiyondur.

M̄2n+1 × R üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı J

J

(
X, f

d

dt

)
=

(
ϕ̄X + fξ, η(X)

d

dt

)
(1.4.17)

ile tanımlanır [40].

Tanım 1.4.6. M̄ bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M̄ üzerinde (1, 1)-tipin-

de tensör alanı F olsun. Her X, Y ∈ Γ(TM̄) için

NF (X, Y ) = F 2[X, Y ] + [FX,FY ]− F [FX, Y ]− F [X,FY ] (1.4.18)

şeklinde tanımlı NF tensör alanına F nin Nijenhuis tensör alanı denir.
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Eğer özel olarak F yerine J hemen hemen parakompleks yapısı alınırsa

NJ(X, Y ) = J2[X,Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

= [X,Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] (1.4.19)

olur [16].

Tanım 1.4.7. (M̄, J) hemen hemen parakompleks manifold olsun. Eğer NJ = 0 ise

J dönüşümüne integrallenebilirdir denir [11].

Tanım 1.4.8. (M̄, ϕ̄, ξ, η) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. M̄ ×

R üzerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapısı integrallenebilir ise (ϕ̄, ξ, η)

hemen hemen parakontakt yapısına normaldir denir [11].

(M̄, ϕ̄, ξ, η) bir hemen hemen parakontakt manifold ve Nϕ̄, ϕ̄ nin Nijenhuis tensör

alanı olsun. Bu durumda X, Y ∈ Γ(TM̄) için

Nϕ̄(X,Y ) = ϕ̄2[X,Y ] + [ϕ̄X, ϕ̄Y ]− ϕ̄[ϕ̄X, Y ]− ϕ̄[X, ϕ̄Y ] (1.4.20)

dir.

M̄×R üzerindeki J hemen hemen parakompleks yapısının Nijenhuis tensör alanı

bir tensör alanı NJ , (1, 2)-tipinde bir tensör alanı olduğundan X,Y ∈ Γ(TM̄) için

NJ((X, 0), (Y, 0)) = J2[(X, 0), (Y, 0)] + [J(X, 0), J(Y, 0)]

−J [J(X, 0), (Y, 0)]− J [(X, 0), J(Y, 0)]

=
(
([X, Y ], 0) + [ϕ̄X, ϕ̄Y ], (ϕ̄Xη(Y )− ϕ̄Y η(X)) d

dt

)
−
(
ϕ̄[ϕ̄X, Y ]− Y η(X)ξ, η([ϕ̄X, Y ]) d

dt

)
−
(
ϕ̄[X, ϕ̄Y ] +Xη(Y )ξ, η([X, ϕ̄Y ]) d

dt

)
= (Nϕ̄(X,Y )− 2dη(X,Y )ξ, ((£ϕ̄Xη)Y − (£ϕ̄Y η)X) d

dt
)

ve

NJ((X, 0), (0,
d
dt
)) =

[(
ϕ̄X, η(X) d

dt

)
, (ξ, 0)

]
− J [(X, 0), (ξ, 0)]

=
(
[ϕ̄X, ξ],−ξ(η(X)) d

dt

)
−
(
ϕ̄[X, ξ], η[X, ξ] d

dt

)
=

(
(£ξϕ̄)X, (£ξη)X

d
dt

)
dir. (1.4.20) eşitliği göz önüne alınarak
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N (1)(X, Y ) = Nϕ̄(X, Y )− 2dη(X, Y )ξ, (1.4.21)

N (2)(X, Y ) = (£ϕ̄Xη)Y − (£ϕ̄Y η)X, (1.4.22)

N (3)(X) = (£ξϕ̄)X, (1.4.23)

N (4)(X) = (£ξη)X (1.4.24)

yazılır. Açık olarak (ϕ̄, ξ, η) hemen hemen parakontakt yapının normal olması için

gerek ve yeter şart N (1) = N (2) = N (3) = N (4) = 0 olmasıdır [11].

Önerme 1.4.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Bu

durumda N (1) = 0 ise o zaman N (2) = N (3) = N (4) = 0 dır [11].

İspat. (1.4.21) eşitliğinde Y = ξ alınırsa

N1(X, ξ) = Nϕ̄(X, ξ)− 2dη(X, ξ)ξ

yazılır. Bu durumda (1.4.20) eşitliğinden

Nϕ̄(X, ξ) = [X, ξ] + [ϕ̄X, ϕ̄ξ]− ϕ̄[ϕ̄X, ξ]

−ϕ̄[X, ϕ̄ξ]− η([ξ,X])ξ

= [X, ξ] + ϕ̄[ξ, ϕ̄X]− η([ξ,X])ξ

ve (1.4.11) eşitliğinden

2dη(X, ξ) = X(η(ξ))− ξη(X)− η([X, ξ])

= −ξη(X)− η([X, ξ])

dir. Böylece

N1(X, ξ) = Nϕ̄(X,Y )− 2dη(X,Y )ξ

= [X, ξ] + ϕ̄[ξ, ϕ̄X] + ξ(η(X))ξ

elde edilir. Eğer N (1) = 0 ise

[X, ξ] + ϕ̄[ξ, ϕ̄X] + ξ(η(X))ξ = 0 (1.4.25)

dır. Buradan

η([X, ξ]) = −ξ(η(X)) (1.4.26)
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olduğu görülür. (1.4.26) eşitliği (1.4.11) eşitliği eşitliğinde kullanılırsa

N (4)(X) = 0

bulunur. (1.4.25) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanırsa

ϕ̄([X, ξ]) = [ϕ̄X, ξ]

elde edilir. Bu son eşitlik (1.4.23) eşitliğinde kullanılırsa

N (3)(X) = 0

bulunur. Diğer taraftan

Nϕ̄(ϕ̄X, Y ) = [ϕ̄X, Y ] + [ϕ̄2X, ϕ̄Y ]− ϕ̄[ϕ̄2X, Y ]

−ϕ̄[ϕ̄X, ϕ̄Y ]− η[ϕ̄X, Y ]ξ

= [ϕ̄X, Y ] + [X, ϕ̄Y ]− [η(X)ξ, ϕ̄Y ]

−ϕ̄[X, Y ] + ϕ̄[η(X)ξ, Y ]

−ϕ̄[ϕ̄X, ϕ̄Y ]− η[ϕ̄X, Y ]ξ

dır. Yukarıdaki son eşitlikte ϕ̄([ξ, Y ]) = [ξ, ϕ̄Y ] eşitliği kullanılırsa

Nϕ̄(ϕ̄X, Y ) = [ϕ̄X, Y ] + [X, ϕ̄Y ] + ϕ̄Y (η(X)ξ)

−ϕ̄[X, Y ]− ϕ̄[ϕ̄X, ϕ̄Y ]− η[ϕ̄X, Y ]ξ
(1.4.27)

olur. Ayrıca

2dη(ϕ̄X, Y )ξ = [ϕ̄X(η(Y ))− Y (η(ϕ̄X)]ξ − η[ϕ̄X, Y ]ξ (1.4.28)

= ϕ̄X(η(Y ))ξ − η([ϕ̄X, Y ])ξ

dır. (1.4.27) ve (1.4.28) ifadeleri N (1) = 0 eşitliğinde yerine yazılırsa N (2)(X,Y ) = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 1.4.3. M̄ , (ϕ̄, ξ, η) hemen hemen parakontakt yapısına sahip bir hemen

hemen parakontakt manifold olsun. Bu durumda (ϕ̄, ξ, η) hemen hemen parakontakt

yapısının normal olması için gerek ve yeter şart Nϕ̄ − 2dη ⊗ ξ = 0 olmasıdır [11].
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Tanım 1.4.9. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ), (2n+1)-boyutlu bir parakontakt metrik manifold olsun.

Eğer ξ bir Killing vektör alanı ise bu durumda M̄ üzerindeki parakontakt yapıya

K -parakontakt yapı ve M̄ manifolduna da K-parakontakt manifold denir.

Önerme 1.4.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir parakontakt manifold olsun. Bu durumda M̄ nin

bir K-parakontakt manifold olması için gerek ve yeter şart

∇̄Xξ = −ϕ̄X (1.4.29)

olmasıdır [11].

İspat. M̄ bir K-parakontakt manifold olsun. Bu durumda ξ vektör alanı ḡ ye göre

bir Killing vektör alanı olduğundan her X, Y ∈ Γ(TM̄) için

0 = (Lξḡ)(X,Y ) = Lξḡ(X,Y )− ḡ(LξX, Y )− ḡ(X,LξY )

= ξḡ(X, Y )− ḡ(∇̄ξX − ∇̄Xξ, Y )

−ḡ(X, ∇̄ξY − ∇̄Y ξ)

= ξḡ(X, Y )− ḡ(∇̄ξX,Y ) + ḡ(∇̄Xξ, Y )

−ḡ(X, ∇̄ξY ) + ḡ(X, ∇̄Y ξ)

= ξḡ(X, Y )− ḡ(∇̄ξX,Y )− ḡ(X, ∇̄ξY )

+ḡ(∇̄Xξ, Y ) + ḡ(X, ∇̄Y ξ)

= ḡ(∇̄Xξ, Y ) + ḡ(X, ∇̄Y ξ)

yazılır. Buradan

ḡ(∇̄Xξ, Y ) = −ḡ(X, ∇̄Y ξ) (1.4.30)

olur. Diğer taraftan (1.1.1) eşitliğinden

2ḡ(∇̄Xξ, Y ) = Xḡ(ξ, Y ) + ξḡ(X,Y )− Y ḡ(X, ξ)

+ḡ([X, ξ], Y ) + ḡ([Y,X], ξ)− ḡ([ξ, Y ], X)

= Xη(Y ) + ξḡ(X, Y )− Y η(X)

+ḡ([X, ξ], Y )− η([X,Y ])

−ḡ([ξ, Y ], X)

ve

2ḡ(∇̄Y ξ,X) = Y η(X) + ξḡ(Y,X)−Xη(Y )

+ḡ([ξ, Y ], X) + η([X,Y ]) + ḡ([X, ξ], Y )
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yazılabilir. Son iki eşitlik ve (1.4.30) eşitliğinden

ḡ(∇̄Xξ, Y ) = dη(X,Y )

elde edilir. O halde (1.4.10) eşitliği göz önüne alınarak her Y ∈ Γ(TM̄) için

ḡ(∇̄Xξ, Y ) = ḡ(−ϕ̄X, Y )

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 1.4.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun.

Bu durumda

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = −dΦ(X,Y, Z)− dΦ(X, ϕ̄Y, ϕ̄Z)

−N (1)(Y, Z, ϕ̄X) +N (2)(Y, Z)η(X)

−2dη(ϕ̄Z,X)η(Y ) + 2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)

(1.4.31)

dir. Özel olarak, eğer M̄ bir parakontakt metrik manifold ise

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = −N (1)(Y, Z, ϕ̄X)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(Y )

+2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)
(1.4.32)

dir [11].

İspat. (1.1.1) ile verilen Koszul formülü ve

dΦ(X,Y, Z) = XΦ(Y, Z) + Y Φ(Z,X)− ZΦ(X, Y )

−Φ([X,Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )

−Φ[Y, Z], X)

eşitliği göz önüne alınarak (1.4.31) eşitliğine ulaşılır. Diğer taraftan

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = 2ḡ(∇̄X(ϕ̄Y ), Z)− 2ḡ(ϕ̄∇̄XY, Z)

= 2ḡ(∇̄X(ϕ̄Y ), Z) + 2ḡ(∇̄XY, ϕ̄Z)

= Xḡ(ϕ̄Y, Z) + ϕ̄Y ḡ(X,Z)

−Zḡ(X, ϕ̄Y ) + ḡ([X, ϕ̄Y ], Z)

−ḡ([ϕ̄Y, Z], X) + ḡ([Z,X], ϕ̄Y )

+Xḡ(Y, ϕ̄Z) + Y ḡ(ϕ̄Z,X)

−ϕ̄Zḡ(X,Y ) + ḡ([X,Y ], ϕ̄Z)

−ḡ([Y, ϕ̄Z], X) + ḡ([ϕ̄Z,X], Y )

(1.4.33)
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dir. Burada (1.4.9) eşitliği kullanılırsa

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = −XΦ(Y, Z) + ϕ̄Y ḡ(X,Z)− ZΦ(X,Y )

+ḡ([X, ϕ̄Y ], Z) + Φ([Z,X], Y )

−ḡ([ϕ̄Y, Z], X) +XΦ(Y, Z)

+Y Φ(X,Z)− ϕ̄Zḡ(X, Y )

+Φ([X, Y ], Z)− ḡ([Y, ϕ̄Z], X)

+ḡ([ϕ̄Z,X], Y )

(1.4.34)

elde edilir.

dΦ(X, ϕ̄Y, ϕ̄Z) = XΦ(ϕ̄Y, ϕ̄Z) + ϕ̄Y Φ(ϕ̄Z,X)

−ϕ̄ZΦ(X, ϕ̄Y )− Φ([X, ϕ̄Y ], ϕ̄Z)

−Φ([ϕ̄Z,X], ϕ̄Y )− Φ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], X)

eşitliğinde (1.4.9) eşitliği kullanılırsa

dΦ(X, ϕ̄Y, ϕ̄Z) = −XΦ(Y, Z)− ϕ̄Y g(X,Z) + ϕ̄Y (η(X)η(Z))

+ϕ̄Zg(X, Y )− ϕ̄Z(η(X)η(Y ))

−ḡ([X, ϕ̄Y ], Z) + η([X, ϕ̄Y ])η(Z)

−ḡ([ϕ̄Z,X], Y ) + η([ϕ̄Z,X])η(Y )

−Φ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], X)

(1.4.35)

olur. Diğer yandan (1.4.21) eşitliğinden

N (1)(Y, Z, ϕ̄X) = ḡ(N (1)(Y, Z), ϕ̄X)

= ḡ([Y, Z], ϕ̄X) + ḡ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], ϕ̄X)

−ḡ(ϕ̄[ϕ̄Y, Z], ϕ̄X)− ḡ(ϕ̄[Y, ϕ̄Z], ϕ̄X)

−ḡ(Y (η(Z))ξ, ϕ̄X) + ḡ(Z(η(Y ))ξ, ϕ̄X)

= Φ([Y, Z], X) + Φ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], X)

+ḡ([ϕ̄Y, Z], X)− η([ϕ̄Y, Z])η(X)

+ḡ([Y, ϕ̄Z], X)− η([Y, ϕ̄Z])η(X)

(1.4.36)

bulunur. Aynı şekilde (1.4.22) eşitliğinden

N (2)(Y, Z)η(X) = (ϕ̄Y η(Z)− η([ϕ̄Y, Z]))η(X)

−(ϕ̄Zη(Y )− η([ϕ̄Z, Y ]))η(X)

= ϕ̄Y η(Z)η(X)− η([ϕ̄Y, Z])η(X)

−ϕ̄Zη(Y )η(X) + η([Y, ϕ̄Z])η(X)

(1.4.37)
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elde edilir. Ayrıca (1.4.10) eşitliğinin kullanılmasyla

2dη(ϕ̄Z,X)η(Y ) = ϕ̄Zη(Y )η(X)− η([ϕ̄Z,X])η(Y ), (1.4.38)

2dη(ϕ̄Y,X)η(Z) = ϕ̄Y η(Z)η(X)− η([ϕ̄Y,X])η(Z) (1.4.39)

eşitlikleri elde edilir. (1.4.35), (1.4.36), (1.4.37), (1.4.38) ve (1.4.39) eşitliklerinin

kullanılmasıyla

−dΦ(X, Y, Z)− dΦ(X, ϕ̄Y, ϕ̄Z)−N (1)(Y, Z, ϕ̄X)

+N (2)(Y, Z)η(X)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(Y ) + 2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)

= −XΦ(Y, Z)− Y Φ(Z,X)− ZΦ(X, Y ) + Φ([X, Y ], Z)

+Φ([Z,X], Y ) + Φ([Y, Z], X) +XΦ(Y, Z)

+ϕ̄Y g(Z,X)− ϕ̄Y (η(Z)η(X))− ϕ̄Zḡ(X, Y )

+ϕ̄Z(η(Y )η(X)) + ḡ([X, ϕ̄Y ], Z)− η([X, ϕ̄Y ])η(Z)

+ḡ([ϕ̄Z,X], Y )− η([ϕ̄Z,X])η(Y ) + Φ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], X)

−Φ([Y, Z], X)− Φ([ϕ̄Y, ϕ̄Z], X)− ḡ([ϕ̄Y, Z], X)

+η([ϕ̄Y, Z])η(X)− ḡ([Y, ϕ̄Z], X) + η([Y, ϕ̄Z])η(X)

+ϕ̄Y η(Z)η(X)− η([ϕ̄Y, Z])η(X)− ϕ̄Zη(Y )η(X)

−η([Y, ϕ̄Z])η(X)− ϕ̄Zη(Y )η(X) + η([ϕ̄Z,X])η(Y )

+ϕ̄Y η(Z)η(X)− η([ϕ̄Y,X])η(Z)

= ϕ̄Y ḡ(Z,X)− ϕ̄Zḡ(X, Y ) + ḡ([X, ϕ̄Y ], Z)

−Y Φ(X,Z)− ZΦ(X,Y ) + Φ([X,Y ], Z)

+Φ([Z,X], Y )− ḡ([ϕ̄Y, Z], X)− ḡ([Y, ϕ̄Z], X)

−ϕ̄Y (η(X)η(Z)) + ϕ̄Z(η(X)η(Y )) + ϕ̄Y (η(Z)η(X))

−ϕ̄Z(η(Y )η(X)) + ϕ̄Y (η(X)η(Z))− ϕ̄Z(η(Y )η(X))

eşitliği elde edilir. Buradan

2ḡ((∇̄Xφ)Y, Z) = −dΦ(X,Y, Z)− dΦ(X, ϕ̄Y, ϕ̄Z)

−N (1)(Y, Z, ϕ̄X) +N (2)(Y, Z)η(X)

−2dη(ϕ̄Z,X)η(Y ) + 2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)

(1.4.40)

bulunur.

M̄ nin Φ = dη ve N (2) = 0 ile bir (ϕ̄, ξ, η, ḡ) parakontakt metrik yapısı için

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = −N (1)(Y, Z, ϕ̄X)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(Y )

+2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)
(1.4.41)
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olduğu aşikardır. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 1.4.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir parakontakt metrik manifold olsun. Bu durumda

h = 1
2
N (3) ile tanımlı bir simetrik operatördür ve

∇̄Xξ = −ϕ̄X + ϕ̄hX, (1.4.42)

ϕ̄h+ hϕ̄ = 0, (1.4.43)

trh = 0 = hξ (1.4.44)

dir [11].

İspat. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir parakontakt metrik manifold olsun. X,Y ∈ Γ(TM̄) için

(1.4.22) eşitliğinden

N (2)(X, Y ) = ϕ̄Xη(Y )− ϕ̄Y η(X)− η([ϕ̄X, Y ]) + η([X, ϕ̄Y ])

yazılabilir. M̄ parakontakt metrik manifold olduğundan son eşitlikte Y = ξ alınırsa

0 = −η([ϕ̄X, ξ]

elde edilir. Buradan

2dη(ϕ̄X, ξ) = ϕ̄Xη(ξ)− ϕ̄ξη(X)− η([ϕ̄X, ξ])

= −η([ϕ̄X, ξ])

= 0 (1.4.45)

olur. (1.4.32) eşitliğinde X = ξ alınıp (1.4.45) kullanılırsa her Y, Z ∈ Γ(TM̄) için

2ḡ((∇̄ξϕ̄)Y, Z) = −N (1)(Y, Z, ϕ̄ξ)− 2dη(ϕ̄Z, ξ)η(Y )

+2dη(ϕ̄Y, ξ)η(Z)

= 0

(1.4.46)

bulunur. Bu ise ∇̄ξϕ̄ = 0 olduğunu gösterir.

Ayrıca (ϕ̄, ξ, η, ḡ) parakontakt metrik yapısı için ξ karekteristik vektör alanının

integral eğrilerinin birer geodezik olduğu yani ∇̄ξξ = 0 olduğu kolayca görülebilir.
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Böylece

ḡ((£ξϕ̄)X, Y ) = ḡ(∇̄ξϕ̄X − ∇̄ϕ̄Xξ − ϕ̄∇̄ξX + ϕ̄∇̄Xξ, Y )

= −ḡ(∇̄ϕ̄Xξ, Y ) + ḡ(ϕ̄∇̄Xξ, Y )

dir. X veya Y yerine ξ alınırsa ḡ(£ξϕ̄)X, Y ) = 0 olur. Karekteristik vektör alanı ξ

ye ortogonal X ve Y için η([ϕ̄X, Y ]) + η([X, ϕ̄Y ]) = 0 olur. Buradan

g((£ξϕ̄)X, Y ) = η(∇̄ϕ̄XY ) + η(∇̄ϕ̄YX)

= ḡ(£ξϕ̄)Y,X) (1.4.47)

elde edilir. Son ifade için (1.4.32) kullanılırsa

2ḡ((∇̄X ϕ̄)ξ, Z) = −N (1)(ξ, Z, ϕ̄X)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(ξ)

+2dη(ϕ̄ξ,X)η(Z)

= −ḡ(N (1)(ξ, Z), ϕ̄X)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(ξ)

bulunur. Son eşitlikte (1.4.10) ve (1.4.21) eşitliklerinden

2ḡ((∇̄X ϕ̄)ξ, Z) = −ḡ(£ξϕ̄)Z,X) + 2ḡ(X,Z)− 2η(X)η(Z) (1.4.48)

elde edilir. (1.4.47) eşitliği (1.4.48) denkleminde kullanılırsa

2ḡ((∇̄X ϕ̄)ξ, Z) = −ḡ(£ξϕ̄)X,Z) + 2ḡ(X,Z)− 2η(X)η(Z) (1.4.49)

olur ve buradan

ϕ̄∇̄Xξ = hX −X + η(X)ξ (1.4.50)

bulunur. (1.4.50) eşitliğinin her iki tarafı ϕ̄ ile işleme tabi tutulursa

∇̄Xξ = −ϕ̄X + ϕ̄hX (1.4.51)

elde edilir. Son oarak

2ḡ(X, ϕ̄Y ) = 2dη(X, Y ) = ḡ(∇̄Xξ, Y )− ḡ(X,∇Y ξ)

= ḡ(−ϕ̄X + ϕ̄hX, Y )− ḡ(X,−ϕ̄Y + ϕ̄hY )

= −ḡ(ϕ̄X, Y ) + ḡ(ϕ̄hX, Y ) + ḡ(X, ϕ̄Y )− ḡ(X, ϕ̄hY )

0 = ḡ(ϕ̄hX, Y ) + ḡ(hϕ̄X, Y )
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olduğundan ϕ̄h+hϕ̄ = 0 elde edilir. (1.4.50) eşitliğinden hξ = 0 olduğu görülür. Bu

anti-komutatifliğin bir sonucu olarak eğer hX = λX ise o zaman hϕ̄X = −λϕ̄X dir.

Böylece λ, h nın bir eigen değeri ise −λ da bir eigen değeridir ve trh = 0 dır.

Lemma 1.4.2. Bir parakontakt metrik manifoldda

(∇̄ϕ̄X ϕ̄)ϕ̄Y − (∇̄X ϕ̄)Y = 2ḡ(X,Y )ξ − (X − hX + η(X)ξ)η(Y )

dir [11].

Teorem 1.4.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun.

M̄ nin bir para-Sasakian manifold olması için gerek ve yeter şart her X,Y ∈ Γ(TM̄)

için

(∇̄X ϕ̄)Y = −ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X (1.4.52)

olmasıdır [11].

İspat. (ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik yapı ise Φ = dη ve N (2) = 0

dır ve böylece (1.4.41) eşitliğinden

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = 2dη(ϕ̄Y,X)η(Z)− 2dη(ϕ̄Z,X)η(Y ) (1.4.53)

olur. (1.4.53) eşitliğinde (1.4.1) ve (1.4.10) eşitlikleri kullanılırsa

2ḡ((∇̄X ϕ̄)Y, Z) = 2ḡ(X,Z)η(Y )− 2ḡ(X,Y )η(Z) (1.4.54)

bulunur. Böylece (1.4.52) ile verilen eşitlik elde edilir.

Tersine kabul edelim ki (1.4.52) eşitliği sağlansın. Bu eşitlikte Y = ξ alınırsa

(∇̄X ϕ̄)ξ = −ϕ̄∇̄Xξ = X − η(X)ξ

bulunur. Buradan ise

∇̄Xξ = −ϕ̄X

elde edilir. Bu durumda

2dη(X, Y ) = −ḡ(ϕ̄X, Y ) + ḡ(X, ϕ̄Y )

= 2ḡ(X, ϕ̄Y )
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olur. Böylece (ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir parakontakt metrik yapı olduğu görülür.

Ayrıca

Nϕ̄(X, Y )− 2dη(X, Y )ξ = [ϕ̄X, ϕ̄Y ]− ϕ̄[ϕ̄X, Y ]− ϕ̄[X, ϕ̄Y ]

+ϕ̄2[ϕ̄X, Y ]− 2dη(X, Y )ξ

= (∇ϕ̄X ϕ̄)Y − (∇ϕ̄Y ϕ̄)X − ϕ̄(∇X ϕ̄)Y

+ϕ̄(∇Y ϕ̄)X − 2dη(X, Y )ξ

= −ḡ(ϕ̄X, Y )ξ + η(Y )ϕ̄X + ḡ(ϕ̄Y,X)ξ

−η(X)ϕ̄Y − η(Y )ϕ̄X + η(X)ϕ̄Y

−2dη(X, Y )ξ

= 2ḡ(X, ϕ̄Y )ξ − 2dη(X, Y )ξ

= 0

olduğundan ispat tamamlanır.

Örnek 1.4.2. [41] (J,G), R2n+2
n yarı-Öklid uzayında

J(
∂

∂xα
) =

∂

∂xα+n+1

, J(
∂

∂xα+n+1

) =
∂

∂xα
,

G(
∂

∂xα
,
∂

∂xα
) = 1, G(

∂

∂xα+n+1

,
∂

∂xα+n+1

) = −1, α = 1, ..., n

ile verilen bir standart flat para-Kähler yapı olsun. Burada (x1, x2, ..., x2n+2), R2n+2
n

üzerinde kartezyen koordinatlardır.

R2n+2
n+1 de

H2n+1
n = {x ∈ R2n+2

n+1 :
n+1∑
α=1

x2a −
2n+2∑
α=n+2

x2a = −1}

ile tanımlanan hiperyüzeyi göz önüne alalım. Bu durumda

N =
2n+2∑
α=n+2

xi
∂

∂xi

vektör alanı H2n+1
n hiperyüzeyinin normal vektör alanıdır ve G(N,N) = −1 dir.

H2n+1
n üzerinde bir ξ vektör alanı, bir ϕ̄ (1, 1)- tipinde tensör alanı, bir η 1-formu

ve bir ḡ yarı-Riemann metriğini

J(X) = ϕ̄X − η(X)N, ξ = −JN, ḡ = G |H2n+1
n

(1.4.55)
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ile tanımlayalım. Böylece (ϕ̄, ξ, η, ḡ), H2n+1
n üzerinde bir hemen hemen parakontakt

metrik yapı olur. H2n+1
n hiperyüzeyi için Weingarten formülü

DXN = X

şeklindedir. Burada D,G metriğinin Levi-Civita konneksiyonudur. Buradan şekil

operatörü A = −I ve ikinci temel form h(X,Y ) = g(X, Y ) elde edilir. J paralel

olduğundan (1.4.55) eşitliği kullanılarak

0 = (DXJ)ξ

= DXJξ − JDXξ

= −DXN − J(∇̄Xξ + h(X, ξ)N)

= −X − ϕ̄∇̄Xξ + η(X)ξ (1.4.56)

elde edilir. Burada ∇̄, ḡ nin Levi-Civita konneksiyonudur.

(1.4.56) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanırsa

∇̄Xξ = −ϕ̄X

olur. Buradan

dη(X, Y ) =
1

2

(
ḡ(∇̄Xξ, Y )− ḡ(∇̄Y ξ,X)

)
= ḡ(X, ϕ̄Y )

elde edilir. Böylece (ϕ̄, ξ, η, ḡ) parakontakt metrik yapı olur. Ayrıca (1.4.55) eşitliği

kullanılırsa

0 = (DXJ)Y

= DX(ϕ̄Y − η(Y )N)− J(∇̄XY + g(X,Y )N)

= ∇̄X ϕ̄Y + g(X, ϕ̄Y )N − (Xη(Y )N − η(Y )X

−ϕ̄∇̄XY + η(∇̄XY )N + ḡ(X, Y )ξ

= (∇̄X ϕ̄)Y + ḡ(X, Y )ξ − η(Y )X

−((∇̄Xη)Y − g(X, ϕ̄Y ))N

bulunur. Bu eşitliğin teğet kısmı göz önüne alınırsa

(∇̄X ϕ̄)Y = −ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X

yazılır. Böylece (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısının para-Sasakian yapı olduğu görülür.
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Önerme 1.4.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda her

X, Y ∈ Γ(TM̄) için

R(X, Y )ξ = η(X)Y − η(Y )X, (1.4.57)

dır.

Teorem 1.4.2. [42] (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ), 2n+1-boyutlu (n > 1) bir para-Sasakian manifold

olsun. Eğer paraholomorfik kesitsel eğrilik noktadan bağımsız ise

ḡ(R̄(X, Y )Z,W ) = k−3
4

(ḡ(Y, Z)ḡ(X,W )− ḡ(X,Z)ḡ(Y,W ))

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(Y )η(W ) + ḡ(Y,W )η(X)η(Z)

−ḡ(X,W )η(Y )η(Z)− ḡ(Y, Z)η(X)η(W )

+ḡ(Y, ϕ̄Z)ḡ(ϕ̄X,W )− ḡ(X, ϕ̄Z)ḡ(ϕ̄Y,W )

+2ḡ(ϕ̄X, Y )ḡ(ϕ̄Z,W )


(1.4.58)

dır.

Tanım 1.4.10. [42] Eğer M̄ manifoldu üzerinde paraholomorfik kesitsel eğrilik sabit

ise M̄ ye para-Sasakian uzay form denir. Bir para-Sasakian uzay form M̄(k) ile

gösterilir.
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BÖLÜM 2

PARA-SASAKIAN MANİFOLDLARIN

NON-DEJENERE

ALTMANİFOLDLARI

Para-Sasakian manifoldların non-dejenere altmanifoldlarının incelendiği bu bölüm

üç kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda invaryant altmanifoldlar çalışıldı. İkinci

kısımda anti-invaryant altmanifoldlara yer verildi. Son kısımda ise semi-invaryant

altmanifoldlar tanıtıldı ve bu altmanifoldların bazı özellikleri incelendi.

2.1 İnvaryant Altmanifoldlar

Bu kısımda invaryant altmanifoldlar tanıtılarak bazı özellikleri verilecektir. Ayrıca

invaryant altmanifoldların, semi-paralel ve 2-semi-paralel olması için gerek ve yeter

şartlar incelenecektir.

Tanım 2.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir altmanifoldu olsun. Eğer her x ∈ M için ϕ̄(TxM) ⊂ TxM ise M

ye M̄ nin invaryant altmanifoldu denir.

Lemma 2.1.1. M, (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun ξ ∈ Γ(TM) olacak

şekilde bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

h(X, ξ) = 0, ANξ = 0, (2.1.1)

h(X, ϕ̄Y ) = h(ϕ̄X, Y ) = ϕ̄h(X,Y ), (2.1.2)

ϕ̄ANX = −AN ϕ̄X = Aϕ̄NX, (2.1.3)

dir.
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İspat. M̄ bir para-Sasakian manifold ve ξ ∈ Γ(TM) olduğundan Gauss formülü

kullanılarak

−ϕ̄X = ∇̄Xξ = ∇Xξ + h(X, ξ)

yazılabilir. Böylece (2.1.1) eşitliği elde edilir. X, Y ∈ Γ(TM) için Gauss formülünden

∇̄X ϕ̄Y = ∇X ϕ̄Y + h(X, ϕ̄Y )

= (∇X ϕ̄)Y + ϕ̄∇XY + h(X, ϕ̄Y )

= −g(X,Y )ξ + η(Y )X + ϕ̄∇XY + h(X, ϕ̄Y ) (2.1.4)

bulunur. Diğer taraftan

∇̄X ϕ̄Y = (∇X ϕ̄)Y + ϕ̄∇XY

= −g(X,Y )ξ + η(Y )X + ϕ̄∇XY + ϕ̄h(X, Y ) (2.1.5)

dir. (2.1.4) ve (2.1.5) eşitlikleri karşılaştırılırsa

h(X, ϕ̄Y ) = ϕ̄h(X, Y )

elde edilir. M nin ikinci temel formu h simetrik olduğundan (2.1.2) eşitliğine ulaşılır.

Son olarak X, Y ∈ Γ(TM) ve N ∈ Γ(TM⊥) için M nin ikinci temel formu ile şekil

operatörü arasındaki ilişki göz önüne alınarak

g(AN ϕ̄X, Y ) = g(h(ϕ̄X, Y ), N)

= g(ϕ̄h(X, Y ), N)

= −g(h(X, Y ), ϕ̄N)

= −g(Aϕ̄NX,Y )

yazılabilir. Buradan

AN ϕ̄X = −Aϕ̄NX

elde edilir. Benzer şekilde

g(ANX, ϕ̄Y ) = g(h(ϕ̄X, Y ), N)

olduğundan (1.4.7) eşitliği kullanılarak

g(ϕ̄ANX, Y ) = g(Aϕ̄NX,Y )
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bulunur. Buradan ise

ϕ̄ANX = Aϕ̄NX

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Önerme 2.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant altmanifoldu olsun. M nin ikinci temel formu

paralel ise M tamamen geodeziktir.

İspat. M nin ikinci temel formu h paralel ise X, Y ∈ Γ(TM) için

0 = (∇Xh)(Y, ξ) = ∇Xh(Y, ξ)− h(∇XY, ξ)− h(Y,∇Xξ)

dir. (2.1.1) ve (1.4.29) eşitliklerinden

h(ϕ̄X, Y ) = 0

elde edilir. O halde (2.1.2) eşitliğinden M nin tamamen geodezik olduğu görülür ve

ispat tamamlanır.

Teorem 2.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant altmanifoldu olsun.Eğer M tamamen umbilik

ise tamamen geodeziktir.

İspat. (2.1.1) eşitliğinden h(ξ, ξ) = 0 dır. Eğer M tamamen umbilik ise

h(ξ, ξ) = 0 = µg(ξ, ξ)

olacağından µ = 0 elde edilir. O halde her X,Y ∈ Γ(TM) için h(X,Y ) = 0 olur ve

ispat tamamlanır.

Teorem 2.1.2. M, (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde

bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun bir semi-paralel

altmanifold olması için gerek ve yeter şart M nin tamamen geodezik olmasıdır.

İspat. M nin bir semi-paralel altmanifold olduğunu kabul edelim. Böylece (1.1.7)

eşitliğinden

R⊥(X, Y )h(Z,W )− h(R(X,Y )Z,W )− h(Z,R(X, Y )W ) = 0
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yazılabilir. Son denklemde X =W = ξ alınırsa

R⊥(ξ, Y )h(Z, ξ)− h(R(ξ, Y )Z, ξ)− h(Z,R(ξ, Y )ξ) = 0

olur. M invaryant altmanifold olduğundan yukarıdaki eşitlikten

h(Z,R(ξ, Y )ξ) = 0 (2.1.6)

elde edilir. Bu durumda (2.1.1) ve (1.4.57) eşitlikleri (2.1.6) eşitliğinde kullanılırsa

Y, Z ∈ Γ(TM) için

h(Z, Y ) = 0

bulunur.

Tersine M tamamen geodezik ise M nin semi-paralel olacağı açıktır. Böylece

ispat tamamlanır.

Teorem 2.1.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin ikinci

temel formunun paralel olması için gerek ve yeter şart M nin tamamen geodezik

olmasıdır.

İspat. M nin ikinci temel formunun paralel olduğunu kabul edelim. (1.1.6) eşitliğinde

Z = ξ alınırsa

h(Y,∇Xξ) = 0

elde edilir. Böylece (1.4.52) eşitliği kullanılarak

h(Y, ϕ̄X) = 0

olduğu görülür. Bu son eşitlikte X yerine ϕ̄X alınıp (1.4.1) eşitliği kullanılırsa M

altmanifoldunun invaryant olduğuda göz önüne alındığında her X,Y ∈ Γ(TM) için

h(Y,X) = 0

bulunur. O halde M tamamen geodezik olur.

Tersine M tamamen geodezik ise ikinci temel form h nın paralel olacağı açıktır.

Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 2.1.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumdaM altmanifoldu-

nun 2-semi-paralel altmanifold olması için gerek ve yeter şart M nin tamamen

geodezik olmasıdır.

İspat. M invaryant altmanifoldun 2-semi-paralel olduğunu kabul edelim. Böylece

(1.1.8) eşitliğinde X = W = ξ alınırsa

0 = R⊥(ξ, Y )(∇̂h(Z, ξ, U)− (∇̂h)(R(ξ, Y )Z, ξ, U)

−(∇̂h)(Z,R(ξ, Y )ξ, U)− (∇̂h)(Z, ξ, R(ξ, Y )U)

yazılabilir. Bu son eşitlikte (1.1.6) ve (1.4.57) eşitlikleri kullanılırsa

0 = R⊥(ξ, Y )h(ϕ̄Z, U) + η(Z)h(ϕ̄Y, U)−∇⊥
Zh(Y, U)

+h(∇ZR(ξ, Y )ξ, U) + h(Y,∇ZU)− η(U)h(ϕ̄Z, Y )
(2.1.7)

elde edilir. Buradan (2.1.7) eşitliğinde U = ξ seçilir ve (2.1.1) eşitliği göz önüne

alınırsa

h(Y,∇Zξ)− η(ξ)h(ϕ̄Z, Y ) = 0

bulunur. Bu son (1.4.2) ve (1.4.52) eşitlikleri kullanılarak

h(ϕ̄Z, Y ) = 0 (2.1.8)

elde edilir. O halde (2.1.8) eşitliğinde Z yerine ϕ̄Z alınıp (1.4.1) eşitliği ile birlikte

M altmanifoldunun invaryant olduğu göz önüne alınırsa

h(Z, Y ) = 0

bulunur. Böylece M tamamen geodezik olur.

Tersine M tamamen geodezik ise M nin 2-semi-paralel olacağı açıktır. Böylece

ispat tamamlanır.

2.2 Anti-İnvaryant Altmanifoldlar

Bu ksımda para-Sasakian manifoldların anti-invaryant altmanifoldları incelenecektir.
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Tanım 2.2.1. M, (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun bir altmanifoldu olsun.

Eğer her x ∈M için ϕ̄(TxM) ⊂ TxM
⊥ iseM ye M̄ nin bir anti-invaryant altmanifol-

du denir.

Teorem 2.2.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M üzerinde indirgenmiş

konneksiyona göre ξ nın paralel olması için gerek ve yeter şart M nin bir anti-invar-

yant altmanifold olmasıdır.

İspat. ξ nın M üzerine indirgenmiş ∇ konneksiyonuna göre paralel olduğunu kabul

edelim. Gauss formülü ve (1.4.29) eşitliğinden

ϕ̄X = −∇Xξ − h(X, ξ) = −h(X, ξ) (2.2.1)

elde edilir. Buradan her X ∈ Γ(TM) için ϕ̄X ∈ TXM
⊥ olur. Bu ise M nin bir

anti-invaryant altmanifold olduğunu gösterir.

Tersine,M bir anti-invaryant altmanifold ise Gauss formülü ve (1.4.29) eşitliğinden

∇Xξ = 0 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 2.2.2. M, (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun bir altmanifoldu olsun.

Eğer ξ ∈ Γ(TM⊥), ise M bir anti-invaryant altmanifolddur.

İspat. ξ ∈ Γ(TM⊥) olduğundan Weingarten formülü ve (1.4.29) eşitliğinden her

X, Y ∈ Γ(TM) için

g(ϕ̄X, Y ) = −g(∇̄Xξ, Y )

= g(AξX,Y )− g(∇⊥
Xξ, Y )

= g(AξX,Y )

yazılabilir. (1.4.7) eşitliği ve şekil operatörünün simetrik olduğu göz önüne alınırsa

Aξ = 0

elde edilir. Buradan ϕ̄X ∈ Γ(TM⊥) elde edilir. BöyleceM , M̄ nin bir anti-invaryant

altmanifoldu olur ve ispat tamamlanır.
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Teorem 2.2.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM⊥)

olacak şekilde bir altmanifoldu olsun. Bu durumdaM nin bir anti-invaryant altmani-

fold olması için gerek ve yeter şart M nin tamamen geodezik olmasıdır.

İspat. M nin bir anti-invaryant altmanifold olduğunu kabul edelim. Bu durumda

her X, Y ∈ Γ(TM) için

g(AξX, Y ) = 0

olduğundan h(X,Y ) = 0 elde edilir.

Tersine M bir tamamen geodezik altmanifold olsun. Bu durumda Weingarten

formülü ve (1.4.29) eşitliğinden

g(ϕ̄X, Y ) = g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ) = 0

elde edilir. O halde g non-dejenere olduğundan her X ∈ Γ(TM) için ϕ̄X ∈ Γ(TM⊥)

olur ki bu da M nin bir anti-invaryant altmanifold olduğunu gösterir. Böylece ispat

tamamlanır.

2.3 Semi-İnvaryant Altmanifoldlar

Bu kısımda semi-invaryant altmanifoldun tanımı ve bu tipteki altmanifoldlara örnek-

ler verilerek distribüsyonlarla ilgili bazı özellikler incelenecektir.

Tanım 2.3.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve M,

M̄ nin bir altmanifoldu olsun. Eğer M üzerinde

i) TM = D⊥D⊥⊥ < ξ >, ξ ∈ Γ(TM),

ii) D distribüsyonu ϕ̄ invaryant, yani ϕ̄(D) = D,

iii) D⊥ distribüsyonu ϕ̄ invaryant, yani ϕ̄(D⊥) ⊆ TM⊥

olacak şekilde D ve D⊥ disrtibüsyonları var ise M ye M̄ nin bir semi-invaryant

altmanifoldu denir [43].

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve M de M̄ nin bir

altmanifoldu olsun. Herhangi bir X ∈ Γ(TM) için fX ve wX sırasıyla ϕ̄X in teğet

ve normal bileşenleri olmak üzere

ϕ̄X = fX + wX, (2.3.1)
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yazılabilir. Benzer şekilde herhangi bir N ∈ Γ(TM⊥) için

ϕ̄N = BN + CN, (2.3.2)

yazılabilir. Burada BN ve CN , ϕ̄N in teğet ve normal bileşenlerini göstermektedir.

Bu durumda (2.3.1) ve (2.3.2) eşitliklerinen

(∇̄X ϕ̄)Y = [(∇Xf)Y − AwXY −Bh(X, Y )]

+ [(∇Xw)Y + h(X, fY )− Ch(X,Y )] ,
(2.3.3)

(∇̄X ϕ̄)N = [(∇XB)N − ACNX − fANX]

+ [(∇XC)N + h(X,BN)− wANX]
(2.3.4)

elde edilir. Burada

(∇Xf)Y = ∇XfY − f∇XY, (∇Xw)Y = ∇⊥
XwY − w∇XY, (2.3.5)

(∇XB)N = ∇XBN −B∇⊥
XN, (∇XC)N = ∇⊥

XCN − C∇⊥
XN (2.3.6)

dir.

Örnek 2.3.1. Kabul edelim ki M̄ = R9, Örnek 1.4.1 de verilen (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile

birlikte hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. M̄ nin

x1 = −y1, x2 = −y2, x3 = x4, y3 = 0, y4 = 0,

ile verilen bir M altmanifoldunu göz önüne alalım. Bu durumda

U1 =
∂

∂x1
− ∂

∂y1

U2 =
∂

∂x2
− ∂

∂y2

U3 =
∂

∂x3
+

∂

∂x4

U4 =
∂

∂z

olmak üzere Sp{U1, U2, U3, U4} = TM dir.

N1 = − ∂

∂x1
+

∂

∂y1
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N2 = − ∂

∂x2
+

∂

∂y2

N3 = − ∂

∂x3
− ∂

∂x4

N4 = − ∂

∂y3
− ∂

∂y4

N5 =
∂

∂y3
+

∂

∂y4

olmak üzere Sp{N1, N2, N3, N4, N5} = TM⊥ dir. Eğer

D = Sp{U1, U2}, D⊥ = Sp{U3}, D̄ = Sp{N1, N2, N3, N4}, D̄⊥ = Sp{N5}

olarak alınırsa

ϕ̄D = D, ϕ̄D⊥ = D̄⊥, ϕ̄D̄ = D̄

olduğu görülür. BöyleceM , M̄ manifoldunun 4-boyutlu bir semi-invaryant altmanifoldu

olur.

Teorem 2.3.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold veM, M̄ nin bir semi-invar-

yant altmanifoldu olsun. Bu durumda D distribüsyonunun integrallenebilir olması

için gerek ve yeter şart her X, Y ∈ Γ(D) için

h(X, ϕ̄Y ) = h(ϕ̄X, Y ) (2.3.7)

olmasıdır.

İspat. X,Y ∈ Γ(D) ve Z ∈ Γ(D⊥) olsun. (1.1.2) göz önüne alınırsa

g([X, Y ], ϕ̄Z) = g(∇XY −∇YX, ϕ̄Z)

= g(∇̄XY − h(X, Y )− ∇̄YX + h(Y,X), ϕ̄Z) (2.3.8)

olur. İkinci temel form h simetrik olduğundan, (2.3.8) eşitliğinden

g([X, Y ], ϕ̄Z) = g(∇̄XY, ϕ̄Z)− g(∇̄YX, ϕ̄Z)

elde edilir. Bu eşitlikte (1.4.52) eşitliğinin kullanılması ile

g([X, Y ], ϕ̄Z) = g(ϕ̄∇̄YX,Z)− g(ϕ̄∇̄XY, Z)

= g((∇̄X ϕ̄)Y − ∇̄X ϕ̄Y, Z)− g((∇̄Y ϕ̄)X − ∇̄Y ϕ̄X, Z)

= −g(X, Y )η(Z) + g(X,Z)η(Y )− g(∇̄X ϕ̄Y, Z)

+g(X, Y )η(Z)− g(Y, Z)η(X) + g(∇̄Y ϕ̄X, Z)

= g(∇̄Y ϕ̄X, Z)− g(∇̄X ϕ̄Y, Z)

(2.3.9)
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bulunur. (2.3.9) eşitliğinde, (1.1.2) eşitliği tekrar kullanılırsa

g([X, Y ], ϕ̄Z) = g(∇Y ϕ̄X, Z) + g(h(Y, ϕ̄X), Z)

−g(∇X ϕ̄Y, Z)− g(h(X, ϕ̄Y ), Z)

= g(h(Y, ϕ̄X), Z)− g(h(X, ϕ̄Y ), Z)

= g(h(Y, ϕ̄X)− h(X, ϕ̄Y ), Z)

(2.3.10)

elde edilir. Kabul edelim ki D distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda

her X,Y ∈ Γ(D) için [X, Y ] ∈ Γ(D) olacağından (2.3.10) eşitliğinden (2.3.7) olduğu

görülür.

Tersine X,Y ∈ Γ(D) için h(X, ϕ̄Y ) = h(ϕ̄X, Y ) ise [X, Y ] ∈ Γ(D) olur. Böylece

ispat tamamlanır.

Teorem 2.3.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold veM, M̄ nin bir semi-invar-

yant altmanifoldu olsun. Bu durumda D⊥ distribüsyonunun integrallenebilir olması

için gerek ve yeter şart her X, Y ∈ Γ(D⊥) için

Aϕ̄XY = Aϕ̄YX

olmasıdır.

İspat. X,Y ∈ Γ(D⊥) olsun. Bu durumda (1.1.3), (1.4.52), (2.3.1) ve (2.3.2)

eşitlikleri kullanılarak

(∇̄X ϕ̄)Y = ∇̄X ϕ̄Y − ϕ̄∇̄XY

−g(X, Y )ξ + η(Y )X = −Aϕ̄XY +∇⊥
X ϕ̄Y − ϕ̄∇XY

−ϕ̄h(X, Y )

−g(X, Y )ξ = −Aϕ̄XY +∇⊥
X ϕ̄Y − f∇XY

−w∇XY −Bh(X,Y )− Ch(X,Y )

elde edilir. Son eşitliğin teğet kısımları birbirine eşitlenirse

−g(X, Y )ξ = −Aϕ̄XY − f∇XY −Bh(X,Y ) (2.3.11)

bulunur. (2.3.11) eşitliğinde X yerine Y alınarak

−g(Y,X)ξ = −Aϕ̄YX − f∇YX −Bh(Y,X)
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yazılır. Buradan her X, Y ∈ Γ(D⊥) için

0 = Aϕ̄YX − Aϕ̄XY + f∇XY − f∇YX

yani

Aϕ̄XY − Aϕ̄YX = f [X, Y ]

elde edilir. Kabul edelim ki D⊥ distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda

her X, Y ∈ Γ(D⊥) için [X, Y ] ∈ Γ(D⊥) olacağından f [X,Y ] = 0 yani

Aϕ̄XY = Aϕ̄YX

elde edilir.

Tersine X,Y ∈ Γ(D⊥) için Aϕ̄XY = Aϕ̄YX ise [X, Y ] ∈ Γ(D⊥) olur ve ispat

tamamlanır.

Teorem 2.3.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda D distribüsyonunun integrallenebilir ve

liflerinin M de tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart her X, Y ∈ Γ(D),

Z ∈ Γ(D⊥) için

g(h(X,Y ), ϕ̄Z) = 0

olmasıdır.

İspat. Her X, Y ∈ Γ(D) ve Z ∈ Γ(D⊥) için (1.1.2), (1.4.52) ve (2.3.1) kullanılırsa

g(h(X,Y ), ϕ̄Z) = g(∇̄XY, ϕ̄Z)

= −g(ϕ̄∇̄XY, Z)

= g((∇̄X ϕ̄)Y, Z)− g(∇̄X ϕ̄Y, Z)

= −g(X, Y )η(Z) + g(X,Z)η(Y )

−g(∇̄X ϕ̄Y, Z)

= −g(∇̄X ϕ̄Y, Z)

= −g(∇XfY, Z)

(2.3.12)

elde edilir. Kabul edelim ki D integrallenebilir ve lifleri tamamen geodezik olsun.

Bu durumda ∇XY ∈ Γ(D) olacağından g(h(X, Y ), ϕ̄Z) = 0 bulunur.
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Tersine g(h(X,Y ), ϕ̄Z) = 0 ise (2.3.12) eşitliğinden herX,Y ∈ Γ(D), Z ∈ Γ(D⊥)

için

g(∇XfY, Z) = 0

elde edilir. O halde ∇XfY ∈ Γ(D) dir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.3.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Eğer her X, Y ∈ Γ(D) için

h(X, Y ) = 0

ise M ye bir D-geodezik altmanifold denir.

Teorem 2.3.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda D distribüsyonunun integrallenebilir

ve liflerinin M̄ de tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart D-geodezik

altmanifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki D distribüsyonu integrallenebilir ve lifleri M̄ de tamamen

geodezik olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ(D) için ∇̄XY ∈ Γ(D) dir. Böylece

(1.1.3) eşitliğinden her N ∈ Γ(TM⊥) için

g(h(X,Y ), N) = g(∇̄XY,N) = 0,

yani M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik bir altmanifold olur.

TersineM, M̄ nin birD-geodezik semi-invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda

her X, Y ∈ Γ(D) ve N ∈ Γ(TM⊥) için

g(∇̄XY,N) = g(∇XY + h(X,Y ), N)

= g(h(X,Y ), N)

= 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.3.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Her X ∈ Γ(D), Y ∈ Γ(D⊥) için h(X,Y ) = 0 ise M

ye bir mixed geodezik altmanifold denir.
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Teorem 2.3.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin mixed geodezik semi-invaryant

altmanifold için gerek ve yeter şart her X ∈ Γ(D) ve N ∈ Γ(TM⊥) için AN ϕ̄X ∈

Γ(D) olmasıdır.

İspat. M, M̄ para-Sasakian manifoldunun bir semi-invaryant altmanifoldu olsun.

Bu durumda (1.1.3) eşitliğinden her X ∈ Γ(D), Y ∈ Γ(D⊥) ve N ∈ Γ(TM⊥) için

g(h(ϕ̄X, Y ), N) = g(∇̄Y ϕ̄X −∇Y ϕ̄X,N)

= g(∇̄Y ϕ̄X,N)

yazılabilir. Buradan

g(h(ϕ̄X, Y ), N) = Y g(ϕ̄X,N)− g(ϕ̄X, ∇̄YN)

= −g(ϕ̄X, ∇̄YN) (2.3.13)

elde edilir. (2.3.13) eşitliğinde Weingarten formülü kullanılırsa

g(h(ϕ̄X, Y ), N) = g(ϕ̄X,AYN)− g(ϕ̄X,∇⊥
YN)

= g(ϕ̄X,AYN)

= Ng(ϕ̄X, Y )− g(AN ϕ̄X, Y )

= g(AN ϕ̄X, Y ) (2.3.14)

bulunur. Kabul edelim ki M bir mixed geodezik altmanifold olsun. Bu durumda

X ∈ Γ(D), Y ∈ Γ(D⊥) için h(ϕ̄X, Y ) = 0 olacağından AN ϕ̄X ∈ Γ(D) olur.

Tersine AN ϕ̄X ∈ Γ(D) ise (2.3.14) eşitliği göz önüne alınırsa M nin bir mixed

geodezik altmanifold olduğu kolaylıkla görülür.

Tanım 2.3.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir semi-

invaryant altmanifoldu olsun. Eğer her X,Y ∈ Γ(TM) ve bir H ∈ Γ(TM⊥) normal

vektör alanı için

h(X, Y ) = g(ϕ̄X, ϕ̄Y )H + η(X)h(Y, ξ) + η(Y )h(X, ξ), (2.3.15)

ise, M ye tamamen parakontakt umbilik altmanifold denir.
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Özel olarak (2.3.15) eşitliğinde H = 0 ise yani M nin ikinci temel formu

h(X,Y ) = η(X)h(Y, ξ) + η(Y )h(X, ξ), (2.3.16)

şeklinde veriliyor ise M ye bir tamamen parakontakt geodezik altmanifold denir.

Teorem 2.3.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifoldun bir tamamen parakontakt

umbilik semi-invaryant altmanifoldu tamamen parakontakt geodeziktir.

İspat. M , M̄ para-Sasakian manifoldun bir tamamen parakontakt umbilik semi-invar-

yant altmanifoldu olsun. Her X ∈ Γ(TM̄) için (1.4.1) eşitliğinden

(∇̄X ϕ̄)ϕ̄X = ∇̄X ϕ̄
2X − ϕ̄∇̄X ϕ̄X

= ∇̄XX − (Xη(X))ξ − η(X)∇̄Xξ − ϕ̄∇̄X ϕ̄X

= ϕ̄2∇̄XX − (∇̄Xη)(X)ξ − η(X)∇̄Xξ − ϕ̄∇̄X ϕ̄X

= −ϕ̄∇̄X ϕ̄X − (∇̄Xη)(X)ξ − η(X)∇̄Xξ (2.3.17)

elde edilir. Diğer taraftan (1.4.52) eşitliği kullanılırsa

(∇̄X ϕ̄)X = −ḡ(X,X)ξ + η(X)X

ve

ḡ(∇̄Xξ,X) = (∇Xη)(X) = 0

olur. Böylece

(∇̄X ϕ̄)ϕ̄X = −η(X)ϕ̄X − η(X)∇̄Xξ (2.3.18)

= 0

elde edilir. Şimdi kabul edelim ki X ∈ Γ(D) olsun. (2.3.18) eşitliğinden

g((∇̄X ϕ̄)ϕ̄X,H) = 0

olur. Son eşitlikte (1.4.1) eşitliği kullanılır ve ∇̄ nın Levi-Civita konneksiyonu olduğu

göz önüne alınırsa

0 = g(∇̄X ϕ̄
2X − ϕ̄∇̄X ϕ̄X,H)

= g(∇̄XX,H) + g(∇̄X ϕ̄X, ϕ̄H)

= Xg(X,H)− g(X, ∇̄XH) + g(∇̄X ϕ̄X, ϕ̄H)

= −g(X, ∇̄XH) + g(∇̄X ϕ̄X, ϕ̄H)

= −g(AHX,X) + g(Aϕ̄HX, ϕ̄X)
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bulunur. Buradan (1.1.4) kullanılarak

0 = g(h(X, ϕ̄X), ϕ̄H)− g(h(X,X), H) (2.3.19)

elde edilir. Böylece (2.3.16) ve (2.3.19) eşitlikleri göz önüne alınırsa

g(X,X)g(H,H) = 0

yani H = 0 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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BÖLÜM 3

PARA-SASAKIAN MANİFOLDLARIN

DEJENERE ALTMANİFOLDLARI

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda para-Sasakian manifoldların light-

like hiperyüzeyleri incelendi. Ayrıca para-Sasakian manifoldların invaryant ve screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyleri tanıtılarak örnekler verildi. İkinci kısım para-

Sasakian uzay formun lightlike hiperyüzeylerine ayrıldı. Son kısımda ise para-Sasa-

kian manifoldların invaryant, parakontakt CR-lightlike ve radikal transversal lightlike

altmanifoldlarına yer verildi.

3.1 Para-Sasakian Manifoldların Lightlike Hiperyüzeyleri

Bu kısımda para-Sasakian manifoldların lightlike hiperyüzeyleri tanımlanarak bazı

özel lightlike hiperyüzeyler incelenecektir.

M̄ , (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile birlikte (2n+1)-boyutlu para-Sasakian manifold veM de

M̄ nin ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. E ve N sırasıyla,

Rad TM ve ltr(TM) nin lokal kesitleri olmak üzere (1.4.8) eşitliği kullanılırsa

η(E) = 0, η(N) = 0 (3.1.1)

olur. Diğer taraftan (1.4.7) eşitliği göz önüne alınırsa ϕ̄E ve ϕ̄N alanlarının birer

lightlike vektör alanı olduğu kolaylıkla görülebilir. Ayrıca

ϕ̄2E = E, ϕ̄2N = N

dir. Herhangi bir X ∈ Γ(TM) için

ϕ̄X = ϕX + u(X)N (3.1.2)

yazılabilir. Burada ϕX ∈ Γ(TM) ve

u(X) = ḡ(ϕ̄X,E) = −ḡ(X, ϕ̄E) (3.1.3)
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dir.

Önerme 3.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) (2n+1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de

M̄ nin ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda E ve

N sırasıyla, Rad TM ve ltr(TM) nin lokal kesitleri olmak üzere

ḡ(ϕ̄E,N) = −g(ANE, ξ) (3.1.4)

dir.

İspat. (1.2.4), (1.2.5) ve (1.4.52) eşitlikleri ile birlikte ∇̄ konneksiyonunun Levi-Civita

konneksiyonu olduğu göz önüne alınırsa

ḡ(ϕ̄E,N) = −ḡ(∇̄Eξ,N)

= −Eḡ(ξ,N) + ḡ(ξ, ∇̄EN)

= ḡ(ξ, ∇̄EN)

olur. Bu durumda (1.2.8) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄E,N) = −g(ANE, ξ)

elde edilir.

Uyarı 3.1.1. (1.4.7) eşitliği göz önüne alındığında

ḡ(ϕ̄E,E) = 0

olduğu görülür ki bu da ϕ̄E nin ltr(TM) bileşeninin olmadığını gösterir, yani ϕ̄E ∈

Γ(TM) dir. Diğer taraftan (3.1.4) eşitliği ϕ̄E nin Rad TM bileşeninin olabileceğini

gösterir. Böylece P : Γ(TM) → Γ(S(TM)) bir kanonik projeksiyon olmak üzere her

X ∈ Γ(TM) için

X = PX + θ(X)E (3.1.5)

yazılabilir. Bu durumda

ϕ̄E = ϕE = Pϕ̄E + θ(ϕ̄E)E (3.1.6)

elde edilir.
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Önerme 3.1.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) (2n+1)-boyutlu bir para-Sasakian manifold ve M de

M̄ nin ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her

X, Y ∈ Γ(TM) için

g(X,ϕY ) = −g(ϕX, Y )− (u⊗ θ + θ ⊗ u)(X, Y ), (3.1.7)

g(ϕX, ϕY ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y )

−u(X)θ(ϕY )− u(Y )θ(ϕX)
(3.1.8)

dir.

İspat. Her X, Y ∈ Γ(TM) için (3.1.2) ve (3.1.3) eşitlikleri kullanılırsa

ḡ(ϕ̄X, Y ) = g(ϕX + u(X)N, Y )

= g(ϕX, Y ) + u(X)g(N, Y )

ve

ḡ(X, ϕ̄Y ) = g(X,ϕY + u(Y )N)

= g(X,ϕY ) + u(Y )g(X,N)

elde edilir. Burada (1.4.7) eşitliği göz önüne alınırsa

g(X,ϕY ) = −g(ϕX, Y )− u(X)g(N, Y )

−u(Y )g(X,N)

olur. Böylece (3.1.7) eşitliği elde edilmiş olur.

Benzer olarak (1.4.7) ve (3.1.2) eşitliklerinden

ḡ(ϕ̄X, ϕ̄Y ) = g(ϕX + u(X)N,ϕY + u(Y )N)

−g(X, Y ) + η(X)η(Y ) = g(ϕX, ϕY ) + u(Y )g(ϕX,N)

+u(X)g(ϕY,N)

bulunur. Buradan ise

g(ϕX, ϕY ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y )

−u(X)θ(ϕY )− u(Y )θ(ϕX)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold, M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

g(ξ, ϕX) = 0

dır.

Önerme 3.1.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold, M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

ϕ2X = X − η(X)ξ − u(ϕX)N − u(X)ϕ̄N, (3.1.9)

∇Xξ = −ϕX, (3.1.10)

B(X, ξ) = −u(X) (3.1.11)

dir.

İspat. Her X ∈ Γ(TM) için (3.1.2) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanıp, (1.4.1)

eşitliği göz önüne alınırsa

ϕ̄(ϕ̄X) = ϕ̄(ϕX) + u(X)ϕ̄N

X − η(X)ξ = ϕ2X + u(ϕX)N + u(X)ϕ̄N

bulunur. Buradan ise

ϕ2X = X − η(X)ξ − u(ϕX)N − u(X)ϕ̄N

elde edilir. Diğer taraftan (1.2.10), (1.4.52) ve (3.1.2) eşitlikleri kullanılırsa her

X ∈ Γ(TM) için

∇Xξ +B(X, ξ) = −ϕX − u(X)N

elde edilir. Bu eşitliğin teğet ve transversal kısımları karşılaştırılırsa sırasıyla (3.1.10)

ve (3.1.11) eşitliklerine ulaşılır ve ispat tamamlanır.

3.1.1 İnvaryant Lightlike Hiperyüzeyler

Bu alt kısımda para-Sasakian manifoldların invaryant lightlike hiperyüzeyleri tanıtıla-

rak örnekler verilecektir. Ayrıca bir para-Sasakian manifoldun bir lightlike hiperyüze-

yinin invaryant olma şartları incelenecektir.

65



Tanım 3.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold, M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

ϕ̄(S(TM)) ⊆ S(TM)

ise M ye M̄ nin bir invaryant lightlike hiperyüzeyi denir.

Örnek 3.1.1. {x1, x2, y1, y2, z} koordinat sistemi ile verilen 5-boyutlu bir M̄ reel

uzayı üzerinde

e1 =
∂

∂x1
, e2 =

∂

∂x2
,

e3 =
1

1 + y21

∂

∂x1
+

∂

∂y1
− 2x1

∂

∂z
, (3.1.12)

e4 =
1

1 + y21

∂

∂x2
+

∂

∂y2
− 2x2

∂

∂z
,

e5 =
∂

∂z

vektörlerinden oluşan {e1, e2, e3, e4, e5} çatısını göz önüne alalım [41]. (ϕ̄, ξ, η) üçlüsünü

η = 2x1dy1 + 2x2dy2 + dz, ξ = e5, (3.1.13)

ϕ̄e1 = −e1, ϕ̄e2 = −e2, ϕ̄e3 = e3, (3.1.14)

ϕ̄e4 = e4, ϕ̄e5 = e5

olacak şekilde tanımlayalım. Buradan

η(e1) = η(e2) = η(e3) = η(e4) = 0, η(e5) = 1 (3.1.15)

olduğu görülür. Öyleyse X = a1e1+a2e2+a3e3+a4e4+a5e5 ∈ Γ(TM̄) için (3.1.15)

eşitliğinden

η(X) = a5 (3.1.16)

ve

ϕ̄2X = ϕ̄(ϕ̄X)

= ϕ̄(−a1e1 − a2e2 + a3e3 + a4e4)

= a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4

= X − η(X)ξ (3.1.17)
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elde edilir. Ayrıca

η(ξ) = 1 ve η ◦ ϕ̄ = 0 (3.1.18)

dır. Böylece (3.1.17) ve (3.1.18) eşitliklerinden (ϕ̄, ξ, η) yapısının M̄ üzerinde bir

hemen hemen parakontakt yapı olduğu görülür.

Şimdi M̄ üzerinde

ḡ(e1, e3) = ḡ(e3, e1) = ḡ(e2, e4) = ḡ(e4, e2) = ḡ(e5, e5) = 1

ḡ(ei, ej) = 0, diğer tüm durumlarda

şeklinde bir ḡ metriğini tanımlayalım. Bu durumda ḡ metriği

ḡ =



0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1


formunda yazılabilir. O halde

X = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 + a5e5 ∈ Γ(TM̄)

Y = b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + b5e5 ∈ Γ(TM̄)

vektör alanları için

ϕ̄X = −a1e1 − a2e2 + a3e3 + a4e4

ve

ϕ̄Y = −b1e1 − b2e2 + b3e3 + b4e4

olacağından

ḡ(X,Y ) = a1b3 + a3b1 + a2b4 + a4b2 + a5b5, (3.1.19)

ḡ(ϕ̄X, ϕ̄Y ) = −a1b3 − a3b1 − a2b4 − a4b2 (3.1.20)

ve

η(X) = a5, η(Y ) = b5 (3.1.21)

elde edilir. (3.1.19), (3.1.20) ve (3.1.21) eşitliklerinden her X, Y ∈ Γ(TM̄) için

ḡ(ϕ̄X, ϕ̄Y ) = −ḡ(X,Y ) + η(X)η(Y ) (3.1.22)
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olduğu görülür. Ayrıca

η(X) = a5 = ḡ(X, ξ) (3.1.23)

dir. Bu durumda (3.1.22) ve (3.1.23) eşitliklerinden (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile birlikte M̄

manifoldu bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olur.

Şimdi (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt metrik manifoldunun

x1 = arctan y1

ile tanımlanan bir M hiperyüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda

U1 =
∂

∂x2
, U2 =

1

1 + y21

∂

∂x1
+

∂

∂y1
,

U3 =
∂

∂y2
, U4 =

∂

∂z

olmak üzere Sp{U1, U2, U3, U4} = TM dir. (3.1.12) eşitliği ile verilen {e1, e2, e3, e4, e5}

çatısı göz önüne alınırsa

U1 = e2,

U2 = e3 + 2x1e5,

U3 = − 1

1 + y21
e2 + e4 + 2x2e5,

U4 = e5

şeklinde yazılabileceğinden ḡ metriğinden hiperyüzey üzerine indirgenen metrik g

olmak üzere

g =


0 0 1 0

0 4x21 4x1x2 2x1

1 4x1x2 − 2
1+y21

+ 4x22 2x2

0 2x1 2x2 1


dir. detg = 0 dır, yani hiperyüzey üzerine indirgenen metrik dejenere olduğundan

M, M̄ nin bir lightlike hiperyüzeyi olur. M hiperyüzeyinin radikali Rad TM =

Sp{E} olacak şekilde E vektör alanını belirleyelim.

E = c1U1 + c2U2 + c3U3 + c4U4

olsun. Bu durumda

g(E,E) = 0 ve g(E,Ui) = 0
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olacağından

g(E,E) = 2c1c3 + (8x1x2)c2c3 + (4x1)c2c4 + (4x2)c3c4

+(4x21)c
2
2 +

(
4x22 −

2

1 + y21

)
c23 + c24

= 0

g(E,U1) = c3 = 0

g(E,U2) = (4x21)c2 + (4x1x2)c3 + (2x1)c4

= 0

g(E,U3) = c1 + (4x1x2)c2 +

(
4x22 −

2

1 + y21

)
c3

+(2x2)c4

= 0

g(E,U4) = (2x1)c2 + (2x2)c3 + c4

= 0

olur. Buradan

c1 = 0, c2 = 1, c3 = 0, c4 = −2x1

bulunur. Böylece

E = U2 − 2x1U4 = e3

elde edilir. O zaman N = e1 olmak üzere lightlike transversal vektör demeti Sp{N} =

ltr(TM) dir. Diğer taraftan

W1 = e2,W2 = e4,W3 = e5 (3.1.24)

olmak üzere Sp{W1,W2,W3} = S(TM) olur. Bu durumda

ϕ̄W1 = −W1, ϕ̄W2 = W2, ϕ̄W3 = 0

elde edilir ki bu ϕ̄(S(TM)) ⊆ S(TM) olduğunu gösterir. Böylece M, M̄ nin bir

invaryant lightlike hiperyüzeyi olur.

69



Teorem 3.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold, M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda M nin bir invaryant

lightlike hiperyüzeyi olması için gerek ve yeter şart

ϕ̄(Rad TM) = Rad TM ve ϕ̄ltr(TM) = ltr(TM)

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim kiM, M̄ nin bir invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Herhangi

bir X ∈ Γ(TM) için (3.1.5) ve (3.1.6) eşitlikleri kullanılırsa

g(Pϕ̄E, PX) = 0

elde edilir. Bu eşitlikten ϕ̄E nin S(TM) de bileşeni olmadığı görülür. Ayrıca

(1.4.7) eşitliği göz önüne alındığında ϕ̄E nin ltr(TM) bileşenide yoktur. Böylece

ϕ̄(Rad TM) = Rad TM olur.

Diğer taraftan ltr(TM) nin herhangi bir N lokal kesiti için (3.1.5) eşitliğinden

ϕ̄N = Pϕ̄N + ḡ(ϕ̄N,E)N

yazılabilir. Bu durumda bir X ∈ Γ(TM) için son eşitlikten

g(Pϕ̄N, PX) = 0

elde edilir. O halde ϕ̄N nin S(TM) de bileşeni yoktur. Ayrıca

ḡ(ϕ̄N,N) = 0

olduğundan ϕ̄N nin Rad TM de bileşeni olmadığı görülür. Böylece ϕ̄ltr(TM) =

ltr(TM) olur.

Tersine ϕ̄(Rad TM) = Rad TM ve ϕ̄ltr(TM) = ltr(TM) olsun. Herhangi bir

X ∈ Γ(S(TM)) için

ḡ(ϕ̄X,E) = −ḡ(X, ϕ̄E) = 0

elde edilir ki bu ϕ̄X in ltr(TM) bileşeni olmadığını verir. Benzer şekilde

ḡ(ϕ̄X,N) = −ḡ(X, ϕ̄N) = 0

dır. Bu durumda ϕ̄X in Rad TM bileşeni yoktur. Böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.1.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold, M de M̄ nin ξ ∈ Γ(TM)

olacak şekilde bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumdaM nin M̄ nin bir invaryant

lightlike hiperyüzeyi olması için gerek ve yeter şart

ϕ̄E = ±E ve ϕ̄N = ±N (3.1.25)

olmasıdır.

Teorem 3.1.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve M,

M̄ nin bir invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda (M,ϕ, ξ, η, g) de bir

hemen hemen parakontakt metrik manifolddur.

İspat. Kabul edelim kiM, M̄ nin bir invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. O halde

her X, Y ∈ Γ(TM) için (3.1.5) eşitliğinden

ϕ̄X = ϕX (3.1.26)

yazılabilir. (3.1.26) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulayıp (1.4.1) kullanılırsa

ϕ̄(ϕ̄X) = ϕ̄(ϕX)

ϕ̄2X = ϕ2X

yani

ϕ2X = X − η(X)ξ (3.1.27)

elde edilir. Benzer şekilde (3.1.26) eşitliğinde X yerine ξ alınıp (1.4.3) kullanılırsa

ϕξ = 0 (3.1.28)

olur. (3.1.27) ve (3.1.28) eşitlikleri birlikte göz önüne alınırsa

n ◦ ϕ = 0 ve η(ξ) = 1 (3.1.29)

elde edilir. Diğer taraftan her X, Y ∈ Γ(TM) için (3.1.8) eşitliğinden

g(ϕX, ϕY ) = −g(X,Y ) + η(X)η(Y ) (3.1.30)

bulunur. Böylece (3.1.27)-(3.1.30) eşitliklerinden, (M,ϕ, ξ, η, g) nin bir hemen hemen

parakontakt metrik manifold olduğu görülür.
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Önerme 3.1.4. M, (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun bir invaryant lightlike

hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

g(ANX, ξ) = 0

dır.

İspat. Lightlike transversal vektör demeti ltr(TM) nin herhangi bir N lokal kesiti

için g(N, ξ) = 0 olduğundan (1.4.52) eşitliği kullanılırsa

g(∇̄XN, ξ) = −g(N, ∇̄Xξ) = g(N, ϕ̄X)

elde edilir. M bir invaryant hiperyüzey olduğundan bu son eşitlikte (1.2.6) ayrışımı

kullanılırsa

0 = g(∇̄XN, ξ)

= g(−ANX + τ(X)N, ξ)

= g(ANX, ξ)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun bir invaryant lightlike M

hiperyüzeyide bir para-Sasakian yapıya sahiptir. Ayrıca her X, Y ∈ Γ(TM) için

B(X,ϕY )N −B(X, Y )ϕN = 0, (3.1.31)

ϕ(ANX) = AϕNX − θ(X)ξ (3.1.32)

dir.

İspat. Her X, Y ∈ Γ(TM) için (1.2.10) ve (3.1.26) eşitlikleri kullanılırsa

(∇̄X ϕ̄)Y = ∇̄X ϕ̄Y − ϕ̄∇̄XY

= ∇̄XϕY − ϕ̄(∇XY +B(X, Y )N)

= ∇XϕY +B(X,ϕY )N − ϕ∇XY −B(X, Y )ϕN

= (∇Xϕ)Y +B(X,ϕY )N −B(X,Y )ϕN (3.1.33)
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elde edilir. (3.1.33) eşitliğinde (1.4.52) kullanılırsa

−g(X, Y )ξ + η(Y )X = (∇Xϕ)Y +B(X,ϕY )N −B(X,Y )ϕN (3.1.34)

bulunur. (3.1.34) eşitliğin her iki tarafındaki teğet bileşenleri göz önüne alınırsa

(∇Xϕ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X

olur. Böylece, (1.4.52) eşitliği ile birlikte Teorem 3.1.2 den, M invaryant lightlike

hiperyüzeyi (ϕ, ξ, η, g) dörtlüsü ile birlikte para-Sasakian manifold olur. Diğer taraftan

(3.1.34) eşitliğinin her iki tarafının transversal bileşenlerinin eşitliğinden (3.1.31) elde

edilir.

Ayrıca (1.4.52) eşitliğinde Y yerine N alınırsa

(∇̄X ϕ̄)N = −ḡ(X,N)ξ + η(N)X

= −θ(X)ξ

yazılabilir. Buradan ise

−θ(X)ξ = (∇̄X ϕ̄)N

= ∇̄X ϕ̄N − ϕ̄∇̄XN

= −Aϕ̄NX + ḡ(∇̄X ϕ̄N,E)N + ϕ̄ANX − τ(X)ϕ̄N

elde edilir. Bu son eşitlikte (3.1.26) kullanılıp, eşitliğin teğet bileşenleri göz önüne

alınırsa (3.1.32) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) 3-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold ve M de

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde M̄ nin bir lightlike hiperyüzeyi olsun. ξ null olmayan bir

vektör alanı olduğundan S(TM) ye aittir. Böylece TM̄ nin {ξ, E,N} şeklinde bir

quasi-ortonormal çatısı vardır. TM̄ nin {ξ, E,N} quasi-ortonormal çatısı göz önüne

alındığında

ϕ̄E = aξ + bE + cN

ve

ϕ̄N = dξ + eE + fN

yazılabilir. Burada

a = ḡ(ϕ̄E, ξ) = 0, b = ḡ(ϕ̄E,N), c = ḡ(ϕ̄E,E) = 0,
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d = ḡ(ϕ̄N, ξ) = 0, e = ḡ(ϕ̄N,N) = 0, f = ḡ(ϕ̄E,N) = b

dir. Bu durumda

ϕ̄E = bE ve ϕ̄N = bN (3.1.35)

elde edilir. Böylece ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde M̄ nin her lightlike hiperyüzeyi daima

bir invaryant lightlike hiperyüzey olur.

Örnek 3.1.2. M̄ = R3, Örnek 1.4.1 de verilen (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile birlikte bir

3-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. M̄ nin

x1 = y1

ile tanımlanan M yüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda M bir lightlike yüzeydir.

Rad TM ve ltr(TM) sırasıyla

Rad TM = Sp

{
E =

∂

∂x1
+

∂

∂y1

}
ve

ltr(TM) = Sp

{
N =

1

2

(
∂

∂x1
− ∂

∂y1

)}
ile verilir. O halde ξ = ∂

∂z
olmak üzere

S(TM) = Sp {ξ}

dir. Böylece

ϕ̄E =
∂

∂y1
+

∂

∂x1
= E

ve

ϕ̄N =
1

2

(
∂

∂y1
− ∂

∂x1

)
= −N

olduğundan M bir invaryant lightlike hiperyüzeydir.
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Örnek 3.1.3. Örnek 1.4.2 de verilen H3
1 para-Sasakian manifoldunu göz önüne

alalım. H3
1 ün

x1 − x3 = 0

ile tanımlanan bir M lightlike yüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda

Rad TM = Sp {E = U1}

S(TM) = Sp {W = −x1U1 − U2}

olur. Burada

U1 =
∂

∂x1
+

∂

∂x3
∈ Γ(TM)

U2 = x4
∂

∂x2
+ x2

∂

∂x4
∈ Γ(TM)

dir. O halde lightlike transversal distribüsyon

ltr(TM) = Sp

{
1

2
(
∂

∂x1
− 2x1
x2 + x4

∂

∂x2
− ∂

∂x3
+

2x1
x2 + x4

∂

∂x4
)

}
şeklindedir. Böylece

ϕ̄E = E ve ϕ̄N = −N

olduğundan M , H3
1 ün bir invaryant lightlike hiperyüzeyi olur.

3.1.2 Screen Semi-İnvaryant Lightlike Hiperyüzeyler

Eğer E,Γ(Rad TM) nin lokal bir kesiti ise (1.4.7) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄E,E) = 0

elde edilir. Böylece ϕ̄E ∈ Γ(TM) olur ve buradanM üzerinde 1-boyutlu ϕ̄(Rad TM)

distribüsyonu elde edilir.

Tanım 3.1.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen parakontakt metrik

manifold ve M de M̄ nin bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

ϕ̄(Rad TM) ⊂ S(TM)

ve

ϕ̄(ltr(TM)) ⊂ S(TM)

ise M ye M̄ nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi denir.
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Örnek 3.1.4. Kabul edelim ki M̄ = R7, Örnek 1.4.1 de verilen (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile

birlikte 7-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ)

hemen hemen parakontakt metrik manifoldunun

x1 = y1 + x2 + y2 + x3 + y3

ile tanımlanan bir M hiperyüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda

U1 =
∂

∂x1
+

∂

∂y1
, U2 =

∂

∂x1
+

∂

∂x2
,

U3 =
∂

∂x1
+

∂

∂y2
, U4 =

∂

∂x1
+

∂

∂x3
,

U5 =
∂

∂x1
+

∂

∂y3
, U6 =

∂

∂z

olmak üzere TM = Sp{U1, U2, U3, U4, U5, U6} dır. O halde radikal distribüsyon ve

lightlike transversal distribüsyon

Rad TM = Sp {E = U1 − U2 + U3 − U4 + U5}

ve

ltr(TM) = Sp

{
N = 2

∂

∂x1
+

3

2

∂

∂y1
+

∂

∂y2
− 1

2

∂

∂x3
− ∂

∂y3

}
ile verilir. Ayrıca

W1 = U6,

W2 = U1 + U2 − U3 + U4 − U5,

W3 = U1 − U3 + U5,

W4 = −2U1 − U2 + U4 +
1

2
U5,

W5 = 4U1 + U2 − U4

olmak üzere S(TM) = Sp{W1,W2,W3,W4,W5} olur. Burada

ϕ̄E = W2 ∈ Γ(S(TM))

ve

ϕ̄N = − W4 ∈ Γ(S(TM))

olduğu kolayca görülebilir. Böylece M , M̄ nin bir screen semi-invaryant lightlike

hiperyüzeyi olur.
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Bu kısımda (M, g, S(TM)) ile (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt metrik

manifoldun bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyini göstereceğiz. M bir

screen semi-invaryant lightlike hiperyüzey ise ϕ̄E ∈ Γ(S(TM)) dir. Lightlike transver-

sal vektör demeti ltr(TM) nin bir lokal kesiti N olmak üzere (1.2.6) ayrışımı göz

önüne alındığında

ḡ(ϕ̄E,N) = 0

yazılabilir. Bu eşitlikte (1.4.7) kullanılırsa

ḡ(ϕ̄E,N) = −ḡ(E, ϕ̄N) = 0, ḡ(N, ϕ̄N) = 0

elde edilir ki bu eşitlikten ϕ̄N ∈ Γ(S(TM)) olduğu görülür. (1.2.2) ayrışımı göz

önüne alındığında ϕ̄N, S(TM)⊥ e ortogonal olur. Üstelik (1.4.6) eşitliğinde (1.2.4)

kullanılırsa

ḡ(ϕ̄E, ϕ̄N) = −ḡ(E,N) + η(E)η(N) = −1 (3.1.36)

bulunur. Bu durumda ϕ̄(Rad TM) ⊕ ϕ̄ltr(TM), S(TM) ekran distribüsyonunun

rankı 2 olan bir altvektör demetidir. ϕ̄(Rad TM)⊕ϕ̄ltr(TM) ve S(TM) distribüsyon-

ları non-dejenere olduğundan

S(TM) =
{
ϕ̄(Rad TM)⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
⊥D0 (3.1.37)

olacak şekilde dejenere olmayan bir tek D0 distribüsyonu tanımlanabilir [44]. O

halde ξ ∈ Γ(D0) ve D0, ϕ̄-invaryanttır yani ϕ̄D0 = D0 dır. Böylece (1.2.1), (1.2.6)

ve (3.1.37) ayrışımlarından

TM =
{
ϕ̄(Rad TM)⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
⊥D0⊥Rad TM (3.1.38)

ve

TM̄ =
{
ϕ̄(Rad TM)⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
⊥D0⊥{Rad TM ⊕ ltr(TM)} (3.1.39)

yazılabilir.

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt manifoldunu göz önüne alalım. Kabul

edelim ki U , M̄ üzerinde bir koordinat komşuluğu ve e1, ξ ye teğet olacak şekilde U

üzerinde herhangi bir birim vektör alanı olsun. Bu durumda ϕ̄e1, e1 ve ξ ye ortogonal
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vektör alanı ve ḡ(ϕ̄e1, ϕ̄e1) = −1 dir. ξ, e1 ve ϕ̄e1 e ortogonal olacak şekilde e2 birim

vektör alanını seçelim. O halde ϕ̄e2, e1, e2 vektör alanları ϕ̄e1 ve ξ ye ortogonal

ve | ϕ̄e2 |2= −1 olur. Bu şekilde devam ederek bir {ei, ϕ̄ei, ξ} kümesi elde edilir.

Şimdi i = 1, ..., n−2 olmak üzere ei, ϕ̄ei vektör alanları ξ ye ortogonal olacak şekilde

en−1 = E+N√
2

birim vektör alanını alalım. Bu durumda i = 1, ..., n − 2 olmak üzere

ϕ̄en−1 = ϕ̄E+ϕ̄N√
2

, ei, ϕ̄ei vektör alanları ξ ye ortogonal ve ḡ(ϕ̄en−1, ϕ̄en−1) = −1

dir. Benzer şekilde ei, ϕ̄ei, (i = 1, ..., n − 1) vektör alanları ξ ye ortogonal olmak

üzere en = ϕ̄E−ϕ̄N√
2

birim vektör alanını elde edelir. Buradan ϕ̄en = E−N√
2

nin ei,

ϕ̄ei, (i = 1, ..., n − 1) ve ξ vektör alanlarına ortogonal ve ḡ(ϕ̄en, ϕ̄en) = −1 olduğu

görülür. Böylece M̄ nin bir quasi-ortonormal {ei, ϕ̄ei, E,N, ϕ̄E, ϕ̄N, ξ} (i = 1, ..., n−

2) bazından M̄ nin ϕ̄- bazı olarak adlandırılan{
ei, en−1 =

E +N√
2

, en =
ϕ̄E − ϕ̄N√

2
, ϕ̄ei, ϕ̄en−1 =

ϕ̄E + ϕ̄N√
2

, ϕ̄en =
E −N√

2
, ξ

}
lokal ortonormal bazı elde edilir. Burada i = 1, ..., n− 2 dir. Bu durumda aşağıdaki

önerme elde edilir.

Önerme 3.1.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen parakontakt metrik

manifold ve (M, g, S(TM)) de M̄ nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi

olsun. Bu durumda M̄ üzerinde M̄ nin {ei, ϕ̄ei, E,N, ϕ̄E, ϕ̄N, ξ}, i = 1, ..., n − 2,

quasi-ortonormal bazından elde edilen bir ϕ̄-bazı vardır.

Şimdi (M, g, S(TM)) üzerinde

D = Rad TM⊥ϕ̄(Rad TM)⊥D0, D
′
= ϕ̄ltr(TM)

ile tanımlı distribüsyonları ele alalım. Bu durumda D, ϕ̄-invaryanttır ve

TM = D ⊕D
′

(3.1.40)

dür. R ve Q sırasıyla, TM den D ve D
′
distribüsyonları üzerine tanımlanan

projeksiyonlar olmak üzere her X ∈ Γ(TM) için

X = RX +QX

78



yazılabilir. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

ϕX = ϕ̄RX

olur. (3.1.2) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanıp (1.4.1) ve (3.1.3) kullanılırsa

ϕ̄2X = ϕ2X + u(X)U + u(ϕX)N (3.1.41)

elde edilir. (3.1.41) eşitliğinde teğet ve transversal bileşenler karşılaştırılırsa

ϕ2 = I − η ⊗ ξ − u⊗ U (3.1.42)

ve

u ◦ ϕ = 0 (3.1.43)

bulunur. Diğer taraftan (1.4.3) eşitliği göz önüne alındığında ise

ϕξ = 0 ve u(ξ) = 0 (3.1.44)

olur. (1.4.1) eşitliğinden ϕ2N = N olduğundan (3.1.2) eşitliğinden

ϕU = 0 , u(U) = 1 (3.1.45)

ve

η(U) = 0 (3.1.46)

elde edilir. Son olarak (3.1.2) eşitliğinden

(η ◦ ϕ)X = η(ϕ̄X − u(X)N)

yazılabilir. Bu ise

η ◦ ϕ = 0 (3.1.47)

olduğunu gösterir. Bu durumda aşağıdaki önerme elde edilir.

Önerme 3.1.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen hemen parakontakt metrik manifold ve

(M, g, S(TM)) de M̄ nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu

durumda M , bir (ϕ, ξ, η, U, u) para yapısına sahiptir. Yani

ϕ2 = I − η ⊗ ξ − u⊗ U , ϕξ = 0,
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ϕU = 0, η ◦ ϕ = 0,

u ◦ ϕ = 0, η(ξ) = 1, u(U) = 1,

η(U) = 0, u(ξ) = 0

dır.

Teorem 3.1.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)) de M̄

nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X, Y ∈

Γ(TM) için

(∇Xϕ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X + u(Y )ANX +B(X, Y )U, (3.1.48)

(∇Xu)Y = −B(X,ϕY )− u(Y )τ(X) (3.1.49)

dir.

İspat. Her X, Y ∈ Γ(TM) için (1.2.10), (1.2.11) ve (3.1.2) eşitlikleri kullanlırsa

(∇̄X ϕ̄)Y = ∇̄X ϕ̄Y − ϕ̄∇̄XY

= ∇̄X(ϕY + u(Y )N)− ϕ̄(∇XY +B(X, Y )N)

= ∇̄XϕY +X(u(Y ))N + u(Y )∇̄XN

−ϕ̄(∇XY )−B(X,Y )U

= ∇XϕY +B(X,ϕY )N +X(u(Y ))N

−u(Y )ANX + u(Y )τ(X)N

−ϕ∇XY − u(∇XY )N −B(X, Y )U

= (∇Xϕ)Y − u(Y )ANX −B(X, Y )U

+(B(X,ϕY ) + (∇Xu)Y + u(Y )τ(X))N

bulunur. Yukarıdaki son eşitlikte (3.1.2) kullanılıp, (1.2.6) ile verilen ayrışıma göre

teğet ve transversal bileşenler karşılaştırılırsa ispat tamamlanır.

Tanım 3.1.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M, M̄ nin bir lightlike

hiperyüzeyi olsun. Bu durumda M nin her geodeziği ∇ indirgenmiş konneksiyonu

ile M̄ nin bir geodeziği oluyor ise M ye tamamen geodezik lightlike hiperyüzey denir.
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Önerme 3.1.7. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)), M̄ nin

bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda M nin tamamen

geodezik olması için gerek ve yeter şart her X ∈ Γ(TM) ve Y ∈ Γ(D) için

(∇Xϕ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X (3.1.50)

ve

ANX = −ϕ(∇Xu) + g(X,U)ξ (3.1.51)

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim kiM tamamen geodezik yani herX,Y ∈ Γ(TM) içinB(X, Y ) =

0 olsun. O halde (3.1.48) eşitliğinden

(∇Xϕ)Y = −g(X,Y )ξ + η(Y )X + u(Y )ANX

olur. Her Y ∈ Γ(D) için u(Y ) = 0 olacağından yukarıdaki eşitlikten (3.1.50)

eşitliğine ulaşılır. Benzer şekilde (3.1.48) eşitliğinde Y yerine U alınıp (3.1.45) ve

(3.1.46) eşitlikleri kullanılırsa

(∇Xϕ)U = −g(X,U)ξ + η(U)X + u(U)ANX

∇XϕU − ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + ANX

−ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + ANX

bulunur. Buradan ise (3.1.51) elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki (3.1.50) ve (3.1.51) eşitlikleri sağlansın. Eğer Y ∈

Γ(TM) ise (3.1.40) ile verilen ayrışımdan

Y = YD + αU

yazılabilir. Burada α ∈ ℑ(U) dur. O halde her X ∈ Γ(TM) için

B(X, Y ) = B(X, YD) + αB(X,U) (3.1.52)

olur. Y = YD için (3.1.48) ve (3.1.50) eşitlikleri kullanılırsa

−g(X, YD)ξ + η(YD)X = −g(X, YD)ξ + η(YD)X

+u(YD)ANX −B(X,YD)U
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yazılabilir. Buradan ise

B(X, YD)U = −u(YD)ANX = 0

bulunur. Böylece

B(X, YD) = 0 (3.1.53)

olur. Benzer şekilde (3.1.48) eşitliğinde Y = U alınıp (3.1.45) ve (3.1.46) eşitlikleri

kullanılırsa

(∇Xϕ)U = −g(X,U)ξ + η(U)X + u(U)ANX +B(X,U)U

∇XϕU − ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + ANX +B(X,U)U

−ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + ANX +B(X,U)U

elde edilir. Yukarıdaki son eşitlikte (3.1.51) eşitliği kullanılarak

−ϕ∇XU = −ϕ∇XU + g(X,U)ξ +B(X,U)U

−g(X,U)ξ

bulunur. Bu ise

B(X,U) = 0

olduğunu gösterir. Böylece (3.1.52) ve (3.1.53) eşitliklerinden ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.8. (M, g, S(TM)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun bir screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda X ∈ Γ(TM) için

i) eğer U vektör alanı paralel ise

ANX = η(ANX)ξ + u(ANX)U ve τ(X) = 0 (3.1.54)

ii) eğer V vektör alanı paralel ise

A∗
EX = η(A∗

EX)ξ + u(A∗
EX)U ve τ(X) = 0 (3.1.55)

dır.

İspat. i) (3.1.48) eşitliğinde Y = U alınıp (3.1.45) ve (3.1.46) eşitlikleri kullanılırsa

(∇Xϕ)U = −g(X,U)ξ + η(U)X + u(U)ANX

+B(X,U)U

∇XϕU − ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + η(U)X + u(U)ANX

+B(X,U)U

−ϕ∇XU = −g(X,U)ξ + ANX +B(X,U)U
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olur. Bu eşitliğin her iki tarafına ϕ uygulanıp, (3.1.45) ve (3.1.42) eşitlikleri göz

önüne alınırsa

ϕANX = −ϕ2∇XU + g(X,U)ϕξ −B(X,U)ϕU

ϕANX = −∇XU + η(∇XU) + u(∇XU)U

bulunur. U vektör alanı paralel ise ∇XU = 0 olacağından bu son eşitlikten

ϕANX = 0

olur. Bu eşitlikte (3.1.2) eşitliği kullanılırsa

ϕ̄ANX = u(ANX)N (3.1.56)

elde edilir. (3.1.56) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanırsa (1.4.1) eşitliğinden

ϕ̄2(ANX) = u(ANX)ϕ̄N

ANX − η(ANX)ξ = u(ANX)U

ANX = η(ANX)ξ + u(ANX)U

bulunur. Diğer taraftan (3.1.49) eşitliğinde Y = U alınıp (3.1.45) eşitliği kullanılırsa

(∇Xu)U = −B(X,ϕU)− u(U)τ(X)

(∇Xu)U = −u(U)τ(X)

elde edilir. (∇Xu)U = −u∇XU = 0 olduğundan

τ(X) = 0

olur.

ii) Kabul edelim ki V vektör alanı paralel olsun. (3.1.48) eşitliğinde her E ∈

Γ(Rad TM) için Y = E alınıp (1.2.12) eşitliği göz önüne alınırsa

(∇Xϕ)E = −g(X,E)ξ + η(E)X + u(E)ANX

+B(X,E)U

(∇Xϕ)E = 0
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bulunur. Böylece (1.2.20) eşitliğinin kullanılması ile

0 = (∇Xϕ)E

= ∇XϕE − ϕ∇XE

= ∇XV − ϕ(−A∗
EX − τ(X)E)

= ϕ(A∗
EX + τ(X)E)

olur. Buradan

ϕ(A∗
EX) = −τ(X)V (3.1.57)

elde edilir. (3.1.57) eşitliğinin her iki tarafına ϕ̄ uygulanıp (3.1.2) eşitliği kullanılırsa

A∗
EX − η(A∗

EX)E − u(A∗
EX)U = −τ(X)ϕV = −τ(X)E (3.1.58)

bulunur. (3.1.58) eşitliğinin sol tarafı S(TM) de sağ tarafı iseRad TM de olduğundan

(3.1.55) eşitliğine ulaşılır ve ispat tamamlanır.

Şimdi screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyler üzerinde tanımlanan distribüs-

yonların integrallenebilirlik şartlarını inceleyeceğiz.

İlk olarak (3.1.37) ayrışımı ile tanımlananD0 distribüsyonunu ele alalım. (3.1.38)

ayrışımını göz önüne alıp

µ =
{
ϕ̄(Rad TM)⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
⊥Rad TM

diyelim. Bu durumda her X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(D0) ve Z ∈ Γ(µ) için

∇XY = ∇̊XY + h̊(X, Y ) (3.1.59)

ve

∇XZ = −ÅZX +∇µ
XZ (3.1.60)

yazılabilir. Burada ∇̊ : Γ(TM) × Γ(D0) → Γ(D0) ve ∇µ : Γ(TM) × Γ(µ) → Γ(µ)

sırasıyla D0 ve µ üzerinde lineer konneksiyonlar olmak üzere h̊ : Γ(TM)×Γ(D0) →

Γ(µ), ℑ(M) ve Å : Γ(TM)× Γ(µ) → Γ(D0) bilineer operatörlerdir.

Teorem 3.1.5. (M, g, S(TM)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun bir screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi ve U ⊂ M üzerinde bir koordinat komşuluğu

olsun. Bu durumda her X, Y ∈ Γ(D0) için

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E) = 0 (3.1.61)
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ve

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,N) = 0 (3.1.62)

dır.

İspat. (3.1.39) ile verilen ayrışımı göz önüne alınırsa her ξ ∈ Γ(D0) için

ḡ(ξ, E) = 0 ve ḡ(ξ,N) = 0

olur. O halde X, Y ∈ Γ(D0), E ∈ Γ(Rad TM), N ∈ Γ(ltr(TM)) için (1.4.52)

eşitliğinden

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E) = ḡ(ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X,E)

= ḡ(X, Y )ḡ(ξ, E) + η(Y )ḡ(X,E)

= 0

ve

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,N) = ḡ(ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X,N)

= ḡ(X, Y )ḡ(ξ,N) + η(Y )ḡ(X,N)

= 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun (M, g, S(TM)) screen semi-invaryant

lightlike hiperyüzeyini göz önüne alalım. Kabul edelim ki U ⊂ M üzerinde bir

koordinat komşuluğu olsun. (3.1.38) ayrışımına göre her X, Y ∈ Γ(D0) için

α1(X, Y ) = −g(̊h(X, Y ), ϕ̄N),

α2(X, Y ) = −g(̊h(X,Y ), ϕ̄E),

α3(X,Y ) = g(̊h(X, Y ), N),

diyelim. Böylece (3.1.59) eşitliği

∇XY = ∇̊XY + α1(X, Y )ϕ̄E + α2(X, Y )ϕ̄N + α3(X, Y )E (3.1.63)

olarak yazılabilir.
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Şimdi B ve C cinsinden α1, α2 ve α3 ü bulalım.

(3.1.36) eşitliği (3.1.63) eşitliğinde kullanılırsa

g(∇XY, ϕ̄N) = g(∇̊XY + α1(X, Y )ϕ̄E + α2(X,Y )ϕ̄N

+α3(X, Y )E, ϕ̄N)

= g(∇̊XY, ϕ̄N) + α1(X,Y )g(ϕ̄E, ϕ̄N)

+α2(X, Y )g(ϕ̄N, ϕ̄N) + α3(X, Y )g(E, ϕ̄N)

= −α1(X, Y )

bulunur. Diğer taraftan (1.2.10), (1.2.11) ve (3.1.62) eşitlikleri ile birlikteD0-distribüs-

yonunun ϕ̄-invaryant ve ∇̄ konneksiyonunun bir metrik konneksiyon olduğu göz

önüne alınırsa

g(∇XY, ϕ̄N) = ḡ(∇XY, ϕ̄N)

= −ḡ(ϕ̄(∇XY ), N)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY −B(X,Y )N), N)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY ), N) + ḡ(ϕ̄N,N)B(X, Y )

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,N)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,N)

= −X(ḡ(ϕ̄Y,N)) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XN)

= ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XN)

= ḡ(ϕ̄Y,−ANX + τ(X)N)

= −ḡ(ANX, ϕ̄Y )

= −C(X, ϕ̄Y )

olur. Buradan α1(X,Y ) = C(X, ϕ̄Y ) elde edilir.

Benzer şekilde

g(∇XY, ϕ̄E) = g(∇̊XY + α1(X,Y )ϕ̄E + α2(X,Y )ϕ̄N

+α3(X, Y )E, ϕ̄E)

= g(∇̊XY, ϕ̄E) + α1(X,Y )g(ϕ̄E, ϕ̄E)

+α2(X, Y )g(ϕ̄N, ϕ̄E) + α3(X, Y )g(E, ϕ̄E)

= −α2(X, Y )

dir. Ayrıca D0-distribüsyonu ϕ̄-invaryant ve ∇̄ bir metrik konneksiyon olduğundan
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(1.2.10), (1.2.14) ve (3.1.61) eşitliklerinden

g(∇XY, ϕ̄E) = ḡ(∇XY, ϕ̄E)

= −ḡ(ϕ̄(∇XY ), E)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY −B(X,Y )N), E)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY ), E) + ḡ(ϕ̄N,E)B(X,Y )

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E)

= −X(ḡ(ϕ̄Y, E)) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)

= ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)

= ḡ(ϕ̄Y,−A∗
EX +∇∗t

XE)

= −ḡ(A∗
EX, ϕ̄Y )

= −B(X, ϕ̄Y )

elde edilir. Öyleyse α2(X, Y ) = B(X, ϕ̄Y ) olur.

Son olarak X, Y ∈ Γ(D0 |U) için X,Y ∈ Γ(S(TM) |U) olacağından (1.2.19)

eşitliği (3.1.63) eşitliğinde kullanılırsa

g(∇XY,N) = g(∇̊XY + α1(X,Y )ϕ̄E + α2(X, Y )ϕ̄N

+α3(X, Y )E,N)

= g(∇̊XY,N) + α1(X,Y )g(ϕ̄E,N)

+α2(X, Y )g(ϕ̄N,N) + α3(X, Y )g(E,N)

= α3(X, Y )

bulunur. Diğer taraftan (1.2.4) eşitliğinden

g(∇∗
XY + C(X,Y )E,N) = g(∇∗

XY,N) + C(X,Y )g(E,N)

= C(X, Y )

olduğundan α3(X, Y ) = C(X,Y ) elde edilir. Böylece yukarıda elde edilen α1, α2 ve

α3 ifadeleri (3.1.63) eşitliğinde kullanılırsa

∇XY = ∇̊XY + C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N

+C(X,Y )E
(3.1.64)

yazılabilir. Bu durumda

h̊(X, Y ) = C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N + C(X, Y )E (3.1.65)

olur.
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Teorem 3.1.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)), M̄ nin

bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. M üzerinde D0 distribüsyonu-

nun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart her X,Y ∈ Γ(D0) için

C(X,Y ) = C(Y,X),

B(X, ϕ̄Y ) = B(ϕ̄X, Y ),

C(X, ϕ̄Y ) = C(ϕ̄X, Y ),

(3.1.66)

olmasıdır.

İspat. ∇ indirgenmiş konneksiyonu torsiyonsuz olduğundan (3.1.64) eşitliği kullanı-

larak her X, Y ∈ Γ(TM) için

[X,Y ] = ∇̊XY + C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N + C(X,Y )E

−∇̊YX − C(Y, ϕ̄X)ϕ̄E −B(Y, ϕ̄X)ϕ̄N − C(Y,X)E

= ∇̊XY − ∇̊YX + (C(X, ϕ̄Y )− C(Y, ϕ̄X))ϕ̄E

+(B(X, ϕ̄Y )−B(Y, ϕ̄X))ϕ̄N + (C(X,Y )− C(Y,X))E

(3.1.67)

elde edilir.

ŞimdiD0 distribüsyonunun integrallenebilir olduğunu kabul edelim. Yani herhangi

X, Y ∈ Γ(D0) için [X, Y ] ∈ D0 olsun. Bu durumda [X, Y ] nin ϕ̄(Rad TM),

ϕ̄ltr(TM) veRad TM bileşenleri sıfır olmalıdır. Böylece (3.1.66) ile verilen eşitliklere

ulaşılır.

Tersine (3.1.66) eşitlikleri sağlanırsa (3.1.67) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ(D0) için

[X,Y ] = ∇̊XY − ∇̊YX ∈ Γ(D0)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.1.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)), M̄ nin

bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda D0 distribüsyonu

üzerinde h̊ nın simetrik olması için gerek ve yeter şart D0 distribüsyonunun integral-

lenebilir olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki h̊ simetrik olsun. Bu durumda (3.1.65) eşitliğinden

C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N + C(X, Y )E = C(Y, ϕ̄X)ϕ̄E +B(Y, ϕ̄X)ϕ̄N

+C(Y,X)E
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yazılabilir. Buradan (3.1.66) eşitliklerine ulaşılır.

Tersine D0 distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda (3.1.65) eşitliğinde

Teorem 3.1.6 göz önüne alınırsa her X, Y ∈ Γ(D0) için

h̊(X, Y ) = C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N + C(X, Y )E

= C(Y, ϕ̄X)ϕ̄E +B(Y, ϕ̄X)ϕ̄N + C(Y,X)E

= h̊(Y,X)

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.1.7. (M, g, S(TM)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun bir screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda D0 distribüsyonunu integral-

lenebilir olmak üzere D0 ın M üzerindeki simetrik ∇ konneksiyonu ile minimal

olması için gerek ve yeter şart

C(X,Y ) = C(ϕ̄X, ϕ̄Y ), ∀X, Y ∈ Γ(D0)

olmasıdır.

İspat. (3.1.37) ile verilen ayrışım göz önüne alınırsa rankD0 = 2n−3 olduğu kolayca

görülebilir. D0 distribüsyonunun Önerme 3.1.5 de verilen {ei, ϕ̄ei, ξ}, i = 1, 2, ..., n−

2, bazını göz önüne alalım. Bu durumda

trace(̊h) =
n−2∑
i=1

h̊(ei, ei)−
n−2∑
i=1

h̊(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + h̊(ξ, ξ) (3.1.68)

yazılabilir. Burada (3.1.65) eşitliğinin kullanılması ile

h̊(ei, ei)− h̊(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + h̊(ξ, ξ) = C(ei, ϕ̄ei)ϕ̄E +B(ei, ϕ̄ei)ϕ̄N

+C(ei, ei)E − C(ϕ̄ei, ϕ̄
2ei)ϕ̄E

−B(ϕ̄ei, ϕ̄
2ei)ϕ̄N − C(ϕ̄ei, ϕ̄ei)E

+C(ξ, ϕ̄ξ)ϕ̄E +B(ξ, ϕ̄ξ)ϕ̄N

+C(ξ, ξ)E

elde edilir. Bu son eşitlikte (1.2.21) ve (1.4.1) eşitlikleri göz önüne alınarak

h̊(ei, ei)− h̊(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + h̊(ξ, ξ) = (C(ei, ϕ̄ei)− C(ϕ̄ei, ei))ϕ̄E

+(B(ei, ϕ̄ei)−B(ϕ̄ei, ei))ϕ̄N

+(C(ei, ei)− C(ϕ̄ei, ϕ̄ei))E

(3.1.69)
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bulunur. D0 distribüsyonu integrallenebilir olduğundan (3.1.66) eşitliklerinden

trace(̊h) =
n−2∑
i=1

h̊(ei, ei)−
n−2∑
i=1

h̊(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + h̊(ξ, ξ) ⇔ (C(ei, ei)− C(ϕ̄ei, ϕ̄ei))E

(3.1.70)

olur. Bu durumda D0 minimal ise C(ei, ei) = C(ϕ̄ei, ϕ̄ei) elde edilir ve (3.1.67)

eşitliğine ulaşılır.

Tersine (3.1.67) eşitliği sağlanıyor ise trace(̊h) = 0 olacağı (3.1.70) den açıktır.

Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi (3.1.39) ile verilen ayrışımı göz önüne alıp

ω =
{
ϕ̄(Rad TM)⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
⊥
{
Rad TM ⊕ ϕ̄ltr(TM)

}
diyelim. Bu durumda her X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(D0) ve Z ∈ Γ(ω) için

∇̄XY = ∇̂XY + ĥ(X, Y ) (3.1.71)

∇̄XZ = −ÂZX +∇ω
XZ, (3.1.72)

yazılabilir. Burada ∇̂ : Γ(TM) × Γ(D0) → Γ(D0) ve ∇ω : Γ(TM) × Γ(ω) → Γ(ω)

sırasıyla D0 ve ω üzerinde lineer konneksiyonlardır. Ayrıca ĥ : Γ(TM) × Γ(D0) →

Γ(ω) ve Â : Γ(TM) × Γ(ω) → Γ(D0) da sırasıyla ℑ(M) bilineer ve D0 üzerinde

bilineer operatörlerdir.

Kabul edelim ki U ⊂M üzerinde bir koordinat komşuluğu ve (3.1.39) ile verilen

ayrışıma göre her X,Y ∈ Γ(D0) için

β1(X, Y ) = −g(ĥ(X, Y ), ϕ̄N),

β2(X, Y ) = −g(ĥ(X,Y ), ϕ̄E),

β3(X,Y ) = g(ĥ(X,Y ), N),

β4(X, Y ) = g(ĥ(X, Y ), E)

olsun. Böylece (3.1.71) eşitliği

∇̄XY = ∇̂XY + β1(X,Y )ϕ̄E + β2(X,Y )ϕ̄N

+β3(X,Y )E + β4(X,Y )N
(3.1.73)
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şeklinde yazılabilir.

Şimdi B ve C cinsinden β1, β2, β3 ve β4 ü bulalım.

(3.1.36) eşitliği (3.1.73) eşitliğinde kullanılırsa

g(∇XY, ϕ̄N) = g(∇̂XY + β1(X, Y )ϕ̄E + β2(X, Y )ϕ̄N

+β3(X, Y )E + β4(X,Y )N, ϕ̄N)

= g(∇̂XY, ϕ̄N) + β1(X,Y )g(ϕ̄E, ϕ̄N)

+β2(X, Y )g(ϕ̄N, ϕ̄N) + β3(X, Y )g(E, ϕ̄N)

+β4(X, Y )g(N, ϕ̄N)

= −β1(X, Y )

(3.1.74)

bulunur. Diğer taraftan (1.2.10), (1.2.11) ve (3.1.62) eşitlikleri ile birlikte D0-distri-

büsyonunun ϕ̄-invaryant ve ∇̄ konneksiyonunun bir metrik konneksiyon olduğu göz

önüne alınırsa

g(∇XY, ϕ̄N) = ḡ(∇XY, ϕ̄N)

= −ḡ(ϕ̄(∇XY ), N)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY −B(X,Y )N), N)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY ), N) +B(X,Y )ḡ(ϕ̄N,N)

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,N)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,N)

= −X(ḡ(ϕ̄Y,N)) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XN)

= ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XN)

= ḡ(ϕ̄Y,−ANX + τ(X)N)

= −ḡ(ANX, ϕ̄Y )

= −C(X, ϕ̄Y )

(3.1.75)

olur. (3.1.74) ve (3.1.75) den β1(X, Y ) = C(X, ϕ̄Y ) elde edilir.

Benzer olarak β2 için (3.1.36) eşitliği (3.1.73) eşitliğinde kullanılırsa

g(∇XY, ϕ̄E) = g(∇̂XY + β1(X,Y )ϕ̄E + β2(X,Y )ϕ̄N

+β3(X, Y )E + β4(X, Y )N, ϕ̄E)

= g(∇̂XY, ϕ̄E) + β1(X,Y )g(ϕ̄E, ϕ̄E)

+β2(X, Y )g(ϕ̄N, ϕ̄E) + β3(X,Y )g(E, ϕ̄E)

+β4(X, Y )g(N, ϕ̄E)

= −β2(X, Y )
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bulunur. (1.2.10), (1.2.14) ve (3.1.61) eşitlikleri ile birlikte D0-distribüsyonu-

nun ϕ̄-invaryant ve ∇̄ konneksiyonu metrik konneksiyon olduğundan

g(∇XY, ϕ̄E) = ḡ(∇XY, ϕ̄E)

= −ḡ(ϕ̄(∇XY ), E)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY −B(X,Y )N), E)

= −ḡ(ϕ̄(∇̄XY ), E) + ḡ(ϕ̄N,E)B(X,Y )

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E)

= −X(ḡ(ϕ̄Y, E)) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)

= ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)

= ḡ(ϕ̄Y,−A∗
EX +∇∗t

XE)

= −ḡ(A∗
EX, ϕ̄Y )

= −B(X, ϕ̄Y )

olur. Buradan ise β2(X,Y ) = B(X, ϕ̄Y ) elde edilir.

(1.2.11), (1.2.12) eşitlikleri ile birlikte (1.2.21) ve (1.2.22) denklemleri

(3.1.73) eşitliğinde kullanılırsa

β3(X, Y ) = ḡ(∇̄XY − ∇̂XY,N)

= ḡ(∇̄XY,N)

= X(ḡ(Y,N))− ḡ(Y, ∇̄XN)

= −ḡ(Y,−ANX + τ(X)N)

= ḡ(Y,ANX)

ve

β4(X, Y ) = ḡ(∇̄XY − ∇̂XY,E)

= ḡ(∇̄XY,E)

= X(ḡ(Y,E))− ḡ(Y, ∇̄XE)

= −ḡ(Y,∇XE +B(X,E)N)

= −ḡ(Y,∇XE)

= −ḡ(Y,−AEX + τ(X)E)

= ḡ(Y,AEX)

olacağından β3(X, Y ) = C(X,Y ) ve β4(X, Y ) = B(X, Y ) olur. β1, β2, β3 ve β4
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için yukarıda elde edilen eşitlikler (3.1.73) eşitliğinde yerine yazılırsa

∇̄XY = ∇̂XY + C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N

+C(X,Y )E +B(X, Y )N
(3.1.76)

elde edilir. Bu durumda

ĥ(X, Y ) = C(X, ϕ̄Y )ϕ̄E +B(X, ϕ̄Y )ϕ̄N

+C(X, Y )E +B(X,Y )N
(3.1.77)

olur.

Teorem 3.1.8. (M, g, S(TM)) integrallenebilir D0 distribüsyonunu ile birlikte

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldun bir screen semi-invaryant lightlike hiperyü-

zeyi olsun. Bu durumda D0 ın minimal olması için gerek ve yeter şart

C(X,Y ) = C(ϕ̄X, ϕ̄Y ) ve B(X, Y ) = B(ϕ̄X, ϕ̄Y ), ∀X,Y ∈ Γ(D0)

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki {ei, ϕ̄ei, ξ}, i = 1, 2, ..., n−2, D0 ın ortonormal ϕ̄-bazı olsun.

Bu durumda

trace(ĥ) =
n−2∑
i=1

ĥ(ei, ei)−
n−2∑
i=1

ĥ(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + ĥ(ξ, ξ) (3.1.78)

yazılabilir. Burada (3.1.77) eşitliğinin kullanılması ile

ĥ(ei, ei)− ĥ(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + ĥ(ξ, ξ) = C(ei, ϕ̄ei)ϕ̄E +B(ei, ϕ̄ei)ϕ̄N

+C(ei, ei)E +B(ei, ei)N

−C(ϕ̄ei, ϕ̄2ei)ϕ̄E −B(ϕ̄ei, ϕ̄
2ei)ϕ̄N

−C(ϕ̄ei, ϕ̄ei)E −B(ϕ̄ei, ϕ̄ei)N

+C(ξ, ϕ̄ξ)ϕ̄E +B(ξ, ϕ̄ξ)ϕ̄N

+C(ξ, ξ)E +B(ξ, ξ)N

elde edilir. Bu son eşitlikte (1.2.21) ve (1.4.1) eşitlikleri göz önüne alınarak

ĥ(ei, ei)− ĥ(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + ĥ(ξ, ξ) = (C(ei, ϕ̄ei)− C(ϕ̄ei, ei))ϕ̄E

+(B(ei, ϕ̄ei)−B(ϕ̄ei, ei))ϕ̄N

+(C(ei, ei)− C(ϕ̄ei, ϕ̄ei))E

+(B(ei, ei)−B(ϕ̄ei, ϕ̄ei))N

(3.1.79)
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bulunur. D0 distribüsyonunun integrallenebilir olduğu göz önüne alınırsa (3.1.79)

eşitliğinden

0 =
∑n−2

i=1 ĥ(ei, ei)−
∑n−2

i=1 ĥ(ϕ̄ei, ϕ̄ei) + ĥ(ξ, ξ)

⇔ (C(ei, ei)− C(ϕ̄ei, ϕ̄ei))E

+(B(ei, ei)−B(ϕ̄ei, ϕ̄ei))N

olur. Bu durumda D0 minimal ise C(ei, ei) = C(ϕ̄ei, ϕ̄ei) ve B(ei, ei) = B(ϕ̄ei, ϕ̄ei)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.1.9. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)) de M̄ nin

bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer D0 distribüsyonu integral-

lenebilir ise D0 distribüsyonunun lifleri para-Sasakian yapıya sahiptir.

İspat. (M, g, S(TM)) bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzey ve M̊, D0 distri-

büsyonunun bir lifi olsun. O halde her p ∈ M̊ için Tp(M̊) = (D0)p dir. S : Γ(TM) →

Γ(D) ve D = D0⊥ϕ̄(Rad TM)⊥Rad TM olduğudan her X0 ∈ TM̊ için

ϕX0 = ϕ̄SX0 = ϕ̄X0

dır. ϕ̊ = ϕ|D0 ve η̊ = η|D0 alınırsa D0 distribüsyonu ϕ̄-invaryant olduğundan ϕ̄

tensör alanı M̊ üzerinde bir ϕ̊ (1, 1)-tensör alanı tanımlar. (3.1.42) eşitliği göz önüne

alındığında her X0 ∈ Γ(TM̊) için

ϕ̊X0 = X0 − η̊(X0)ξ

η̊(ξ) = 1

dir. Böylece (M̊, ϕ̊, ξ, η̊) bir hemen hemen parakontakt manifold olur. Ek olarak

(3.1.2) eşitliğinden her X0, Y0 ∈ Γ(TM̊) için

g(ϕ̊X0, ϕ̊Y0) = g(ϕX0, ϕY0)

= ḡ(ϕ̄X0 − u(X0)N, ϕ̄Y0 − u(Y0)N)

= ḡ(ϕ̄X0, ϕ̄Y0)

= −g(X0, Y0) + η̊(X0)η̊(Y0)
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olarak yazılabileceğinden (M̊, ϕ̊, ξ, η̊, g) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold

olur. Herhangi X0, Y0 ∈ Γ(TM̊) için

2dη(X0, Y0) = X0(η(Y0))− Y0(η(X0))− η[X0, Y0] (3.1.80)

= X0(η̊(Y0))− Y0(η̊(X0))− η̊[X0, Y0]

= 2dη̊(X0, Y0)

dır. (3.1.80) eşitliği kullanılırsa

Φ̊(X0, Y0) = g(X0, ϕ̊Y0)

= ḡ(X0, ϕ̊Y0)

= ḡ(X0, ϕ̄Y0)

= dη(X0, Y0) = dη̊(X0, Y0)

ve

Nϕ̊ − 2dη̊(X0, Y0) = Nϕ̄ − 2dη(X0, Y0)

elde edilir. Son olarak her X0, Y0, Z0 ∈ Γ(TM̊) için (1.2.23) eşitliğinden

(∇̊X0g)(Y0, Z0) = X0g(Y0, Z0)− g(∇̊X0Y0, Z0)− g(Y0, ∇̊X0Z0)

= X0g(Y0, Z0)− g(∇X0Y0, Z0) + g(̊h(X0, Y0), Z0)

−g(Y0,∇X0Z0) + g(Y0, h̊(X0, Z0))

= (∇X0g)(Y0, Z0)

= B(X0, Y0)g(Z0, N) +B(X0, Z0)g(Y0, N)

= 0

olur. Bu ise ∇̊ nın Levi-Civita konneksiyonu olduğunu gösterir. Diğer taraftan

(3.1.80) eşitliğinden

2g((∇̊X0ϕ̊)Y0, Z) = 2dη̊(ϕ̊Y0, X0)η̊(Z0)− 2dη̊(ϕ̊Z0, X0)η̊(Y0)

= 2g(ϕ̊Y0, ϕ̊X0)η̊(Z0)− 2g(ϕ̊Z0, ϕ̊X0)η̊(Y0)

yani

g((∇̊X0ϕ̊)Y0, Z) = −g(X0, Y0)ξ + η(Y0)X0

elde edilir. Böylece (M̊, ϕ̊, ξ, η̊, g) bir para-Sasakian manifold olur.
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Şimdi

D = D0⊥ϕ̄(Rad TM)⊥Rad TM

ile tanımlanan distribüsyonu göz önüne alalım.

Lemma 3.1.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)) de M̄

nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X ∈

Γ(TM) ve Y ∈ Γ(TM̄) için

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E) = 0 (3.1.81)

dır.

İspat. X ∈ Γ(TM) ve Y ∈ Γ(TM̄) için (1.4.52) eşitliğinden

ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E) = ḡ(ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X,E)

= −ḡ(X, Y )ḡ(ξ, E) + ḡ(X,E)η(Y )

= 0

elde edilir.

Önerme 3.1.9. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)) de M̄

nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda D distribüsyo-

nunun integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart

B(X, ϕ̄Y ) = B(ϕ̄X, Y ), X, Y ∈ Γ(D0),

B(X, V ) = 0, X, Y ∈ Γ(D0),

B(V, V ) = 0,

(3.1.82)

şartlarını sağlamasıdır. Burada V = ϕ̄E dir.
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İspat. Her X, Y ∈ Γ(D) için (1.2.14) ve (3.1.81) eşitliklerinden

ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = ḡ(∇̄XY − ∇̄YX, ϕ̄E)

= ḡ(∇̄XY, ϕ̄E)− ḡ(∇̄YX, ϕ̄E)

= −ḡ(ϕ̄∇̄XY,E) + ḡ(ϕ̄∇̄YX,E)

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,E)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E)

−ḡ((∇̄Y ϕ̄)X,E) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,E)

= −ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,E)

= −Xḡ(ϕ̄Y, E) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)

+Y ḡ(ϕ̄X,E)− ḡ(ϕ̄X, ∇̄YE)

= ḡ(ϕ̄Y, ∇̄XE)− ḡ(ϕ̄X, ∇̄YE)

= −ḡ(ϕ̄Y, A∗
EX) + ḡ(ϕ̄Y, τ(X)E)

+ḡ(ϕ̄X,A∗
EY )− ḡ(ϕ̄X, τ(Y )E)

= ḡ(ϕ̄X,A∗
EY )− ḡ(ϕ̄Y, A∗

EX)

elde edilir. D distribüsyonunun tanımından X0, Y0 ∈ Γ(D0) ve σ1, σ2, ρ1, ρ2 ∈ ℑ(U)

olmak üzere

X = X0 + σ1E + σ2ϕ̄E, Y = Y0 + ρ1E + ρ2ϕ̄E (3.1.83)

yazılabilir. D distribüsyonu ϕ̄-invaryant olduğundan (3.1.83) ve (1.2.12) kullanılırsa

ḡ([X,Y ], ϕ̄E) = ḡ(∇̄X0Y0, ϕ̄E)− ḡ(∇̄Y0X0, ϕ̄E) + ρ1ḡ(∇̄X0E, ϕ̄E)

−σ1ḡ(∇̄Y0E, ϕ̄E) + ρ2ḡ(∇̄X0ϕ̄E, ϕ̄E)

−σ2ḡ(∇̄Y0ϕ̄E, ϕ̄E) + σ1ḡ(∇̄EY0, ϕ̄E)

−ρ1ḡ(∇̄EX0, ϕ̄E) + σ1ρ1ḡ(∇̄EE, ϕ̄E)

−σ1ρ1ḡ(∇̄EE, ϕ̄E) + σ1ρ2ḡ(∇̄Eϕ̄E, ϕ̄E)

−σ2ρ1ḡ(∇̄Eϕ̄E, ϕ̄E) + σ2ḡ(∇̄ϕ̄EY0, ϕ̄E)

−ρ2ḡ(∇̄ϕ̄EX0, ϕ̄E) + σ2ρ1ḡ(∇̄ϕ̄EE, ϕ̄E)

−σ1ρ2ḡ(∇̄ϕ̄EE, ϕ̄E) + σ2ρ2ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄E, ϕ̄E)

−σ2ρ2ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄E, ϕ̄E)

bulunur. Bu son eşitlikte (1.4.7) ile birlikte (1.4.52) ve (3.1.81) eşitliklerindenX,Y ∈
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Γ(D) için

ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = ḡ((∇̄X0ϕ̄)Y0, E)− ḡ(∇̄X0ϕ̄Y0, E)

−ḡ((∇̄Y0ϕ̄)X0, E) + ḡ(∇̄Y0ϕ̄X0, E)

+ρ1
(
ḡ((∇̄X0ϕ̄)E,E)− ḡ(∇̄X0ϕ̄E,E)

)
−σ1

(
ḡ((∇̄Y0ϕ̄)E,E)− ḡ(∇̄Y0ϕ̄E,E)

)
+ρ2

(
ḡ((∇̄X0ϕ̄)ϕ̄E,E)− ḡ(∇̄X0ϕ̄

2E,E)
)

−σ2
(
ḡ((∇̄Y0ϕ̄)ϕ̄E,E)− ḡ(∇̄Y0ϕ̄

2E,E)
)

+σ1
(
ḡ((∇̄Eϕ̄)Y0, E)− ḡ(∇̄Eϕ̄Y0, E)

)
−ρ1

(
ḡ((∇̄Eϕ̄)X0, E)− ḡ(∇̄Eϕ̄X0, E)

)
+σ1ρ2

(
ḡ((∇̄Eϕ̄)ϕ̄E,E)− ḡ(∇̄Eϕ̄

2E,E)
)

−σ2ρ1
(
ḡ((∇̄Eϕ̄)ϕ̄E,E)− ḡ(∇̄Eϕ̄

2E,E)
)

+σ2
(
ḡ((∇̄ϕ̄Eϕ̄)Y0, E)− ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄Y0, E)

)
−ρ2

(
ḡ((∇̄ϕ̄Eϕ̄)X0, E)− ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄X0, E)

)
+σ2ρ1

(
ḡ((∇̄ϕ̄Eϕ̄)E,E)− ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄E,E)

)
−σ1ρ2

(
ḡ((∇̄ϕ̄Eϕ̄)E,E)− ḡ(∇̄ϕ̄Eϕ̄E,E)

)
ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = −B(X0, ϕ̄Y0) +B(ϕ̄X0, Y0) + ρ1B(X0, V )

−σ1B(Y0, V ) + σ2B(ϕ̄Y0, V )− ρ2B(ϕ̄X0, V )

−σ2ρ1B(V, V ) + σ1ρ2B(V, V )

ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = (σ1ρ2 − σ2ρ1)B(V, V )− ρ2B(ϕ̄X0, V )

+σ2B(ϕ̄Y0, V )− σ1B(Y0, V ) + ρ1B(X0, V )

−B(X0, ϕ̄Y0) +B(ϕ̄X0, Y0)

(3.1.84)

elde edilir. Şimdi kabul edelim ki D distribüsyonu integrallenebilir olsun. X0, Y0,

E, ϕ̄E ∈ Γ(D) olduğundan

0 = ḡ([ϕ̄E,E], ϕ̄E) = −ḡ(ϕ̄E, ϕ̄E) = −B(V, V )

dir. Eğer X ∈ Γ(Do) ise

0 = ḡ([X,E], ϕ̄E) = B(E, ϕ̄X)−B(X, ϕ̄E) = −B(X, V )

ve X, Y ∈ Γ(Do) ise

0 = ḡ([X,Y ], ϕ̄E) = B(ϕ̄Y,X)−B(ϕ̄X, Y )
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elde edilir. Tersine (3.1.83) eşitliği (3.1.84) de kullanılırsa X,Y ∈ Γ(D) için [X,Y ]

∈ Γ(D) olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Önerme 3.1.10. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM)) de

M̄ nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer (M, g, S(TM))

tamamen geodezik ise aşağıdaki ifadeler sağlanır:

i) D distribüsyonu integrallenebilirdir.

ii) D distribüsyonu indirgenmiş konneksiyon ∇ ya göre paraleldir.

İspat. i) Kabul edelim ki (M, g, S(TM)) tamamen geodezik olsun. Bu durumda

Önerme 3.1.9 dan D distribüsyonu integrallenebilirdir.

ii) Her X ∈ Γ(TM) ve Y = Y0 + ρ1E + ρ2ϕ̄E ∈ Γ(D) için (3.1.81) eşitliği

kullanılırsa

g(∇XY0, ϕ̄E) = ḡ(∇̄XY0, ϕ̄E) = −ḡ(∇̄X ϕ̄Y0, E) = −B(X, ϕ̄Y0) = 0,

g(∇XE, ϕ̄E) = ḡ(∇̄XE, ϕ̄E) = B(X, ϕ̄E) = 0,

ve

g(∇X ϕ̄E, ϕ̄E) = ḡ(∇̄X ϕ̄E, ϕ̄E) = g(∇XE,E) = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

3.2 Para-Sasakian Uzay Formun Lightlike Hiperyüzeyleri

Bu kısımda S. Zamkovoy [42] tarafından tanımlanan bir para-Sasakian uzay formun

screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyleri incelenecek ve bir para-Sasakian uzay

formun lokal simetrik olması için gerek ve yeter şartlar araştırılacaktır.

3.2.1 Para-Sasakian Uzay Formun Screen Semi-İnvaryant

Lightlike Hiperyüzeyleri

Tanım 3.2.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir lightlike

hiperyüzeyi olsun. Eğer herhangi bir U ⊂Mkoordinat komşuluğu ve

X, Y ∈ Γ(TM |U) için

B(X, Y ) = λg(X,Y )
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ise M ye bir tamamen umbilik lightlike hiperyüzey denir. Burada λ, C∞ sınıfından

bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.1. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form olsun. M̄(k) nin

(M, g, S(TM)) screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi tamamen umbilik ise k =

−1 dir.

İspat. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form olduğundan (1.4.58) eşitliğinden

X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

ḡ(R̄(X,Y )Z,E) = k−3
4

(ḡ(Y, Z)ḡ(X,E)− ḡ(X,Z)ḡ(Y,E))

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(Y )η(E)− ḡ(Y, Z)η(X)η(E)

+ḡ(Y,E)η(X)η(Z)− ḡ(X,E)η(Y )η(Z)

+ḡ(ϕ̄Y, E)ḡ(ϕ̄X, Z)− ḡ(ϕ̄X,E)ḡ(ϕ̄Y, Z)

−2ḡ(X, ϕ̄Y )ḡ(ϕ̄Z, E)


= k+1

4

 ḡ(X, V )ḡ(ϕ̄Y, Z)− ḡ(Y, V )ḡ(ϕ̄X, Z)

+2ḡ(X, ϕ̄Y )ḡ(Z, V )


(3.2.1)

yazılabilir. (1.2.28) ve (3.2.1) eşitliklerinde X yerine PX, Y yerine E ve Z yerine

PZ alınıp (1.2.12) kullanılırsa sırasıyla

ḡ(R̄(PX,E)PZ,E) = (∇PXB)(E,PZ)− (∇EB)(PX,PZ)

+τ(PX)B(E,PZ)− τ(E)B(PX,PZ)

= PXB(E,PZ)−B(∇PXE,PZ)

−B(E,∇PXPZ)− EB(PX,PZ)

+B(∇EPX,PZ) + B(PX,∇EPZ)

−τ(E)B(PX,PZ)

= −B(∇PXE,PZ)− EB(PX,PZ)

+B(∇EPX,PZ) + B(PX,∇EPZ)

−τ(E)B(PX,PZ)

ve

ḡ(R̄(PX,E)PZ,E) =
k + 1

4


ḡ(PX, V )ḡ(ϕ̄E, PZ)

−ḡ(E, V )ḡ(ϕ̄PX, PZ)

+2ḡ(PX, ϕ̄E)ḡ(PZ, V )


=

3(k + 1)

4
u(PX)u(PZ)
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bulunur. Bu durumda M nin tamamen umbilik olduğu göz önüne alınarak son iki

eşitlik karşılaştırılırsa

3(k + 1)

4
u(PX)u(PZ) = (λ2 − E(λ)− λτ(E))ḡ(PX,PZ) (3.2.2)

olur. X = Z = U ∈ S(TM) seçilirse PX = PZ = U olur. O halde (3.2.2) den

k = −1

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.

Tanım 3.2.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin bir lightlike

hiperyüzeyi olsun. Eğer herhangi bir U ⊂M koordinat komşuluğu ve X, Y ∈ Γ(TM

|U) için

C(X,PY ) = λg(X,PY )

ise S(TM) ekran distribüsyonuna tamamen umbiliktir denir. Burada λ, C∞ sınıfından

bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.2. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form ve (M, g, S(TM))

de S(TM) ekran distribüsyonu tamamen umbilik olacak şekilde M̄ nin bir screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X, Y ∈ Γ(TM ) için

C(X,PY ) = 0,

yani S(TM) ekran distribüsyonu tamamen geodeziktir.

İspat. Her X, Y, Z ∈ Γ(TM) için (1.2.29) eşitliğinden

ḡ(R̄(X,Y )Z,N) = g(R(X, Y )Z,N)
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dir. Bu eşitlikte Z yerine PZ alınıp (1.2.19) eşitliği kullanılırsa

ḡ(R̄(X, Y )PZ,N) = g(R(X, Y )PZ,N)

= g(∇X∇Y PZ,N)− g(∇Y∇XPZ,N)

−g(∇[X,Y ]PZ,N)

= g(∇∗
X∇∗

Y PZ,N) + C(X,∇∗
Y PZ)

+X(C(Y, PZ))− C(Y, PZ)g(A∗
EX,N)

−C(Y, PZ)τ(X)− g(∇∗
Y∇∗

XPZ,N)

−C(Y,∇∗
XPZ)− Y (C(X,PZ))

+C(X,PZ)g(A∗
EY,N) + C(X,PZ)τ(Y )

+C(∇YX,PZ)− C(∇XY, PZ)

= X(C(Y, PZ))− C(Y,∇∗
XPZ)

−C(∇XY, PZ)− τ(X)C(Y, PZ)

−Y (C(X,PZ)) + C(X,∇∗
Y PZ)

+C(∇YX,PZ) + τ(Y )C(X,PZ)

olur. Bu eşitlikte X yerine E, Y ve Z yerine U alınırsa

ḡ(R̄(E,U)U,N) = E(C(U,U))− C(U,∇∗
EU)

−C(∇EU,U)− τ(E)C(U,U)

−U(C(E,U)) + C(E,∇∗
UU)

+C(∇UE,U) + τ(U)C(E,U)

= −λ(g(U,∇∗
EU) + g(∇EU,U)

+g(∇UE,U))

(3.2.3)

bulunur. (3.2.3) eşitliğinde

∇∗
EU = ∇EU − C(E,U)U = ∇EU

ve

∇∗
UU = ∇UU − C(U,U)E = ∇UU

102



eşitlikleri kullanılırsa

ḡ(R̄(E,U)U,N) = λ(g(∇UE,U)− 2g(∇EU,U))

= λ(ḡ(U, ∇̄UE)− 2ḡ(∇̄EU,U))

= λ(ḡ(U, ∇̄UE)− Eḡ(U,U))

= λ(ḡ(U, ∇̄UE))

= −λ(ḡ(ϕ̄∇̄UE,N))

= −λ(−ḡ(∇̄U ϕ̄)E,N) + ḡ(∇̄U ϕ̄E,N))

= −λ(Uḡ(ϕ̄E,N) + ḡ(ϕ̄E, ∇̄UN))

= −λ(ḡ(∇̄UN, ϕ̄E))

= −λg(−ANU + τ(U)N, ϕ̄E)

= λg(ANU, ϕ̄E)

= λC(U, ϕ̄E) = λ2g(U, V ) = −λ2

elde edilir. O halde (1.4.58) eşitliğinden

ḡ(R̄(E,U)U,N) =
(k − 3)

4
(ḡ(U,U)ḡ(E,N)− ḡ(E,U)ḡ(U,N))

+
(k + 1)

4


ḡ(E,U)η(U)η(N)− ḡ(U,U)η(E)η(N)

+ḡ(N,U)η(U)η(E)− ḡ(E,N)η(U)η(U)

−ḡ(ϕ̄E, U)ḡ(ϕ̄U,N)− ḡ(ϕ̄U, U)ḡ(ϕ̄E,N)

−2ḡ(E, ϕ̄U)ḡ(ϕ̄U,N)


= 0

olacağından λ = 0 elde edilir. Böylece S(TM) tamamen geodeziktir ve ispat

tamamlanır.

Lemma 3.2.1. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form ve (M, g, S(TM)),

M̄(k) nın bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her

X, Y ∈ Γ(TM ) için M nin
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i) Gauss eşitliği

R(X,Y )Z = k−3
4

(ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y )

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(Y )ξ + ḡ(Y, Z)η(X)ξ

+η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X

+ḡ(ϕ̄X, Z)ϕY − ḡ(ϕ̄Y, Z)ϕX

−2ḡ(X, ϕ̄Y )ϕZ


−B(X,Z)ANY +B(Y, Z)ANX

(3.2.4)

ii)Codazzi eşitliği

(∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z) =
k + 1

4


ḡ(ϕ̄Y, Z)u(X)

−ḡ(ϕ̄X, Z)u(Y )

+2ḡ(X, ϕ̄Y )u(Z)

N (3.2.5)

dir.

İspat. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form olduğundan (1.4.58) ve (1.2.30)

eşitliklerinden

R(X,Y )Z = k−3
4

(ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y )

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(Y )ξ − ḡ(Y, Z)η(X)ξ

+η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X

+ḡ(ϕ̄X, Z)ϕ̄Y − ḡ(ϕ̄Y, Z)ϕ̄X

−2ḡ(X, ϕ̄Y )ϕ̄Z


−Ah(X,Z)Y + Ah(Y,Z)X

−(∇Xh)(Y, Z) + (∇Y h)(X,Z)

olduğu görülür. Yukarıdaki eşitlikte (3.1.2) kullanılırsa

R(X,Y )Z = k−3
4

(ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y )

+k+1
4



ḡ(X,Z)η(Y )ξ − ḡ(Y, Z)η(X)ξ

+η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X

+ḡ(ϕ̄X, Z)ϕY + ḡ(ϕ̄X, Z)u(Y )N

−ḡ(ϕ̄Y, Z)ϕX − ḡ(ϕ̄Y, Z)u(X)N

−2ḡ(X, ϕ̄Y )ϕZ − 2ḡ(X, ϕ̄Y )u(Z)N


−Ah(X,Z)Y + Ah(Y,Z)X

−(∇Xh)(Y, Z) + (∇Y h)(X,Z)
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bulunur. Bu eşitlikte teğet ve transversal kısımlar karşılaştırlırsa (3.2.4) ve (3.2.5)

eşitlikleri elde edilir ve ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.2. (M, g, S(TM)), M̄(k) para-Sasakian uzay formun bir screen semi-

invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her X,Z ∈ Γ(TM ) için

ḡ(R(X,E)Z,N) = k−3
4
(−ḡ(X,Z))

+k+1
4

 η(X)η(Z) + u(Z)θ(ϕX)

+2u(X)θ(ϕZ)


dir.

İspat. Her X,Z ∈ Γ(TM ) için (3.2.4) eşitliğinde (1.2.4) ve (1.2.12) kullanılırsa

ḡ(R(X,E)Z,N) = k−3
4

(ḡ(E,Z)ḡ(X,N)− ḡ(X,Z)ḡ(E,N))

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(E)η(N)− ḡ(E,Z)η(X)η(N)

+η(X)η(Z)ḡ(E,N)− η(E)η(Z)ḡ(X,N)

+ḡ(ϕ̄X, Z)ḡ(ϕE,N)− ḡ(ϕ̄E, Z)ḡ(ϕX,N)

−2ḡ(X, ϕ̄E)ḡ(ϕZ,N)


−B(X,Z)ḡ(ANE,E) +B(E,Z)ḡ(ANX,N)

= k−3
4

(−ḡ(X,Z))

+k+1
4

 η(X)η(Z)− ḡ(ϕ̄E, Z)ḡ(ϕX,N)

−2ḡ(X, ϕ̄E)ḡ(ϕZ,N)


= k−3

4
(−ḡ(X,Z))

+k+1
4

 η(X)η(Z) + u(Z)θ(ϕX)

+2u(X)θ(ϕZ)


elde edilir.

Lemma 3.2.3. (M, g, S(TM)), M̄(k) para-Sasakian uzay formun bir screen semi-

invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda her Y ∈ Γ(TM ) için

B(Y, U) = C(Y, V )

dir.
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İspat. (1.2.9) eşitliği ile verilen ikinci temel formun tanımından

B(Y, ϕ̄N) = ḡ(h(Y, ϕ̄N), E)

= ḡ(∇̄Y ϕ̄N,E)

= −ḡ(∇̄YN, ϕ̄E)

elde edilir. Burada (1.2.11) ve (1.2.21) eşitlikleri kullanılırsa

B(Y, ϕ̄N) = −ḡ(∇̄YN, ϕ̄E) = g(ANY, ϕ̄E) = C(Y, ϕ̄E)

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.3. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ), k ̸= −1, para-Sasakian uzay formunun, ikin-

ci temel formu paralel olan bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi yoktur.

İspat. M, k ̸= −1 olmak üzere M̄(k) nın ikinci temel formu paralel olan bir screen

semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. (3.2.5) eşitliğinde Y = E ve Z = ϕ̄N

alınırsa

0 =
k + 1

4

 ḡ(ϕ̄E, ϕ̄N)u(X)− ḡ(ϕ̄X, ϕ̄N)u(E)

+2ḡ(X, ϕ̄E)u(ϕ̄N)


bulunur. Bu son eşitlikte (3.1.36) kullanılarak

0 = −3(k + 1)

4
u(X) (3.2.6)

elde edilir. (3.2.6) eşitliğinde X = ϕ̄N için

k + 1 = 0

bulunur ki bu bir çelişkidir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.4. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ), k ̸= 1
3
, para-Sasakian uzay formun ekran distribüs-

yonu paralel olan bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi yoktur.

İspat. Tersine k ̸= 1
3
olmak üzereM, M̄(k) nın paralel ekran distribüsyonuna sahip

bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi olsun. X,Y, Z ∈ Γ(TM ) için (1.4.58)
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eşitliğinde X = E, Y = ϕ̄N ve Z = ϕ̄E alınırsa

ḡ(R̄(E, ϕ̄N)ϕ̄E,N) = k−3
4

(
ḡ(ϕ̄N, ϕ̄E)ḡ(E,N)− ḡ(E, ϕ̄E)ḡ(ϕ̄N,N)

)

+k+1
4



ḡ(E, ϕ̄E)η(ϕ̄N)η(N)

−ḡ(ϕ̄N, ϕ̄E)η(E)η(N)

+ḡ(ϕ̄N,N)η(ϕ̄E)η(E)

−ḡ(E,N)η(ϕ̄N)η(ϕ̄E)

+ḡ(ϕ̄E, ϕ̄E)ḡ(ϕ̄2N,N)

−ḡ(ϕ̄2N, ϕ̄E)ḡ(ϕ̄E,N)

−2ḡ(E, ϕ̄2N)ḡ(ϕ̄2E,N)


olur. Bu eşitlikte (1.2.4) ve (3.1.36) eşitlikleri kullanılırsa

ḡ(R̄(E, ϕ̄N)ϕ̄E,N) =
1− 3k

4
(3.2.7)

bulunur. Diğer taraftan

ḡ(R̄(X, Y )PZ,N) = ḡ(R(X,Y )PZ,N) (3.2.8)

= (∇XC)(Y, PZ)− (∇YC)(X,PZ)

+τ(Y )C(X,PZ)− τ(X)C(Y, PZ)

olduğundan ekran distribüsyonunun paralelliği kullanılarak

ḡ(R̄(E, ϕ̄N)ϕ̄E,N) = 0 (3.2.9)

elde edilir. Bu durumda (3.2.7) ve (3.2.9) eşitlikleri karşılaştırılırsa k = 1
3
olduğu

görülür. Bu ise bir çelişkidir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 3.2.3. Bir lightlike hiperyüzeyM nin ikinci temel formu B her X, Y ∈ Γ(D)

için

B(X, Y ) = 0

ise M hiperyüzeyine D-tamamen geodezik lightlike hiperyüzey denir.

Teorem 3.2.5. (M, g, S(TM)), (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian uzay formunun lokal

ikinci temel formu paralel olacak şekilde bir screen semi-invaryant lightlike hiperyüzeyi

olsun. Eğer τ(E) ̸= 0 ise M nin D-tamamen geodezik olması için gerek ve yeter

şart k = −1 olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki lokal ikinci temel form B paralel olsun. (1.2.28) eşitliğinde

Y = E alınıp (3.2.1) eşitliği ile karşılaştırılırsa her X,Z ∈ Γ(TM) için

τ(E)B(X,Z) =
3(k + 1)

4
u(X)u(Z)

elde edilir. Bu eşitlikte X = Z = U alınırsa

τ(E)B(U,U) =
3(k + 1)

4

olur ve τ(E) ̸= 0 olduğundan ispat tamamlanır.

3.2.2 Para-Sasakian Uzay Formun Lokal Simetrik Lightlike

Hiperyüzeyleri

M , (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian uzay formunun ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir

lightlike hiperyüzey olsun. U ⊂ M üzerinde {E,N} kesitini göz önüne alalım.

(1.2.30), (1.4.58) ve (3.1.2) eşitliklerinden X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

R(X,Y )Z = k−3
4

(ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y )

+k+1
4


ḡ(X,Z)η(Y )ξ + η(X)η(Z)Y

−η(Y )η(Z)X − ḡ(Y, Z)η(X)ξ

+ḡ(Y, ϕ̄Z)ϕX − ḡ(X, ϕ̄Z)ϕY

+2ḡ(ϕ̄X, Y )ϕZ


−B(X,Z)ANY +B(Y, Z)ANX,

(3.2.10)

ve

(∇XB)(Y, Z)− (∇YB)(X,Z) = τ(Y )B(X,Z)− τ(X)B(Y, Z)

+k+1
4


ḡ(Y, ϕ̄Z)u(X)

−ḡ(X, ϕ̄Z)u(Y )

+2ḡ(ϕ̄X, Y )u(Z)

 (3.2.11)

bulunur.

Tanım 3.2.4. Bir (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldun (M, g, S(TM)) lightlike hiperyü-

zeyinin lokal simetrik olması için gerek ve yeter şart X,Y, Z, T,W ∈ Γ(TM) ve

N ∈ Γ(ltr(TM)) için

g((∇WR)(X,Y )Z, PT ) = 0 (3.2.12)
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ve

ḡ((∇WR)(X,Y )Z,N) = 0 (3.2.13)

şartlarını sağlamasıdır [27].Yani

(∇WR)(X,Y )Z = 0

dır.

HerX, Y, Z,W ∈ Γ(TM), T ∈ Γ(S(TM)) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için [27] da verilen

Lemma 3.2 kullanılırsa

ḡ((∇̄W R̄)(X, Y )Z, T ) = g((∇WR)(X,Y )Z, T ) + (∇WB)(X,Z)C(Y, T )

+B(X,Z)g((∇WAN)Y, T )− (∇WB)(Y, Z)C(X,T )

−B(Y, Z)g((∇WAN)X,T )−B(Y, Z)τ(X)C(W,T )

+(∇YB)(X,Z)C(W,T )− (∇XB)(Y, Z)C(W,T )

+B(X,Z)τ(Y )C(W,T )−B(W,X)R̄(N, Y, Z, T )

−B(W,Y )R̄(X,N,Z, T )−B(W,Z)R̄(X, Y,N, T )

(3.2.14)

ve

ḡ((∇̄W R̄)(X, Y )Z,N) = g((∇WR)(X,Y )Z,N) +B(X,Z)g((∇W (ANY ), N)

−B(Y, Z)g((∇W (ANX), N)−B(W,X)R̄(N, Y, Z,N)

−B(W,Y )R̄(X,N,Z,N)

(3.2.15)

elde edilir.

Lemma 3.2.4. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian uzay form ise her X, Y, Z,W ∈

Γ(TM) için

(∇̄W R̄)(X, Y )Z =
k + 1

4


ḡ(Y, Z)ḡ(X, ϕ̄W )ξ − ḡ(X,Z)ḡ(Y, ϕ̄W )ξ

+ḡ(Y, Z)η(X)ϕ̄W − ḡ(X,Z)η(Y )ϕ̄W

+ḡ(Y, ϕ̄W )η(Z)X − ḡ(X, ϕ̄W )η(Z)Y

+ḡ(Z, ϕ̄W )η(Y )X − ḡ(Z, ϕ̄W )η(X)Y

 (3.2.16)

dir. Burada R̄, ∇̄ Levi-Civita konneksiyonunun Riemann eğrilik tensörüdür.
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İspat. Riemann eğrilik tensörü R̄ nin kovaryant türevi alınarak (1.4.58) eşitliği

kullanılırsa X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) için

(∇̄W R̄)(X,Y )Z = (∇̄W R̄)(X, Y )Z

=WR̄(X, Y )Z − R̄(∇̄WX, Y )Z − R̄(X, ∇̄WY )Z

−R̄(X, Y )∇̄WZ

= k−3
4


W (ḡ(Y, Z)X)−W (ḡ(X,Z)Y )

−ḡ(Y, Z)∇̄WX + ḡ(∇̄WX,Z)Y

−ḡ(∇̄WY, Z)X + ḡ(X,Z)∇̄WY

−ḡ(Y, ∇̄WZ)X + ḡ(X, ∇̄WZ)Y



+k+1
4



W (ḡ(X,Z)η(Y )ξ)−W (ḡ(Y, Z)η(X)ξ)

+W (η(X)η(Z)Y )−W (η(Y )η(Z)X)

+W (ḡ(Y, ϕ̄Z)ϕ̄X)−W (ḡ(X, ϕ̄Z)ϕ̄Y )

+2W (ḡ(ϕ̄X, Y )ϕ̄Z)

−ḡ(∇̄WX,Z)η(Y )ξ + ḡ(Y, Z)η(∇̄WX)ξ

−η(∇̄WX)η(Z)Y + η(Y )η(Z)∇̄WX

−ḡ(Y, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄X + ḡ(∇̄WX, ϕ̄Z)ϕ̄Y

−2ḡ(∇̄W ϕ̄X, Y )ϕ̄Z

−ḡ(X,Z)η(∇̄WY )ξ + ḡ(∇̄WY, Z)η(X)ξ

−η(X)η(Z)∇̄WY + η(∇̄WY )η(Z)X

−ḡ(∇̄WY, ϕ̄Z)ϕ̄X + ḡ(X, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄Y

−2ḡ(ϕ̄X, ∇̄WY )ϕ̄Z

−ḡ(X, ∇̄WZ)η(Y )ξ + ḡ(Y, ∇̄WZ)η(X)ξ

−η(X)η(∇̄WZ)Y + η(Y )η(∇̄WZ)X

−ḡ(Y, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄X + ḡ(X, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄Y

−2ḡ(ϕ̄X, Y )∇̄W ϕ̄Z



110



olur. Buradan ise

(∇̄W R̄)(X,Y )Z = k−3
4



ḡ(∇̄WY, Z)X + ḡ(Y, ∇̄WZ)X

+ḡ(Y, Z)∇̄WX − ḡ(∇̄WX,Z)Y

−ḡ(X, ∇̄WZ)Y − ḡ(X,Z)∇̄WY

−ḡ(Y, Z)∇̄WX + ḡ(∇̄WX,Z)Y

−ḡ(∇̄WY, Z)X + ḡ(X,Z)∇̄WY

−ḡ(Y, ∇̄WZ)X + ḡ(X, ∇̄WZ)Y



+k+1
4



ḡ(∇̄WX,Z)η(Y )ξ + ḡ(X, ∇̄WZ)η(Y )ξ

+ḡ(X,Z)η(∇̄WY )ξ + ḡ(X,Z)ḡ(Y, ∇̄W ξ)ξ

+ḡ(X,Z)η(Y )∇̄W ξ − ḡ(∇̄WY, Z)η(X)ξ

−ḡ(Y, ∇̄WZ)η(X)ξ − ḡ(Y, Z)ḡ(∇̄WX, ξ)ξ

−ḡ(Y, Z)ḡ(X, ∇̄W ξ)ξ − ḡ(Y, Z)η(X)∇̄W ξ

+ḡ(∇̄WX, ξ)η(Z)Y + ḡ(X, ∇̄W ξ)η(Z)Y

+ḡ(∇̄WZ, ξ)η(X)Y + ḡ(Z, ∇̄W ξ)η(X)Y

+η(X)η(Z)∇̄WY − ḡ(∇̄WY, ξ)η(Z)X

−ḡ(Y, ∇̄W ξ)η(Z)X − ḡ(∇̄WZ, ξ)η(Y )X

−ḡ(Z, ∇̄W ξ)η(Y )X − η(Y )η(Z)∇̄WX

+ḡ(∇̄WY, ϕ̄Z)ϕ̄X + ḡ(Y, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄X

+ḡ(Y, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄X − ḡ(∇̄WX, ϕ̄Z)ϕ̄Y

−ḡ(X, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄Y − ḡ(X, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄Y

+2ḡ(∇̄W ϕ̄X, Y )ϕ̄Z + 2ḡ(ϕ̄X, ∇̄WY )ϕ̄Z

+2ḡ(ϕ̄X, Y )∇̄W ϕ̄Z − ḡ(∇̄WX,Z)η(Y )ξ

+ḡ(Y, Z)η(∇̄WX)ξ − η(∇̄WX)η(Z)Y

+η(Y )η(Z)∇̄WX − ḡ(Y, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄X

+ḡ(∇̄WX, ϕ̄Z)ϕ̄Y − 2ḡ(∇̄W ϕ̄X, Y )ϕ̄Z

−ḡ(X,Z)η(∇̄WY )ξ + ḡ(∇̄WY, Z)η(X)ξ

−η(X)η(Z)∇̄WY + η(∇̄WY )η(Z)X

−ḡ(∇̄WY, ϕ̄Z)ϕ̄X + ḡ(X, ϕ̄Z)∇̄W ϕ̄Y

−2ḡ(ϕ̄X, ∇̄WY )ϕ̄Z − ḡ(X, ∇̄WZ)η(Y )ξ

+ḡ(Y, ∇̄WZ)η(X)ξ − η(X)η(∇̄WZ)Y

+η(Y )η(∇̄WZ)X − ḡ(Y, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄X

+ḡ(X, ∇̄W ϕ̄Z)ϕ̄Y − 2ḡ(ϕ̄X, Y )∇̄W ϕ̄Z
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bulunur. Bu son eşitlikte (1.4.29) eşitliği kullanılıp gerekli sadeştirmeler yapılırsa

(∇̄W R̄)(X, Y )Z =
k + 1

4


ḡ(Y, Z)ḡ(X, ϕ̄W )ξ − ḡ(X,Z)ḡ(Y, ϕ̄W )ξ

+ḡ(Y, Z)η(X)ϕ̄W − ḡ(X,Z)η(Y )ϕ̄W

+ḡ(Y, ϕ̄W )η(Z)X − ḡ(X, ϕ̄W )η(Z)Y

+ḡ(Z, ϕ̄W )η(Y )X − ḡ(Z, ϕ̄W )η(X)Y


elde edilir.

Teorem 3.2.6. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian uzay formunun karekteristik vektör

alanı ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde k ̸= 1 için bir lokal simetrik lightlike hiperyüzeyi

yoktur.

İspat. Kabul edelim ki M̄(k), k ̸= 1, para-Sasakian uzay form ve M de M̄(k) nın

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lokal simetrik lightlike hiperyüzeyi olsun. (3.2.16)

eşitliğinden X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) için

ḡ((∇̄W R̄)(X, Y )Z,N) =
k + 1

4



ḡ(Y, Z)η(X)ν(W )

−ḡ(X,Z)η(Y )ν(W )

+ḡ(Y, ϕ̄W )η(Z)θ(X)

−ḡ(X, ϕ̄W )η(Z)θ(Y )

+ḡ(Z, ϕ̄W )η(Y )θ(X)

−ḡ(Z, ϕ̄W )η(X)θ(Y )


(3.2.17)

olur. Burada ν(W ) = −ḡ(W,U) dir. (1.4.58) eşitliği göz önüne alındığında

R̄(E,N,E,N) =
k − 3

4

bulunur. (3.2.15) ve (3.2.17) eşitliklerinde X = E ve Z = E alınıp (1.2.12)

kullanılırsa her Y,W ∈ Γ(TM) için

−k−3
4
B(W,Y ) = ḡ((∇̄W R̄)(E, Y )E,N)

= k+1
4
ḡ(E, ϕ̄W )η(Y )

elde edilir. Bu eşitlik ise

−k − 3

4
B(W,Y ) =

k + 1

4
u(W )η(Y ) (3.2.18)
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olduğunu gösterir. Lokal ikinci temel formB simetrik olduğundan (3.2.18) eşitliğinden

k + 1{u(W )η(Y )− u(Y )η(W )} = 0

yazılabilir. Son eşitlikte Y = ξ ve W = U alınırsa k = −1 elde edilir. Bu ise bir

çelişkidir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.7. (M̄(k), ϕ̄, ξ, η, ḡ), k = −1, para-Sasakian uzay form ve M de M̄(k)

nın ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde lightlike hiperyüzeyi ise M nin lokal simetrik olması

için gerek ve yeter şart tamamen geodezik olmasıdır.

İspat. M , M̄(k), k = −1, para-Sasakian uzay formun ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde

bir lightlike hiperyüzeyi olsun. EğerM lokal simetrik ise (3.2.18) eşitliğinden B = 0

olur. Tersine eğer M tamamen geodezik ise (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) eşitlikleri

göz önüne alındığında

g((∇WR)(X,Y )Z, PT ) = 0

ve

ḡ((∇WR)(X,Y )Z,N) = 0

elde edilir. Yani M lokal simetriktir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

3.3 Para-Sasakian Manifoldların Lightlike Altmanifoldları

Bu kısımda ilk olarak invaryant lightlike altmanifoldların tanımı ve bazı karekterizas-

yonlar verilecektir. Daha sonra parakontakt CR-lightlike altmanifoldlar tanıtılarak,

bu tip altmanifoldlar üzerinde tanımlanan distribüsyonların integrallenebilirlik şartları

araştırılacaktır. Son olarak ise radikal transversal lightlike altmanifoldlar incelenecektir.

3.3.1 İnvaryant Lightlike Altmanifoldlar

(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥)), M̄ nin bir

lightlike altmanifoldu olsun. X ∈ Γ(TM) ve U ∈ Γ(tr(TM)) için

ϕ̄X = PX + FX, (3.3.1)

ϕ̄U = tU + fU (3.3.2)
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yazılabilir. Burada PX, tU ve FX, fU sırasıyla ϕ̄X ve ϕ̄U nun teğet ve transversal

bileşenleridir.

Lemma 3.3.1. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥)),

M̄ nin bir lightlike altmanifoldu olsun. Eğer ξ ∈ Γ(TM) ise karakteristik vektör alanı

ξ nın Rad TM bileşeni yoktur.

İspat. Kabul edelim ki M bir lightlike altmanifold ve ξ ∈ Γ(Rad TM) olsun. Bu

durumda ḡ(ξ,N) = 1 olacak şekilde N ∈ Γ(ltr(TM)) vektör alanı vardır. Diğer

taraftan (1.4.6) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄ξ, ϕ̄N) = −ḡ(ξ,N) + η(ξ)η(N)

yazılabilir. ξ null olduğundan (1.4.6) eşitliğinden

ḡ(ξ,N) = 0

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.3.1 karekteristik vektör alanı ξ, M ye teğet olduğunda ξ ∈ Γ(S(TM))

olduğunu gösterir. Bu ifade kullanılarak M nin invaryant lightlike altmanifold olması

için

ϕ̄(Rad TM) = Rad TM

ve

ϕ̄(S(TM)) = S(TM)

olması gerektiği görülür.

M, M̄ para-Sasakian manifoldun bir invaryant lightlike altmanifoldu ise F = 0

ve t = 0 dır. U,U´ ∈ Γ(tr(TM)) vektör alanları için ḡ(ϕ̄U, U
′
) = ḡ(fU, U

′
) dür.

Buradan ḡ(fU, U
′
) = −ḡ(U, fU ′

) olduğu görülür. Diğer taraftan X ∈ Γ(TM) için

ḡ(FX,U) + ḡ(X, tU) = 0 (3.3.3)

dır. Yukarıda tanımlanan P , t, F ve f operatörlerinin kovaryant türevleri sırasıyla

(∇XP )Y = ∇XPY − P∇XY, (3.3.4)
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(∇Xt)U = ∇XtU − t∇t
XU, (3.3.5)

(∇XF )Y = ∇t
XFY − F∇XY, (3.3.6)

(∇Xf)U = ∇t
XfU − f∇t

XU (3.3.7)

ile verilir. Buradan (3.2.16) eşitliği ile birlikte (3.3.1) ve (3.3.2) kullanılırsa

−ḡ(X,Y )ξ + η(Y )X = ∇̄XPY + ∇̄XFY

−ϕ̄∇XY − ϕ̄h(X, Y )

= ∇XPY + h(X,PY )− AFYX

+∇⊥
XFY − P∇XY − F∇XY

−th(X, Y )− fh(X, Y )

elde edilir. (3.3.4) ve (3.3.6) eşitlikleri kullanılıp teğet ve transversal bileşenler göz

önüne alınırsa

(∇XP )Y = −ḡ(X,Y )ξ + η(Y )X + AFXY + th(X, Y ) (3.3.8)

ve

(∇XF )Y = −h(X,PY ) + fh(X,Y ) (3.3.9)

bulunur.

Lemma 3.3.2. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

hl(X, ξ) = 0, hs(X, ξ) = 0, ANξ = 0, AW ξ = 0, (3.3.10)

ϕ̄h(X,Y ) = h(ϕ̄X, Y ) = h(X, ϕ̄Y ) (3.3.11)

dir.

İspat. İnvaryant lightlike birM ⊂ M̄ altmanifoldu için (1.3.16) ve (1.4.29) eşitlikleri

kullanılırsa

∇Xξ = −PX, hl(X, ξ) = 0, hs(X, ξ) = 0 (3.3.12)

bulunur. N ∈ Γ(ltr(TM)) için −ḡ(N, ϕ̄X) = ḡ(N, ∇̄Xξ) dir. Karekteristik vektör

alanı ξ, M ye teğet ve ∇̄ metrik konneksiyon olduğundan

0 = Xḡ(N, ξ)

= ḡ(∇̄XN, ξ) + ḡ(N, ∇̄Xξ)
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yazılabilir. Böylece

ḡ(N, ϕ̄X) = ḡ(∇̄XN, ξ) = ḡ(ANX, ξ) (3.3.13)

olur. Diğer taraftan (1.3.16) eşitliği (3.3.12) de kullanılırsa

ḡ(N, ϕ̄X) = −ḡ(N, ∇̄Xξ)− ḡ(hl(X, ξ), N) (3.3.14)

dir. Bu durumda (3.3.13) ve (3.3.14) göz önüne alınırsa

ḡ(ANX, ξ) = ḡ(N, ∇̄Xξ) + ḡ(hl(X, ξ), N) (3.3.15)

elde edilir. (3.3.12), (3.3.15) eşitliğinde kullanılırsa

ḡ(ANX, ξ) = −ḡ(N,PX)

bulunur. Bu eşitlikte X yerine ξ alınırsa ANξ = 0 olur. Benzer şekilde W ∈

Γ(S(TM⊥)) için

ḡ(W, ϕ̄X) = −ḡ(AWX, ξ) (3.3.16)

ve

ḡ(W, ϕ̄X) = ḡ(hs(X, ξ),W ) (3.3.17)

elde edilir. Böylece (3.3.15) ve (3.3.16) eşitliklerinden

ḡ(AWX, ξ) = −ḡ(hs(X, ξ),W ) (3.3.18)

bulunur. (3.3.12), (3.3.18) eşitliğinde kullanılırsa AWX = 0 olur. Bu eşitlikte X

yerine ξ alınırsa AW ξ = 0 bulunur.

Bir invaryant lightlike altmanifold için F = 0 olduğundan

∇̄X ϕ̄Y = ∇X ϕ̄Y + h(X, ϕ̄Y )

= (∇̄X ϕ̄)Y + ϕ̄∇̄XY + h(X, ϕ̄Y )

= −ḡ(X,Y )ξ + η(Y )X + ϕ̄∇̄XY + h(X, ϕ̄Y )

ve

∇̄X ϕ̄Y = (∇̄X ϕ̄)Y + ϕ̄∇̄XY

= −ḡ(X,Y )ξ + η(Y )X + ϕ∇̄XY + ϕ̄h(X, Y )

eşitliklerinden (3.3.11) eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Önerme 3.3.1. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Eğer M nin

ikinci temel formları hl ve hs paralel ise M tamamen geodeziktir.

İspat. Kabul edelim ki hl paralel olsun. Bu durumda

(∇Xh
l)(Y, ξ) = ∇Xh

l(Y, ξ)− hl(∇XY, ξ)− hl(Y,∇Xξ) = 0

yazılabilir. Bu eşitlikte (1.4.29) ve (3.3.10) eşitlikleri kullanılırsa

hl(Y, PX) = 0

elde edilir. Benzer olarak hs(Y, PX) = 0 bulunur. Böylece ispat tamamlanmış

olur.

Tanım 3.3.1. [30](M, g), (M̄, ḡ) yarı-Riemann manifoldun bir lightlike altmanifoldu

olsun. Eğer M üzerinde transversal eğrilik vektör alanı H ∈ Γ(tr(TM)) için

h(X, Y ) = Hg(X, Y ) X, Y ∈ Γ(TM) (3.3.19)

eşitliği sağlanıyor ise M ye M̄ de tamamen umbiliktir denir. Bu durumda M nin

tamamen umbilik olması için gerek ve yeter şart her U koordinat komşuluğu üzerinde

H l ∈ Γ(ltr(TM)) ve Hs ∈ Γ(S(TM⊥)) vektör alanları için

hl(X,Y ) = H lg(X,Y ), hs(X, Y ) = Hsg(X, Y ), Dl(X,W ) = 0 (3.3.20)

olmasıdır [44].

Teorem 3.3.1. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike altmanifoldu olsun. Eğer M tamamen umbilik

ise bu durumda M tamamen geodezik ve invaryanttır.

İspat. (1.3.16) ve (1.4.29) eşitliklerinden

∇̄Xξ = ∇Xξ + hl(X, ξ) + hs(X, ξ)

yazılabilir. Bu eşitlikte (3.3.1) kullanılıp, transversal kısım göz önüne alındığında

her X ∈ Γ(TM) için

hl(X, ξ) + hs(X, ξ) = FX (3.3.21)
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elde edilir. (1.4.3) eşitliğinden Pξ = 0 ve Fξ = 0 dır. Böylece (3.3.21) eşitliğinden

hl(ξ, ξ) = 0 ve hs(ξ, ξ) = 0

bulunur. Eğer M tamamen umbilik ise ξ null olmadığından ve (3.3.20) eşitliğinden

hl = 0 ve hs = 0 dır. Böylece M tamamen geodezik olur.

Ayrıca hl(X, ξ)+hs(X, ξ) = FX eşitliğiM nin M̄ de invaryant olduğunu gösterir.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

3.3.2 Parakontakt CR-Lightlike Altmanifoldlar

Tanım 3.3.2. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike altmanifoldu olsun. Eğer aşağıdaki şartlar

sağlanıyor ise M ye M̄ nin bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu denir.

i) Rad TM,M üzerinde Rad TM∩ϕ̄Rad TM = {0} olacak şekilde bir distribüsyon-

dur.

ii) M üzerinde

S(TM) = {ϕ̄Rad TM ⊕D′}⊥D0⊥{ξ}, (3.3.22)

ϕ̄D0 = D0, ϕ̄D′ = L1⊥ltr(TM) (3.3.23)

olacak şekilde D0 ve D
′ distribüsyonları vardır. Burada D0 bir non-dejenere distribüsyon

ve L1 S(TM
⊥) in bir altvektör demetidir.

Böylece

TM = {D ⊕D′}⊥{ξ} (3.3.24)

ve

D = Rad TM⊥ϕ̄Rad TM⊥D0 (3.3.25)

ayrışımları elde edilir.

Eğer D0 ̸= {0} ve L1 ̸= {0} ise M ye bir proper (has) parakontakt CR-lightlike

altmanifold denir. Eğer D0 = {0} ise o zaman M ye tamamen reel lightlike

altmanifold denir.
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Örnek 3.3.1. M , (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi

olsun. O zaman E ∈ Γ(Rad TM) için ḡ(ϕ̄E,E) = 0 dır. Böylece ϕ̄E ∈ Γ(TM)

olur. Bu durumda M üzerinde ϕ̄TM⊥∩ TM⊥ = {0} olacak şekilde 1-boyutlu

ϕ̄TM⊥ distribüsyonu vardır. Öyleki ϕ̄TM⊥ ∈ S(TM) dir. Şimdi N ∈ Γ(ltr(TM))

olsun. Bu durumda ḡ(ϕ̄N,E) = −ḡ(N, ϕ̄E) = 0 ve ḡ(ϕ̄N,N) = 0 olur. Böylece

ϕ̄N ∈ Γ(S(TM)) olur. D′ = ϕ̄(tr(TM)) olarak alınırsa

S(TM) = {ϕ̄TM⊥ ⊕D′}⊥D0,

dir. Burada D0 bir non-dejenere distribüsyon ve ϕ̄D′ = tr(TM) dir. Böylece, M

bir parakontakt CR-lightlike hiperyüzeydir.

Şimdi (1.4.1), (3.3.1) ve (3.3.2) eşitlikleri göz önüne alınarak

ϕ̄2X = ϕ̄(PX) + ϕ̄(FX)

X − η(X)ξ = P 2X + FPX + tFX + fFX

yazılabilir. Son eşitlikte teğet ve transversal bileşenleri birbirine eşitlenirse

P 2 = I − η ⊗ ξ − tF (3.3.26)

FP + fF = 0 (3.3.27)

elde edilir. Benzer şekilde (3.1.1) kullanılırsa

ϕ̄2N = ϕ̄(tN) + ϕ̄(fN)

N = PtN + FtN + tfN + f 2N

bulunur. Buradan ise

f 2 = I − Ft, (3.3.28)

Pt+ tf = 0 (3.3.29)

olur.

Lemma 3.3.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. X ∈ Γ(TM)

nin D ⊕ {ξ} de bileşeni olması için gerek ve yeter şart FX = 0 olmasıdır.
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Lemma 3.3.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D ⊕ {ξ} distribüsyonu bir hemen hemen parakontakt (P, ξ, η, g) yapısına sahiptir.

İspat. Her X ∈ Γ(TM) için (3.3.26) eşitliğinden

P 2X = X − η(X)ξ − tFX

yazılabilir. Eğer X ∈ D ⊕ {ξ} ise

P 2X = X − η(X)ξ (3.3.30)

olur. ϕ̄ξ = 0 olduğundan X, Y ∈ D ⊕ {ξ} için

Pξ = 0 (3.3.31)

dır. Lemma 3.3.3 dan

g(PX,PY ) = ḡ(ϕ̄X, ϕ̄Y ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y ) (3.3.32)

elde edilir. Böylece (3.3.30)-(3.3.32) eşitliklerinden ispat tamamlanmış olur.

S(TM⊥) de L1 altvektör demetini ortogonal tamamlayan altvektör demetini L⊥
1

ile gösterelim. Böylece

tr(TM) = ϕ̄D′ ⊕ L⊥
1 (3.3.33)

dir.

M bir parakontakt CR-lightlike altmanifold olmak üzere X ∈ Γ(TM) ve W ∈

Γ(S(TM⊥)) için

ϕ̄X = PX + FX (3.3.34)

ve

ϕ̄W = BW + CW (3.3.35)

yazılabilir. Burada PX ∈ Γ(D), FX ∈ Γ(L1⊥ltr(TM)), BW ∈ Γ(ϕ̄L1) ve CW ∈

Γ(L⊥
1 ) dir.

Lemma 3.3.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

L⊥
1 altvektör demeti hemen hemen parakompleks yapıya sahiptir.
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İspat. Herhangi bir X ∈ Γ(L⊥
1 ) için (3.3.28) eşitliğinden

f 2X = X − FtX

bulunur. Burada Lemma 3.3.3 göz önüne alınırsa ispat tamamlanır.

Lemma 3.3.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Herhangi

bir U ∈ Γ(tr(TM)) için eğer tU = 0 ise U ∈ Γ(L⊥
1 ) dir.

İspat. Herhangi bir U ∈ Γ(tr(TM)) için,

ϕ̄U = tU + fU,

yazılabilir. Kabul edelim ki tU = 0 olsun. Bu durumda X ∈ Γ(D
′
) için

ḡ(ϕ̄X, U) = −ḡ(X, ϕ̄U) = −ḡ(X, fU) = 0

dır. Bu eşitlik ise U ∈ Γ(L⊥
1 ) olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.3.7. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

M üzerindeki (P, ξ, η, g) hemen hemen parakontakt yapısının bir para-Sasakian yapı

olması için gerek ve yeter şart her X, Y ∈ Γ(D) için

th(X, Y ) = 0 ya da h(X,Y ) ∈ Γ(L⊥
1 )

olmasıdır.

İspat. Her X ∈ Γ(D) için

FX = 0

dır. Son eşitlik ile birlikte Lemma 3.3.6, (3.3.8) eşitliğinde göz önüne alınırsa

(∇XP )Y = −ḡ(X,Y )ξ + η(Y )X

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Şimdi parakontakt CR-lightlike altmanifoldlarda tanımlı distribüsyonların integral-

lenebilirlik şartlarını inceleyelim.
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Önerme 3.3.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D ve D ⊕D′ distribüsyonları integrallenebilir değildir.

İspat. Kabul edelim ki D distribüsyonu integrallenebilir olsun. O halde her X,Y ∈

Γ(D) için

g([X, Y ], ξ) = 0

dır. Buradan

g([X,Y ], ξ) = ḡ(∇̄XY, ξ)− ḡ(∇̄YX, ξ)

elde edilir. (1.4.29) eşitliği göz önüne alınırsa

g([X,Y ], ξ) = ḡ(Y, ϕ̄X)− ḡ(X, ϕ̄Y )

= 2ḡ(ϕ̄X, Y )

bulunur. Bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldun izotropik ya da tamamen

lightlike altmanifoldu yoktur. Bu durumda M proper ve D0 non-dejeneredir. Bu

durumda ḡ(ϕ̄X, Y ) ̸= 0 olacak şekilde non-null X, Y ∈ Γ(D) seçebiliriz. Bu ise bir

çelişkidir. Dolayısıyla D integrallenemez. Benzer şekilde D⊕D′ nin de integrallene-

bilir olmadığı gösterilebilir.

Önerme 3.3.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D⊥{ξ} distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

h(X, ϕ̄Y ) = h(ϕ̄X, Y ), ∀X, Y ∈ Γ(D⊥{ξ})

olmasıdır.

İspat. Her X,Y ∈ D⊥{ξ} için (1.3.16), (1.4.52), (3.3.34) ve (3.3.35) eşitlikleri

122



kullanılırsa

−ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X = (∇̄X ϕ̄)Y

= ∇̄X ϕ̄Y − ϕ̄∇̄XY

= ∇X ϕ̄Y + h(X, ϕ̄Y )− ϕ̄∇XY

−ϕ̄hl(X,Y )− ϕ̄hs(X,Y )

= ∇X ϕ̄Y + h(X, ϕ̄Y )− P∇XY

−F∇XY −Bhl(X, Y )− Chl(X, Y )

−Bhs(X,Y )− Chs(X, Y )

bulunur. Bu eşitlikten ise

F (∇XY ) = −Chs(X,Y ) + h(X, ϕ̄Y ) (3.3.36)

elde edilir. Burada X ve Y nin rolleri değiştirilirse

F (∇YX) = −Chs(Y,X) + h(Y, ϕ̄X) (3.3.37)

bulunur. (3.3.36) ve (3.3.37) den her X,Y ∈ D⊥{ξ} için

F [X, Y ] = h(X, ϕ̄Y )− h(ϕ̄X, Y )

olur. Buradan M bir parakontakt CR-lightlike altmanifold olduğundan her X, Y ∈

D⊥{ξ} için Lemma 3.3.3 kullanılarak h(X, ϕ̄Y ) = h(ϕ̄X, Y ) elde edilir. Böylece

ispat tamamlanır.

Önerme 3.3.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D⊥{ξ} distribüsyonunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart

i) hl(X, ϕ̄Y ) = 0

ve

ii) hs(X, Y ) nin L1 bileşeni yoktur

şartlarının sağlanmasıdır.

İspat. D⊥{ξ} distribüsyonunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart

her X, Y ∈ Γ(D⊥{ξ}) ve W ∈ Γ(ϕ̄L1) için

g(∇XY, ϕ̄E) = g(∇XY,W ) = 0
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olmasıdır. Bu durumda (1.3.16) eşitliğinden

g(∇XY, ϕ̄E) = ḡ(∇̄XY, ϕ̄E)− g(hl(X, Y ), ϕ̄E)

−g(hs(X, Y ), ϕ̄E)

olur. Böylece

g(∇XY, ϕ̄E) = −ḡ(ϕ̄∇̄XY,E)

elde edilir. Diğer taraftan (1.4.52) kullanılarak

g(∇XY, ϕ̄E) = g((∇̄X ϕ̄)Y − ∇̄X ϕ̄Y, E)

= ḡ(X, Y )ḡ(ξ, E)− ḡ(X,E)η(Y )

−ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E)

= −ḡ(∇̄X ϕ̄Y, E)

= −ḡ(∇X ϕ̄Y, E)− g(hl(X, ϕ̄Y ), E)

−g(hs(X, ϕ̄Y ), E)

= −g(hl(X, ϕ̄Y ), E)

bulunur. Bu durumda g(∇XY, ϕ̄E) = 0 olması için gerek ve yeter şart hl(X, ϕ̄Y ) = 0

olmasıdır.

Benzer şekilde

g(∇X ϕ̄Y,W ) = −ḡ(hs(X, Y ), ϕ̄W )

bulunur. W ∈ Γ(ϕ̄L1) için ϕ̄W = W olduğundan g(∇XY,W ) = 0 olması için gerek

ve yeter şart hs(X, Y ) nin L1 bileşeninin olmamasıdır. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.3.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. D′ distribüsyo-

nunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart Z,W ∈ Γ(D′) için

ϕ̄L1⊥ϕ̄(Rad TM) bileşeninin olmaması ve Aϕ̄WZ nin de D0⊥ϕ̄Rad TM bileşeninin

olmamasıdır.

İspat. D′ distribüsyonunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart Z,W ∈

Γ(D′), N ∈ Γ(ltr(TM)) ve X ∈ Γ(D0) için

g(∇ZW,N) = g(∇ZW, ϕ̄N) = g(∇ZW,X) = g(∇ZW, ξ) = 0
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olmasıdır. Her Z,W ∈ Γ(D′) için

Zg(W, ξ) = g(∇ZW, ξ) + g(W,∇Zξ)

yazılabilir. Burada (1.4.29) eşitliğinden

g(ϕ̄Z,W ) = g(∇ZW, ξ)

yani

g(∇ZW, ξ) = 0 (3.3.38)

bulunur. Benzer olarak Z,W ∈ Γ(D′) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için

Zg(W,N) = g(∇ZW,N) + g(W,∇ZN)

dir. (1.3.19) eşitliği kullanılırsa

g(∇ZW,N) = g(W,ANZ +∇l
ZN +Ds(Z,N))

= g(W,ANZ) (3.3.39)

olur. X ∈ Γ(D0) için (1.3.19) ve (1.4.52) eşitliklerinden

Zg(W, ϕ̄X) = g(∇̄ZW, ϕ̄X) + g(W, ∇̄Z ϕ̄X)

= g(∇̄ZW, ϕ̄X) + g(W, (∇̄Z ϕ̄)X + ϕ̄∇̄ZX)

= g(∇̄ZW, ϕ̄X)− g(ϕ̄W, ∇̄ZX)

elde edilir. O halde

g(∇ZW, ϕ̄X) = g(Aϕ̄WZ,X) (3.3.40)

bulunur. Aynı şekilde W ∈ Γ(D′), N ∈ Γ(ltr(TM)) için

g(∇ZW, ϕ̄N) = g(Aϕ̄WZ,N) (3.3.41)

dir. Böylece (3.3.38) - (3.3.41) eşitliklerinden ispat tamamlanmış olur.

Önerme 3.3.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D′ distribüsyonu integrallenebilirdir.
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İspat. Herhangi X,Z ∈ Γ(D′) için (1.4.52) eşitliğinden

ϕ̄([X,Z]) = ϕ̄(∇̄XZ − ∇̄ZX)

= −(∇̄X ϕ̄)Z + ∇̄X ϕ̄Z + (∇̄Z ϕ̄)X − ∇̄Z ϕ̄X

= Aϕ̄XZ − Aϕ̄ZX +∇t
X ϕ̄Z −∇t

Z ϕ̄X (3.3.42)

olur. Kabul edelim ki Y ∈ D
′
olsun. O halde X̂ ∈ Γ(TM), Z ∈ Γ(D

′
) için

X̂ḡ(Z, ϕ̄Y ) = ḡ(∇̄X̂Z, ϕ̄Y ) + ḡ(Z, ∇̄X̂ ϕ̄Y )

= ḡ(∇̄X̂Z, ϕ̄Y ) + ḡ(Z, (∇̄X̂ ϕ̄)Y ) + ḡ(Z, ϕ̄∇̄X̂Y )

= ḡ(∇̄X̂Z, ϕ̄Y )− ḡ(ϕ̄Z, ∇̄X̂Y )

= ḡ(∇̄X̂Z, ϕ̄Y )− X̂ḡ(Y, ϕ̄Z) + ḡ(Y, ∇̄X̂ ϕ̄Z)

bulunur. Buradan

ḡ(∇̄X̂Z, ϕ̄Y ) = ḡ(Aϕ̄ZX̂, Y )

elde edilir. Öyleyse

ḡ(Aϕ̄ZX̂, Y ) = ḡ(Aϕ̄Y X̂, Z) (3.3.43)

dir. Diğer taraftan PX ∈ Γ(S(TM)) için

ḡ(h∗(PX,PY ), N) = ḡ(ANPX,PY ) (3.3.44)

dir. h∗ bilineer ve simetrik olduğundan

ḡ(ANPX,PY ) = ḡ(PX,ANPY ) (3.3.45)

elde edilir. Özel olarak X̂ ∈ Γ(D0) seçilirse (3.3.43) ve (3.3.45) den

ḡ(X̂, Aϕ̄ZY ) = ḡ(X̂, Aϕ̄YZ)

bulunur. Böylece Y, Z ∈ Γ(D
′
) için

Aϕ̄ZY = Aϕ̄YZ,

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Teorem 3.3.2. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

D0 distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X, Y ∈ Γ(D0),

N ∈ Γ(ltr(TM)) ve E ∈ Γ(Rad TM) için

i) ḡ(h∗(X, ϕ̄Y ), N) = ḡ(h∗(Y, ϕ̄X), N)

ii) g(∇∗
XY, ϕ̄E) = g(∇∗

YX, ϕ̄E)

iii) ḡ(hs(X, ϕ̄Y ),W ) = ḡ(hs(Y, ϕ̄X),W )

iv) ḡ(∇∗
XY, ξ) = ḡ(∇∗

YX, ξ)

v) ḡ(h∗(X,Y ), N) = ḡ(h∗(Y,X), N)

olmasıdır.

İspat. Parakontakt CR-lightlike altmanifold tanımı göz önüne alındığındaD0 distri-

büsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X,Y ∈ Γ(D0), N ∈

Γ(ltr(TM)), W ∈ Γ(L1) ve E ∈ Γ(Rad TM) için

ḡ([X,Y ], ϕ̄N) = ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = ḡ([X, Y ], ϕ̄W ) = ḡ([X, Y ], ξ) = ḡ([X,Y ], N) = 0

olmasıdır. (1.3.27) ve (1.4.52) eşitlikleri kullanılırsa

ḡ([X, Y ], ϕ̄N) = −ḡ(ϕ̄∇̄XY,N) + ḡ(ϕ̄∇̄YX,N)

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,N)− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,N)

−ḡ((∇̄Y ϕ̄)X,N) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,N)

= −ḡ(X,Y )η(N) + ḡ(X,N)η(Y )− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,N)

+ḡ(X, Y )η(N) + ḡ(Y,N)η(X) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,N)

= −ḡ(∇X ϕ̄Y + hl(X, ϕ̄Y ) + hs(X, ϕ̄Y ), N)

+ḡ(∇Y ϕ̄X + hl(Y, ϕ̄X) + hs(Y, ϕ̄X), N)

= −ḡ(∇X ϕ̄Y,N) + ḡ(∇Y ϕ̄X,N)

= −ḡ(h∗(X, ϕ̄Y ), N) + ḡ(h∗(Y, ϕ̄X), N)

(3.3.46)

elde edilir. (1.3.16) ve (1.3.27) eşitliklerinden ise

ḡ([X, Y ], ϕ̄E) = ḡ(∇̄XY, ϕ̄E)− ḡ(∇̄YX, ϕ̄E)

= ḡ(∇XY + hl(X, Y ) + hs(X,Y ), ϕ̄E)

−ḡ(∇YX + hl(Y,X) + hs(Y,X), ϕ̄E)

= ḡ(∇XY, ϕ̄E)− ḡ(∇YX, ϕ̄E)

(3.3.47)
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bulunur. Diğer taraftan (1.3.16) ve (1.4.52) eşitliklerinden

ḡ([X, Y ], ϕ̄W ) = −ḡ(ϕ̄∇̄XY,W ) + ḡ(ϕ̄∇̄YX,W )

= ḡ((∇̄X ϕ̄)Y,W )− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,W )

−ḡ((∇̄Y ϕ̄)X,W ) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,W )

= −ḡ(X, Y )η(W ) + ḡ(X,W )η(Y )− ḡ(∇̄X ϕ̄Y,W )

+ḡ(X, Y )η(W ) + ḡ(Y,W )η(X) + ḡ(∇̄Y ϕ̄X,W )

= −ḡ(∇X ϕ̄Y + hl(X, ϕ̄Y ) + hs(X, ϕ̄Y ),W )

+ḡ(∇Y ϕ̄X + hl(Y, ϕ̄X) + hs(Y, ϕ̄X),W )

= −ḡ(hs(X, ϕ̄Y ),W ) + ḡ(hs(Y, ϕ̄X),W )

(3.3.48)

olur. Son olarak (1.3.27) eşitliğinden

ḡ([X,Y ], ξ) = ḡ(∇̄XY, ξ)− ḡ(∇̄YX, ξ)

= ḡ(∇∗
XY + h∗(X,Y ), ξ)

−ḡ(∇∗
YX + h∗(Y,X), ξ)

= ḡ(∇∗
XY, ξ)− ḡ(∇∗

YX, ξ)

(3.3.49)

ve

ḡ([X,Y ], N) = ḡ(∇̄XY,N)− ḡ(∇̄YX,N)

= ḡ(∇∗
XY + h∗(X,Y ), N)

−ḡ(∇∗
YX + h∗(Y,X), N)

= ḡ(h∗(X, Y ), N)− ḡ(h∗(Y,X), N)

(3.3.50)

bulunur. Böylece (3.3.46) - (3.3.50) eşitlikleri göz önüne alınırsa ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.3. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

Rad TM distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X ∈

Γ(D0), N ∈ Γ(ltr(TM)), W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋ ∈ Γ(Rad TM) için

i) ḡ(É, hl(E̋,ϕ̄E)) = ḡ(E̋, hl(É, ϕ̄E))

ii) ḡ(hs(É, ϕ̄E̋),W ) = ḡ(hs(E̋, ϕ̄É),W )

iii) g(h∗(É, ϕ̄E̋), N) = g(h∗(E̋, ϕ̄É), N)

iv) g(A∗
E̋
É, ξ) = g(A∗

É
E̋, ξ)

v) ḡ(E̋, hl(É,X)) = ḡ(É, hl(E̋, X))
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olmasıdır.

İspat. Parakontakt CR-lightlike altmanifold tanımı göz önüne alındığında Rad TM

distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X ∈ Γ(D0), N ∈

Γ(ltr(TM)) W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋∈ Γ(Rad TM) için

ḡ([É, E̋], ϕ̄E) = ḡ([É, E̋], ϕ̄W ) = ḡ([É, E̋], ϕ̄N) = ḡ([É, E̋], ξ) = ḡ([É, E̋], X) = 0

olmasıdır. (1.3.27) eşitliğinden

ḡ([É, E̋], ϕ̄E) = ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄E)− ḡ(∇̄E̋É, ϕ̄E)

= Éḡ(E̋, ϕ̄E)− ḡ(E̋, ∇̄Éϕ̄E)

−E̋ḡ(É, ϕ̄E) + ḡ(É, ∇̄E̋ϕ̄E)

= −ḡ(E̋, ∇̄Éϕ̄E) + ḡ(É, ∇̄E̋ϕ̄E)

= −ḡ(E̋,∇Éϕ̄E + hl(É, ϕ̄E) + hs(É, ϕ̄E))

+ḡ(É,∇E̋ϕ̄E + hl(E̋, ϕ̄E) + hs(E̋, ϕ̄E))

= −ḡ(E̋, hl(É, ϕ̄E)) + ḡ(É, hl(E̋, ϕ̄E))

(3.3.51)

elde edilir. (1.3.16), (1.3.27) ve (1.4.52) eşitlikleri kullanılarak ise

ḡ([É, E̋], ϕ̄W ) = −ḡ(ϕ̄∇̄ÉE̋,W ) + ḡ(ϕ̄∇̄E̋É,W )

= ḡ((∇̄Éϕ̄)E̋,W )− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W )

−ḡ((∇̄E̋ϕ̄)É,W ) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É,W )

= −ḡ(É, E̋)η(W ) + ḡ(W, E̋)η(É)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W )

+ḡ(É, E̋)η(W )− ḡ(W, É)η(E̋) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É,W )

= −ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W ) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É,W )

= −ḡ(∇Éϕ̄E̋ + hl(É, ϕ̄E̋) + hs(É, ϕ̄E̋),W )

+ḡ(∇E̋ϕ̄É + hl(E̋, ϕ̄É) + hs(E̋, ϕ̄É),W )

= −ḡ(hs(É, ϕ̄E̋),W ) + ḡ(hs(E̋, ϕ̄É),W )

(3.3.52)
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ve

ḡ([É, E̋], N) = −ḡ(ϕ̄∇̄ÉE̋, N) + ḡ(ϕ̄∇̄E̋É, N)

= ḡ((∇̄Éϕ̄)E̋, N)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N)

−ḡ((∇̄E̋ϕ̄)É, N) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É, N)

= −ḡ(É, E̋)η(N) + ḡ(N, E̋)η(É)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N)

+ḡ(É, E̋)η(N)− ḡ(N, É)η(E̋) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É, N)

= −ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N) + ḡ(∇̄E̋ϕ̄É, N)

= −ḡ(∇Éϕ̄E̋ + hl(É, ϕ̄E̋) + hs(É, ϕ̄E̋), N)

+ḡ(∇E̋ϕ̄É + hl(E̋, ϕ̄É) + hs(E̋, ϕ̄É), N)

= −ḡ(∇Éϕ̄E̋, N) + ḡ(∇E̋ϕ̄É, N)

= −ḡ(∇∗
É
ϕ̄E̋ + h∗(É, E̋), N) + ḡ(∇∗

E̋
ϕ̄É + h∗(E̋, É), N)

= −ḡ(h∗(É, E̋), N) + ḡ(h∗(E̋, É), N)

(3.3.53)

bulunur. Diğer taraftan (1.3.28) eşitliği göz önüne alınırsa

ḡ([É, E̋], ξ) = ḡ(∇̄ÉE̋, ξ)− ḡ(∇̄E̋É, ξ)

= ḡ(∇ÉE̋ + hl(É, E̋) + hs(É, E̋), ξ)

−ḡ(∇E̋É + hl(E̋, É) + hs(E̋, É), ξ)

= ḡ(∇ÉE̋, ξ)− ḡ(∇E̋É, ξ)

= g(−A∗
E̋
É +∇∗⊥

É
E̋, ξ)− g(−A∗

É
E̋ +∇∗⊥

E̋
É, ξ)

= −g(A∗
E̋
É, ξ) + g(A∗

É
E̋, ξ)

(3.3.54)

ve

ḡ([É, E̋], X) = ḡ(∇̄ÉE̋, X)− ḡ(∇̄E̋É,X) (3.3.55)

= ḡ(∇ÉE̋, X)− ḡ(∇E̋É,X)

= −g(A∗
E̋
É,X) + g(A∗

É
E̋, X)

= −ḡ(E̋, hl(É,X)) + ḡ(É, hl(E̋, X))

olur. Böylece (3.3.51) - (3.3.55) eşitliklerinden ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.4. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

ϕ̄Rad TM distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X ∈

Γ(D0), N ∈ Γ(ltr(TM)) W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋ ∈ Γ(Rad TM) için

130



i) ḡ(E, hl(E̋,ϕ̄É)) = ḡ(E, hl(É, ϕ̄E̋))

ii) ḡ(hs(ϕ̄É,E̋),W ) = ḡ(hs(ϕ̄E̋, É),W )

iii) ḡ(AN ϕ̄É, ϕ̄E̋) = ḡ(AN ϕ̄E̋, ϕ̄É)

iv) g(A∗
E̋
ϕ̄É, ϕ̄X) = g(A∗

É
ϕ̄E̋, ϕ̄X)

olmasıdır.

İspat. Parakontakt CR-lightlike altmanifold tanımından ϕ̄Rad TM distribüsyonunun

integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X ∈ Γ(D0), N ∈ Γ(ltr(TM))

W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋∈ Γ(Rad TM) için

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ϕ̄E) = ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ϕ̄W ) = ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], N) = ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ξ) = ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], X) = 0

olmasıdır. (1.3.28) ve (1.4.52) eşitliklerinin kullanılması ile

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ϕ̄E) = −ḡ(ϕ̄∇̄ϕ̄Éϕ̄E̋, E) + ḡ(ϕ̄∇̄ϕ̄E̋ϕ̄É, E)

= ḡ((∇̄ϕ̄Éϕ̄)ϕ̄E̋, E)− ḡ(∇̄ϕ̄ÉE̋, E)

−ḡ((∇̄ϕ̄E̋ϕ̄)ϕ̄É, E) + ḡ(∇̄ϕ̄E̋É, E)

= −ḡ(∇̄ϕ̄ÉE̋, E) + ḡ(∇̄ϕ̄E̋É, E)

= −ḡ(∇ϕ̄ÉE̋ + hl(ϕ̄É, E̋) + hs(ϕ̄É, E̋), E)

+ḡ(∇ϕ̄E̋É + hl(ϕ̄E̋, É) + hs(ϕ̄E̋, É), E)

= −ḡ(hl(ϕ̄É, E̋), E) + ḡ(hl(ϕ̄E̋, É), E)

(3.3.56)

ve benzer şekilde

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ϕ̄W ) = −ḡ(∇̄ϕ̄ÉE̋,W ) + ḡ(∇̄ϕ̄E̋É,W ) (3.3.57)

= −ḡ(hs(ϕ̄É, E̋),W ) + ḡ(hs(ϕ̄E̋, É),W )

bulunur. Diğer taraftan (1.3.19) eşitliğinden

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], N) = ḡ(∇̄ϕ̄Éϕ̄E̋, N)− ḡ(∇̄ϕ̄E̋ϕ̄É, N)

= ϕ̄E̋ḡ(ϕ̄É, N)− ḡ(ϕ̄E̋, ∇̄ϕ̄ÉN)

−ϕ̄Éḡ(ϕ̄E̋, N) + ḡ(ϕ̄É, ∇̄ϕ̄E̋N)

= −ḡ(ϕ̄E̋, ∇̄ϕ̄ÉN) + ḡ(ϕ̄É, ∇̄ϕ̄E̋N)

= ḡ(AN ϕ̄É, ϕ̄E̋)− ḡ(AN ϕ̄E̋, ϕ̄É)

(3.3.58)

elde edilir. Şimdi (1.4.1) eşitliği kullanılırsa

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], ξ) = −ḡ(ϕ̄E̋, ∇̄ϕ̄Éξ) + ḡ(ϕ̄É, ∇̄ϕ̄E̋ξ)

= ḡ(ϕ̄E̋, ϕ̄2É)− ḡ(ϕ̄É, ϕ̄2E̋)

= ḡ(ϕ̄E̋, É)− ḡ(ϕ̄É, E̋)

= 0

(3.3.59)
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olur. Son olarak (1.3.28) eşitliği ve ϕ̄D0 = D0 olduğu göz önüne alınırsa

ḡ([ϕ̄É, ϕ̄E̋], X) = ḡ(∇̄ϕ̄Éϕ̄E̋, X)− ḡ(∇̄ϕ̄E̋ϕ̄É,X)

= ḡ((∇̄ϕ̄Éϕ̄)E̋, X)− ḡ(ϕ̄∇̄ϕ̄ÉE̋, X)

−ḡ((∇̄ϕ̄E̋ϕ̄)É,X) + ḡ(ϕ̄∇̄ϕ̄E̋É,X)

= −ḡ(∇̄ϕ̄ÉE̋, ϕ̄X) + ḡ(∇̄ϕ̄E̋É, ϕ̄X)

= g(A∗
E̋
ϕ̄É, ϕ̄X)− g(A∗

É
ϕ̄E̋, ϕ̄X)

(3.3.60)

elde edilir. Böylece (3.3.56) - (3.3.60) eşitliklerinden ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.5. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve M de M̄ nin ξ ∈

Γ(TM) olacak şekilde bir parakontakt CR-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda

radikal distribüsyonunun her lifinin M de tamamen geodezik olması için gerek ve

yeter şart X ∈ Γ(D0), N ∈ Γ(ltr(TM)) W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋∈ Γ(Rad TM) için

i) A∗
É
E̋/∈,Γ(D0⊥ϕ̄ltr(TM))

ii) ḡ(hs(É, ϕ̄E̋),W ) = 0

iii) ḡ(h∗(É, ϕ̄E̋), N) = 0

olmasıdır.

İspat. Parakontakt CR-lightlike altmanifold tanımı göz önüne alındığında radikal

distribüsyonunun bir lifinin M de tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart

X ∈ Γ(D0), N ∈ Γ(ltr(TM)) W ∈ Γ(L1) ve E, É,E̋∈ Γ(Rad TM) için

ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄E) = ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄W ) = ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄N) = ḡ(∇̄ÉE̋, ξ) = ḡ(∇̄ÉE̋, X) = 0

olmasıdır. (1.3.16) ve (1.3.28) eşitliklerinden

g(∇ÉE̋, ξ) = ḡ(∇̄ÉE̋, ξ)

= Éḡ(E̋, ξ)− ḡ(E̋, ∇̄Éξ)

= ḡ(E̋, ϕ̄É) = 0,

(3.3.61)

ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄E) = ḡ(−A∗
E̋
É +∇∗⊥

É
E̋, ϕ̄E)

= −ḡ(A∗
E̋
É, ϕ̄E),

(3.3.62)

ve

ḡ(∇ÉE̋, X) = −ḡ(A∗
E̋
É,X) (3.3.63)
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eşitlikleri bulunur. Diğer taraftan (1.3.16), (1.3.27) ve (1.4.52) eşitlikleri kullanılırsa

ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄W ) = −ḡ(ϕ̄∇̄ÉE̋,W )

= ḡ((∇̄Éϕ̄)E̋,W )− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W )

= −ḡ(É, E̋)η(W ) + ḡ(É,W )η(E̋)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W )

= −ḡ(∇̄Éϕ̄E̋,W )

= −ḡ(∇Éϕ̄E̋ + hl(É, ϕ̄E̋) + hs(É, ϕ̄E̋),W )

= −ḡ(hs(É, ϕ̄E̋),W )

(3.3.64)

ve son olarak

ḡ(∇̄ÉE̋, ϕ̄N) = −ḡ(ϕ̄∇̄ÉE̋, N)

= ḡ((∇̄Éϕ̄)E̋, N)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N)

= −ḡ(É, E̋)η(N) + ḡ(É, N)η(E̋)− ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N)

= −ḡ(∇̄Éϕ̄E̋, N)

= ḡ(∇∗
É
ϕ̄E̋+h∗(É, ϕ̄E̋), N)

= ḡ(h∗(É, ϕ̄E̋), N)

(3.3.65)

elde edilir. Böylece (3.3.61) - (3.3.65) eşitliklerinden ispat tamamlanır.

3.3.3 Radikal Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Tanım 3.3.3. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) para-Sasakian manifoldunun

ξ ∈ Γ(TM) olacak şekilde bir lightlike altmanifoldu olsun. Eğer

ϕ̄(Rad TM) = ltr(TM), (3.3.66)

ϕ̄(S(TM)) = S(TM) (3.3.67)

şartları sağlanıyor ise M ye M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu

denir.

Örnek 3.3.2. Kabul edelim ki M̄ , Örnek 1.4.1 de verilen (ϕ̄, ξ, η, ḡ) yapısı ile birlikte

9-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) hemen

hemen parakontakt metrik manifoldun

x1 = y3, x2 = −y4, x3 = y1, x4 = −y2
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ile verilen bir M hiperyüzeyini göz önüne alalım. Bu durumda

U1 =
∂

∂x3
+

∂

∂y1
, U2 = − ∂

∂x4
+

∂

∂y2
,

U3 =
∂

∂x1
+

∂

∂y3
, U4 = − ∂

∂x2
+

∂

∂y4
, U5 =

∂

∂z

olmak üzere TM = Sp{U1, U2, U3, U4, U5} dır. O halde radikal distribüsyon ve

lightlike transversal distribüsyon sırasıyla

Rad TM = Sp {U1, U2}

ve

ltr(TM) = Sp

{
N1 = − ∂

∂x3
− ∂

∂y1
, N2 = − ∂

∂x1
− ∂

∂y3

}
ile verilir. Bu durumda

ϕ̄U1 = −N2 ve ϕ̄U3 = −N1

yani ϕ̄(Rad TM) = ltr(TM) dir. Ayrıca

ϕ̄U2 = −U4

olduğundan ϕ̄(S(TM)) = S(TM) dir. Böylece M, M̄ nin bir radikal transversal

2-lightlike altmanifoldu olur.

Önerme 3.3.7. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda M̄

nin 1-lightlike radikal transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

İspat. Kabul edelim kiM, M̄ para-Sasakian manifoldunun 1-lightlike radikal trans-

versal altmanifoldu olsun. Bu durumda Rad TM = Sp{E} ve ltr(TM) = Sp{N} ve

g(E,N)=1 olacak ekilde E ve N lokal null kesitleri vardır. Böylece (1.4.6) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄E,E) = −ḡ(ϕ̄2E, ϕ̄E) + η(ϕ̄E)η(E)

= −ḡ(E − η(E)ξ, ϕ̄E)

olur. Buradan

ḡ(ϕ̄E,E) = −ḡ(E − η(E)ξ, ϕ̄E)

= −ḡ(E, ϕ̄E)
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elde edilir. Böylece

ḡ(ϕ̄E,E) = 0 (3.3.68)

olur. Diğer taraftan (3.3.66) göz önüne alınırsa ϕ̄E = N ∈ Γ(ltr(TM)) dir. Burada

ḡ(ϕ̄E,E) = ḡ(N,E) = 1

elde edilir. Bu ise (3.3.68) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.3.8. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda M̄

nin izotropik ya da tamamen lightlike radikal transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

Teorem 3.3.6. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM⊥)

distribüsyonu ϕ̄ altında invaryanttır.

İspat. Her W ∈ Γ(S(TM⊥)) ve E ∈ Γ(Rad TM) için (1.4.6) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄W,E) = −ḡ(ϕ̄2W, ϕ̄E) + η(ϕ̄W )η(E)

= −ḡ(W, ϕ̄E)

= 0

elde edilir. Buradan (1.4.1) ve (1.4.4) eşitlikleri göz önüne alınırsa

ḡ(ϕ̄W,E) = −ḡ(W, ϕ̄E) = 0 (3.3.69)

dır. Benzer şekilde N ∈ Γ(ltr(TM)) için

ḡ(ϕ̄W,N) = −ḡ(W, ϕ̄N) = 0 (3.3.70)

olur. Bu eşitliklerden

ϕ̄(S(TM⊥)) ∩Rad TM = {0}

ve

ϕ̄(S(TM⊥)) ∩ ltr(TM) = {0}

olduğu görülür. X ∈ Γ(S(TM)) için (1.4.1), (1.4.6) ve (1.4.29) eşitliklerinden

ḡ(ϕ̄W,X) = −ḡ(W, ϕ̄X) = 0 (3.3.71)

bulunur. Bu ise ϕ̄(S(TM⊥)) ∩ S(TM) = {0} demektir. Böylece (3.3.69), (3.3.70)

ve (3.3.71) eşitliklerinden ispat tamamlanır.
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(M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥)) de M̄ nin

bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. S(TM) ve Rad TM üzerindeki

projeksiyon dönüşümleri sırasıyla T ve Q olmak üzere her X ∈ Γ(TM) için

X = TX +QX (3.3.72)

yazılabilir. Burada TX ∈ Γ(S(TM)) ve QX ∈ Γ(Rad TM) dir. (3.3.72) eşitliğine

ϕ̄ uygulanırsa

ϕ̄X = ϕ̄TX + ϕ̄QX (3.3.73)

olur. Burada ϕ̄TX = SX ∈ Γ(S(TM)) ve ϕ̄QX = LX ∈ Γ(ltr(TM)) olmak üzere

ϕ̄X = SX + LX (3.3.74)

elde edilir. M̄ nin para-Sasakian manifold olduğu göz önüne alınarak (1.3.16),

(1.3.19) ve (3.3.74) eşitliklerinden

−ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X = ∇XSY + hl(X,SY ) + hs(X,SY )

−ALYX +∇l
XLY +Ds(X,LY )

−S∇XY − L∇XY − ϕ̄hl(X, Y )

−ϕ̄hs(X,Y )

elde edilir. Son denklemin sırasıyla teğet, ekran transversal ve lightlike ekran trans-

versal bileşenleri ayrı ayrı yazılırsa

(∇XS)Y = −ḡ(X, Y )ξ + η(Y )X + ϕ̄hl(X, Y ) + ALYX, (3.3.75)

hl(X,SY ) +∇l
XLY − L∇XY = 0 (3.3.76)

hs(X,SY ) +Ds(X,LY )− ϕ̄hs(X, Y ) = 0 (3.3.77)

eşitliklerine ulaşılır.

Lightlike altmanifoldlarda indirgenmiş konneksiyon metrik konneksiyon değildir

[44]. Şimdi indirgenmiş konneksiyonun metrik konneksiyon olması için gerek ve yeter

şartları inceleyelim.

Teorem 3.3.7. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ∇ indirgen-

miş konneksiyonun metrik konneksiyon olması için gerek ve yeter şart X ∈ Γ(TM),

Y ∈ Γ(Rad TM) için Aϕ̄YX ∈ Γ(Rad TM) olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki∇ indirgenmiş konneksiyon, metrik konneksiyon olsun. (1.3.16)

eşitliğinden her X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(Rad TM) ve Z ∈ Γ(S(TM)) için

g(∇XY, Z) = ḡ(∇̄XY − hl(X,Y )− hs(X,Y ), Z)

olur. Buradan

ḡ(∇̄XY, Z) = 0

elde edilir. Diğer taraftan (1.4.6) eşitliğinden

ḡ(ϕ̄∇̄XY, ϕ̄Z)− η(∇̄XY )η(Z) = 0

yazılabilir. Bu durumda

ḡ(−(∇̄X ϕ̄)Y + ∇̄X ϕ̄Y, ϕ̄Z) = 0

olur. Son eşitlikte (1.4.52) kullanılırsa

ḡ(∇̄X ϕ̄Y, ϕ̄Z) = 0

elde edilir. M bir radikal transversal lightlike altmanifold olduğundan (1.3.19)

eşitliğinden

g(Aϕ̄YX, ϕ̄Z) = 0

dir. Yani Aϕ̄YX vektör alanının S(TM) bileşeni yoktur.

Tersine Aϕ̄YX vektör alanının S(TM) bileşeni olmadığını kabul edelim. Yani

X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(Rad TM) ve Z ∈ Γ(S(TM)) için g(Aϕ̄YX,Z) = 0 olsun.

Burada (1.3.19) eşitliği kullanılırsa

ḡ(−∇̄X ϕ̄Y +∇l
X ϕ̄Y +Ds(X, ϕ̄Y ), Z) = 0

yani

ḡ(∇̄X ϕ̄Y, Z) = 0

elde edilir. Bu durumda (1.3.16) ve (1.4.52) eşitliğinden

−ḡ(X,Y )η(Z) + ḡ(X,Z)η(Y ) + ḡ(ϕ̄∇̄XY, Z)

+ḡ(ϕ̄hl(X, Y ), Z) + ḡ(ϕ̄hs(X, Y ), Z) = 0
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olur. O halde

ḡ(ϕ̄∇XY, Z) = 0

dır. (1.4.6) eşitliği göz önüne alınarak

−ḡ(ϕ̄2∇XY, ϕ̄Z) + η(ϕ̄∇XY )η(Z) = 0

ḡ(∇XY, ϕ̄Z) = 0

elde edilir. Bu son eşitlik ∇XY ∈ Γ(Rad TM) olduğunu gösterir. Böylece ispat

tamamlanır.

Teorem 3.3.8. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM)

distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart her X, Y ∈ Γ(S(TM))

için

hl(X,SY ) = hl(Y, SX)

olmasıdır.

İspat. HerX, Y ∈ Γ(S(TM)) için (3.3.76) eşitliğindeX ve Y nin rolleri değiştirilirse

hl(Y, SX) +∇l
YLX − L∇YX = 0 (3.3.78)

elde edilir. Burada LX = 0 = LY olacağından, (3.3.76) ve (3.3.78) eşitlikleri göz

önüne alınarak

L∇XY − L∇YX = hl(X,SY )− hl(Y, SX) +∇l
XLY −∇l

YLX

yani

L[X, Y ] = hl(X,SY )− hl(Y, SX)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.9. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda Rad TM

distribüsyonunun integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X,Y ∈ Γ(Rad TM)

için

ALXY = ALYX

olmasıdır.
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İspat. Her X, Y ∈ Γ(Rad TM) için (3.3.75) eşitliğinden

(∇XS)Y = ϕ̄hl(X, Y ) + ALYX

elde edilir. Buradan X, Y ∈ Γ(Rad TM) için

−S∇XY = ϕ̄hl(X,Y ) + ALYX (3.3.79)

yazılabilir. Yukarıdaki eşitlikte X ve Y nin rolleri değiştirilirse

−S∇YX = ϕ̄hl(Y,X) + ALXY (3.3.80)

bulunur. (3.3.79) ve (3.3.80) eşitlikleri göz önüne alındığında

S∇XY − S∇YX = ALXY − ALYX + ϕ̄hl(Y,X)− ϕ̄hl(X,Y )

olur. hl simetrik olduğundan

S[X,Y ] = ALXY − ALYX

bulunur ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.10. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal

distribüsyonun M üzerinde tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart her

X, Y ∈ Γ(Rad TM) için Aϕ̄YX ∈ Γ(Rad TM) olmasıdır.

İspat. Radikal transversal lightlike altmanifold tanımı göz önüne alındığında radikal

distribüsyonunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şartX, Y ∈ Γ(Rad TM)

ve Z ∈ Γ(S(TM)) için g(∇XY, Z) = 0 olmasıdır. (1.3.16) eşitliğinden

g(∇XY, Z) = ḡ(∇̄XY, Z)

olur. ∇̄ konneksiyonu metrik konneksiyon olduğundan

g(∇XY, Z) = Xḡ(Y, Z)− ḡ(Y, ∇̄XZ)

yazılabilir. Buradan

g(∇XY, Z) = −ḡ(Y, ∇̄XZ)
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bulunur. Bu eşitlikte (1.4.6) eşitliği kullanılırsa

g(∇XY, Z) = ḡ(ϕ̄Y, ϕ̄∇̄XZ)− η(Y )η(∇̄XZ)

= ḡ(ϕ̄Y, ϕ̄∇̄XZ)

dir. Böylece (1.4.52) den

g(∇XY, Z) = ḡ(ϕ̄Y,−(∇̄X ϕ̄)Z + ∇̄X ϕ̄Z)

= ḡ(X,Z)ḡ(ϕ̄Y, ξ)− ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄X ϕ̄Z)

= −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y, ∇̄X ϕ̄Z)

elde edilir. Bu eşitlikte önce (1.3.16) daha sonra (1.3.27) eşitlikleri kullanılarak

g(∇XY, Z) = −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y,∇X ϕ̄Z + hl(X, ϕ̄Z) + hs(X, ϕ̄Z))

= −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y,∇X ϕ̄Z)

= −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y,∇∗
X ϕ̄Z + h∗(X, ϕ̄Z))

= −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + ḡ(ϕ̄Y, h∗(X, ϕ̄Z))

= −ḡ(X, ϕ̄Y )η(Z) + g(Aϕ̄YX, ϕ̄Z)

olur. Öyleyse

g(∇XY, Z) = g(Aϕ̄YX, ϕ̄Z)

bulunur ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.11. (M̄, ϕ̄, ξ, η, ḡ) bir para-Sasakian manifold ve (M, g, S(TM), S(TM⊥))

de M̄ nin bir radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ekran

distribüsyonun M üzerinde tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart her

X, Y ∈ Γ(S(TM)) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için A∗
ϕ̄N
X in S(TM) de bileşeninin olmamasıdır.

İspat. Radikal transversal lightlike altmanifold tanımı göz önüne alındığında ekran

distribüsyonunun tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart her X,Y ∈

Γ(S(TM)) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) için g(∇XY,N) = 0 olmasıdır. Buradan

g(∇XY,N) = ḡ(∇̄XY,N)
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olur. Böylece (1.4.52) eşitliğinden

g(∇̄XY,N) = ḡ((∇̄X ϕ̄)Y − ∇̄X ϕ̄Y ), ϕ̄N)

= −ḡ(X, Y )η(ϕ̄N) + ḡ(X, ϕ̄N)η(Y )− ḡ(∇̄X ϕ̄Y, ϕ̄N)

= −g(∇̄X ϕ̄Y, ϕ̄N)

elde edilir. Böylece (1.3.16) eşitliği göz önüne alınırsa

g(∇̄XY,N) = −g(∇X ϕ̄Y + hl(X, ϕ̄Y ) + hs(X, ϕ̄Y ), ϕ̄N)

= −g(hl(X, ϕ̄Y ), ϕ̄N)

= −g(A∗
ϕ̄NX, ϕ̄Y )

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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[24] Küpeli, D. N. (2010). Singuler semi-Riemannian geometry. Kluwer Academic Publisher, 192p.

[25] Duggal, K. L. and Bejancu A. (1996). Lightlike submanifolds of semi-Riemannian manifolds

and Applications. Kluwer Academic Publisher, 300p.

[26] Bejancu, A. (1996). Null hypersurfaces semi-Euclidean spaces. Saitama Math. J. 14,

25-40.
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