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Alt1 bolimden olusan bu yiiksek lisans tezinin birinci boliimiinde, tezde gz Oniine
alman Rosenau denkleminin tarihgesi hakkinda kisaca bilgi verildikten sonra tezin amacindan
bahsedildi. Ikinci boliimde, tezde kullamlan korunumlu sonlu fark yaklagimi sunuldu ve
Rosenau denkleminiyle ilgili bilgi verildikten sonra tez ¢alismasinda gdz Oniine alinan model
problemler tanitildi. Ugiincii boliimde korunumlu sonlu fark yaklasimi uygulanan Rosenau
denkleminde lineer olmayan terim yerine 3 farkli lineerlestirme teknigi kullanildi ve elde
edilen niimerik semalar daha 6nceki boliimde tanitilan model problemlere uygulandi. Semalarin
uygulanmasiyla hesaplanan niimerik sonuglar c¢izelge ve grafikler halinde verildi. Elde edilen
niimerik semalarin kararlilik analizleri benzer olacagindan sadece LIN-1 semasinin kararlilik
analizi von-Neumann yontemiyle incelendi. Dordiincii boliimde, Rosenau denklemi zamana
gore parcalanarak lineer olmayan terim yerine Boliim 3’te verilen lineerlestirme teknikleri
kullanilarak korunumlu sonlu fark yaklagimiyla niimerik semalar elde edildi. Elde edilen
niimerik semalar Bolim 2°de verilen model problemlere uygulanarak niimerik sonuglar
hesaplandi. Niimerik sonuglar ¢izelge ve grafikler halinde verildi. Niimerik semalardan sadece
LIN-1 ile elde edilen semanin kararlilik analizi von Neumann yontemiyle incelendi. Besinci
boliimde, u,, = v doniisiimii uygulanarak elde edilen konuma gore parcalanmis Rosenau
denkleminde Onceki boliimlerde kullanilan lineerlestirme teknikleri ve korunumlu sonlu fark
yaklagimi uygulanarak niimerik semalar elde edildi. Elde edilen niimerik semalar Boliim 2’de
verilen model problemlere uygulanarak niimerik sonuclar bulundu. Niimerik sonuglar cizelge
ve grafikler halinde sunuldu. Bu béliimde de sadece LIN-1 ile elde edilen semanin kararlilik
analizi von-Neumann yontemiyle incelendi. Son olarak altinci béliimde, uygulanan tiim yontem
ve lineerlestirme tekniklerinden elde edilen sonuglar her bir model problem i¢in kendi icerisinde
cizelgeler halinde karsilastirilarak one ¢ikan yontem ve lineerlestirmeler sunuldu.

Anahtar Kelimeler: Rosenau denklemi, Korunumlu Sonlu Fark Yontemi, Lineerlestirme
Teknikleri.

iX



ABSTRACT
Master Thesis

ON THE NUMERICAL SOLUTION OF THE 1-DIMENSIONAL
ROSENAU EQUATION

Zeynep ORNEK

Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Mathematics

59+x pages
2021

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sibel OZER

In the first chapter of this master’s thesis, which consists of six chapters, the purpose of the thesis
is mentioned after giving brief information about the history of the Rosenau equation considered in the
thesis. In the second chapter, the conservative finite difference approach used in the thesis is introduced,
and after giving information about the Rosenau equation, the model problems considered in the thesis
study are introduced. In the third chapter, the conservative finite difference approach is applied in the
Rosenau equation, instead of the non-linear term, 3different linearization techniques are used and the
obtained numerical schemes are applied to the model problems introduced in the previous chapter. The
numerical results obtained by applying the schemes are given in tables and graphics. Since the stability
analyzes of the obtained numerical schemes will be similar, stability analysis of the scheme obtained only
with LIN-1 is examined by the von Neumann method. In the fourth chapter, the Rosenau equation was
split by time and instead of the non-linear term, the linearization techniques given in Chapter 3 are used to
obtain numerical schemes with conservative finite difference approach. Numerical results are calculated
by applying the obtained numerical schemes to the model problems given in Chapter 2. Numerical results
are given in tables and graphs. The stability analysis of the numerical schemes obtained only with LIN-1
is analyzed by the von Neumann method. In the fifth chapter, numerical schemes are obtained by applying
linearization techniques and conservative finite difference approach given in the previous chapters to the
Rosenau equation split by position obtained by applying the u,, = vtransformation. Numerical results
were found by applying the obtained numerical schemes to the model problems given in Chapter 2. The
numerical results are presented in tables and graphs. In this section, the stability analysis of the scheme
obtained by LIN-1 is analyzed using the von Neumann method. Finally, the results obtained from all
methods and linearization techniques applied in the sixth chapter are compared within themselves in
graphs for each model problem, and prominent methods and linearizations are presented.

Keywords: Rosenau equation, Conservative Finite Difference Method, Linearization
Techniques.



1. GIRIS

Dogada karsilagilan olaylar fiziksel yasalar yardimiyla matematiksel olarak ifade edilmek
istendiginde cogunlukla diferansiyel denklemler veya diferansiyel denklem sistemleri ile
karsilagilir. Kargilasilan bu diferansiyel denklemler (veya diferansiyel denklem sistemleri)
lineer veya nonlineer olabilir ve tam ¢oziimleri bilinen mevcut yontemler yardimiyla elde
edilemeyebilir. Diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimlerinin elde edilemedigi durumlarda
niimerik ¢oziim yontemleri ile yaklasik olarak coziimleri elde edilmeye calisilir. En ¢ok
bilinen niimerik ¢oziim yontemleri olarak sonlu fark ve sonlu eleman yontemleri verilebilir.
Giiniimiizde, bilgisayarlarin islem yapabilme hizlarinin ve veri depolama kapasitelerinin
artmasindan dolay1 tam c¢oziimii bilinen diferansiyel denklemlerin sonlu fark veya sonlu
elemanlar yontemleriyle bulunan yaklasik ¢oziimlerinin oldukca kiigiik hatalar ile elde edildigi
goriilmektedir. Bu ise, tam ¢oziimii bilinmeyen diferansiyel denklemlerin sonlu fark veya sonlu

elemanlar yontemleriyle elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin giivenilirligini artirmaktadir.

Doga olaylar1 arasinda yer alan asagi yukari veya ileri geri hareketler dalga olarak
isimlendirilir ve dalgalarin aragtirmacilar tarafindan oldukca fazla sekilde ilgilenilen konulardan
biri oldugu goriilmektedir. Dalganin davramigin1 aciklamak igin kullanilan diferansiyel
denklemlerden bazilar1 Korteweg-de Vries (KdV) denklemi, diizenli uzun dalga "Regularized
Long Wave" (RLW) denklemi, Rosenau denklemi, Rosenau-KdV denklemi, Rosenau-RLW
denklemi vd. olarak verilebilir. 1895 yilinda Diederik Korteweg ve Gustav de Vries [1]

tarafindan verilen ve kendi isimleriyle taninan KdV denklemi, p bilinen bir sabit olmak iizere
U + Uiy + uu, =0 (1.0.1)

seklinde literatiirde yerini aldi. KdV denklemi, s1§ su yiizeyinde olusan dalganin davranigini
tanimlamaktadir. Bu denklemde wuu, terimi nonlineerligi, u,, terimi dispersif etkiyi temsil
etmektedir. Nonlineerlik dalganin dikleserek seklinin bozulmasina neden olurken dispersif
etki dalganin tepesinin yassilasmasina (diizlesmesine) sebep olmaktadir. Dalgalarin tek yonlii
yayilimi KdV denklemi ile tamimlanmakta olup dalga-dalga ve dalga-duvar etkilesimlerini
tanimlamak miimkiin degildir. Ayrica yiiksek genlikli dalgalarin sekli ve davranmist da bu
denklemle yeterince iyi ifade edilemez. KdV denkleminin bu zayif yonlerinin giderilmesi

amaciyla 1988 yilinda Rosenau tarafindan

Up ~+ Uy + Uy + Uty =0 (1.0.2)
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bicimindeki Rosenau denklemi Onerilmistir [2]. Rosenau denkleminin ¢6ziimiiniin varlidi
ve tekligi Park [3] tarafindan kamitlanmistir. Chung ve Ha [4], Galerkin sonlu elemanlar
yontemini kullanarak Rosenau denkleminin niimerik olarak ¢6ziimiinii elde etmislerdir. Chung
[5], Rosenau denklemi i¢in bir lineer olmayan korunumlu sonlu fark semas1 6nermis ve onerdigi
semanin niimerik ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligini gostermistir. Lee ve Ahn [6], Rosenau denklemi
icin ayrik Galerkin tipi yaklasimlar1 incelemiglerdir. Chung ve Pani [7], Rosenau denkleminin
niimerik ¢6ziimiinii elde etmek icin Galerkin sonlu eleman yontemini kullanmiglardir. Omrani
ve arkadaslar1 [8], lic adim korunumlu sonlu fark semas: ile Rosenau denkleminin niimerik
¢Oziimiinii elde etmislerdir. Hu ve Zheng [9], korunumlu sonlu fark yontemini kullanarak biri
nonlineer digeri lineer olmak iizere iki sema sunarak Rosenau denkleminin niimerik ¢6ziimiinii
elde etmislerdir. Atouani ve Omrani [10], yliksek mertebeli yeni bir korunumlu sonlu fark semas:
elde ederek Rosenau denkleminin niimerik ¢oziimiinii elde etmistir. Atouani ve arkadaslar
[11], homojen olmayan Rosenau denklemi i¢in Galerkin sonlu eleman metodunu uygulayarak
niimerik ¢6ziim elde etmislerdir. Erbay ve arkadaglar1 [12], Petviashvili iterasyon metodunu

kullanarak Rosenau denkleminin soliter dalga ¢oziimlerini niimerik olarak elde etmislerdir.

Bu tezde, Rosenau denklemine, zamana gore parcalanan Rosenau denklemine ve konuma
gore parcalanan Rosenau denklemine korunumlu sonlu fark yontemi uygulandi. Daha sonra, bu
denklemlerdeki ("), nonlineer terimine tezde LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 olarak isimlendirilen
farkli lineerlestirme teknikleri uygulanarak elde edilen niimerik semalar yardimiyla model
problemlerin niimerik c¢oziimleri bulundu. Lineerlestirme teknikleri uygulanarak elde edilen
niimerik ¢oziimlerin noktasal degerleri ile hata normlar cizelgeler halinde verildi ve grafikler
cizildi. Ayrica, hata normlar1 mevcut calismalarla karsilastirildi. LIN-1 lineerlestirme teknigi
uygulanarak elde edilen niimerik semalarin kararlilik analizleri von-Neumann yontemi ile

incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Korunumlu Sonlu Fark Yaklasimi

Baglangi¢c ve smir kosullar1 verilen bir kismi diferansiyel denklemin niimerik ¢oziim
yontemlerinden biri sonlu fark yontemleridir. Sonlu fark yontemlerinin dogrulugunun kolayca
hesaplanabilir olmas1 ve diger yontemlere gore daha az isleme ihtiya¢c duymasi tercih edilme
sebeplerinden bazilar1 olarak verilebilir [13]. Sonlu fark yontemleri bir kismi diferansiyel
denkleme uygulanirken oncelikle ele alinan baslangic-sinir deger probleminin ¢oziim bolgesi
sonlu sayida genellikle dikdortgensel veya karesel kafeslere boliiniir. Yontem bu kafeslerin
kesisim noktast olan diiglim noktasinda problemin niimerik ¢Oziimiinii hesaplama esasina
dayanir. Bu amacla diferansiyel denklemde ve smir sartlarinda yer alan kismi tiirevli
terimler yerine Taylor serisi kullanilarak elde edilen sonlu fark yaklasimlar1 yazilir. Boylece
baslangic-sinir deger problemi cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiis olur. Elde edilen
cebirsel denklem sisteminde ¢oziim bolgesi disinda kalan hayali noktalar problemin sinir
sartalarina uygun sonlu fark yaklagimlari yazilarak yok edilir. Daha sonra yontemin yakinsakligi
incelenir. Lax’1n denklik teoremine gore bir sonlu fark yonteminin yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter sart kararli ve tutarli olmasidir. Sonlu fark yontemleri Taylor serisinden yararlanilarak
olusturuldugundan cogunlukla tutarlidir. Dolayisiyla sadece yontemin kararliligini incelemek
yeterlidir. Son olarak cebirsel denklem sistemi uygun bir yontemle c¢oziilerek gdz oniine alinan

baslangi¢-sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimleri elde edilir [14, 15].

Simdi bu tez calismasi boyunca kullanilacak notasyonlardan ve korunumlu sonlu fark
yaklagimindan bahsedelim. x ve ¢ sirasiyla konum ve zaman degiskenlerini gostermek iizere
problemin ¢6ziim bolgesi (x,7) € [x;,x,] x [0,T] olsun. J ve N boluintii sayilarin temsil etmek
tizere konum yoniindeki adim uzunlugu Ax = h = (x, —x;) /J ve zaman yoniindeki adim

uzunlugu At = k = T /N olmak iizere kafes iizerindeki (x;,,) diigiim noktalari

xj=x;+jh, j=0,1,2,....J

t,=nk, n=0,1,2,....N

seklindedir. Temsili bir P(x},t,) diigiim noktas: iizerinde u(x,t) fonksiyonunun yaklasik degeri

icin u; ile gosterilecektir. Yani u(xj,ty) = u'; gosterimi kullanilacaktir.



Korunumlu sonlu fark yaklagimi ile klasik sonlu fark yaklagimindaki diisilk mertebeli
tiirevler arasinda farklilik goriilmemektedir. Ancak yiiksek mertebeden tiirevler incelendiginde
problemin ¢oziim bolgesi disinda kalan hayali nokta sayisini azaltmasi bdylece problemi ¢ozmek
icin daha az sayida smnir sartina ihtiya¢c duymasi ve hata mertebesinin yiiksek olmasi gibi
sebeplerden dolay1 korunumlu sonlu fark yaklagimlari tercih edilmektedir. u(x,¢) fonksiyonunun
x konum degiskenine gore (xj,,) diigiim noktasindaki ileri, geri ve merkezi sonlu fark

yaklagimlari icin hatalar ihmal edilerek

n n
()~ =
J/x h
n n
() ~
iz h
ut o —u
n ~ ]+1 j—l
(uj))2 = — (2.1.1)
gosterimleri ve ¢ zaman degiskenine gore ileri sonlu fark yaklagimi i¢in
ut
n\ ~ J J
(), > =—— 2.12)
gosterimi ayrica ardigik iki zaman seviyesinin ortalamasi i¢in
n+1 n
niljp Wi U
u = — (2.1.3)

gosterimi  kullanilacaktir [9, 10]. Bu yaklagimlar kullanilarak (1.0.2) ile verilen Rosenau

denkleminin korunumlu sonlu fark semalar1 elde edilecektir.

2.2 Rosenau Denklemi
Bu tezde
Us + Qe +bux +c (W), = g(x,t)  x € [x,x], t€]0,T] (2.2.1)

Rosenau denkleminin

u(x,0) =up(x), x€ [x;,x] (2.2.2)

baslangic sart1 ve
u(x;,t) = u(x,,t) =0,
uy(x1,1) = ux(xp,2) =0, 3,1 (0,7T] (2.2.3)
Up(X7,1) = Uy (xp,2) =0,
sinir sartlartyla korunumlu sonlu fark yontemiyle niimerik ¢oziimii elde edilecektir. Bu

denklemde, a, b ve c reel sayilar, p > 2 olacak sekilde bir tamsay1 ve ug ve g(x,r) siirekli
fonksiyonlardir. Ayrica, u(x,t) dalganin profili, u, lineer olusum terimi, u, adveksiyon terimi,

Uxxoy dissipative terimidir [2].



2.2.1 Model Problemler

Bu kisimda, (2.2.1) ile verilen Rosenau denklemi ile birlikte géz Oniine alinacak farkli
baslangic ve sinir sartina sahip biri nonhomojen digeri homojen olmak iizere iki model problem

tanitildi.

[k problem olarak, (2.2.1) denkleminde p =2, a =1, b = 1 ve ¢ = 1/2 alinarak

1
ty + U + e+ 5 (u?), = g(x,1), (x,1) € [0,1] x [0, 1] (2.2.4)

seklinde elde edilen Rosenau denklemi
u(x,0) =x>(1—x°), x € [0,1] (2.2.5)

baslangic sart1 ve

)= ,1€[0,T] (2.2.6)
t
sinir sartlart ile ele alinacaktir. Burada

g(x,1) = (x® — 9% + 18x* — 13x> 4+ 36x> — 360x + 72)e "
+ (6x'! —33x10 1+ 75x7 — 90x® + 60x7 — 21x% +3x°)e (2.2.7)
dir. Problem 1’in tam ¢oziimii
u(x,t) =x>(1—x>)e™! (2.2.8)
seklindedir [11].
Problem 2

(2.2.1) denkleminde p =4,a=1, b =1 ve ¢ = 1 alinarak
Uy + e + 13+ (u?) =0 (x,1) €[0,1] x [0,T] (2.2.9)
seklinde elde edilen Rosenau denklemi
u(x,0) =x*(1—x)*, x € ([0,1] (2.2.10a)

baslangi¢ sart1 ve
u(0,1) =u(l,t) =0,
uy(0,¢) = ux(1,1) =0, , 1 €1[0,T] (2.2.11)
une(0,1) = g (1,1) =0,

sinir sartlari ile ele alinacaktir. Bu problemin tam ¢6ziimii mevcut degildir [9].
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3. ROSENAU DENKLEMININ KORUNUMLU SONLU FARK YAKLASIMIYLA
NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, (2.2.1) ile verilen Rosenau denkleminin B6liim 2’de verilen korunumlu sonlu fark

yaklagimlari1 kullanilarak

(u?)t +a(u}) __ +b (u?l/z)ﬁ—i—c(uﬁﬂ/z)g — g".“/z (3.0.1)

XXXXt J

seklinde korunumlu sonlu fark (KSF) semasi yazildi ve
u(x,0) =uo(x), x € [x;,x] (3.0.2)

up(xr,t) = uz(x,6) =0, r€0,7T]

seklinde basglangic ve sinir sartlari ile goz Oniine alindi [9]. KSF semasinda yer alan (u?H/ 2))’;
lineer olmayan terim i¢in ii¢ farkli lineerlestirme teknigi uygulandi. Elde edilen lineer semalar
yardimiyla Bolim 2’de tanitilan model problemlerin niimerik ¢Oziimii bulundu. Niimerik
¢oziimlerin analitik ¢oziimlere ne kadar yakin oldugunu gostermek igin (x,,) noktasinda #’nun

tam ve niimerik degerleri sirasiyla (u?‘) ve (u?‘) olmak tizere
tam

niimerik
2> 2

(u?) tam (u;l) niimerik

J
= ‘ (u?)tam o (u?)nlimerik

L, = <h]2

veE

Lo, = max
J

olarak tanimlanan hata normlar1 hesaplandi [16]. Elde edilen hata normlar: literatiirde mevcut
olan diger arastirmacilarin elde ettikleri hata normlart ile karsilastirilarak cizelgeler halinde
verildi. Tam ve niimerik sonuglarin birlikte yer aldig1 grafikler ¢izildi. Lineerlestirme teknikleri

uygulandiktan sonra elde edilen semalarin kararlilik analizleri von Neumann yontemiyle yapildi.

3.1 Lineerlestirme 1 (LIN-1)

(2.2.1) Rosenau denkleminde (u”) , lineer olmayan terimi

() = ii—i(up)x
- ﬁ(up)x + 1ip(”p>x
= T et T W)
= T et ))



seklinde diizenlendikten sonra (3.0.1) denklemi ile verilen korunumlu sonlu fark semasinda

(un+1/2

SO terimi

e e (A e R (G G I NS

I+p
biciminde yazild1 [9, 17]. Daha sonra Boliim 2’de verilen korunumlu sonlu fark gosterimleri
kullanilarak (3.1.1) denklemi (3.0.1) denkleminde yerine yazildiktan sonra elde edilen

denklemde yer alan tiirevler i¢in

Wty
(), = ’Tf (3.1.2)
n+1 n+1 n n
n+1/2 Wipp —U;y  Uj g — Uy
(u"17?) = L (3.13)
1 n+1 n n+1 n
e T (i —upsr) 6w =) 3.1.4
(uj)xxxxt - kit o ki P (3.1.4)
1
4 (u;H'l U 1) . u?-i—% u?_z
kh* kh*
+1 +1
@2y = P ()" Wi G wh e
J Y 14p J 4h 4h
(”’}H) ( wiy +M]+l> (”’}4) (”?irl +”§71>
17 17 (3.1.5)
korunumlu sonlu fark yaklasimlari yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
p n\p—1 p n p—1 4 n p—1
lP = u- , = —\Uu-: N \P = —\Uu.: ,
1 1_|_p(1) 2 1+p(j+1) 3 1+p( ])
o = ﬁ, ﬁl = kZ“’
P P
0 = ;:Ta_ﬁ_%_img’ B = 6fﬁ+4h+cwl+c4h37
a3 = #—'—Z’ B3: ﬁ—f—Z?
P 4 b Y P
0= kh4+4h+4h+c4h27 Pa= ;#‘E‘%‘%»
o5 = kh4’ BS - T
olmak iizere j =1,2,...,J — 1 i¢in
Otluljﬁ_% + Otzu;H_% + 06314”+1 + OC4M”+1 + Ogu"i% =
1/2
Buud) o+ Botd)_y + Patd) + Bl + s, + 87 (3.1.6)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J — 1 tane denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi
elde edilir. ug ve u; bilinmeyenleri
u(xp,t) =u(x;,t) =0
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sinir sartlar: yardimiyla ug = 0 ve uy = 0 olarak elde edilir. Coziim bolgesi icine diismeyen u_

ve uy1 hayali noktalari

sinir sartlar1 yardimiyla

olmak tizere

uf —u
=L —Lve(),=0=u",=u

j=0igin (1) = ——

=

veE

ut L —u
. . . J+1 J—1
j=igin (uf); = "L

olarak bulunur. Boylece J — 1 bilinmeyenli J — 1 tane denklemden olusan lineer cebirsel denklem

ve (uf), =0=uj_ =uj,

sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
+0o; 04 O
(04) o3 0Oy 05
(04] Or O3 04 Of

A= ,
o O O3 04 O5
o O 03 (0]
i o Oy 03+ 05 i
[ Bs+B1 Bs Bs |
B B B+ Bs
B B B Bs Bs
Bi B B Bs Bs
Bi B B B
i Bi B Bs+PBs |
U= [ Uy Uy ... Uj_ny Uj_i }T , G = [ 8'1'+12+87 83“;% o gﬁizé’ﬁz éﬁf};gﬁl

olmak tizere

AU =BU"+G, n=0,1,2,...

seklinde matris formunda yazilir. n =0, 1,2, ... icin bu denklem sistemi ardigik olarak ¢oziilerek
istenilen 7 zamaninda niimerik sonuclar elde edilir. U' degerini hesaplamak icin gerekli olan
UY degeri (3.0.2) ile verilen baslangi¢ sartindan elde edilir. Tezin daha sonraki béliimlerinde bu

sema kisaca KSF LIN-1 olarak isimlendirilmektedir.



3.1.1 Karahlik Analizi

Bu boliimde KSF LIN-1 semasinin von Neumann yontemiyle kararlilik analizi yapildi [15,
18]. von-Neuman kararlilik analizi yontemi, sonlu fark semalarimin kararlhiliklarini incelemek
icin siklikla kullanilan bir yontemdir. Bu amagla n = 0,1,2,...,N icin (3.1.6) sonlu fark

semasinda u’; terimi yerine
W =e"08" =1 (3.1.7)
yazilir. Burada 0 dalga sayisi, j = 1,2,....J — 1 ve & bilyiime ¢arpanidir. Semanin kararli olmasi

i¢in |&| < 1 olmalidir. Bu durumda

max
J

()" =m

oldugu kabul edilerek

e'f =cos0 +isin0

Euler 6zdesliginden yararlanarak

A_Zcos29_8c0s9+ 6 +1
- kht kh*  kh*  k
A (1+M)sin6

4h

olmak iizere biiylime ¢arpani y
A—iB
§==——x
A+iB
olarak elde edilir. Boylece || < 1 oldugundan KSF LIN-1 semasi sartsiz kararhidur.

3.1.2 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Béliim 2’de verilen model problemlere KSF LIN-1 semasi uygulanarak
elde edilen niimerik sonug¢larin mevcut tam coziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuglartyla kiyaslamasi yapilarak grafikler ¢izildi.

Cizelge 3.1’de Problem 1’in KSF LIN-1 ile T = 1 zamaninda k = 0.01 olmak iizere J =
10,20,40,80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit tutulup J
boliintii sayisi arttikga hata normlarinin kiiciildiigti ve niimerik sonuglarin analitik sonuglara
gittike yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 3.2°de Problem 1’in KSF LIN-1 ile 7 = 1 zamaninda
J=40ve k=0.01,0.001,0.0001 icin niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelgeden goriildiigii

lizere J sabit degeri i¢in kiigiilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime yaklastigi

9



Cizelge 3.1 : Problem 1’in KSF LIN-1 ile 7 = 1 zamamnda k = 0.01 ve J =

10,20,40, 80 icin niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

J=10

J =20

J =40

J =280

Tam
Coziim

0.0005417084
0.0016395445
0.0032493057
0.0046773837
0.0052430608
0.0046756854
0.0032468304
0.0016375626
0.0005409593

0.0003440146
0.0015532379
0.0033848653
0.0050033225
0.0056424755
0.0050029033
0.0033842598
0.0015527617
0.0003438420

0.0002876097
0.0015192604
0.0034024826
0.0050662043
0.0057229375
0.0050660741
0.0034022961
0.0015191152
0.0002875575

0.0002730719
0.0015099907
0.0034058696
0.0050807618
0.0057418407
0.0050807020
0.0034057851
0.0015099257
0.0002730486

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

2.87070e — 4
5.05055¢ — 4

6.47521e -5
1.05640e — 4

1.58659¢ — 5
2.51787e -5

3.96830e — 6
6.27552¢ — 6

1 1 1

goriilmektedir. Cizelge 3.3’de Problem 1 icin 7 = 1 zamaninda k = h? ve h = %, 30°30° 160

icin L ve L. hata normlar1 hesaplanarak Atouani ve arkadaslari [11] tarafindan verilen L, ve L
hata normlari ile kiyaslandi. Cizelgeden goriildiigii iizere, & konum adimu kiigiildiik¢e L, ve L
hata normlarinin da kiiciildiigii gozlendi ve Atouani ve arkadaslarinin [11] elde ettigi sonuglara
yakin sonuglar elde edildigi goriildii. Sekil 3.1°de Problem 1’in 7 = 0.5 ve T = 1 zamaninda
J = 20, k = h? i¢in tam ve niimerik ¢oziim grafikleri yer almaktadir. Niimerik ve tam ¢oziim
grafikleri birbirinden ayirt edilemeyecek kadar yakin oldugundan ¢éziimlere ait olan iki grafik
st liste gelmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢6ziimiin birbirine ¢ok yakin ve uyumlu olduklari
anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 3.3 ile birikte goz oniine alindiginda kullanilan KSF

LIN-1 semas1 tam ¢oziime ¢ok yakin sonuclar vermektedir.

Problem 2’ nin tam ¢6ziimii mevcut olmadigindan & = 0.1 ve J = 160 i¢in elde edilen
niimerik ¢6ziim tam ¢oziim olarak alinmaktadir. Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k£ = 0.1
oldugunda h = %,%,3]—2 icin L, ve L. hata normlar1 hesaplanarak Cizelge 3.4’de verildi.
Cizelgeden goriildiigli iizere, k sabit tutulup 2 konum adimi kiigiildiikce L, ve L. hata
normlarinin da kiigiildigii gozlendi. Ayrica Cizelge 3.4’de L., hata normu Hu ve Zheng [9]

tarafindan verilen L., hata normu ile kiyasland1 ve sonuglarin birbirine olduk¢a yakin oldugu

goriildii.

Sekil 3.2’de Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J = 16, k = 0.1 i¢in nlimerik ve tam ¢oziim
grafigi birlikte yer almaktadir. Coziimlere ait olan iki grafigin iist liste oldugu goriilmektedir.

Bu da niimerik ve tam ¢oziimiin birbiriyle uyumlu oldugu anlamina gelmektedir. Bu durum
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Cizelge 3.2 : Problem 1’in KSF LIN-1 ile 7 = 1 zamanminda J = 40 ve k =
0.01,0.001,0.0001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
x k=0.01 k=0.001 k =0.0001 Coziim

0.1 0.0002876097 0.0002876133 0.0002876133 0.0002681841
0.2 0.0015192604 0.0015192816 0.0015192819 0.0015068342
0.3 0.0034024826 0.0034025309 0.0034025314 0.0034069315
0.4 0.0050662043 0.0050662765 0.0050662772 0.0050855654
0.5 0.0057229375 0.0057230192 0.0057230200 0.0057481163
0.6 0.0050660741 0.0050661464 0.0050661471 0.0050855654
0.7 0.0034022961 0.0034023445 0.0034023450 0.0034069315
0.8 0.0015191152 0.0015191365 0.0015191367 0.0015068342
0.9 0.0002875575 0.0002875611 0.0002875612 0.0002681841
L, 1.58659¢—5 1.58367¢—5 1.58364e—5

L. 2.51787e—5 2.50971le—5 2.50962¢—5

Cizelge 3.3 : Problem 1’in KSF LIN-1 T = 1 zamaninda k = A? i¢in hata normlarinin
kiyaslanmasi.

KSF LIN-1 [11]

Ly Lo Ly Loo
6.47222¢ —5 1.05562¢ —4 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
1.58365¢ —5 2.50966e —5 1.79433¢—6 3.07175¢—6
3.93932¢—6 6.19317¢e—6 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
5 9.83530e—7 1.54247¢—6 1.13476e—7 1.94085¢—7

|25~ =

=
[N

0.009

0.008

0.007

0.006

2 0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Sekil 3.1 : Problem 1’in KSF LIN-1ile 7 = 0.5, T = 1 zamaminda J = 20 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢6ziim grafikleri.
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Cizelge 3.4 : Problem 2’nin KSF LIN-1 ile 7 = 10 zamaninda k = 0.1 igin hesaplanan
hata normlarinin kiyaslanmasi.

KSF LIN-1 [9]
¢ 3.66816e—6 5.0800le—6 5.4204¢—7
e 9.49444¢—7 1.32876e—6 1.0197¢—7
& 2.32497¢—7 3.29189¢—7 2.3657¢—38

hy

(o

< x107
5%

///*"\,, -

Sekil 3.2 : Problem 2'nin T = 10 zamaninda KSF LIN-2 ile J = 16, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

Cizelge 3.4 ile birikte gz 6niine alindiginda kullanilan KSF LIN-1 semas1 tam ¢oziime ¢ok

yakin sonuglar vermektedir.

3.2 Lineerlestirme 2:Rubin-Graves (LIN-2)

Bu kisimda (2.2.1) ile verilen Rosenau denkleminde (u”) , lineer olmayan terimi
(), = puP " lu,

seklinde diizenlendikten sonra (3.0.1) denklemi ile verilen korunumlu sonlu fark semasinda

(un+1/2

S terimi

_ 1/2 _ _
(pup lu)?)n-i-/ :g(up luﬁ)n+1+§< 2 11@3)”

seklinde yazildiktan sonra esitligin sag tarafindaki ilk terime Rubin Graves [19, 20]

lineerlestirmesi uygulanirsa

(pur=u)"™ 2= By (1) 4 (=) () () = (o= 1) () (),

[ChCAN

elde edilir. Bu denklem, (3.0.1) denklemiyle verilen KSF semasinda yerine yazildiktan sonra

p
+2

elde edilen denklemde yer alan tiirevler icin BoOlim 2’de verilen korunumlu sonlu fark

12



yaklagimlari yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
n+1 n+1 n n
nt1/2\p | P p—1 [ W1 Ui p—2 (Y1 Ui 11
= B () e () g

=)

seklinde yazilir. Burada
ve

seklinde tanimlanarak

_ a r a
o= & Bi= s
— _4a _ b _cop il 4a | b , c@1p(2—p)
o Qi AR B = ;WTer T
— L = a
a3 = kh44+k"[; 2 Bs= itz
— _4 b cop 4a _ b _ co1p(2—p)
g“'_ kh4+4h+ 4h > B4: TwE T T T an o
5 — A BS — s
olmak iizere j =1,2,...,J — 1 i¢in
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
Otluj72+062uj71+063uj +(X4uj+1+065uj+2—
n+1/2

Biudi_o + Bou't_y 4 B+ Pary + Bsutn + 8 (3.2.1)

J
seklinde J + 3 bilinmeyenli J — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde

edilir. u_1, ug, uy ve uy1 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlart kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

o3+0; 04 Of
(04) O3 0Oy 05

(04] O O3 04 Of
A= ,
o O O3 04 O5
ap O 03 (07)
i o o) O3+ 05 ]
Bs+B1 Bs PBs
B B3 Bs Bs
B B B Bs Bs
B= ;
B B B By Bs
B B2 B3 P
Bi B B3+PBs
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T n+1 n+1 n+1 n n+1 n
U:[ul Uy ... Uj_>2 uj,l] ,G:[gl ;ré"lZ 8 2+83 gj,zggj,z gjfl;gjfl

olmak tizere

AU =BU"+G, n=0,1,2,..

seklinde matris formunda yazilir. n = 0, 1,2, ... icin bu denklem sistemi ardisik olarak ¢oziilerek
istenilen 7 zamaninda niimerik sonuclar elde edilir. U' degerini hesaplamak igin gerekli olan
UY degeri (3.0.2) ile verilen baslangi¢ sartindan elde edilir. Tezin sonraki kisimlarinda bu sema

KSF LIN-2 olarak isimlendirilmektedir.

3.2.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Béliim 2’de verilen model problemlere KSF LIN-2 semas: uygulanarak
elde edilen niimerik sonuc¢larin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuglartyla kiyaslamasi yapilarak grafikler ¢izildi.

Cizelge 3.5°de Problem 1’in KSF LIN-2 ile 7 = 1 zamaminda k = 0.01 olmak iizere
J =10,20,40,80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit degeri
icin J boliintli sayis1 katlanarak arttikga hata normlarinin kiiciildiigii ve niimerik sonuclarin
analitik sonuglara yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 3.6’de Problem 1’in KSF LIN-2 ile 7 = 1
zamaninda J = 40 ve k = 0.01,0.001,0.0001 icin niimerik ve tam ¢6ziimleri verildi. Cizelgeden
goriildiigii tizere J sabit degeri icin kiiciilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime
yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 3.7°de Problem 1 i¢in 7 = 1 zamaminda k = k> ve h = %,
%,%, 11@ icin L, ve L., hata normlar1 Atouani ve arkadaglar1 [11] tarafindan verilen L, ve Lo
hata normlarn ile kiyaslandi. Cizelgeden goriildiigii iizere, & konum adimi kiiciildiikkce L, ve
Lo hata normlarinin da kiigiildiigii ve [11] tarafindan verilen sonuglar ile yakin sonuglar elde
edildigi goriildii. Sekil 3.3’de Problem 1’in T = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 80, k = 4 i¢in tam
ve niimerik ¢6ziim grafigi birlikte yer almaktadir. Sekilden ¢coziimlere ait olan iki garfigin iist iiste
geldigi goriilmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢6ziimiin birbirine ¢ok yakin ve uyumlu olduklari
anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 3.7 ile birikte goz Oniine alindiginda kullanilan KSF

LIN-2 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

Problem 2’ nin tam ¢oziimii mevcut olmadigindan & = 0.1 ve J = 160 i¢in elde edilen
niimerik ¢6ziim tam ¢odziim olarak alinmaktadir. Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k£ = 0.1
oldugunda h = %,%,% icin L, ve L. hata normlar1 hesaplanarak Cizelge 3.8’de verildi.

Cizelgeden goriildiigii tizere, k sabit olup 4 konum adimi kiiciildiikce L, ve L., hata normlarinin
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Cizelge 3.5 : Problem 1’in KSF LIN-2 ile 7 = 1 zamaminda k = 0.01 ve J =
10,20,40, 80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

X

Niimerik Coziim

J=10

J =20

J=40

J =280

Tam
Coziim

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.0005416905
0.0016394890
0.0032492090
0.0046772560
0.0052429219
0.0046755584
0.0032467344
0.0016375073
0.0005409413

0.0003440088
0.0015532189
0.0033848314
0.0050032774
0.0056424261
0.0050028580
0.0033842257
0.0015527423
0.0003438360

0.0002876080
0.0015192549
0.0034024727
0.0050661910
0.0057229228
0.0050660606
0.0034022860
0.0015191094
0.0002875557

0.0002730715
0.0015099893
0.0034058670
0.0050807582
0.0057418368
0.0050806983
0.0034057822
0.0015099241
0.0002730481

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

L

2.87133e —4
5.05194¢ — 4

6.47700e — 5
1.05690e — 4

1.58707e¢ — 5
2.51934e¢ -5

3.96962¢ — 6
6.27949¢ — 6

Cizelge 3.6 : Problem 1’in KSF LIN-2 ile 7 = 1 zamaninda J = 40 ve k =
0.01,0.001,0.0001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

k=0.01

k=0.001

k =0.0001

Tam
Cozim

0.0002875993
0.0015192300
0.0034024373
0.0050661594
0.0057229081
0.0050660652
0.0034023011
0.0015191230
0.0002875609

0.0002876029
0.0015192510
0.0034024853
0.0050662313
0.0057229896
0.0050661376
0.0034023496
0.0015191444
0.0002875646

0.0002876029
0.0015192512
0.0034024857
0.0050662320
0.0057229905
0.0050661383
0.0034023501
0.0015191446
0.0002875647

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

1.58756e — 5
2.52081e —5

1.58464¢ —5
2.51266e — 5

1.58461e -5
2.51258e -5

Cizelge 3.7 : Problem 1’in KSF LIN-2 ile 7 = 1 aninda k = A? icin hesaplanan hata

normlarinin kiyaslanmasi.

b=
@)
]

KSF LIN-2 [11]
h L, Loo L, Loo
55 6.4740le—5 1.05612¢—4 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
5 1.58414e—5 251113¢—5 1.79433e—6 3.07175¢—6
% 3.94078¢ —6 6.19764¢ —6 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
— 9.83821le—7 1.54337¢—6 1.13476¢—7 1.94085¢—7
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0.01 —

0.009 —

0.008 —

0.007 -

T=1

0.006 —

= 0.005 —

0.004 —

0.003 —

0.002 —

0.001 —

RS 2, | | | | | | |

Py,
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1
x

Sekil 3.3 : Problem 1’in KSF LiN-2ile T = 0.5 ve T = 1 zamanlarinda J = 80, k = h?
icin niimerik ve tam ¢6ziim grafikleri.

Cizelge 3.8 : Problem 2’nin KSF LIN-2 ile T = 10 zamaninda k = 0.1 icin hesaplanan
hata normlarinin kiyaslanmasi.

KSF LIN-2 9]

¥ 3.66816e—6 5.0800le—6 5.4204¢—7
T 9.49445¢—7 1.32876e—6 1.0197¢—7
& 2.32498¢—7 3.29190e—7 2.3657¢—8

=

(9]

da kiigtildiigii gozlendi. Ayrica L., hata normu Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen L. hata
normu ile kiyaslandi ve Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen L. hata normunun daha kiigiik
oldugu goriildii. Sekil 3.4’de Problem 2°nin 7 = 10 zamaminda J = 32, k = 0.1 i¢in niimerik
ve tam ¢oziim grafigi birlikte yer almaktadir. Coziimlere ait olan iki grafigin iist liste oldugu
goriilmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢dziimiin birbiriyle uyumlu oldugu anlamina gelmektedir.
Bu durum Cizelge 3.8 ile birikte goz 6niine alindiginda kullanilan KSF LIN-2 semasi tam

¢Oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

3.3 Lineerlestirme 3 (LIN-3)

(2.2.1) ile verilen Rosenau denkleminde (u”) , lineer olmayan terimi

(u?), = puPu, (3.3.1)
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 3.4 : Problem 2'nin KSF LIN-2 ile T = 10 zamaninda J = 32, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

seklinde diizenlendikten sonra z = pu?~! olmak iizere (3.0.1) denklemi ile verilen korunumlu

sonlu fark semasinda (u;fH/ 2))’; terimi
(puP~ug)" % = 1 (3.3.2)

biciminde lineerlestirilir. Bu durumda

a a
1= =g
_ _4a b ¢z _ 4a b cz
o) AN B 6kh47]L4h+4ha
a a
03 =pgs+ o By = st
— _4a b — _4a b _
O4=—pstm T Ba=—gi— 55
. _a . a
05 = 57> B5_W

olmak iizere j =1,2,...,J — 1 i¢in

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 __

1/2
Pruj o+ Bouj_y + Bauj + Baidyy + Bsidjyn + g;& / (3.3.3)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir. u_1, ug, uy ve uy1 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlart kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

oG+0o; o4 Of
(04) 03 0Oy Os
(041 O O3 04 Of

o O 03 04 O5
o O 03 Oy
o O 03+ 05
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[ Bs+Bi Bs Bs
B B Bs Bs
Bt B B Bs Bs

B = e et ,

Bi B Bs B+ B

Bi B B B

L Br B B3+Ps |
T n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n T
U=[u1 Uy ... Uj_p uj_l] , G = [ 81+2+81 82+2+82 thz‘;gjfz gltl—;gjfl
olmak uizere
AU =BU"+G, n=0,1,2,.. (3.3.4)

seklinde matris formunda yazilir. n =0, 1,2, ... icin bu denklem sistemi ardisik olarak ¢oziilerek
istenilen 7 zamaninda niimerik sonuclar elde edilir. U! degerini hesaplamak icin gerekli olan U
degeri (3.0.2) ile verilen baglangi¢ sartindan elde edilir. Burada lineerlestirmeden kaynaklanan

hatay1 azaltmak i¢in
Un—l—l L yn
g T

seklinde i¢ iterasyon birkag kez uygulandi. Iterasyonun ilk adiminda U+ = U" olarak alinarak

(Ut (3.3.5)

(3.3.4) denklem sistemi ¢oziildii. Elde edilen U degeri ic iterasyonda U"*! yerine yazild1 ve
(3.3.4) denklem sistemi tekrar ¢oziildii. Tezin sonraki kistmlarida bu sema KSF LIN-3 olarak

isimlendirildi.

3.3.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2’de verilen model problemlere KSF LIN-3 semasi uygulanarak
elde edilen niimerik sonuclarin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki dier arastirmacilarin

sonuclariyla kiyaslamas1 yapilarak grafikler cizildi.

Cizelge 3.9’de Problem 1’in KSF LIN-3 ile 7 = 1 zamaninda k = 0.01 olmak iizere

J =10,20,40,80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit olup

J boliintii sayist arttikca hata normlarinin kiigiildiigii ve niimerik sonuglarin analitik sonuglara

yaklastig1 acik olarak goriilmektedir. Cizelge 3.10’de Problem 1’in KSF LIN-3 ile 7 = 1

zamaninda J = 40 ve k = 0.01,0.001,0.0001 icin niimerik ve tam ¢6ziimleri verildi. Cizelgeden

goriildiigii tizere J sabit degeri i¢in kiiglilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime
11 1

yaklastig1 goriilmektedir. Problem 1 icin 7 = 1 zamaninda k = h? oldugunda h = 30° 10°80°

1—é0 icin Ly ve L. hata normlar1 hesaplanarak Atouani ve arkadaglari [11] ile karsilagtirmasi
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Cizelge 3.9 : Problem 1’in KSF LIN-3 ile 7 = 1 zamaminda k = 0.01 ve J =
10,20,40, 80 icin niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

J=10

J =20

J =40

J =280

Tam
Coziim

0.0005417002
0.0016395232
0.0032492778
0.0046773630
0.0052430591
0.0046757029
0.0032468556
0.0016375820
0.0005409668

0.0003440075
0.0015532183
0.0033848395
0.0050033040
0.0056424754
0.0050029215
0.0033842853
0.0015527811
0.0003438491

0.0002876027
0.0015192411
0.0034024571
0.0050661860
0.0057229374
0.0050660922
0.0034023215
0.0015191345
0.0002875644

0.0002730650
0.0015099715
0.0034058442
0.0050807435
0.0057418406
0.0050807201
0.0034058104
0.0015099449
0.0002730555

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

2.87071e — 4
5.05057e¢ — 4

6.47521e -5
1.05640e — 4

1.58658¢ — 5
2.51789%¢ —5

3.96826¢ — 6
6.27564e — 6

Cizelge 3.10 : Problem 1’in KSF LIN-3 ile 7 = 1 zamanminda J = 40 ve k =
0.01,0.001,0.0001 i¢in niimerik ve tam ¢dziimleri.

Niimerik Coziim

k=0.01

k=0.001

k =0.0001

Tam
Coziim

0.0002875887
0.0015192024
0.0034024061
0.0050661493
0.0057229371
0.0050661284
0.0034023722
0.0015191730
0.0002875784

0.0002875924
0.0015192236
0.0034024544
0.0050662216
0.0057230188
0.0050662007
0.0034024205
0.0015191943
0.0002875820

0.0002875924
0.0015192238
0.0034024549
0.0050662223
0.0057230196
0.0050662014
0.0034024210
0.0015191945
0.0002875820

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

1.58659¢ — 5
2.51791e -5

1.58367¢ -5
2.50974e — 5

1.58364e — 5
2.50966¢ — 5

Cizelge 3.11°de verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere, & konum adimu kiiciildiik¢ce L, ve L., hata
normlarinin da kiiciildiigii ve [11] tarafindan verilen hata normlarina ¢ok yakin sonuclar elde
edildigi gozlendi. Sekil 3.5 ile verilen grafikte Problem 1’in 7 = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 20,
k = h? icin tam ve niimerik ¢oziim grafigi birlikte yer almaktadir. Coziimlere ait olan iki grafigin
tist iiste oldugu goriilmektedir. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin birbirine ¢ok yakin ve
uyumlu olduklar1 anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 3.11 ile birikte gbz 6niine alindiginda
kullanilan KSF LIN-3 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 oldugunda h = %, 1—16, 31—2 icin L ve L., hata normlari

hesaplanarak Cizelge 3.12’da verildi . Cizelge 3.12’da L., hata normu Hu ve Zheng [9] tarafindan
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Cizelge 3.11 : Problem 1’in KSF LiN-3 ile 7 = 1 zamaninda k = h? i¢in hesaplanan
hata normlarinin kiyaslanmasi.

KSF LIN-3 [11]
h L, Loo L, Leo
55 6.47222¢—5 1.05562e—4 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
w5 1.58365¢—5 2.50967¢—5 1.79433¢—6 3.07175¢—6
% 3.93928¢—6 6.19329¢ —6 4.51615¢—7 7.72899¢ — 7
e 9-83625¢—7 1.54331e—6 1.13476e—7 1.94085¢ —7

0.01

0.009

0.008

0.007

0.006

D 0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Sekil 3.5 : Problem 1’in KSF LIN-3 ile T = 0.5, T = 1 zamaninda J = 20 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

elde edilen L. hata normu ile kargilagtirildi. [9] tarafindan elde edilen L., hata normunun KSF

LIN-3 ile edilen L., hata normundan daha kiiciik oldugu goriildii.

Sekil 3.6 ile verilen grafikte Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J = 16, k = 0.1 icin niimerik
ve tam ¢oziim grafigi birlikte yer almaktadir. Coziimlere ait olan iki grafigin iist iiste oldugu
goriilmektedir. Bu da niimerik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin birbirine ¢ok yakin ve uyumlu olduklari
anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 3.12 ile birikte goz Oniine alindiginda kullanilan KSF

LIN-3 semas1 tam ¢oziime ¢ok yakin sonuglar vermektedir.

Cizelge 3.12 : Problem 2’nin KSF LIN-3 ile 7 = 10 zamaninda k = 0.1 icin
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

KSF LIN-3 [9]
& 3.66816e—6 5.0800le—6 5.4204¢—7
1

& 9.49445¢—7 1.32876e—6 1.0197¢—7
5 2.32498¢—7 3.29189¢—7 2.3657¢—8

(o
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.6 : Problem 2'nin KSF LIN-2 ile T = 10 zamaninda J = 32, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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4. ZAMANA GORE PARCALANAN ROSENAU DENKLEMININ KORUNUMLU
SONLU FARK YAKLASIMIYLA NUMERIK COZUMU

Bu boliimde (2.2.1) ile verilen Rosenau denklemi

U + AUy + by = g(x,1) (4.0.1)
U + AUty +c(uf), =0 (4.0.2)
olarak zamana gore parcalanarak
12\
(1), +a () e + 0 (717) =] (4.0.3)
u(x,0) = u(()n) (x), x € [xs,x] (4.0.4)
u(x;,t) = u(x,,t) =0
o) —mste =0 [ 1€ 0T 4.0.5)
ve
n n +1/2\P
(uj)t+a(uj)xxm+c(u§ )x —0 (4.0.6)
u(x,0) = uénﬂ)(x), X € [x7,%x/] (4.0.7)
u(x;,t) = u(x,,t) =0
u)?('xlat) = Mﬁ(.xr,l‘) =0 J’ re [07 T] (+0.5)

seklinde korunumlu sonlu fark (ZKSF) semas1 uygulanarak niimerik ¢oziim elde edildi. Zamana
gore pargalanmis olan denklemlerden (4.0.2) denkleminde yer alan lineer olmayan terim yerine
ti¢ farkli lineerlestirme teknigi kullanildi. Daha sonra bu semalar kulanilarak Boliim 2’de verilen
model problemlerin niimerik ¢6ziimleri bulundu ve L, ve L. hata normlar1 hesaplandi. Elde
edilen sonuglar birbirleri ya da literatiirde mevcut olan diger arastirmacilarin verdikleri sonuglar

ile karsilastirildi.
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4.1 Lineerlestirme 1 (LIN-1)

(4.0.3) ile verilen denklemde yer alan tiirevler yerine

n+l _ n

u u"
n\ _ J J
Tt
<u4+1/2> _ _Jtl j—1 4 j+1 j—1 4.12)
J E: 4h 4h o

n+1 n ntl_n ntl _yn
_ M2 T 4<u]+1 i +6 “j Uj

n j+2
u) o= (4.1.3)
( J )xxxxt kh? kh* kh*
n+l n n+1 n
4 (”J'—l ”H) N il
kh* kh*
korunumlu sonlu fark yaklagimlar1 uygulanir ve diizenlenirse
U= g Br= g
— _fAa _ b — _ 4 b
o) = 6kh4 1 4h ﬁz_ 6kh4—i1_4h7
_ a _ a
G= wite P=uste
— _4a b — _4a _ b
04 = Th? + 4h ﬁ4 = WA 4
. a _ a
a5 = g Bs= s
olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin
n+1 n+1 n+1 n+1 n+l _
ocluj_2+oc2uj_1+oc3uj +a4uj+1+a5uj+2—
n n n n n n
Buud} o+ Bou} | + Baus + Bt + Psid} 5 + &' (4.1.4)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J/ — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir. u_1, ug, uy ve uy41 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlar1 kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

o+ 0y Os
(04) 03 0y Os
(04] o O3 04 O

ap O O3 04 Os
o O O3 (0]
o Oy O3+ 05
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[ Bs+Bi Bs Bs
B B Bs Bs
Bt B B Bs Bs

B= T ,
Bt B B3 Ba Bs
Bi B Bz P
L Br B B3+Ps |
T T
U=[u1 uy ... uj-3 MJ—I] 7G:[gl 8 - 82 gJ—l}
olmak iizere
AU™ =BU"+G, n=0,1,2,.. (4.1.5)

seklinde matris formunda yazilir.

Benzer sekilde (4.0.6) ile verilen denklemde lineer olmayan (u

p
;H/ 2) _ terimi i¢in BOlim
X
3’te verilen LIN-1 lineerlestirmesi yapildiktan sonra denklemde gériilen tiirevler yerine (4.1.1)-

(4.1.3) korunumlu sonlu fark yaklasimlari yazilarak diizenlenirse

X a _ a
M= M= g
— _4a _ ¥ s — _Aa ¥y Y
M = o A @ M= it T
A — 6a +l _  ba _|_l
3= hd %> H3 = Tt %
M= —da c¥ ¥ — _Aa _ ¥y
4= AT T am MAT Tud T @ T a
A‘ —_— a _ a
5= A Hs = Th?
olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
lluj_2+lguj_1+/13uj +/14uj+1+l5uj+2—
n n n n n
paj_o+ oty + Usu; + Hausy ) + Usitj o (4.1.6)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J/ — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir. u_1, ug, uy ve uy;1 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlar1 kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

[ M+A A As
A As A As
A Ao A A As

C= oo Tl el T )
ll ),2 7L3 (0] 7L§
M A A3 A4
MoA A3+As
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[ U3+ M4 Us
U2 M3 U4 Hs
23| M2 U3 U4 HUs

M1 M H3 4 Hs
M1 K2 H3 Ha

i M1 Hp M3+ Us |
U*:[ul W ... Uj_o Uy }T
olmak iizere
cU™'=pU™" n=0,1,2,.. (4.1.7)

seklinde matris formunda yazilir. Burada ilk olarak n = O i¢in (4.1.5) denklemiyle verilen
denklem sistemi coziilir. Elde edilen U' ¢oziimii (4.1.7) denklemiyle verilen denklem
sisteminde U*° yerine yazilarak (4.1.7) denklem sistemi ¢oziilerek U'! ¢oziimii elde edilir. Bu
sekilde (4.1.5) ve (4.1.7) denklem sistemleri ardisik olarak c¢oziilerek istenilen 7 zamaninda
niimerik sonuclar elde edilir. U' degerini hesaplamak icin gerekli olan U degeri (4.0.4) ile

verilen baglangi¢ sartindan elde edilir.

4.1.1 Kararhhk Analizi

Bu boliimde ZKSF semasinda LIN-1 lineerlestirmesi uygulanarak elde edilen lineer semanin
von Neumann yontemiyle kararlilik analizi yapildi (4.1.4) ile verilen denklemde i = +/—1 olmak

lizere u7 = el 651" yazildiktan sonra Euler 6zdesliginden yararlanarak

2cos20 8cosO 6 1

A= o]
kh* kh* * kh* * k
. 2sinf
B=
4h
olmak iizere biiylime ¢arpani 3
A—iB
S1=——
A+iB

olarak elde edilir. Boylece |&;| < 1 bulunur.
p—1
(u?) = M olarak kabul edilir ve

i = +/—1 olmak iizere u7 = el 9&5’ yazildiktan sonra Euler 6zdegliginden yararlanarak

Benzer gekilde (4.1.6) ile verilen denklemde max

2cos20 8cosHO 6 1

A= _ 4
kh* kh* + kh* + k
~  4Msin0
C=
4h
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olmak iizere biiyiime ¢arpani o
A—iC

So=—7=

A+iC

olarak elde edilir. Boylece |&| < 1 bulunur. Bu durumda |&;||&;| < 1 oldugundan korunumlu

sonlu fark semasi sartsiz kararlidir.

4.1.2 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2’de verilen model problemlere ZKSF LIN-1 semasi uygulanarak
elde edilen niimerik sonuglarin mevcut tam coziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuclariyla kiyaslamasi yapilarak grafikler ¢izildi.

Cizelge 4.1°de Problem 1’in ZKSF LIN-1 ile k = 0.01 olmak iizere J = 10,20,40, 80 igin
T = 1 zamaninda niimerik ve tam c¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit olup J
boliintii sayis1 arttik¢a hata normlarinin kiigiildiigii ve niimerik sonuglarin analitik sonuglara
gittikge yaklagtig1 goriilmektedir. Cizelge 4.2°de Problem 1’in ZKSF LIN-1 ile T = 1 zamaninda
J =40 ve k =0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelgeden goriildiigii
tizere J sabit degeri i¢in kiigiilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime yaklastig
goriilmektedir. Problem 1 i¢in 7 = 1 zamaninda L, ve L., hata normlar1 k = h> ve h = %,
%,%, 1‘%0 icin hesaplanarak Atouani ve arkadaslari [11] tarafindan verilen sonuglar ile Cizelge
4.3’de kiyaslandi. Cizelgede goriildiigii tizere & konum adimu kiigiilmeye devam ederken L, ve
L., hata normlarinin da kiiciilmeye devam ettigi gézlendi. Sekil 4.1 ile verilen grafikte Problem
1'in T = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 20, k = h? icin tam ve niimerik ¢oziim grafigi birlikte
yer almaktadir. Grafikler incelendiginde niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimlerin grafikleri iist iiste
gelmekte ve burada tek bir grafik gibi goriilmektedirler. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin
birbiri ile ¢ok uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 4.3 ile birikte géz Oniine

alindiginda kullanilan ZKSF LIN-1 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

Cizelge 4.4’de Problem 2’nin 7 = 1 zamaninda k = 0.1 oldugunda h = %, %6, 31—2 icin Ly

ve L. hata normlar verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere, k = 0.1 sabit tutulup 4 konum adimi
1/2 oraninda kiigiildiikge L, ve Lo hata normlarinin da azaldig1 gozlendi. Bu ¢izelgede Lo hata
normu Hu ve Zheng [9] tarafindan elde edilen L., hata normu ile karsilastirildi ve Hu ve Zheng
[9] tarafindan elde edilen L., hata normunun daha kiiciik oldugu goriildii. Sekil 4.2 ile verilen
grafikte Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J = 16, kK = 0.1 icin niimerik ve tam ¢oziim grafigi
birlikte yer almaktadir. Sekil incelendiginde niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimlerin grafikleri tist

tiste geldigi ve tek bir grafik gibi goriildiigii gozlenmektedir. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam

26



Cizelge 4.1 : Problem 1’in ZKSF LIN-1 ile T = 1 zamaninda k = 0.01 ve J =
10,20,40, 80 i¢in niimerik ve tam ¢dziimleri.

Niimerik Coziim Tam
x J=10 J =20 J =40 J =280 Coziim

0.1 0.0005426462 0.0003459745 0.0002899116 0.0002755654 0.0002681841
0.2 0.0016518528 0.0015660843 0.0015324763 0.0015236499 0.0015068342
0.3 0.0032794493 0.0034145198 0.0034324089 0.0034364950 0.0034069315
0.4 0.0047232862 0.0050478471 0.0051108993 0.0051263490 0.0050855654
0.5 0.0052952197 0.0056929109 0.0057735022 0.0057933700 0.0057481163
0.6 0.0047217142 0.0050475418 0.0051108805 0.0051264007 0.0050855654
0.7 0.0032771602 0.0034140808 0.0034323848 0.0034365727 0.0034069315
0.8 0.0016500251 0.0015657428 0.0015324617 0.0015237152 0.0015068342
0.9 0.0005419614 0.0003458544 0.0002899092 0.0002755915 0.0002681841

L, 2.63374e—4  5.05095¢—5 2.34727e—5  2.79460e — 5
L. 4.52896e—4 7.77904e -5 2.57104e—5  4.52537e¢—5

Cizelge 4.2 : Problem 1’in ZKSF LIN-1 ile T = 1 zamaminda J = 40 ve k =
0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Coziim

0.1 0.0003092056 0.0002899116 0.0002879496 0.0002681841
0.2 0.0016457670 0.0015324763 0.0015209565 0.0015068342
0.3 0.003690535  0.0034324089 0.0034061622 0.0034069315
0.4 0.0054972926 0.0051108993 0.0050716106 0.0050855654
0.5 0.0062108760 0.0057735022 0.0057290303 0.0057481163
0.6 0.0054981536 0.0051108805 0.0050715033 0.0050855654
0.7 0.0036917998 0.0034323848 0.0034060083 0.0034069315
0.8 0.0016467957 0.0015324617 0.0015208369 0.0015068342
0.9 0.0003096034 0.0002899092 0.0002879069 0.0002681841
L, 2.75278e—4 2.34727¢—5  1.40084e —5

L. 4.62759¢—4 2.57104e—5  2.00095¢ —5

Cizelge 4.3 : ZKSF LIN-1 semast ile Problem 1’in 7 = 1 zamaninda k = 4? icin hata
normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-1 [11]

L, Loo L, Lo
6.00219¢ —5 9.25591le—5 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
1.45154e —5 2.09418¢—5 1.79433¢—6 3.07175¢—6
3.32767¢e—6 5.31985¢—6 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
2.39398¢ —6 2.89539¢—6 1.13476¢—7 1.94085¢ —7

|-&-E-E- =

b—
o
-l
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0.007

0.006
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0.001

Sekil 4.1 : Problem 1’in ZKSF LiN-1ile T = 0.5 ve T = 1 zamanlarinda J = 20, k = h?
icin niimerik ve tam ¢ozliim grafikleri.

Cizelge 4.4 : ZKSF LIN-1 semasi ile Problem 2'nin T = 10 zamaninda k = 0.1 i¢in
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-1 [9]

+  3.66816e—6 5.0800le—6 5.4204¢—7
= 9.49446e—7 1.32875¢—6 1.0197¢—7
3 2.32498¢—7 3.29175¢—7 2.3657¢—8

=

(29

¢Oziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 4.4 ile birikte goz

oniine alindiginda kullanilan ZKSF LIN-1 semasi tam ¢6ziime ¢ok yakin sonuglar vermektedir.

4.2 Lineerlestirme 2:Rubin-Graves (LIN-2)

%107

i 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 4.2 : Problem 2’nin ZKSF LIN-2 ile 7 = 10 zamaninda J = 16, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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(4.0.3) ile verilen denklemde yer alan tiirevler yerine (4.1.1)-(4.1.3) ile verilen korunumlu

sonlu fark yaklasimlar1 yazilir ve diizenlenirse

a a
o = ey ﬁlz T
_ 4a b _ a b
= —gi—am PB= —gita
_ 6a 1 _ a 1
o3 = W—i_E? B3_ kh4+%
_ 4a b _ a b
Q4 —witan Bi= —gE—
_ a _ a
05 x> BS = W

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1

+1
O‘luj_z + opu't

j—1

nﬂ—l
J

n+1 n+1 __

—+ ozu —|—a4uj+1—|—a5uj+2—

Buidj o+ oy, + Paud; + Pardyy + Bsuf 5 + & 4.2.1)
seklinde J + 3 bilinmeyenli J — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde

edilir. u_1, ug, uy ve uy41 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlart kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

oty o o 1
(04) O3 0Oy O5
(04] O 03 04 O5
A= )
o O O3 04 O5
o O O3 Oly
i o O 03+ 05 ]
Bs+B1 Bs PBs
B B Bs Bs
B B B Bs Bs
B = )
Bi B B B+ Bs
Bi B B B
| Br B Bs+PBs |
T T
U=[wu uwy ... ujp wy1] ,G=[g1 & ... g2 81|
olmak tizere
AU =BU"+G, n=0,1,2,.. (4.2.2)

seklinde matris formunda yazilir.

J
3'te verilen LIN-2 lineerlestirmesi yapildiktan sonra denklemde goriilen tiirevler yerine

p
Benzer sekilde (4.0.6) ile verilen denklemde lineer olmayan (u“l/ 2) _ terimi i¢in Bolim
X
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(4.1.1)-(4.1.3) korunumlu sonlu fark yaklagimlari yazilarak diizenlenirse

M= _—
— _4a _ coip 4 cop(2—p
A= NN Uy = _ﬁ++
C
RRGAR S el v
a cQp _
= Tud 4 co1p(2
i“ lkh4+ 4h W= —da_ <P1p4(h p)
= 1
ST ps=

olmak iizere j =1,2,....,J — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 __

Mo+ Moty + p3u; + Hauy g + Uiy

(4.2.3)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J/ — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde

edilir. u_1, ug, uy ve uy1 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlar1 kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

i M+A A As
A Az Ay As
A A Az Ay As

c= . -4
M A A3 ooy As
M A & M
i MoA A3t+As
us+PBr M4 Us
U2 M3 H4 Hs
23 Uy U3 Hg4 Hs
D — . . . .

M1 M2 M3 4 Hs
Mp M2 H3 Ha
M1 Hp U3+ HUs |

T
*

U :[ul Uy ... Uy uj_l]
olmak tlizere

cuU™!' =pUu™ n=0,1,2,..

4.2.4)

seklinde matris formunda yazilir. Burada ilk olarak n = O i¢in (4.2.2) denklemiyle verilen

denklem sistemi coziilir. Elde edilen U' ¢oziimii (4.2.4) denklemiyle verilen denklem

sisteminde U*" yerine yazilarak (4.2.4) denklem sistemi ¢oziilerek U'! ¢oziimii elde edilir. Bu

sekilde denklem sistemleri ardigik olarak coziilerek istenilen 7 zamaninda niimerik sonuclar

elde edilir. U' degerini hesaplamak icin gerekli olan U° degeri (4.0.4) ile verilen baslangi¢

sartindan elde edilir.
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Cizelge 4.5 : Problem 1’in ZKSF LIN-2 ile T = 1 zamaninda k = 0.01 ve J =
10,20,40, 80 icin niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

J=10

J =20

J =40

J =280

Tam
Coziim

0.0005426092
0.0016517405
0.0032792583
0.0047230432
0.0052949681
0.0047214961
0.0032770036
0.0016499388
0.0005419344

0.0003459091
0.0015658726
0.0034141470
0.0050473572
0.0056923873
0.0050470760
0.0034137414
0.0015655565
0.0003457982

0.0002897874
0.0015320666
0.0034316777
0.0051099255
0.0057724470
0.0051099301
0.0034316862
0.0015320767
0.0002897939

0.0002753226
0.0015228437
0.0034350482
0.0051244104
0.0057912558
0.0051244847
0.0034351573
0.0015229327
0.0002753572

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

2.63480e — 4
4.53148e — 4

5.05640e — 5
7.77249¢ — 5

2.28892¢ —5
2.52424e -5

2.66293e¢ — 5
4.31394e -5

4.2.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2’de verilen model problemlere ZKSF LIN-2 semasi uygulanarak
elde edilen niimerik sonug¢larin mevcut tam c¢oziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuclariyla kiyaslamas1 yapilarak grafikler cizildi.

Cizelge 4.5’de Problem 1’in 7 = 1 zamaminda ZKSF LIN-2 ile k = 0.01 olmak iizere J =
10,20, 40, 80 i¢in niimerik ¢éziim ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit olup
J boliintii sayis1 arttikca hata normlariin kiiciildiigii ve niimerik sonuglarin analitik sonuglara
gittikge yaklagtig1 goriilmektedir. Cizelge 4.6’de Problem 1’in ZKSF LIN-2 ile T = 1 zamaninda
J =40 ve k =0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelgeden gortldiigii
tizere J sabit degeri icin kiigiilen k& degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime yaklastig

goriilmektedir. Cizelge 4.7°de Problem 1 i¢in T = 1 zamaninda k = h? oldugunda h = %,

%,%, ﬁ icin Ly ve L. hata normlar verildi. Cizelgede elde edilen hata normlar1 Atouani
ve arkadaglariin [11] elde ettikleri hata normlari ile kiyaslandi ve elde edilen hata normlarinin
Atouani ve arkadaglarinin [11] elde ettikleri hata normlarina yakin oldugu goriildii. Sonuglardan
goriildiigii iizere & konum adimu kiiciildiik¢e L, ve L. hata normlarinin da kii¢iildiigii gozlendi.
Sekil 4.3’te Problem 1’in T = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 20, k = h? i¢in tam ve niimerik ¢6ziim
grafikleri yer almaktadir. Sekilden niimerik ve tam coziimlerin grafiklerinin iist iiste oldugu
goriilmektedir. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin birbirine ¢ok yakin ve uyumlu olduklari

anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 4.7 ile birikte g6z Oniine alindiginda kullanilan ZKSF

LIN-2 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir. Cizelge 4.8°daProblem 2'nin 7 = 10
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Cizelge 4.6 : Problem 1’in ZKSF LIN-2 ile T = 1 zamaminda J = 40 ve k =

0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

k=0.1

k=0.01

k=0.001

Tam
Cozim

0.0003090734
0.0016453379
0.0036897868
0.0054963256
0.0062098657
0.0054972784
0.0036911794
0.0016464639

0.0002897735
0.0015320281
0.0034316270
0.0051098891
0.0057724467
0.0051099661
0.0034317366
0.0015321150

0.0002878108
0.0015205062
0.0034053765
0.0050705955
0.0057279698
0.0050705844
0.0034053570
0.0015204885

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342

0.0003095063
2.74649¢ — 4
4.61749¢ — 4

0.0002898077
2.28891e -5
2.52807e¢ -5

0.0002878049
1.42548e — 5
2.01465¢ -5

0.0002681841

Cizelge 4.7 : ZKSF LIN-2 semast ile Problem 1’in 7 = 1 zamaninda k = h? icin hata
normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-2 [11]
h L, Lo L, Lo
55 6.0186le—5 9.30849¢—5 7.03223e—6 1.20408¢ —5
5 1.48016e—5 2.20023¢e—5 1.79433¢—6 3.07175¢—6
81_? 3.68696¢ — 6 5.42106e —6 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
e 9-23339¢—7 1.35899¢—6 1.13476e—7 1.94085¢ —7

0.01 —

0.009

0.008
0.007
0.006
2 0.005
0.004
0.003
0.002

0.001

Sekil 4.3 : Problem 1’in ZKSFLIN-2ile T = 0.5 ve T = 1 zamanlarinda J = 20, k = h?
icin niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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Cizelge 4.8 : ZKSF LIN-2 semasi ile Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 igin
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-2 [9]
3.66816¢ —6 5.08002¢ —6 5.4204¢ —7
9.49446¢ —7 1.32876e—6 1.0197¢—7
2.32499¢ —7 3.29196¢ —7 2.3657¢ —8

-z =

"o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Sekil 4.4 : Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda ZKSF LIN-2 ile J = 32, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

zamanindai k = 0.1 oldugunda h = é, 1—16, % icin L ve L., normlan verildi. Cizelgeden konum

adim uzunlugu kiiciildiik¢e hata normlarinin kii¢iildiigii ancak Hu ve Zheng [9] tarafindan elde
edilen L., hata normunun daha kiiciik oldugu goriilmektedir. Sekil 4.4’de Problem 2’nin 7 = 10
zamaninda J = 32, k = 0.1 i¢in niimerik ve tam ¢oziim grafikleri yer almaktadir. Grafikler
incelendiginde niimerik ve tam ¢oziimlerin grafiklerinin iist liste geldigi ve burada tek bir grafik
gibi goriildiigii gozlenmektedir. Bu da niimerik ¢oziim ile tam ¢odziimiin birbiri ile uyumlu
oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 4.8 ile birikte gbz oniine alindiginda kullanilan

ZKSF LIN-2 semas1 tam ¢oziime ¢ok yakin sonuglar vermektedir.

4.3 Lineerlestirme 3 (LIN-3)

(4.0.3) ile verilen denklemde yer alan tiirevler yerine (4.1.1)-(4.1.3) ile verilen korunumlu

sonlu fark yaklasimlari yazilir ve diizenlenirse

" ﬁ4a b ﬁl: ﬁ4a b
R A L
% W4j% b b= W4+; b
0= —gita Ba= —gi—m
5= 3 Bs= iz



olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1 n+1 __

n+1

J

n+1 n+1

;- + U + oizu

Biu} o + Boudj_y + Baud} + Bard'; y + Bsuf 0 + & 4.3.1)

seklinde J + 3 bilinmeyenli J/ — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir. u_1, ug, uy ve uy1 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlar1 kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

a+a; 04 Qs
(0 o3 Oy O5
(04] O O3 04 O

A= ,
o O 03 04 O5
o O O3 (0]
i o 0 03+ 05 |
[ Bs+B1 Bs Bs |
B2 Bs Bs Bs
Bt B B3 Bs Bs
B= Y ARy 4 ,
Bi B B Bs  Bs
Bi B B B
| Bi B2 Bs+Ps |
T T
U:[ul uy ... Uj-3 MJ—l] ,GZ[gl 8 - 82 gJ—l}
olmak iizere
AU =BU"+G, n=0,1,2,.. (4.3.2)

seklinde matris formunda yazilir.

p
Benzer sekilde (4.0.6) ile verilen denklemde lineer olmayan (u;&]/ 2) _ terimi i¢in BOlim

X
3’te verilen LIN-3 lineerlestirmesi yapildiktan sonra denklemde goriilen tiirevler yerine

(4.1.1)-(4.1.3) korunumlu sonlu fark yaklasimlari yazilarak diizenlenirse

A = ,("747 Hr = ﬁ‘t
P R R
)L3 ~ W4j E,cz Hs W4:— k (74
M= et M= g
As= 1 HUs= 7

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin
M)+ Dou ]+ Agu ™ A+ Asultf) =
W} + pou’t + p3u't + paid] + psid) (4.3.3)
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seklinde J + 3 bilinmeyenli J/ — 1 denklemden olusan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde
edilir. u_1, ug, uy ve uy41 noktalart Kisim 3.1°de verildigi gibi sinir sartlar1 kullanilarak yok

edilerek bilinmeyen sayisinin J — 1 olmasi saglanir. Boylece elde edilen denklem sistemi

C= T )
ll 12 13 (041 15
M A A3 Aq
i M A A3+A4s ]
us+PBr M4 s
2%) M3 Ha  Hs
Hi M2 M3 H4 Hs
D — . . . .

M1 M M3 4 Hs
Mp M2 H3 Ha

i M1 Hp M3+ HUs |
U*:[ul W ... Uj_y Uj_1 }T
olmak iizere
cu™'=pu™ n=0,1,2,.. (4.3.4)

seklinde matris formunda yazilir. Burada ilk olarak n = 0 icin (4.3.2) denklemiyle verilen
denklem sistemi coziiliir. Elde edilen U' ¢6ziimii (4.3.4) denklemiyle verilen denklem
sisteminde U*" yerine yazilarak (4.3.4) denklem sistemi ¢ozillerek U'! ¢oziimii elde edilir. Bu
sekilde denklem sistemleri ardigik olarak ¢oziilerek istenilen 7 zamaninda niimerik sonuclar elde
edilir. U' degerini hesaplamak igin gerekli olan U degeri (4.0.4) ile verilen baslangi¢ sartindan
elde edilir. (4.3.3) denklemine uygulanan lineerlestirmeden kaynaklanan hatay1 azaltmak icin
Kisim 3.3’te verildigi gibi (4.3.4) denklem sistemine her bir zaman adiminda i¢ iterasyon bir

kac¢ kez uygulananarak sonuglarin iyilestirilmesi saglanir.

4.3.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2’de verilen model problemlere ZKSF LIN-3 semasi uygulanarak
elde edilen niimerik sonuglarin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuglartyla kiyaslamasi yapilarak grafikler ¢izildi.
Cizelge 4.9°de Problem 1’in T = 1 zamaninda ZKSF LIN-3 ile k = 0.01 olmak iizere
J = 10,20,40,80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit
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Cizelge 4.9 : Problem 1’in ZKSF LIN-3 ile T = 1 zamaninda k = 0.01 ve J =
10,20,40, 80 icin niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

J=10

J =20

J =40

J =280

Tam
Coziim

0.0005417004
0.0016395237
0.0032492784
0.0046773634
0.0052430591
0.0046757025
0.0032468551
0.0016375816
0.0005409666

0.0003440076
0.0015532187
0.0033848400
0.0050033044
0.0056424754
0.0050029212
0.0033842848
0.0015527807
0.0003438490

0.0002876028
0.0015192415
0.0034024576
0.0050661863
0.0057229374
0.0050660918
0.0034023210
0.0015191341
0.0002875643

0.0002730651
0.0015099718
0.0034058447
0.0050807439
0.0057418406
0.0050807198
0.0034058099
0.0009315577
0.0002730554

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

2.87071e — 4
5.05057e¢ — 4

6.47521e -5
1.05640e — 4

1.58658¢ — 5
2.51789%¢ —5

3.96826¢ — 6
6.27563e¢ — 6

0.01 —

0.009

0.008

0.007

0.006

2 0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Sekil 4.5 : Problem 1’in ZKSF LIN-3 ile T = 0.5, T = 1 zamaninda J = 40 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢6ziim grafikleri.

tutulup J boliintii sayis: arttikga hata normlarinin kiigiildiigii ve niimerik sonuclarin analitik
sonuglara gittikce yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 4.10°de Problem 1’in ZKSFLIN-3ile 7 = 1
zamaninda J = 40 ve k = 0.1,0.01,0.001 icin niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelgeden
goriildiigli tizere J sabit degeri i¢in kiiglilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime
yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 4.11°de Problem 1’in 7 = 1 zamamnda k = h? oldugunda
h = %, %,%, ﬁ icin L ve L. hata normlar1 Atouani ve arkadaglar1 [11] tarafindan verilen
sonuglar ile kiyaslanarak verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere, 7 konum adimu kiiciildiikce L,
ve L. hata normlarinin da kiigiildiigii gozlendi. Sekil 4.5’te Problem 1'in T =05 ve T =1
zamaninda J = 40, k = h? icin tam ve niimerik ¢oziim grafikleri yer almaktadir. Sekilden iki
grafigin st tiste oldugu goriilmektedir. Bu da niimerik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin birbirine ¢ok

yakin ve uyumlu olduklart anlamina gelmektedir. Bu durum Cizelge 4.11 ile birikte gbz Oniine

alindiginda kullamlan ZKSF LIN-3 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuclara ulastirmaktadir.

36



Cizelge 4.10 : Problem 1’in ZKSF LIN-3 ile 7 = 1 zamaminda J = 40 ve k =

0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

X

k=0.1

k=0.01

k=0.001

Tam
Coziim

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.0002872288
0.0015170881
0.0033975882
0.0050589357
0.0057147694
0.0050588943
0.0033975253
0.0015170363
0.0002872101

0.0002875890
0.0015192032
0.0034024071
0.0050661501
0.0057229371
0.0050661277
0.0034023712
0.0015191722
0.0002875781

0.0002875924
0.0015192237
0.0034024545
0.0050662216
0.0057230188
0.0050662006
0.0034024204
0.0015191942
0.0002875820

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

L

1.91620e — 5
3.33468e -5

1.58659¢ — 5
2.51791e -5

1.58367¢ —5
2.50974e — 5

Cizelge 4.11 : ZKSF LIN-3 semas ile Problem 1’in T = 1 zamaninda k = A2 icin hata
normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-3 [11]
h L, Lo L, Lo
55 6.0186le—5 9.30849¢—5 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
w5 1.48016e—5 2.20023¢—5 1.79433¢—6 3.07175¢—6
@ 3.68696¢ —6 5.42104e—6 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
— 9.23306e—7 1.35884e—6 1.13476e—7 1.94085¢—7

p—
(@
]

37



Cizelge 4.12°de Problem 2’nin 7 = 10 aminda k = 0.1 oldugunda i = %, 1—16, 3i2 icin L, ve
L. normlar1 ve bu hata normlarindan L., hata normu Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen L., hata
normu ile kiyaslanarak verildi. Cizelgeden goriildiigii izere 4 konum adimi kiigiildiikce L, ve
L., hata normlarimin da kiigtildiigii gozlendi. Sekil 4.6’da Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J =
32, k = 0.1 icin niimerik ve tam ¢6ziim grafikleri yer almaktadir. Sekil incelendiginde niimerik
ve tam coziimlerin grafiklerinin iist iiste geldigi ve tek bir grafik gibi goriilmektedirler. Bu da
niimerik ve tam ¢oziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 4.12

ile birikte gz oniine alindiginda kullanilan ZKSF LIN-3 semas1 tam ¢oziime ¢ok yakin sonuglar

vermektedir.

Cizelge 4.12 : ZKSF LIN-3 semas ile Problem 2’nin T = 10 zamaninda k = 0.1 i¢in
hata normlarinin kiyaslanmasi.

ZKSF LIN-3 [9]

L Lo Lo
3.66816¢—6 5.08002¢ —6 5.4204e—7
9.49444¢ —7 1.32876e—6 1.0197¢—7
2.32497¢—7 3.29193¢—7 2.3657¢—8

3=z~ =

Sekil 4.6 : Problem 2’nin ZKSF LIN-3 ile 7 = 10 zamaninda J = 32, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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5. KONUMA GORE PARCALANAN ROSENAU DENKLEMININ KORUNUMLU
SONLU FARK YAKLASIMIYLA NUMERIK COZUMU

Bu boliimde,

V = Uxx

doniistimii kullanilarak (1.0.2) ile verilen Rosenau denklemi

Us + AUy + b +c (uP), = g(x,1) (5.0.1)

V—uUy =0 (5.0.2)

seklinde konuma gore pargalanarak diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildii. Elde edilen

diferansiyel denklem sisteminin baglangi¢ sarti
u(x,0) = up(x), v(x,0) = vp(x) (5.0.3)

ve sinir gartlari

u(xy,t) = u(x,,t) =0, v(x;,t) =v(x,t) =0
(X1, 1) = e (6 ) = 0, ve(xpst) = valxrst) =0 [2 1€ (0,T] (5.0.4)
olarak alindi. (5.0.1) ve (5.0.2) denklemlerine
n+1/2 n+1/2\P _ n+1/2
(), +a () g+ b (672) e () =g (5.0.5)
n+1/2 nt1/2)
<”J’ )xf_ (Vj ) =0 (5.0.6)

seklinde korunumlu sonlu fark (KKSF) semas1 uygulanarak niimerik olarak ¢oziildii. Konuma
gore pargalanmis olan denklemlerden (5.0.5) denkleminde yer alan lineer olmayan terim yerine
ti¢ farkli lineerlestirme teknigi kullanildi. Daha sonra bu semalar kulanilarak Boliim 2’de verilen
model problemlerin niimerik ¢6ziimleri bulundu ve L, ve L., hata normlar1 hesaplandi. Elde
edilen sonuglar birbirleri ya da literatiirde mevcut olan diger arastirmacilarin verdikleri sonuglar

ile karsilastirildi.
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5.1 Lineerlestirme 1 (LIN-1)

KKSF semasinin ilk denklemi olan (5.0.5) de yer alan (u;Hr /2 > lineer olmayan terimi
x

icin Boliim 3’te verilen LIN-1 lineerlestirmesi yapildiktan sonra (5.0.5) denkleminde bulunan

tiirevler yerine

Wty
(), =~ (5.1.1)
n+1 __  n+l _
<u¢+1/2> e | n Wi —uj_y (5.12)
/ b; 4h 4h
1 1 1 1
(V) = 133 (vt =2 vt v v ) (5.1.3)
seklinde korunumlu sonlu fark yaklagimlar yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
P 8
o0 =—5- =% P=m
2 ) o w 2 K2
w=g+Et+w b=
olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin
alun—H —I—(qun—H _}_O@uf]z:% +ﬁ1vn+1 +ﬁ2vn+1 +ﬁ3v?::_—% —
1/2
— Oqu?,l + Oézu 063u]+1 —|—[31v1 | —i—Bzv —|—[33v,+1 —i—gnJr / (5.1.4)

seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Benzer sekilde KKSF semasinda yer alan (5.0.6) ile verilen denklemde yer alan tiirevler i¢in

1 n+1 n 1
<u4+1/z> _ Wi+ B 2(”1' +”J‘) N Wi 5.15)
/ X% 2h? 2h? 2h? o
n+1 n
nt1/2\ Vi TV
() =25 (5.1.6)
yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
yl:#ﬂ ’}/2:_;%27 ’}/3:2_;1127 91:_%
olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin
1 1 1 1
nu )+ sl e =
—nu_y —pu;—pul, + 0] (5.1.7)
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seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.1.4) ve (5.1.7) denklem

sistemlerindeki uq, vo, uy ve vy noktalari (5.0.4) denklemiyle verilen sinir sartlar1 kullanilarak

yok edilirse
[ o ] [ B Bs |
0 0 03 Br B B3
o 0 O3 Br B Bs
o o
- R (I-1)x(I-1) - i b 4 u-nxu-1)
B 61
n v n 01
S = ° c. . °. . , F = . s
n 2N 0,
0
L non (J=D)x(—1) L L g-pxu-1
Y A -
— 0 O —03
K= ,
— 0 (07) —03
— o (04)
- 4 u-1xu-1)
T
Z = [ U Uy ... Uj_2 Uj_1 VI V2 ... Vj_2 Vj_i ] ,
T
G= [ gl el &+ gratgl s gt 0 0 }
5 3 > >
olmak iizere bu iki denklem sistemi birlestirilerek
AZ"V=B7Z"+G, n=0,1,2,.. (5.1.8)
seklinde matris formunda yazilir. Burada A ve B matrisleri
P R K R
S R B
(@I-2)x(21—-2) (27-2)x(27-2)

seklindedir. n = 0,1,2,... i¢in (5.1.8) denklem sistemi ardisik olarak c¢oziilerek istenilen T
zamaninda niimerik sonuglar elde edilir. Z' degerini hesaplamak icin gerekli olan Z° degeri
(5.0.3) ile verilen baglangi¢ sartindan elde edilir. Tezin daha sonraki boliimlerinde bu sema

kisaca KKSF LIN-1 olarak isimlendirildi.
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5.1.1 Kararhlik Analizi

Bu boliimde KKSF semasinda LIN-1 lineerlestirmesi uygulanarak elde edilen lineer semanin
von Neumann yontemiyle kararlilik analizi yapildi. Bu amacla (5.1.4) ve (5.1.7) seklinde

bulunan sonlu fark semalarinda i = +/—1 olmak iizere
B .0 _ i
uj =Pg"eV”, Vi = W&

yazilarak ve Euler 6zdesliginden yararlanilarak

A= 25in6£;l+2M)7 B— 2c(;cshgf27 C= %,
D=2%62 [l
olmak iizere
P[E(C+iA)—(C—iA)|+W [EB—B] = (5.1.9)
(§+1)(PD+WE) =0 (5.1.10)

seklinde bilinmeyenleri P ve W olan iki denklemden olusan bir homojen denklem sistemi
elde edilir. Bu homojen denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmasi icin katsayilar
matrisinin determinatinin sifir olmasi gerekir. Bu durumda

E(CHiA)—(C—iA) EB-B _0
(E+1)D (E+1DE |

olmalidir. Boylece biiyiime ¢arpani

| —DB+EC—iEA

- —DB+EC+iEA’

: &=

ve || < 1 olarak bulunur. Dolayisiyla elde edilen korunumlu sonlu fark semasi kararlidir.

5.1.2 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2°de verilen model problemlere KKSF LIN-1 semas1 uygulanarak
elde edilen niimerik sonuglarin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki diger arastirmacilarin

sonuglartyla kiyaslamasi yapilarak grafikler ¢izildi.
Cizelge 5.1°de Problem 1’in KKSF LIN-1 ile T = 1 zamaminda k = 0.01 olmak iizere
J = 20,40,80 icin niimerik ve tam coziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit olup J
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Cizelge 5.1 : Problem 1’in KKSF LIN-1 ile 7 = 1 zamamnda k = 0.01 ve J =

20,40, 80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
X J =20 J =40 J =280 Cozim

0.1 —0.0000729399 0.0001848155 0.0002490125 0.0002681841
0.2  0.0008215114 0.0013455393 0.0014761164 0.0015068342
0.3 0.0024372349  0.0031869081 0.0033737618 0.0034069315
0.4  0.0039306789 0.0048301735 0.0050544009 0.0050855654
0.5 0.0045287068 0.0054809583 0.0057183467 0.0057481163
0.6 0.0039292700 0.0048299695 0.0050544951 0.0050855654
0.7 0.0024349148 0.0031865662 0.0033739094 0.0034069315
0.8 0.0008191302 0.0013451798 0.0014762569 0.0015068342
0.9 —0.0000744530 0.0001845817 0.0002490949 0.0002681841
L, 8.49633e¢—4 1.91038¢ —4  2.76084e —5

Lo 1.21940e—3 2.67157Te—4  3.32249¢ -5

Cizelge 5.2 : Problem 1’in KKSF LIN-1 semasi ile 7 = 1 zamaninda k = 4? icin hata
normlarinin kiyaslanmasi.

KKSF LIN-1

Ly Leo L
8.73860e —4 1.26114e—3 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
2.18143¢ —4 3.14859¢ —4 1.79433¢—6 3.07175¢—6
5.45213¢—5 7.86969¢ —5 4.51615¢—7 7.72899¢ —7

[11]

Lo

SECREEES

boliintii sayisinin artisiyla birlikte niimerik sonuglarin tam c¢oziime giderek yaklastigi ve hata
normlarinin kiiciildiigii goriilmektedir. Cizelge 5.2’de Problem 1’in 7 = 1 zamaminda k = h?
oldugunda h = %, %,8—10, ﬁ icin L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak Atouani ve arkadaglari
[11] tarafindan elde edilen hata normlar ile kiyaslamasi verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere
h konum adimi kiiciildiikce L, ve L. hata normlarimin da kiigiildigii gozlendi ve Atouani
ve arkadaglar [11] tarafindan elde edilen hata normlarina yakin oldugu goriildii. Sekil 5.1°de
Problem 1’'in T = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 80, k = h? icin tam ve niimerik ¢oziim
grafikleri yer almaktadir. Sekilden niimerik ve tam ¢oziimlere ait olan iki grafigin iist iiste oldugu
goriilmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢6ziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu gostermektedir.
Cizelge 5.3’de Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 oldugunda ve h = %, %6, 3l2 icin
L, ve L. hata normlar1 hesaplanarak Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen L., hata normu ile
kiyaslanarak verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere 4 konum adiminin kiigciilmesiyle beraber hata
normlari da giderek kiigiildiigii ve [9]’da yer alan L., hata normunun daha kiigiik oldugu goriildii.
Sekil 5.2°de Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J = 16, kK = 0.1 i¢in niimerik ve tam ¢oziim

grafikleri yer almaktadir. Sekil incelendiginde niimerik ve tam ¢oziimlerin grafiklerinin {iist iiste
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0.01

0.009 —

0.008 —

0.007 —

0.006 —

2 0.005

0.004 —

0.003 —

0.002 —

0.001 —

0L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Sekil 5.1 : Problem 1’in KKSF LIN-1ile 7 = 0.5, T = 1 zamaninda J = 80 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢ozliim grafikleri.

Cizelge 5.3 : KKSF LIN-1 semasi ile Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 icin
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

KKSF LIN-1 [9]
Ly Leo Loo
§  2.83542¢—6 4.06575¢—6 5.4204¢—7
& 7.21999¢—7 1.04055¢—6 1.0197¢—7
~ 1.75275¢—7 2.57159¢—7 2.3657¢—8

hy

(o

oldugu goriilmektedirler. Bu da niimerik ¢oziim ile tam ¢6ziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu

gostermektedir.

5.2 Lineerlestirme 2:Rubin-Graves (LIN-2)

p

KKSF semasinin ilk denklemi olan (5.0.5) de yer alan (u;H/ 2) _ lineer olmayan terimi
X

icin Boliim 3’te verilen LIN-2 lineerlestirmesi yapildiktan sonra (5.0.5) denkleminde bulunan

tirevler yerine (5.1.1)-(5.1.3) ile verilen korunumlu sonlu fark yaklasimlart yazilarak gerekli

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 5.2 : Problem 2’nin KKSF LIN-2 ile T = 10 zamaninda J = 16, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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diizenlemeler yapilirsa

—_b _coip _ b coip(2—p) _ a

o = RO 01 = a +=g Bi= K
—z2a

=1+ 02 =1 Pr= 77
_ b | cop _ b coip(2—p) _ a
W=zt 03=7; i Bi=gn

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 __

o1y + oaul} + 03Uy + vy + Bov + B3V + g;+1/2 (5.2.1)
seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi bulunur. Benzer sekilde (5.0.6) ile verilen denklemde

bulunan tiirevler yerine (5.1.5) ve (5.1.6) ile verilen korunumlu sonlu fark yaklasimlar1 yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa

=

I
(3]
>=|—
O
>

I

|
-
>

I
[\
S -
9
D
Sy

I

|
I —

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 __

— N = U —pui g+ 01V (5:2.2)

seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi bulunur. (5.2.1) ve (5.2.2) denklem sistemlerindeki

ug, vo, uy ve vy noktalari (5.0.4) denklemiyle verilen sinir sartlar1 kullanilarak yok edilirse

0 o [ B B
o o 03 B B B
P= , R= el T ;
ap o0y QO3 Bi B Bs
L a0 (I=1)x(I—1) L B b 4 (J-1)x(J-1)
AR ] [ 6 |
n v mn 6,
S= el e , F = ) ;
h 2 9 0,
i O goyxu-n L o

T (J-Dx(@-1)

Oy O3
01 Oy O3

01 O O3

o1 O
- 4 U-1x@U-1)
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T

Z = [ U Uy ... Uj_2 Uj_1 Vi V2 ... Vj_2 Vj_i ] ,
T
1 1
G— [ gl +el &+ $tso  SLtsi 0 }
5 5 . 5 5 .

olmak iizere bu iki denklem sistemi birlestirilerek
AZ"V=B7Z"+G, n=0,1,2,.. (5.2.3)

seklinde matris formunda yazilir. Burada A ve B matrisleri

P R K R
e - IR

(21-2)x(21-2) } (27-2)x(27-2)

seklindedir. n = 0,1,2,... i¢in (5.2.3) denklem sistemi ardisik olarak c¢oziilerek istenilen T
zamaninda niimerik sonuglar elde edilir. Z' degerini hesaplamak icin gerekli olan Z° degeri
(5.0.3) ile verilen baglangi¢ sartindan elde edilir. Tezin daha sonraki boliimlerinde bu sema

kisaca KKSF LIN-2 olarak isimlendirildi.

5.2.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2°de verilen model problemlere KKSF LIN-2 semas1 uygulanarak
elde edilen niimerik sonuclarin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki dier arastirmacilarin

sonuclariyla kiyaslamas1 yapilarak grafikler cizildi.

Cizelge 5.4°de Problem 1’in KKSF LIN-2 ile T = 1 zamaninda k = 0.01 olmak iizere

= 20,40,80 i¢in niimerik ¢6ziim ve tam c¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit
tutulup J boliintii sayisinin artisiyla birlikte niimerik sonuglarin tam ¢oziime giderek yaklastig
ve hata normlarinin kiiciildiigii goriilmektedir. Cizelge 5.5’de Problem 1’in KKSF LIN-2 ile
T =1 zamaninda J = 40 ve k = 0.01,0.001,0.0001 icin niimerik ve tam ¢oziimleri verildi.
Cizelgeden gorildiigii iizere J sabit degeri i¢in kiigiilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin
tam ¢oziime yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 5.6’de Problem 1 icin T = 1 zamaninda k = h?
oldugunda h = 2—10, %,8—10, ﬁ icin L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak Atouani ve arkadaglari
[11] tarafindan verilen L; ve L. hata normlan ile kiyaslandi. Cizelgeden goriildigi lizere h
konum adimu kiiciildiik¢e L, ve L. hata normlarinin da kiigiildiigii ve [11] tarafindan daha iyi
sonuclar elde edildigi goriildii. Sekil 5.3’de Problem 1’in 7 = 0.5 ve T = 1 zamaninda J = 80,

k = h? icin tam ve niimerik ¢oziim grafikleri yer almaktadir. Tam ve niimerik ¢oziimlere ait

olan iki grafigin birbirine yakin oldugu goriilmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢odziimiin birbiri
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Cizelge 5.4 : Problem 1’in KKSF LIN-2 ile 7 = 1 zamamnda k = 0.01 ve J =

20,40, 80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
X J =20 J =40 J =280 Coziim

0.1 —0.0000768924 0.0001821569 0.0002466761 0.0002681841
0.2  0.0008051825 0.0013318415 0.0014630742 0.0015068342
0.3 0.0024030710 0.0031565092 0.0033443014 0.0034069315
0.4  0.0038810427 0.0047850561 0.0050104100 0.0050855654
0.5 0.0044729488 0.0054299855 0.0056685668 0.0057481163
0.6 0.0038794730 0.0047846999 0.0050103541 0.0050855654
0.7 0.0024004899 0.0031559206 0.0033442057 0.0034069315
0.8 0.0008025400 0.0013312353 0.0014629716 0.0015068342
0.9 —0.0000785668 0.0001817711 0.0002466088 0.0002681841
L, 8.82011e—4 2.20010e —4  5.50047e —5

Lo 1.27516e—3 3.18130e —4  7.95495¢ -5

Cizelge 5.5 : Problem 1’in KKSF LIN-2 ile 7 = 1 zamaninda J = 40 ve k =

0.01,0.001,0.0001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim

k=0.01

k=0.001

k =0.0001

Tam
Cozim

0.0001820819
0.0013317148
0.0031563753
0.0047849688
0.0054299833
0.0047847831
0.0031560511
0.0013313595
0.0001818448

0.0001820855
0.0013317361
0.0031564241
0.0047850423
0.0054300674
0.0047848586
0.0031561030
0.0013313838
0.0001818502

0.0001820857
0.0013317365
0.0031564249
0.0047850437
0.0054300691
0.0047848603
0.0031561045
0.0013313850
0.0001818508

0.0002681841
0.0015068342
0.0034069315
0.0050855654
0.0057481163
0.0050855654
0.0034069315
0.0015068342
0.0002681841

2.20011e —4
3.18132¢ -4

2.19963¢ — 4
3.18048e — 4

2.19962¢ — 4
3.18047¢ — 4

Cizelge 5.6 : Problem 1’in KKSF LIN-2 semasi ile 7 = 1 zamaninda k = h? icin hata
normlarinin kiyaslanmasi.

b=
@)
]

KKSFLIN-2 [11]
h L, Loo L, Loo
55 8.81960e —4 1.27508¢—3 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
a5 2.19962¢—4 3.18046e—4 1.79433e—6 3.07175¢—6
% 5.49600¢ —5 7.94712¢ —5 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
— 1.37018¢—5 1.98088¢—5 1.13476¢—7 1.94085¢—7
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0.01

0.009 —

0.008 —

0.007 —

0.006 —

2 0.005

0.004 —

0.003 —

0.002 —

0.001 —

Sekil 5.3 : Problem 1’in KKSF LIN-2ile 7 = 0.5, T = 1 zamaninda J = 80 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢ozliim grafikleri.

Cizelge 5.7 : KKSF LIN-2 semas ile Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 igin
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

KKSF LIN-2 [9]
L, Leo Loo
§  2.83542¢—6 4.06575¢—6 5.4204¢—7
& 7.21999¢—7 1.04055¢—6 1.0197¢—7
3 1.75275¢—7 2.57158¢—7 2.3657¢—8

=

(2

ile uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 5.6 ile birikte goz Oniine alindiginda

kullanilan KKSF LIN-2 semasi tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

Cizelge 5.7°de Problem 2’nin T = 10 zamaninda k = 0.1 oldugunda ve & = §, &, 55 icin L,
ve L. hata normlar1 hesaplanarak Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen sonuglar ile kiyaslanadi.
Cizelgeden goriildiigli iizere 4 konum adiminin kiiciilmesiyle beraber hata normlarinin da
giderek kiiciildiigii ve [9]’da yer alan L., hata normunun daha kiiciik oldugu goriildii. Sekil 5.4
ile verilen grafikte Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda J = 32, k = 0.1 i¢in niimerik ve tam ¢6ziim
grafigi birlikte yer almaktadir. Sekil incelendiginde niimerik ve tam ¢oziimlerin grafikleri iist
tiste geldigi ve tek bir grafik gibi goriilmektedirler. Bu da niimerik ¢dziim ile tam ¢oziimiin birbiri
ile uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 5.7 ile birikte goz oniine alindiginda

kullanilan KKSF LIN-2 semas1 tam ¢oziime cok yakin sonuglar vermektedir.

5.3 Lineerlestirme 3 (LIN-3)

n P, o
KKSF semasinin ilk denklemi olan (5.0.5) de yer alan (u jH/ 2) _ lineer olmayan terimi
X
i¢in Boliim 3’te verilen LIN-3 lineerlestirmesi yapildiktan sonra (5.0.5) denkleminde bulunan

tirevler yerine (5.1.1)-(5.1.3) ile verilen korunumlu sonlu fark yaklasimlar1 yazilarak gerekli
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 5.4 : Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda KKSF LIN-2 ile J = 32, k = 0.1 i¢in
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

diizenlemeler yapilirsa

__ b cz __a
o —l—m—ma Bl—mza
0 =1, ﬁzz—ﬁ,

b
w=btE =

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _

n+1/2

—ouu_; +opu; — oauj g + BV 4+ Pavi+ B3V +g; 5.3.1)

seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi bulunur.

Benzer sekilde KKSF semasinda yer alan (5.0.6) ile verilen denklemde yer alan tiirevler
yerine (5.1.5) ve (5.1.6) ile verilen korunumlu sonlu fark yaklagimlar1 yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa

olmak tizere j =1,2,...,J — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 __

— 1}y —pu—yulty  + 6V (5.32)
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seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemi bulunur. (5.3.1) ve (5.3.2) denklem sistemlerindeki

ug, vo, uy ve vy bilinmeyenleri (5.0.4) denklemiyle verilen sinir sartlar1 kullanilarak yok edilirse

S U-nx-1)

T (I-D)x-1)

o 03 B B3
a0 o3 Bi B B
P= ) ) ,R=
ap o0 03 Bi B B
o 0 B B
- = (=Dx@-1) -
L P 61
n v wB 6,
n r 9 6,
0
i n 1| . i 1
[ o — 03 i
-0 0 —03
K = ,
-0 0 —03
-0
- T (I-)x(-1)
T
Z=[wu w uj— uj-1 vi wm v v ],
G= [ et v CAERT YRR ity 1 I
2 2 2 2
olmak iizere bu iki denklem sistemi birlestirilerek
AZ"' =BZ"+G, n=0,1,2,..

seklinde matris formunda yazilir. Burada A ve B matrisleri

S

|

seklindedir. n = 0,1,2,...

P R
1 } ’ [
(27-2)x (21-2)

icin (5.3.3) denklem sistemi ardigik olarak c¢oziilerek istenilen

—-S

K R

—F

] (27-2)x(2J-2)

o]

(5.3.3)

T zamaninda niimerik sonuglar elde edilir. Z! degerini hesaplamak icin gerekli olan Z°

degeri (5.0.3) ile verilen baslangic sartindan elde edilir. (5.0.5) denklemine uygulanan

lineerlestirmeden kaynaklanan hatayr azaltmak i¢in Kisim 3.3’te verildigi gibi (5.3.3) denklem

sistemine her bir zaman adiminda i¢ iterasyon bir ka¢ kez uygulananarak sonuglarin

tyilestirilmesi saglanir.
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Cizelge 5.8 : Problem 1’in KKSF LIN-3 ile 7 = 1 zamamnda k = 0.01 ve J =

20,40, 80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
X J =20 J =40 J =280 Cozim

0.1 —0.0000768739 0.0001821761 0.0002466955 0.0002681841
0.2  0.0008052138 0.0013318739 0.0014631068 0.0015068342
0.3 0.0024031041 0.0031565435 0.0033443358 0.0034069315
0.4  0.0038810643 0.0047850784 0.0050104324 0.0050855654
0.5 0.0044729493  0.0054299859 0.0056685672 0.0057481163
0.6 0.0038794522 0.0047846784 0.0050103325 0.0050855654
0.7 0.0024004574 0.0031558870 0.0033441719 0.0034069315
0.8 0.0008025092 0.0013312033 0.0014629394 0.0015068342
0.9 —0.0000785850 0.0001817521 0.0002465896 0.0002681841
L, 8.82010e—4 2.20009¢ —4  5.50045e -5

Lo 1.27516e—3 3.18130e —4  7.95491e—5

5.3.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Boliim 2’de verilen model problemlere KKSF LIN-3 semas1 uygulanarak
elde edilen niimerik sonuclarin mevcut tam ¢oziimle veya literatiirdeki dier arastirmacilarin

sonuclariyla kiyaslamas1 yapilarak grafikler cizildi.

Cizelge 5.8°de Problem 1’in KKSF LIN-3 ile T = 1 zamaminda k = 0.01 olmak iizere
J = 20,40,80 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri verildi. Cizelge incelendiginde k sabit tutulup J
boliintli sayisinin artigtyla birlikte niimerik sonuglain tam ¢oziime giderek yaklastigi ve hata
normlarinm kiiciildiigii goriilmektedir. Cizelge 5.9’de Problem 1’in KKSF LIN-3 ile 7 = 1
zamaninda J = 40 ve k = 0.01,0.001,0.0001 icin niimerik ve tam ¢6ziimleri verildi. Cizelgeden
goriildugii tizere J sabit degeri i¢in kiiglilen k degerleri ile niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime

yaklastig1 goriilmektedir. Cizelge 5.10°de Problem 1 icin T = 1 zamaninda k = h? oldugunda

h:1111

30° 30°30° 160 icin Ly ve L. hata normlar1 hesaplanarak Atouani ve arkadaslar1 [11]

tarafindan verilen L, ve L., hata normlar1 ile kiyaslandi. Cizelgeden goriildiigii iizere 7 konum
adimu kiiciildiik¢e L ve Lo, hata normlarinin da kiiciildiigii ve [11] tarafindan daha iyi sonuglar
elde edildigi goriildii. Sekil 5.5°de Problem 1’in 7 = 0.5 ve T = 1 zamaminda J = 40, k = A? icin
tam ve niimerik coziim grafigi birlikte yer almaktadir. Coziimlere ait olan iki grafigin birbirine
yakin oldugu goriilmektedir. Bu da niimerik ve tam ¢6ziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu
gostermektedir. Bu durum Cizelge 5.10 ile birlikte g6z Oniine alindifinda kullanilan KKSF

LIN-3 semas1 tam ¢6ziime cok yakin sonuglar vermektedir.
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Cizelge 5.9 : Problem 1’in KKSF LIN-3 ile 7 = 1 zamaninda J = 40 ve k =
0.01,0.001,0.0001 i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim Tam
x k=0.01 k=0.001 k =0.0001 Coziim

0.1 0.0001821203 0.0001821248 0.0001821244 0.0002681841
0.2 0.0013317796 0.0013318023 0.0013318022 0.0015068342
0.3 0.0031564438 0.0031564940 0.0031564943 0.0034069315
0.4 0.0047850133 0.0047850878 0.0047850883 0.0050855654
0.5 0.0054299841 0.0054300682 0.0054300686 0.0057481163
0.6 0.0047847401 0.0047848147 0.0047848149 0.0050855654
0.7 0.0031559839 0.0031560343 0.0031560345 0.0034069315
0.8 0.0013312956 0.0013313185 0.0013313187 0.0015068342
0.9 0.0001818069 0.0001818114 0.0001818116 0.0002681841
L, 220011le—4 2.19963¢e—4  2.19962¢—4

L. 3.18132¢e—4 3.18048e—4 3.18047¢—4

Cizelge 5.10 : Problem 1’in KKSF LIN-3 semast ile 7 = 1 zamaninda k = h? icin hata
normlarmin kiyaslanmasi.

KKSF LIN-3 [11]

L, Loo L, Lo
8.81960e —4 1.27507¢—3 7.03223¢—6 1.20408¢ —5
2.19961e —4 3.18045¢—4 1.79433¢—6 3.07175¢—6
5.49597¢ —5 7.94692¢ —5 4.51615¢—7 7.72899¢ —7
5 1.38568¢—5 2.00577¢—5 1.13476e—7 1.94085¢—7

|-&-&-E~ =

—
o

0.01

0.009

0.008

0.007
0.006

2 0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Sekil 5.5 : Problem 1’in KKSF LIN-3 ile T = 0.5, T = 1 zamaninda J = 40 ve k = h?
icin niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.
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Cizelge 5.11 : KKSF LIN-3 semasi ile Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k = 0.1 icin
hesaplanan hata normlarinin kiyaslanmasi.

KKSF LIN-3 [9]
L, Leo Loo
§  2.83542¢—6 4.06575¢—6 5.4204¢—7
& 7.21999¢—7 1.04055¢—6 1.0197¢—7
~ 1.75275¢—7 2.57159¢—7 2.3657¢—8

hy

(o

"o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Sekil 5.6 : Problem 2'nin 7 = 10 zamaminda KKSF LIN-2 ile J = 16, k = 0.1 igin
niimerik ve tam ¢oziim grafikleri.

Cizelge 5.11°de Problem 2’nin 7 = 10 zamaninda k£ = 0.1 oldugunda ve h = %, 1—16, %
icin L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak Hu ve Zheng [9] tarafindan verilen L., hata normu
ile kiyaslandi. Cizelgeden goriildiigii tizere 2 konum adiminin kiigiilmesiyle beraber hata
normlariin da giderek kiigiildiigii ve [9]’da yer alan L. hata normunun daha kiigiik oldugu
goriildii. Sekil 5.6’de Problem 2°nin 7 = 10 zamaninda J = 16, kK = 0.1 i¢in niimerik ve
tam ¢oziim grafigi birlikte yer almaktadir. Sekil incelendiginde niimerik ve tam codziimlerin
grafiklerinin iist tiste geldigi ve tek bir grafik gibi goziiktiigii goriilmektedirler. Bu da niimerik ve

tam ¢Oziimiin birbiri ile uyumlu oldugunu gostermektedir. Bu durum Cizelge 5.11 ile birikte goz

oniine alindiginda kullanilan KKSF LIN-3 semasi tam ¢6ziime ¢ok yakin sonuglar vermektedir.
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6. SONUCLAR

Bu boliimde, Boliim 3-5’te Rosenau denkleminin farkli yontem ve lineerlestirme teknikleri
kullanilarak korunumlu sonlu fark yaklasimiyla elde edilen niimerik semalarin model
problemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuglar her bir problem icin kendi icerisinde
kargilastirildi. Hangi lineerlestirmenin daha iy1 sonug verdigi cizelgeler halinde karsilagtirilarak

verildi.

Cizelge 6.1 de Problem 1’e uygulanan KSF, ZKSF ve KKSF semalar1 ile LIN-1-3
lineerlestirmeleri i¢in L, hata normlarinin birbirleri ve [11] tarafindan verilen sonuclarla
kargilastirilmasi verildi. KSF icin LIN-1 ve LIN-3 lineerlestirmelerinin birbirine ¢ok yakin
oldugu ve h konum adimu kiiciildiikkge LIN-1 ile daha iyi sonuglar elde edildigi ve ZKSF ve
KKSF icin de LIN-1 lineerlestirmesinin daha iyi sonug verdigi goriildii. Cizelge 6.2 de Problem
1’e uygulanan KSF, ZKSF ve KKSF semalari ile LIN-1, LIN-2 ve LIN-3 lineerlestirmeleri icin
L. hata normlarmin birbirleri ve [11] tarafindan verilen sonuglarla karsilagtirilmasi verildi. KSF,

ZKSF ve KKSF icin LIN-1 ile daha iyi sonuglar elde edildigi goriildii.

Cizelge 6.1 : Problem 1’e uygulanan KSF, ZKSF, KKSF semalarinin LIN-1, LIN-2,
LIN-3 ile k = 4% icin T = 1 aninda elde edilen L, hata normlarinin

karsilagtirmasi
h LIN — 1 LIN —2 LIN -3 [11]
KSF 2l0 6.47222¢ —5 6.4740le—5 6.47222¢ -5 7.03223¢—6
% 1.58365¢ —5 1.58414e—5 1.58365¢—5 1.79433e—6
%) 3.93932¢ —6 3.94078¢—6 3.93928¢—6 4.51615¢—7
o0 2-83530e—7 9.83821e—7 9.83625¢—7 1.13476e—7
ZKSF % 6.00219¢ -5 6.0186le—5 6.0186le—5 7.03223e—6
% 1.45154e —5 1.48016e—5 1.48016e—5 1.79433¢—6
8l? 3.32767e —6 3.68696¢ —6 3.68696e¢ —6 4.51615¢—7
Teg  2-39398e—6 9.23339¢ —7 9.23306e —7 1.13476e -7
KKSF 2l0 8.73860e —4 8.81960e —4 8.81960e —4 7.03223e¢ —6
% 2.18143e —4 2.19962¢ —4 2.19961le —4 1.79433e—6
&P 5.45213e -5 5.49600e —5 5.49597¢—5 4.51615¢—7
Teg  1-36239¢—5 1.37018¢ —5 1.38568¢—5 1.13476e —7
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Cizelge 6.2 : Problem 1’e uygulanan KSF, ZKSF, KKSF semalarinin LIN-1, LIN-2,
LIN-3 ile k = h? icin T = 1 aninda elde edilen L., hata normlarinin

karsilagtirmasi
h LIN — 1 LIN —2 LIN -3 [11]
KSF % 1.05562¢e —4 1.05612¢ —4 1.05562¢ —4 1.20408e —5
% 2.50966e —5 2.51113¢—5 2.50967¢—5 3.07175¢—6
%) 6.19317¢ —6 6.19764e¢—6 6.19329¢ —6 7.72899¢ —7
Teo 1-94247¢—6 1.54337¢—6 1.5433le—6 1.94085¢—7
ZKSF % 9.25591e —5 9.30849¢ —5 9.30849¢ —5 1.20408e —5
% 2.09418¢ —5 2.20023¢—5 2.20023e—5 3.07175¢—6
§f 5.31985¢e —6 5.42106e —6 5.42104e —6 7.72899¢ —7
Tog  2-89539¢—6 1.35899¢ —6 1.35884e¢—6 1.94085¢—7
KKSF 2l0 1.26114e—3 1.27508¢—3 1.27507¢—3 1.20408e —5
% 3.14859¢ —4 3.18046e¢ —4 3.18045¢—4 3.07175¢—6
&P 7.86969¢ —5 T7.94712¢—5 7.94692¢ —5 7.72899¢ —7
oo 1-96708¢—5 1.98088¢ —5 2.00577¢—5 1.94085¢—7

Cizelge 6.3 de Problem 2’ye uygulanan KSF, ZKSF ve KKSF semalari ile LIN-1, LIN-2
ve LIN-3 lineerlestirmeleri i¢in L, hata normlarinin karsilastirilmas1 verildi. KSF igin LIN-1
lineerlestirmesinin daha 1yi sonug¢ verdigi goriildii. ZKSF i¢in birbirine ¢ok yakin sonuglar
elde edildigi & konum admm kiiciildiikce LIN-3 ile sonuclarin daha kiiciildiigii goriildii.
Cizelge 6.4 de Problem 2’ye uygulanan KSF, ZKSF ve KKSF semalar1 ile LIN-1, LIN-2 ve
LIN-3 lineerlestirmeleri icin L., hata normlarmin birbirleri ve [9] tarafindan verilen sonugclarla
karsilastirilmasi verildi. KSF i¢in birbirine cok yakin sonuglar elde edildigi # konum adimi
kiiciildiikge LIN-3 ile sonuglarmn daha kiiciildiigii goriildii. ZKSF i¢in LIN-1 lineerlestirmesinin
daha iyi sonug verdigi goriildii. KKSF icin tiim lineerlestirmelerin birbirine ¢ok yakin sonuclar
verdigi goriildii. Genel olarak yontemler kiyaslandiginda konuma gore pargcalama ile daha kiiciik

sonuclar alinmustir.
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Cizelge 6.3 : Problem 2’ye uygulanan KSF, ZKSF, KKSF semalarinin LIN-1, LIN-2,
LIN-3 ile k = h? i¢in T = 10 aninda elde edilen L, hata normlarinin

karsilagtirmasi

LIN — 1

LIN —2

LIN -3

KSF

3.66816¢ — 6
9.49444e —7
2.32497¢ —7

3.66816e — 6
9.49445e —7
2.32498e -7

3.66816e — 6
9.49445e -7
2.32498e -7

ZKSF

3.66816¢ — 6
9.49446¢ —7
2.32498e -7

3.66816¢ — 6
9.49446e -7
2.32499e —7

3.66816¢ — 6
9.49444¢ —7
2.32497¢ — 7

KKSF

e e ol e i e et S

2.83542¢ -6
7.21999¢ —7
1.75275e -7

2.83542¢ -6
7.21999¢ —7
1.75275e -7

2.83542¢ -6
7.21999¢ —7
1.75275e -7

Cizelge 6.4 : Problem 2’ye uygulanan KSF, ZKSF, KKSF semalarinin LIN-1, LIN-2,
LIN-3 ile k = #? i¢in T = 10 aninda elde edilen L., hata normlarinin
karsilagtirmast

LIN — 1

LIN —2

LIN —3

[9]

KSF

5.08001e — 6
1.32876e — 6
3.29189%¢ -7

5.08001e — 6
1.32876e — 6
3.29190e —7

5.08001e —6
1.32876e — 6
3.29189% —7

5.4204e -7
1.0197e -7
2.3657e — 8

ZKSF

5.08001e —6
1.32875¢ — 6
3.29175e -7

5.08002¢ — 6
1.32876e — 6
3.29196e —7

5.08002¢ — 6
1.32876e — 6
3.29193e -7

5.4204e -7
1.0197e -7
2.3657e —8

KKSF

]2 == = TR = = =

4.06575¢ — 6
1.04055¢ — 6
2.57159¢ -7

4.06575e¢ — 6
1.04055¢ — 6
2.57158e =7

4.06575¢ — 6
1.04055¢ — 6
2.57159¢ -7

5.4204e -7
1.0197e -7
2.3657e —8

Rosenau denklemdeki lineer olmayan terim yerine 3 farkli lineerlestirme tekniginin
uygulanabildigi ve korunumlu sonlu fark yaklasim ile iyi sonuglar elde edildigi goriilmiigtiir.

Sonug olarak bu tezde uygulanan yontemler benzer problemlere de kolaylikla uygulanabilir.
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