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ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak “Esnek(soft) Caprazlanmis Modiiller” baglikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin i¢inde hem de
kaynakg¢ada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.
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Bu yiiksek lisans tez galismasinda soft kiime teorisi ile ilgili tanimlara ve
¢Oziimlenmis Orneklere yer verilerek ¢aprazlanmis modiil, soft grup ve soft ¢aprazlanmig
modiil kavramlar1 incelenmistir. Bu tez ¢alismasi yedi boliimden olusmaktadir.

Ik béliimde tezin temelini olusturan kavramlarin gelisim siireci ile ilgili literatiir
taramasi yapilmistir.

Ikinci boliimde, tezin siirekliligini ve biitiinliigiinii saglamak amaciyla temel
kavramlar ve etki kavrami sunulmustur.

Ugiincii bolimde ise bir grubun bir kiime {izerine etkisi tanimlanmis ve
orneklendirilerek baz1 6nemli karekterizasyonlar ¢alisilmistir.

Dordiincti boliimde belirsizlige giiglii bir matematiksel yaklasim olarak ortaya
atilan soft kiime teorisi sunulmustur, soft kiime teorisi ile ilgili orneklere ve temel
tanimlara yer verilmistir.

Besinci bolimde ise soft gruplar incelenerek bir grubun baska bir grup lizerine
etkisi incelenmis, tanimlara yer verilmis, ornekler ¢oziimlenmis ve bazi 6nemli 6zellikleri
verilmistir.

Altinct boliimde ise soft caprazlanmis modiil kavrami incelenerek sonug boliimii ile
bu tez ¢alismasi tamamlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Gruplar, etki, ¢aprazlanmis modiiller, soft kiime, soft gruplar, soft
caprazlanmig modiiller.
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In this master thesis, the concepts of crossed module, soft group and soft crossed

module were examined by giving definitions and solved examples related to "soft set
theory". This thesis consists of seven chapters.

In the first part, a literature review was conducted on the development process of
the concepts that form the basis of the thesis.

In the second part, the basic concepts and the concept of action are presented in
order to ensure the continuity and integrity of the thesis.

In the third part, the action of a group on a set is defined and some important
characterizations are studied by exemplifying.

In the fourth chapter, soft set theory, which is put forward as a strong
mathematical approach to uncertainty, is presented, examples and basic definitions related
to soft set theory are given.

In the fifth chapter, the action of one group on another group are examined by
examining soft groups, definitions are given, examples are analyzed and some important
features are given.

In the sixth chapter, the concept of soft crossed module is presented and this
thesis study is completed by giving examples, and in the last chapter, the result is given.

Keywords: Groups, action, crossed modules, soft set, soft groups, soft crossed modules.
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1. GIRIS

Grup kavrami matematigin farkli alanlarinda zaman aldik¢a ortaya ¢ikarak
fikirlerin soyutlanmasi ile gelisimini slirdiirmiistiir. Bu kavramin ilk kez 1854 yilinda
Cayley ile verildigi kabul gormektedir. Bununla birlikte grup kavraminin bir¢ok
matematik¢i tarafindan c¢alisildign goriilmektedir. Euler, Lagrange Teoreminde grup
kavraminin bir 6zel halini ele almistir. Bu teoremde sonlu bir grup ele alip, “bu grubun her
alt grubunun mertebesi o grubun mertebesine bolenidir” ifadesini kullanmustr.

Daha sonrasinda 1801 yilinda Euler’in ¢alismalarini gelistiren bilim adami Gauss’
dur. Gauss elemanlarin mertebesini incelemistir. Devirli grubun mertebesini bolebilen her
say1 boldiigli mertebeden alt grubun var oldugunu kanitlamistir. Ayn1 zamanda Gauss
kuadratik formlari incelerken Abel gruplar kullanmis ve doniisiimlerin birlesme 6zelligini
ispatlamistir.

Soyut grup tanmminin ¢ikis noktasi, koklerin permiitasyonlar1 vasitasiyla
incelenmesi siirecine denk gelir. Permiitasyonlar kavraminin ilerlemesinde Cauchy’ nin
rolii biiyiiktiir. Cauchy, permiitasyonlar ile alakali birgok tanimi ortaya koymustur. Abel,
1824 yilinda derecesi yliksek olan besinci dereceden denklemlerin ¢oziimiiniin kokler
yardimi ile ¢Oziilemeyecegini permiitasyonu kullanarak ispatlamistir. Grup tanimindan
faydalanmistir ama agik bigimde bahsetmemistir. Grup sozciigiinii ilk kullanan ise 1831
yilinda Galois olmustur. Denklemin koklerinin permiitasyonlarin grubu ile yakindan ilgili
olup, permiitasyonlar grubunun normal alt grubunun 6énemini ifade etmistir.

Galois’ in fikirlerinin tam anlamiyla agiklanmasi 1851 de Bett ve Jordan’
caligmalar1 ile ortaya ¢ikmustir. Soyut grup kavraminda Klein’ in etkisini unutmamak
gerekir. Buradaki amag¢ geometrilerin gruplar ile siniflandirilmasidir.

Buradan “Grup” kavrami ilk tanimlayanin Cayley oldugu kabul edilmis olup Galois
gruplart gilinlimiizde cebirsel geometri alaninin ve bir¢cok alanin temel ugras alanlari
igerisinde bulunur.

Gruplar ile ilgili ¢alismalarin potansiyeli hizla artarak Rotman ve Robinson ileri
tarihlerde yani 1995-1996 yillarinda ¢alismalar yapmistir. Rotman gruplar teorisine giris
yapmustir [1]. Robinson ise sonlu ve sonsuz gruplar hakkinda galisarak degismeli ve
degismeli olmayan gruplar i¢in kapsamli ve genis bir inceleme yapmistir. Grup yaninda
halka teorisini hatta cebir alaninda da 6nemli ¢aligmalar ortaya koymustur [2].

Gecmisten giiniimiize bilim insanlar1 birgok alanda yasamis olduklari karmasik
problemlerin igerdikleri belirsizlikler iizerinde c¢alisip bunlarin iistesinden gelmeye g¢aba
gostermislerdir. Bilim adamlar1 kesin olmayan bilgiyli modelleme arayisina girmistir.
Bunun sonucu olarak fuzzy kiime teorisi, esnek (soft) kiime teorisi ve yaklagimli (rough)
kiime teorisi gibi baz1 yeni teoriler gelistirilmistir [5-8]. Bu belirsizliklerle ilgili olarak
yapilan ¢alismalardan olan fuzzy kiime teorisi Zadeh tarafindan tamitilmistir. Zadeh,
bulanik kiimedeki elemanlarin dogruluk degerini [0,1] arasindaki reel sayi ile ifade etmistir

[9].
Bu teorilerden biri olan esnek kiime kavrami ise Molodtsov tarafindan 1999 yilinda

ortaya atilmistir [5]. Uyelik fonksiyonunun olusumu her bireyde farkli oldugundan birden
fazla liyelik fonksiyonu olusumu ve kiimeye aitligi, herkese gore degisim gosterir. Bunun



tizerine Molodtsov esnek kiime teorisini tanitmistir. Esnek kiime teorisi kiime degerli
fonksiyon ile ilgilenirken bulanik kiimelerde ise reel degerli fonksiyon ile belirsizligi
ortadan kaldirmistir. Uyelik fonksiyonu kurma sorunu esnek kiimede bulunmamaktadir.
Boylece daha kullaniglidir. Bunun neticesinde birgok alanda calismalar igin kolaylik
saglamistir [10-17].

Babitha ve Sunil esnek kiimeler lizerinde ¢alismalar yapmis ve kartezyen carpimi,
baginti, denklik bagintis1 gibi kavramlari ortaya ¢ikarmistir [12]. Soft gruplar ile alakali
birgok c¢alisma mevcuttur [17-23]. Bu ¢alismalara ek olarak Kharal ve Ahmed ise esnek
doniisimii tamimlamustir [14]. Esnek kiimelerde cebirsel yapiyr ise Aktas ve Cagman
calismistir. Esnek gruplar1 incelemis ve bulanik ile kaba kiimelerin esnek gruplardan
farkin1 ve karsilastirmasini sunmuslardir [10]. Soft gruplar ile alakali bir baska ¢alisma da
Oguz tarafindan incelenen soft topolojik doniisiim gruplaridir [23].

Bu kavramlar kadar 6nemli olan bir diger kavram ise grup teoride ¢ok 6nemli yer
tutan etki kavramidir. Grup etkilerinin cebir, topoloji, analiz ve geometri gibi bir¢ok alanda
uygulamasi vardir.

Buradan yola ¢ikarak gruplar tizerinde etki kavramini tanimlayip yeni bir cebirsel
yap1 olan ve bazi cebirsel problemlere ¢6ziim olan ¢aprazlanmis modiil(crossed modiil)
kavrami ortaya c¢ikmistir [24]. Bu kavrami Whitehead tanimlamistir [25]. Cebirsel
topolojiye bu kavram farkli bir boyut kazandirmustir.

G. Oguz, 1. Icen ve M. H. Giirsoy soft gruplar i¢in etki kavramini tanimlamistir
[31]. Buradan hareketle ilk defa soft ¢aprazlanmis modiil kavrami G. Oguz’ un tezinde
verilmistir [30].

Bu tezde diizeni saglamak i¢in literatiirde mevcut olan kavramlar ve Ornekler
verilmistir. Bircok kavramin temeli olan grup kavrami sunulmustur. Bir grubun bir kiime
tizerine etkisi tamimlanmistir. Bu kavram ile alakali ¢esitli Orneklere yer verilerek
caprazlanmis modiil, soft kiime ve soft caprazlanmis modiil tanimlar1 literatiir taramasi
sonucu detayli olarak incelenmistir. Bu kavramlarin anlasilabilmesi i¢in bazi ornekler
verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Matematik literatiiriinde Grup Teorisi olduk¢a 6nemli bir noktada olup fizik, kimya,
miihendislik vb. alanlarda da galisilan bir konudur. Grup Teorisi simetrileri konu alan
matematigin bir dalidir. Bu teori Simetri Teorisi olarak da adlandirilir. Bir nesnenin
simetrisinden kasit, 0 simetriyi nesneye uyguladigimizda nesnede higbir fark yaratmayan
dontigiimlerdir. Biitlin nesnelerin mutlaka bir tane simetrisi vardir. Bu doniisiimler
aradigimiz dzellikleri karsilar ve bu déniisiimlerin tersleri de mevcuttur. Ozelliklerin iginde
birlesim islemi aslinda doniisiimlerin art arda yapilmasi islemidir. Bu islem birlesimli
islemdir. Siras1 ile birim elemana sahip olma, elemanlarin tersi olma son olarak grup
isleminin birlesmeli olmasi grup sartin1 saglar. Bu islemlerin olmasi i¢in ikili bir islemin
tanimli1 olmas1 gerekir. Burada bu konu ile ilgili genel tanimlar ve bazi temel 6zellikler

verilmistir.

Tanmm 2.0.1. Bostan farkli olan bir M kiimesinin tizerinde bir ikili islem
x: MXM->M
(x,y) > x*y
seklinde tanimlanan bir déniisiim olsun. Uzerinde bir * islemi tanimlanan bir M kiimesine

bir matematiksel yap1 denir ve (M,*) ile gosterilir [2].

Tamm 2.0.2. Asagidaki kosullar1 saglayan (M,*) matematiksel yapisina grup adi verilir

3].

i. Vx,y,z€Miginx * (y xz) = (x *y) * z (Birlesme o6zelligi),

ii. Vx€ Miginx*e = ex*x = Xx olacak sekilde bir tek e € M vardir. (Birim
eleman ozelligi),

iii. VxeMiginx*x"! =x"1%x = e olacak sekilde bir tek x~1 € M vardir (Ters
eleman ozelligi).

Ayrica, Vx,y € M igin x *y = y *x kosulu saglaniyor ise (M,*) matematiksel

yapisina degismeli (abelyan) grup denir.

Birlesme 6zelligi ve birim eleman: sartin1 saglayan (M,*) matematiksel yapisina monoid

denir.



Ornek 2.0.1. M bir grup olmak iizere otomorfizmlerin kiimesi Aut (M) bir gruptur.

i. f,h € Aut(M) olsun. Vx € M i¢in f(x), h(x), M nin elemanlar1 ve (M,*) bir grup
oldugundan (f o h)(x) = f(x) * h(x) € M olur. Bu durumda f o h € AutM olup
"o " bileske islemi AutM de bir ikili islemdir.
ii. Vf,g,h € Aut(M) ve Vx € M igin,
[(f e g) o h](x) = (f e g)(x) * h(x) = [f(x) * g(x)] * h(x),
[fe(geom]x) =fx)*(goh)(x) = f(x) * [g(x) * h(x)]

esitliklerinden, M de birlesme 6zelligi gézoniine alinarak, Aut(M) de birlesme 6zelliginin

saglandig1 goriliir.

lii. I: M - M birim doniisimii bire-bir, 6rten ve homomorfizmdir. O halde I €
Aut(M) dir. Ustelik 1o f = f o1 = f dir. Gergekten,
(e f(x) = I(f(x)) = f (=),
(f e D(x) = fIX) = f(x)
iv. Aut(M) igin, f~1(x) = f(x)"tile f~1 € Aut(M) fonksiyonu tanimlayalim. (M,x)
bir grup oldugundan, bu tanim anlamlidir ve Vx € M igin,
(feof D@ =fG)x*fl)™" =1
e N =f)™Hf(x) =1

bulunur. Dolayistyla tanimlanan £~ fonksiyonu f nin tersidir.

Tamm 2.0.3. X # @ kiimesi iizerinde 1:1 ve Orten olan fonksiyonlarin kiimesi Sym(X)
seklinde gosterilsin. Burada Sym(X)’in her elemanina permiitasyon denir. Sym(X)
kiimesi permiitasyonlarin bileske islemine gore X kiimesi tizerinde gruptur ve bu gruba

simetrik grup yada permiitasyonlarin grubu denir [3].

Ozel durum olarak; X = {1,2,3, ...,n} ise S,sembolii ile gdsterilir.

Ornek 2.0.2.
S3 = 1 2 3 = (12)(3)

(3) mertebeye katkis1 olmaz. Bu permiitasyonlar grubunun mertebesi 2 dir.



Ornek 2.03. G = Z,Q,R veya C olmak iizere (M ,+) matematiksel yapis1 bir grup
yapisina sahip oldugu agiktir [2].

(Z,+) yapisinin bir grup oldugunu gosterelim:

. Vx,y€Ziginx+y€Z olur(Kapahlik 6zelligi). Burada kapalilik 0zelligi
saglandig1 agiktir.
i. Vx,y,z€Z ig¢in x+ (y +2) = (x+y) +zolur(Birlesme Ozelligi). Birlesme
ozelligi saglanir.
iii. Vx€Ziginx+0=04x = xolur(Birim eleman 6zelligi). Birim eleman1 “’+*’
islemine gore 0 dir.

iv. Vx€Zicinx+ (—x)=(—x)+x = 0olup —x € Z dir(Ters eleman ozelligi).

Bu dort 6zellik saglandigi i¢in (Z, +) ikilisi bir gruptur.
Ek olarak;

V. Vx,y€Ziginx+y=y+x saglanir(Degisme ozelligi). (Z,+) bir abelyan
gruptur.

Aymt sekilde (Q,+) ve (R,+) nin da aymi oOzellikleri sagladigi kolay bir sekilde
gosterilebilir.
Diger yandan; (Z,") bir grup degildir ¢linkii 3 € Z i¢in

371 = § ¢ Z olup ters eleman 6zelligi saglanmadigi agiktir.

Tamm 2.0.4. H bostan farkli olsun ve H, bir M grubunun alt kiimesi olarak tanimlansin.

Asagidaki kosullar saglanirsa H ye M grubunun bir alt grubu denir ve H < M ile gosterilir
[3].
i. Vx,y€Higinxy € H.
ii. M grubunun birim elemani e olmak lizere e € H.
iii. VxeHicinx™!eH.
H alt grubu M grubunun iizerinde uygulanan ikili isleme gore bir gruptur.

Onerme 2.0.1. M # @ bir grup ve H, M gurubunun bir alt kiimesi olsun.
Bu takdirde,
H<M& Vx,y€eHicinxy 'eH
dir [2].



Ornek 2.0.4. Herhangi bir M grubu icin H = M ve H = {e} asikar alt gruplardir [4].
Ornek 2.0.5. Z, Q, R kiimeleri (C, +) nin birer alt grubudur [2].

Tamm 2.0.5. M bir grup ve H < M olsun. EgerVg € M i¢cin Hg = gH ise H ya M nin

bir normal alt grubu denir ve H 2 M sembolil ile gosterilir [3].

Eger M grubu degismeli olursa M grubunun her alt grubu normaldir. H = M ve

H = {e} asikar normal alt gruplardir.

Ornek 2.0.6. Bir M grubunun merkezi

ZM) ={xE€M:xg =gx,Vg € M}

alt grubudur. Ayrica Z(M) alt grubunun M nin bir normal alt grubu oldugu kolayca
ispatlanabilir [1].

Tanim 2.0.6. M ve H gruplari arasinda bir ¢: M — H doniisimil Vx,y € M igin ¢(xy) =
@ (x)@p(y) kosulunu sagliyor ise bu doniisime grup homomorfizmi denir. 1:1 ve orten
olan ¢ grup homomorfizmine bir izomorfizm, M ve H gruplarma ise izomorfik gruplar

denir ve M = H ile gosterilir [2].

Ornek 2.0.7. (G,) ve (Z, +) gruplar1 verilsin.
p:G-7Z

Va* € G i¢in ¢(a*®) = x,x € Z olsun.
vaY,a* € G,y,z € Z igin p(a” - a*) = a¥ + a*

p(a”-a*) = (@) =y +z = p(a”) + ¢p(a*)
burada ¢ bir homomorfizmadir.
i.  Bire-birlik i¢in
p(a) = @) = a=>b veya a + b ise p(a) # ¢(b) olmalidir.

p(a*) =¢(a*) =a’=a"=y=z
birebir olma sartini saglar.

ii.  Ortenlik i¢in
Vx € Z igin @(a*) = x olacak sekilde 3a* € G vardir.

[zomorfizmadir [2].



2.1. Etki

Grup etkilerinin topoloji, geometri, analiz, cebir gibi bircok alanda uygulamalari
bulunur. Whitehead gruplar {izerinde etki tanimini uygulayarak caprazlanmis modiil

kavramini tanimlamistir.

Tamm 2.1.1. M +# @ kiime ve G bir grup olarak verilsin.-: G XM — M , (g,x) = g x
islemi i¢in asagidaki iki kosul saglaniyor ise G grubu M kiimesi tizerine (soldan)etki eder
denir [3].

. VxEMigine-x =x

ii. VxeMveVg,heGicing-(h-x)=(gh)-x.

G grubunun kendi iizerine ii¢c farkh dogal etkisi mevcuttur ve asagidaki gibi verilebilir.

Ornek 2.1.1. G grubunun kendi iizerine sol déniisiim etkisi:
0:6xXG->G
(g,%) = 6(g-x) = gx
. Vx€EGigine-x=ex=x
ii. Vx€eGveVg,heG igin g-(h-x)=g-(hx)
= ghx
= (gh) - x.

Ornek 2.1.2. G grubunun kendi iizerine sag doniisiim etkisi:

0:GXG-G

(9,x) = 0(x.9) =xg
. Vx€QGicine-x=xe=x
ii. Vx€G veVghegigin g-(h-x)=g-(xh)
= xhg
= x(hg).

Ornek 2.1.3. G grubunun kendi iizerine ters eleman ile sag doniisiim etkisi:

0:GXG-G

(9,x) > 0(g-x)=xg~"

olsun.



i. Vx€eGicine-x=xel=x

ii. Vx€G veVghegGiging-(h-x)=g-(xh1)
=xh"1g~!
=x(gh)™
= (gh)x.

Ornek 2.1.4. G grubunun kendi iizerine konjuge etkisi:
0:GXG->G
(9.%) > 0(g x) = gxg™

i. Vx€Gicin erx=exe l=x

ii. Vx€G veVghe€eGicn g-(h-x)=g-(hxh™1)
= ghxh~tg~1
= (gh)x(gh)™
= (gh) - x.

Ornek 2.1.5. G bir grup ve otomorfizmlerinin grubu Aut(G) olsun.
Aut(G)XG -G
(9.6) = 6(9)
seklinde tanimlanan fonksiyonun Aut(G) nin G ye bir sol etki fonksiyonu oldugunu
gosterelim.
I. g € Gvel:G - G birim otomorfizm olmak {izere 1, = 1(g) = g olup birinci sart

saglanir.
ii. h,t€AutG ve g € G icin (t(hg)) = t(h(g)) = (t o h)(g) = (t ° k), olup ikinci

sart da saglanmis olur.



3. CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu kavramu ilk olarak Whitehead 1946 yilinda tanimlamistir [25]. Gruplar iizerine
tanimlanmis olan ¢aprazlanmis modiil kavrami1 daha sonra bazi cebirsel yapilar iizerine

taginmistir. Bu bolimde ¢aprazlanmis modiillere ve ¢esitli 6rneklere yer verilmistir.

Tamm 3.0.1. G ve M iki grup ve §: M — G sinir doniisiimii olarak adlandirilan grup

homomorfizmi olsun. G nin M tizerine sol etkisi

0:GXM->M
(gm)—->0(gm)=g-m
seklinde verilsin. Asagidaki kosullar saglanirsa (M, G, §, @) matematiksel yapisina
caprazlanmis modiil denir [25-26].

i. VmEM, Vg eGicins(g-m)=gsim)g?,

ii. Vm,m; €Micind(m) -m; =mmm

Ornek 3.0.1. G bir grup ve M < G olsun. G grubunun M iizerine konjuge etkisi

0:GXM->M

(g,m) - 0(g,m) = gmg™*

olsun ve sinir doniistimii olarak

oM-G

m- 6(m)=m verilsin.
i. VmE€EMveVg € G igin
§(g-m)=gmg™"

= gs(m)g~"

ii.  Vvm,my €N icin
S(m)-my; = §(m)m,5(m)~*

= mmym1

olup (M, G, 8, 8) dortliisii bir caprazlanmis modiildiir [27].



Ornek 3.0.2. M ve G iki abelyan grup olsun. Bu durumda herhangi bir §: M — G grup
homomorfizmi ve
0:GXM->M

(ggm) - 0(g,m) =m
agikar etkisi ile birlikte (M, G, 8, @) dortliisii bir ¢caprazlanmis modiil olur [27].

Ornek 3.0.3. G herhangi bir grup ve M abel grup olsun.

0:GxM->M
(gm)->0(@gm)=g-m

burada 8 doniisiimiine sol etki denir ve bu etki

M- G
m - eg
asikar homomorfizmi ile verilsin.

6(g-m) = gé(m)g™*
=gecg™'
=997"
= e,

ve

S(m)-my =mmm?

=e,m

=m
olup (M, G, §) tgclii yapisi bir ¢aprazlanms modiildiir [28].
Ornek 3.0.4. G birim eleman1 e olan bir grup olmak iizere

G x {e} - {e}
(ge)>gre=e

etkisi ve

1{9}: {e} -G
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0zdeslik doniisiimiiyle (G, e, 1) Ugliisii caprazlanmis modiildiir.

Lip(gre)=1(e) =e

Ik sart saglanmis olup simdi ikinci sartin saglandigini gosterelim.

ligy(e)-e=e-e=e

[28].

Tamim 3.0.2. Asagida verilen sartlar1 saglayan (S, H, 8") iglii yapisina (T, G, 8)

caprazlanmig modiiliiniin bir alt caprazlanmis modiilii denir [28].

I. H,Gninve S, T nin altgrubudur.
ii. 60':S - H de O nmn kisitlamasidir.

lii. S H izerine etkisi T nin G tizerine etkisinden tiretilmistir.

Tamim 3.0.3. Asagidaki kosullar1 saglayan (S, H,8") ti¢lii yapisina (T, G, ) ¢aprazlanmis

modiilin normal alt ¢caprazlanms modiilii denir [28].

I.  H,G nin normal altgrubudur.
ii. VgeGveVseSicing-s € Sdir.
iii. VheH, VteTigin (h-t)t™! €S dir

Tamm 3.0.4. (T, G,0) ve (T',G',8") iki ¢caprazlanmis modiil olsun ve f;: T = T', f: G =
G' grup morfizmi olsunlar. Asagidaki sartlar saglanirsa (f3, f>) ye caprazlanmis modiil

morfizmi denir [28].

. f0=0'f
ii. VgeaGveteT igin

fi(g-t) = f2(g) - f1(¢) olur.

Bagka bir ifadeyle;

fi
T >T
0 o'

f, S G

11



degismeli diyagramdir [28].

Onerme 3.0.1. < a,0 >: (T,G,0) — (T',G',0") caprazlanmis modiil morfizmi olsun.
(Kera ,Ker8@ ,0) tglisi (T, G, 8) nin normal alt ¢aprazlanmms modiiliidiir [28].

Ispat. < a, @ > doniisiimii ¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Bundan dolay: asagida

verilecek diyagram degismeli olur [28].

T o R T'
[/} [/}
G ) el

AyricaKera ={t €T | a(t) = e;'} ve Ker® ={g € G | ®(g) = e} dir. Buradan
GXT->T

@t)-g-t

etkisinin Kera ya kisitlamasi

Ker® X Kera —» Kera
gt)y-g-t

seklindedir.

lke lkero

—
Kera  o,,, Kerf

diyagrami degismelidir. Bu islemlerden sonra (Kera, Ker®, 8) bu iigliniin normal alt

caprazlanmis modiil sartlarini sagladig agiktir [28].

I. Ker® gekirdek oldugundan dolay1 G nin normal altgrubudur.
ii. VgE€G,Vt e Keraigin
a(g-t) = 0(g) a(t) = 6(g) e = eps
oldugundan g - t € Kera dur.
iii. Vg€ Ker®,Vt €T igin

12



a((g-Ot™) =alg- Ha™) = (@(9) - a®)) - (a(®)™*
= (egra(t))(a(t)™!
= a(t)(a()™
= ey

oldugundan (g - t)t™! € Kera dur.
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4. SOFT (ESNEK) KUME TEORISi

Bu boliimde, 1999 yilinda Molodtsov tarafindan belirsizlige bir matematiksel
yaklasim olarak ortaya atilan soft kiime teorisinin temelleri sunularak soft kiimeler ile ilgili

bazi 6zellikler verilmistir.

4.1. Soft Kiimeler

Tamim 4.1.1. U bir evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. U’ nun kuvvet
kiimesi P(U) ve A c E olmak tizere herhangi bir F : A — P(U) doniistimiine U tizerinde

bir soft kiime denir ve (F, A) ile gosterilir [5].

Genel olarak soylenebilir ki U iizerinde bir soft kiime U evrensel kiimesinin alt
kiimelerinin bir parametrelendirilmis ailesidir. § € A i¢in F(f) ailesi (F, A) soft kiimesinin
B —yaklasimh elemanlarinin bir kiimesi olarak diisiiniilebilir. Bazen U iizerinde bir (F, A)

soft kiimesi (U, F, A) ile gosterilecektir.

Ornek 4.1.1. U bir evrensel kiimesi ve E parametrelerin kiimesi

E
= {e;(Sanruflu), e,(Kampana frenli), e;(Disk frenli), e,(Hava yastikl), es(Koltuk isitmalt)}

verilsin. A c E olsun.

F:A-P(U)
U = {Arabalar} = {f, f2, f3, fa, f5, fe}

A = {eq, e, e3,€,4} olarak alalim.

F(e)) = {fi.fa}
F(ey) = {f1.f6}
F(es) = {f2.fs}
F(es) ={fi.fs.f6}
olsun.
(F, A = {(fi fi} Afr S} Ao 33 A s fo3)
elde edilir.

Simdi ise Maji’ nin tanimladig: soft alt kiime tanimin1 verelim.
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Tanmm 4.1.2. U evrenseli iizerinde (F,A) ve (G, B) iki soft kiime olsun. Eger asagidaki
kosullar saglaniyorsa (G, B)‘ ye (F, A)’ nin bir soft alt kiimesi denir ve (G,B) € (F,A) ile
gosterilir [15].

i. BCA.
Ii. VB €BiginG(P) ve F(B) esit yaklagimlardir.

Ornek 4.1.2. U evrensel kiimesini verelim. E parametrelerin kiimesi

i {e;(Sanruflu), e,(Kampana frenli),e;(Disk frenli), e,(Hava yastikl), es(Koltuk isitmali)}
olsun.
F:E - P(U)
U = {Arabalar} = {f, f2, f3, far fs, fo}
verilsin.

A = {e,(Sanruflu) ,es(Koltuk isitmall)} c E

B = {e;(Sanruflu) ,e,(Kampana frenli) ,es(Koltuk isitmalt)} Cc E

buradan A c B oldugu agiktir.
(F,A) ve (G, B) alalim. Yani;
F:A — P(U)
ve
G:B — P(U)
olsun.
F(e)) = {f1,fe}
Fles) = {fa . fs fo}
G(e) = {f1.fe}
G(ex) = {fa, f5}
G(es) = {fa. fs, fo}

seklinde tanimlansin. Buradan da gériilityor ki (F, A), (G, B) nin soft alt kiimesidir.

Tanmm 4.1.3. U evrensel kiimesi tizerinde alinmis (F, A) ve (G, B) iki soft kiime olmak
tizere eger (F,A), (G,B)* nin soft alt kiimesi ve (G, B) de (F,A)’ nin soft alt kiimesi ise
(F,A) ve (G, B)* ye soft denktir denir [15].

15



Tamm 4.1.4. A = {a,,a;,as3,a,,...,a;} sonlu parametre kiimesi olmak tizere her indiste
yani a;‘ nin her k igin degiline A’ nin degili denir ve Tay, ile gosterilir [15].
Oyle ki;

74 = {7a,,7a,, ... , Ta}

seklinde gosterilir.

Onerme 4.1.1.
i. 7074)=A
ii. 7(AUB) = JAU B
hii. 7(ANnB) = 7ANIB

esitlikleri saglanir [15].

Tamim 4.1.5. Bir (F, A) soft kiimesinin timleyeni (F, A)¢ = (F¢, 74) ciftidir 6yle ki Va €
TA i¢in
F°:74 > P(X)
a— F(a) =X —F(14)
seklinde tanimlidir [15].

Ornek 4.1.3.
A = {a;(Sanruflu),a,(Hava yastikli)}
kiimesini ele alalim.
74 = {7a,(Sanrufolmayan),7a,(Hava yastigi olmayan)}

seklinde tanimlanur.

Tamim 4.1.6. U evrensel kiimesi {izerinde tanimli (F, A) bir soft kiime olsun. VB € A igin

F(B) bos kiime ise (F, A)’ ya bos (null) soft kiime denir. @ ile gosterilir [15].

Alman her parametre F doniisiimii altinda karsilig1 yok ise bos kiime olur.

Ornek 4.1.4. U arabalarin kiimesi ve parametrelerin kiimesi ise E olsun.
F:E > P(U)
doniisiimii tanimlansin.
U=1{f1f2f3fa}
E = {e;(Sanruflu) ,e,(Kampana frenli) ,e;(Disk frenli)}
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verilsin.

F(e,(Sanruflu)) = @
F(e,(Kampana frenli)) = @

F(es(Disk frenli)) = @
bu durumda agiktir ki (F, E') bir bos (null) soft kiime dir.

Tamm 4.1.7. (F,A), (G,B) iki soft kiime olsun. U evrensel kiimesi iizerine (F,A) ve
(G,B) nin kartezyen carpim (F,A) X (G,B) = (H,A X B) olarak tanimlanir. Burada
V(a,b) € A X B igin

H=FXG:AXB - P(UxU)
H(a,b) = F(a) X G(b)

dir [29].

Tamm 4.1.8. (F, A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerine bir soft kiime olsun. (H,C) S
(F,A) x (G,B),yaniC € Ax BveVY(a,b)€Cigin H(a,b) S F(a) X G(b) ise (H,C) ye
(F,A) dan (G, B) ye soft bagint1 denir [29].

Ornek 4.1.5. (F,A) soft kiimesi arabalarin rengi (G,B) soft kiimesi de arabalarin

ozelliklerini temsil etsin.

U = {arabalar} = {f1, f, f3, fa, f5, fe, f7} Olsun ve
F:A—- P(U)veG:B — P(U) doniisiimleri tanimlansin.
A = {Kirmuz1,Beyaz , Siyah}
B = {Sanruflu ,Kampana frenli,Disk frenli}
kiimeleri verilsin.
F(Kirmuzi) = {f3, fs. f7}
F(Beyaz) = {f1, f2}
F(Siyah) = {fs, f7}

G(Sanrufiu) = {f5, fs}
G(Kampana frenli) = {f, f5}
G(Disk frenli) = {fs, fe, f+} olsun.
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H:AXB - P(U)

H(Kwrmuzi, Sanruflu) = {fs}
H(Kirmizi, Kampana frenli) = {f,}
H(Kumuz, Disk frenli) = {fs, f,}
H(Beyaz, Sanruflu) = {f,}
H(Beyaz, Kampana frenli) = @
H(Beyaz, Disk frenli) = @
H(Siyah, Sanruflu) = {fs}
H(Siyah, Kampana frenli) = @
H(Siyah, Disk frenli) = {fs, f¢}

elde edilir ve (H, A X B) soft bagntidir.

Tanmm 4.1.9. (F, A) soft kiimesi U iizerinde bir soft baginti ve V§ € A icin F(B) # @
olsun. Her B € A igin F(f), U tizerinde bir denklik bagintist ise (F,A)’ ya U iizerinde bir
soft denklik bagintis1 denir [11].

Ornek 4.1.6. U evrenseli {f,, f>, fs, fa, fs, f5 Jarabalarmin oldugu kiime ve A parametrelerin
kiimesi
a,Parametresi ‘Sanruflu’,
a,Parametresi ‘Kampana frenli’,
azParametresi ‘Disk frenli’,
a,Parametresi ‘Hava yastiklr’,
asParametresi ‘Koltuk 1sitmalr’,
olmak iizere
A ={ay,a;,a3,a4,as5}
parametre kiimesi verilsin. Tanimlanacak soft kiime; sanruflu arabalari, kampana frenli

arabalari, disk frenli arabalar1 vb. seklinde arabalarin kategorizasyonunu belirleyecektir.

E c A olsun.

E = {a4, a,, a3} kiimesi i¢in,
F(a,) = {f2}
F(az) = {f1. 13}
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F(a3) = {f4, fs, f¢} Olarak verilsin.

F(a,) = {f,} sanruflu arabalari
F(a,) = {f1, f3} kampana frenli arabalari
F(a3) = {f4 fs, fo} disk frenli arabalar

temsil eder. E de verilen parametrelere gore arabalar kategorize eden (F, E) soft kiimesi U

evrensel kiimesi lizerinde soft denklik bagintisidir.

Denklik simiflar ise;
[F(a)] = {23 U 15 far 150 fo33
[F(a)] = {f1 fs}. {2 far f, f6 3}

[F(az)] = {fu, 5, e}, {1, for 1333
seklindedir.

Tamm 4.1.10. U iizerinde (F,A) ve (H, B) soft kiimeler olsun. Bunlarin birlesimi de bir
(K, C) soft kiimesidir. Oyle ki C = AU B ve VB € C igin;

/—F(ﬁ), BeA-B
KB)= — H(B). BEB-A
F(B)UH(B), BEANB

~—

seklinde tanimhidir. (F,A) U (H, B) = (K, C) seklinde yazilir [15].

Tanmm 4.1.11. U evrenseli tizerinde (F,A) ve (H, B) soft kiimeler tanimli olsun. Bunlarin
kesisimi bir (K, C) soft kiimesini temsil etsin dyleki C = AN B ve VB € C igin M(B) =
F(B) n H(B) olarak tanimlanip (F,A) N (H, B) = (M, C) ile gosterilir [15].

Asagida verilen esitlikler kolaylikla ispatlanabilir [15].

Onerme 4.1.2.
i.  (F,A)T(F A = (FA)
i. (F,ANDF,A=(FA
iii. @ bossoft kiime olsun (F,A) U® = (F,A)
iv. (FARND =0
v. A mutlak soft kiime (F,A) UA =4
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Onerme 4.1.3.
i, ((F,A) T (H,B)) = (F,A)F U (H, B)°
i, ((F,4) 7 (H,B)) = (F,A)° & (H,B)®

Onerme 4.1.4.
i. (F,AU(HBUKC)=(FATMHB)IK,C)
i. (F,AMN(HB)AK,C)=(FANMHB)NK,C)
ii. (F,A)U(H,B)AK,C))=(F,A)TMHB)ANFATK,C))
iv. (F,A)A(HB)T K, C))=(FA)NHB))TFANK,C))
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5. SOFT GRUPLAR

Aktas ve Cagman tarafindan soft grup kavrami tamimlanarak bazi Ozellikleri

verilmistir [10]. Bu boliimde soft gruplarin temel karekterizasyonlar: verilecektir.
G bir grup ve A bostan farkli bir kiime olsun.

Tanmm 5.0.1. (F, A) ¢ifti G tizerinde bir soft kiime olsun. Eger Vx € A i¢in F(x) <G ise
yani alt grubu ise (F, A)’ ya G lizerinde bir soft grup denir [10].

Ornek 5.0.1.
G=A= S, ={e (12),(13),(23),(123), (132)}
ve
F(x)={yeG|xRy y=x"neN}
kiime degerli fonksiyonu dikkate alinsin. Bu durumda (F, A) soft grubu, G grubunun alt

koleksiyonunun ailesidir.
F(e) = {e},
F(12) ={e, (12)},
F(13) = {e, (13)},
F(23) ={e, (23)},
F(123) = F(132) = {e, (123), (132)}

seklinde elde edilir. Buradan Vx € A i¢in F(x), G° nin alt gruplar1 oldugundan (F, A), G
tizerinde bir soft gruptur [10].

Onerme 5.0.1. (F,A) ve (H,A), G iizerinde iki soft grup olsun. Bu iki soft grubun soft
kesisimi (F,A) N (H, A) da G iizerinde bir soft gruptur [10].

Onerme 5.0.2. G iizerinde (F,A) ve (H,B) birer soft grup olsun. Eger ANB = @ ise
bunlarin soft birlesimi olan (F, A) U (H, B) de G iizerinde bir soft gruptur [10].

Onerme 5.0.3. G soft grup ve Aut(G) bir soft gruptur.

Ispat. (4, F,G) bir soft grup olsun. Yani Va € A i¢in F(a) < G alt gruptur. Daha 6nce
bolim 2 ornek 2.0.1. de Aut(G) nin grup oldugu gosterilmistir. Aut(G) = (4, F', AutG)

bir soft grup oldugunu géstermek icin a € A alalim ve
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F': A - P(Aut(G))

a - F'(a) = Aut(F(a))

olarak tanimlayalim. Ac¢iktir ki

Va igin Aut(F(a)) = {f | f:F(a) > F(a) grup otomorfizm} kiimesi bir gruptur ve
Aut(F(a)) < Aut(F(a)) dir. O halde Aut(G) bir soft gruptur.

Tamm 5.0.2. (F, A4), G lizerinde bir soft grup olsun. Bu durumda,
i. G’ nin birim eleman1 e olmak lizere Vx € A igin F(x) = {e} ise (F,A)’ ya G
tizerinde bir birim soft grup denir [10].
ii. VB E€AicinF(B) = G ise (F,A)’ ya G tizerinde bir mutlak soft grup denir [10].

Tamim 5.0.3. (F, A) ve (H, B) ikilileri G tizerinde birer soft grup olsun. Bu durumda

i. BcAve

ii. Vx€BiginH(x) < F(x)
sartlar1 saglamyorsa (H, B) ye (F,A)’ mn bir soft alt grubu denir ve (H,B) < (F, A), ile
gosterilir [10].

Ornek 5.0.2. G = S; , A= S; , K = A5 olsun.

F(x)={y€eS; | xRy y=x",neN}
ve

Hx)={y€A; | xRy ©ye<x >}

seklinde tanimlanir ise
A3 € S3ve Vx € Az igin H(x) < F(x) oldugundan (H,K) < (F, A) olur [10].
Tanim 5.0.4. G iizerinde (F, A) bir soft grup ve (H, B) S (F, A) olsun. Eger her 8 € B i¢in
H(B) grubu F(B)’ nin bir normal alt grubu yani H(B) < F(p) ise (H,B)’ ye (F,A)’ nin
bir normal soft alt grubu denir ve (H, B) S (F, A) seklinde yazilir [10].

Onerme 5.0.3. (F,A) ve (H,B), G iizerinde soft gruplar ve (F,A) < (H,B) olsun. Bu
durumda, f : G = K bir homomorfizm ise (f (F), A) ve (f (H), B) ikilileri K iizerinde birer
soft gruptur ve (f(F),A) < (f(H), B) olur [10].

Tamm 5.0.5. (F,A) ve (H, B) sirastyla G ve M {izerinde birer soft grup olmak iizere f :

G — M ve g : A — B fonksiyonlari verilsin. Eger
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i.  f orten bir homomorfizm,
ii. g orten doniisim ve
iii. VxeAigin f(F(x)) =H(g(x))
sartlar1 saglanirsa (f, g) ikilisine bir soft homomorfizm denir. Ayrica (F,A) ile (H,B)
soft homomorfik olarak adlandirilir ve (F, A) ~ (H, B) seklinde gosterilir [10].

Bu tanimda, f, G den M ya bir izomorfizm, g de A dan B {izerine bire-bir ve orten bir
fonksiyon olarak alinirsa (f, g) ciftine bir soft izomorfizm denir ve (F, A) ile (H, B) soft
izomorfik denir. (F,A) = (H, B) seklinde gosterilir [10].

Tanim 5.0.6. (F, A), (H, B) sirasiyla G ve K {izerinde soft grup olsun. (F,A) ve (H, B) soft
gruplariin ¢carpimi V(a, ) € A X B i¢in

Ula, B) = F(a) x H(B)
olmak iizere
(F,A) x(H,B) = (U,AXB)
seklinde tanimlidir [10].

Onerme 5.0.4. (F,A), (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde soft grup olsun. Bunlarin carpimi
olan (F,A) X (H,B) de G X K tizerinde soft gruptur [10].

5.1. Soft Gruplarin Etkileri

Bu boéliimde soft grup kavraminin ardindan 6nemli yere sahip olan soft etki kavrami
arastiritlmistir. Bu kavram G. Oguz, 1. Icen ve M.H. Giirsoy tarafindan literatiire
kazandirilmigtir [31]. Bu boliimde soft gruplarin etkileri ile ilgili tanimlara ve ¢esitli

orneklere yer verilerek soft caprazlanmis modiiliin zemini olusturulmustur.

Tanmm 5.1.1. G = (G,F,A) bir soft grup ve X = (Y,F’,A) bir soft kiime olsun. Bu

durumda, X tizerinde G nin bir (sol) soft G-etkisi bir
pp : F(B) X F'(B) — F'(B)
ikili islemidir 6yle Ki her § € A igin

I.  Vx €F'(B)icinug(e,x) =x,
ii. Vx€ F'(B)veVg,h € F(p) icin ug(g, ug(h,x)) = pg(gh, x)
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sartlart saglamir. Burada, her f € A igin ug bir (sol) G —etki doniisiimii olup G soft
grubunun X soft kiimesi tizerinde (soldan) soldan etkisi denir ve X soft kiimesi bir G —soft
kiime olarak adlandirilir [30].

Ozel olarak, (X, F’', A) soft kiimesi bir soft grup olarak alinirsa ve her 8 € 4 igin Ug

doniistimii i ve ii. sartlarina ek olarak

iii.  Vvx,y € F'(B) veVg € F(B) icin ug(g,xy) = pug(g,x)up(g,y)

sartin1 da sagliyorsa G soft grubu X soft grubu tizerine (soldan) soft etkir denir. Bu etki ile

birlikte X bir G-soft grup adini alir.

Ornek 5.1.1. § = {1,2,3} iizerinde permiitasyonlarin grubu S; olmak iizere A = G = S,
alinsm. G = (G, F, A) soft grubu

F(e) ={e},
F(12) = {e, (12)},
F(13) = {e, (13)},
F(23) = {e, (23)},
F(123) = F(132) = {e,(123),(132)}
seklinde ve X = {1,2,3} olmak iizere X = (X, F', A) soft kiimesi de;
F'(e) ={1},
F'(12) = {1,2},
F'(13) = {1,3},
F'(23) = {2,3},
F'(123) = F'(132) = {1,2,3},
seklinde tanimlansin. Bu durumda, her € A igin
up : F(B) X F'(B) — F'(B)
(gl X) - ,U‘B(g; X) = O-(X)
doniisiimii bir (sol) grup etkisidir. Agiktir ki e € G birim eleman olmak iizere uz(e, x) = x
olup her g, h € F(B) igin g (g,,uﬁ(h, x)) = ug(gh, x) dir. Boylece X = (X, F, A) soft

kiimesi bir G — soft kiimedir [30].
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Ornek 5.1.2. H bir G soft grubunun soft alt grubu verilsin. H nm bir (sag) soft koset

kiimesi

X={Hg:g€F(B)}
olmak tizere her g; € F(f) icin

pg : F'(B) XF(B) — F'(B)
(Hg,91) = ug(Hg,g1) = H(991)

dontisiimiiniin grup etkisi oldugu aciktir. Her g4, g, € F(B) igin

i. up(Hg,e)=H(ge) =Hg
i pp(up(Hg, 91),92) = 1p(H(gg1), 92)

= H((991)92)

= H(9(9192))

= Hg(9.92)

= up(Hg,9192)
kosullari saglanir [30].

Simdi ise asikar soft etkiye 6rnek verelim.

Ornek 5.1.3. Her G soft grubu kendi iizerine su sekilde etki eder: X = G almmak iizere

V[ € Aigin
up : F(B) xF(B) — F(B)

(g.h) - ug(g,h) =h

etki dontisiimiidiir. Bu etki G’ nin kendi {izerindeki asikar (trivial) soft etkisi olarak
adlandirilir [30].

Ornek 5.1.4. Her G soft grubu asagida tanimlanan ¢arpim araciligryla kendi {izerine etki

eder. Her 8 € A igin

pg s F(B) X F(B) — F(B)
(g, h) — pp(g,h) = gh
i Vx€F(x)icinpug(e,x) =x

uple,x) =ex =x
ii. Vx€ F(B)veVg,h€F(p)icinpug(g,us(h,x)) = pg(gh, x)
(g, upg(h,x)) = ug(g, hx) = ghx = pg(gh,x)
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doniistimiiniin bir etki oldugu goriiliir.

Ornek 5.1.5. Her G soft grubu asagida verilen konjuge islemiyle kendi iizerinde bir soft
etkiye sahiptir. V8 € A igin
up i F(B) X F(B) — F(B)
(g; h) - /l/?(g' h) = ghg_l

doniistimii bir etki oldugu agiktir [30].
i Vx€F(B)i¢inpug(e,x) =x

(e, x) = exe™ =x

ii. VxeF(B)vevg, heF()icinug(g ug(h x)) = pg(gh, x)

Hg (g, ug(h, x)) = pup(g, hxh™") = ghxh™' g~* = ghx(gh)™" = ug(gh, x)
dontisiimiiniin bir etki oldugu agiktir.
Uyant 5.1.1. G soft grubu degismeli (abelyan) ise, G’ nin konjuge islemiyle kendi

tizerindeki soft etkisi agikar soft etkiye doniistir [30].

Ornek 5.1.6. Y = (Y,F",A) herhangi bir soft kiime olmak iizere G = (G,F,A) soft
grubunun X = (X, F’, A) tizerindeki soft etkisi

pp : F(BYXF'(B) — F'(B)
(9, h) = up(g,x)

olsun. f : X — Y bire-bir doniisiim ve F"' = f(F") olmak iizere her § € A i¢in

W FBYXf(F'(B)) — f(F'(B)
(9.f() = 1 g(g,f()) = fup(g,x))

seklinde tanimlanan doniisiimde bir etkidir. Bu soft etki ile (Y, F", A) bir G —soft kiimedir
[30].

Ornek 5.1.7. A = G = S,, olmak iizere G = (G, F, A) bir soft grup ve f(Py, P, ..., B,) de
{P;,P,, ..., B,} kiimesinin polinomlarmi gostermek tizere Y = (Y, F',A) bir soft kiime

olsun.
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Bu durumda,

ug : F(B) X F'(B) — F'(B)
(0, f (P, Py, e, B)) = 115(0, f Py, Poy s P)) = f(Po1) Potays s Potmy)

seklinde tanimlanan doniisiim igin

i. o=eicin pg(e, f(P, Py ... P)) =F(Poiry Peczyr r Peny) = f(P1, Py o, Py)
ii. Her g,06" € S, i¢in
[Jﬁ (O', ,Llﬁ(O'l,f(Pl,Pz, ,Pn))) = ,LLB (O-'f(PJ’(l)'PG'(Z)' ""PJ’(TL)))
= f(PO'(O'I(l))'P(T(O'I(Z))l ---rPa(m(n)))
= MB(O'O'I, f(Pl'PZI 'Pn)))

sartlar1 saglandigindan bu doniisiim bir etki olup X bir G —soft kiimedir [30].

Ornek 5.1.8. (4,F,G) bir soft grup oldugunda G’ nin otomorfizmlerin grubu
(A, F',Aut(G)) bir soft grup oldugunu Onerme 5.0.3. de gostermistik. Simdi
(A, F', Aut(G)) soft grubu (A4, F, G) soft grubu {izerine etki tanimlar 6yle ki her § € A i¢in,

pp = Aut(F(B)) x F(B) = F(B)
(9,a) - g(a)
etki sartlarini sagladig kolaylikla gosterilir.

Tanmm 5.1.2. Bir (G,F,A) soft grubunun (X,F’,A) soft kiimesi iizerindeki bir soft
etkisinde her § € A ve x,y € F'(p) i¢in bir g € F(B) var olup ug(g,x) =y ise bu soft
etkiye gecismelidir(transitive) denir [30].

Tanmm 5.1.3. Bir (G,F,A) soft grubunun (X,F’,A) soft kiimesi tizerindeki bir soft
etkisinde her B € A ve birbirinden farkli her g,h € F() igin bir x € F'(8) var olup,
up(g,x) # ug(h, x) ise bu soft etkiye efektiftir denir [29].

Bu tanima denk olarak, F(f)’ nin farkli elemanlar1 F'(B) tizerinde farkli sekilde etki
ediyorsa bu soft etkiye efektiftir denir [30].

Tanmm 5.1.4. Bir (G, F, A) soft grubu (X, F', A) soft kiimesi bir soft etkiye sahip olmak
lizere eger her B € A ve g,h € F(B) icin ug(g,x) = ug(h,x) olacak sekilde bir x €
F'(B) var 6yleki g = h ise bu soft etkiye serbesttir denir.
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Baska bir ifadeyle, bir x € F'(f) icin ug(g,x) = x olacak sekilde bir g € F(f) var

ise bu g elemani birimdir [30].

Tanmm 5.1.5. Bir (G, F, A) soft grubunun (X, F', A) soft kiimesi tizerindeki soft etkisi hem
gecismeli hem de serbest ise regiilerdir denir. Yani, her B € A ve x,y € F'(B) igin bir

tek g € F(B) vardir dyleki ug(g,x) =y ise bu soft etki regiiler olarak adlandirilir [30].

Sonug 5.1.1. Herhangi bir G soft grubunun ¢arpim araciligiyla kendi {izerindeki soft etkisi
hem regiiler hem de efektiftir [30].

Tanmm 5.1.6. X = (X, F’, A) bir G-soft kiime olsun. Va € A ve x € F'(a) i¢in
Stabg(x) = {g € F(a): ue(g,x) = x}
kiimesine X‘ in sabitleyicisi denir.
Genel olarak, herhangi Y € X soft kiimesinin sabitleyicisi ise
FixcY ={g € F(a) : u,(g,x) =x,x E F'(a) N Y}

olarak tanimlanir [31].

Onerme 5.1.1. Stabg(X) ve Fix;Y kiimeleri, G iizerinde birer soft gruptur [31].

Ispat. Vx € X icin
Stab; : X - P(G)
x — Stabg(x)
taniml1 olup Stab;(x)’ in G’ nin alt grubu oldugu agiktir. Boylece,
(G, Stabg, X) yapist soft gruptur. Benzer bigimde, Vx € Y i¢in
Fixg : Y - P(G)
x = Fixg(x)
seklinde tanimlanir. Buradan, Fix;(x)’ in G’ nin alt grubu oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Boylece (Fixg(x),Y) ikilisi G lizerinde soft gruptur [31].

Onerme 5.1.2. Stab;(x) ve FixgY verilen soft gruplar1 G soft grubunun soft alt grubu
degildir [31].

Onerme 5.1.3. Bir dnceki énerme de tanimlanan Stabg (x) ve Fix;Y icin

FixgY =0yepr(q)ny Stabg(x) [31].
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Ispat. g € Fix;Y alalim. Vx € F'(a) NY igin p,(g,h) = x oldugundan g € Stabg(x)
mevcuttur.  Bdylece g €Nyepr(gyny Stabg(x) olur.  Bu durumda  FixgY €
Nyer' (a)ny Stabg (x) elde edilir. Tersine olarak g €Nyepr(q)ny Stabg(x) alalm. Boylece
Vx € F'(a) NY igin g € Stab;(x) oldugundan u,(g,h) = x bulunur. Buradan g €

Fix;Y elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur [31].

Tanmm 5.1.7. G = (G, F, A) soft grubunu alalim. Bu soft grup kendi iizerine konjuge etki

etsin. Va € Ave h € F(a) igin h’ nin yoriingeleri yani

CG(h) = {g € F(“) : .ua(g' h) = /’La(hug)}
kiimesi h’ nin merkezlestiricisi olarak adlandirilir.

Ayrica, F(a) da bulunan tiim elemanlarin merkezlestiricilerinin mevcut kesisimi

Z(G) ={g € F(a) : pa(g,h) = po(h, g),vh € F(a)}
sekilde tanimli olup Z(G)’ ye G soft grubunun merkezi denir [31].

Onerme 5.1.4. (Cg, G, G) yapisi soft gruptur [31].
Ispat. Vh € F(a) icin
C;: G- P(G)
h - Cg(h)
tanimlansin. C;(h)’ nin G grubunun alt grubu oldugu agiktir. Boylece (Cg, G) ikilisi G

grubu iizerinde soft gruptur.

Tanmm 5.1.8. G = (G, F, A) soft grubunu kendi iizerine konjuge etki ile gozoniine alalim.

H kiimesi G’ nin soft alt kiimesi olsun. Ya € A igin soft alt grubu

Ne(H) ={g € F(a) : pa(g,h) = h,h € F(a) N H}
seklinde tanimli olup G’ ye H’ nin normallestiricisi denir [31].
Ayrica, H soft alt kiimesi G ’'nin soft alt grubu kabul ederek H ayni zamanda
Ng(H)’ nmin da soft alt grubudur. Ayrica H soft alt kiimesi G’ nin normal soft alt grubu ise

boylece N (H) kiimesi G soft grubunun en genis soft alt grubudur.

Tanmmm 5.1.9. Bir X kiimesi alalim ve A parametrelerin kiimesi olsun. X kiimesinin
permiitasyonlar grubu Sym(X) oldugu biliniyor ve bu grubun tiim alt gruplarinin kiimesi

de P(Sym(X)) olsun. Boylece a € A igin;

F:A - P(Sym(X))
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doniisiimii ile F(a) kiimesi Sym(X)’ in alt grubu ise (Sym(X),F,A)’ ya soft simetrik
grup denir [31].

Onerme 5.1.5. G = (G, F, A) soft grubunun X = (X, F’,A) bu soft kiimesi iizerine etkisi

tanimlansin. Boylece G’ den Sym(X)’ e soft homomorfizm mevcuttur [31].
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6. SOFT CAPRAZLANMIS MODULLER

Matematigin bircok alaninda 6nemli uygulamalar1 olan ¢aprazlanmis modiiller
Whitehead tarafindan tanimlanmis 6nemli bir kavramdir [25]. Bu boliimde G. Oguz [30]
doktora tezinde vermis oldugu soft caprazlanmis modiil tanimi1 ve Orneklerine yer

verilmistir. Ayn1 zamanda soft ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi tanimlanmustir.

Tanmm 6.0.1. H = (H,F',A) ve G = (G, F, A) birer soft grup olmak iizere bunlar arasinda
& = (8¢, 90) + H— G dontisiimii bir soft homomorfizm olsun. G’ nin H tizerine

0:GXH— H (sol) soft G — etkisi her B € A igin
pp i F(B) X F'(B) — F'(B)

(g.h) » ug(gh)=g - h

seklinde gosterilsin. Eger her f € A igin asagidaki sartlar saglanmiyorsa (H,G,d,A)

dortliisiine bir soft caprazlanmis modiil denir [30].

i. VheF(B)vevg € F(B)icindy(g - h) = g8y(h)g?
ii. VR h, € F'(B)icin 84(h) - hy = hhh~!

Ornek 6.0.1. H bir abelyan grup olmak iizere (H,F', A) ve (G, F, A) birer soft grup olsun.
Bu durumda,
6:(H,F',A) — (G,F,A) bir soft homomorfizm ve her g € A igin
up i F(B) X F'(B) — F'(B)
(g h) = ug(gh) =h

agikar etkisi ile birlikte (H, G, 8, A) yapisi bir soft ¢aprazlanmig modiildiir [30].

Ornek 6.0.2. (G,F,A) soft grubu kendi iizerine konjuge etki ile etki etsin. I = (I, 1,) :
G — G soft homomorfizmi ile (G, G, 1, A) dortliisii bir soft ¢aprazlanmis modiil yapisina
sahiptir [30].

Ornek 6.0.3. G bir abelyan grup olmak iizere (G, F, A) soft grup olsun. Bu durumda,

6:G—-G
h—-&h)=nh olsun.
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g:F(B) XF(B) — F(B)
(9.h) - a(gh)=g-h-g™*

i. VheF(B)veVgEeF(p)igin
5(g-h)=g-6()-g™*
=g-h-g?!
=g-6(h)-g7"
ii. Vhhy €F(B)igin
5(h)-hy =h-hy-h™?
=8(h) - hy -5
=h-hy-hL.
Ornek 6.0.4. G = (A,F,G) ve Aut(G) = (A, F', Aut(G)) soft gruplar olmak iizere

6:G - Aut(G)
a—d(a): G- G otomorfizmi igin,
d(a)(b) = bab™? sinir doniisiimii ile her § € A i¢in
up = Aut(F(B)) x F(B) = F(B)
(9.@) - g(a)

etkisiyle birlikte (G, Aut(G), §) bir soft ¢aprazlanmis modiil olur. Daha 6nce Ornek 5.1.8.
de her B € A igin,

ug = Aut(F(B)) x F(B) = F(B)

bir etki oldugunu goéstermistik. Simdi & : G = Aut(G) sir doniisiimiiniin  bir

homomorfizm oldugunu gosterelim.
g—0@:6-G
s> 0(g)(s) = gsg™*

seklinde tanimlayalim. g, h € G i¢in d(gh) = d(g) o d(h) oldugunu gosterirsek 0’ nin bir

grup homomorfizmasi oldugunu gostermis oluruz.

(0(g) 2 a(W))(s) = a(g)(a(M)(s)) = d(g)(hsh™")
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=g(hsh™H) g™ = (gh)s(h™*g™")
= (gh)s(gh)™ = a(gh)(s)
G bir grup oldugundan birlesme 6zelligi vardir. Dolayisiyla 0 bir grup homomorfizmasidir.
I. 6 € Aut(G) ve g € G olsun.
8(6,)(s) = 3(6(9))(s) = H(g)s6(g) ™"

ve
(©209(g)°071)(s) = (820(9))(67()) = 6 (a(9) (672(5)))

=0(g07'(s)g™) =0(g)(B 07 )()0(g™H)
=0(g9)s67'(g)
olup 8(6,) = 63(g)6~* bulunur.
ii. Herg,s € Gigind(g)s = d(g)(s) = gsg~* olup ikinci sart da saglanur.

Sonug olarak (G, Aut(G), ) bir ¢caprazlanmis modiildiir.

Tanim 6.0.2. (H,G,5,A) ve (H',G', ', B) iki soft ¢aprazlanmis modiil olmak {izere

f=Uvg): HKA) — (H,K',B)
ve
=292 :(GF,A) — (G F,B)
birer soft homomorfizm olsun. Eger her § € A igin
. f,6=20"
ii. VgeF(B)veVheK(B)olmak iizere f;(g.h) = f>,(g) - f(h)
i, (f, x )(FB).K(B) = (F' x K')(g2(B), 9. (8))

sartlar1 saglaniyorsa (f, f*) ¢iftine bir soft caprazlanms modiil homomorfizmi denir ve

<f,f*>:(H,G,6A) — (H', G, 6, B) ile gosterilir [30].
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7. SONUC

Bu tez ¢alismasinda soft kavramina ve ondan elde edilen baz1 cebirsel yapilara yer
verilmistir. Soft kavramindan 6nce tezin akigini ve biitlinligiinii korumak i¢in grup, etki,
caprazlanmis modiil gibi kavramlar tanimlanmistir. Soft teori kesin olmayan kavramlari
parametrelere baglayarak, belirli ve daha kolay ¢oziimler elde etmeyi saglar. Bu ¢alisma
Molodtsov tarafindan yapilmistir [5]. Daha sonrasinda bu kavram iizerinde birgok bilim
insan1 ¢alismistir. Bu ¢alismalardan biri de Oguz, Icen ve Gursoy tarafindan soft etki
kavramt literatiire kazandirilmigtir [31]. D. A. Molodtsov tarafindan literatiire kazandirilan
soft kiime teorisinden hareketle G. Oguz tarafindan elde edilen soft ¢aprazlanmis modiil
kavrami gelecekte matematikgilere yeni problemlere kapi aralayacaktir.

Soft ¢aprazlanmis modiil kavrami, iki soft grup arasinda bir soft homomorfizm ve
birbiri tizerine tanimlanan bir etki yardimiyla elde edilen bazi 6zellikleri saglayan bir
cebirsel yapidir.

Bu tez c¢alismasinda soft kavrami ile caprazlanmis modiil kavraminin birlikte
yorumlanip soft c¢aprazlanmis modill kavramimin gelistirilmesiyle bazi topolojik
problemlere cebirsel yaklagimlar saglanacagi diisiiniilmiis ve ¢esitli orneklere yer verilerek

kavramlarin anlagilmasi amaglanmistir.
Bu tez ¢alismasinda bazi sonuglara yer verilmistir.

i.  Soft kiime kavramlarinin daha kolay anlasilmasi igin 6zgiin drnekler verilmistir.

ii.  Soft grup teorisini tanitmak i¢in gerekli olan cebirsel yapilar, drnekleri ile birlikte
konunun anlasilmasi i¢in ayrintili bir sekilde sunulmustur.

iii.  Bir grubun bir kiime tizerine etkisi kavrami, bir soft grubun bir soft kiime iizerine
etki kavramina tasinarak soft etki kavrami verilmistir. Soft ¢aprazlanmis modiil
kavraminin tanimlanabilmesi i¢in alinan bir doniistimiin soft homomorfizm olmasi
ve bir soft etkinin tanimlanmas1 gerektigi ve bu kavramlar arasi gecisi ortaya koyan
caligmalarin oldugu anlagilmistir. Bu tezde kavramlar arasindaki gecisi ortaya
koyup bu kavramlar ile alakali gesitli 6rneklere yer verilmistir.

iv.  Oneri olarak da bu tezde verilen cebirsel yapilara topolojik yapilar yiiklenerek

0zgiin bir calismaya doniistiiriilebilir.
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