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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ”Quasilineer Uzaylar Arasinda Tanimli
Quasilineer Operatorler Uzerine” baghikl bu caligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere
aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigimi ve yararlandigim
biittiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Bu calismada genel olarak, quasilineer operatorler teorisinin geligtirilmesi
amagclanmig ve lineer operatorlere iliskin bazi1 6nemli teoremlerin quasilineer kargiliklar:
verilmigtir.

Beg boltimden olusan bu caligmanin ilk boliimiinde kiime-degerli fonksiyon
siiflarinin baz1 6zelliklerinden bahsedilmis ve bu smiflara ait onemli ornekler
verilmigtir.

Tkinci boliim ise sonraki boliimlere temel teskil edecek bazi énemli tamm ve
teoremlerin verilmesine ayrilmigtir. Ayrica R™ nin kompakt ve kompakt-konveks alt
kiimelerinin ailesinden bahsedilmistir.

Uciincii boliimde quasilineer uzay ve altquasilineer uzay kavramn ele alnmus,
normlu quasilineer uzaylardan bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde quasilineer bagimhilik-bagimsizlik tanimlari verilmig, baz ve
boyut kavramlar: tanitilmigtir. Ayrica proper quasilineer uzaylardan bahsedilmistir.

Beginci ve son boltimde ise quasilineer operatorler ve bu operatorlerle ilgili yeni
sonuclar sunulmustur. Ayrica hem reel hem de interval matrisler yardimiyla elde
quasilineer operatorler verilmigtir.
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In this work, which consists of five chapter, our main object is to develop the theory
of quasilinear operations and quasilinear counterparts of some important
theorems and corollaries with respect to linear operations have been stated.

In the first chapter, some properties related to families of set-valued function have
been presented and important examples have been given for this families.

In the second chapter, the basic definitions and theorems which will be useful
in the next chapters have been introduced. Also, the family of compact and convex
subsets of R" has been mentioned.

In the third chapter, after the introduction of quasilinear spaces and quasilinear
subspaces, normed quasilinear spaces have been considered.

In the fourth chapter, the concept of quasilinear depandence-independence have
been introduced, the notions of bases and dimension have been stated. Furthermore,
proper quasilinear spaces have been introduced.

In the fifth and final chapter, quasilinear operators and new corollaries with respect
to these operations have been presented. In addition, quasilinear operations optained
by the way of both real matrix and interval matrix have been discussed.

il



KEY WORDS: Quasilinear Spaces, Normed Quasilinear Spaces, Quasilinear
Dependence-Independence, Proper  Quasilinear Spaces,

Quasilinear Operators.

v



TESEKKUR

Yiiksek lisans tez danigmanligimi tistlenen ve tezin hazirlanmasi stirecinde
yardimlarini ve destegini esirgemeyen kiymetli hocam Sayin Prof. Dr. Yilmaz YILMAZ
‘a, lisans ve lisansiistii egitimim boyunca beni yonlendiren ve tecriibeleriyle bana
cok biiytik katkilar1 olan Boliim Bagkanimiz Sayin Prof. Dr. Sadik KELES’e, tez ve
seminer yardiminda bana Latex programini 6greten ve yardimlarini hig eksik etmeyen
Saym Doc. Dr. M. Kemal OZDEMIR’e, hayatim boyunca yamimda olan anneme,
babama ve kardeslerime, manevi desteginden dolay1 Nisanlima ve degerli vaktini her
zaman benimle paylagan Esin GOGER’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



2.1
2.2

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3

ICINDEKILER

TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . . ..
Baz1 Temel Tanim ve Teoremler . . . . . . . . . . .. . ... ... ...
R™ nin Kompakt ve Kompakt-Konveks Alt Kiimelerinin Aileleri

QUASILINEER VE NORMLU QUASILINEER UZAYLAR . .. ...
Quasilineer Uzaylar . . . . . . . .. . .. .
Normlu Quasilineer Uzaylar . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

QUASILINEER UZAYLARDA HAMEL BAZLAR . .. ... ... ..
Girlg . . . .
Bir Quasilineer Uzayda Baz ve Boyut Kavrami . . . . . ... .. .. ..
Proper Quasilineer Uzaylar . . . . . . . . . ... ... ... .. .. ...

QUASILINEER OPERATORLER . . . . . . ... . o ...
Temel Tamim ve Teoremler . . . . . . . . .. .. ... ... ... ....
Quasilineer Operatérlerle Tlgili Yeni Sonuclar . . . . . . . ... .. ...
Interval Matrisler ve Quasilineer Operatorler . . . . . . . . . . . . ...

KAYNAKLAR . . .. oo
OZGECMIS . . . . .

vi

111

vi



1. GIRIS

Fonksiyonel analiz alaninda yer alan ve lineer uzay kavrami iizerine inga edilen
normlu uzaylar ve bu uzaylar tizerinde taniml lineer operatorlerin birtakim ozellikleri
sayesinde klasik tek degerli fonksiyonlarla olusturulan diferensiyel denklemlerin bir¢ok
doga problemine modellenmesinde etkili araclar olmuslardir. Ancak bazi1 6zel doga
problemleri vardir ki bunlar klasik tek degerli fonksiyonlarin iirettigi diferensiyel veya
integral denklemler tarafindan modellenemez. Iste bu sorunun ¢oziimi tizerine yapilan
caligmalar kiime degerli fonksiyonlarla kurgulanan diferensiyel icermeler, fuzzy
diferensiyel denklemleri ve kiime diferensiyel denklemler gibi konular1 ortaya
gikarmigtir. Ancak ne var ki bu tip problemleri kurgulamada temel tegkil eden fonksiyon
uzaylariin lineer uzay yapisina sahip olmayisi, bu problemler icin gerekli analizleri
yapmay1 zorlagtirmugtir. Iste bu problemlerde karsimiza ¢ikan fonksiyon uzaylan gibi
lineer uzay yapisina sahip olmayan daha bircok uzayr incelemek ve bu uzaylarin
klasik teorisindeki analiz araglarini geligtirmek icin lineer uzaylardan daha genisg olan
quasilineer uzaylari gelistirme gereksinimi dogmustur.

Yukarida bahsi gecen lineer uzay tegkil etmeyen kiime orneklerinden en 6nemlileri
R™ nin kompakt ve kompakt-konveks alt kiimelelerinin sinifi olan Q(R") ve Q¢ (R")
dir. Ciinkii, sozgelimi birtakim doga problemlerini modelleyen kiime diferensiyel
denklemlerinin olugmasinda R nin bir I = [a, b] kapali araligindan Q¢(R™) ye giden
tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olan C'(I,Q¢(R™)) uzayr énemli rol oynamaktadir.

O bakimdan Q(R") ve Q¢(R™) simflarindaki quasilineer yapiy1 daha iyi analiz etmek



adina Bolim-2 de Q(R") ve Q¢ (R™) ailelerini inceledik. Bu kisimda bahsedecegimiz
en 6nemli husus, toplama (4) iglemi Minkowski toplami ve skalerle carpma (+) iglemi

bir reel saymin bir kiimeyle ¢arpim olmak tizere keyfi bir A € Q¢ (R™) i¢in genelde
A+ (—-1)- A#{0}

olmasidir. Iste bu nedenle Q¢ (R™) bir lineer uzay olamaz.

Literatiirde farklh quasilineer uzay kavramlari vardir. Bunlardan biri Markov'un
[2] numaral ¢aligmasinda yer almaktadir. Biz bu ¢aligmamizi Aseev’in [1] numaral
caligmasini temel alarak olusturduk. Zira Aseev quasilineer uzay tanimimi yaparken
bir kismi siralama bagintis1 kullanmig ve bu sayede klasik fonksiyonel analizin oldukca
onemli bazi tanim ve teoremlerinin tutarh kargiliklarini quasilineer uzaylar teorisinde
de verebilmigtir. Yine bu sayede “=" bagintisinin bir kismi siralama bagintisi1 olmasi
nedeniyle her reel lineer uzayin bir quasilineer uzay tegkil ettigini ve quasilineer
uzaylar i¢in tanimlanan norm fonksiyonu olma gartlarinin lineer uzaylardaki norm
fonksiyonu olma sartlaina doniigtiigiinii gérmiigtiir. Boylece klasik tek degerli
fonksiyonlarin analizinde onemli yer tutan birgok teoremin, kiimelerin ve kiime degerli
fonksiyonlarin normlu quasilineer uzaylardaki karsiliklar1 tutarlh bir sekilde
verilebilmigtir.

Aseev’in [1] numarah ¢aligmasi, quasilineer analizin temelini olugturmakla beraber
quasilineer analizin geligimi icin gerekli bircok kavram halen geligtirilmeyi
beklemektedir. Quasilineer analizin geligmesindeki en biiyiikk engel bagimlilik-
bagimsizlik ve baz kavramlarinin yoklugudur. Bu nedenle ¢aligmamizin hedefi olan
quasilineer operatorlere gegmeden once Boliim-3 te quasilineer bagimlilik-bagimsizlik

ve baz kavramlar: verilmis, ayrica uygulamada sikca karsilagilan bir¢ok quasilineer



uzayimn boyutu da tespit edilebilmigtir. Bu boliimdeki ¢aligmalarimiz dogrultusunda
biz quasilineer uzay: regiiler ve singiiler parcadan ibaret olarak, bir lineer uzayi
ise sadece regiiler parcadan ibaret olarak gormekteyiz. Yine bu boliimde quasilineer
uzaylarin Ozel bir tipi olan proper quasilineer uzaylar fikri ortaya atilmig ve bu tip
uzaylarin mutlaka bir baza sahip oldugu gosterilerek elemanlar i¢in tek tiirlii bicimde
temsil de verilebilmigtir.

Cahgmamizin yapiliy amacim tagiyan son boliimde ise o6ncelikle Aseev’in [1]
numaral calismasinda temellerini attig1 quasilineer operatorler tanitilmistir. Aseev,
quasilineer operator tanimini yaparken yine kismi siralama bagintis1 kullanmig ve bu
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sayede de “=" bagintisiyla her lineer operatoriin bir quasilineer operator oldugunu
gormistiir. Ayrica bu son kisimda quasilineer operatorlere iligkin temel teorem ve
sonuclar elde edilmis, birgok quasilineer operator ornegi verilmistir. Ilaveten lineer
cebirdeki “Sonlu boyutlu uzaylar arasindaki her lineer doniigiime bir matris, her
matrise bir lineer dontigiim karsilik gelir.” gercegine karsilik quasilineer cebirde elde
ettigimiz en 6nemli sonug, m x n tipinde her reel matrisin Q¢ (R") den Q¢ (R™) ye
quasilineer bir operatér tammlarken, Q¢ (R™) den Q¢ (R™) ye giden bir quasilineer
operatoriin bir matris tanimlayamayacagidir. Ayrica bu duruma paralel olarak, m x n

tipinde her interval matrisin Q¢ (R") den Q¢(R™) ye quasilineer bir operator

tanimladigini fakat tersi bir durumun mevcut olmayabilecegini de ifade ettik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢caligmamizda ihtiyag duyulan kiime teorisi, lineer cebir ve fonksiyonel
analizin temel tanim ve teoremlerine yer verilecektir. Ayrica bu boliimde bahsi gegen
K cisminden R veya C anlagilacaktir. Yine bu boliimde R™ nin kompakt alt kiimelerinin

ailesi ile R™ nin kompakt-konveks alt kiimelerinin ailesi incelenecektir.

2.1 Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1. [/ Bir X kiimesi tizerinde asagidaki sartlar: saglayan “ <" bagintisina
bir kismi swralama bagintisy, (X, <) kiimesine de bir kismi swraly kiime veya
poset denir.

Vee X igmae <
Ve, y, zeXiwgmae <y, y<z=x<z2

Ve, ye Xicmex <y, y<r=zx=y

Tanim 2.1.2. [}/ (X, <) kismi swrale kiimesinde © < y ya da y < x donermesini
saglayan (z,y) elemanlarina kargilagtirilabilir elemanlar denir. Her iki elemani

karsilastirilabilir olan bir kismi siraly kimeye de tam swraly ktime veya zincir denir.

Ornek 2.1.1. [4] N dogal sayilar kiimesinin tim alt kiimelerinin ailesi olan P(N),

“C7le gosterilen icerme bagintisy ile kasmi suraly bir kiimedir, ancak bir zincir degildir.

Tanim 2.1.3. [4] (X, <) bir kismi swraly kiime ve M C X olsun.



Birm € M i¢in n < m olacak sekilde m den farkls bir n € M bulunamiyorsa m
elemanina M kimesinin bir minimal eleman,

Bir uw € M i¢in u < v olacak sekilde w dan farkl bir v € M bulunamiyorsa u
elemanina M kimesinin bir maksimal elemana,

Her m € M i¢in a < m olacak sekilde bir a € M wvarsa a elemanina M kiimesinin
en kiucik elemant veya minimumau,

Her m € M i¢in m < b olacak sekilde bir b € M wvarsa b elemanina M kimesinin

en biyuk elemant veya maksimumu denir.

Lemma 2.1.1. [}/(Zorn Lemmast) M # () bir kismi swraly kime olsun. M deki
her C' zincirinin bir ist sinira sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda M kiimesi en

az bir maksimal elemana sahiptir.

Tanmim 2.1.4. [7] X bostan farkls bir kiime ve K bir cisim olsun. X dzerinde (+)

toplama ve (-) skalerle ¢carpma diye adlandirilan islemleri sirasiyla
+: X xX =X, (v,y) >z+y

cKxX =X, (a,2) 5 a-x
olarak tamimlayalim. Eger Vx,y,z € X ve Vo, 8 € K i¢in asagidaki sartlar saglanirsa
X e K cismi dzerinde bir lineer uzay (vektor uzayr) denir:

(z+y) tz=2+(y+2)

r+y=y+x
x4 0 = x olacak sekilde X in sifar elemant denen bir 6 € X vardr.

Ve € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde x in tersi denen bir —x € X vardur.
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Tanmim 2.1.5. [7] X, K cismi dizerinde (+) toplama ve (-) skalerle ¢carpma iglemleriyle
bir lineer uzay olsun. Y C X alt kiimesi de (+) ve (-) islemleriyle K dzerinde bir lineer

uzay yapsina sahipse Y uzayina X in bir alt vektor uzayr denir.

Teorem 2.1.1. [7] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. Y C X alt kiimesi

verilsin.
Y bir alt vektor uzaydir <= o -y1 + 5 -y2 € Y, Vy1,92 € Y, Va, 5 € K
Tanmim 2.1.6. /5] X, K cismi dizerinde bir lineer uzay olsun.
[z,y] = Az + (1= A)y: A€ [0,1]}
kiimesine x ile y noktalarin birlestiren dogru parcast (segment) denir.

Tanim 2.1.7. [5] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay ve A C X olsun. EgerVz,y € A

icin [x,y] C A oluyorsa A ya konveks kiime denir.

Ornek 2.1.2. [5] R vektor uzaynda [a,b] = {z : a < < b, a,b € R} C R kiimesi

konveks bir kimedir.

Ornek 2.1.3. /5] R? nin birim yuvary olan
{(z,y) eR* 1 a® +y* < 1}

kiimesi R? nin konveks bir alt kiimesidir.



Tanim 2.1.8. [7] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. x1,xs,...,x, € X ve
C1,C, ...y Cn € K olmak tizere

n

E CLTEL =C1 X1+ Co-To+ ... +Cp Ty

k=1

vektorine x1, xs, ..., x, vektorlerinin bir lineer kombinasyonu denir.

Tanim 2.1.9. [7] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. 0 # A C X altkiimesini
alalim. A nin sonlu sayrdakt elemanlarimin tim lineer kombinasyonlarimin kimesine
A nin gereni veya A nan gerdigi alt uzay denir. SpanA veya SpA ile gdsterilir.

SpanA = X ise A kiimesi X 1 geriyor denir.

Tamim 2.1.10. [7] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun.
{1‘1,1'2, ,ZL‘n} =ACX
altkumesini alalim. ¢y, co, ..., c, € K olmak uzere

ch:ck:9<:>ck:0,(1§k§n)

k=1

oluyorsa A kiimesi lineer bagimsiz, aksi taktirde lineer bagimlidar denir.

Tanim 2.1.11. /8] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. X in lineer bagimsiz

ve X 1 geren alt kiimesine X i¢in bir baz diger adiyla Hamel baz denir.
Teorem 2.1.2. [8] Her vektdr uzay: bir Hamel baza sahiptir.

Teorem 2.1.3. [8] Bir X wvektor uzayimn elemanlarman bir {1, xs,...,x,} kimesi
bazdir < X in her bir elemant x1, o, ..., x, elemanlarimn bir lineer birlesimi olarak

tek turli bicimde ifade edilebilir.



Teorem 2.1.4. [8] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. X in bir baz {xq, xa, ..., Ty}

1se diger tum bazlarda tam n- tane vektorden olusur.

Tamim 2.1.12. /8] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. X in i¢erdigi maksimum
lineer bagimsiz vektor sayisina X in boyutu denir ve dim X ile gosterilir. dim X < oo

1se X e sonlu boyutlu denir, aksi halde sonsuz boyutludur denir.

Tanim 2.1.13. [}/ X bos olmayan bir kiime olmak izere, d : X x X — R fonksiyonu

verilsin. d fonksiyonu Vx,y,z € X i¢cin
d(z,y) =0 z=y
d(z,y) =d(y x)
d(z,y) <d(z,2) +d(zy)

sartlariny saghyorsa d ye X idzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay

denir.

Ornek 2.1.4. [}] R reel sayilar kimesi alisims d (z,y) = |z — y| fonksiyonuyla bir
metrik uzaydwr. Bu metrige R nin aligilmis metrigi (mutlak deger metrigi)

denir.

Ornek 2.1.5. [4] R? iizerinde x = (x1,25), y = (y1,y2) € R? olmak tizere

d(@,y) = /(@ =) + (22 — 1)
fonksiyonu bir metrik tanamlar. Bu metrije de R? nin Eucled metrigi denir.
Ornek 2.1.6. [4] w tiim kompleks terimli dizilerin lineer uzay: olmak tizere
loo = {wa:sup\xn\ < oo}

8



kiimest tuzerinde
d(@,y) = Sup |z — 4|
fonksiyonu metrik tanimlar. Dolayisiyla ({s, d) bir metrik uzaydar.
Tanmim 2.1.14. [}/ (X,d) metrik uzay ve M C X olsun. Eger M nin her noktasina

wceren bir acik yuvar M nin bir alt kimesi ise M ye ag¢ik kime denir. X e gore

tumleyeni agik olan kimeye de kapaly kiime denir.

Tanim 2.1.15. [}/ (X, 7) bir topolojik uzay ve S C X olsun. Eger S nin her a¢ik

ortusunin sonlu bir alt ortisu varsa S ye kompakt kume denir.

Onerme 2.1.1. [4] (X, d) metrik uzay ve M C X olsun. M nin kompakt olmasi i¢in

gerek ve yeter sart; M deki her dizinin yakinsak bir alt diziye sahip olmasidar.
Lemma 2.1.2. [/ Bir metrik uzayin kompakt alt kiimesi kapali ve sinarlidar.

Tanim 2.1.16. /4] X = (X,dy) ve Y = (Y,dy) birer metrik uzay, T : X — Y bir
dondisim ve xo € X olsun. Eger her ¢ > 0 igin dy(x,x0) < 0 tken do(Tx,Txy) < €
olacak sekilde bir 6 > 0 sayst varsa T ye xy noktasinda stirekli doniistim denir.

Eger T, X in her noktasinda sirekli ise X tizerinde stureklidir denir.

Teorem 2.1.5. [/] X wve Y birer metrik uzay ve T : X — Y sirekli bir doniisim

olsun. X in kompakt bir M alt kimesinin T altindaki goruntisi de kompakttur.

Tanim 2.1.17. [{] X, K cismi dizerinde bir lineer uzay ve ||-|| : X — R bir fonksiyon

olsun. ||-|| fonksiyonu Ve, y € X ve Vo € K igin
|lz]| =0z =146

loc- z]| = |af - ||z

9



[z +yll < ll=l] + llyll

sartlariny saghyorsa ||| fonksiyonuna X tzerinde bir norm, (X, ||-||) ikilisine ise bir

normlu uzay denir.

Teorem 2.1.6. [4] (X, ||-||) bir normlu uzay olsun.
d: X x X — R, d(z,y) = |z — vy
olarak tanimlanan d fonksiyonu X tzerinde bir metrik fonksiyonudur.

Bu teoremde tanimlanan d metrigine normun irettigi metrik ya da norm

metrigi denir.
Sonug 2.1.1. [4] Her normlu uzay, norm metrigiyle bir metrik uzaydr.

Teorem 2.1.7. [4] Sonlu boyutlu normlu bir X uzayinda herhangi bir M alt kiimesinin

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin kapalr ve simarly olmasidar.

Sonug 2.1.2. [4] R™ normlu uzayinin bir A alt kiimesi verilsin.
A kompakttir. < A kapali ve sinarlidr.

Tamim 2.1.18. [}/ (X,d) bir metrik uzay ve v = (x,) X de bir dizi olsun. ¥Ye > 0
1¢In,
m,n > N iken d(x,,x,) < &

olacak sekilde bir N (g) sayist varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.1.19. [/ (X,d) bir metrik uzay olmak tizere X deki her (x,) Cauchy dizisi

X de yakinsaksa (X, d) ikilisine de tam metrik uzay denir.

10



Ornek 2.1.7. [}] R", lu, ¢y ve £, (p > 1) birer tam metrik uzaydar.
Teorem 2.1.8. [4] (X,d) bir metrik uzay ve K C X olsun. x € X olmak tzere,
v € K < K da bir (z,) dizisi vardr 6yle ki x,, — x dir.

Tanim 2.1.20. /4] (X, ||]|) bir normlu uzay olsun. Eger X, ||| normunun drettigi
d(z,y) = ||z — vyl norm metrigiyle tam ise (X,||-||) normiu uzayina bir Banach

uzayr denir.

Ornek 2.1.8. [{] R" ve C"
1
n 2
2
]l = (ZW >
i=1
FEucled normuyla siraswyla reel ve kompleks Banach uzaylaridar.

Tanim 2.1.21. [4] Bir T lineer operatori asagidaki sartlar saglayan bir déntisimdir:

(i) T nin D(T) tamm kiimesi bir vektor uzayidir ve R(T') goriintii kiimesi D(T)

vektor uzayi ile ayni cisim tizerindeki bir vektor uzayinin igindedir.

(ii) Her x,y € D(T) ve « skaleri igin
Tx+y) =Tz +Ty
ve
T(ax) =aTx

dir.

Ornek 2.1.9. /4] X vektor uzay tizerinde
Ix: X=X , L=z

seklinde tanimly ozdeslik operatori lineerdir.
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Tanim 2.1.22. [//
N({T)={x € D(T): Tx =0}

kumesine T'" nin c¢ekirdegi denir.

Teorem 2.1.9. [4] T bir lineer operatér olsun.
(a) R(T)bir vektor uzayudar.
(b) dim D(T') = n ise dim R(T') < n dir.

(c) N(T) sifir uzayr bir vektor uzayidar.

Teorem 2.1.10. [}/ X ve Y her ikisi de reel ya da her ikisi de kompleks iki vektor
uzayr olsun. Tamwm bolgesi D(T) C X we gorintid bolgesi R(T) C Y olan
T:D(T)— Y lineer operatérini ele alalim. Bu durumda

(a) T™': R(T) — D(T) ters operatérinin mevcut olmas igin gerek ve yeter sart
T(z) =0 iken x = 6 olmasidar.

(b) T~ mevcut ise lineer bir operatordiir.

(¢) dim D(T) =n < oo ve T~! mevcut ise dim D(T) = dim R(T) dir.

Sonug 2.1.3. Bir T lineer operatorinin birebir olmasy i¢in gerek ve yeter sart

T(z) =0 iken x = 6 olmasidar.

Tanim 2.1.23. [/ X bir K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun.
f: X—=K
dontusumi lineer ise f ye bir lineer fonksiyonel denir.

Tanim 2.1.24. [4] X ve Y bir K cismi tzerinde birer lineer uzay olsunlar. X den

Y ye tim lineer donustimlerin kiimesi de fonksiyonlarin toplama ve skalerle ¢carpma
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iglemleriyle K cismi dzerinde bir lineer uzay yapisina sahiptir. Bu uzay L (X,Y) ile

gosterilir.

Tanim 2.1.25. [/] X bir K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. X den K ya taniml

tim lineer fonksiyonellerin uzayina X in cebirsel duali denir ve L (X, K)= X" ile

gosterilir.

Tanim 2.1.26. [/ X ve Y birer normlu uzay olsunlar. T : X — Y lineer operatori

verilsin. Eger Vx € X i¢in

1T (@)lly < k- llzllx

olacak sekilde bir k € R sayisi varsa T ye swnarlidar denir.

Tanim 2.1.27. [4] X ve Y birer normlu uzay olsunlar. T

o L |

degerine T simirl, lineer operatoriniun normu denir. Yani

17| = sup {M}

w0 | |7l

operatori verilsin.

dir.

Teorem 2.1.11. [4] [|T'|| = sup {||T (2)|ly : ||z|x = 1} dir.

: X — Y smarly lineer

Teorem 2.1.12. [4] X ve Y birer normlu uzay ve T : X — Y bir lineer operator

olsun. Bu durumda,

(a) T sireklidir. < T siarldor.

(b) T bir noktada siirekliyse her noktada stireklidir.

13



Tanim 2.1.28. [/ X ve Y bir K cismi uzerinde birer normlu uzay olsunlar.
B(X,)Y)={T e L(X,Y)|T sinurl}

kiimesi, dontsumlerin toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir lineer uzaydar.

Ustelik,
w20 U 7llx

normuyla bu uzay bir normlu uzaydar.

B (X,Y) her zaman bir Banach uzay: olmayabilir. Simdi B (X,Y") nin hangi sart

altinda bir Banach uzay1 oldugunu ifade eden teoremi verelim:

Teorem 2.1.13. [/] X ve Y bir K cismi tzerinde birer normlu uzay olsunlar. Eger

Y bir Banach uzay ise B (X,Y) de bir Banach uzaydar.

Tanmim 2.1.29. [}/ X bir K cismi dzerinde bir normlu wzay olsun.

B(X,K)={f € L(X,K) | f sumrls (siirekli)}

kiimest,

171l = sup {M}

o0 | |17l

normuyla bir normlu uzaydir. Bu uzaya X in sturekli duali ya da X in dual uzayr

denir ve X' ile gosterilir.
Teorem 2.1.14. [{] Bir X normlu uzaymin X' siirekli duali bir Banach uzaydar.

Tanim 2.1.30. [11/ m,n € Nwvel <i < m, 1 < j < n olmak iizere bitin (i,j)

ciftlerinin cimlesi By C N X N olsun. Bir K cisminde deger alan By deki bir

fv:By = K

14



fonksiyonunu
(4,9) = [, J) = ai

seklinde tamimlayalim ve a;; € K degerlering

@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ QA2p
A=
_aml Am2  * amn_
veya
A = [ay]

biciminde diizenleyelim. K dan segilen bu cins m - n tane elemanin A tablosuna K
cismi tdzerinde m x n matris denir. Her (i,7), 1 < i < m, 1 < j < n ¢iftine

karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i,j) bilesens denir.

A = [aijlmxn Ve B = [bij]lmxn olmak {izere matrislerin toplami ve skalerle

carpimi iglemleri sirasiyla

[aij]mxn + [bij]mxn - [aij + bij]mxn
ve ¢ € K i¢in
C- [Clij]an == [Caij]mxn

seklinde tanimlanir. K cismi iizerindeki tiim m x n tipindeki matrislerin ctimlesi olan

K™ de “47 ve “” iglemleri asagidaki bagintilar1 saglar:
(i) A+B=B+A

(i) A+ (B+C)=(A+B)+C
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(iii) a-(A+B)=a-A+a-B
(iv) (a+b)-A=a-A+b-A
(v) a-(b-A)=(ab)- A
(vi)1-A=A4A
(vii) A+0=A4
(viii) A+ (-A4)=0
dir [11]. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 2.1.15. [11] Bir K cismi tizerindeki tiim m X n tipindeki matrislerin ctimlesi

K cismi tizerinde bir vektor uzayidir. (Bu vektor uzayina matrislerin uzay: denir.)

Simdi ise matrisler ve lineer doniiglimler arasindaki iligkiyi inceleyelim [4] :

r- satirli ve n- siitunlu reel bir A = (a;);) matrisini ele alahm. z = (z;) ve y = (y;)
sirayla n-bilegenli ve r- bilegenli iki siitun vektorii olsun. Bu durumda A = (aji)
matrisi

T:R"—-R" |, z=2Ter=Az=y

seklinde lineer bir doniigiim tanimlar.
Tersine X ve Y ayni cisim tizerinde tanimh sirasiyla n ve r boyutlu iki vektor
uzayl ve T:X — Y lineer bir operator olsun. E = {ej, ey, ...,e,} kiimesi X i¢in ve

B = {by,bs,...,b.} kilmesi Y igin birer baz olsun. Boylece her bir z € X elemam

T = qie; + asey + ... + ape, (2.1.1)
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seklinde tek tiirlii gosterime sahiptir. T" lineer oldugundan

y=Tz = T(Z agep) = Z apT'(ex) (2.1.2)
k=1 k=1
olur. (2.1.1) temsili tek tiirlii oldugundan T'(e;) = y; dersek (2.1.2) temsili de tek

tiirli olur. y € Y ve T'(ex) = yr € Y oldugundan

y=>_ Bib; (2.1.3)
j=1
ve
T(er) =Y virbs (2.1.4)
j=1

temsilleri de tek tiirliidiir. Boylece (2.1.2), (2.1.3) ve (2.1.4) kullanilirsa

y=> Biby=> aT(ex) =D ar vy =D (O vwar)b;
j=1 k=1 k=1  j=1

j=1 k=1

olur. B = {by,bs,...,b.} kiimesi Y i¢in baz oldugundan bu kiime lineer bagimsizdir.

Dolayisiyla bu son esitligin sag ve sol tarafindaki katsayilar ayni olmahdir. Yani
ﬁj:Z%‘kak ;o 1<y <r
k=1
olur. Iste bu son esitligin katsayilar1 r- satirlh ve n- stitunlu

Tep = (ij)

matrisini verir. Ayrica bu Tgp matrisi, X ve Y uzaylarinin bazlari ve T' lineer operatorii

ile tek turlu olarak belirlenir.

2.2 R" nin Kompakt ve Kompakt-Konveks Alt Kiimelerinin

Aileleri

R™ nin tiim bogtan farkh kompakt alt kiimelerinin ailesini € (R™), R™ nin tiim

bostan farkl kompakt-konveks alt kiimelerinin ailesini ise ¢ (R™) ile gosterecegiz.
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Tamim 2.2.1. [6] A ve B kiimeleri R™ nin bostan farkl herhangi iki alt kimesi olsun.
A € R alalvm. Bu kumeler arasinda Minkowskt toplama ve skalerle ¢arpma islemler:

siraswyla

A+B={a+b:a€ A be B}

AN A={)da:a€ A}.
sekilde tamamlanar.

Onerme 2.2.1. [6] Q (R") ve Q¢ (R") kiime aileleleri yukarida tanvmlanan islemlere
gore kapalidvr. Ayrica asaqidaki ozellikler saglanr: YA, B,C € Q¢ (R™) ve VA, u € R
¢,
A+60 =0+ A= A olacak sekilde 0 = {0} birim eleman vardur.
A+(B+C)=(A+B)+C
A+B=B+A
A+B=A+C=B=C
1-A=A
A (A+B)=XA-A+\-B
Atp) ACA-Atpu-A

olur.

Uyar 2.2.1. [10] Genel olarak Q¢ (R™) nin bir A elemany i¢in A+ (=1) - A # 0
esitsizligi dogrudur. Ornedin: n =1 i¢in A = [—2,1] olsun. O halde (—1)-A = [-1,2]
olur. Buradan,

A4 (=1)-A=[-2,1]+[-1,2] = [-3,3]
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elde edilir. Gorildigi gibi A+ (—=1) - A=[-3,3] # 0 dur.

Yukaridaki ornekten anlagilacagy tizere Q¢ (R™) nin bir elemanmm —1 katinin
kendisiyle toplami birim eleman ¢ = {0} 1 vermek zorunda degildir. Bu ise Q¢ (R™)
ve Q (R™) kiime ailelerinin lineer uzay yapisia sahip olamayacaklarii gosterir. T§te
bundan dolay1 bu kiimeler ailesi, lineer uzay kavraminin kapsamli genellestirmesi olan

quasilineer uzay yapisina uymaktadirlar [10].

Uyarn 2.2.2. Genel olarak Q¢ (R™) de
A+pu)-A=X-A+pu-A
sarty saglanmaz. Ornegin; n =1 i¢in A = [—1,1] olsun.
1+ (=1)-[-1,1]=0-[-1,1] = {0}

iken

1 =11+ (=1) - [-1,1] = [-1,1] + [-1,1] = [-2,2]

olur ki {0} C [-2,2] oldugundan
(I+(-1)-[-1,1]Cc1-][-1,1]+(=1)-[-1,1]

dir.
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3. QUASILINEER VE NORMLU

QUASILINEER UZAYLAR

Bu boliimde quasilineer uzay, normlu quasilineer uzay ve quasilineer operatorlere
iligkin temel tanim, teorem ve sonuclar verilecektir. Gorecegiz ki quasilineer uzay
kavrami bir kismi sirali kiime {izerine kurulmustur. Bu uzaylarin en belirgin 6zelligi
her elemanin tersinin mevcut olmayigidir. Eger bir quasilineer uzayda her elemanin
tersi mevcut ise bu durumda bu uzaydaki kismi siralama bagintisi egitlikle verilir
ve boylece bahsi gegen bu uzay bir lineer uzay olur. Yani quasilineer uzaylar, lineer
uzaylarin bir genellegtirmesidir. Dolayisiyla herhangi bir lineer uzay bir quasilineer
uzay ornegi tegkil eder. Bunun diginda bir 6nceki béliimde tanitilan Q(R™) ve Q¢ (R™)
aileleri en 6nemli lineer olmayan quasilineer uzay ornekleridir.

Quasilineer uzay kavrami ilk kez 1986 yilinda Aseev tarafindan ortaya
atilmigtir. Aseev diginda Markov da [2] ve [3] numarali ¢aligmalarinda quasilineer
uzay adini verdigi bir uzay cesidiyle caligmistir. Fakat Aseev ’'in quasilineer uzayi
tanimlarken kismi siralama bagintisini kullanmig olmasi normlu quasilineer uzaylar,
quasilineer operatorler gibi daha bir¢ok temel tanimin lineer uzaylardakiyle uyum
icinde olmasini saglamigtir. Bu yiizden bu boliim genel olarak Aseev’in [1] numarali

caligmasi temel alinarak olugturulmusgtur.
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3.1 Quasilineer Uzaylar

Tanim 3.1.1. /1] Bir X kiimesine, kendisi tuzerinde Vx,y,z,v € X ve Vo, € R
wein asagidakt sartlary saglayan bir “<” kismi siralama bagintisi, bir cebirsel toplama

1slemi ve reel sayilarla ¢carpma islemi tanimlysa bir quastlineer uzay denir:

r<uw (3.1.1)

r<y, y<z=zr<z (3.1.2)
r<y, y<r=x=y (3.1.3)
r+y=y+ux (3.1.4)

v+ (y+2)=(r+y)+z (3.1.5)
x + 0 = x olacak sekilde bir 0 € X vardor. (3.1.6)
a-(f-z)=(a-0)-x (3.1.7)
a-(z4+y)=a-z+a-y (3.1.8)
l-z=x (3.1.9)

0-2=0 (3.1.10)

(a+p) z<a-z+p-x (3.1.11)
r<y,z<v=z+z<y+wv (3.1.12)
r<y=a-z<a-y (3.1.13)
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Ornek 3.1.1. [1] E herhangi bir normlu lineer uzay olmak tzere E nin tim kapali-sinarl
altkiimelerinin ailesini Q(E), yine E nin tim kapali-sinirly ve konveks alt kimelerinin

ailesini Qo (F) ile gosterelim. Bu Q(E) ve Qo (E) kiimeleri “C” kismi siralama bagintist,

A+B={a+b:ac Abe B}

cebirsel toplama islemi ve

AMA={)la:a€ A}

skalerle carpma islemleriyle birlikte birer quasilineer uzaydir. Burada eger E sonlu

boyutlu ise cebirsel toplama islems
A+B={a+b:ac Abe B}
seklinde tanimbidir, yani kapamisa ihtiyac yoktur.
Lemma 3.1.1. [1] Bir X quasilineer uzayinda 6 elemans minimaldir. Yani,
r<f=zx=20
olur.
Ispat. [1] z < 6 olsun. (—1) -z < (1) - z oldugundan (3.1.12) sartindan,
r+(-1)- 2 <0+ (-1)-z=(-1)-z

yani,

4+ (=1)-z<(-1)-z

elde edilir. (3.1.10) ve (3.1.11) sartlarindan,

0=0-z=(1+(-1)-z2<z+(-1)-2<(-1) -z

22



dolayisiyla

0<(-1)-x

oldugunu goriirtiz. Daha sonrasinda (3.1.13) sart1

(=D-0<(=1)-((=1)-2z)

oldugundan

elde edilir. Hipotezde x < 6 idi. Dolayisiyla x = 6 olur. O halde # minimal elemandir.

]

Tamim 3.1.2. [I] Bir X quasilineer uzayinda ' + x = 0 olacak sekilde bir ' € X

var ise x' elemamina x in tersi denir.
Eger ters eleman mevcutsa tektir.

Lemma 3.1.2. [1] Bir X quasilineer uzayinda her elemanin bir tersi mevcut ise
X deki kasmi siralama bagintisy esitlikle verilir ve dagilma ozelligi sartlary saglanar.

Boylece X bir lineer uzay olur.

Ispat. © < y olsun. ¥/ < 3 oldugunu biliyoruz. (3.1.12) sartmndan = + 3/ < y + i/

diyebiliriz. Kabul geregi her elemanin tersi mevcut oldugundan =+ < 6 elde ederiz.
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0 minimal eleman oldugundan x + ¢y’ = 6 olur. Ters eleman tek oldugundan x = y
dir. Boylece X teki kismi siralama bagintist egitlik bagintisi halini alir. Bu durumda
(3.1.11) sart1 dagilma 6zelligi sartina doniisiir ve (3.1.12) ile (3.1.13) sartlar otomatik

olarak saglanir. Dolayisiyla X bir lineer uzay olur. O]

Sonug 3.1.1. Her reel lineer uzay bir quasilineer uzaydir. Ancak bunun karsite her

zaman dogru degildir.

Sonug 3.1.2. Bir reel lineer uzayda (3.1.1)-(3.1.13) sartlarim saglayacak sekilde bir

kismi siralama bagintisy sadece esitlik ile elde edilir.
Ilerleyen konularda —z = (—1) - z esitligini kabul edecegiz.

Tamim 3.1.3. [9] Bir X quasilineer uzayinda v € X elemanymn tersi mevcut ise
x e reguler, mevcut degilse singiler eleman denir. X in tum reguler ve singiler

elemanlarimin kumes: siraswla X, ve X, olarak gosterilir.

Onerme 3.1.1. [9] Bir X quasilineer uzayinda her regiiler eleman minimaldir.

ispat. Her z € X, igin y < x ise y = x oldugunu gostermeliyiz..
y<zr=yt+r<zr+r=0=y+2 <0

olur. # minimal eleman oldugundan y + 2’ = # olur. Ters elemanin tekliginden = = y

dir. O

Tanim 3.1.4. X bir quasilineer uzay olsun. Y C X werilsin. Eger Y kumesi de X
deki ayna islemler ve kismi siralama bagintisiyla bir quasilineer uzay teskil ediyorsa 'Y

ye X wn bir alt uzayr denir.
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Ornek 3.1.2. E bir reel normlu lineer uzay olmak tizere Qc(E), Q(E) nin bir altuzayidar.

Teorem 3.1.1. X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun. Y nin alt uzay olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar;
(i) Vz,y € Y icin z < z + y olacak gekilde z € Y vardir.
(i) VreYveaeRicha-z €Y
dur.
Bu teoremin ispati, klasik lineer cebirdeki kargiliginin ispatina oldukca benzerdir.
Ornek 3.1.3. X = Q¢ (R) ve
Y ={z-[1,2]: 2 € R}

kiimesini ele alalim. Y C X dir ve bu kimedeki elemanlarin tanvmindan (ii) sarti
saglanr.  Simdi (i) sartine  inceleyelim: [1,2],[—4, —2] € Y alalbim.
1,2] + [—4,-2] = [-3,0] ¢ Y dir, fakat © C [-3,0] olacak sekilde bir x € Y
bulunabilir. Sézgelimi x = [—2,—1] C [=3,0] olup x € Y dir. O halde (i) sarts

da saglamr ve Y, X in bir alt uzayr olur.

Sonug 3.1.3. Yukaridaki teoreme gore Vr,y € Y icin x +y € Y olmasi (i) sartinin
saglanmasy i¢in yeterlidir. Dolayiswyla Vr,y € Y vea € R icin x + Ay € Y olmast Y

nin alt uzay olmasi icin yeterlidir.

X bir quasilineer uzay ve ¥ C X olsun. Y kiimesindeki her bir z elemaninin
' € Y olacak sekilde tersi mevcut ise lemma 3.1.2 den Y kiimesi tizerindeki kismi
siralama bagintist “=" bagintisina doniisiir. Bu nedenle Y itizerindeki dagilma sartlari

saglanir ve Y, X in lineer alt uzay: olur.
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Tamim 3.1.5. [9] X bir quasilineer uzay olsun. Eger bir x € X i¢in

1se x elemanina simetrik eleman denir. X in tim simetrik elemanlarinin kimes:

Xy ile gosterilir.
Teorem 3.1.2. [9] X, X, ve X;U{0} kimeleri X quasilineer uzayinin alt uzaylaridar.

Ispat. z,y € X, alahm. Bu durumda z in 2/ € X tersi ve y nin ¢/ € X tersi
mevcuttur. Dolayisiyla bir A € R igin 2/ 4+ Ay’ € X elemam x + \y elemaninin tersidir.
Boylece z + Ay € X, olup X, X in lineer bir alt uzayidir.

XU {0} kilmesi X in bir alt uzayidir: z,y € X; U {0} ve A € Rolsun. z =y =0

icin ispat agiktir. x # 0 olsun. (z+Ay) ¢ X,U{0} oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(x+Ay) +u=0
olacak sekilde bir u € X vardir. Buradan
r+(Ay+u)=0
yazilirsa
¥ =\y+u

olur. Bu ise x € X, demektir. Benzer sekilde y # 0 igin de y € X, oldugu goriiliir.
Bu durum z,y € X, U {0} olmasi ile celisir. O halde (x + A\y) € X, U {0} olup sonug
3.1.3 den X, U {0} kiimesi X in bir alt uzayidir.
Xy kiimesi X in bir alt uzayidir: z,y € X, ise vt = —x ve y = —y olup bir A € R
i¢in
T+ Ay =—z+A—y) = —(z+ Ay)
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oldugundan = + Ay € X, olur ki bu yine sonug 3.1.3 den X; nin X in bir alt uzay:

olmasi demektir. O

Tamim 3.1.6. [9] X, Xy ve X, U {0} uzaylarina X in siraswyla regiiler, simetrik

ve singuler alt uzaylary denir.
Uyar1 3.1.1. X, X in lineer bir alt uzayr tken X U{0} lineer olmayan alt uzayidur.

Ornek 3.1.4. [10] X = Q¢(R) olmak iizere,
V ={0}U{[a,b] : a #Db, a,b e R} CQ(R)
alt kimesi verilsin. V, X in singiiler bir alt uzaypdur. Ote yandan
W = {{a}:a e R} CQ:(R)

alt kimesi ise X in regiler alt uzayidir. Aslinda herhangi bir E normlu lineer uzay:
icin her bir {a} tek nokta kimesi, yani {a} C E, a elemana ile belirlenir. Bu yiizden

E lineer uzay, Q(E) ve Qc(E) nin regiiler alt uzayr olarak distndlebilir.

3.2 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.2.1. [1] X bir quasilineer uzay olsun. Bir ||| : X — R reel fonksiyonu

asagqida verilen sartlar, saghyorsa, X tzerinde bir norm denir.

r#60=|zl[[y >0 (3.2.1)
Iz +yllx < llellx +llvlx (3.2.2)
lov- 2l = [l - [zl (3.2.3)
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r<y= ”IHX < H?JHX (3.2.4)

Ve>01¢ndx. € X vardr, oyleki
r<y+xz ve ||z <e=>x<y olur (3.2.5)

Bir X quasilineer uzaiy tzerinde bir norm fonksiyonu tanimhysa X e bir normlu
quastlineer uzay denir. Bir normlu quasilineer uzayda her elemanin toplamsal ters:

varsa bu normlu quasilineer uzay, bilinen reel normlu lineer uzay yapiswyla ortisir.

Ornek 3.2.1. Ornek (3.1.1) de verilen Q(E) ve Q¢ (E) quasilineer uzaylar

[Allq = sup [|al| 5
acA
normu ile birer normlu quasilineer uzaylardar.

Tanim 3.2.2. [1] X bir normlu quasilineer uzay olsun. X tzerinde Hausdorff metrik

tamima su sekilde yapilir: Her x,y € X i¢in
hx (z,y) =inf{r>0:2<y+aj, y<xz+a; |a|, <r}. (3.2.6)

x,y € X icin

r<y+(r—y) vey<z+(y—x) (3.2.7)

bagmtilar1 dogru oldugundan, hx (z,y) degeri her zaman tammmhdir. Ayrica tanimdan
dolay1, V z,y € X icin hx (z,y) < ||z — y|| y esitsizligi dogrudur. hx (z,y) fonksiyonu
metrik aksiyomlarmi saglar. Iste bu metrige norm metrigi ya da Hausdorff metrik
diyoruz. Dikkat edelim ki hy (x,y) norm vasitasiyla elde edilmis olsa da

hx (z,y) = ||z — y||x olmayabilir.
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Ornek 3.2.2. [1] X bir reel tam normlu lineer uzay (bir reel Banach uzay) olsun.
Bu durumda X bir tam normlu quasilineer uzaydir. X 1 quasilineer uzay yapisina
kavusturan kismi siralama bagintisy esitlik bagintisidir. Diger taraftan, eger X bir
tam normlu quasilineer uzay ise ve ¥V x € X igin bir 2’ € X ters elemani mevcut ise
bu durumda X bir reel Banach uzayr olur ve kismi siralama bagintisy esitlik bagintisina

dondigtir. Ustelik
hx (z,y) = v = yllx
olur.
Lemma 3.2.1. [1] X bir normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve reel

sayilarla carpma islemleri Hausdorff metrige gore siireklidirler. Ayrica X teki norm

fonksiyonu Hausdorff metrige gore sureklidir.

Bir X normlu quasilineer uzayinda asagidaki sartlar Hausdorff metrige gore

her zaman dogrudur:

Va € Ricin hx (a-z,a-y) = |a| - hx (z,9y) (3.2.8)
hx (x+y,z+v) < hx(x,2)+ hx (y,v) (3.2.9)
|lz||x = hx (x,0). (3.2.10)

Lemma 3.2.2. [1] X bir normlu quasilineer uzay olmak tzere;
a) xr, — To, Yo — Yo ve Vn € N icin x, <y, olsun. Bu durumda zo < yo olur.
b) x, — xo ve z, — xg olsun. Eger ¥n € N i¢in x, <y, < z, ise y, — xo olur.

c) p + Yo — xo ve Y, — 0 olsun. Bu durumda x, — x¢ olur.
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4. QUASILINEER UZAYLARDA HAMEL

BAZLAR

Bu kisimda quasilineer uzaylara ait elde ettigimiz yeni bilgileri sunacagiz.
Quasilineer uzaylarin ve devaminda quasilineer analizin teorik gelisiminde en 6nemli
eksiklik bagimlilik-bagimsizlik ve baz kavramlarimin tutarh bir sekilde verilememis
olmasidir. Bu bolumde bu 6nemli kavramlarin elde ettigimiz yeni tanimlarini sunacagiz.
Verdigimiz tanimlarin lineer uzaylara iligkin benzeri sonuclarla tutarlilik igerisinde
verildigini de gosterecegiz. Elde ettigimiz orjinal tanimlar, quasilineer uzaylarin genel
sablonunu elde etmemizde bize oldukca yardimci olmusgtur. Bize su sekilde bir konjektiir
vermektedir: Regiiler elemanlarin minimalligi, bir quasilineer uzayin regiler alt
uzayimin tabani olusturdugunu ve singiler elemanlarin da uzayn iizerinde yattigi
gorlintiistinii verir. Sonuclarimiz vasitasiyla ifade edecegiz ki bir quasilineer uzayin
bazi, regiiler elemanlardan olugan kiimedir. Yani singiiler elemanlardan olusmusg bir
kiime bir quasilineer uzay icin baz olamaz. Buna benzer elde ettigimiz baska bazi
sonuclar su temsili de bize vermistir: Aslinda bir quasilineer uzayin 6zii, regiler
elemanlardan olugsmaktadir ki bu lineer uzaydir. Diger elemanlar (singtiler elemanlari)
ise kopiik olarak adlandiracagiz. Boylece bir quasilineer uzay 6z ve kopiikten ibarettir.
Ayrica bu konjektiirde diyecegiz ki klasik lineer uzaylar, kopiigii olmayan quasilineer

uzaylardir.
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4.1 Giris
Tanmim 4.1.1. X bir quasilineer uzay, {x;}7_, C X ve {ax}r_; C R olsun.
1T + Xy + ... + T, = Z ARTE
k=1
bicimindeki elemana {xy}}_, kimesinin elemanlarnin bir kombinasyonu denir.

Tanim 4.1.2. (X, <) bir quasilineer uzay ve A C X olsun. A man gerdigi kiime;

n
QspA={re X : Zakxk <z, X1,To, .., Ty € A, a1, 9, ..., a, € R}
k=1

olarak tanimlanar.

Yani QspA, A min tiim muhtemel quasilineer kombinasyonlarinin kiimesidir. Sunu
belirtelim ki A nin tiim muhtemel quasilineer kombinasyonlarinin kiimesi, A nin tiim
muhtemel lineer kombinasyonlar1 (yani SpA) ve bu muhtemel kombinasyonlardan

siralama bagintisina gore biiylik veya esit olan elemanlardan ibarettir. Burada
n
SpA = {Z QETE : T1,Toy .y Ty € A, ay, g, ..., a, € R}
k=1
dir. SpA C @QspA oldugu acgiktar.

Sonug 4.1.1. Eger X lineer uzay olan bir quasilineer uzay ise SpA = QspA olur. O

taktirde QspA kavramina ihtiyac kalmaz.

Ornek 4.1.1. (Q¢(R), C) quasilineer uzayinda A = {[1,3]} kiimesini diigiinelim. A,

Qc(R) de tek elemanly bir kiime olup A nin gerdigi kime;

QspA = Qsp{[1,3]} ={z € Qc(R) : - [1,3] Cz, A € R}
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dir. Ornegin; [1,3] € QspA iken [2,3] ¢ QspA dur. Clinki; X[1,3] C [2,3] olacak
sekilde bir A € R mevcut degildir. Buradan da gérilmektedir ki QspA # Qc(R) dir.

Ayrica [—3, 3] elemant SpA mn elemany degil iken QspA nan bir elemanadar.
Ornek 4.1.2. (Q¢(R), C) quasilineer uzayinda B = {{/2}} kiimesinin gerdigi kiime
QspB = Qsp{{V2}} = {z € Q(R) : a-{V2} C z,a € R} =Q¢(R)

dir. Gergekten de Vx € Q¢ (R) igin
a-{V2}Cuz
olacak sekilde bir o € R mevcuttur. Ayrica SpB = (Qc(R)), dir.

Sonug 4.1.2. R nin bir elemanina yani R nin bir tek nokta kiimesine dejenere aralik
dedigimizi hatirlayalim. Tek noktadan olusan bir dejenere aralik, yani a € R olmak

tizere {{a}} kimesi Qc(R) yi gerer.

Sonug 4.1.3. Yukaridaki sonugta verilen durum R deki bir tek nokta kimesinin ({0}

haric) R yi germesine benzer. Ornegin Sp{1} = R dir. Buradan ise

Qsp{{1}} = Qc(R) yazarz.

Ornek 4.1.3. (Q¢(R?), C) quasilineer uzayinda

us ={(z,y) :y=0,1<z <2}
olmak izere {uy,us} kimesinin gerdigi kime;
Qsplur,us} = {v € Qc(R?) : g - uy + g - uy C v, ay,ap € R}
dar.
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Teorem 4.1.1. (X, <) bir quasilineer uzay ve A = {x1,Za, ..., 2,} C X olsun. QspA,

X in bir alt uzayidar.

Ispat. z,y € QspA ve A € R olsun. Bu durumda baz {az}7_, C R ve {b}7_, C R
icin > apry <z ve Y bpry <y dir. Quasilineer uzay olma aksiyomlar: olan (3.1.11),

k=1 k=1
(3.1.12) ve (3.1.13) kullanilirsa,

Zakxk + Z)\bkxk <z+ Ay
k=1 k=1

olur ki,
n

Z(ak + )\bk)xk < Zakxk + Z)\bk:vk <z+\y

yazilir. Boylece x+ Ay € QspA olur ki bu sonug 3.1.3 den @QspA nin X in bir alt uzayi

olmasi1 demektir. OJ

Tamim 4.1.3. (X, <) bir quasilineer uzay, {zx}i_; C X ve {ax}i_; C R olsun.
OX S )\1.CE1 + )\2.%’2 + ...+ )\nmn

esitligi ancak ve ancak \y = X = ... = A\, = 0 id¢in mimkin oluyorsa {xy}7_,
kiimesine quasilineer bagimsiz (qs-bagimsiz), aksi halde quasilineer bagimla

(gs-bagimla) denir.

Uyar14.1.1. Her lineer uzayin “=" bagintiswyla bir quasilineer uzay oldugu hatirlanirsa
quasilineer bagimlilik-bagimsizliok kavramlar, lineer uzaylarda lineer

bagimlilik - bagimsizlik kavramlariyla ¢akisir.

Ornek 4.1.4. (Qc(R), C) quasilineer uzayinda {[1,2]} kiimesini ele alalm.

{0} Ca-11,2]
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olmasi ancak ve ancak o = 0 € R igin mimkindir. O halde {[1,2]} kimesi quasilineer

bagimsizdur. Yine bu uzayda {[—1,2]} kimesini ele alalim.
{0y /- [-1,2]

ifadesi tim B € R saylar igin (sézgelimi B = 2 # 0 sayst igin) saglandigindan

{[—1,2]} kimesi quasilineer bagimlidar.

Sonug 4.1.4. Qc(R) de sifurr ihtiva eden bir intervalden olusan tek nokta kimesi
gs-bagimlidir. Bu durum, lineer cebirde sifir tek nokta kimesinin lineer bagiml

olmasina benzer.

Sonug 4.1.5. (X, <) quasilineer uzaymmda Ox < =z olacak sekildeki x elemanin
barindiran bir A kiimesi gs-bagimli olmak zorundadir. Sézgelimi (Qc(R), C) quasilineer
uzayinda {0} @ kapsayan bir aralge kapsayan araliklarin kimesi gs-bagimlidar. Iste bu

durum ise lineer cebirde sifiri ihtiva eden bir kimenin lineer bagimiy olmasina benzer.

Ornek 4.1.5. (Q¢(R), C) quasilineer uzayinda {[1,2],[=2, —1]} kiimesini gozoniine
alalim.

{0} C Ay [1,2] 4+ Ap - [-2, —1] (4.1.1)

olsun. A\ = Xy = 1 i¢in (4.1.1) saglanwr. Dolayiswyla {[1,2],[—2,—1]} kiimesi Qc(R)

quasilineer uzayinda quasilineer bagimlidar.

Ornek 4.1.6. (Q¢(R?), Q) quasilineer uzayinda,
1)1:{({[',’y) $:0a—1§y§1}

ve ={(z,y) :y=0,—-1<z<1}
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olmak izere {vy,va} kiimesini ele alalim.
{(0,0)} S Ar-v1+Ag -1y
olsun. A\ = Ao = 1 alalim. Bu durumda
{(0,0)} C vy + vy
oldugundan {vy,vo} kiimesi Qc(R?) quasilineer uzayinda quasilineer bagimhdar.

Teorem 4.1.2. Q¢(R) quasilineer uzayinda iki elemanly her kime quasilineer

bagimlidar.

Ispat. {u1,us}, Qo (R) de iki elemanh herhangi bir kitme olsun. u; ve u, kiimelerinden
en az biri sifir igeriyorsa {uj,us} kiimesinin gs-bagimh olacagr aciktir. Simdi kabul
edelim ki u; ve uy kiimeleri sifir1 icermesin. Buna gore,
1. Durum: u; ve uy birer tek nokta kiimeleri olsun. a, b € R olmak iizere uy = {a}
ve uy = {b} diyelim.
{0} € A -{a} + X2 - {0}

olsun. Bu durumda

{0} C {\a+ A0}

olur ki bu
0= )\1@ + )\Qb

demektir.

M —_—b (a,b #0)

X a

oldugundan {uq,us} kiimesi gs-bagimhdir.
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2. Durum: u; = [a,b] ve uy = [¢, d] diyelim.

(a) a-c<0ise A\; = |c| ve A = |a| alinirsa

A1 - a, b + Ao - e, d] = |e| - a,b] + |a] - [e, d]
= [alc| + |ale, blc| + d|al]

= [0, bl¢| + dlal]

olur ki bu

{0} C Ay - [a,b] + A2 - [, d]

olacak sekilde Ay, Ay # 0 reel sayilarinin mevcut olmasi demektir.

(b) a-c¢>0ise \y =d ve Ay = —a alinirsa
A1 [a, bl + Ao - [e,d] =d - [a,b] + (—a) - [c,d]
olur. Burada iki durum vardir. Ya
d-[a,b] + (—a) - [c,d] = [0,bd — ac]

ya da
d-[a,b] + (—a) - [c,d] = [bd — ac, 0]

olur ki her iki durumda da Ay, Ay # 0 reel sayilar: igin
{O} - /\1 ' [CL, b} + )‘2 ’ [Ca d]
elde edilir. Sonug olarak herhangi {u;, us} kiimesi Q¢ (R) de gs-bagimhdir. H

Teorem 4.1.3. Q¢ (R?) quasilineer uzayinda herhangi ¢ elemanh bir kiime quasilineer

bagimlidar.
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Ispat. {uy,uz,uz} , Qc(R?) de herhangi bir kiime olsun. uj,usus den en az biri
sifirn igeriyorsa {uj,us, uz} kiimesinin gs-bagimh olacagi agiktir. Kabul edelim ki

{uy, ug, us} kiimeleri sifir1 igermesin.
{(0,0)} Cag-uy + ag - ug + g - ug

olsun. Bu durumda bir (x1y1) € wi, (z2,92) € ua, (T3,y3) € ug ve oy, 9,03 € R

vardir oyle ki,
(0,0) = o (@1,y1) + oo, Yo) + az(ws, ys)
= (71 + aary + a3z, Y1 + QoY + Q3Y3)
dir. Sirali ikililerin egitligi tanimindan
121 + aoxs + agry = 0
a1y1 + aoys + azys =0

olur. Ug bilinmeyenli iki denklemden olugsan bu homojen lineer denklem sistemini

cozerken bilinmeyenlerden birini parametreye baglariz.
ap =t
diyelim.
Qoo + 3Ty = —txy
QaY2 + Q3yz = —ty;
olur. Katsayilar matrisinin determinanti

Ty X3
A= = Toy3 — x3Y2 # 0
Y2 Y3
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olmak tizere gerekli iglemler yapildiginda

1 T -z
ay = —t—(xl I 21 1Y2
T2 T3Y2 — T2Y3

TaY1 — T1Y2

a3 =1
° (x3y2 — X2Y3

olur. Boylece her bir ¢ € R icin sonsuz ¢oklukta sifirdan farkli oy, s, a3 € R sayilar

bulunabilir. Dolaysiyla {u, us, us} , Qc(R?) de quasilineer bagimhdir. O

Sonug 4.1.6. Q¢ (R™) quasilineer uzayinda herhangi n+1 elemanly bir kiime quasilineer

bagimlidar.

ispat. Ispat1 tiimevarim yontemiyle yapilabilir. O

4.2 Bir Quasilineer Uzayda Baz ve Boyut Kavrami

Tanim 4.2.1. X bir quasilineer uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesi quasilineer

bagimsiz ve QspA = X ise A ya X in bir bazy denir.

Ornek 4.2.1. A = {{1}} kiimesi (Qc(R), ) quasilineer uzay igin bir baz teskil eder.
Gergekten;

(1) A kimesi gs-bagimsizdur.

{0y cA-{1}

olmast ancak ve ancak A = 0 i¢in mumkindiir.

(2) QspA = X dir: Vo € Qc(R) i¢in
AA{l} Cx

olacak sekilde bir A € R mevcuttur. Bu A kimesine Qc(R) nin standart (kanonik)

bazr denir.
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Sonug 4.2.1. a # 0,a € R olmak dizere {{a}} kimesi Qc(R) igin bazdar.

Ornek 4.2.2. B = {{(1,0)},{(0,1)}} kiimesi (Q(R?),C) quasilineer uzays i¢in bir
bazdir. Gergekten;

(1) B kiimesi gs-bagimsizdur.

{(0,0)} € a1 - {(1,0)} + 2 - {(0,1)}
= {(aba?)}

olmasi ancak ve ancak (a1, as) = (0,0) igin yani oy = g = 0 i¢in mamkindiir.

(2) QspB = Qc(R?) dir: Vo € Qc(R?) igin
aq - {(1,0)} + Q9 - {(0, 1)} Q x

olacak sekilde a1, € R mevcuttur. Bu B kimesine de Qc(R?) min standart

(kanonik) bazu denir.

Sonug 4.2.2. a,b # 0 ve a,b € R olmak dzere {{(a,0)},{(0,0)}} kiimesi Qc(R?)
icin bir baz teskil eder. Daha genel olarak {(ay,by), (as,be)} kiimesi R? i¢in baz ise

{{(ay,b1)}, {(ag, b2)}} kiimesi de Qc(R?) icin bazdr.

Ornek 4.2.3.

A={0}U{[a,b] :a #0b, a,b € R}

kiimesi Qc(R) nin singiiler alt uzayidir. Bu uzay da Qc(R) dzerindeki ayna islemlerle
bir quasilineer uzaydir. Bu uzayda qs-bagimsiz kimeler sifiri ihtiva etmeyen bir
intervalden olusan tek nokta kiimeleridir. Ancak bu tip kimeler de A 11 geremez.

Dolaypswyla A kimesi bir baza sahip olamaz.
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Tanim 4.2.2. Bir quasilineer uzayin boyutu, o uzaywn regiler alt uzayr olan lineer

uzaywn boyutu olarak tanimlanar.

Sonug 4.2.3. Q¢ (R") quasilineer uzayinin regiiler alt uzays R™ oldugundan
boyQc(R™) =boyR™ = n

dir.

Ornek 4.2.4. Ornek (4.2.3) de verilen Qc(R) nin A singiler alt uzayinin boyutu

sufirdur. Clinkid A, = {{0}} dor.

Ornek 4.2.5.

B={lab:a<0<b, ab0eR}

kiimesi Qc(R) nin alt uzaydir. Bu uzayin regiler alt uzayr B, = {{0}} agikar

quasilineer uzayidir. Boylece boyBB, = 0 olup boyB = 0 dur.

Ornek 4.2.6. X = Q¢(R?) olmak tizere
V =X,U{(0,0)}
kiimesi Qc(R?) nin singiiler alt uzaydir. Ayrica
W=X,U{{(z,y)} :y=0,2 € R}
kimesi de Qc(R?) nin bir alt uzayidir. Bu uzaylarn regiler alt uzaylar sirasiwyla
V. ={(0,0)}

W,,:{{(x,y)}:y:O,xER}
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dur. boyV, = 0 , boyW, = 1 oldugundan verdigimiz boyut tanimina gore boyV = 0 ,
boyW =1 olur. Ayrica
VcwcX

olup
boyV < boyW < boyX

bagintisy vardar.

4.3 Proper Quasilineer Uzaylar

Tanim 4.3.1. (X, <) bir quasilineer uzay olsun. Her x,y € X i¢in,
"xLy=z<axAzLy olacak sekilde z € X, mevcuttur.”

onermesi saglanwyor ise X e proper quasilineer uzay, aksi halde improper
quastlineer uzay denir. Bir baska deyisle; “x wve y elemanlar: baglantil degilse
x ile baglantilr olan ve y ile baglantily olmayan bir z regiler elemant mevcuttur” sart

her x,y € X i¢in saglanwyorsa X uzayina proper quasilineer uzay denir.

Onerme 4.3.1. (X, <) bir proper quasilineer uzay ise X in her elemanindan dnce

en az bir reguler eleman gelir.
Bu onermenin tersi dogru degildir.
Sonug 4.3.1. Her lineer uzay ‘=" bagintisiyla bir proper quasilineeer uzaydar.

Tanim 4.3.2. X bir quasilineer uzay ve x € X olsun. x den once gelen regiler
elemanlarin kimesine x elemaninin zemini (floor) denir ve F, ile gdsterilir.
Boylece

F,={yeX,:y<uz}
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dir. Bir X quasilineer uzayimmwn zemini ise o uzaya ait tim elemanlarin

zemanlerinin birlesiminden olusan kiumedir ve Fx ile gosterilir.

Sonug 4.3.2. Bir X quasilineer uzaynin zemini olan Fx kiumest X in bir alt

uzayrdar.

Ispat. Oncelikle 7,y € Fx ve A € R alahm. Bu durumda z € F, ve y € F, dir.
x € F, ise bir 2y € X, vardir oyleki z; < x dir. Benzer sekilde y € F), ise bir
29 € X, vardir oyle ki zo < y dir. Quasilineer uzay olma aksiyomlarindan 3.1.12 ve
3.1.13 kullanilirsa z; + Azy < = + Ay elde edilir. X, nin X in bir alt uzay1 oldugu
hatirlanmilirsa 2 = 2; + A2y € X, olup = + Ay € F,py, den x + Ay € Fx elde edilir.

Boylece sonug 3.1.3 den F'y kiimesi X in bir alt uzayi olur. O]

Uyar: 4.3.1. Bir X quasilineer uzayinda bir x € X elemaninin zemini alt uzay

olmayabilir.

Buna gore 4.3.1 tanimi su sekilde de ifade edilebilir: Bir quasilineer uzayda farkl iki
elemanin zemini farkli ise o uzaya proper quasilineer, aksi halde improper quasilineer

uzay denir.

Sonug 4.3.3. Lineer uzaylarda bir elemanin zemini, kendinden ibaret tek nokta

kiimesidir. Bu nedenle de lineer uzaylar i¢in zemin kavramina tartismak gereksizdir.

Ornek 4.3.1. E bir normlu lineer uzay olmak izere Q(E) ve Q¢ (E) birer proper
quasilineer wzaylardir: A, B € Qc(E) ve A € B olsun. Bu durumda 3a € A vardur
oyle kia ¢ B dir. a € A vea ¢ B ise {a} C A ve{a} € B olup x = {a} € (Qc(E)),
dir. Boylece A ¢ B igin © C A ve x € B olacak sekilde x € (Q0(E)), mevcut

oldugundan Qc(FE) proper quasilineer uzaydar.
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Q(E) nin proper quasilineer uzay oldugu benzer gekilde gosterilebilir.

Ornek 4.3.2.

A={0}U{[a,b] :a #0b, a,b € R}

kimesi Qc(R) nin singiler alt uzaypdir ve bu uzay improperdur. Chinki, ornegin

[1,2] € A elemanindan once regiiler bir eleman gelmez.

Bu oOrnek bize improper quasilineer uzaylarin zeminlerinin saglam olmadig
izlenimini ¢agrigtirir. Zira A nm [1,2] elemanimin zemini bog kiimedir. Ozellikle A

quasilineer uzaymin zemini ise {{0}} kiimesidir.

Ornek 4.3.3.

B={lab:a<0<b, ab0eR}

kiimesi Qc(R) nin alt uzaydur ve bu uzay improperdur. Cinki, x = [—1,2] € B wve
y = [0,3] € B elemanlar i¢in [—1,2] € [0, 3] diir. Fakat B, = {{0}} oldugu goz oniine
alinarsa

dur. Daha agik olarak bu uzaydaki birbirinden farkl her iki elemanin zemini hep

aynadar ve {{0}} kimesidir.

Sonug 4.3.4. X quasilineer uzayimin regiler alt uzayr X, = {0} ise X improper

uzaydwr. Dolayiswyla bir quasilineer uzayin singiler alt uzayr improperdar.

Ornek 4.3.4. X = Q¢(R?) ve U = {{(x,y)} : y = 0,2 € R} olmak iizere
V=XU{{(z,y)}:y=0,zeR}

W={xeV:BirzeU ignzCx}
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kiimeleri Qc(R?) proper quasilineer uzayimin improper alt uzaylarider. Ciinki,

v={{(z,9)} =0 1<y <2}

olmak tuzere v € V elemamindan once gelen reguler bir eleman mevcut degildir.

Dolaysiyla V- improperdir. Simdi

wy ={{(z,y)}: -1 <y<0, 1 <x<2}

olmak tizere wy,wy € W alalim. wy # wy oldugu agiktir. Ancak wy elemaninin zemini,

Fo, ={{(z,9)} :y=0, 1 <z <2}

ve wy elemaninin zeming
Fo, ={{(z,)} :y=0, 1 <2 <2}

olup F,, = Fy, dir- W uzayr zeminleri ayni, farkl iki eleman barindirdigindan

improper uzaydar.

Sonucg 4.3.5. Yukaridaki ornekte bahsi gecen W improper uzayindan da gorildigi gibe
bir uzayn her elemanindan once regiler bir elemanin geliyor olmasi o uzayin proper

olmasin gerektirmez.

Sonug 4.3.6. Yukaridaki ornekten de goruldigi gibi proper bir quasilineer uzayin

improper alt uzaylar, mevcut olabilir.

Ornek 4.3.5.

V:XSU{{(x7y)}:y:07$€R}
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olmak tzere
H={zxeV:(r,2) Exisexs=0vea<xz <b, abeR}
olarak verilen H kiimesi V imporoper quasilineer uzayinin proper bir alt uzayidur.

Uyar: 4.3.2. Son ornekten goruldugi gibt improper bir quasilineer uzayin proper bir

alt uzayr mevcut olabilir.
Teorem 4.3.1. Her proper quasilineer uzay bir Hamel baza sahiptir.

ispat. X bir proper quasilineer uzay ve P, X in tiim gs-bagimsiz alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. P yi “C” bagintisiyla kismi sirali kiime yapisina kavusturalim. Bu
durumda P deki her C' zinciri bir ist sinira sahiptir. Boylece Zorn lemmasi geregince
P, bir B maksimal elemanina sahiptir. i@te gosterecegiz ki bu B kiimesi, X proper
quasilineer uzayi icin baz tegkil eder.

(i) B kiimesi gs-bagimsizdir: B nin tammmidan, B nin her sonlu alt kiimesi
gs-bagimsizdir.

(i) QspB = X dir: QspB = Y diyelim. Y nin X in bir alt uzay1 oldugunu
gostermigtik. Yani Y C X dir. Gosterecegiz ki X C Y dir. Kabul edelim ki X SZ Y
olsun. Bu durumda 3z € X vardir 6yle ki x ¢ Y dir. X proper quasilineer uzay
oldugundan = den 6nce gelen en az bir z € X, regiiler elemani mevcuttur. Dolayisiyla
{z} C X kiimesi gs-bagimsizdir. Boylece B U {z} C X, X in gs-bagimsiz bir alt
kiimesidir. Bu ise B nin maksimal eleman olmasi ile celigir. O halde X C Y dir.

Boylece @QspB = X sonucuna ulasilir. O

Simdi ise bir quasilineer uzayda bir elemani nasil temsil edebilecegimizi gorelim:
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(X, <) bir proper quasilineer uzay ve y bu uzaym herhangi bir elemani olsun. Bu
uzayda x < y sartini saglayan tiim x regiiler elemanlarinin kiimesi karsilastirilamayan
elemanlardan olugsmaktadir. Ciinkii u,v € X, u # v, ise u < v yadav < u yazamayiz.
Bu, regiiler elemanlarin minimal olmalarindan kaynaklanan bir durumdur. Simdi y
elemaninin zemini olan

F,={ze X,z <y}
kiimesini diiginelim. Bu kiimenin “<” bagintisina gore tistten sinirhh oldugu aciktir.
Cunki Vo € F}, icin x < y dir. Iddia ediyoruz ki
y=sup{r € X, :x € F,}
yani
y=sup{zr € X, :z <y} (4.3.1)
dir.

Onerme 4.3.2. (X, <) bir proper quasilineer uzay ve y € X olsun. Bu durumda

y=sup{zr € X, : xz <y} dir.

Ispat. z € X ve her z € F,={r € X, : 2 <y} i¢in v < z oldugunu kabul
edelim. y < z oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki y < 2z olmasin. X bir proper
quasilineer uzay oldugundan u < y ve u £ z olacak sekilde u € X, mevcuttur. O
halde u € F, dir. Bu ise kabiilden u < z olmasim gerektirir. Bu durum u £ z olmasi

durumu ile gelisir. Sonug olarak y < z dir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Simdi (4.3.1) temsilinin tek tiirlii oldugunu vurgulayalim: Eger X sonlu boyutlu

ise (Ornegin n- boyutlu) bu durumda X, de n-boyutlu bir uzaydir. X,., lineer bir uzay
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oldugundan X, nin bir baz {by, b, ..., b, } ise x € X, elemani

n
x = E ay by
k=1

seklinde tek tiirlii bir gosterime sahiptir. Supremumun tekligini de goz oniine alirsak

boylece her bir y € X elemani
y=sup{zr € X, :x <y}

seklinde tek tiirlii bir gosterime sahip olur. Burada supremumun “<” bagintisina gore
tanimli oldugunu unutmamaliyiz.

Simdi bu durumu bir érnekle daha iyi anlamaya ¢aligalim:
Ornek 4.3.6. X = (Qc(R?)) proper quasilineer uzayna ele alalim.
A={(z1,29) : 23 + 25 < 1}

kiimesi R? nin kompakt- konveks alt kimesidir ve dolayisiyla A € Qo (R?) dir.
X, nin standart baz  olan  {{(1,0)},{(0,1)}} kimesi yardimiyla bir

x = {(x1,22)} € X, elemaninin
r=uux1-{(1,0)} +22-{(0,1)} (4.3.2)

seklinde tek turli bir gosterime sahip oldugunu hatirlayalim. Ayrica x € X, ve

= {(z1,72)} C A olmasi sebebiyle x? + x3 < 1 yazarz. Simdi
{re X, :xzC A}

kiimesini ele alalim. Bu kime “C7 kismi siralama bagintisina gore tstten sinwrlidar.
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Clinkii A bu kiime i¢in bir st sinardir. Simdi bu kiimenin supremumunu bulalim:

sup{z € X, : v C A} =sup{z = {(z1,20)} € X, : 27 + 23 < 1}
= sup{as - {(L,0)} + a2 {(0,1)} s af + 25 < 1}

=A

olur ki lineer cebirden her bir x = {(x1,22)} € X, elemaninin (4.3.2) seklindeki
temsilinin tekliginden ve supremumun tekliginden A € Qc(R?) elemaninin boylesi

temsili tek tarludir.

Uyar: 4.3.3. Klasik lineer cebirde de bir elemanin insaast baz elemanlar, vasitasiyla
ayne sekilde yapilar. Omeg”z'n A =(2,3) € R? elemanim goz oniine alalvm. Bir lineer
uzaywn her elemaninin reguler oldugunu ve bir lineer uzayin ancak “=7 bagintisiyla
quasilineer uzay yapilabildigini hatirlayalim ve bir onceki yontemi de kullanarak
A = (2,3) € R? elemamm insaa edelim: Oncelikle © < (2,3) <= = = (2,3)
ozelligindeki tim x € (R?), = R? regiiler elemanlary belirleyelim. Bu 6zel durumda
boyle bir eleman bir tanedir ve r = (2,3) dir. Il olarak baz yardvmyla
(2,3) = 2(1,0) + 3(0,1) seklinde tek tirli yazildigina séyleyelim. Sonrada v = (2, 3)
sartina uyan x ler izerinden supremum alalim. Fakat x = (2,3) sartina uyan eleman

tek oldugundan
sup{z € R* : v = (2,3)} = sup{2(1,0) + 3(0,1)} = 2(1,0) + 3(0, 1)
olup
(2,3) =2(1,0) + 3(0, 1)

temsili ortaya ¢ikacaktir. Goruldigi gibi bu durumda supremuma ihtiya¢ yoktur.

Fakat lineer olmayan bir quasilineer uzayda kesinlikle supremum gerekmektedir.
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Uyar1 4.3.4. Genel olarak bir quasilineer uzay; lineer uzay olan parcast ve tuzerine
konumlanmas quasilineer parcasindan ibaret olarak sekillendirmek mimkindir. Proper
bir quasilineer uzayin zeminini, yani requler alt uzayini, uzerine singiler elemanlar
yerlesmis olarak diginiriz. Singiler elemanlar: képtk (foam), regiiler elemanlar
ise 0z (essence) olarak adlandiriyoruz. Singiiler elemanlar igin “ képik 7 tabirini
kullanmamazin motivasyon sebebi, bir quasilineer uzaywn baz elemanlarimin, yani bir
nevi ozunun, singuler elemanlardan teskil edilemiyor olmasidir. Bu nedenle singiler
elemanlary kopuk olarak tasavvur ediyoruz. Bundan baska bir quasilineer uzay bir baza

114

sahip ise bazin elemanlar reguler elemanlardan yani “ oz 7 den olusmak zorundadur.

Sonuc olarak biz “ Bir quasilineer uzaywn bazi 6zindedir” tabirini kullanabiliriz.

Ornek 4.3.7.
A={0}U{[a,b] :a#b, a,be R}

kiimesi Qc(R) nin singiiler alt uzayidir. Bu quasilineer uzayin 624, {{0}} asikar vektor
uzaydir ve bu uzaywn diger tim elemanlary kopukten ibarettir. Bu nedenle de A ya

“ Kopukten ibaret quasilineer uzay ” deriz.

Ornek 4.3.8.

V= (Qc(R?)),U{{(z,y)} :y =0,z € R}

kiimesi Qc(R?) nin alt wzaydir. Bu uzay improper bir quasilineer uzay oldugu halde
sadece kopiikten ibaret bir quasilineer wzay degildir. Zira bu uzayin 02U

{{(z,y)} : y =0,z € R} dir ve bu uzay asikar uzay degildir.

Sonug 4.3.7. Kopikten ibaret quasilineer uzaylar, tipk: lineer cebirdeki asikar alt uzay

gibi boyutu sifir olan uzaylardir. Bu uzayin elemanlarina kopuk tabirini kullanmamazin
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bir diger sebebi de budur. Bu degerlendirmelerden sonra bir quasilineer uzayin boyutu,
021 (essence) dedigimiz lineer olan alt uzayinin boyutu olacaktar. Ornedin bu tespite
gore yukaridaki orneklerde A man boyutu 0, V nin boyutu 1 ve Qc(R?) nin boyutu da

2 dir.
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5. QUASILINEER OPERATORLER

Bu béliimde ilk olarak Aseev’in [1] numarali galigmasinda ele aldig1 quasilineer
operatorlerle ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. Gorecegiz ki Aseev, quasilineer
uzaylar arasindaki quasilineer operator taniminmi kurgularken yine kismi siralama
bagintisini kullanmig ve boylece quasilineer operator taniminin lineer operator tanimi
ile uyum i¢inde olmasini saglamistir. Nasil ki quasilineer uzaylar, lineer uzaylarin bir
genellegtirilmesi  ise quasilineer operatorler de lineer operatorlerin  bir
genellegtirilmesidir. Bu boliumin ikinci kisminda ise lineer operatorler igin verilen
baz1 teorem ve sonuclarin quasilineer opertorlerdeki karsiliklari ilk kez ele alinmig
ve farkhiliklar dile getirilmistir. Yine bu boliimde “ Sonlu boyutlu lineer uzaylar
arasindaki her lineer doniigtime bir matris, her matrise de bir lineer dontigiim karsilik
gelir” gerceginin quasilineer opertorlerdeki kargiligi incelenmigtir. Aragtirmalarimiz
dogrultusunda m x n tipinde reel bir matrisin Q¢ (R") den Q¢ (R™) ye quasilineer bir
operator tamimladigini, ancak tersinin mimkiin olmadigin1 gdsterecegiz. Ayrica bu
boliimiin son kisminda 6nce [12] numarah kaynaktan yararlanilarak interval matrisler
incelenmis ve daha sonra m X n tipinde bir interval matrisin Q¢ (R™) den Q¢(R™) ye

quasilineer operator tanimladigl gosterilmistir.

5.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 5.1.1. [1] X ve Y birer quasilineer uzay olsunlar. A : X — Y bir donigim

olmak tzere, Vx,x1, 2o € X ve Va € R i¢in asagidaki sartlar: saglamast durumunda
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A ya bir quasilineer operator denir:

Ala-z)=a-A(x) (5.1.1)
r1 < a9 = A(x1) < A(x2). (5.1.3)

X ve Y birer lineer uzay ise quasilineer operator tanimi klasik lineer operator

tanimiyla gakigir ve (5.1.3) sart1 kendiliginden saglanir.

Tanim 5.1.2. [1/ X wve Y birer normlu quasilineer uzay olsunlar. A : X — Y

quasilineer donusimi verilsin. Eger Vx € X i¢in
A (@) [ly < k-]l
olacak sekilde Ik > 0 reel sayist varsa A ya stmarly quasilineer operator denir.

Lemma 5.1.1. [I] X ve Y birer normlu quasilineer uzay olsunlar. A : X — Y

quasilineer operatoru verilsin.
A ssmirhidir < A, 0 € X noktasinda streklidir.

Ayrica A man 0 daki stirekliligi, A min X tizerinde dizgiin strekliligini gerektirir.

Simdi siirh quasilineer operatorlerin uzaymi taniyalim [1):
X ve Y birer normlu quasilineer uzay olmak iizere, X den Y ye tiim sinirh
quasilineer  operatorlerin  ailesi A (X,Y) ile gosterilir. A (X,Y) swmrh

quasilineer operatorler ailesi

A S A& Vre Xigin Ay () < Ay ()
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seklinde tanimli kismi siralama bagintisi ve
+:AX)Y)xA(X,)Y) > AX)Y)

(A1 + Ag) () = Ay (2) + Ag (2)
S RXAX)Y) = AX)Y)
(a-A) (@) = a- A ()
islemleri ile bir quasilineer uzaydir. Burada “ <7 sembolii Y deki kismi siralamadir.
“+ 7 ve “- 7 iglemleri Y nin iglemleri olup aym semboller A (X, Y) i¢in de kullanilmigtr.

Ayrica,
[All, = sup [[A(2)]y

]l x =1

normuyla A (X, Y') bir normlu quasilineer uzaydir [1].

Teorem 5.1.1. [1] X bir normlu quasilineer uzay, Y ise tam normlu quasilineer uzay

olsun. Bu durumda A (X,Y") bir tam normlu quasilineeer uzaydar.

X bir normlu quasilineer uzay olsun. X®, A(X, Q(R)) olarak ve Xg ise A(X, Q¢ (R))

olarak tanimlanir.

Tanim 5.1.3. [1/ X den Qc(R) ye tanwml bir quasilineer operatore quasilineer

fonksiyonel denir.

X ve Y normlu quasilineer uzaylar ve A € A(X,Y) olsun. Vo € Y® elemanima

X®1m bir ¢ elemanim

¥ (x) = (poA)(x)
kurahyla kargilik getirebiliriz. Sonug olarak A® : Y® — X® operatori tanimhdir.
Ayrica A® : Y® — X9 operatori quasilineer olup A® € A(Y® X®) ve
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|1A®||, = ||A]l, dir. Burada tamimlanan A® : Y® — X© operatorine A : X — Y

quasilineer operatoriiniin dual operatorii veya adjoint operatorii denir [1].

5.2 Quasilineer Operatorlerle ilgili Yeni Sonuglar

Bu kisima (5.1.1) de verilen quasilineer operatér tanimini daha ayrintili sunarak

baglayalim.

Tanim 5.2.1. X ve Y birer quasilineer uzay olsun. X wve Y arasinda tanimly bir
T dontsumine asagidaki sartlary saglamasy durumunda bir quastlineer operator

denir:

(i) T nin tamm uzay1 olan D(T") bir quasilineer uzay,

(ii) Vz,y € D(T) icin

T(x+y) <T(z)+T(y)

(iii) Yz € D(T') ve A € R igin
T(\z) = \T'(z)

(iv)
x <y iken T(x) <T(y)
dir.

Burada D(T') ye T quasilineer operatoriiniin tanim kiimesi, R(7") ye ise gériintii
kiimesi denir, D(T) C X ve R(T) C Y dir. Bu durumda D(7T) den Y ye tammh
olan T igine doniigiimii, D(T") den R(T) iizerinedir. Ayrica

N({T)={xe D(T): Tx =0}
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kiimesine de 7" nin ¢ekirdegi (kernel-null) denir.

Uyar1 5.2.1. X wve Y lineer uzay ise yukarida verilen quasilineer operator tanima

klasik lineer operator tanvmayla cakisir ve (iv) sart kendiliginden saglanar.

Ornek 5.2.1. X bir quasilineer uzay olmak tuzere,
I X—-X |, =1z ==z
seklinde tanimly I dzdeglik (birim) operatéri quasilineerdir.

Ornek 5.2.2. Qc(R) ailesinin “C” kismi siralama bagintiswyla bir quasilineer uzay

oldugunu hatirlayalim.

f:Q0R) = Qo(R) ,  z=[a,b] = f(z) = f([a,b]) = [2a,20]
donusumiu quasilineer operatordiir:
(i) [a,b],[c,d] € Qc(R) alalim.

f(la,0] + [c,d]) = f(la+c,b+d])
=[2(a+c¢),2(b+d)]
= [2a + 2¢, 2b + 2d]
= [2a,2b] + [2¢,2d]

= f([aab]) + f([C, d])

olur.

(ii)) X € R vela,b] € Qc(R) alalim.
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1. A>0ise

FA-la,0]) = f([ra, M)
= [2(Aa), 2(\D)]

— [\(2a), \(2b)]

=\ [2a, 20]
=\ f([av b])
dir.
2. A< 0ise
A+ [a,b]) = f([Ab, Aa])
= [2(\b), 2(Aa)]
= [A(20), A(2a)]
= \[2a, 2b)
=\ f([CL, b])
olur.
(iii) [a,b] C [c,d] olsun. (3.1.13) den
2[a, b] C 2]c, d]
olup
f([a,0]) € f([c,d])
bulunur.
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Ornek 5.2.3. R reel saylar kumesinin ‘=" bagintisiyla bir quasilineer uzay oldugunu

hatirlayalim. Boylece

g:R=>QcR)  , z—gx)=x-]1,2]
seklinde tanymlh g donisumi quasilineer bir operatordir:
(1)

g(xl + 1'2) = (iL‘l + $2) . [1,2]
Qz1[1,2]+x2[1,2]

= g(z1) + g(x2)
(2) o e Rigin

g(ax) = (ax) - [1,2]
—a- (o [1,2)
=a-g(z)
dir.
(3) x1 = x5 olsun. Bu durumda yine (3.1.13) den
x-[1,2] = 29 - [1,2]
olup g(z1) = g(x2) ve dolayisiyla
9(x1) € g(z2)

bulunur.
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Sonug 5.2.1. Ornek 5.2.3 den de gorildidi gibi quasilineer uzaylar arasindaki quasilineer
bir operator, regiler bir alt kiimeyi reguler bir alt kimeye donustiurmek zorunda degildir.

Yani bir quasilineer operator ozi, oze dontstiurmeyebilir.

Teorem 5.2.1. X ve Y birer quasilineer uzay, f : X — Y quasilineer bir operator,

f # 0 olsun. Bu durumda f birebir ise kopugu kopige donistiurir.

ispat. Kabul edelim ki f # 0 olmak iizere f quasilineer operatorii kopligii 6ze
dontigtiirsiin. Herhangi bir x € X alalim. Bu durumda 3.2.7 den x < y olacak gekilde
bir y € X mevcuttur. f quasilineer oldugundan = < y ise f(z) < f(y) dir. Kabul
geregi f, kopligii 6ze doniigtiirdiigiinden f(y) € Y elemanmin — f(y) tersi mevcuttur.

Quasilineer uzay olma aksiyomlar: olan 3.1.12 den

f@) < fly) = flx) = fly) < fly) = fly) = flo) - fly) <0

olur. Yine f nin quasilineerliginden
fla—y) < fl@) - fly) <= flx—y) <0
olur ki bir quasilineer uzayda 6 elemani minimal oldugundan
flz—y)=10
olmak zorundadir. Buradan ise f # 0 ve f birebir oldugundan
r—y=2~0

elde edilir. Bu ise x in y € X elemaninin tersi olmasi demektir. Yani y € X, olur.
Bu durum z < y olmasi ile geligir. Ciinkii bir quasilineer uzayda regiiler elemanlar
minimaldir. O halde kabiiliimiiz yanlhstir. Buna gore sifir operatori harig tiim

birebir olan quasilineer operatorler kopiigii koptlige dontistiirmek zorundadir. O]
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Teorem 5.2.2. Q¢ (R) den R ye tanmumle sifir operatorinden baska quasilineer operatér

yoktur.

ispat. g : Qc(R) — R quasilineer operatoriinii géz oniine alahm. Herhangi bir
[a,b] € Qc(R) igin

[a,b] C [—c¢, (]
olacak gekilde bir ¢ € R vardir. Buradan
[a,b] C [—c,c] =[—¢, 0] + [0, ]
yazabiliriz. g quasilineer oldugundan
9([a,b]) = g([=¢, 0] + [0, d])
= 9([=¢,0]) + 9([0, ¢])
= 9((=1) - 10,¢]) + 9([0, ¢])

= —g([0,d]) + g([0, ¢])

=40
olur. O halde Q¢ (R) den R ye tamimh tek quasilineer operator sifir operatoridiir. [
Ornek 5.2.4.
I : Qo(R?*) — Qe(R)  , A= (A) ={z:(2,y) € A}

seklinde tamoml 11y dondisiimii quasilineerdir: A, B € Qc(R?) ve A € R werilsin.

(x1,y1) € A ve (z2,y2) € B olmak tzere,
(1) Minkowski toplamimdan

A+ B ={(z1+z2,y1 + o) : (x1,11) € A, (v2,y2) € B}
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oldugunu hatirlayalim. Bu durumda

I (A+ B) ={z1 4+ 22 : (1 +22,y1 +y2) € A+ B}
={z1: (z1,01) € A} + {222 (22,92) € B}

=11, (A) + II,(B)
olur.

(2) Yine
A A={(Dx,\q) : (z1,y1) € A}

oldugu hatirlanilirsa

(M- A) = D s (e, dg) € A - A)
=A-{xy: (x1,1n) € A}

=\-1I;(4)
olur.
(3) A C B olsun. Bu durumda ¥ (z1,y1) € A igin (22, y,) € B dir ve
I (A) ={zy: (z1,11) € A} CH{xy : (z1,y1) € B} =11;(B)
elde edilir.
Ornek 5.2.5.
M Qo(R) = Qo(R) A f(A) = {y: (,y) € A}

seklinde tanwml 11y dontdsumi quasilineerdir. Bu dontsumun quasilineer oldugu

yukaridakine benzer sekilde gosterilebilir.
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Tanim 5.2.2.
I, : Qo(R?*) — Qc(R)  , A= f(A) ={z:(z,y) € A}

seklinde tanwmh 11y  quasilineer donisime Qc(R?*) nin Qc(R)  dizerine 1.

quasiizdigimi (1. projeksiyonu) denir. Benzer bi¢imde

I : Qc(R*) = Qc(R) . A— f(A)={y:(z,y) € A}

seklinde tamwml 1y  quasilineer doniisiime Qc(R?) nin Qc(R) dzerine 2.

quasiizdigimii (2. projeksiyonu) denir.

Teorem 5.2.3. X wve Y birer quasilineer uzay, D(T) C X ve T : D(T) — Y bir

quasilineer operator olsun.

(1) R(T) bir quasilineer uzaydar.

(ii) dim D(T) =n < oo ise dim R(T') < n dir.
(iii) N(T) bir quasilineer uzaydar.

Ispat. (i) R(T) nin Y nin bir alt uzayr oldugunu gosterecegiz. Oncelikle
y1,y2 € R(T) igin y3 < y;+ys olacak sekilde y3 € R(T) bulmalhyz: y1,y, € R(T)
ise T'(x1) = y1 ve T'(x2) = yo olacak sekilde xq, x5 € D(T') mevcuttur. D(T) bir

quasilineer uzay oldugundan z; + x5 € D(T) dir. T nin quasilineerliginden
T(xy+22) < T(21) +T(22) = y1 + 42

olur. T(z1 + x3) € R(T) olacagindan aradigimiz y3 = T(x1 + 22) € R(T)

elemanini bulmug oluruz. Simdi y € R(T) ve A € R i¢in A -y € R(T') oldugunu
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gostermeliyiz: y € R(T) ise T'(x) = y olacak sekilde x € D(T) mevcuttur. D(T)

bir quasilineer uzay oldugundan A -z € D(T') dir. T nin quasilineerliginden
TA-z)=X-T(x)=X-y
olur. T(A - x) € R(T') olacagindan A -y € R(T") dir.

(ii) R(T') de keyfi y1,99,...,Yn+1 elemanlarmi alalim. Bu durumda 7'(z,) = vy,
T(x2) = Yoy ..oy T(p11) = Yns1 olacak sekilde xy, za, ..., x,41 € D(T) mevcuttur.
dim D(T) = n oldugundan {xi,zs,...,z,41} kimesi quasilineer bagimhdir.

Boylece hepsi birden sifir olmayan aq, ao, ..., oy, 11 skalerleri igin,
Ox < a1xy 4+ oo + ... + Q1 Tpa
dir. T" nin quasilineerliginden
T(0x) < T(onzy + aga + . + Qi 1Tna1)
olur. Buradan
Oy <aiT(z1) + T (x2) + ... + a1 T(Tpy1)

olup

Oy < ayr + aoya + ... + Qpg1Yntt

elde edilir. Boylece aq, as, ..., ay, 41 skalerlerinin hepsinin birden sifir olmadig gz
ontine  almirsa  {y1,%o,...,Yns1} kiimesi quasilineer  bagimh  olur.
Y1, Y2, -y Yne1 € R(T) keyfi oldugundan bu sonu¢ R(7T) den alman n + 1 ya
da daha fazla sayida elemanin quasilineer bagimli olacagini soyler. O halde

dim R(T") < n dir.
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(iii) x1,29 € N(T)igin z < x14x5 olacak gekilde z € N(T') mevcuttur: 21,z € N(T')

ise T'(x1) = 0 ve T'(x3) = 0 dir. Yine T nin quasilineerliginden
T(xy+x2) <T(x1)+T(22) =0
olur. # elemaninin minimalliginden
T(zy+x9) =0

olur. Bu ise x1 + 25 € N(T') demektir. Béylece z = x1 + x5 igin T'(z) = 6 olur ki
z < a1 + x9 olacak gekilde z € N(T') bulunur. Ayrica z € N(T') ve A € R igin
Aoz € N(T) dir: « € N(T') oldugundan T'(z) = 6 dir. T nin quasilineer oldugu
da kullanilirsa

TA-z)=X-Tx)=Xx-0=X-0-2)=N-0x=0-2=40

bulunur ki A -z € N(T) olur.

]

Lineer operatorlerden bildigimiz gibi bir 7' : D(T) — Y lineer operatoriiniin
birebirligi
Tr =0 iken x =6

olmasina denk idi. Ancak quasilineer operatorlerde bu durum biraz farklidir:

Teorem 5.2.4. X veY birer quasilineer uzay, T : D(T) — Y quasilineer bir operator,

D(T) C X ve R(T) CY olsun. Bu durumda T~ : R(T) — D(T) tersi mevcut ise
Tr =0 ise =10

dur.
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Ispat. T°': R(T) — D(T) tersi mevcut olsun. Bu durumda T birebirdir. Yani
T(I1> = T(ZEQ) — I = T3

dir. o = 0 alinirsa

olur. O

Uyar1 5.2.2. Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani Tx = 0 iken x = 0
olmasy T nin birebir olmasina (T~ : R(T) — D(T) mevcut olmasini) gerektirmez.
Halbuki lineer uzaylarda yani lineer olan quasilineer uzaylarda bu gerektirmenin mevcut

oldugunu biliyoruz.

Ornek 5.2.6.

[—$,$] , T > 0
T:R—-=QcR) , zx—-T(x)=

[z,—z] , <0

seklinde taniml operator quasilineerdir:
(i) z,y e Rigin T(z+y) CT(x) +T(y) dir:
1. z,y < 0ise x +y < 0 olur. Buradan
T(r+y) =[r+y,—(r+y)] =z +y,—z—y| = [, 2]+ [y, —yl = T(2) + T(y)
olur.
2. x,y > 0ise x +y > 0 olur. Buradan
Tx+y)=[-(r+y)z+yl=[-z—yz+yl = [-z2]+[-yy] =T(@)+ T(y)

olur.
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3. 2 <0vey>0olsun. x +y <0 ise

T(x+y) =lz4y —(r4+y)] =[z+y,—z—y| C [z, —2]|+ [-y.y| = T(x) +T(y)

olur. Eger x +y > 0 ise

T(x+y) =[-(+y),z+yl=[-rv—y,z+y] C [z, —2]+[-y,y] = T(x) + T(y)

olur.

4. x> 0vey <0olsun. z +y < 0 ise

T(x+y) =lr+y —(r+y)] =[z+y,—z—y| C -z, 2]+ [y, —y] = T(x) +T(y)

olur. Eger x +y > 0 ise

T(r+y) =[-(z+y),v+yl = [-rv—y,v+y] C -2, 2]+ [y, —y] = T(x) + T(y)

olur.

(ii) z e Rve A € Rigin T'(A\x) = A\T'(z) dir:

1. A< 0 olsun. z > 0 ise Az < 0 olup

T(A\x) = [Ax, = Xx] = N\[—x,z] = \T'(2)

dir. x < 0 ise Az > 0 olup

T(A\x) = [- Az, \x] = ANz, —z] = \T'(2)

dir. Burada A < 0 iken [Aa, Ab] = A[b, a] oldugu dikkate alinmalidir.
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2. A >0 olsun. x > 0 ise Ax > 0 olup
T(A\x) = [-Ax, \x] = N\[—x,z] = \T'(2)
dir. z < 0 ise Az < 0 olup
T(A\x) = [Ax, —\z] = ANz, —z] = \T'(2)
bulunur.
3. A=0ise
T(\x) =T(0-x)=T(0) = {0}

olur.
(iii) = = y olsun.

) w2l x>0 =y.y] , y=0 _
_{[%_CE] e { =T(y)

[ya_y] ’ y<0

olur ki T'(z) C T'(y) saglanir. O halde T quasilineerdir.

Ayrica T(z) = 6 = {0} iken = = 0 dir. Ancak T birebir degildir: Ornegin; —1 # 1
icin T(—1) = [-1,1] ve T(1) =[-1,1] olup T'(—1) = T(1) dir.
Lineer operatorlerden hatirlanilacagi tizere eger bir T lineer operatoriiniin

T~ inversi mevcut ise 7! de lineer idi. Ancak quasilineer operatéorlerde bu durum

farkhdir.

Uyar1 5.2.3. T bir quasilineer operator iken T™' : R(T) — D(T) tersi quasilineer
olmayabilir. Ornegin;
T:R—=QcR) , z—-T(x)=1z-]0,2]
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operatori quasilineerdir. T birebir oldugundan T~ : R(T) — R tersi mevcuttur.
Ancak T™" quasilineer degildir. Cinkii yy = 1 -[0,2] € R(T) ve yo =1-0,2] € R(T)
¢n

-10,2] € 1-[0,2]

N —

iken T (1) = 5 ve T~ (y2) = 1 olup

1

37!

dir. Burada R nin “=" bagintisiyla bir quasilineer uzay oldugu unutulmamalidar.

Simdi m xn tipindeki reel bir A = [@;],x, matrisinin nasil bir quasilineer operator
tanmimladigin gosterelim:
A = [aij]mxn matrisi Qc(R™) den Qc(R™) ye bir quasilineer operatér tanimlar,

sOyle Kki;
f:Qc(R") — Qc(R™) , Vof(V)=AcV ={A-v:veV CR"} (52.1)

seklindedir. Bu esitlik iyi tammhdir. Zira V' € Q¢(R") i¢in f(V) € Qc(R™) dir.
Burada belirtelim ki v € R™ igin A-v bilinen matris garpimidir. Simdi ise iyi tanimlilig:
gostermek icin f(V) = {A-v :v € V C R"} yazahm. V| R" nin kompakt bir alt
kiimesi oldugundan ve A matrisi R” den R™ ye siirekli bir doniigiim tanimladigindan
teorem 2.1.5 geregince f(V) de R™ nin kompakt bir alt kiimesidir. Ayni zamanda
A matrisi R” den R™ ye lineer bir déniigsim tanimlar. Lineer déniisiimler konveks
kiimeleri, konveks kiimelere doniigtiireceginden V' € Q¢(R"™) i¢in f(V) de R™ nin
konveks bir alt kiimesi olur. Sonug olarak f(V') € Q¢(R™) olup f iyi tammhdir.

Simdi 5.2.1 de tanimlanan f nin quasilineer bir operator oldugunu gosterelim:
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(1) Vi, Va2 € Qc(R™) alalim.

fVi+Va) = A6 (V1 +Vh)
={A-(v1+ 1) :v1 +v2 € V] +V3}
={A- v+ A vy:v €Vi,v € Vo}
={A- v €V} +{A-v2: 02 €V}
=AOVI+AOV,

= (V1) + f(12)

olur.
(2) NeR, V€ Q¢(R") alahm.

fO-V)=A0 (V)
={A-(\-v):XveXV}
={\-(A-v):veEV}
=A-{A-v:veV}
=X (AOV)

=X f(V)
olur.

(3) Vi C V4 olsun. Bu durumda Yv; € Vi igin v; € Vi olup A - vy € f(V1) igin
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A vy € f(Va) dir. Boylece

fVi) ={A v v € Vi}
C{A-v;:v €Vo}

= f(1a)

bulunur.

Uyar1 5.2.4. Qc(R"™) den Qc(R™) ye tanamly her quasilineer operatére bir matris

karsilik gelmeyebilir. Bu durumu bir ornekle aciklayalim:

Ornek 5.2.7. Bg2,R? nin birim kiiresi olmak tizere

f:Q0(R) =Qc(R?) ,  [a,b] = f([a,b]) = [a,b] ® Bz = {\- Bgz : A € [a, ]}
donusumiu quasilineerdir. Oncelikle bu donustumun quasilineer oldugunu gosterelim:

(i) [a,b],[c,d] € Qc(R) alalim.

f(la,b] +[c,d]) = f(la+c,b+d]) = [a+c,b+d] © Bge
={(A+X) Bre: M+ €a+cb+d}
C {1 Bg2 + Ay Bge : A1 € [a,b], X2 € [¢,d]}
={A\ - Bge: A\ € [a,b]} 4+ {A\s- Bre : \s € [¢,d]}

= f(la.b]) + f([¢,d])

olur.

(ii) a € R ve [a,b] € Qc(R) alalim.
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1. @ > 0igin

fla-[a,b)) = f([aa, ab]) = [aa, ab] © Bgs
—{(A-@)-Bgz: A a € [oa, ab]}
={a (A Bge) : N € [a,b]}
=a-{\-Bg>: )€ [a,b]}

= a/f([a’b])

ve

2. a < 0ig¢in

fla-[a,b]) = f([ab, aa]) = [ab, aa] @ Bge
—{(A-@)-Bgz: A-a € [ab,aa]}
={a- (X Bg2): A€ [a,b]}
=a-{\ - Bg>: )€ [a,b]}

= o ([a’ b])
olur.
(iii) [a,b] C [c, d] olsun.

Flla,b)) = {0+ Bes X € [a,b]}
C {\-Bge: X € [c,d]}

= f([67 d])
bulunur.
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Ancak bu quasilineer dontigiime bir matris karsilik gelmez. Simdi bunu gosterelim.
Kabul edelim ki bu }v quasilineer dontisiimii, 5.2.1 de verilen kurala uygun olarak
2 x 1 tipinde bir matris verebilsin. (Bagka tipten olma ihtimali yapisal uyumsuzluktan

dolay1 yoktur.) Bu durumda [0, 1] € Q¢ (R) igin

£(0,1]) =[0,1] ® Bgz = {v - Bgz : v € [0,1]} = {(zv,yv) : 2> + 3> < 1,0 € [0,1]}

dir. Eger bu f doniisimi 2 x 1 tipinde bir matrisle temsil edilebiliyorsa A = [all}
as1

ve aiy, as € R olmak tizere

f([0,1]) = A®[0,1]
—{A-v:vel0,1]}
={Eﬂ vivel0,1])
= {(avv, azw) v € [0,1]}

olup bu durum {(ay1v, asv) : v € [0,1]} = {(zv,yv) : 2% +y? < 1,v € [0,1]} olmasim

gerektirirdi ki bu esitlik dogru olmadigindan istenen ¢eligki bulunmus olur ve ispat

(132

tamamlanir. Ayrica yukadaki egitliklerde yazilan carpimi, bir matrisin bir skalerle

carpimidir.

5.3 Interval Matrisler ve Quasilineer Operatorler

Bu kisimda oncelikle interval matrislerin genel hatlariyla tanitimi yapilacak ve
daha sonra interval matrisler yardimiyla elde edilen quasilineer operatorler

tanitilacaktir.

Tanim 5.3.1. [12] Her bir elemanu interval olan matrislere interval matrisler

denir.
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Ornek 5.3.1.

A Ay A _ 1,2] [-1,1]

Aoy Ay [0,4] [6,8]

bir interval matristir.

Bir A interval matrisinin elemanlar1 A;;, B interval matrisinin elemanlar1 B;;

olsun. Eger Vi, j icin B;; C A;; ise B € A dur.

Tamim 5.3.2. [12] Bir A interval matrisinin normu,
| Al = mgxz | Aij
J

seklinde tamwmlamr. Eger B € A ise bu durumda ||B|| < ||A|| dw. Burada

Az‘j = [aiﬁbz‘j} olmak tzere |A2]’ = maX{|/\| S A c [ambij]} dir.
Tanim 5.3.3. [12] Bir A interval matrisinin genigligi ve orta noktast siraswyla,

w(A) = max w(Aj;)

Z?J
ve

m(A) = (m(A))i; = m(Ay)

olarak tamvmlanr. Agikea gorilir ki m(A) € A dur. Burada A;j = [a;;,bi;] olmak tzere

U’(Aij) = bz‘j — Q35 VE m(Aij) = w dir.
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Ornek 5.3.2. Ornek 5.3.1 de verilen A matrisi 1¢cin

|All = m?X{|Ai1| + Ao}
= max{|Ay| + |Ai2]|, |A21| + |A22|}
= max{|[1, 2]| + |[-1, 1], [[0, 4]| + [[6, 8] |}
=max{2+ 1,4+ 8}

=12

w(A) = max{w(As1), w(A2), w(As), w(As)}
= max{w([1, 2]), w([-1,1]), w([0, 4]), w([6, 8]) }

= max{1,2,4}

bulunur.

Simdi mxn tipinde bir interval matrisin nasil bir quasilineer operatoér tanimladigini
gorelim:

m X n tipinde bir interval matris Q¢ (R"™) den Q¢ (R™) ye su sekilde bir quasilineer
operator tanimlar:

A;j = [, yi;] birer interval , 1 <i<m ,1<j<n ve x € Qc(R") olmak iizere
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All A12 e Aln

n m Ay Agy -+ Agy
f:Qc@®") = Qc(R™) , x— f(z)= _ _ _ _ ® T
Aml Am? e Amn
olup buradaki “ ® ” carpimi
Ay A - A,
Ayy  Agy -+ Ay,
fay=| "7 T e (5.3.1)

Aml Am2 Tt Amn

= {(Z aljyj, ...,Zamjyj) : (yh 7yn) € LU,CLZ‘]' € Az’j; 1 S 7 S m, 1 S j S n}
j=1 j=1

seklinde tanimlidir. Burada “ ® ” ile gosterilen matris carpim klasik matris ¢arpimi

el qe . U All AIZ []-7 2] [_]-7 1] ..
degildir. Fakat 6rnegin, m =n = 2, = olmak tizere
A21 A22 [07 4] [67 8]

allzgeAll,am:%EAlg,a21:1€A21,a22:7€Aggveb:(bl,b2)63:C]R2

3 1 3 1
ayy a 5 3 b by + b
icin [ e ] b= [ 2 2 ] . [ 1} = {2 1 21 carpimi bilinen matris ¢carpimidir

91 Q22 1 7 by by + Thy
b
ve [ ez [ 1} € f(x) dir.
a21 Q22 by

Simdi f nin iyi tamimh oldugunu, yani z € Q¢(R") igin f(z) € Qc(R™) oldugunu
gosterelim: Bunun igin ise f(x) in R™ nin kompakt-konveks alt kiimesi oldugunu
gostermeliyiz.

1. f(x) konveks kiimedir:

n

y=0 ey > asyis o D miyy) 5 (Y1 Y2, yn) €T
j=1 j=1

=1
n n n

Z = ( E a15%5, E A25Zj5y -y E CLijj) s (ZI,ZQ, 7Zn) cx
j=1 j=1 j=1
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olmak iizere y, z € f(x) ve A € [0,1] alalim.

Ay+(1- Zalj AY; + vz ami(Ay; + (1= A)z;))

7=1
olur. z € Q¢(R") oldugundan z, R™ nin konveks bir alt kiimesidir. Boylece

(Y1, Y25 -, Yn), (21, 22, ...y 2n) €  ve X € [0, 1] igin
Ayr + (L= XNz, Adyg + (1= Nzoy ooy Ay + (L = N)z,) €@

dir. Bu durumda Ay 4+ (1 — A\)z € f(x) olur ki bu f(z) in konveks bir kiime

olmasi demektir.

. f(x) kimesi R™ de sinarhidur:

Yy € f(x) igin |ly]] < K olacak sekilde K > 0 sayisinin mevcut oldugunu

gosterebilirsek f(x) in R™ de sinirh bir kiime oldugunu géstermis oluruz. Simdi

Zaljy],Zagij,...,Zamjyj) . (Y1, 92, yn) €T

7j=1

olmak tizere y € f(x) alalm. Bu durumda

ol (i ) . (i ) - (i )

j=1 j=1

olur.

dersek

lyll < Zyj Z ) 4+ aZ,( Zyj
=1

olur. z € Q¢(R") oldugundan z, R™ nin simrh bir alt kiimesidir. Boylece

(Y1, Y2, s Yn) € @ icin /97 + y3 + ... + y2 < k olacak sekilde k > 0 mevcuttur.
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Ayrica (y1 +y2+ .. +yn)? < y2+y3 +...+y2 oldugu goz oniinde bulundurulursa

(Y1 + 92+ ... +yn)? < ny < k? olur. Bu durumda da

lyll < \Q%Zyg Zy; + ot a2, Zya
7j=1

< \ (D _yh) +a3()_yd) + -+ a2 Qv
j=1 j=1 j=1

< \/a%k? + a3k? + ... + a2 k?

= \/k2(a% + a3+ ... +a2)

:k-\/a%+a§+...+afn

olur ki K =k-+/a? + a3 + ... + a2, > 0 sayist mevcut oldugundan f(z) kiimesi

R™ de simrl olur.

. f(x) kimesi R™ de kapalidar:

Vn € Nigin (y}, y%, ..., y") € x olmak iizere f(z) de keyfi bir
= (Q_ oy} D ity 3 amity))
j=1 =1 j=1
dizisini alalim. Kabul edelim ki (y") — v = (y1, %2, .-, Ym) € R™ olsun. Eger
y € f(x) oldugunu gosterebilirsek f(x) in R™ de kapali bir kiime oldugunu

gostermis oluruz.
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(y™) =y = (Y1, Y25 -, Ym) € R™ kabiiliinden

n

(Z ay7) = %1

j=1

(Z az;y;) = Yo
j=1

n

(Z amjiU?) — Ym

J=1

(5.3.2)

olur. x, R™ de kompakt bir kiime oldugundan dizisel kompaktlik tanimina

gore ((y,yd,...,y")) C x dizisinin yakinsak bir ((yf, g5, ...,y")) alt dizisi

mevcuttur. Simdi

(e, 5™, s yim)) = (U5, Y30 s ) €@

(5.3.3)

diyelim. Ayrica 5.3.2 de verilen diziler yakinsak oldugundan bu dizilerin her alt

dizisi de yakinsak olacaktir. O halde

O ayy™) =Y ay(ym) = n
=1 j=1
O asy™) = asi(ypm) = v
j=1 j=1

3

O amiy;™) = ami(y)") = ym
j=1

=

<
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olur. Boylece 5.3.3 den

n

Y1 = Z a1;y;

Jj=1

n
_ *
Y2 = Z a2;Y;
Jj=1

n

Ym = Zamjy;-‘

j=1
olur ki (yj,v3,...,y:) € z oldugundan y = (y1,¥2, ..., Ym) € f(z) olur. O halde
f(z) , R™ de kapaldir.

Sonug olarak f(x) kiimesi R™ nin kompakt-konveks alt kiimesi oldugundan
z € Qc(R™) icin f(x) € Qc(R™) olup f iyi tanimhidir. §imdi ise f nin quasilineer

oldugunu gosterelim:
(i) x1,22 € Qc(R™) alahm. (y1,y2, ..., Yn) € T1 Ve (21, 22, ..., 2,) € Xo i¢in

14z ={(y1 + 21,92+ 22, s Yn + 2n) = (Y1, Y25 s Yn) € X1, (21, 29, -y 2n) € Ta}

dir. Buradan

n

f(@1+ x2) :{(Zaly(yy+zy Za2j Yi+2i)s -

Jj=1 Jj=1 Jj=1

M:

am;i (Y + )

S 2 Un T 2) EX 12,05 € Ay, 1 <i<m, 1 < j <n}

= {(Z a15Y;, Z a25Yj, --- Z AmjY;) + (Z 1525, Z 25255 -+ Z UmjZ;)
j=1 J=1 J=1 J=1 Jj=1 Jj=1

S (Y1, Y25 oy Yn) € 1, (21, 225 o0y Zn) € To, 045 € Ajj, 1 <i<m,1 < j<n}

3
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olur. Minkowski toplamindan bu son esitlik

{Q aryj, -
j=1

Zamjyj) (Y1, Yn) € Ty € Aij, 1 <1 <m,1 <j<n}
7j=1

HO_ myy;, - Z mjY;)
j=1

(Y1, Yn) € Ty € Aij, 1 <1 <m,1 <j<n}
seklinde yazilir. Boylece
f(@1 4 x2) = f(z1) + f(22)
olur.
(ii) A € Rve z € Qc(R") alalim
Az = {(Ay1, Aya, o AYn) = (Y1, 42, -

S Yn) €, N € R}
dir. Buradan

Zalﬂ AY;), Zagj AY;), Zam] AY;))

/\yn) E)\ZE,CLZ‘]’ EAZ'j,l <i1<m,1 <] <n}
- )\(ZalijJZCL?]y]a?Zamjy])
j=1 =1

(ylay277yn) 61‘7(17;]' GAZ]a]- Slémal <] <n}

(O ayy, > agys, s Y amjys)
j=1 j=1

: <y17y27

/\yl, )\yg, ceey

JYn) € T a5 € A, 1 <i<m, 1

INA
<.
IA
S

——

=X f(z)

olur.

(iii) x1 C x5 iken f(x1) C f(z2) olacagr agiktir
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Boylece f doniigimii quasilineerdir. Nihayetinde Q¢(R™) den Qo (R™) ye bir
quasilineer operator tanimlamis oluruz.

Yukarida 5.3.1 egitligiyle tanimlanan “ ® ” ¢arpimi kullanilarak m x n tipinde bir
interval matrise R” den Q¢ (R™) ye tanimhi bir quasilineer déniigiim karsilik gelecegini

de kolayca soyleyebiliriz. Bu durumu su sonugla ifade ederiz:

Sonug 5.3.1. m x n tipinde bir interval matris R" den Qc(R™) ye su sekilde bir
quasilineer operator tanmvmlar:
r = (21,22,....,2,) € R" olsun. A = [Aijlmxn , 1 < i <m, 1< j < n ove

A;j = lagj, bi;] intervali verilsin.

A A - Ay, X1

Ay Agy - A2n iy
T:R" = Qc(R™), == (x1,29,....,0,) = T(x) = ®

Aml Am2 e Amn _xn_

olup buradaki “® 7 ¢arpima

Ay A - Aln X1

Agyy Agg -+ Agy T2
T(z) = ®

Aml Am? e Amn _:L‘n_

n n n
= {(Z alej,ZangEj, ...,Zam]x’[‘j) © Qg4 c Aiju 1 S 7 S m, 1 S j S n}
j=1 j=1

=1

seklinde tanimbidar.

mxn tipinde bir interval matrise Q¢ (R™) den Q¢ (R™) ye quasilineer bir dontigiimiin

karsilik geldigini gosterdik. Ancak bu durumun tersi dogru degildir.
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Uyar: 5.3.1. Q¢(R") den Qc(R™) ye tanimle her quasilineer dénigime bir matris
karsilik gelmeyebilir. Soyle ki ornek 5.2.7 1 hatiwrlayalvm. Buradak: quuasélmeer doniigimiine
2 x 1 tipinde bir (klasik) matris karsiik gelmedigini soylemistik. Her reel matrisi bir

interval matris olarak gorebilecegimizden bu f quasilineer donisimaine de bir interval

matris karsihik gelemeyecegini soyler.

Genel olarak Q¢ (R?) nin bir elemanmm (6rnegin bir dairenin), 5.3.1 seklinde
Qc(R?) den Q¢ (R?) ye tamimlanan interval matris dontigiimii altindaki goriintiistinii
belirlemek (bildigimiz geometrik gekillerden birine déniigebildigini gérmek) zahmetli
bir ig olsa da bu tip interval matris doniigimlerinin uygulamadaki yerini gormek
acisindan 6nemlidir.

Simdi bu amag¢ dogrultusunda 2 x 2 tipindeki bir interval matrisin, oncelikle tek
nokta kiimelerini, sonra dikdortgensel bolgeleri ve daha sonra da dairesel bolgeleri

nasil bir elemana dontistiirdiigiinii gorelim:

Ornek 5.3.3.

A: All A12 _ [05, 1] [—1,0]

olmak tzere 5.3.1 esitligiyle tanimlanan
f : Qc(RQ) — Qc(RQ)

dontisimi verilsin. * = {(1,2)} € Qc(R?) elemanimn f dondisiimii altindaki gorintisi

f(z) = {(a11y1 + a12y2, a21y1 + axys) : (v1,y2) = (1,2),a11 € [0.5,1],a12 € [-1,0],

a1 € [—1, 1],&22 = 0}
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seklindedir. f(z) kimesini daha iyi tanemak adina bu kiimenin birkag elemanine yazalim:
(—=1.5,-1) € f(x),(=0.5,-1) € f(x),(—1.5,1) € f(x),(—0.25,0) € f(x),(1,1) € f(z), ...
Burada gorilir ki f(x) kimesini olusturan elemanlarin birinci bilesenleri
Anyr + Apye = [05,1] - 14 [—1,0] - 2 = [-1.5,1]
araliginda tken ikinct bilesenler ise
Aniyr + Apyp = [-1,1] - 1+ {0} - 2 = [-1,1]
araligindadir. Boylece
fl@)={(y.1e) ER*: 15 <y <1, -1 <y < 1}

olup f(x) kiimesi dikdértgensel bir bélgedir.
Simdi ise x = {(a1,a2) : |a1| < 1,]as| < 1} € Qc(R?) elemanimn f dontisimaii

altindaky goruntusine bakalim.

f(l‘) = {(a11y1 + a12Y2, ao1y1 + a22y2) Y1, Y2 € [—1, 1]7(111 S [0-57 1],a12 c [—170]7

as € [—1,1],a9 € {0}}

Bu kiimenin elemanlariny daha agik yazacak olursak

{(057 1) S f($)7 (07 _075> < f('r)a (_05708) < f(x)a (07 1) < f<I>7 (_27 _1> S f(x),
seklindedir. Burada gorilir ki f(x) kimesini olusturan elemanlarin birinci bilesenleri

Allyl + A12y2 = [0'5a 1] ' [_17 1] + [_1’0] ' [_17 1] = [_272]
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araliginda tken tkinct bilesenlert ise
Ag1yr + Agoye = [—1,1] - [-1,1] + {0} - [-1,1] = [-1,1]
araligindadir. O halde
fl@)={(y,p2) €ER*: —2<y <1, -1 <y, <1}
olup f(x) kiimesi dikdértgensel bir bélgedir.

Yukarida verilen 6rnekte soyle bir soru akla gelir. Acaba “5.3.1 esitligiyle taniml
interval dontigiimleri elemanlarin sekillerini korur mu?” Asagida verecegimiz 6rnek bu

soruya cevap niteligindedir:

Ornek 5.3.4.

A=
11

reel matrisini alalvm. (Her reel matris bir interval matris olarak gorilebilir.) 5.3.1

esitligiyle tanimlanan

f . Qc(RQ) — Qc(RQ)

dondisimi verilsin. © = {(y1,42) € R? : 2 +y3 < 1} € Qc(R?) elemanmn f

dontsumi altindaki gorintisi

f(x) = {(a11y1 + a12Y2, a21y1 + a20y2) : (Y1,y2) € T,a11 = 91 = as = 1,a12 = 0}

olup

f@)={1 -y +0-yo,l-y1+1-y):y; +ys <1}

={(y1, 1 +v2) :y% —|—y§ <1}
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seklindedir. Simdi f(z) in dizlemde nasil bir geometrik sekil belirttigini gosterelim.:

(21, 22) = (Y1, Y1 + Y2)
diyelim.

21 =MW

Z2 = Y11 Y2
olur. Buradan

Yo =722 — 21
yazilabilir.

Ui+ =2 + (22— 21)°

_ .2 .2 2
= 2] +25 — 22120 + 2]

=227 + 25 — 2212
olur. y? +y2 < 1 oldugu goz oniine almarsa
228+ 22 — 222, < 1

yazlir. Once 223 + 22 — 2212y = 1 denklemini ele alwrsak bu denklem dondiirilmiis bir
elips denklemidir. Buna gore 223 + 23 — 22129 < 1 esitsizligi bir elips ve bu elipsin i¢

kismana belirtir.

Sonug 5.3.2. Interval matris donisimleri tek mnokta kiimelerini, cubuklars ve
dikdortgensel bolgeleri korurlar. Fakat ornek 5.3.4 den de goruldigi gibi bu dontstimler
dairesel bolgelert dairesel bolgelere donusturmeyebilir. Yani interval matris dontsumler:

sekli deforme edebilirler.
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