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ONUR SÖZÜ

Yüksek Lisans Tezi olarak sundu§um " Dizilerin Yak�nsakl�§� Üzerine" ba³l�kl�

bu çal�³man�n bilimsel ahlak ve geleneklere ayk�r� dü³ecek bir yard�ma ba³vurmak-

s�z�n taraf�mdan yaz�ld�§�n� ve yararland�§�m bütün kaynaklar�n, hem metin içinde

hem de kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden olu³tu§unu belirtir,

bunu onurumla do§rular�m.

Ay³e KOÇ
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Bu tez dört bölümden olu³maktad�r. �lk bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci

bölümde sonraki bölümlerde kullanabilece§imiz baz� temel tan�m ve teoremlere yer

verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, baz� yak�nsakl�k çe³itleri incelenmi³tir. �lk olarak Banach

limiti tan�mlanm�³ ve bu tan�ma ba§l� olarak hemen hemen yak�nsakl�k kavram�

verildi. Sonra σ−yak�nsakl�k, istatistiksel yak�nsakl�k, rough yak�nsakl�k ve rough

istatistiksel yak�nsakl�ktan bahsedilmi³tir.

Dördüncü bölümde, dizilerin çekirde§i üzerinde durulmu³tur. �lk olarak Knopp

Çekirdek Teoremi ile bir dizinin r−limit cümleleri ve bilinen çekirde§i aras�ndaki

ili³ki verilmi³tir. Daha sonra B−çekirdek, istatistiksel çekirdek ve Rough çekirdek

kavramlar� verildi.
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This thesis consist of four chapters. The �rst chapter is devoted to the intro-

duction. In the second chapter, some fundamental de�nitions and theorems which

will be used in the later chapters are given.

In the third chapter, some convergence types are investigated. First, the con-

cept of Banach limit is given and using this concept, almost convergence sequences

are studied. Then σ−convergence, statistical convergence, rough convergence and

rough statistical convergence are investigated.

In the last chapter, core of real sequences are introduced. The concept of

K − core and Knopp's Core Theorem are given. In addition, the relations between

r−limit sets and ordinary core of a sequence are investigated. Finally, the concepts

of B − core, statistical core and Rough core are studied.
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S�MGELER

N : Do§al say�lar cümlesi,

R : Reel say�lar cümlesi,

w : Reel terimli bütün dizilerin uzay�,

(C, 1) : Birinci mertebeden Cesàro matrisi,

c : Reel terimli yak�nsak dizilerin uzay�,

c0 : Reel terimli s�f�ra yak�nsak dizilerin uzay�,

ℓp : (1 ≤ p <∞) için p mutlak toplanabilen dizilerin uzay�,

ℓ∞ : Reel terimli s�n�rl� dizilerin uzay�,

F : Reel terimli hemen hemen yak�nsak dizilerin uzay�,

F0 : Reel terimli s�f�ra hemen hemen yak�nsak dizilerin uzay�,

Vσ : Reel terimli σ− yak�nsak dizilerin uzay�,

V0σ : Reel terimli s�f�ra σ− yak�nsak dizilerin uzay�,

χK : K cümlesinn karakteristik fonksiyonu,

st− lim : �statistiksel limit,

st− lim sup : �statistiksel üst limit,

st− lim inf : �statistiksel alt limit,

δ (K) : K cümlesinin (do§al) yo§unlu§u,

Lx : x dizisinin al�³�lm�³ limit noktalar�n�n cümlesi,

∧x : x dizisinin istatistiksel limit noktalar�n�n cümlesi,

Γx : x dizisinin istatistiksel de§me noktalar�n�n cümlesi,

st− LIM rx : x dizisinin r-istatistiksel limit noktalar� cümlesi,

LIMINF rx : x dizisinin rough limit inferiyoru,

LIMSUP rx : x dizisinin rough limit superiyoru.
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1. G�R��

Dizilerin bilinen yak�nsakl�§�ndan sonra Lorentz [1] (1948), Banach limitleri

yard�m�yla bir dizinin hemen hemen yak�nsakl�§�n� tan�mlam�³ ve hemen hemen

yak�nsak dizileri karakterize etmi³tir. Raimi [2], özel durumda Banach limiti olan,

σ−ortalamalar� kullanarak σ−yak�nsak dizileri tan�mlam�³ ve karakterize etmi³tir.

Reel say� dizisi için bilinen yak�nsakl�k kavram�, ba§�ms�z olarak Fast [3] ve

Schoenberg [4] taraf�ndan istatistiksel yak�nsakl�§a geni³letildi. Genel olarak istatis-

tiksel yak�nsakl�k, al�³�lm�³ yak�nsakl�§�n özelliklerini sa§lar. Fridy ve Orhan [5] bir

dizinin istatistiksel in�mum ve supremum kavramlar�n� vererek, istatistiksel çekir-

de§ini tan�mlad�lar.

Ölçüye göre yak�nsakl�k kavram�n�n özel bir hali olan istatistiksel yak�nsakl�k

kavram�ndan sonra bu alandaki çal�³malar hem h�z kazanm�³ hem de geni³lemi³tir

[5], [6], [7].

Rough yak�nsakl�k kavram� ve bir dizinin roough limit in�mum ve supremum

tan�mlar� ilk defa Phu [8] (2001) taraf�ndan verilmi³tir. Son zamanlarda Aytar [9]

(2008), Rough istatistiksel yak�nsakl�§� tan�mlam�³ ve bununla ilgili baz� sonuçlar

ortaya koymu³tur.

Biz bu çal�³mam�zda; yukar�da sözünü etti§imiz kavramlarla ilgili yap�lan ça-

l�³malar�n baz�lar�n� derleyip düzenledik.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, daha sonra kullanaca§�m�z temel tan�m ve teoremler verildi.

2.1. Temel Tan�mlar

Tan�m 2.1.1. [10] X bo³ olmayan bir cümle olmak üzere,

+ : X ×X −→ X , (x, y) −→ x+ y

ve

· : R×X −→ X, (λ, x) −→ λ.x

fonksiyonlar� her x, y, z ∈ X ve λ, µ ∈ R için

l1) x+ y = y + x

l2) (x+ y) + z = x+ (y + z)

l3) x+ θ = x olacak ³ekilde bir θ ∈ X var

l4) x+ (−x) = θ olacak ³ekilde bir −x ∈ X var

l5) 1.x = x

l6) λ (x+ y) = λx+ λy

l7) (λ+ µ)x = λx+ µx

l8) λ(µx) = (λµ) x

³artlar�n� sa§l�yor ise, X cümlesine R üzerinde bir lineer uzay veya reel lineer uzay

denir. Biz reel lineer uzay yerine lineer uzay ifadesini kullanaca§�z. Reel terimli bütün

dizilerin cümlesi w ile gösterilir. w koordinatsal toplam ve skalerle çarpma i³lemi diye

bilinen x, y ∈ w; λ ∈ R için (xn) + (yn) = (xn + yn) ve λ(xn) = (λxn) i³lemleriyle

lineer uzayd�r.

Y, X lineer uzay�n�n bir alt cümlesi olsun. E§er her λ, µ ∈ R ve her y1, y2 ∈ Y

için λy1+µy2 ∈ Y ise Y ye X uzay�n�n bir altuzay� denir. w uzay�n�n her altuzay�na

bir dizi uzay� denir.

Tan�m 2.1.2. [11] X, bir lineer uzay ve M de X uzay�n�n bo³ olmayan bir alt

cümlesi olsun. M deki vektörlerin bütün lineer kombinasyonlar�n�n cümlesine M `

nin gereni (lineer hull) denir ve span (M) veya hull (A) ile gösterilir.

Tan�m 2.1.3. [11] X, bir lineer uzay olmak üzere, f : X −→ R dönü³ümüne

fonksiyonel denir. Verilen bir f fonksiyoneli ve her x, y ∈ X için,

f (x+ y) ≤ f (x) + f (y)



ise f ye alttoplamsal,

f (x+ y) = f (x) + f (y)

ise toplamsald�r denir.

Her α ≥ 0 ve x ∈ X için f (αx) = αf (x) ise f fonksiyoneline homojendir

denir. E§er homojen bir fonksiyonel alttoplamsal ise altlineer, toplamsal ise lineerdir

denir.

Tan�m 2.1.4. [10] (Metrik Uzay) X bo³ olmayan bir cümle olsun.

d : X ×X −→ R fonksiyonu her x, y, z ∈ X için;

M1) d(x, y) ≥ 0,

M2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

M3) d(x, y) = d(y, x),

M4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

³artlar�n� sa§l�yor ise d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir

metrik uzay denir. w lineer uzay�;

d(x, y) =
∞∑
n=0

1

2n
|xn − yn|

(1 + |xn − yn|)

ile bir metrik uzayd�r.

Tan�m 2.1.5. [10] X bir cümle olsun. X üzerinde tan�mlanan ≼ ba§�nt�s�

x, y, z ∈ X için;

1) x ≼ x,

2) x ≼ y ve y ≼ x ise x = y,

3) x ≼ y ve y ≼ z ise x ≼ z

³artlar�n� sa§lar ise ≼ ba§�nt�s�na X üzerinde bir k�smi s�ralama ba§�nt�s� denir. Bu

durumda X cümlesine k�smi s�ral� cümle denir. K�smi s�ral� bir X cümlesi için;

x, y ∈ X =⇒ x ≼ y veya y ≼ x

özelli§i geçerli ise tam s�ral� cümle denir.

Teorem 2.1.1 (Hahn-Banach Teoremi). [10] X bir lineer uzay,M, X uzay�n�n

bir alt uzay� ve p : X −→ R altlineer fonksiyonel olsun. f , M üzerinde reel de§erli

lineer bir fonksiyonel ve her x ∈M için

f (x) ≤ p (x)

oluyorsa, bu durumda f fonksiyonelinin X uzay�na bir g lineer geni³lemesi mev-

cuttur, öyleki her x ∈ X için

g (x) ≤ p (x)

3



ve ayr�ca her x ∈M için

f (x) = g (x)

dir.

Tan�m 2.1.6. [10] X bir lineer uzay ve ∥.∥ : X −→ R olsun. E§er ∀x, y ∈ X

ve ∀λ ∈ R için;

n1) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0,

n2) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ ,
n3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

³artlar� sa§lan�yorsa, ∥.∥ fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X, ∥.∥) ikilisine de

normlu uzay denir.

Tan�m 2.1.7. [10] X bir normlu uzay ve (xk) da bu uzayda bir dizi olsun.

1) E§er X uzay�,

lim
k−→∞

∥xk − x∥ = 0

olacak ³ekilde bir x eleman� içeriyorsa, (xk) dizisi x noktas�nda yak�nsakt�r denir.

Bu durum xk −→ x ile gösterilir ve x noktas�na (xk) dizisinin limiti ad� verilir.

2) E§er her ε > 0 say�s� ve n, k > N için,

∥xn − xk∥ < ε

olacak ³ekilde bir N say�s� varsa, (xk) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tan�m 2.1.8. [10] (X, ∥.∥) normlu uzay�ndaki her Cauchy dizisi yak�nsak ise,

X uzay�na tam normlu uzay veya Banach uzay� denir.

Dizi uzaylar� teorisinde s�kl�kla kullan�lan ve standart dizi uzaylar� olarak ad-

land�r�lan dizi uzaylar�;

ℓ∞ =

{
x = (xk) : sup

k∈N
|xk| <∞

}
c =

{
x = (xk) : ∃ l ∈ R öyleki lim

k
|xk − l| = 0

}
c0 =

{
x = (xk) : lim

k
|xk| = 0

}
ℓp =

{
x = (xk) :

∑
k

|xk|p <∞

}

d�r. ℓ∞, c ve c0 uzaylar�;

∥x∥∞ = sup
k∈N

|xk|

4



normu ile ve ℓ∞ için ℓp uzay�;

∥x∥p =

(
∞∑
k=0

|xk|p
)1/p

normu ile Banach uzaylard�r. Bu uzaylardan elde edilebilen baz� dizi uzaylar�;

sn =
∑

k xk olmak üzere;

bs = {x = (xk) : (sn) ∈ ℓ∞}

cs = {x = (xk) : (sn) ∈ c}

bv =

{
x = (xk) :

∑
k

|xk − xk+1| <∞

}

dir. bs ve cs uzaylar�;

||x||bs = sup
n

|sn|

normu ile bv ve bv0 = bv ∩ c0 uzaylar� da;

||x||bv =
∞∑
k=1

|xk − xk+1|+ limxk

||x||bv0 =
∞∑
k=1

|xk − xk+1|

normlar� ile Banach uzaylar�d�r.

Tan�m 2.1.9. [10] I ⊂ R üzerinde tan�ml�, reel de§erli fonksiyonlar�n cümlesi

F (I) olsun. (fn) ⊆ F (I) dizisine fonksiyon dizisi veya de§i³ken terimli dizi denir.

Tan�m 2.1.10. [10] (fn) dizisinin I ⊆ R aral�§� üzerinde bir f fonksiyonuna

noktasal yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art ; ∀ε > 0 ve her bir x ∈ I için ∃n0

öyleki ∀n > n0 için |fn (x)− f (x)| < ε dir.

Tan�m 2.1.11. [10] (fn) dizisinin I ⊆ R aral�§� üzerinde bir f fonksiyonuna

düzgün yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art; ∀ε > 0 için ∃n0 öyleki ∀n > n0 ve

∀x ∈ I için |fn (x)− f (x)| < ε dir.

5



2.2. Matris Dönü³ümleri

Tan�m 2.2.1. A = (ank) reel terimli sonsuz bir matris x = (xk) bir dizi olsun.

E§er her n için,

An (x) =
∑
k

ankxk

serileri yak�nsak ise, (An (x)) dizisine (xk) dizisinin A matrisi ile elde edilen dönü³üm

dizisi denir.

X, Y herhangi iki dizi uzay� ve A da sonsuz bir matris olsun. E§er her x ∈ X

için Ax = (An (x)) ∈ Y ise, A matrisi X uzay�ndan Y uzay�na bir matris dö-

nü³ümü denir. X uzay�ndan Y uzay�na tan�ml� bütün matrislerin s�n�f� (X,Y ) ile

gösterilir. E§er Ax dönü³üm dizisi mevcut ve bir l de§erine yak�nsak ise x dizisi l

ye A−toplanabilirdir denir ve A − limx = l yaz�l�r. Toplam� ya da limiti koruyan

matrislerin s�n�f� (X,Y ; p) ile gösterilir. Özel olarak X = Y = c al�n�rsa A ∈ (c, c)

matrisine konservatif matris, A ∈ (c, c; p) matrisine regüler matris denir. Bir A

matrisinin regülerlik ³artlar� Silverman-Toeplitz Teoremi olarak bilinen a³a§�daki

teoremle verildi.

Teorem 2.2.1. [10] (Silverman-Toeplitz Teoremi) Bir A matrisinin re-

güler olmas� için gerek ve yeter ³art

∥A∥ = supn

∑
k |ank| <∞,

limn ank = 0 , her k için ,

limn

∑
k ank = 1

³artlar�n� sa§lamas�d�r.

Tan�m 2.2.2. [10] (qn) , elemanlar�n�n hepsi s�f�r olmayan, pozitif say�lar�n bir

dizisi ve

Qn = q1 + q2 + ...+ qn, n = 1, 2, ...

olsun. Bu durumda;

tn =
q1x1 + q2x2 + ...+ qnxn

Qn

ile tan�ml� (tn) dönü³ümüne, x' in Riesz dönü³ümü denir. Bu dönü³üme kar³�l�k gelen

Riesz matrisi,

rnk =

{
qk
Qn

, k ≤ n

0 , k > n

6



ile verilir. E§er her n için qn = 1 al�n�rsa, Riesz matrisi birinci mertebeden Cesáro

matrisi denilen ve (C, 1) ile gösterilen

cnk =

{
1

n+1
, k ≤ n

0 , k > n

matrisine indirgenir. Cesáro matrisi regüler matrislere bir örnek olarak verilebilir.
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3. YAKINSAKLIK ÇE��TLER�

3.1. Banach Limiti ve Hemen Hemen Yak�nsakl�k

Bu bölümde Banach limiti ve buna ba§l� olarak hemen hemen yak�nsakl�k kav-

ram� verilmi³tir. Hahn Banach teoreminin reel de§erli bütün s�n�rl� dizilerin uzay�

olan ℓ∞ lineer uzay�na bir uygulamas�, Banach limit kavram�n�n do§mas�na yol aç-

m�³t�r. Bu kavram ilk olarak Banach [12] taraf�ndan tan�t�ld�.

Tan�m 3.1.1. [13] (Banach Limiti) L : ℓ∞ −→ R sürekli ve lineer bir

fonksiyon olsun. E§er

B1) Her n = 0, 1, ... için xn ≥ 0 olmak üzere L (x) ≥ 0,

B2) Dx = D ({xn}) = {xn+1} olmak üzere her x ∈ ℓ∞ için L (x) = L (Dx),

B3) e = (1, 1, ...) olmak üzere L (e) = 1

³artlar�n� sa§lar ise L' ye bir Banach limiti denir.

Bu çal�³ma boyunca bütün Banach limitlerinin cümlesi α ile gösterilecektir.

Teorem 3.1.1. L bir Banach limiti ise bütün x ∈ ℓ∞ için

(2.1) lim
n

inf xn ≤ L (x) ≤ lim
n

sup xn

dir.

Buna ba§l� olarak e§er x yak�nsak bir dizi ise her L ∈ α için

L (x) = lim
n
xn

olur ve dolay�s�yla yak�nsak bir dizinin bütün Banach limitleri çak�³�kt�r. Fakat Ba-

nach limitleri çak�³�k olup, yak�nsak olmayan diziler de vard�r. Örne§in yak�nsak

olmayan x = (1, 0, 1, 0, ..) dizisi al�nd�§�nda her L ∈ α için;

L (x) = 1
2
[L (x) + L (Dx)] = 1

2
L (x+Dx)

= 1
2
L (e) = 1

2

oldu§undan bu dizinin bütün Banach limitleri çak�³�kt�r. Banach limitleri çak�³�k

olan dizileri karakterize etmek için Lorentz [1];

p : ℓ∞ −→ R olmak üzere;



(2.2) p (x) = inf
k
lim
j

sup
1

k

k∑
i=1

xni+j

fonksiyonelini tan�mlad�. Bu fonksiyonel ayn� zamanda Banach limitlerinin varl�§�

hakk�nda da bilgi verir. p altlineer fonksiyoneli hakk�nda a³a§�daki teoremler bilinir.

Teorem 3.1.2. L ∈ α ve x ∈ ℓ∞ için

lim inf xn ≤ −p (−x) ≤ L (x) ≤ p (x) ≤ lim sup xn

d�r.

Teorem 3.1.3. Bir x ∈ ℓ∞ dizisinin bütün Banach limitlerinin çak�³mas� için

gerek ve yeter ³art p (x) = −p (−x) olmas�d�r.

Bu teorem hemen hemen yak�nsak dizileri karakterize etmek için Lorentz'e [1]

kaynak olmu³tur.

Tan�m 3.1.2. [1] (Hemen Hemen Yak�nsak Dizi) S�n�rl� bir x dizisinin bütün

Banach limitleri çak�³�k ise x' e hemen hemen yak�nsak dizi denir.

Hemen hemen yak�nsak bütün dizilerin uzay� F, s�f�ra hemen hemen yak�nsak dizi-

lerin uzay� da F0 ile gösterilir. E§er x dizisi bir b de§erine hemen hemen yak�nsak

ise F − limx = b yaz�l�r. Teorem 3.1.3 den dolay� p yard�m�yla F ;

F = {x ∈ ℓ∞ : p (x) = −p (−x)}

³eklinde karakterize edilir.

Teorem 3.1.4. [1] F − limx = b olmas� için gerek ve yeter ³art n' ye göre

düzgün olarak

lim
m

1

m+ 1

m∑
i=0

xn+i = b

olmas�d�r.

Tan�m 3.1.3. E§er A ∈ (F, c; p) ; yani her x ∈ F için Ax ∈ c ve

F − limx = limAx

ise, A matrisine kuvvetli regüler matris denir.

Teorem 3.1.5. [1] Regüler bir A matrisinin kuvvetli regüler olmas� için gerek

ve yeter ³art

lim
n

∑
k

|an,k − an,k+1| = 0

olmas�d�r.
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Tan�m 3.1.4. E§er A ∈ (c, F ; p) ise A matrisine hemen hemen regüler matris

denir.

Teorem 3.1.6. Bir A matrisinin hemen hemen regüler olmas� için gerekli ve

yeterli ³artlar
∥A∥ = supn

∑
k |ank| <∞,

F − limn ank = 0, her k için,

F − limn

∑
k ank = 1

d�r.

Tan�m 3.1.5. E§er her x ∈ F için f − limAx = f − limx ise o zaman A,

F−regülerdir, denir ve A ∈ (F, F ; p) ile gösterilir.

Teorem 3.1.7. A matrisinin F-regüler olmas� için gerek ve yeter ³art A−hemen

hemen regülerdir ve

lim
p

∞∑
n=0

1

p+ 1

∣∣∣∣∣
p∑

i=0

(an+i,k − an+i,k+1)

∣∣∣∣∣ = 0, i' de düzgün olarak

olmas�d�r.

3.2. σ−yak�nsakl�k

Tan�m 3.2.1. [14] σ : N −→ N bire-bir bir dönü³üm olsun. E§er ϕ : ℓ∞ −→ R
lineer ve sürekli fonksiyoneli a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa ϕ fonksiyoneline bir σ−
limit (ortalama) denir.

i) Her n için xn ≥ 0 ise ϕ (x) ≥ 0 ,

ii) e = (1, 1, 1, ...) için ϕ (e) = 1,

iii) Her x ∈ ℓ∞ için ϕ
[(
xσ(n)

)]
= ϕ (x) .

Bütün σ− ortalamalar�n cümlesi Mσ ile gösterilir. Her ϕ ∈ Mσ için ϕ (x) = b olan

s�n�rl� diziye b de§erine σ− yak�nsakt�r, denir ve σ − limx = b yaz�l�r.

Bütün σ− yak�nsak dizilerin uzay� Vσ, s�f�ra σ− yak�nsak dizilerin uzay�

da V0σ ile gösterilir. Özel olarak σ (n) = n + 1 al�n�rsa; σ−limit, Banach limitine

ve Vσ da F ' ye indirgenir. Bu durumda her σ−limit, c üzerindeki lineer olan limit

fonksiyonelinin ℓ∞ uzay�na geni³letilmesidir. Dolay�s�yla c ⊂ Vσ olur.

Teorem 3.2.1. [14] S�n�rl� bir dizinin σ− yak�nsak olmas� için gerek ve yeter

³art

tpn (x) =
1

p+ 1

p∑
i=0

xσi(n)

10



olmak üzere, n do§al say�s�na göre düzgün olarak

lim
p
tpn (x) = b

olmas�d�r.

Tan�m 3.2.2. E§er A ∈ (c, Vσ; p) ise A matrisine σ−regüler matris denir.

Teorem 3.2.2. [14] Bir A matrisinin σ−regüler olmas� için gerekli ve yeterli

³artlar

∥A∥ = supn

∑
k |ank| <∞,

σ − limn ank = 0 , her k için

σ − limn

∑
k ank = 1

olmas�d�r.

Tan�m 3.2.3. E§er A ∈ (Vσ, c; p) ise A matrisine Vσ−regüler matris denir.

Teorem 3.2.3. [2] A regüler bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin

Vσ−regüler matris olmas� için gerek ve yeter ³art

lim
n

∑
k

∣∣ank − an,σ(k)
∣∣ = 0

olmas�d�r.

3.3. �statistiksel Yak�nsakl�k

K ⊂ N ve |K| ile K cümlesinin kardinal say�s� gösterilsin.

Tan�m 3.3.1. ([15], sh. 247) K, N nin bir alt cümlesi ve Kn = {k ≤ n : k ∈ K}
olsun. E§er

(2.3) δ (K) = lim
n

|Kn|
n

limiti mevcut ise δ (K) say�s�naK cümlesinin do§al yo§unlu§u veya yo§unlu§u denir.

Tan�m 3.3.2. (Karakteristik Fonksiyon) χK : K −→ [0, 1] fonksiyonu

χK (n) =

{
1 , n ∈ K

0 , n /∈ K

³eklinde tan�ml� ise χK fonksiyonuna K cümlesinin karakteristik fonksiyonu denir.

11



δ (K) veya δ (N \K) yo§unluklar�ndan herhangi biri mevcut ise;

δ (K) = 1− δ (N \K)

e³itli§i mevcuttur. E§er K cümlesi sonlu elemanl� bir cümle ise δ (K) = 0 oldu§u

aç�kt�r.

(ak) pozitif say�lar�n bir dizisi ve K = {ak : k ∈ N} olmak üzere δ (K) mevcut

ise

δ (K) = lim
n

n

an

dir. ([15], sh. 247). Örne§in,

K1 =
{
k2 : k ∈ N

}
cümlesi için δ (K1) = 0

ve

K2 = {2k + 1 : k ∈ N} cümlesi için δ (K2) =
1

2
dir. �üphesiz δ (N) = 1 dir.

K cümlesinin karakteristik fonksiyonu χK ve C1 Cesáro matrisi olmak üzere;

(C1χK)n = |Kn|
n

oldu§undan (2.3) limiti

δ (K) = lim
n

(C1χK)n

ile verilebilir.

Bundan sonra δ (E) = 1 olmak üzere her k ∈ E için bir P (k) özelli§i

gerçekleniyorsa hemen hemen her k için P (k) özelli§i gerçekleniyor diyece§iz ve

bunu �h.h.k� ile k�saltaca§�z.

Tan�m 3.3.3. ([3], [16],[6]) Her ε > 0 için K = K (ε) = {k ∈ N : |xk − l| ≥ ε}
cümlesinin yo§unlu§u s�f�r ise x = (xk) dizisi l say�s�na istatistiksel yak�nsakt�r denir.

Bu durumda st− limx = l yaz�lacakt�r.

Teorem 3.3.1. [6] st − limx = l olmas� için gerek ve yeter ³art δ (E) = 0

olacak biçimde N nin bir E alt cümlesi vard�r ve N \ E = {nk : k ∈ N} olmak üzere

xnk
→ l, (al�³�lm�³ anlamda), (k → ∞) olmas�d�r.

Bundan böyle, s, s0, sb sembolleriyle s�ras�yla istatistiksel, s�f�ra istatistiksel

ve s�n�rl� istatistiksel yak�nsak dizilerin uzay� ifade edilecektir.

�imdi baz� örnekler verelim.

Örnek 3.3.1.

xk =

{
1 , k = m2 (m = 1, 2, ...)

0 , k ̸= m2

12



³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisini göz önüne alal�m. Her ε > 0 için

|{k ≤ n : |xk| ≥ ε}| ≤ |{k ≤ n : xk ̸= 0}| ≤
√
n

oldu§undan

lim
n

1

n
|{k ≤ n : xk ̸= 0}| ≤ lim

n

√
n

n
= 0

elde edilir. Demek ki ∀ε > 0 için {k ∈ N : |xk − 0| ≥ ε} cümlesinin elemanlar� hariç

di§er bütün k do§al say�lar� için |xk − 0| < ε oldu§undan st− limx = 0 d�r.

Örnek 3.3.2.

xk =

{ √
k , k = m2 (m = 1, 2, ...)

1 , k ̸= m2

³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisi için st− limx = 1 d�r.

Burada istatistiksel yak�nsakl�k ile Cauchy anlam�nda yak�nsakl�k aras�nda

nas�l bir ili³ki olabilece§i sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki bilinen anlamda

yak�nsak olan her dizi istatistiksel yak�nsakt�r. Fakat yukar�daki örneklerden de görü-

lebilece§i gibi s�n�rl� �raksak ya da s�n�rs�z �raksak baz� diziler de istatistiksel yak�nsak

olabilmektedir.

�statistiksel yak�nsakl�k ile klasik toplanabilme metodlar� aras�ndaki ili³ki

Friday [6] taraf�ndan incelenmi³tir.

Teorem 3.3.2. [6] Hiç bir matris toplanabilme metodu istatistiksel yak�nsakl�k

metodunu içermez. Yani her x ∈ s için A − lim x = st − limx = l olacak biçimde

bir A matrisi yoktur.

Klasik matris metodlar�n�n özel bir s�n�f�n�n arakesiti ile matris toplanabilme

ve istatistiksel yak�nsakl�k aras�nda kuvvetli bir ili³ki Friday ve Miller [17] taraf�ndan

verilmi³tir.

Matris toplanabilme ve istatistiksel yak�nsakl�k aras�nda kesin bir sonuç elde

etmek için matrislerin a³a§�daki s�n�f�n� tan�taca§�z.

Negatif olmayan alt üçgensel A = (ank) matrisleri için;

i) Her n ∈ N için
∞∑
k=1

ank = 1

ii) K ⊆ N olmak üzere δ (K) = 0 oldu§unda lim
∑
k∈K

ank = 0

³artlar� sa§lan�r ise A matrisine τ s�n�f�ndad�r denir. τ s�n�f�na ait her bir A matrisi

negatif olmayan terimlerden olu³tu§undan (i) ve (ii) ³artlar�, A matrisinin regüler-

li§ini garanti eder.
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�imdi ilgili karakterizasyonu verebiliriz.

Teorem 3.3.3. [17] S�n�rl� bir x dizisi için st− limx = l olmas� için gerek ve

yeter ³art her A ∈ τ için A− limx = l olmas�d�r.

�statistiksel yak�nsakl�k metodu
{
(−1)k

}
gibi periyodik bir diziyi toplaya-

maz, yani
{
(−1)k

}
dizisi istatistiksel yak�nsak de§ildir. Bu nedenle istatistiksel ya-

k�nsakl�k metodu, klasik toplanabilme metodlar�n�n bir ço§unu içermez. Bu göz-

lemlerimiz Teorem3.3.2 ile birle³tirilirse istatistiksel yak�nsakl�k metodunun a³ikar

olmayan herhangi bir matris metodu ile kar³�la³t�r�lamayaca§�n� dü³ünebiliriz. Fakat

durum böyle de§ildir. Bunun için a³a§�daki örne§i gözönüne alal�m.

Örnek 3.3.3.

ank =


1 , n kare de§il ve k = n
1
2

, k = n veya k = (m− 1)2 ve n = m2, (m = 1, 2, 3, ...)

0 , di§er durumlarda.

³eklinde bir A = (ank) matrisi tan�mlayal�m. Herhangi bir x dizisi için;

(Ax)n =


x1

2
, n = 1

[x(m−1)2
+xm2 ]

2
, n = m2 , (m = 1, 2, ...)

xn , n ̸= m2

elde edilir. Böylece A = (ank)matrisi üçgensel ve regülerdir. Amatrisinin istatistiksel

yak�nsakl�k taraf�ndan içerildi§ini görmek için limn (Ax)n = l oldu§unu kabul edelim.

Bu durumda lim
n ̸=m2

xn = l ve

|{k ≤ n : (Ax)n ̸= xn}| ≤
√
n

olup

lim
n

1

n
|{k ≤ n : (Ax)n ̸= xn}| ≤ lim

n

1

n

√
n = 0

d�r. Dolay�s�yla h.h.k için (Ax)n = xn olup st− limx = l dir.

Burada uyaral�m ki; A = (ank) matrisi, yak�nsakl�§a denk de§ildir. Bunun

için x = (xk) dizisini

xk =

{
(−1)m , k = m2 , (m = 1, 2, ...)

0 , k ̸= m2

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda n > 1 ve (n→ ∞) için (Ax)n → 0 olur, fakat

x dizisi yak�nsak de§ildir.
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3.4. �statistiksel Üst Limit ve Alt Limit

Bu k�s�mda diziler reel terimli olmak üzere; öncelikle bir dizinin de§me nok-

talar� ve limit noktalar� kavram�n�n istatistiksel benzerleri, istatistiksel de§me ve

istatistiksel limit noktalar�n�n temel özellikleri verilerek, bu noktalar ile al�³�lm�³

limit noktalar� aras�ndaki benzerlikler ve farklar verilecektir.

Bu nedenle baz� önemli terminoloji ve notasyonlar� verece§iz.

x = (xk) dizisinin de§er cümlesi {xk : k ∈ N} ile gösterilir.
{
xk(j)

}∞
j=1

,

x = (xk) dizisinin bir alt dizisi ve K = {k (j) : j ∈ N} ise
{
xk(j)

}∞
j=1

yerine {x}K
yaz�l�r. δ (K) = 0 ise {x}K dizisine s�f�r yo§unlu§a sahip bir alt dizi veya bir ince

alt dizi denir. δ (K) ̸= 0 ise {x}K dizisine, x = (xk) dizisinin ince olmayan bir alt

dizisidir denir [5].

Bir x dizisinin bir L say�s�na yak�nsayan bir alt dizisi varsa L say�s� x dizisinin

al�³�lm�³ bir limit noktas�d�r. �statistiksel limit noktas� ise x dizisinin, alt dizisinin

yo§unlu§u göz önüne al�narak Fridy ve C. Orhan [5] taraf�ndan verilmi³tir.

Tan�m 3.4.1. [5] Bir x dizisinin bir λ say�s�na yak�nsayan ince olmayan bir alt

dizisi varsa λ say�s�na x dizisinin bir istatistiksel limit noktas�d�r denir.

Bir x dizisinin al�³�lm�³ limit noktalar�n�n cümlesi Lx ile, istatistiksel limit

noktalar�n�n cümlesi ise ∧x ile gösterilir.

Örnek 3.3.1 de tan�mlanan x dizisi için Lx = {0, 1} ve ∧x = {0} d�r.

Herhangi bir x dizisi için ∧x ⊆ Lx oldu§u aç�kt�r. ∧x ve Lx çok farkl� olabilir,

örne§in ∧x = ∅ oldu§unda Lx = R olacak ³ekilde bir x dizisi Fridy [5] taraf�ndan

verilmi³tir.

Örnek 3.4.1. {rk}∞k=1 , de§er cümlesi tüm rasyonel say�lar cümlesi olan bir

dizi ve x = (xk) dizisi

xk =

{
rn , k = n2 , (n = 1, 2, ...)

k , k ̸= n2

³eklinde tan�mlans�n.

K =
{
k = n2 : n ∈ N

}
olmak üzere δ (K) = 0 oldu§undan ∧x = ∅ dir. {rk : k ∈ N} cümlesi R de yo§un

oldu§undan Lx = R dir [5].

Bir x dizisinin bir L limit noktas� �L merkezli her aç�k aral�k x dizisinin sonsuz

çoklukta terimini içerir� ifadesi ile karakterize edilebilir.

Bu kriterin bir istatistiksel benzeri Friday [5] taraf�ndan verilmi³tir.
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Tan�m 3.4.2. [5] Her ε > 0 için {k ∈ N : |xk − γ| < ε} cümlesi s�f�r yo§unlu§a

sahip de§ilse γ say�s�na x dizisinin bir istatistiksel de§me noktas� denir.

Bir x dizisinin tüm istatistiksel de§me noktalar�n�n cümlesi Γx ile gösterilir.

Herhangi bir x dizisi için Γx ⊆ Lx oldu§u aç�kt�r. Γx ve ∧x aras�ndaki içerme ba§�nt�s�

a³a§�daki önerme ile verilmektedir.

Önerme 1. [5] Herhangi bir x dizisi için ∧x ⊆ Γx dir.

Al�³�lm�³ limit noktalar� ile ilgili tecrübelerimiz bizi ∧x ve Γx cümlelerinin

e³it olaca§� ümidine götürür, fakat durumun böyle olmad�§� Friday [5] taraf�ndan

gösterilmi³tir.

E§er st− limx = λ ise ∧x = Γx = {λ} dir. Fakat kar³�t�n�n do§ru olmad�§�n�

Friday [5] göstermi³tir:

(xk) =
{(

1 + (−1)k
)
k
}
dizisi için ∧x = Γx = {0} fakat st − limx mevcut

de§ildir.

Verilen bir x dizisinin istatistiksel yak�nsakl�§� veya istatistiksel yak�nsak

olmay�³�, x dizisinin ince bir alt dizisinin de§erlerini de§i³tirmekle de§i³mez.

Bu özelli§in istatistiksel limit noktalar� ve istatisitksel de§me noktalar� içinde

geçerli oldu§u Friday [5] a³a§�daki teoremde göstermi³tir.

Teorem 3.4.1. x ve y h.h.k için xk = yk olacak ³ekilde iki dizi olsun. Bu

durumda ∧x = ∧y ve Γx = Γy dir.

�imdi istatistiksel üst limit ve alt limit kavramlar�n� ve al�³�lm�³ üst limit ve

alt limitin özelliklerinin baz� istatistiksel benzerlerini verece§iz.

Reel terimli bir x = (xk) dizisi için

Bx = {b ∈ R : δ {k : xk > b} ≠ 0}

ve

Ax = {a ∈ R : δ {k : xk < a} ≠ 0}

olsun.

Burada δ (K) ̸= 0 olmas�n� �δ (K) > 0 veya K yo§unlu§a sahip de§il� anla-

m�nda alaca§�z.

Tan�m 3.4.3. [5] Bir x dizisinin istatistiksel üst limiti

st− lim supx =

{
supBx , Bx ̸= ∅
−∞ , Bx = ∅

ile verilir .
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Benzer ³ekilde bir x dizisinin istatistiksel alt limiti

st− lim inf x =

{
inf Ax , Ax ̸= ∅
+∞ , Ax = ∅

ile verilir.

Tan�m 3.4.4. [18] Bir x = (xk) dizisi için δ {k : |xk| > B} = 0 olacak ³ekilde

bir B say�s� varsa, x dizisine istatistiksel s�n�rl�d�r denir.

�imdi bir örnek verelim.

Örnek 3.4.2.

xk =


k , k tek kare

2 , k çift kare

1 , k tek kare de§il

0 , k çift kare de§il

³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisini göz önüne alal�m. x dizisi üstten s�n�rl� de§il-

dir. δ {k ∈ N : |xk| > 1} = 0 oldu§undan x dizisi istatistiksel s�n�rl�d�r. ( Örnek 3.3.1

de δ {k = m2 : m = 1, 2, ...} = 0 oldu§u gösterilmi³tir). Böylece Bx = (−∞, 1) ve

Ax = (0,+∞) olup st− lim sup x = 1 ve st− lim inf x = 0 d�r. x dizisi 0′ a ve 1′e ya-

k�nsayan pozitif yo§unlu§a sahip iki (ayr�k) alt diziye sahip oldu§undan istatistiksel

yak�nsak de§ildir.

Örnek 3.4.2 de tan�mlanan x = (xk) dizisinin istatistiksel de§me noktalar�n�n

cümlesi Γx = {0, 1} ve st− lim sup x bu cümlenin en büyük eleman�na, st− lim inf x

ise bu cümlenin en küçük eleman�na e³ittir [18].

Bu gözlemlere göre a³a§�daki iki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.4.2. β = st− lim sup x sonlu ise her ε > 0 için

(3.4.1) δ {k : xk > β − ε} ̸= 0 ve δ {k : xk > β + ε} = 0

dir.

Kar³�t olarak her ε > 0 için (3.4.1) gerçeklenirse β = st− lim supx dir [18].

Teorem 3.4.3. α = st− lim inf x sonlu ise her ε > 0 için

(3.4.2) δ {k : xk < α + ε} ̸= 0 ve δ {k : xk < α− ε} = 0

dir.
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Kar³�t olarak her ε > 0 için (3.4.2) gerçeklenirse α = st− lim inf x dir [18].

�statistiksel de§me noktas� tan�m�ndan ve Teorem 3.4.2 ve Teorem 3.4.3 den

st − lim sup x , x dizisinin en büyük istatistiksel de§me noktas�; st − lim inf x , x

dizisinin en küçük istatistiksel de§me noktas� olarak yorumlayabiliriz.

A³a§�daki teorem bu gözlemleri kuvvetlendirir.

Teorem 3.4.4. [18] Herhangi bir x dizisi için

st− lim inf x ≤ st− lim supx

dir.

Teorem 3.4.4 den herhangi bir x dizisi için

lim inf x ≤ st− lim inf x ≤ st− lim supx ≤ lim supx

oldu§u aç�kt�r.

Hemen belirtelim ki, istatistiksel s�n�rl�l�k st − lim supx ve st − lim inf x

de§erlerinin sonlu olmas�n� gerektirir. Böylece (2.3) ve (2.4) ³artlar� gerçeklenir.

A³a§�daki sonuç yak�nsak dizilerin temel bir özelli§inin bir istatistiksel ben-

zeridir.

Teorem 3.4.5. [18] �statistiksel s�n�rl� bir x dizisinin istatistiksel yak�nsak

olmas� için gerek ve yeter ³art

st− lim inf x = st− lim sup x

olmas�d�r.

Teorem 3.4.6. [18] Üstten s�n�rl� bir x dizisi β = st − lim sup x de§erine

C1−toplanabilirse st− limx = β d�r .

Benzer ³ekilde a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 2. [18] Alttan s�n�rl� bir x dizisi α = st−lim inf x de§erine C1−toplanabilirse
st− limx = α d�r.

Teorem 2.2.15 den üst s�n�r ³art�n�n at�lamayaca§� veya istatistiksel üst s�n�r

zay�f ³art� ile de§i³tirilemeyece§ine ili³kin bir örnek Friday ve Orhan [18] taraf�ndan

verildi:

Örnek 3.4.3.

xk =


√
k , k kare

0 , k tek kare de§il

1 , k çift kare de§il
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³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal�m. δ {k : xk = 0} = 1
2
= δ {k : xk = 1}

oldu§undan st−lim sup x = 1 ve st−lim inf x = 0 oldu§u aç�kt�r. Bu nedenle x dizisi

istatistiksel s�n�rl�d�r. �imdi C1 − limx = 1 = st− lim sup x oldu§unu gösterelim.

K2 : tam karelerin cümlesini

K0 : kare olmayan tek tam say�lar�n cümlesini

K1 : kare olmayan çift tam say�lar�n cümlesini göstersin. [t] = maks {k : k ≤ t}
olsun.

(C1x)n = 1
n

∑
k∈K0

n

xk +
1
n

∑
k∈K1

n

xk +
∑

k∈K2
n

xk

= 0 + 1
n

(
n−[

√
n]

2

)
+ 1

n

∑
i≤

√
n

i

= 1 + ◦ (1)

oldu§undan C1 − limx = 1 dir.

3.5. Rough Yak�nsakl�k

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda rough yak�nsakl�k �kri ilk olarak Phu [8]

taraf�ndan geli³tirilmi³tir. Phu, LIMrx kümesinin s�n�rl�, kapal� ve konveks oldu§unu

göstermi³ ve rough cauchy dizisi �krini ilk olarak ortaya atm�³t�r. Ayr�ca yak�nsakl�k

ve di§er yak�nsakl�k tipleri aras�ndaki ili³kileri ve LIMrx in r−roughluk derecesine

ba§l�l�§�n� ara³t�rm�³t�r.

�imdi k�saca rough yak�nsakl�k teorisindeki baz� temel kavramlar� tan�mla-

yal�m. r, bir non-negatif reel say� olmak üzere e§er x = (xk) dizisi;

∀ε > 0 için ∃kε ∈ N : k ≥ kε =⇒ |xk − x∗| < r + ε

³art�n� sa§l�yorsa (xk) dizisi x∗ a r − yakınsaktır ve x r−→ x∗ ile gösterilir.

LIM rx =
{
x∗ ∈ R : xk

r−→ x∗

}
kümesi x = (xk) dizisinin r limit cümlesi olarak adland�r�l�r. E§er LIM rx ̸= ∅ ise

x = (xk) dizisi r−yakınsak olarak adland�r�l�r. Bu durumda r, x = (xk) dizisinin

yak�nsakl�k derecesidir. r = 0 için bilinen yak�nsakl�k elde edilir.

E§er LIM rx ̸= ∅ ise

LIM rx = [lim supx− r, lim inf x+ r]

oldu§u aç�kt�r.
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Önerme 3. [8] Bir x = (xk) dizisinin x∗ a yak�nsak olmas� için gerek ve yeter

³art
−
Br (x∗) = {y ∈ R : |y − x∗| ≤ r} için LIM rx =

−
Br (x∗)

olmas�d�r.

Önerme 4. [8] Reel say�lar�n bir x = (xk) dizisinin s�n�rl� olmas� için gerek

ve yeter ³art;

LIM rx ̸= ∅

olacak ³ekilde bir r ≥ 0 olmas�d�r.

Önerme 5. [8] Lx, x = (xk) ⊂ R dizisinin bütün limit noktalar�n�n cümlesi

olsun. O zaman;

LIM rx = ∩
c∈ Lx

−
Br (c) =

{
x∗ ∈ R : Lx ⊆

−
Br (x∗)

}

olur. Her x∗ ∈ LIM rx ve her c ∈ Lx için

|x∗ − c| ≤ r

e³itsizli§i sa§lan�r.

3.6. Rough Limit �nferiyor ve Superiyor

Tan�m 3.6.1. [19] Bir x = (xk) dizisinin rough limit inferiyoru;

LIMINF rx = LIM
k→∞

rinf
k≤i
xk

ve rough limit superiyoru;

LIMSUP rx = LIM
k→∞

rsup
k≤i

xi

olarak tan�mlan�r. x = (xk) dizisi s�n�rl� ise Önerme 3 den;

LIMINF rx =
−
Br (lim inf x)

ve

LIMSUP rx =
−
Br (lim sup x)

oldu§u aç�kt�r.

Teorem 3.6.1. [19] E§er x = (xk) dizisi s�n�rl� ise ≼ ba§�nt�s�n�n tan�ml�

oldu§u aral�kta;

LIMINF rx ≼ LIMSUP rx

ba§�nt�s� geçerlidir.
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�spat. x dizisi s�n�rl� oldu§undan, y∗ = lim
n→∞

inf
n≤i
xi ve z∗ = lim

n→∞
sup
n≤i

xi mevcuttur.

Önerme 3 den;

LIMINF rx =
−
Br (y∗)

ve

LIMSUP rx =
−
Br (z∗)

yazar�z. Limit inferiyor ve limit superiyor tan�mlar�n� kullanarak;

y∗ ≤ z∗

yazar�z. Buradan ≼ ba§�nt�s�n�n tan�ml� oldu§u aral�kta;
−
Br (y∗) ≼

−
Br (z∗)

yaz�l�r. Yani reel say�lar�n [a, b] ve [c, d] gibi iki aral�§� için [a, b] ≼ [c, d] olmas�

için gerek ve yeter ³art;

a ≤ c ve b ≤ d

olmas�d�r. �

Teorem 3.6.2. [19] x = (xk) dizisi için

LIM rx = LIMINF rx ∩ LIMSUP rx

dir.

Sonuç 6. [19] x = (xk) dizisi r - yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art

LIMINF rx ∩ LIMSUP rx ̸= ∅

olmas�d�r.

3.7. Rough �statistiksel Yak�nsakl�k

Bu k�s�mda Rn, n-boyutlu normlu uzay olmak üzere rough istatistiksel yak�n-

sakl�k kavram�ndan bahsedece§iz. Bir dizinin rough istatistiksel limit noktalar�n�n

kümesini tan�mlay�p, daha sonra bu kümenin kapal� ve konveks oldu§unu gösterece-

§iz.

Tan�m 3.7.1. [9] r negatif olmayan reel bir say� olsun. x = (xk) dizisinin x∗
say�s�na r -istatistiksel yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art her ε > 0 için

{k ∈ N : ∥xk − x∗∥ ≥ r + ε}

kümesinin do§al yo§unlu§unun s�f�r olmas�d�r. Di§er bir deyi³le

st− lim sup ∥xk − x∗∥ ≤ r
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veya her ε > 0 ve hemen hemen her k için

∥xk − x∗∥ ≤ r + ε

olmal�d�r. (xk) dizisinin x∗ say�s�na r -istatistiksel yak�nsak olmas�n� xk
rst−→ x∗ ile

gösteririz. Burada r-roughluk derecesidir. r=0 için bilinen istatistiksel yak�nsakl�§�

elde ederiz.

y = (yk) dizisinin istatistiksel yak�nsak oldu§unu ve kesin olarak ölçülemedi-

§ini ve hesaplanamad�§�n� dü³ünelim. x = (xk) dizisi tüm i say�lar� için (veya hemen

hemen her i-için) ∥xk − yk∥ ≤ r ³art�n� sa§las�n. Ba³ka bir deyi³le

δ ({k ∈ N : ∥xk − yk∥ > r}) = 0

olsun. Bu durumda (xk) dizisi istatistiksel yak�nsak de§ildir, ancak a³a§�daki içerme

ba§�nt�s� geçerlidir:

{k ∈ N : ∥yk − y∗∥ ≥ ε} ⊇ {k ∈ N : ∥xk − y∗∥ ≥ r + ε}

Buradan δ ({k ∈ N : ∥yk − y∗∥ ≥ ε}) = 0 elde ederiz. Dolay�s�yla

δ ({k ∈ N : ∥xk − y∗∥ ≥ r + ε}) = 0

yazar�z. Böylece x dizisi r-istatistiksel yak�nsakt�r, deriz.

Genellikle bir dizinin rough istatistiksel limit noktalar� r-roughluk derecesi

r > 0 oldu§unda tek olmayabilir. Dolay�s�yla (xk) dizisinin r-istatistiksel rough limit

noktalar�n�n cümlesini;

st− LIM rx =
{
x∗ ∈ Rn : xk

rst−→ x∗

}
³eklinde tan�mlar�z. x dizisi st−LIM rx ̸= ∅ ³art�yla r-istatistiksel yak�nsakt�r. E§er

st− LIM rx ̸= ∅ ise x dizisi için r-istatistiksel limit noktalar�n�n cümlesi;

st− LIM rx = [st− lim sup x− r, st− lim inf x+ r]

³eklinde tan�mlan�r.

S�n�rs�z bir x dizisi için LIM rx = ∅ olur. Fakat bu dizi rough istatistiksel

yak�nsak olabilir. Örne§in; R üzerinde x dizisi;

xk =

{
(−1)k , e§er k ̸= n2 ise (n ∈ N)
k , di§er durumlarda.
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³eklinde tan�mlans�n. {1, 4, 9, 16, ...} kümesinin do§al yo§unlu§u s�f�r oldu§undan;

st− LIM rx =

{
∅ , r < 1 için

[1− r, r − 1] , di§er durumlarda.

elde ederiz. Ayr�ca tüm r ≥ 0 için LIM rx = ∅ olur.

Yukar�daki örnekten de görülebilece§i gibi st− LIM rx ̸= ∅ olmas�

LIM rx ̸= ∅ olmas�n� gerektirmemektedir. Çünkü do§al say�lar�n sonlu bir cümlesi-

nin do§al yo§unlu§u s�f�rd�r. Fakat LIM rx ̸= ∅ olmas� st− LIM rx ̸= ∅ oldu§unu

gösterir. Böylece LIM rx ⊆ st− LIM rx ba§�nt�s�n� elde ederiz. Daha aç�k olarak;

{r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅} ⊆ {r ≥ 0 : st− LIM rx ̸= ∅}

yaz�l�r. Buradan ise;

inf {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅} ≥ inf {r ≥ 0 : st− LIM rx ̸= ∅}

e³itsizli§ini elde ederiz.

Yukar�da da bahsedildi§i gibi r-roughluk derecesi r > 0 için bir dizinin rough

istatisitksel limiti tektir, diyemeyiz.

[8] den LIM rx ̸= ∅ olan s�n�rl� bir dizi için negatif olmayan reel bir r-say�s�

vard�r. Çünkü LIM rx ̸= ∅ ifadesi, st − LIM rx ̸= ∅ olmas�n� gerektirir. Böylece

a³a§�daki sonucu elde ederiz:

Sonuç 7. x = (xk) dizisi s�n�rl� ise o zaman st − LIM rx ̸= ∅ olacak ³ekilde

negatif olmayan bir r-reel say�s� vard�r.

Yukar�daki sonucun tersi geçerli de§ildir. E§er istatistiksel s�n�rl� bir dizi al�rsak

o zaman yukar�daki sonuç geçerlidir. Bununla ilgili a³a§�daki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.7.1. [9] x = (xk) dizisi istatistiksel s�n�rl�d�r gerek ve yeter ³art

st− LIM rx ̸= ∅ olacak ³ekilde negatif olmayan bir r-reel say�s� vard�r.

�spat. x dizisi istatistiksel s�n�rl� oldu§undan öyle bir M reel say�s� vard�r ki;

δ ({k ∈ N : ∥xk∥ ≥M}) = 0

olur. K = {k ∈ N : ∥xk∥ ≥M} için;

r
′
= sup {∥xk∥ : k ∈ Kc}

kümesini tan�mlayal�m. O zaman st− LIM r
′
x cümlesi Rn uzay�n�n orijin noktas�n�

içerir. Böylece st− LIM r
′
x ̸= ∅ yazabiliriz.
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E§er baz� r ≥ 0 için st − LIM rx ̸= ∅ ise o zaman öyle bir x∗ ∈ st − LIM rx

vard�r ki her ε > 0 için;

δ ({k ∈ N : ∥xk − x∗∥ ≥ r + ε}) = 0

olur. O zaman hemen hemen her xk noktalar�, r-say�s�ndan daha büyük yar�çapl� bir

aral�§�n içine dü³er. Böylece (xk) dizisi istatistiksel s�n�rl� olur. �

�imdi x = (xk) dizisinin r-istatistiksel limit noktalar� cümlesinin kapal� ve

konveks oldu§unu gösterelim.

Teorem 3.7.2. [9] x = (xk) dizisinin r-istatistiksel limit cümlesi kapal�d�r.

�spat. E§er st − LIM rx = ∅ ise durum aç�kt�r. st − LIM rx ̸= ∅ oldu§unu var-

sayal�m. O zaman bir (yk) ⊆ st − LIM rx ̸= ∅ dizisi seçebiliriz öyleki k → ∞ için

yk −→ y∗ olur. E§er y∗ ∈ st− LIM rx ̸= ∅ oldu§unu gösterirsek ispat� tamamlam�³

oluruz.

ε > 0 verilsin. yk −→ y∗ oldu§undan öyle bir k ϵ
2
∈ N vard�r ki; tüm k > k ϵ

2

için;

∥yk − y∗∥ <
ϵ

2

olur. �imdi bir i0 ∈ N seçelim. O zaman;

∥yk0 − y∗∥ <
ϵ

2

yazabiliriz. Di§er bir yanda (yk) ⊆ st− LIM rx ̸= ∅ oldu§undan yk0 ∈ st− LIM rx

olur. Yani;

(3.7.1) δ
({
k ∈ N : ∥xk − yk0∥ ≥ r +

ϵ

2

})
= 0

olur.

�imdi a³a§�daki içerme ba§�nt�s�n� gösterelim:

(3.7.2) {k ∈ N : ∥xk − y∗∥ < r + ε} ⊇
{
k ∈ N : ∥xk − yk0∥ < r +

ϵ

2

}

n ∈
{
k ∈ N : ∥xk − yk0∥ < r + ϵ

2

}
alal�m. O zaman; ∥xn − yk0∥ < r + ϵ

2
olur ve

üstelik;

∥xn − y∗∥ ≤ ∥xn − yk0∥+ ∥yk0 − y∗∥ < r + ε

yaz�l�r. Bu ise n ∈ {k ∈ N : ∥xk − y∗∥ < r + ε} anlam�na gelir. Dolay�s�yla (3.7.2)

içerme ba§�nt�s� ispatlanm�³ olur.
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(3.7.1) ifadesinden (3.7.2) ba§�nt�s�n�n sa§ taraf�ndaki kümenin do§al yo§unlu-

§unun 1 oldu§unu söyleyebiliriz. O zaman (3.7.2) ifadesinin sol taraf�ndaki kümenin

de do§al yo§unlu§u 1 olur. Böylece;

δ ({k ∈ N : ∥xk − y∗∥ ≥ r + ε}) = 0

elde ederiz ki bu da ispat� tamamlar. �

Teorem 3.7.3. [9] x = (xk) dizisinin r-istatistiksel limit cümlesi konvekstir.

�spat. x = (xk) dizisi için her ε > 0 olmak üzere y0, y1 ∈ st− LIM rx verilsin.

K1 = {k ∈ N : ∥xk − y0∥ ≥ r + ε}

ve

K2 = {k ∈ N : ∥xk − y1∥ ≥ r + ε}

kümelerini tan�mlayal�m. y0, y1 ∈ st− LIM rx oldu§undan

δ (K1) = δ (K2) = 0

yaz�l�r. Böylece her k ∈ Kc
1 ∩Kc

2 ve λ ∈ [0, 1] için;

∥xk − [(1− λ) y0 + λy1]∥ = ∥(1− λ) (xk − y0) + λ (xk − y1)∥ < r + ε

olur. δ (Kc
1 ∩Kc

2) = 1 oldu§undan;

δ ({k ∈ N : ∥xk − [(1− λ) y0 + λy1]∥ ≥ r + ε}) = 0

elde ederiz. Bu ise st− LIM rx cümlesinin konveksli§ini gösteren;

[(1− λ) y0 + λy1] ∈ st− LIM rx

ifadesinin do§rulu§unu gösterir. �
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4. B�R D�Z�N�N ÇEK�RDE��

4.1. K-Çekirdek ve Knopp Çekirdek Teoremi

�lk önce bu bölümde çok kulland�§�m�z konveks cümle tan�m�n� ve onunla ilgili

bir teoremi verelim.

Tan�m 4.1.1. [10] M , bir E lineer uzay�n�n alt cümlesi ve λ, µ ≥ 0, λ+ µ = 1

olmak üzere M kümesinin konveks olmas� için gerek ve yeter ³art her bir x, y ∈ M

için λx+ µy ∈M olmas�d�r.

Teorem 4.1.1. [20] Konveks cümlelerin herhangi say�da kesi³imleri konveks-

tir.

Tan�m 4.1.2. [21] (sn) kompleks say�lar�n bir dizisi ve Cn her n ∈ N için

sn, sn+1, sn+2, ... noktalar�n� ihtiva eden sonlu kompleks düzlemin en küçük kapal�

konveks bir cümlesi olsun. Aç�k olarak C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃, , , dir. Bu takdirde

∞∩
n=1

Cn = C

cümlesine (sn) dizisinin çekirde§i denir.

(sn) dizisinin limit noktalar�n�n cümlesi D ise bu takdirde D ⊂ C dir. Bunu

görmek için s ∈ D ve lim
i→∞

sni
= s olsun. Herhangi p pozitif tamsay�s� ald�§�m�zda

daima nr ≥ p olacak ³ekilde r belirtebiliriz. Bu takdirde snr , snr+1 , snr+2 , ... ⊂ Cp dir.

Cp kapal� oldu§undan kendisindeki her dizinin limit noktas�n� ihtiva eder. Dolay�s�yla

s ∈ Cp ve p key� oldu§undan s ∈ C dir.

O halde C, dizinin limit noktalar�n� ihtiva eden en küçük kapal� konveks bir

cümledir.

E§er C tek noktadan ibaret ise, (sn) yak�nsakt�r. C bo³ ise (yani; sonlu nokta

ihtiva etmezse), (sn) dizisine belirli �raksak denir ve (sn) ∼ ∞ ³eklinde gösterilir.

�imdi bununla ilgili örnekler verelim. E§er

sn =

{
n , n çift

ni , n tek

³eklinde tan�mlanm�³ bir dizi ise, her bir Cn kompleks düzlemin birinci bölgesinin

orijinle dik aç�l� üçgensel k�sm� kald�rd�ktan sonra kalan k�sm� oldu§undan C bo³,

yani; (sn) ∼ ∞ d�r. sn = n + (−1)n in2 ise yine (sn) ∼ ∞ dir. Fakat sn = nin veya

sn = (−1)n ise, bu takdirde her Cn kompleks düzlemin tamam� veya −1‘den +1‘e



reel eksenden ibaret oldu§undan bu dizilerin çekirdekleri bo³ de§ildir. Dolay�s�yla

söz konusu diziler belirli �raksak de§ildir.

Son örnekten de görüldü§ü gibi reel bir (xn) dizisinin çekirde§i, a ve b s�ras�yla

(xn) dizisinin sol ve sa§ limitleri üzere [a, b] aral�§�d�r.

E§er n, k = 1, 2, 3, ... için A = (ank) regüler bir matris ise; her yak�nsak

(sn) dizisinin A−dönü³ümünün çekirde§i, (sn) dizisinin çekirde§i ile ayn�d�r. Her

iki çekirdekte (sn) dizisinin limit noktas� olan tek noktadan ibarettir.

�imdi K. Knopp' un temel teoremini verelim.

Teorem 4.1.2. [21] A = (ank) non-negatif regüler bir matris ise, bu takdirde

her (sn) dizisinin çekirde§i, t =
∞∑
k=1

anksk dizisinin çekirde§ini ihtiva eder.

�spat. �spat� önce reel diziler için daha sonra kompleks diziler için verece§iz.

Reel bir (sn) dizisinin çekirde§i, [a, b] ve s
′
n =

∞∑
k=1

anks
′

k n�n çekirde§i
[
a

′
, b

′]
olsun.

[
a

′
, b

′] ⊂ [a, b] oldu§unu göstermek için b ≥ b
′
ve a ≤ a

′
oldu§unu göstermek

zorunday�z. E§er b = ∞ ise b ≥ b
′
oldu§u aç�kt�r. Fakat b sonlu ise, (sn) dizisinin

sadece sonlu say�da terimi b+ε (ε > 0) dan daha büyük kald�§�ndan, k > m oldukça

sk < b+ ε olacak ³ekilde bir m pozitif say�s� vard�r. �imdi

s
′

n =
m∑
k=1

anksk +
∞∑

k=m+1

anksk , ve her k için lim
n→∞

ank = 0

oldu§undan s
′
n ve s

′′
n =

∞∑
k=m+1

anksk dizileri ayn� limit noktas�na sahiptir. (ank)

non-negatif bir regüler matris oldu§undan

s
′′

n < (b+ ε)
∞∑
k=1

ank −→ (b+ ε) , (n −→ ∞)

dir.

Böylece s
′′
n nün her bir limit noktas� b+ ε dan küçüktür. ε key� oldu§undan

b
′ ≤ b dir.

a say�s�n�n alt limit olma özelli§ini kullanarak, benzer ³ekilde a ≤ a
′
oldu§u

gösterilebilir.

�kinci k�sm�n ispat� için kompleks terimli dizilere kar³�l�k yeni bir çekirdek

tan�m�na ihtiyaç vard�r. �

Tan�m 4.1.3. [21] Her L do§rusu düzlemi iki yar�-düzleme böler. E§er S nokta

cümlesi böyle bir yar�-düzlemde kal�rsa (noktalar�n hepsi veya bir k�sm� L üzerinde

kalabilir) L ye S için bir `s�n�r do§rusu' denir.

Bu tan�m�n �³�§� alt�nda kompleks diziler için çekirdek tan�m�n� ³öyle verebi-

liriz.
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Kompleks terimli bir (sn) dizisi verilmi³ olsun. E§er (sn) s�n�r do§rusuna

sahip de§ilse çekirde§i düzlemin tamam�d�r. S�n�r do§rusuna sahip ise, çekirde§i

limit noktalar�n� ihtiva eden yar�-düzlemlerin arakesitidir.

�imdi çekirdek için yukar�da verdi§imiz tan�mlar�n denk oldu§unu gösterelim.

(sn) dizisinin birinci tan�m�na göre çekirde§i E, limit noktalar�n� cümlesi D,

D' yi içeren yar�-düzlemlerin arakesiti F olsun. Aç�k olarak F ⊃ D ve E ⊃ D dir.

E = F oldu§unu göstermek için,

(i) Farzedelimki a /∈ E olsun. Bu takdirde baz� n ∈ N için a /∈ Cn dir. Cn konveks

oldu§undan a ile Cn uzay�n� ay�ran bir L s�n�r do§rusu çizebiliriz. D ⊂ Cn oldu§un-

dan L ile D yi ay�r�r. Böylece a /∈ F ve dolay�s�yla F ⊂ E dir.

(ii) (sn) dizisi için bir s�n�r do§rusu L ve D yi ihtiva eden herhangi bir yar�-düzlem P

olsun. Bu takdirde (sn) nin sonlu say�da terimi hariç hepsi L nin D ile ayn� taraf�nda

kal�r. Aksi takdirde D den uzak L nin taraf�nda en az bir lmit noktas� olabilir. Yani;

sm, sm+1, ... ⊂ P olacak ³ekilde bir m pozitif tamsay�s� vard�r. Dolay�s�yla Cm ⊂ P

ve E ⊂ P dir. P key� oldu§undan E ⊂ F dir. (i) ve (ii) den E = F dir.

�imdi Teorem 4.1.2 nin kompleks diziler için ispat�n� verelim.

�spat. Kompleks terimli bir (sn) dizisinin çekirde§i C ve s
′
n =

∞∑
k=1

anksk n�n çekirde§i

C
′
olsun. E§er C düzlemin tamam� ise ispat aç�kt�r. E§er (sn) , x = a ³eklinde bir

s�n�r do§rusuna sahip ise, örne§in lim
k→∞

xk = 0 ise, reel dizilerden biliyoruz ki;

lim
n→∞

∞∑
k=1

ankxk > a

d�r. Böylece x = a ayn� zamanda
(
s
′
n

)
için de bir s�n�r do§rusudur. E§er imajiner

eksenle pozitif yönde θ aç�s� yapan herhangi bir L do§rusu (sn) için bir s�n�r do§-

rusu ise, bu takdirde
(
e−iθsn

)
dizisi de x = a tipinde bir s�n�r do§rusuna sahiptir.

Dolay�s�yla x = a ayn� zamanda
(
e−iθs

′
n

)
için bir s�n�r do§rusudur. Böylece L ,

(
s
′
n

)
için bir s�n�r do§rusudur

Böylece (sn) dizisinin limit noktalar�n� ihtiva eden her yar� düzlem ayn� za-

manda (sn)
′
nün limit noktalar�n� ihtiva eder. Dolay�s�yla C

′ ⊂ C ve teorem tam

olarak ispatlanm�³ olur. �

Çekirde§in ikinci tan�m�ndan dolay� ³unu ifade edebiliriz. E§er iki dizinin

limit noktalar�n�n cümlesi ayn� ise, bunlar�n çekirdekleri ayn�d�r. Fakat tersi do§ru

de§ildir. Yani; ayn� çekirde§e sahip iki dizinin limit noktalar� ayn� olmak zorunda

de§ildir. Örne§in;

(1, 0, 1, 0, 1, 0, ...) ve (1, 0, 1/2, 1, 0, 1/2, ...)
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dizilerinin limit noktalar� farkl� oldu§u halde çekirdekleri [0, 1] aral�§�d�r.

�imdi ayn� çekirde§e sahip iki dizinin limit noktalar� aras�nda nas�l bir ili³kinin

olabilece§ini görelim.

Sonuç 8. �ki dizinin ayn� çekirde§e sahip olabilmesi için gerek ve yeter ³art

bunlardan birinin limit noktalar�n�n cümlesini ihtiva eden her yar�-düzlem, ayn� za-

manda di§erinin limit noktalar�n�n cümlesini ihtiva etmesidir.

�spat. (⇒:) �art gerektir. Ayn� E çekirde§ine sahip iki dizi (xn) ve (yn) , bunlar�n

limit noktalar�n�n cümlesi D ve D
′
olsun. Farzedelimki D yi ihtiva eden bir yar�

düzlem P olsun. Bu takdirde ikinci tan�mdan E ⊂ P ve D
′ ⊂ E oldu§undan D

′ ⊂ P

dir.

(⇐:) �art yeterdir. (xn) ve (yn) dizilerinin çekirdekleri s�ras�yla E ve E
′
olsun.

E§er a ∈ E ise, a, D′ yi ihtiva eden yar�-düzlemlerin arakesitindedir. Hipotezden

dolay� a, D
′
yü ihtiva eden yar�-düzlemlerin arakesitindedir. Yani; a ∈ E

′
ve dola-

y�s�yla E ⊂ E
′
dür. Benzer ³ekilde E

′ ⊂ E oldu§u gösterilebilir. Böylece E = E
′

ispatlanm�³ olur. �

Sonuç 9. �ki dizinin ayn� çekirde§e sahip olabilmesi için gerek ve yeter ³art,

bunlardan birinin limit noktalar�n�n cümlesini ihtiva eden her kapal� konveks bölge,

ayn� zamanda di§erinin limit noktalar�n� ihtiva etmesidir.

�spat. (⇒:) �art gerektir. Çünkü D′yi ihtiva eden kapal� konveks bir P bölgesi D
′

yü ihtiva etmez ise a /∈ P olacak ³ekilde en az bir a ∈ D
′
ve a y� D den ay�ran bir

s�n�r do§rusu vard�r. Yani; D yi ihtiva eden D
′
yü ihtiva etmeyen bir yar� düzlem

vard�r. Önceki sonuçtan dolay� bir çeli³ki te³kil eder.

(⇐:) �art yeterdir. (xn) ve (yn) dizileri ayn� çekirde§e sahip de§ilse, bu tak-

dirde D yi ihtiva eden D
′
yü ihtiva etmeyen bir yar�-düzlem vard�r. Bu ise hipoteze

ayk�r�d�r. Böylece (xn) ve (yn) dizileri ayn� çekirde§e sahiptir.

�

4.2. Bir Dizin r-limit Cümleleri ve Bilinen Çekirde§i Aras�ndaki �li³ki

Bu k�s�mda K-çek(x) sembolüyle gösterilen bir (xk) dizisinin çekirde§inin ya-

k�nsakl�k yar�çap�n�n;

−
r = inf {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅}

say�s�na e³it ve üstelik K-çek(x) kümesinin her eleman�n�n
(
2
−
r
)
yak�nsak oldu§u

gösterilmi³tir. Yani;

K-çek(x) = LIM2
−
rx
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oldu§u görülmü³tür [19].

Teorem 4.2.1. [19] E§er LIM rx ̸= ∅ ise lim inf x ve lim supx LIM2rx

kümesine aittir.

�spat. Önerme 4 den x = (xk) dizisinin s�n�rl� oldu§unu söylenebilir. Çünkü

lim inf xk say�s� x = (xk) dizisinin bir limit noktas�d�r. Buradan tüm x∗ ∈ LIM rx

için;

|x∗ − lim inf x| ≤ r

olur. Çünkü x∗ ∈ LIM rx dir, ∀ε > 0 için kε ∈ N ∋ vard�r öyleki;

|x∗ − lim inf x| ≤ |xk − x∗|+ |x∗ − lim inf x| < 2r + ε ; k > kε

yaz�l�r. Buradan lim inf x ∈ LIM2rx dir. Benzer olarak ;

lim supx ∈ LIM2rx

oldu§u da görülebilir. LIM2rx cümlesinin konveksli§i ve Teorem 4.2.1. i dikkate

al�narak a³a§�daki sonuç elde edilir. �

Teorem 4.2.2. [19] LIM rx ̸= ∅ ise o halde her bir c ∈ [lim inf x, lim sup x]

için c ∈ LIM2rx dir.

Teorem 4.2.3. [19] E§er LIM rx ̸= ∅ ise K-çek(x) ⊆ LIM2rx dir.

�spat. K-çek(x) = [lim inf x, lim supx] oldu§undan x = (xk) s�n�rl� bir dizidir.

Böylece K-çek(x) ⊆ LIM2rx ifadesi Teorem 4.2.2. ye dayanarak elde edilir. �

Teorem 4.2.3 den LIM rx ̸= ∅ ³art�n� ç�kar�l�rsa teorem geçerli olmaz. Ör-

ne§in x = (xk) = (−1)k dizisini ele alal�m. O zaman her r < 1/2 için;

K-çek(x) = [−1, 1] ve LIM rx = ∅

elde edilir.

Teorem 4.2.4. [19] K-çek(x) kümesinin çap� r−say�s�na e³ittir gerek ve yeter

³art

K-çek(x) = LIM rx

olmas�d�r.
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�spat. Teoremin ispat� a³a§�daki gerçekten dolay� aç�kt�r.

çap (K-çek(x)) = r ⇐⇒ lim sup x− lim inf x = r

⇐⇒ K-çek(x) = [lim inf x, lim supx]

= [lim sup x− r, lim inf x+ r] = LIM rx

olur. Üstelik bunu a³a§�daki ³artlar� sa§layarak görebiliriz; �

(a) r > çap (K-çek(x)) ⇐⇒ K-çek(x) ⊂ LIM rx

(b) r < çap (K-çek(x)) ⇐⇒ LIM rx ⊂ K-çek(x).

Teorem 4.2.5. [19] E§er
−
r = inf {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅} ise

−
r= yar�çap (K-çek(x))

olur.

�spat. E§er K-çek(x) kümesi bir elemanl� bir küme ise yar�çap (K-çek(x)) = 0 d�r

ve dizi yak�nsakt�r. Örne§in LIM0x ̸= ∅ olsun. Buradan

−
r= yar�çap (K-çek(x)) = 0

elde ederiz. Farzedelim ki K-çek(x) kümesi tek elemanl� olmas�n. O zaman;

K-çek(x) = [a, b]

öyleki a = lim inf x, b = lim supx yaz�l�r. �imdi farzedelim ki;

−
r ̸= yar�çap (K-çek(x))

olsun. E§er
−
r < yar�çap (K-çek(x)) ise o zaman;

ε =

(
b−a
2

− −
r
)

3

tan�mlan�r. In�mum tan�m�ndan;(
−
r +

−
ε
)
∈ {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅}

d�r. Yani LIM
−
r+

−
εx ̸= ∅ dir. O zaman x∗ ∈ R vard�r öyleki;

∀ε ≻ 0 için ∃kε ∈ N : k ≥ kε =⇒ |xk − x∗| <
(
−
r +

−
ε
)
+ ε

olmal�d�r. Fakat bu a ve b say�lar�n�n tan�m�yla çeli³ir. E§er
−
r < yar�çap (K-çek(x))

ise

−
ε =

(
−
r − b−a

2

)
3

ve

r
′
=

−
r − 2

−
ε
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yaz�l�r. 0 ≤ r
′ ≤ −

r oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca a ile b nin tan�m�ndan b−a
2

say�s�

LIM r
′
xk kümesinin içindedir. O zaman;

r
′ ∈ {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅}

elde edilir. Bu ise r
′ ≺ −

r iken
−
r = inf {r ≥ 0 : LIM rx ̸= ∅} tan�m�yla çeli³ir.

Yani
−
r = yar�çap (K-çek(x))

dir. �

Teorem 4.2.4. ve Teorem 4.2.5. in direkt bir sonucu olarak a³a§�daki ifadeyi

yazabiliriz;

Sonuç 10. [22] Bir x = (xk) dizisi için;

K-çek(x) = LIM2
−
rx

dir.

4.3. B-çekirdek ve �lgili Teoremler

c ve ℓ∞ ,al�³�lm�³ supremum normuyla x = (xk) dizilerinin sürekli ve s�n�rl�

reel lineer uzaylar� olmak üzere;

(4.3.1) q (x) = inf
n,p

lim sup
k

1

p+ 1

p∑
k=0

xk+n

fonksiyonunun ℓ∞ üzerinde bir alt lineer fonksiyonel oldu§unu söyleyebiliriz.

Her x ∈M için L (x) = lim sup x oldu§unda q (x) ≤ L (x) dir.

Pozitif tamsay�lar�n θ = (kr) dizisi; e§er k0 = 0 , r −→ ∞ iken 0 ≤ kr ≤ kr+1

ve hr = kr −kr−1 −→ ∞ oluyorsa lacunary dizisi olarak adland�r�l�r. Ir = (kr−1, kr]

olmak üzere bir θ lacunary dizisinin ℓ∞ üzerinde alt lineer fonksiyonelini;

ψθ (x) = lim sup
r

sup
i

1

hr

∑
k∈Ir

xk+i

olarak tan�mlar�z.

[23] de x ∈ ℓ∞ için;

ψθ (x) = q (x)

oldu§u gösterilmi³tir. Bu e³itli§e dayanarak x dizisinin hemen hemen yak�nsak ol-

mas� için gerek ve yeter ³art;

ψθ (x) = −ψθ (−x)

e³itli§inin sa§lanmas�d�r. Buradan hemen hemen yak�nsak dizilerin cümlesini;
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F =

{
x ∈ m :

1

hr

∑
k∈Ir

xk+i −→ s, r −→ ∞ iken, i 'de düzgün olarak

}

olarak ifade edebiliriz.

A = (ank) reel tamsay�lar�n sonlu bir matrisi olsun. E§er h ve g yukar�da

tan�mlanan fonksiyonellerden herhangi ikisi ise hA ≤ g yazabiliriz. Bunu göstermek

için her s�n�rl� x dizisi için öyle bir Ax = (An (x)) =

(∑
k

ankxk

)
dönü³ümü vard�r

ki bu dönü³üm s�n�rl�d�r ve h (Ax) ≤ g (x) dir.

h ve g fonksiyonelleri verilsin. hA ≤ g e³itsizli§inin sa§lanmas� için A matrisi-

nin üzerinde bulundurmas� gerekli ve yeterli ko³ullar� inceleyelim. Örne§in LA ≤ L

olmas� için gerekli ve yeterli ³artlar A regüler ve

(4.3.2)
∑
k

|ank| −→ 1, (n −→ ∞)

olmas�d�r [10], [21], [24].

S�n�rl� bir x dizisinin Knopp çekirde§i ( K-çek) [lim inf x, lim supx] kapal�

aral�§�nda tan�ml� olmak üzere LA ≤ L e³itsizli§inden,

K-çek(Ax) ⊂ K-çek(x)

yazabiliriz.

q, (4.3.1) ile tan�ml� olmak üzere bir x ∈ ℓ∞ dizisinin Banach çekirde§i (B-çek)

ise, [−q (−x) , q (x)] kapal� aral�§�nda tan�ml�d�r.

(4.3.3) q (x) ≤ L (x) , x ∈ m

oldu§undan dolay� B − çek(x) ⊂ K-çek(x) yazabiliriz.

�imdi daha sonraki k�s�mda s�kl�kla kullanaca§�m�z bir lemmay� ispats�z olarak

verece§iz.

Lemma 11. [22] B, (bnk (i)) sonlu matrislerin bir dizisi olsun. E§er ∥B∥ <∞
ve lim

n
sup
i

|bnk (i)| = 0 ise o zaman öyle bir s�n�rl� y dizisi vard�r ki ∥y∥ ≤ 1 ve

lim sup
n

sup
i

∑
k

bnk (i) yk = lim sup
n

sup
i

∑
k

|bnk (i)|

dir [27].

Ayr�ca ∥B∥ = sup
n,i

∑
k

|bnk (i)| < ∞ oldu§undan öyle bir k > 0 vard�r ki tüm i

ve n ler için
∑
k

|bnk (i)| ≤ k yaz�l�r ve
∑
k

|bnk (i)| serileri i üzerinde düzgün olarak

yak�nsar.

33



4.4. Altlineer Fonksiyonel �çeren E³itsizlikler

Bu k�s�mda, A-matrisi üzerinde belirli ³artlar alt�nda;

LA ≤ ψθ, ψθA ≤ ψθ ve ψθA ≤ L

e³itsizliklerini sa§lamaya çal�³t�k.

x ∈ ℓ∞ olmak üzere ψθ (x) = q (x) oldu§undan ilk e³itsizlik sa§lan�r. Fakat

³imdi bunun ba³ka bir ispat�n� verelim;

Teorem 4.4.1. [22] LA ≤ ψθ, yani K-çek(Ax) ⊂ B − K-çek(x) olmas� için

gerek ve yeter ³art A matrisinin kuvvetli regüler ve

(4.4.1)
∑
k

|ank| −→ 1, (n −→ ∞)

olmas�d�r.

�spat. (⇒:) �art gerektir. �lk olarak LA ≤ ψθ olsun. O zaman;

ψθ (x) = −ψθ (−x)

olur. Bu hipoteze dayanarak

−ψθ (−x) ≤ −L (−Ax) ≤ L (Ax) ≤ ψθ (x)

e³itsizli§ini elde ederiz. Böylece A matrisinin kuvvetli regüler oldu§unu gösteren

limAx = f − limx ifadesi elde edilir. Buradan da Ax ∈ c yaz�l�r. A regüler

oldu§undan Lemma 11 de B yerine A yazabiliriz. Böylece s�n�rl� bir y dizisi elde

elde ederiz öyleki;

L (Ay) = lim sup
n

∑
k

|ank|

yaz�l�r. Buradan;

1 ≤ lim inf
n

∑
k

|ank| ≤ lim sup
n

∑
k

|ank| = L (Ay) ≤ L (y) ≤ ∥y∥ = 1

yaz�l�r. Bu ise (4.4.1) ifadesinin do§ru oldu§unu gösterir.

(⇐:) �art yeterdir. ε > 0 verilsin. x ∈ ℓ∞ ve her k ≥ 0 için

(4.4.2)
1

hr

kr+k∑
j=kr−1+k+1

xjψθ (x) + ε

(Burada ispat boyunca r sabit olarak dü³ünülecektir.)

Buradan da görebiliriz ki;

(4.4.3)
∞∑
k=0

ankxk =
∑
k

ank
1

hr

kr+k∑
j=kr−1+k+1

xj−
1

hr

∞∑
k=kr

xk×

 kr∑
i=kr−1+1

(an,k−1 − ank)

+kr−1∑
k=0

ankxk−Bn
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Burada;

Bn = − 1

hr

kr−1∑
k=kr−1+1

an,k−kr−1−1xk −
1

hr

kr−1∑
k=kr−1+1

an,k−kr−1−2xk − ...− 1

hr
an,k−kr+1xk

A kuvvetli regüler oldu§undan

Bn = ◦ (1) ve
kr−1∑
k=0

ankxk = ◦ (1)

d�r. E§er

(4.4.4) Fnr = − 1

hr

∞∑
k=kr

xk

 kr∑
i=kr−1+1

(an,k−i − ank)


olursa;

|Fnr| ≤
∥x∥
hr

kr∑
i=kr−1+1

i
∞∑
k=0

|ank − an,k+1| ≤
∥x∥
2

(1 + kr + kr−1)
∞∑
k=0

|ank − an,k+1|

elde edilir ve bu ifade A matrisinin kuvvetli regülerli§inden dolay�, n −→ ∞ için,

s�f�ra yak�nsar.

Herhangi reel λ, λ+ = max (λ, 0) ve λ− = max (−λ, 0) ifadelerini tan�mlayarak

(4.4.2) den dolay�;

L (Ax) ≤ lim sup
n

∑
k

ank
1
hr

kr+k∑
j=kr−1+k+1

xj

≤ lim sup
n

∑
k

(
a+nk
)

1
hr

∑
j∈Ir

xj − lim sup
n

∑
k

(
a−nk
)

1
hr

∑
j∈Ir

xj

≤ (ψθ (x) + ε) lim sup
n

∑
k

|ank|+ ∥x∥ lim sup
n

∑
k

(|ank| − ank) .

oldu§u görülür. Hipotezden dolay�

L (Ax) ≤ (ψθ (x) + ε)

elde edilir. ε key� oldu§undan;

L (Ax) ≤ ψθ (x)

e³itsizli§ini elde ederiz. �

Teorem 4.4.2. [22] ψθ (Ax) ≤ ψθ (x) , yani B− çek(Ax) ⊂ B− çek(x) olmas�

için gerek ve yeter ³art A matrisinin F -regüler ve

(4.4.5) lim sup
r

sup
i

∑
k

∣∣∣∣∣ 1hr ∑
j∈Ir

aj+i,k

∣∣∣∣∣ = 1

olmas�d�r.
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�spat. ψθ (Ax) ≤ ψθ (x) oldu§unu farzedelim. Bu ifadede x dizisinin yerine −x
yazarak;

(4.4.6) −ψθ (−x) ≤ −ψθ (A (−x)) ≤ ψθ (Ax) ≤ ψθ (x)

e³itsizli§ini elde ederiz.

E§er x ∈ F ise o zaman −ψθ (−x) = ψθ (x) d�r. Bu ifadeyi (4.4.6) e³itsizli§iyle

birlikte de§erlendirirsek A matrisinin F−regüler oldu§unu görürüz. �imdi;

brk (i) =
1

hr

∑
j=kr−1+i+1

ajk

ifadesini yazal�m. Lemma 11 den dolay� öyle bir s�n�rl� y vard�r ki ∥y∥ ≤ 1 ve

lim sup
r

sup
i

∑
k

bnk (i) yk = lim sup
r

sup
i

∑
k

|bnk (i)|

oldu§u görülür. �imdi

1 ≤ lim inf
r

sup
i

∑
k

∣∣∣∣∣ 1hr ∑
j∈Ir

aj+i,k

∣∣∣∣∣ ≤ lim sup
r

sup
i

∑
k

∣∣∣∣∣ 1hr ∑
j∈Ir

aj+i,k

∣∣∣∣∣
= lim sup

r
sup
i

∑
k

(
1

hr

∑
j∈Ir

aj+i,k

)
yk ≤ ψθ (y) ≤ lim sup yn ≤ ∥y∥ ≤ 1

oldu§unu görebiliriz. Bu ise bize (4.4.5) ifadesinin varl�§�n� gösterir.

Yeterlilik; bnk (i) = 1
hn

∑
j∈In

aj+i,k için,

ψθ (Ax) = lim sup
n

sup
i

1

hn

∑
j∈In

Aj+i (x) = lim sup
n

sup
i

∑
k

bnk (i) xk

yazabiliriz. �imdi (4.4.3) ifadesinde ank yerine bnk (i) yazal�m. x ∈ ℓ∞ ve A matrisi

F−regüler oldu§undan (4.4.3) ifadesinde ank yerine bnk (i) yaz�lmas�yla elde edilen

3. ve 1. terimler i‘ de düzgün olarak n −→ ∞ için s�f�ra do§ru gider. Di§er bir yanda

|Fnr| ifadesinde; ank yerine bnk (i) yazarsak;

∥x∥
2hr

hr (1 + kr + kr−1)
∑
k

|bnk (i)− bn,k+1 (i)|

=
∥x∥
2

(1 + kr + kr−1)
∞∑
k=0

1

hn

∣∣∣∣∣∑
j∈In

(aj+i,k − aj+i,k+1)

∣∣∣∣∣
ifadesinden büyük de§ildir. Ayr�ca bu ifade A, F -regüler oldu§undan dolay� n −→ ∞

36



için i‘ de düzgün olarak s�f�ra yak�nsar. Böylece (4.4.2) den dolay�;

ψθ (Ax) ≤ lim sup
n

sup
i

∑
k

(
1

hn

∑
j∈In

aj+i,k

) 1

hr

kr+k∑
v=kr−1+k+1

xv


≤ (ψθ (x) + ε) lim sup

n
sup
i

∑
k

∣∣∣∣∣ 1hn ∑
j∈In

aj+i,k

∣∣∣∣∣
+ lim sup

n
sup
i

∑
k

(
1

hn

∣∣∣∣∣∑
j∈In

aj+i,k

∣∣∣∣∣− 1

hn

∑
j∈In

aj+i,k

)

elde ederiz. A matrisinin F-regülerli§i ve (4.4.5) ifadesini kullanarak;

ψθ (Ax) ≤ ψθ (x) + ε

oldu§unu görebiliriz. ε−key� oldu§undan dolay� gerekli sonucu elde etmi³ oluruz.

(4.3.2) ifadesinde de belirtti§imiz gibi B−çek(x) ⊂ K−çek(x) dir. Dolay�s�yla

Teorem 4.4.2. yi dikkate alarak;

(4.4.7) B − çek(Ax) ⊂ K − çek(x)

ifadesini elde ederiz.

Teorem 4.4.2 de F−regülerlik ³art�n�n yerine hemen hemen regülerlik ³art�n�

koydu§umuzda da (4.4.7) ifadesini elde ederiz. (A³a§�daki teoremde görebiliriz.) Bir

F−regüler matris hemen hemen regülerdir fakat kar³�t� do§ru de§ildir. �

Teorem 4.4.3. [22] ψθ (Ax) ≤ L (x) , yani B − çek(Ax) ⊂ K − çek(x) ol-

mas� için gerek ve yeter ³art A matrisinin hemen hemen regüler ve (4.4.5) ³art�n�

sa§lamas�d�r.

�spat. (⇒:) �art gerektir. ψθ (Ax) ≤ L (x) olsun.

−L (−x) ≤ −ψθ (−Ax) ≤ ψθ (Ax) ≤ L (x)

E§er x ∈ c ise o zaman L (x) = −L (−x) = lim x dir. Böylece

−ψθ (−Ax) = ψθ (Ax) = limx

elde edilir ki bu da A matrisinin hemen hemen regüler oldu§unu gösterir. E§er;

(4.4.8) brk (i) =
1

hr

∑
j∈Ir

aj+i,k

yazarsak Lemma 11 in ³artlar� sa§lan�r. Dolay�s�yla burada öyle bir s�n�rl� y vard�r

ki ∥y∥ ≤ 1 ve

ψθ (Ay) = lim sup
r

sup
i

∑
k

brk (i) yk = lim sup
r

sup
i

∑
k

|brk (i)|
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yaz�l�r. A matrisinin hemen hemen regülerli§ini kullanarak, Teorem 4.4.2 de oldu§u

gibi, (4.4.5) ifadesi sa§lan�r.

(⇐:) �art yeterdir. (brk (i)) , (4.4.8) de oldu§u gibi tan�mlans�n. Buradan;

∑
k

brk (i)xk ≤ ∥x∥
∑
k<m

|brk (i)|+
(
sup
k≥m

xk

)∑
k

|brk (i)|+ ∥x∥
∑
k

(|brk (i)| − brk (i))

ifadesini elde ederiz. A matrisi hemen hemen regüler ve (4.4.5) sa§land�§�ndan

ψθ (Ax) ≤ L (x)

e³itsizli§ini elde ederiz. Bu da teoremi ispatlar. �

4.5. �statistiksel Çekirdek

Bu k�s�mda bir dizinin istatistiksel çekirde§i kavram�n� tan�taca§�z ve bir

dizinin dönü³üm dizisinin çekirde§i, istatistiksel çekirde§in bir alt cümlesi olacak

³ekildeki matrisleri karakterize edece§iz.

Tan�m 4.5.1. Herhangi bir kompleks x = (xn) dizisi için H (x), h.h.k için x′k
y� içeren tüm kapal� yar� düzlemlerin kolleksiyonu olsun, yani

H (x) = {H : H kapal� yar�-düzlem ve δ {k : xk /∈ H} = 0}

olsun. x dizisinin istatistiksel çekirde§i

st− çek(x) =
∩

H∈H(x)

H

ile verilir [25].

K−çek(x) cümlesinin tan�m�nda Cn (x) kapal� konveks hull'u {xk}k≥n dizisini

içeren tüm kapal� yar�-düzlemlerin arakesitidir. st−çek(x) nin tan�m�nda, {xk}k≥n

dizisinin yerine 1 yo§unlu§a sahip key� bir alt dizi al�nd�. Böylece x dizisi için

st−çek(x) ⊆ K−çek(x) olur.
x dizisi reel de§erli ve istatistiksel s�n�rl� bir dizi ise x dizisinin istatistik-

sel çekirde§i, [st− lim inf x, st− lim sup x] dir. E§er x dizisi istatistiksel s�n�rl� de-

§il ise x dizisinin istatistiksel çekirde§i ya [st− lim inf x,∞) , (−∞,+∞) , ya da

(−∞, st− lim supx] aral�§�d�r [25].

Çekirdek kavram�na ili³kin baz� içerirlik teoremleri verebilmek için istatis-

tiksel çekirde§e ili³kin a³a§�daki lemmaya ihtiyac�m�z vard�r.
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Lemma 12. x istatistiksel s�n�rl� bir dizi ve her bir z ∈ C için

Bx (z) = {w ∈ C : |w − z| ≤ st− lim sup |xk − z|}

olsun. Bu durumda,

st− çek(x) =
∩
z∈C

Bx (z)

dir [25].

x istatistiksel s�n�rl� bir dizi de§ilse yukar�daki lemma do§ru de§ildir. Bunu

görmek için ∀k ∈ N için xk = k ³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisini göz önüne

alal�m. x dizisi bir istatistiksel de§me noktas�na sahip de§ildir ve st−çek(x) = ∅.
Herhangi bir z /∈ C için, h.h.k için xk y� içeren sonlu yar�çapl� bir disk yoktur, böylece

st− lim sup
k

|xk − z| = ∞ ve Bx (z) kompleks düzlemin tamam� olup
∩
z∈C

Bx (z) = C

dir.

A³a§�daki teorem K−çek(Ax) ⊆ st−çek(x) olacak ³ekildeki matrisleri karak-

terize edecektir.

Teorem 4.5.1. A = (ank) matrisi için sup
n

∞∑
k=1

|ank| <∞ olsun. Her bir x ∈ ℓ∞

için K−çek(Ax) ⊆ st−çek(x) olmas� için gerek ve yeter ³art

i) A ∈ τ ∗; yani A regüler ve δ (E) = 0 özellikli her E ⊆ N için lim
n

∑
k∈E

|ank| = 0

ii) lim
n

∞∑
k=1

|ank| = 1

olmas�d�r [25].

Herhangi bir x dizisinin istatistiksel çekirde§i, Knopp çekirde§inin bir alt

cümlesi oldu§undan yukar�daki teoremden a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 13. A = (ank) matrisi için sup
n

∞∑
k=1

|ank| <∞ ve yukar�daki teoremin i)

ve ii) ³artlar� gerçeklenirse her bir x ∈ ℓ∞ için

st− çek(Ax) ⊆ st− çek(x)

dir [25].

�imdi yukar�daki sonucun kar³�t�n�n do§ru olmad�§�n� gösterece§iz.

Örnek 4.5.1. A matrisi h.h.k için (Ax)n = xn olacak biçimde tan�mlayal�m.

Yukar�daki teoremden Ax ve x dizilerinin istatistiksel de§me noktalar�n�n cümlesi
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ayn� olup st−çek(Ax) ⊆ st−çek(x) dir.

ank =


1 , k = n ve k kare de§il

1 , k ≤ n ve n kare

1 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlanan A = (ank) matrisini gözönüne alal�m. Bu durumda

(Ax)n =

 xn , n kare de§il
n∑

k=1

xk , n kare

olacakt�r. A matrisi için sup
n

∞∑
k=1

|ank| = ∞ dir. A matrisi ne ii) özelli§ini gerçekler

ne de δ (E) = 0 için lim
n

∑
k∈E

|ank| = 0 ko³ulunu gerçekler.

4.6. Rough Çekirdek

Bu bölümde bir dizinin çekirde§i ile ilgili sonuçlar� detaylar�yla göstermek için

sadece reel diziler gözönüne al�nm�³t�r. x = (xk) dizisinin rough çekirde§inin;

ÇEKrx = LIMINF rx ∪ LIMSUP rx ; LIM rx ̸= ∅ iken

oldu§u gösterilmi³tir.

Sonuçta `bir dizi bilinen anlamda yak�nsakt�r gerek ve yeter ³art rough çekir-

de§i ayn� roughluk derecesinde rough limit kümesine e³itse` oldu§u görülmü³tür.

Tan�m 4.6.1. [19] (Rough Çekirdek) R, R nin bir aral�§� olsun.

Rr =

{
x ∈ R : inf

y∈R
|x− y| = r

}

göstersin. Rn kümesi xn , xn+1 , xn+2 ,... noktalar�n� içeren R nin en küçük kapal�

konveks altkümesi olmak üzere;

ÇEKrx =
∞∩
n=1

Rr
n

kümesi x = (xk) dizisinin rough çekirde§i olarak adland�r�l�r. Burada Rn ⊆ Rr
n ,

∀n ∈ N , ∀r ≥ 0 için

K − çek(x) ⊆ ÇEKrx

dir. E§er r = 0 ise o zaman;

ÇEKrx = K − çek(x)

oldu§u aç�kt�r.
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�ki dizi limit noktalar� farkl� iken ayn� rough çekirde§e sahip olabilirler. Örne§in

x = (xk) = (−1)k ve y = (yk) = (−1, 0, 1,−1, 0, 1, ...) alal�m. O zaman;

Her r ≥ 0; Lx = {−1, 1} ve Ly = {−1, 0, 1} iken ÇEKrx = ÇEKry

E§er iki s�n�rl� dizi ayn� limit noktalar�na sahipse ayn� rough çekirde§e sahip

olduklar� aç�kt�r. Örne§in;

Lx = Ly ise ÇEKrx = ÇEKry , ∀r ≥ 0 için.

Teorem 4.6.1. [19] E§er LIM rx ̸= ∅ ise o zaman

ÇEKrx = LIMINF rx ∪ LIMSUP rx

dir.

�spat. LIM rx ̸= ∅ oldu§undan x = (xk) dizisi s�n�rl�d�r. �imdi y∗ = lim inf xk

ve z∗ = lim supxk tan�mlayal�m. Bir önceki bölümdeki Önerme 3. gere§i;

LIMINF rx =
−
Br (y∗)

ve

LIMSUP rx =
−
Br (z∗)

elde edilir.

LIM rx ̸= ∅ oldu§undan bir önceki bölümdeki Sonuç.6 gere§i ;

−
Br (y∗) ∩

−
Br (z∗)

bo³tan farkl�d�r. �imdi ÇEKrx = [a, b] yi tan�mlayal�m. Teoremin ispat�n� tamam-

lamak için;

[a, b] = [y∗ − r, z∗ + r]

oldu§unu göstermek yeterlidir.

a ̸= y∗ − r oldu§unu farzedelim. a < y∗ − r ise o zaman

−
ε =

y∗ − (a+ r)

2

tan�mlan�r. Limit inferiyor tan�m� gere§i
{
k ∈ N : xk < y∗ −

−
ε
}

kümesi sonlu sa-

y�da elemana sahiptir.

k0 = max
{
k ∈ N : xk < y∗ −

−
ε
}

tan�mlayal�m. O zaman a + r /∈ Rk; yani a /∈ Rr
k , ∀k > k0 , olmal�d�r. Bu ise a -

say�s�n�n ÇEKrx− kümesinin soldaki son nokta olmas�yla çeli³ir.
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E§er a > y∗ − r ise o zaman

−
ε =

(a+ r)− y∗
2

tan�mlan�r. Limit inferiyor tan�m�ndan
{
k ∈ N : xk < y∗ +

−
ε
}

kümesi sonsuz çok-

lukta elemana sahiptir.

Rn = [an, bn] ve [c, d] =
∞∩
n=1

Rn tan�mlayal�m. O zaman ∀n ∈ N için

an < yk +
−
ε < a+ r olur. Böylece c < a+ r olur. Bu ise K − çek(x) ve ÇEKrx in

tan�m�yla çeli³ir. Sonunda a = y∗ − r elde edilir.

Benzer olarak b = z∗ + r oldu§u da gösterilebilir. �

Yukar�daki teoremde e§er LIM rx = ∅ al�rsak o zaman e³itlik korunmayabilir.

Örne§in LIMINF rx =
−
Br (−1) ve LIMSUP rx =

−
Br (1) , r < 1 için LIM rx = ∅

olur.

Teorem 4.6.2. Bir x = (xk) dizisinin yak�nsak olmas� için gerek ve yeter

³art bir r > 0 vard�r öyleki

ÇEKrx = LIM rx ̸= ∅ dir.

�spat. Gereklilik: x∗ = limx = lim inf x = lim supx dir. Önerme 1.1. den

LIM rx = LIMSUP rx = LIMINF rx =
−
Br (x∗) ̸= ∅ dir.

Teorem 4.6.1 den;

ÇEKrx = LIM rx

elde ederiz.

Yeterlilik: LIM rx ̸= ∅ olup;

ÇEKrx = [lim inf x− r, lim sup x+ r]

ve

LIM rx = [lim supx− r, lim inf x+ r]

dir. Üstelik ÇEKrx = LIM rx kabulümüzden hemen

lim inf x = lim supx

yani x = (xk) dizisinin yak�nsak oldu§u görülür. �

Yukar�daki teoremde e§er LIM rx = ∅ al�n�rsa o zaman e³itlik korunmaya-

bilir. Örne§in x = (xk) = (k) dizisi tan�mlans�n. O zaman x = (xk) dizisi �raksak

iken;

ÇEKrx = LIM rx = ∅

olur.
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