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ONUR SÖZÜ

Yüksek Lisans Tezi olarak sundu§um " Lineer Olmayan Volterra �ntegral Denk-

lemlerin Çözümlerinin Asimptotik Kararl�l�§�" ba³l�kl� bu çal�³man�n, bilimsel ahlak

ve geleneklere ayk�r� dü³ecek bir yard�ma ba³vurmaks�z�n taraf�mdan yaz�ld�§�n� ve

yararland�§�m bütün kaynaklar�n, hem metin içinde hem de kaynakçada yöntemine

uygun biçimde gösterilenlerden olu³tu§unu belirtir, bunu onurumla do§rular�m.

Bekir �LHAN



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

Lineer Olmayan Volterra �ntegral Denklemlerin Çözümlerinin Asimptotik Kararl�l�§�

Bekir �LHAN

�nönü Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

50+v sayfa

2012

Dan�³man: Doç. Dr. �smet ÖZDEM�R

Dört bölümden olu³an bu tezin birinci bölümünde, integral denklemlerin ta-

rihsel geli³imi ve kullan�m alanlar� hakk�nda genel bilgiler verildi.

�kinci bölümde, di§er bölümlerin daha kolay anla³�lmas�n� sa§layacak baz�

temel tan�mlar ve teoremler verildi. Lineer uzay, normlu uzay, topolojik uzay, sürekli

operatör ve kompaktl�k gibi kavramlardan bahsedildi.

Üçüncü bölümde, kompakts�zl�k ölçüsü kavram� tan�t�larak, key� bir Banach

uzay� üzerinde tan�ml� olan Kuratowski ve Hausdor� kompakts�zl�k ölçüleri verildi.

Ayr�ca bu bölümde, kompakts�zl�k ölçüsü ile birle³tirilen bir sabit nokta teoremi

kullan�larak, lineer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin çözümünün varl�§�

ve asimptotik kararl�l�§� incelendi.

Dördüncü bölümde ise, üçüncü bölümde ele al�nan integral denklemin

çözümünün varl�§� ve asimptotik kararl�l�§�n�n, kompakts�zl�k ölçüsü kullan�lmadan,

üçüncü bölümdekinden daha zay�f ³artlar alt�nda da elde edilebilece§ine ili³kin yeter

³artlar ve baz� sonuçlar incelendi.

ANAHTAR KEL�MELER: Lineer olmayan Volterra integral denklemleri,

Kompakts�zl�k ölçüsü, S�n�rl� ve sürekli olan fonksiyonlar�n uzay�, Sabit nokta teo-

remi, Asimptotik kararl� çözüm.
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In the �rst chapter of this work, consisting of four chapters, historical devel-

opments and usage areas of the integral equations are given.

In the second chapter, some basic de�nitions and theorems are given to un-

derstand other chapters easily. Basic concepts such as linear space, metric space,

normed space, topological space, continuous operator and compactness are given.

In the third chapter, by de�ning the measure of noncompactness, Kuratowski

measure of noncompactness and Hausdor� measure of noncompactness, which are

de�ned on any Banach space, are given. Moreover, the existence and the asymptotic

stability of the solutions of the nonlinear Volterra integral equation is examined by

using a �xed point theorem associated with the measure of noncompactness.

In the fourth chapter, without using measure of noncompactness, su�cient

conditions and some results about that the existence and asymptotic stability of

the solution of the nonlinear Volterra integral equation, which are handled in third

chapter, can also be obtained under weaker conditions than that of the third chapter

are examined.

KEYWORDS: Nonlinear Volterra integral equations, Measure of noncompact-

ness, The space of bounded and continuous functions, Fixed point theorem, Asymp-

totic stable solution.
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SEMBOLLER

R : Reel say�lar cümlesi,

R+ : [0,∞) aral�§�,

N : Do§al say�lar cümlesi,

C : Kompleks say�lar cümlesi,

I : Kapal� ve s�n�rl� [a, b] aral�§�,

B(I) : I aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�,

C(I) : I aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli ve sürekli fonksiyonlar�n uzay�,

BC (R+,R) : R+'da tan�ml�, reel de§erli, sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�,

C (R+,Rn) : R+'dan Rn cümlesine tan�ml� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay�,

BC (R+,Rn) : R+'dan Rn cümlesine tan�ml�, sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�,

sup : Supremum,

inf : �n�mum,

E : Banach Uzay�,

ME : E Banach uzay�n�n bo³tan farkl� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi,

NE : ME'nin kapan�³� kompakt olan alt cümlelerinin ailesi,

A : A cümlesinin kapan�³�,

µ : Nonkompaktl�k (kompakts�zl�k) ölçüsü,

α : Kuratowski kompakts�zl�k ölçüsü,

χ : Hausdor� kompakts�z�k ölçüsü,

B(x, r) : x merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar,

B[x, r] : x merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar,

ConvX : X'i ihtiva eden konveks ve kapal� cümlelerin en küçü§ü,

w(x, ε) : x'in, ε ≥ 0 say�s�na kar³�l�k gelen süreklilik modülü,

X(t) : {x(t) : x ∈ X}, (X ⊂ BC (R+,R)),

diamX(t) : X(t) cümlesinin çap�,

lim supt→∞ diamX(t) : diamX(t) fonksiyonunun limit supremumu.
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1. G�R��

�ntegral i³areti alt�nda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak

tan�mlanan integral denklemler, bu yüzy�l�n ba³lar�nda incelenmeye ve üzerinde

ara³t�rmalar yap�lmaya ba³lanm�³ bir konudur. 1823 y�l�nda Abel taraf�ndan bir

integral denkleme rastlanm�³ ve integral denklem tabiri ilk defa 1888 y�l�nda De

Bois Reymond taraf�ndan kullan�lm�³t�r, [1, syf. 1]. Pek çok konu gibi, integral

denklemler de çe³itli ihtiyaçlar sonucu ortaya ç�km�³ ve zaman�n problemlerine ce-

vap verecek ³ekilde geli³tirilerek olgunla³t�r�lm�³t�r. �ntegral denklemler gün geçtikçe

daha çok kullan�m alanlar� bulmakta, teknolojide ve birçok mühendislik alan�nda

yayg�n olarak kullan�lmaktad�r. Esneklik, plastisite, kütle ve �s� aktar�m�, ak�³kanlar

mekani§i, sal�nma kuram�, stokastik modelleme, kemoterapi, ekonomi ve t�p, integral

denklemlerin kullan�ld�§� baz� alanlard�r, [2, syf. 6-7].

�ntegral denklemler, lineer ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki

grupta incelenir. x bilinmeyen fonksiyon olmak üzere;

x(t) = f(t) +

∫ t

0

K(t, s)x(s)ds

formundaki denklem bir lineer integral denklem,

x(t) = f(t) +

∫ t

0

K(t, s)xn(s)ds, (n 6= 1)

denklemi ise lineer olmayan bir integral denklemdir. Lineer olmayan integral denk-

lemler daha genel olarak,

x(t) = f(t) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

³eklinde de verilebilir, [3].

Tra�k araç teorisi ve biyoloji bilimindeki baz� problemlerin çözümü,

x(t) = f(t, x(t))

∫ 1

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ [0, 1]

formundaki lineer olmayan integral denklemine ba§l� olarak incelenir, [3].
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�ntegral denklemler integral s�n�rlar�na göre Fredholm ve Volterra olmak üzere

iki tipten olu³maktad�r. Fredholm integral denkleminde integralin s�n�rlar� sabit-

tir. Volterra tipi integral denklemlerde ise integral s�n�rlar�ndan biri de§i³kendir, [4].

Volterra tipi integral denklemlere ait çal�³malar ilk olarak, 1860-1940 y�llar� aras�nda

ya³am�³ olan �talyan matematikçilerinden Vito Volterra taraf�ndan yap�lm�³t�r, [4].

Volterra tipi integral denklemlerin belirli �ziksel problemlere kar³�l�k geldikleri an-

la³�l�nca bu alanda yap�lan çal�³malar artm�³t�r, [5]. A. Friedman, konvolüsyon

çekirdekli Volterra integral denklemlerin, kuvvetli hipotez ³artlar� alt�nda pozitif

ve monoton çözümlerini elde edip, çözümlerin asimptotik davran�³�yla ilgilenmi³tir,

[6].

R. Ling, konvolüsyon çekirdekli lineer Volterra integral denklemi için "Özde³lik

Teoremi " ni verip, bu teoreme dayanarak birim kaynakl�, pozitif ve monoton çekir-

dekli denklemlerin çözümlerinin pozitif ve s�n�rl� fonksiyonlar oldu§unu göstermi³tir,

[6].

x(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

ve

x(t) = f(t, x(t))

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

formundaki lineer olmayan Volterra tipi integral denklemlerin kapal� ve s�n�rl� bir

aral�kta tan�ml�, reel de§erli ve sürekli fonksiyonlar�n Banach uzay�ndaki çözülebi-

lirli§ine dair incelemelerin yap�ld�§� çal�³malar da vard�r, [3]. Yine

x(t) = a(t) + x(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ

ve

x(t) = a(t) + (Tx)(t)

∫ t

0

f(φ(t, s))ϕ(x(s))ds

e³itlikleriyle verilen lineer olmayan Volterra tipi integral denklemlerin çözülebilirli§i,

I aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli ve sürekli fonksiyonlar�n uzay�nda incelenmi³tir, [7].
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Bu çal�³mada ise, önce, kompakts�zl�k ölçüsüyle birle³tirilen bir teknik

yard�m�yla,

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (t ≥ 0)

e³itli§iyle verilen lineer olmayan Volterra integral denkleminin BC (R+,R) Ba-

nach uzay�nda çözülebilirli§i ve çözümlerin asimptotik kararl�l�§� incelendi, [8].

Daha sonra, kompakts�zl�k ölçüsünü kullanmaks�z�n, ayn� denklemin C (R+,Rn) ve

BC (R+,Rn) uzaylar�nda bir çözüme sahip olmas�n� ve çözümlerin asimptotik karar-

l�l�§�n� garanti eden yeter ³artlar incelendi, [9].
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanaca§�m�z baz� temel tan�mlar ile teo-

remler verildi.

2.1. Temel Kavramlar

Tan�m 2.1.1. (Lineer Uzay) [10, syf. 69] Bo³ olmayan bir L cümlesi ve bir

F cismi verilmi³ olsun. E§er x, y ∈ L, λ ∈ F için +(x, y) = x + y ve ·(λ, x) = λx

ile tan�mlanan + : L × L → L ve · : F × L → L fonksiyonlar�, her x, y, z ∈ L ve

her λ, β ∈ F için a³a§�daki e³itlikleri sa§l�yorsa, L cümlesine, F cismi üzerinde bir

lineer uzay (vektör uzay�) denir.

(a) x+ y = y + x,

(b) (x+ y) + z = x+ (y + z),

(c) ∀x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak ³ekilde bir θ ∈ L vard�r,

(d) ∀x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak ³ekilde bir (−x) ∈ L vard�r,

(e) (λ+ β)x = λx+ βx,

(f) λ(x+ y) = λx+ λy,

(g) (λβ)x = λ(βx),

(h) 1x = x.

F = R olmas� halinde L'ye reel, F = C olmas� halinde ise L'ye kompleks lineer uzay

denir.

Tan�m 2.1.2. (Topolojik Uzay) [11, syf. 23] X, bir cümle ve τ da P (X)

in bir alt cümlesi olsun. E§er a³a§�daki aksiyomlar sa§lan�rsa, τ 'ya X üzerinde bir

topoloji denir ve (X, τ) ikilisine de bir topolojik uzay ad� verilir.

(t1) X, ∅ ∈ τ ,

(t2) ∀(Ai)i∈I ⊂ τ (I, herhangi bir indis cümlesi) için
⋃
i∈I Ai ∈ τ 'dur. Yani τ 'dan

al�nan herhangi say�da eleman�n birle³imi τ 'ya aittir.
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(t3) ∀(Ai)i∈J ⊂ τ (J, sonlu indis cümlesi) için
⋂
i∈J Ai ∈ τ 'dur. Yani τ 'dan

al�nan sonlu say�da eleman�n kesi³imi τ 'ya aittir.

Tan�m 2.1.3. (Aç�k Cümle) [11, syf. 24] (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bu

durumda; τ 'nun her eleman�na, X üzerindeki τ topolojisine göre bir aç�k cümle

denir.

Tan�m 2.1.4. (Kapal� Cümle) [11, syf. 24] (X, τ) bir topolojik uzay olsun.

Bu durumda; X uzay�na göre tümleyeni aç�k olan cümleye τ topolojisine göre kapal�

cümle denir. Yani, " F ⊂ X kapal�d�r ⇔ F c ∈ τ " önermesi do§rudur.

Tan�m 2.1.5. (Kapan�³) [11, syf. 66] (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X

olsun. A'y� ihtiva eden bütün kapal� cümlelerin arakesitine A'n�n kapan�³� denir ve

A ile gösterilir.

Tan�m 2.1.6. (Sürekli fonksiyon) [11, syf. 81] (X, τ) ve (X ′, τ ′) iki topolojik

uzay, f : X → X ′ bir fonksiyon ve x0 ∈ X olsun. X ′ uzay�nda f(x0)'�n her N ′

kom³ulu§u için, X uzay�nda x0'�n f(N) ⊂ N ′ olacak ³ekilde bir N kom³ulu§u varsa,

f fonksiyonuna x0 noktas�nda τ ve τ ′ ye göre süreklidir denir.

Tan�m 2.1.7. (Normlu Uzay) [10, syf. 103] X, bir lineer uzay ve K reel veya

kompleks cisim olsun. ‖ · ‖ : X → K fonksiyonu, ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ K için a³a§�daki

³artlar� sa§l�yorsa, ‖ · ‖ fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X, ‖ · ‖) ikilisine de

bir normlu uzay denir.

(N1) ‖x‖ ≥ 0,

(N2) ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(N3) ‖ax‖ = |a|‖x‖,

(N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Tan�m 2.1.8. (Yak�nsak Dizi) [12, syf. 75] (xn), (X, ‖·‖) normlu uzay�nda bir

dizi ve x0 ∈ X olsun. limn→∞ ‖xn− x0‖ = 0 ise (xn) dizisi x0 noktas�na yak�ns�yor

denir ve bu durum, xn → x0 (n→∞) veya limn→∞ xn = x0 ³eklinde gösterilir.
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Tan�m 2.1.9. [12, syf. 75] Bir (X, ‖ · ‖) normlu uzay�, x0 ∈ X noktas� ve

pozitif r say�s� verilsin. O zaman

B(x0, r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < r}

cümlesine x0 merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar ve

B[x0, r] = {x ∈ X : ‖x− x0‖ ≤ r}

cümlesine de x0 merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar ad� verilir.

Tan�m 2.1.10. (Cauchy Dizisi) [12, syf. 77] (xn), (X, ‖ ·‖) normlu uzay�nda

bir dizi olsun. Her ε > 0 için m,n > nε oldu§unda, ‖xm− xn‖ < ε olacak ³ekilde ε'a

ba§l� bir nε do§al say�s� bulunabiliyorsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tan�m 2.1.11. (Banach Uzay�) [12, syf. 82] (X, ‖ · ‖) normlu uzay�ndaki

her Cauchy dizisi X içinde bir limite yak�ns�yorsa, bu (X, ‖ · ‖) normlu uzay�na tam

normlu uzay veya Banach Uzay� denir.

Tan�m 2.1.12. (Operatör) [13, syf. 67] X ve Y lineer uzaylar ve D ⊂ X

olsun. D'nin her eleman�na Y 'nin birtek eleman�n� kar³�l�k getiren bir kurala X'ten

Y 'ye bir operatör denir ve T : X → Y ile gösterilir. Burada D'ye, T operatörünün

tan�m cümlesi denir ve D(T ) ile gösterilir.

R = R(T ) = {y ∈ Y : y = T (x), x ∈ D(T )}

cümlesine T operatörünün görüntü cümlesi denir. Buna göre, T : X → Y gösteri-

minde, D(T ) 6= X veya R(T ) 6= Y olabilece§ine dikkat edilmelidir, [12, syf. 123].

Tan�m 2.1.13. (Operatörün Bir Noktadaki Süreklili§i) [12, syf. 125]

X ve Y normlu uzaylar� ve T : X → Y operatörü verilsin. A³a§�dakilerden biri

sa§land�§�nda, T operatörü (dönü³ümü) x0 ∈ D(T ) noktas�nda süreklidir denir.

(a) Her ε > 0 say�s�na kar³�l�k ‖x− x0‖ < δ ³art�n� sa§layan her x ∈ D(T ) için

‖T (x)− T (x0)‖ < ε olacak ³ekilde bir δ = δ(ε, x0) > 0 say�s� vard�r.

(b) limn→∞ xn = x0 olan her (xn) ⊂ D(T ) dizisi için limn→∞ T (xn) = T (x0)'d�r.
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Tan�m 2.1.14. (Sürekli Operatör) [12, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar

olmak üzere T : X → Y operatörü D(T )'nin her noktas�nda sürekli ise T operatörü

D(T ) üzerinde süreklidir denir.

Tan�m 2.1.15. (Düzgün Süreklilik) [14, syf. 16] X ve Y normlu uzaylar�

ve T : X → Y operatörü verilsin. Her ε > 0 say�s�na kar³�l�k, ‖x − y‖ < δ ³art�n�

sa§layan her x, y ∈ X için ‖Tx−Ty‖ < ε olacak ³ekilde bir δ = δ(ε) > 0 say�s� varsa

T operatörüne düzgün süreklidir denir.

Tan�m 2.1.16. (E³süreklilik) [15, syf. 276] X ⊂ C[a, b] olsun. Bu durumda,

∀ε > 0 say�s�na kar³�l�k, |t1 − t2| < δ e³itsizli§ini sa§layan her t1, t2 ∈ [a, b] ve her

x ∈ X için |x(t1)−x(t2)| < ε olacak ³ekilde bir δ = δ(ε) > 0 say�s� varsa X cümlesine

e³süreklidir denir.

Tan�m 2.1.17. (S�n�rl� Operatör) [12, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar� ve

T : X → Y operatörü verilsin. ∀x ∈ D(T ) için ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ olacak ³ekilde sabit bir

c ≥ 0 say�s� varsa T operatörü D(T ) üzerinde s�n�rl�d�r denir.

Teorem 2.1.1. [12, syf. 127] X ve Y iki normlu uzay olsun. T : X → Y lineer

operatörünün D(T ) üzerinde s�n�rl� olmas� için gerek ve yeter ³art T operatörünün

D(T ) üzerinde sürekli olmas�d�r.

Tan�m 2.1.18. [12, syf. 223] (X, ‖ · ‖) normlu uzay�nda aç�k cümlelerin bir

ailesi D = (Dλ)λ∈Λ olsun. E§er bir E ⊂ X cümlesi için E ⊂
⋃
λ∈ΛDλ oluyorsa D

ailesine E cümlesinin bir aç�k örtüsü denir. E§er Λ0 ⊂ Λ sonlu ve E ⊂
⋃
λ∈Λ0

Dλ

ise D0 = (Dλ)λ∈Λ0 ailesine E cümlesinin sonlu alt örtüsü ad� verilir.

Teorem 2.1.2. [12, syf. 89] (X, ‖ · ‖) normlu uzay ve A ⊂ X olsun. x ∈ A

olmas� için gerek ve yeter ³art, terimleri A'da olan ve x noktas�na yak�nsayan bir

(xn) dizisinin olmas�d�r.

Tan�m 2.1.19. (Kompakt Cümle) [12, syf. 224] (X, ‖ · ‖) normlu uzay�n�n

bir altcümlesi E olsun. E§er E cümlesinin her aç�k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü

varsa E cümlesine X' te kompakt cümle denir. E§er E cümlesinin E kapan�³�
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X'te kompakt bir cümle ise E'ye X'te bir relatif (göreceli) kompakt cümle

denir. X kompakt (relatif kompakt) bir cümle ise (X, ‖ ·‖) normlu uzay�na kompakt

(relatif kompakt) normlu uzay ad� verilir.

Tan�m 2.1.20. (Dizisel Kompakt) [12, syf. 224] (X, ‖ · ‖) normlu uzay�n�n

bir alt cümlesi E olsun. E içindeki her dizinin, limiti E'de olan yak�nsak bir alt dizisi

varsa E cümlesine, X'te dizisel kompakt cümle denir.

Lemma 2.1.1. [12, syf. 227] (X, ‖ · ‖) normlu uzay� ve E ⊂ X alt cümlesi

verilsin. E cümlesinin X'te kompakt olmas� için gerek ve yeter ³art, E cümlesinin

X'te dizisel kompakt olmas�d�r.

Tan�m 2.1.21. (S�n�rl� Cümle) [16, syf. 4] (X, ‖ · ‖) normlu uzay ve A ⊂ X

olsun. ∀x ∈ A için ‖x‖ ≤ M olacak ³ekilde bir M > 0 say�s� mevcutsa A cümlesine

s�n�rl�d�r denir.

Teorem 2.1.3. [17, syf. 28] (Arzela-Ascoli) C[a, b]'nin bir E alt cümlesinin

relatif kompakt olmas� için gerek ve yeter ³art, E'nin s�n�rl� ve e³sürekli olmas�d�r.

Tan�m 2.1.22. (Büzülme Dönü³ümü) [17, syf. 17] (X, ‖ · ‖) bir normlu

uzay ve T : X → X dönü³ümü verilsin. E§er ∀x, y ∈ X için

‖Tx− Ty‖ ≤ K‖x− y‖

olacak ³ekilde bir K (0 ≤ K < 1) sabiti varsa T 'ye bir "büzülme dönü³ümü" denir.

Teorem 2.1.4. [17, syf. 17] (Sabit Nokta Teoremi) (X, ‖ · ‖) bir Banach

uzay� ve T : X → X bir büzülme dönü³ümü olsun. Bu durumda T dönü³ümünün

sabit b�rakt�§�, yani Tx0 = x0 olacak ³ekilde, birtek x0 ∈ X noktas� vard�r.
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3. L�NEER OLMAYAN VOLTERRA T�P� B�R �NTEGRAL

DENKLEM�N BC (R+,R) UZAYINDAK� ÇÖZÜMLER�

Bu bölümde kompakts�zl�k ölçülerinin önemi ve tarihi geli³imine ili³kin baz�

bilgiler ve kompakts�zl�k ölçüsü kavram�n�n tan�m� verilecektir. Daha sonra key� bir

Banach uzay�nda tan�mlanan Kuratowski ve Hausdor� kompakts�zl�k ölçülerinden

bahsedilerek bu iki ölçünün denkli§i ifade edilecektir. Ayr�ca bu bölümde, kapal� ve

s�n�rl� bir aral�kta tan�ml�, reel de§erli ve sürekli olan fonksiyonlar�n monotonlu§uyla

ilgili baz� kavramlar incelenecek, bu kavramlar dikkate al�narak bu uzaylarda tan�ml�

olan baz� kompakts�zl�k ölçüleri verilecek ve bu kompakts�zl�k ölçülerinin regüler

(düzenli) olup olmad�§� ve biribirine denkli§i ele al�nacakt�r. Yine bu bölümde li-

neer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin; R+da tan�ml�, reel de§erli, s�n�rl�

ve sürekli olan fonksiyonlar�n BC (R+,R) Banach uzay�ndaki çözümünün varl�§� ve

asimptotik kararl�l�§� ara³t�r�lacakt�r. Çözümün varl�§� ve asimptotik kararl�l�§� gös-

terilirken sabit nokta teoremi ve kompakts�zl�k ölçüsü kullan�lacakt�r.

3.1. Kompakts�zl�k Ölçüleri

Kompakts�zl�k ölçüleri lineer olmayan analizde önemli bir yere sahiptir. O-

peratör teorisi ve Banach uzaylar�ndaki geometri kadar, diferansiyel ve integral

denklemler teorisinde de kullan�l�rlar. Kompakts�zl�k ölçüsü kavram� Kuratowski ve

Darbo'nun temel çal�³malar�yla ba³lam�³t�r, [18]. 1970'lerden ba³layarak bu kavram

ve onun uygulamalar�yla ilgili pekçok çal�³ma yap�lm�³t�r. Kompakts�zl�k ölçüsü

teorisinde Kuratowski ve Hausdor� kompakts�zl�k ölçüleri önemli bir yere sahip-

tir. Özellikle Hausdor� ölçüsü lineer olmayan analizin birçok dal�nda ve uygula-

malar�nda kullan�lmaktad�r, [18]. Kompakts�zl�k ölçüsünün farkl� tan�mlar� aras�nda

en kullan�³l� olan� aksiyomatik yakla³�ma sahip olan�d�r. �imdi baz� yard�mc� bilgileri

hat�rlatarak kompakts�zl�k ölçüsü kavram�n�n tan�m�n� verelim.
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E, ‖.‖ normuyla bir Banach uzay� olmak üzere; E'nin bo³tan farkl� bir X alt

cümlesi içinX ile,X in kapan�³�n� ve ConvX ile,X in konveks kapan�³�n� gösterelim.

Ayr�ca, X, Y ⊂ E için X + Y = {x + y : x ∈ X ve y ∈ Y } ve λX = {λx : x ∈ X}

olsun. E'nin bo³tan farkl� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesini ME ile ve ME'deki

relatif kompakt (kapan�³� kompakt) alt cümlelerin ailesini de NE ile gösterelim.

�imdi, a³a§�daki tan�m� verebiliriz.

Tan�m 3.1.1. [18] Bir µ : ME → R+ = [0,∞) fonksiyonu, a³a§�daki ³artlar�

sa§larsa, bu fonksiyona E'de bir nonkompaktl�k (kompakts�zl�k) ölçüsü denir.

(1) ker µ = {X ∈ME : µ(X) = 0} 6= ∅ ve ker µ ⊂ NE'dir,

(2) X ⊂ Y ⇒ µ(X) ≤ µ(Y ),

(3) µ(X) = µ( Conv X) = µ(X),

(4) µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ), λ ∈ [0, 1],

(5) E§er (Xn), (n = 1, 2, . . .),ME'deki kapal� cümlelerin, Xn+1 ⊂ Xn ve

limn→∞ µ(Xn) = 0 ³artlar�n� sa§layan bir dizisi ise o zaman X∞ =
⋂∞
n=1Xn

cümlesi bo³ de§ildir.

(1)'de tan�mlanan ker µ ailesi, "µ nonkompaktl�k (kompakts�zl�k) ölçüsünün

çekirde§i" olarak adland�r�l�r. E§er (1)− (5) ³artlar�na ilave olarak,

(6) µ(X ∪ Y ) = maks {µ(X), µ(Y )},

(7) µ(X + Y ) ≤ µ(X) + µ(Y ),

(8) µ(λX) = |λ|µ(X), (λ ∈ R) ve

(9) ker µ = NE

³artlar� da sa§lan�yorsa µ'ye regüler (düzenli) bir kompakts�zl�k ölçüsü ad�

verilir.

Daha öncede bahsetti§imiz önemli kompakts�zl�k ölçülerinden Kuratowski ölçüsü

a³a§�daki ³ekilde tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 3.1.2. E bir Banach uzay� ve X ∈ME olmak üzere;

α(X) = inf{ε > 0 : X, çap� ε'dan küçük olan sonlu say�daki küme ile örtülebilir}
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³eklinde tan�mlanan α : ME → R+ fonksiyonuna Kuratowski kompakts�zl�k ölçüsü

ad� verilir ve α regüler (düzenli) bir kompakts�zl�k ölçüsüdür, [18].

Tan�m 3.1.3. (ε-A§) (X, d) bir metrik uzay, A, X'in bir alt cümlesi ve ε > 0

olsun. X = ∪y∈AB(y, ε) ise yani ∀x ∈ X için d(x, y) < ε olacak ³ekilde bir y ∈ A

eleman� mevcut ise A'ya X için bir ε-a§ denir, [19, syf. 173].

Di§er bir önemli ve kullan�³l� ölçü olan Hausdor� kompakts�zl�k ölçüsü de

a³a§�da verilmektedir.

Tan�m 3.1.4. E bir Banach uzay� olmak üzere;

χ : ME → R+, χ(X) = inf{ε > 0 : X,E'de sonlu bir ε-a§�na sahiptir}

³eklinde tan�mlanan χ fonksiyonuna Hausdor� nonkompaktl�k (kompakts�zl�k)

ölçüsü denir, [18].

∀X ∈ ME için χ(X) ≤ α(X) ≤ 2χ(X) e³itsizli§i geçerli oldu§undan χ ve α

denktir, [18].

�imdi E Banach uzay� yerine, kapal� ve s�n�rl� [a, b] aral�§�nda tan�ml�, reel

de§erli ve sürekli fonksiyonlar�n maksimum normuyla verilen C[a, b] uzay�n� alal�m.

Bu durumda; X ∈ MC[a,b] yani; X, C[a, b] uzay�n�n bo³ olmayan ve s�n�rl� bir alt

cümlesi olmak üzere; x ∈ X ve ε > 0 için x'in süreklilik modülü olarak bilinen

w(x, ε) say�s�n�,

w(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| : t, s ∈ [a, b] ve |s− t| ≤ ε}

e³itli§iyle tan�mlayal�m. Ayr�ca,

w(X, ε) = sup{w(x, ε) : x ∈ X} ve w0(X) = lim
ε→0

w(X, ε)

olsun. Böylece;

χ(X) =
w0(X)

2
(3.1.1)

e³itli§i geçerlidir, [18].
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3.2. C[a, b] Uzay�nda Baz� Kompakts�zl�k Ölçüleri

Bu k�s�mda I = [a, b] kapal� ve s�n�rl� aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli ve s�n�rl�

olan fonksiyonlar�n supremum normuyla ifade edilen B(I) uzay�nda baz� cümlelerin

nicelikleri incelenerek C(I) = C[a, b] fonksiyon uzay�nda tan�mlanan baz� kompakt-

s�zl�k ölçülerinden bahsedilecektir.

x ∈ B(I) ve ε > 0 verildi§inde;

d(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

ve

i(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| − [x(t)− x(s)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

olsun. ε = b−a için d(x, b−a) ve i(x, b−a) yerine, s�ras�yla, d(x) ve i(x) gösterimleri

kullan�l�r. Burada d(x, ε), azal�³ modülü, i(x, ε), art�³ modülü, d(x), x fonksiyonunun

azal�³ derecesi ve i(x)'te x fonksiyonunun art�³ derecesi olarak adland�r�l�r, [18].

x ∈ B(I), I'da azalmayand�r ⇔ ∀s1, s2 [s1, s2 ∈ I ve s1 < s2 ⇒ x(s1) ≤ x(s2)] ,

x ∈ B(I), I'da artmayand�r ⇔ ∀s1, s2 [s1, s2 ∈ I ve s1 < s2 ⇒ x(s1) ≥ x(s2)]

önermelerinin do§rulu§u da dikkate al�n�rsa a³a§�daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1. [18]

(1) x ∈ B(I) ve x, I'da azalmayan ise ∀ε > 0 için d(x, ε) = 0 d�r.

(2) x ∈ B(I) ve x, I'da artmayan ise ∀ε > 0 için i(x, ε) = 0 d�r.

�spat. (1) x, I'da azalmayan ve ε > 0 olsun. Bu durumda;

d(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{x(s)− x(t)− x(s) + x(t) : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= 0

d�r. x, I'da artmayan ise i(x, ε) = 0 oldu§u da benzer ³ekilde gösterilebilir. �

Teorem 3.2.2. [18] x ∈ B(I) ve ε > 0 olsun. Bu durumda;
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(1) d(x, ε) = 0 ise x, I'da azalmayand�r,

(2) i(x, ε) = 0 ise x, I'da artmayand�r.

�spat. x ∈ B(I) ve ε > 0 olmak üzere; d(x, ε) = 0 oldu§unu kabul edelim. Bu durum-

da; (1)'de verilen önermenin do§ru oldu§unu yani, x fonksiyonunun I'da azalmayan

oldu§unu görelim. Bunun için;

∀t, s [(t, s ∈ I ve t < s)⇒ x(t) ≤ x(s)] (3.2.1)

önermesinin do§ru oldu§unu göstermeliyiz. (3.2.1) önermesinin yanl�³ oldu§unu

kabul edelim. Buna göre,

∃t, s [(t, s ∈ I ve t < s) ve x(t) > x(s)] (3.2.2)

önermesi do§rudur. �u halde iki durum söz konusudur.

(I) s− t ≤ ε ise

|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] = x(t)− x(s)− x(s) + x(t) = 2(x(t)− x(s)) > 0

olup buradan,

d(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε} > 0

olur. Bu ise d(x, ε) = 0 hipotezi ile çeli³ir.

(II) s − t > ε olsun. Bu durumda s−t
n
≤ ε olacak ³ekilde bir n do§al say�s�

bulunabilir. �imdi, t = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = s olacak ³ekildeki t0, t1, t2, . . . , tn

noktalar�n�n yard�m�yla [t, s] aral�§�n� n e³it aral�§a bölelim. Buna göre (3.2.2)'den,

x(t) = x(t0) > x(tn) = x(s) yaz�labilir.

∃i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} için x(ti) > x(ti+1)

önermesinin do§ru oldu§unu görelim. Aksi halde,

∀i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} için x(ti) ≤ x(ti+1)

önermesi do§ru olur ki bu da x(t0) ≤ x(tn) olmas�n� gerektirir. Bu ise, x(t0) > x(tn)

ile çeli³ir. Böylece i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} olan en az bir i için ti+1 − ti ≤ ε ve

13



x(ti) > x(ti+1) oldu§undan,

d(x, ε) = sup{|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

≥ |x(ti+1)− x(ti)| − [x(ti+1)− x(ti)] = 2(x(ti)− x(ti+1)) > 0

elde edilir. Bu da d(x, ε) = 0 hipotezi ile çeli³ir.

(2)'nin ispat� benzer ³ekilde yap�labilir. Böylece ispat tamamlan�r. �

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2'den a³a§�daki sonuca ula³�l�r.

Sonuç 3.2.1. [18] x ∈ B(I) ve herhangi bir ε > 0 say�s� verilsin. Bu durumda;

(1) d(x, ε) = 0⇔ x, I'da azalmayand�r.

(2) i(x, ε) = 0⇔ x, I'da artmayand�r.

X ∈MB(I) ve ε > 0 için;

d(X, ε) = sup{d(x, ε) : x ∈ X}, d0(X) = lim
ε→0

d(X, ε)

ve

i(X, ε) = sup{i(x, ε) : x ∈ X}, i0(X) = lim
ε→0

i(X, ε)

olmak üzere;

d(X, ·) : (0,∞)→ R, ε→ d(X, ε)

ve

i(X, ·) : (0,∞)→ R, ε→ i(X, ε)

olarak tan�mlanan d(X, ·) ve i(X, ·) fonksiyonlar�n� ele alal�m. ε1 < ε2 ve bir x ∈ B(I)

için

d(x, ε1) ≤ d(x, ε2) (3.2.3)

dir. (3.2.3) e³itsizli§inde x ∈ B(I) elemanlar� üzerinden supremum al�n�rsa,

sup{d(x, ε1) : x ∈ X} ≤ sup{d(x, ε2) : x ∈ X} (3.2.4)

olaca§�ndan (3.2.4)'ten d(X, ε1) ≤ d(X, ε2) elde edilir, yani d(X, ·) fonksiyonu azal-

mayand�r. i(X, ·) fonksiyonun da azalmayan oldu§u benzer ³ekilde görülebilir.
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Sonuç 3.2.2. [18] ε > 0 ve X ∈MB(I) olsun. Bu durumda;

(1) d(X, ε) = 0⇔ X cümlesindeki fonksiyonlar I aral�§�nda azalmayand�r.

(2) i(X, ε) = 0⇔ X cümlesindeki fonksiyonlar I aral�§�nda artmayand�r.

�spat. (1)'de verilen önermenin do§rulu§unu görelim. (2)'nin ispat� da benzer ³ekil-

de yap�labilir.

⇒) : d(X, ε) = sup{d(x, ε) : x ∈ X} = 0 olsun. Bu durumda; ∀x ∈ X için

d(x, ε) = 0 olur. Sonuç 3.2.1'den, ∀x ∈ X için x, I'da azalmayand�r.

⇐) : X cümlesindeki fonksiyonlar I aral�§�nda azalmayan olsun. Bu durumda;

∀x ∈ X fonksiyonu I aral�§�nda azalmayand�r. Böylece, Sonuç 3.2.1'den; ∀x ∈ X

için d(x, ε) = 0 d�r. �u halde; d(X, ε) = sup{d(x, ε) : x ∈ X} = 0 d�r. �

Sonuç 3.2.2, d0(X) ve i0(X) için geçerli de§ildir. Yani d0(X) = 0 (i0(X) = 0)

oldu§u halde X cümlesindeki fonksiyonlar azalmayan (artmayan) olmayabilir. Bu

durum Örnek 3.2.1'de ele al�nacakt�r.

X ∈ MB(I) cümlesindeki fonksiyonlar�n I'da azalmayan (artmayan) olmas�

durumunda d0(X) = 0 (i0(X) = 0) olaca§� Sonuç 3.2.2'den aç�kt�r. �imdi, B(I) uza-

y�n�n kapal� bir alt uzay� olan C = C(I) sürekli fonksiyonlar uzay�n� ele alal�m.

X ∈MC ve bir ε > 0 say�s� verilsin. Bu durumda; t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε olmak

üzere;

d(x, ε) = |x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)]

≤ 2|x(s)− x(t)|

≤ 2w(x, ε)

(3.2.5)

olur. (3.2.5)'te x ∈ X elemanlar� üzerinden supremum al�n�rsa,

d(X, ε) ≤ 2w(X, ε) (3.2.6)

ve (3.2.6)'da ε→ 0 için limit al�n�rsa,

d0(X) ≤ 2w0(X) (3.2.7)
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e³itsizli§i elde edilir.

i0(X) ≤ 2w0(X) (3.2.8)

oldu§u da benzer ³ekilde gösterilebilir. Böylece (3.1.1) e³itli§i kullan�larak a³a§�daki

sonuca ula³�l�r.

Sonuç 3.2.3. E§er X,C(I) uzay�nda e³ sürekli fonksiyonlar�n s�n�rl� bir alt

cümlesi ise d0(X) = i0(X) = 0 d�r, [18].

�spat. X, C(I) uzay�nda e³ sürekli fonsiyonlar�n s�n�rl� alt cümlesi oldu§un-

dan, Ascoli-Arzela teoremi gere§ince relatif (göreceli) kompaktt�r. Relatif kompakt

cümlelerin Hausdor� ölçüleri ise s�f�rd�r. Böylece (3.1.1)'den, w0(X) = 0 olup,

(3.2.7) ve (3.2.8)'den d0(X) = i0(X) = 0 d�r. �

Örnek 3.2.1. [18] C[0, π] uzay�nda X =
{
xn : xn(t) = sin(nt)

n
: n = 1, 2, . . .

}
cümlesini alal�m. δ > 0 say�s� için n0 ≥ 2

δ
olacak ³ekilde bir n0 ∈ N (n0 ≥ 2) seçelim.

Bu durumda X cümlesi, X1 = {x1, x2, x3, . . . , xn0−1} ve X2 = {xn0 , xn0+1, . . .} gibi

ayr�k iki cümlenin birle³imi olarak yaz�labilir. X1 kompakt oldu§undan (3.1.1)'den

w0(X1) = 0 d�r. Di§er taraftan n ≥ n0 ve key� s, t ∈ [0, π] için |xn(s)−xn(t)| ≤ 2
n
≤ δ

olaca§�ndan w0(X2) ≤ δ olur. δ key� oldu§undan w0(X2) = 0 d�r. w0 fonksiyonu

Tan�m 3.1.1'deki (6). ³art� da sa§lad�§�ndan w0(X) = 0 oldu§u sonucuna ula³�l�r.

Böylece (3.2.7) ve (3.2.8)'den d0(X) = i0(X) = 0 olur. Halbuki X cümlesindeki

fonksiyonlar [0, π] aral�§�nda monoton de§ildir.

Örnek 3.2.2. [18] n = 1, 2, . . . için xn : [0, 1] → R, xn(t) = tn olmak üzere;

X ⊂ C[0, 1] alt cümlesini, X = {xn : n = 1, 2, . . .} olarak alal�m. Bu durumda

herhangi bir 0 < ε ≤ 1 ve n = 1, 2, . . . için

d(xn, ε) = sup {|xn(s)− xn(t)| − [xn(s)− xn(t)] : t, s ∈ [0, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{|sn − tn| − [sn − tn] : t, s ∈ [0, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{sn − tn − [sn − tn] : t, s ∈ [0, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= 0
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oldu§undan,

d(X, ε) = sup{d(xn, ε) : xn ∈ X} = 0

d�r. Buna göre, d0(X) = limε→0 d(X, ε) = 0 olur. �imdi, w0(X) = 1 oldu§unu

görelim. xn ∈ X olsun. Bu durumda ε ∈ (0, 1] olmak üzere;

w(xn, ε) = sup {|sn − tn| : t, s ∈ [0, 1] ve |s− t| ≤ ε}

oldu§u bilinmektedir. 0 < ε ≤ 1 için

(s, t ∈ [0, 1] ve |s− t| ≤ ε)⇔ (t ∈ [0, 1] ve s ∈ [t− ε, t+ ε] ∩ [0, 1])

oldu§undan,

f : [0, 1− ε]→ R, f(t) = (t+ ε)n − tn

ve

g : [ε, 1]→ R, g(t) = tn − (t− ε)n

fonksiyonlar�n�n supremumunu hesabedelim.

t ∈ [0, 1− ε] için f ′(t) = n(t+ ε)n−1 − ntn−1 ≥ 0

ve

t ∈ [ε, 1] için g′(t) = ntn−1 − n(t− ε)n−1 ≥ 0

oldu§undan, f ve g fonksiyonlar� azalmayand�r. f(1− ε) = g(1) = 1− (1− ε)n olup,

w(xn, ε) = 1− (1− ε)n olur. �u halde; 0 < ε ≤ 1 için

w(X, ε) = sup {w(xn, ε) : xn ∈ X} = sup {1− (1− ε)n : n ∈ N} = 1

elde edilir. Böylece, w0(X) = limε→0w(X, ε) = 1 olur.

i(xn, ε) = sup{|sn − tn| − [tn − sn] : t, s ∈ [0, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{2(sn − tn) : t, s ∈ [0, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε} = 2− 2(1− ε)n

oldu§u da benzer ³ekilde görülebilir. Buna göre, 0 < ε ≤ 1 için

i(X, ε) = sup {i(xn, ε) : x ∈ X} = sup {2− 2(1− ε)n : n ∈ N} = 2

olaca§�ndan, i0(X) = limε→0 i(X, ε) = 2 olur.
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d0 ve i0 fonksiyonlar�n�n, Tan�m 3.1.1'deki (1). aksiyomu sa§lamad�klar� ve böylece

C(I) uzay�nda birer kompakts�zl�k ölçüsü olmad�klar� görülebilir, [18].

Örnek 3.2.3. [18] n = 1, 2, . . . için yn : [−1, 1]→ R, yn(t) = t2n olmak üzere;

Y ⊂ C[−1, 1] alt cümlesini, Y = {yn : n = 1, 2, . . .} olarak alal�m. Bu durumda

herhangi bir 0 < ε ≤ 2 ve n = 1, 2, . . . için

d(yn, ε) = sup {|yn(s)− yn(t)| − [yn(s)− yn(t)] : t, s ∈ [−1, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{|s2n − t2n| − [s2n − t2n] : t, s ∈ [−1, 1], t ≤ s ve s− t ≤ ε}

olup, |t| < |s| ise |s2n − t2n| − [s2n − t2n] = 0 oldu§undan,

d(yn, ε) = sup{2(t2n − s2n) : t, s ∈ [−1, 1], t ≤ s, |t| ≥ |s| ve s− t ≤ ε}

olur.

0 < ε ≤ 1 için

f : [−1,−ε]→ R, f(t) = 2[t2n − (t+ ε)2n]

ve

g : [−ε, 0]→ R, g(t) = 2t2n

fonksiyonlar�n� tan�mlayal�m. Bu durumda;

∀t ∈ [−1,−ε] için f ′(t) = 4n[t2n−1 − (t+ ε)2n−1] < 0

ve

∀t ∈ [−ε, 0] için g′(t) = 4nt2n−1 ≤ 0

oldu§undan f azalan ve g artmayand�r. f(−1) = 2[1 − (ε − 1)2n] ve g(−ε) = 2ε2n

olup, maks {f(−1), g(−ε)} = 2[1− (ε− 1)2n] olur. Sonuç olarak; 0 < ε ≤ 1 olan her

ε ve her n ∈ N için d(yn, ε) = 2[1− (ε− 1)2n] olur.

1 < ε ≤ 2 ve n ∈ N için

d(yn, ε) = d(yn, ε) = sup{2(t2n − s2n) : t, s ∈ [−1, 1], t ≤ s, |t| ≥ |s| ve s− t ≤ ε}

= sup{2t2n : t ∈ [−1, 0)}

= 2
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olur. Buna göre, 0 < ε ≤ 2 için

d(Y, ε) = sup {d(yn, ε) : yn ∈ Y } =

 sup{2[1− (ε− 1)2n] : n ∈ N} , 0 < ε ≤ 1 ise

2 , 1 < ε ≤ 2 ise

= 2

olaca§�ndan d0(Y ) = limε→0 d(Y, ε) = 2 elde edilir. Ayr�ca, w0(Y ) = 1 ve i0(Y ) = 2

oldu§u da görülebilir. Böylece (3.2.7) ve (3.2.8) e³itsizliklerinde e³itlik halinin de

olabilece§i görülmü³ olur.

�imdi, C(I) uzay�nda, kompakts�zl�k ölçüsü olmayan d0 ve i0 fonksiyonlar�

yard�m�yla tan�mlanan yeni bir kompakts�zl�k ölçüsünün oldu§unu görelim. Bunun

için önce a³a§�daki teoremi verelim.

Teorem 3.2.3. MC(I) uzay�ndaki herhangi bir X cümlesi için,

1

4
(d0(X) + i0(X)) ≤ w0(X) ≤ 1

2
(d0(X) + i0(X)) (3.2.9)

e³itsizli§i geçerlidir, [18].

�spat. d0(X) ≤ 2w0(X) ve i0(X) ≤ 2w0(X) e³itsizliklerinden,

1

4
(d0(X) + i0(X)) ≤ w0(X)

elde edilir. limε→0 d(X, ε) = α olsun. Bu durumda her δ > 0 say�s� için

∀ε
(

0 < ε ≤ ε0 ⇒ |d(X, ε)− α| < δ

2

)
önermesi do§ru olacak ³ekilde ve böylece

∀ε
(

0 < ε ≤ ε0 ⇒ d(X, ε) < α +
δ

2

)
(3.2.10)

önermesi do§ru olacak ³ekilde en az bir ε0 > 0 say�s� vard�r. Benzer ³ekilde β = i0(X)

ise her δ > 0 say�s� için,

∀ε
(

0 < ε ≤ ε0 ⇒ i(X, ε) < β +
δ

2

)
(3.2.11)

önermesi do§ru olacak ³ekilde en az bir ε0 > 0 say�s� vard�r.
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x ∈ X ve 0 < ε ≤ ε0 olmak üzere; t, s ∈ I, t ≤ s ve s − t ≤ ε olan her t ve s

için (3.2.10) ve (3.2.11) e³itsizliklerinden,

|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] < α +
δ

2
(3.2.12)

ve

|x(s)− x(t)| − [x(t)− x(s)] < β +
δ

2
(3.2.13)

e³itsizlikleri elde edilir. (3.2.12) ve (3.2.13) e³itsizlikleri taraf tarafa toplan�rsa,

2|x(s)− x(t)| < α + β + δ (3.2.14)

bulunur. �u halde; (3.2.14)'ten ∀x ∈ X için,

2w(x, ε) ≤ α + β + δ (3.2.15)

elde edilir. Sonuç olarak (3.2.15)'te x ∈ X elemanlar� üzerinden supremum al�n�rsa,

her δ > 0 ve 0 < ε ≤ ε0 olan her ε için

2w(X, ε) ≤ α + β + δ (3.2.16)

olur. (3.2.16)'da bir δ > 0 say�s� seçilerek ε→ 0 için limit al�n�rsa,

2w0(X) ≤ α + β + δ (3.2.17)

bulunur. δ > 0 say�s� key� oldu§undan (3.2.17)'den,

2w0(X) ≤ α + β

elde edilir ve böylece ispat tamamlan�r. �

�imdi,

µ : MC(I) → R+, µ(X) = d0(X) + i0(X)

fonksiyonunu tan�mlayal�m. µ fonksiyonu, C(I) uzay�nda regüler (düzenli) bir kom-

pakts�zl�k ölçüsüdür. (3.2.9) ve (3.1.1)'den,

1
4
µ(X) ≤ w0(X) ≤ 1

2
µ(X) ⇔ 1

4
µ(X) ≤ 2χ(X) ≤ 1

2
µ(X)

⇔ 1
8
µ(X) ≤ χ(X) ≤ 1

4
µ(X)

(3.2.18)
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olaca§�ndan µ, C(I) da tan�mlanan χ Hausdor� kompakts�zl�k ölçüsüne denktir. µ

ve χ'nin denkli§inden, "µ(X) = 0⇔ χ(X) = 0" sonucuna ula³�l�r. Bu ise µ ve χ nin

çekirdeklerinin çak�³�k olmas� demektir. Dolay�s�yla µ fonksiyonu Tan�m 3.1.1'deki

(1) ve (9) ³artlar�n� sa§lar. µ fonksiyonunun Tan�m 3.1.1'deki di§er ³artlar� da

sa§lad�§� görülebilir. µ'nün Tan�m 3.1.1'deki (8). ³art� sa§lad�§�n� görelim. Bunun

için λ ∈ R olmak üzere; µ(λX) = |λ|µ(X) oldu§unu göstermeliyiz.

λ ≥ 0 ve ε > 0 için

d(λx, ε) = sup{|λx(s)− λx(t)| − [λx(s)− λx(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{|λ||x(s)− x(t)| − λ[x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= sup{λ|x(s)− x(t)| − λ[x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= λ sup{|x(s)− x(t)| − [x(s)− x(t)] : t, s ∈ I, t ≤ s ve s− t ≤ ε}

= λd(x, ε)

(3.2.19)

olaca§�ndan, (3.2.19)'dan;

d(λX, ε) = sup{d(λx, ε) : x ∈ X} = λ sup{d(x, ε) : x ∈ X} = λd(X, ε) (3.2.20)

olur. Benzer ³ekilde, λ ≥ 0 ve ε > 0 için i(λX, ε) = λi(X, ε) oldu§u da görülebilir.

Buradan (3.2.20)'yi de dikkate alarak, λ ≥ 0 iken;

µ(λX) = d0(λX) + i0(λX)

= limε→0 [d(λX, ε) + i(λX, ε)]

= limε→0 [λd(X, ε) + λi(X, ε)]

= λ limε→0 [d(X, ε) + i(X, ε)]

= λ [d0(X) + i0(X)]

(3.2.21)

elde edilir. �u halde; (3.2.21)'den,

µ(λX) = λµ(X) (3.2.22)

olur.

λ < 0 ve ε > 0 için, d(λX, ε) = −λi(X, ε) ve i(λX, ε) = −λd(X, ε)
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olaca§�ndan,

µ(λX) = d0(λX) + i0(λX)

= limε→0 [d(λX, ε) + i(λX, ε)]

= limε→0 [−λd(X, ε)− λi(X, ε)]

= −λ limε→0 [d(X, ε) + i(X, ε)]

= −λ limε→0 [d0(X) + i0(X)]

= −λµ(X)

(3.2.23)

olur. (3.2.22) ve (3.2.23)'ten,

µ(λX) = |λ|µ(X)

e³itli§ine ula³�l�r. Böylece µ fonksiyonu Tan�m 3.1.1'deki (8). da ³art� sa§lar. µ fonksi-

yonunun Tan�m 3.1.1'in di§er ³artlar�n� da sa§lad�§� görülebilir. Buna göre a³a§�daki

teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.4. µ : MC(I) → R+, µ(X) = d0(X)+i0(X) fonksiyonu, C(I) uza-

y�nda tan�mlanan χ Hausdor� ölçüsüne denk olan regüler (düzenli) bir kompakts�zl�k

ölçüsüdür, [18].

(3.2.18) ve (3.1.1)'in kullan�lmas�yla, herhangi bir X ∈MC(I) için,

2w0(X) ≤ µ(X) ≤ 4w0(X) (3.2.24)

veya (3.2.24)'e denk olan;

4χ(X) ≤ µ(X) ≤ 8χ(X) (3.2.25)

e³itsizli§i elde edilir. Örnek 3.2.2 ve Örnek 3.2.3, (3.2.24) ve (3.2.25) e³itsizliklerinin

e³itlik halidir.

�imdi, C(I) uzay�nda,

µd : MC(I) → R+, µd(X) = w0(X) + d0(X)

ve

µi : MC(I) → R+, µi(X) = w0(X) + i0(X)
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olarak tan�mlanan µd ve µi fonksiyonlar�n� alal�m. w0, d0 ve i0 fonksiyonlar�n�n özel-

likleriyle birlikte,

w0(X) ≤ µd(X) ≤ 3w0(X) (3.2.26)

ve

w0(X) ≤ µi(X) ≤ 3w0(X) (3.2.27)

e³itsizlikleri de kullan�larak µd ve µi'nin χ Hausdor� ölçüsüne denk kompakts�zl�k

ölçüleri oldu§u görülebilir. µd ve µi, Tan�m 3.1.1'deki (8). ³art d�³�ndaki bütün ³art-

lar� sa§lar. Ayr�ca, Örnek 3.2.2 ve Örnek 3.2.3 ile, (3.2.26) ve (3.2.27)'deki e³itsizlik-

lerin e³itlik hali elde edilir.

3.3. Lineer Olmayan Volterra �ntegral Denklemlerin Çözümlerinin

Asimptotik Kararl�l�§�

Bu k�s�mda,

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (t ∈ R+) (3.3.1)

formundaki lineer olmayan Volterra integral denkleminin BC(R+,R) uzay�nda bir

çözüme sahip olmas�n� sa§layan yeter ³artlar verilecek ve bu çözümün R+ da asimp-

totik kararl� oldu§u gösterilecektir.

Tan�m 3.3.1. X ⊂ BC(R+,R), (3.3.1) denkleminin çözümlerinin bir cümlesi

ve x ∈ X olsun. Bu durumda; her ε > 0 say�s�na kar³�l�k, t ≥ T olan her t say�s�

ve (3.3.1) denkleminin X cümlesinde olan her y çözümü için |x(t) − y(t)| ≤ ε ola-

cak ³ekilde en az bir T = T (ε) > 0 say�s� mevcutsa x'e R+ üzerinde "asimptotik

kararl�d�r" denir, [8].

(3.3.1) denkleminin BC(R+,R) da bir x çözümüne sahip oldu§unu göstermek

için, kompakts�zl�k ölçüsü ile birle³tirilmi³ bir sabit nokta teoreminden yararlan�la-

cakt�r. �imdi bu teoremi verelim.
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Teorem 3.3.1. Y,E Banach uzay�n�n bo³ olmayan, s�n�rl�, kapal� ve konveks

bir alt cümlesi ve F : Y → Y dönü³ümü sürekli olsun. X, Y 'nin bo³ olmayan her-

hangi bir alt cümlesi, k ∈ [0, 1) bir sabit ve µ, µ(FX) ≤ kµ(X) e³itsizli§ini sa§la-

yacak ³ekilde E de bir kompakts�zl�k ölçüsü olsun. Bu taktirde F 'nin Y cümlesinde

sabit b�rakt�§� en az bir nokta vard�r, [8].

Teorem 3.3.2. Teorem 3.3.1'deki F dönü³ümünün sabit b�rakt�§� noktalar�n

cümlesi A olsun. Bu taktirde A, kerµ ailesine ait olan kompakt bir cümledir, [8].

�spat. Bunun için, önce,

A = {x ∈ Y : Fx = x} ⇒ µ(A) = 0 (3.3.2)

önermesinin do§ru oldu§unu göstermeliyiz. A = {x ∈ Y : Fx = x} olmak üzere;

(3.3.2) önermesi yanl�³, yani µ(A) 6= 0 olsun. Bu durumda, µ(A) > 0 olur. A ⊂ Y

oldu§undan,

µ(FA) ≤ kµ(A) (3.3.3)

olur. FA = A oldu§undan, (3.3.3)'ten,

µ(A) ≤ kµ(A)

ve böylece 1 ≤ k çeli³kisi elde edilir. Dolay�s�yla,

A = {x ∈ Y : Fx = x} ⇒ µ(A) = 0

önermesi do§rudur. µ bir kompakts�zl�k ölçüsü ve µ(A) = 0 oldu§undan A kom-

paktt�r. �imdi, A cümlesinin kapal� oldu§unu görelim. x ∈ A olsun. Bu durumda

Teorem 2.1.2 gere§ince, (xn) ⊂ A ve limn→∞ xn = x olacak ³ekilde bir (xn) dizisi

vard�r. Buna göre,

Fxn = xn (3.3.4)

olur. F 'nin süreklili§i de dikkate al�narak (3.3.4)'te n→∞ için limit al�n�rsa Fx = x

elde edilir. �u halde x ∈ A olur. Bu ise A'n�n kapal� olmas� demektir. Sonuç olarak

A kompaktt�r. �
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R+ da tan�ml�, reel de§erli, s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay� olan

BC(R+,R) Banach uzay�ndaki norm, ‖x‖ = supt≥0 |x(t)| e³itli§iyle verilmektedir.

BC(R+,R) uzay�nda tan�ml� bir kompakts�zl�k ölçüsü a³a§�daki ³ekilde tan�m-

lanmaktad�r.

BC(R+,R)'nin bo³ olmayan, s�n�rl� bir X alt cümlesini ve pozitif bir T say�s�n�

alal�m. x ∈ X ve ε ≥ 0 için x' in [0, T] aral�§�ndaki süreklilik modülü wT (x, ε),

wT (x, ε) = sup {|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, T ] ve |t− s| ≤ ε}

olarak tan�mlanmaktad�r.

wT (X, ε) = sup
{
wT (x, ε) : x ∈ X

}
, wT0 (X) = lim

ε→0
wT (X, ε)

ve

w0(X) = lim
T→∞

wT0 (X)

olmak üzere; t ∈ R+ sabit say�s� için

X(t) = {x(t) : x ∈ X}

ve

diamX(t) = sup{|x(t)− y(t)| : x, y ∈ X}

olsun. MBC(R+,R) üzerinde,

µ(X) = w0(X) + lim sup
t→∞

diamX(t)

e³itli§iyle tan�mlanan µ fonksiyonu BC(R+,R) uzay�nda bir kompakts�zl�k

ölçüsüdür, [8].

Teorem 3.3.3. k ∈ [0, 1) bir sabit, a : R+ → R+ fonksiyonu sürekli ve

limt→∞ a(t) = 0 olmak üzere; F : BC(R+,R) → BC(R+,R) operatörü, BC(R+,R)

uzay�ndaki her x, y elemanlar� ve ∀t ∈ R+ için

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ k|x(t)− y(t)|+ a(t) (3.3.5)

e³itsizli§ini sa§las�n. Ayr�ca, x = x(t) (x ∈ BC(R+,R)) , x = Fx operatör denkle-

minin bir çözümü olsun. Buna göre, bu çözüm asimptotik kararl�d�r, [8].
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�spat. Bunun için; " her ε > 0 say�s�na kar³�l�k, t ≥ T olan her t say�s� ve x = Fx

denkleminin çözümü olan her y fonksiyonu için |x(t)− y(t)| ≤ ε olacak ³ekilde en az

bir T > 0 say�s� vard�r" önermesinin do§ru oldu§unu göstermeliyiz. Bu önermenin

yanl�³ oldu§unu kabul edelim. Bu durumda; " en az bir ε0 > 0 say�s� vard�r öyle ki

T > 0 olan her T say�s� için |x(t)−y(t)| ≥ ε0 olacak ³ekilde t ≥ T ³art�n� sa§layan en

az bir t say�s� ve x = Fx denkleminin en az bir y çözümü vard�r" önermesi do§rudur.

Buna göre; her n ∈ N için tn ≥ n olacak ³ekilde bir (tn) dizisi ve |x(tn)−yn(tn)| ≥ ε0

e³itsizli§ini sa§layacak ³ekilde x = Fx denkleminin bir yn çözümü vard�r. �u halde;

(3.3.5)'ten;

|x(tn)− yn(tn)| ≤ k|x(tn)− yn(tn)|+ a(tn) (3.3.6)

yaz�labilir. (3.3.6)'dan da,

0 ≤ (1− k)ε0 ≤ (1− k)|x(tn)− yn(tn)| ≤ a(tn) (3.3.7)

elde edilir. (3.3.7)'de n → ∞ için limit al�n�rsa, 0 ≤ (1 − k)ε0 ≤ 0 olaca§�ndan

(1 − k)ε0 = 0 ve 1 − k 6= 0 oldu§undan, ε0 = 0 elde edilir ki bu çeli³ki ispat�

tamamlar. �

Teorem 3.3.4.

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (t ≥ 0) (3.3.8)

lineer olmayan Volterra integral denkleminde a³a§�daki ³artlar sa§lans�n.

(i) f : R+ × R→ R fonksiyonu süreklidir,

g : R+ → R, g(t) = f(t, 0) e³itli§iyle tan�mlanan g fonksiyonu BC(R+,R)

uzay�n�n bir eleman�d�r,

(ii) ∀x, y ∈ R ve ∀t ≥ 0 için |f(t, x) − f(t, y)| ≤ k|x − y| olacak ³ekilde bir

k ∈ [0, 1) sabiti vard�r,

(iii) u : R+ × R+ × R→ R fonksiyonu sürekli olup,

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0
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ve

∀t, s ∈ R+(s ≤ t) ve ∀x ∈ R için |u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s)

olacak ³ekilde sürekli a, b : R+ → R+ fonksiyonlar� vard�r.

Bu taktirde (3.3.8) denklemi, R+'da asimptotik kararl� olan en az bir x ∈ BC(R+,R)

çözümüne sahiptir, [8].

�spat. v : R+ → R+ fonksiyonunu,

v(t) = a(t)

∫ t

0

b(s)ds

e³itli§iyle tan�mlayal�m. Aç�k olarak v sürekli olup, limt→∞ v(t) = 0 d�r.

x ∈ BC(R+,R) olmak üzere; F operatörünü,

(Fx)(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

olarak tan�mlayal�m. Bu durumda; hipotezler dikkate al�nd�§�nda, Fx : R+ → R

fonksiyonunun sürekli oldu§u anla³�l�r. Ayr�ca, ∀t ∈ R+ için

|(Fx)(t)| ≤ |f(t, x(t))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|+
∫ t

0
|u(t, s, x(s))|ds

≤ k|x(t)|+ |f(t, 0)|+ a(t)
∫ t

0
b(s)ds

= k|x(t)|+ |f(t, 0)|+ v(t)

≤ k‖x‖+ sup{|f(t, 0)|+ v(t) : t ≥ 0}

(3.3.9)

oldu§undan, Fx ∈ BC(R+,R) olur. �u halde F , F : BC(R+,R)→ BC(R+,R) olan

bir operatördür. (3.3.9)'dan;

sup{|(Fx)(t)| : t ≥ 0} ≤ k‖x‖+ sup{|f(t, 0)|+ v(t) : t ≥ 0}

ve böylece,

‖Fx‖ ≤ k‖x‖+Q; Q = sup{|f(t, 0)|+ v(t) : t ≥ 0} (3.3.10)

e³itsizli§i elde edilir. Br = B[θ, r] ve r = Q
1−k olmak üzere; F 'nin, F : Br → Br olan

bir dönü³üm oldu§unu görelim. x ∈ Br oldu§undan (3.3.10)'dan,

‖Fx‖ ≤ kr +Q = k
Q

1− k
+Q =

Q

1− k
= r
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olur. Böylece F , Br'den Br'ye tan�ml�d�r. �imdi; F : Br → Br dönü³ümünün, Br

yuvar�nda sürekli oldu§unu gösterelim. Bunun için ∀ε > 0 say�s� ve ∀x, y ∈ Br

elemanlar�na kar³�l�k,

‖x− y‖ ≤ δ ⇒ ‖Fx− Fy‖ ≤ ε

önermesi do§ru olacak ³ekilde bir δ = δ(ε) > 0 say�s�n�n oldu§unu göstermek yeter-

lidir.

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ kε+
∫ t

0
|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ kε+ 2a(t)
∫ t

0
b(s)ds

= kε+ 2v(t)

(3.3.11)

dir. �imdi t ≥ T için; 2a(t)
∫ t

0
b(s)ds ≤ ε olan bir T ∈ R+ say�s�n� seçelim. Burada

iki durum söz konusudur.

(1) t ≥ T için (3.3.11)'den,

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ kε+ ε = (k + 1)ε

elde edilir.

(2) t ≤ T,w = w(ε) fonksiyonunu a³a§�daki gibi tan�mlayal�m.

w(ε) = sup{|u(t, s, x)− u(t, s, y)| : t, s ∈ [0, T ], x, y ∈ [−r, r] ve |x− y| ≤ ε}

u = u(t, s, x) fonksiyonu [0, T ]× [0, T ]× [−r, r] üzerinde düzgün sürekli oldu§undan,

ε→ 0 iken w(ε)→ 0 olur. (3.3.11)'den,

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ kε+

∫ t

0

w(ε)ds ≤ kε+ Tw(ε)

olup, (1) ve (2)'den; F 'nin Br üzerinde sürekli oldu§u görülür.
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�imdi, X ⊂ Br olacak ³ekilde bo³tan farkl� bir X alt cümlesini alal�m.

T > 0, ε > 0, x ∈ X, t, s ∈ [0, T ] ve |t− s| ≤ ε olmak üzere;

|(Fx)(t)− (Fx)(s)| ≤ |f(t, x(t))− f(s, x(s))|+

+
∣∣∣∫ t0 u(t, τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
u(s, τ, x(τ))dτ

∣∣∣
≤ |f(t, x(t))− f(t, x(s))|+ |f(t, x(s))− f(s, x(s))|+∣∣∣∫ t0 u(t, τ, x(τ))dτ −

∫ s
0
u(s, τ, x(τ))dτ

∣∣∣
≤ k|x(t)− x(s)|+ |f(t, x(s))− f(s, x(s))|

+
∣∣∣∫ ts u(t, τ, x(τ))dτ

∣∣∣+
∣∣∫ s

0
[u(t, τ, x(τ))− u(s, τ, x(τ))]dτ

∣∣
≤ kwT (x, ε) + wTr (f, ε) + ε sup{a(t)b(τ) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ T}

+TwTr (u, ε)

(3.3.12)

elde edilir. Burada wTr (f, ε) ve wTr (u, ε),

wTr (f, ε) = sup{|f(t, x)− f(s, x)| : t, s ∈ [0, T ], |t− s| ≤ ε ve |x| ≤ r}

wTr (u, ε) = sup{|u(t, τ, x)− u(s, τ, x)| : t, s ∈ [0, T ], |t− s| ≤ ε, τ ∈ [0, T ] ve |x| ≤ r}

e³itlikleriyle tan�mlanmaktad�r. Hipotezlerden; f = f(t, x) fonksiyonu, [0, T ]×[−r, r]

cümlesi üzerinde ve u = u(t, τ, x) fonksiyonu da, [0, T ] × [0, T ] × [−r, r] cümlesi

üzerinde düzgün süreklidir. Böylece, ε→ 0 iken; wTr (f, ε)→ 0 ve wTr (u, ε)→ 0 olur.

�u halde; (3.3.12)'den,

wT (Fx, ε) ≤ kwT (x, ε) + wTr (f, ε) + TwTr (u, ε)+

+εsup{a(t)b(τ) : t, τ ∈ [0, T ]}
(3.3.13)

sonucu elde edilir. (3.3.13)'te x ∈ X elemanlar� üzerinden supremum al�n�rsa,

wT (FX, ε) ≤ kwT (X, ε) + wTr (f, ε) + TwTr (u, ε)+

+εsup{a(t)b(τ) : t, τ ∈ [0, T ]}
(3.3.14)

olur. (3.3.14)'te, s�ras�yla, ε→ 0 ve T →∞ için limit al�n�rsa,

w0(FX) ≤ kw0(X) (3.3.15)

29



e³itsizli§ine ula³�l�r. Ayr�ca herhangi bir t ∈ R+ ve x, y ∈ X için,

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ |f(t, x(t))− f(t, y(t))|+

+

∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds+

∫ t

0

|u(t, s, y(s))|ds

≤ k|x(t)− y(t)|+ 2

∫ t

0

a(t)b(s)ds

oldu§undan,

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ k|x(t)− y(t)|+ 2v(t) (3.3.16)

ve ³u halde; (3.3.16)'dan;

diam(FX)(t) ≤ k diamX(t) + 2v(t)

olur. Böylece,

lim sup
t→∞

diam(FX)(t) ≤ k lim sup
t→∞

diamX(t) (3.3.17)

olup, (3.3.15) ve (3.3.17) birlikte dikkate al�nd�§�nda,

µ(FX) ≤ kµ(X) (3.3.18)

elde edilir.

(3.3.18) e³itsizli§i ve Teorem 3.3.1'in kullan�lmas�yla, (3.3.8) denkleminin

BC(R+,R) uzay�nda en az bir x = x(t) çözümüne sahip oldu§u anla³�l�r. Di§er

taraftan (3.3.16) ve Teorem 3.3.3'ten bu çözümün R+'da asimptotik kararl� oldu§u

sonucu elde edilir ve bu da ispat� tamamlar. �

A³a§�da, Teorem 3.3.4'ün ³artlar�n� sa§layan lineer olmayan Volterra tipi integral

denklemler verilmi³tir.

x(t) =
t

1 + t2
x(t) +

∫ t

0

e−t
sx(s)

1 + |x(s)|
ds, (3.3.19)

x(t) =
ln(1 + t)

1 + t
sinx(t) +

∫ t

0

s2 arctanx(s)

1 + t4
ds. (3.3.20)

Teorem 3.3.4'e göre (3.3.19) ve (3.3.20) denklemlerinin, BC(R+,R) uzay�nda en az

bir çözümü vard�r ve bu çözüm R+'da asimptotik kararl�d�r.
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4. L�NEER OLMAYAN B�R VOLTERRA �NTEGRAL

DENKLEM�N C (R+,Rn) VE BC (R+,Rn) UZAYLARINDAK�

ÇÖZÜMLER� VE BAZI SONUÇLAR

Üçüncü bölümde kompakts�zl�k ölçüsüyle birle³tirilen bir sabit nokta teoremi

vas�tas�yla, lineer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin, BC (R+,R) uza-

y�nda çözümünün varl�§� ve asimptotik kararl�l�§� incelendi. Bu bölümde ise farkl�

bir sabit nokta teoremiyle, kompakts�zl�k ölçüsünü kullanmaks�z�n, ayn� denklemin

C (R+,Rn) uzay�nda çözümünün varl�§� ve asimptotik kararl�l�§�n�n daha zay�f ³art-

lar alt�nda da gösterilebilece§ini ve ilave bir ³art alt�nda bu çözümün, BC (R+,Rn)

uzay�na ait olaca§�n� görece§iz.

4.1. Üçüncü Bölüme �li³kin Baz� Sonuçlar

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (t ≥ 0) (4.1.1)

integral denkleminde;

(i) f : R+ × R→ R fonksiyonu süreklidir ve g : R+ → R, g(t) = f(t, 0) olarak

tan�mlanan g fonksiyonu BC (R+,R) uzay�n�n bir eleman�d�r,

(ii) ∀x, y ∈ R ve ∀t ≥ 0 için

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ α|x− y|

olacak ³ekilde bir α ∈ [0, 1) sabiti vard�r ve

(iii) u : R+ × R+ × R→ R fonksiyonu süreklidir. Ayr�ca,

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0, ∀t, s ∈ R+(s ≤ t)

ve

∀x ∈ R için |u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s)

olacak ³ekilde sürekli a, b : R+ → R+ fonksiyonlar� vard�r,
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³artlar�n�n sa§lanmas� halinde, (4.1.1) integral denkleminin BC (R+,R) uzay�nda bir

çözümünün mevcut ve asimptotik kararl� oldu§u, üçüncü bölümde gösterildi.

Sonuç 4.1.1. (ii) ³art�,

x = f(0, x) (4.1.2)

denkleminin bir ve yaln�z bir x0 çözümünün olmas�n� gerektirir. Gerçekten; (4.1.1)

denkleminin BC (R+,R) uzay�nda olan her x çözümü için x(0) = x0 olmak üzere;

x0, (4.1.2) denkleminin bir çözümüdür. (4.1.2) denkleminin x0 dan farkl� x1 gibi

bir çözümünün de mevcut oldu§unu kabul edelim. Bu durumda (ii) ³art� dikkate

al�narak,

|x0 − x1| = |f(0, x0)− f(0, x1)| ≤ α|x0 − x1| (4.1.3)

e³itsizli§ine ula³�l�r. (4.1.3)'ten;

(1− α)|x0 − x1| ≤ 0 (4.1.4)

olup, α ∈ [0, 1) oldu§undan, 1−α 6= 0 d�r. �u halde; (4.1.4)'ten; x0 = x1 elde edilir.

Demek ki x(0) = x0, (4.1.2) denkleminin tek çözümüdür.

�imdi,

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, (t ≥ 0) (4.1.5)

denklemini ve a³a§�daki ³artlar� gözönüne alal�m.

(i∗) f : R+×Rn → Rn fonksiyonu sürekli ve en az bir x0 ∈ Rn için x0 = f(0, x0)

olsun. t > 0 olan her t için 0 ≤ k(t) < 1 ve

lim
t→0+

f(t, x0)− f(0, x0)

1− k(t)
= 0 (4.1.6)

³art�n� sa§layan en az bir sürekli k : R+ → [0, 1] fonksiyonu vard�r,

(ii∗) ∀x, y ∈ Rn ve ∀t ∈ R+ için

‖f(t, x)− f(t, y)‖Rn ≤ k(t)‖x− y‖Rn

e³itsizli§i sa§lans�n ve
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(iii∗) u : R+ × R+ × Rn → Rn fonksiyonu süreklidir ve ∀t, s ∈ R+(s ≤ t) ve

∀x ∈ Rn için

‖u(t, s, x)‖Rn ≤ a(t)b(s),

lim
t→0+

a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0

ve

lim
t→∞

a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0

olacak ³ekilde sürekli a, b : R+ → R+ fonksiyonlar� vard�r.

Sonuç 4.1.2. (i)− (iii) ³artlar� sa§lan�yorken, n = 1 olmak üzere, (i∗)− (iii∗)

³artlar� da sa§lan�r, [9].

�spat. h : R→ R, h(t) = f(0, t) olarak tan�mlanan h fonksiyonu, ∀x, y ∈ R için

|h(x)− h(y)| = |f(0, x)− f(0, y)| ≤ α|x− y|

e³itsizli§ini sa§lad�§�ndan bir büzülmedir. Buna göre, h(x0) = x0, yani f(0, x0) = x0

olacak ³ekilde birtek x0 ∈ R vard�r.

k : R+ → [0, 1], k(t) = α olarak tan�mlanan k fonksiyonu sürekli olup ∀t ≥ 0

için 0 ≤ k(t) < 1 dir. Ayr�ca, f sürekli oldu§undan,

lim
t→0+

f(t, x0)− f(0, x0)

1− k(t)
= 0

e³itli§i sa§lan�r.

∀x, y ∈ R ve ∀t ≥ 0 için,

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k(t)|x− y|

e³itsizli§i geçerlidir.

Di§er taraftan;

lim
t→0+

a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds =
a(0)

1− α
.0 = 0

ve

lim
t→∞

a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds =
1

1− α
lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds =
1

1− α
.0 = 0

e³itli§i de sa§lan�r. �
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4.2. Lineer Olmayan Volterra �ntegral Denklemlerin C (R+,Rn) ve

BC (R+,Rn) Uzaylar�ndaki Asimptotik Kararl� Çözümleri

Teorem 4.2.1. (i∗) ve (ii∗) ³artlar� sa§lans�n. Bu durumda;

ψ(t) = f(t, ψ(t)) (4.2.1)

denklemini sa§layan bir tek ψ ∈ C (R+,Rn) fonksiyonu vard�r. Ayr�ca t > 0 için

ψ(t) ≤ ‖f(t, 0)‖Rn

1− k(t)
(4.2.2)

e³itsizli§i geçerli olup,

g : (0,∞)→ Rn, g(t) =
f(t, 0)

1− k(t)
(4.2.3)

olarak tan�mlanan g fonksiyonunun s�n�rl� olmas� halinde ψ ∈ BC (R+,Rn) olur,

[9].

�spat. Her pozitif m tamsay�s� için ψ :
[

1
m
,m
]
→ Rn ³eklinde s�n�rl� ve sürekli

fonksiyonlar�n olu³turdu§u (Xm, ‖.‖m) Banach uzay�n� supremum normuyla dikkate

alal�m ve

Sm : Xm → Xm, (Smψ)(t) = f(t, ψ(t)), t ∈
[

1

m
,m

]
dönü³ümünü tan�mlayal�m. Buna göre,

‖Smψ1 − Smψ2‖m = sup
1
m
≤t≤m

‖f(t, ψ1(t))− f(t, ψ2(t))‖Rn

≤ sup
1
m
≤t≤m

k(t)‖ψ1(t)− ψ2(t)‖Rn

= αm sup
1
m
≤t≤m

‖ψ1(t)− ψ2(t)‖Rn

≤ αm‖ψ1 − ψ2‖m

olup 0 ≤ αm < 1 oldu§undan Sm bir büzülmedir. �u halde; Sm'nin ψm gibi birtek

sabit noktas� vard�r. t ∈ (0,∞) ise t ∈
[

1
m0
,m0

]
olacak ³ekilde bir m0 ∈ N olaca§�n-

dan,
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ψ : (0,∞)→ Rn fonksiyonunu, yani ψ : ∪∞m=1

[
1
m
,m
]
→ Rn fonksiyonunu,

ψ :
∞⋃
m=1

[
1

m
,m

]
→ Rn, ψ(t) = ψm0(t) = f(t, ψm0(t)) (4.2.4)

³eklinde tan�mlayal�m.

t ∈
[

1
n0
, n0

]
(n0 6= m0) ise ψ(t) = ψn0(t) = f(t, ψn0(t)) olup,

‖ψm0(t)− ψn0(t)‖Rn = ‖f(t, ψm0(t))− f(t, ψn0(t))‖Rn

≤ k(t)‖ψm0(t)− ψn0(t)‖Rn

(4.2.5)

olaca§�ndan (4.2.5)'ten,

(1− k(t))‖ψm0(t)− ψn0(t)‖Rn ≤ 0 (4.2.6)

elde edilir. t > 0 oldu§undan 1−k(t) > 0 olur. �u halde; (4.2.6)'dan, ψm0(t) = ψn0(t)

bulunur. Bu ise, (4.2.4) e³itli§iyle tan�mlanan ψ fonksiyonunun iyi tan�ml� ve tek

olmas� demektir.

�imdi, t→ 0+ iken ψ(t)→ x0 oldu§unu görelim.

‖ψ(t)− x0‖Rn = ‖f(t, ψ(t))− f(0, x0)‖Rn

≤ ‖f(t, ψ(t))− f(t, x0)‖Rn + ‖f(t, x0)− f(0, x0)‖Rn

≤ k(t)‖ψ(t)− x0‖Rn + ‖f(t, x0)− f(0, x0)‖Rn

(4.2.7)

oldu§undan (4.2.7)'den,

(1− k(t))‖ψ(t)− x0‖Rn ≤ ‖f(t, x0)− f(0, x0)‖Rn (4.2.8)

olup, (4.2.8)'den de, t > 0 için

‖ψ(t)− x0‖Rn ≤
‖f(t, x0)− f(0, x0)‖Rn

1− k(t)
(4.2.9)

elde edilir. (4.1.6) ve (4.2.9)'dan, limt→0+ ‖ψ(t)− x0‖Rn = 0 olaca§�ndan,

limt→0+ ψ(t) = x0 olup, ψ(0) = x0 olarak tan�mlan�rsa ψ(0) = f(0, ψ(0)) e³itli§i
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sa§lan�r. Ayr�ca ψ sürekli olup (4.2.1) denklemini sa§lar. Di§er taraftan; t > 0 için

‖ψ(t)‖Rn = ‖ψ(t)− f(t, 0) + f(t, 0)‖Rn

≤ ‖ψ(t)− f(t, 0)‖Rn + ‖f(t, 0)‖Rn

= ‖f(t, ψ(t))− f(t, 0)‖Rn + ‖f(t, 0)‖Rn

≤ k(t)‖ψ(t)− 0‖Rn + ‖f(t, 0)‖Rn

(4.2.10)

oldu§undan (4.2.10)'dan,

(1− k(t))‖ψ(t)‖Rn ≤ ‖f(t, 0)‖Rn (4.2.11)

ve (4.2.11)'den de,

‖ψ(t)‖Rn ≤
‖f(t, 0)‖Rn

1− k(t)

elde edilir, yani (4.2.2) sa§lan�r. Ayr�ca, (4.2.3)'te tan�mlanan g fonksiyonu s�n�rl� ise

ψ ∈ BC (R+,Rn) olur ki böylece Teorem 4.2.1'in ispat� tamamlan�r. �

Sonuç 4.2.1. (ii∗) ³art� sa§lan�yorken,

x = f(0, x) (4.2.12)

denkleminin birden fazla çözümü olabilir. Ancak (4.2.12) denkleminin (4.1.6) ³art�n�

sa§layan x0 ∈ Rn çözümü tektir, [9].

�spat. x0, (4.2.12) denkleminin (4.1.6) ³art�n� sa§layan bir çözümü ise

x0 = f(0, x0)

ve

lim
t→0+

f(t, x0)− f(0, x0)

1− k(t)
= 0 (4.2.13)

e³itlikleri sa§lan�r. �imdi, y0 ∈ Rn noktas�n�n, (4.2.12) denklemini ve (4.1.6) e³itli§ini

sa§lad�§�n� ve x0'dan farkl� oldu§unu kabul edelim. Bu durumda;

y0 = f(0, y0)

ve

lim
t→0+

f(t, y0)− f(0, y0)

1− k(t)
= 0 (4.2.14)
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olur.

‖x0 − y0‖Rn = ‖x0 − ψ(t) + ψ(t)− y0‖Rn

≤ ‖x0 − ψ(t)‖Rn + ‖y0 − ψ(t)‖Rn

(4.2.15)

olup, (4.2.9) e³itsizli§inin kullan�lmas�yla, (4.2.15)'ten, t > 0 için

‖x0 − y0‖Rn ≤
‖f(t, x0)− f(0, x0)‖Rn

1− k(t)
+
‖f(t, y0)− f(0, y0)‖Rn

1− k(t)
(4.2.16)

elde edilir. (4.2.13) ve (4.2.14) e³itlikleri dikkate al�narak (4.2.16)'da t → 0+ için

limit al�n�rsa, ‖x0 − y0‖Rn ≤ 0 olur ki buradan x0 = y0 sonucuna ula³�l�r. �

Örnek 4.2.1. [9] g : Rn → Rn ve v : R+ → Rn sürekli fonksiyonlar olmak

üzere;

∀x, y ∈ Rn için ‖g(x)− g(y)‖Rn ≤ ‖x− y‖Rn

e³itsizli§i sa§lans�n. Ayr�ca, x0 = g(x0) ve v(0) = g(x0) olacak ³ekilde bir x0 ∈ Rn

mevcut olsun. �imdi,

f(t, x) = e−tg(x) + v(t)(et − 1)

fonksiyonunu tan�mlayal�m. E§er k(t) = e−t olarak al�n�rsa, (i∗) ve (ii∗) ³artlar�

sa§lan�r. Gerçekten; f(0, x0) = g(x0) = x0 olup,

lim
t→0+

f(t, x0)− f(0, x0)

1− k(t)
= lim

t→0+

e−tg(x0) + v(t)(et − 1)− g(x0)

(1− e−t)

= lim
t→0+

[
g(x0)(e−t − 1)

(1− e−t)
+
v(t)(et − 1)et

(et − 1)

]
= 0

oldu§undan (i∗) sa§lan�r. Di§er taraftan; ∀x, y ∈ Rn ve ∀t ∈ R+ için

‖f(t, x)− f(t, y)‖Rn = ‖e−tg(x) + v(t)(et − 1)− e−tg(y)− v(t)(et − 1)‖Rn

= ‖e−t (g(x)− g(y)) ‖Rn

= e−t‖g(x)− g(y)‖Rn

≤ e−t‖x− y‖Rn

oldu§undan (ii∗) sa§lan�r. Buna göre Teorem 4.2.1'den, ∀t ∈ R+ için ψ : R+ → Rn

olan ve ψ(t) = f(t, ψ(t)) e³itli§ini sa§layan birtek sürekli ψ fonksiyonu vard�r. E§er

37



n = 1 ve g(x) = sin(x+ 1) al�n�rsa, x0,
[
0, π

2

]
aral�§�nda x = sin(x+ 1) denkleminin

tek çözümüdür.

(i∗) ve (ii∗)'daki R+ kümesinin sonlu bir aral�kla de§i³tirilmesi halinde Teorem 4.2.1

yine geçerlidir. Böylelikle R+ üzerinde say�labilir adette nokta için k(t) = 1 oluyorsa

her sonlu aral�kta Teorem 4.2.1'i uygulayarak a³a§�daki sonuca ula³�r�z.

Sonuç 4.2.2. [9] (i∗∗) f : R+ × Rn → Rn fonksiyonu sürekli ve

E = {tm ∈ R+ : m = 1, 2, 3, . . . ve tm < tm+1}

kümesinin eleman� olmayan her t için 0 ≤ k(t) < 1 e³itsizli§ini sa§layacak ³ekilde

en az bir k : R+ → [0, 1] sürekli fonksiyonu mevcut olsun. Ayr�ca, m → ∞ iken

tm →∞ olup, (xm) ⊂ Rn dizisi,

xm = f(tm, xm),

lim
t→tm

f(t, xm)− f(tm, xm)

1− k(t)
= 0

e³itliklerini ve (ii∗) ³art�n� sa§las�n. Bu taktirde; (4.2.1) denkleminin çözümü olan

birtek ψ : R+ → Rn sürekli fonksiyonu vard�r.

Örnek 4.2.2. [9] µ : R+ → R sürekli bir fonksiyon olmak üzere;

f(t, x) = cos t sinx+ µ(t) sin3 t

fonksiyonunu ele alal�m. E§er tm = mπ, xm = 0 (m = 1, 2, . . .) ve k(t) = | cos t|

al�n�rsa, (i)∗∗ ve (ii)∗ ³artlar� sa§lan�r.

f(t, xm) = cos t sin(xm) + µ(t) sin3 t = µ(t) sin3 t

ve

f(tm, xm) = cos(tm) sin(xm) + µ(tm) sin3(tm) = 0
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olup,

lim
t→tm

f(t, xm)− f(tm, xm)

1− k(t)
= lim

t→mπ

µ(t) sin3 t

1− | cos t|

= µ(mπ) lim
t→mπ

sin3 t

1− | cos t|
= 0

oldu§undan (i∗∗) sa§lan�r. Ayr�ca, ∀x, y ∈ R ve ∀t ∈ R+ için

|f(t, x)− f(t, y)| =
∣∣cos t sinx+ µ(t) sin3 t− cos t sin y − µ(t) sin3 t)

∣∣
= | cos t|| sinx− sin y|

= k(t)

∣∣∣∣2 sin

(
x− y

2

)
cos

(
x+ y

2

)∣∣∣∣
≤ 2k(t)

|x− y|
2

= k(t)|x− y|

oldu§undan (ii∗) ³art� da sa§lanm�³ olur. �u halde; Sonuç 4.2.2'den, ψ(t) = f(t, ψ(t))

e³itli§ini sa§layan bir tek ψ : R+ → R sürekli fonksiyonu vard�r.

Teorem 4.2.2. Y , S Banach uzay�n�n bo³ olmayan, kapal� ve konveks bir alt

cümlesi olsun. A : Y → S ve B : S → S dönü³ümleri,

(i) B, α < 1 sabitli bir büzülmedir,

(ii) A süreklidir ve AY, S'nin kompakt bir altcümlesi taraf�ndan kapsan�r ve

(iii) ∀y [(y ∈ Y ve x = Bx+ Ay)⇒ x ∈ Y ]

( Herhangi bir y ∈ Y için x = Bx+ Ay denkleminin bir x çözümü varsa x ∈ Y 'dir)

³artlar�n� sa§las�n. Bu taktirde; Ay + By = y e³itli§ini sa§layan en az bir y ∈ Y

vard�r, [20].

Teorem 4.2.3. q : R+ → R+ fonksiyonu sürekli ve limt→∞ q(t) = 0 olsun.

{φk}, φk : R+ → Rn olan ve ∀t ∈ R+ için

‖φk(t)‖Rn ≤ q(t), (k = 1, 2, . . .)
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e³itsizli§ini sa§layan e³ sürekli fonksiyonlar�n bir dizisi ise {φk}'n�n, R+ üzerinde

‖φ(t)‖Rn ≤ q(t) ³art�n� sa§layan sürekli bir φ fonksiyonuna düzgün yak�nsak olan bir

alt dizisi mevcuttur, [21].

Teorem 4.2.4. (i∗) − (iii∗) ³artlar� alt�nda, (4.1.5) integral denkleminin

C(R+,Rn) uzay�nda en az bir çözümü mevcuttur ve bu çözüm R+'da asimptotik

kararl�d�r. Ayr�ca; ψ, (4.2.1) e³itli§ini sa§layan fonksiyon ve x, (4.1.5)'in bir çözümü

olmak üzere;

lim
t→∞
‖x(t)− ψ(t)‖Rn = 0

e³itli§i geçerlidir. (i∗)− (iii∗) ³artlar�na ilaveten, (4.2.3)'te tan�mlanan g fonksiyonu

da s�n�rl� ise x çözümü BC(R+,Rn) uzay�na aittir, [9].

�spat. �spat için, s�ras�yla, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3'ten faydalanaca§�z.

ψ, (4.2.1) e³itli§ini sa§layan sürekli fonksiyon olmak üzere; (4.1.5) integral denkle-

mini,

x(t) = y(t) + ψ(t) = f(t, y(t) + ψ(t)) +

∫ t

0

u (t, s, y(s) + ψ(s)) ds

veya, f(t, ψ(t)) = ψ(t) e³itli§ini dikkate alarak,

y(t) = f(t, y(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

0

u (t, s, y(s) + ψ(s)) ds (4.2.17)

³eklinde yazal�m. E§er (4.2.17) denkleminin bir y ∈ BC(R+,Rn) çözümünün mevcut

oldu§u gösterilebilirse böylece x = y+ψ fonksiyonu, (4.1.5) denkleminin C(R+,Rn)

uzay�ndaki bir çözümü olur. Di§er taraftan, "x s�n�rl�d�r ⇔ ψ s�n�rl�d�r " öner-

mesi do§ru oldu§undan (4.2.3)'te tan�mlanan g fonksiyonunun s�n�rl� olmas� halinde,

(4.2.2)'den, x ∈ BC(R+,Rn) olur.

Xm, Teorem 4.2.1'in ispat�nda tan�mlanan Banach uzay�,

Ym = {φ ∈ Xm : ‖φ(t)‖Rn ≤ q(t)}

ve

q(t) =
a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds, q(0) = 0
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olmak üzere; P : Xm → Xm dönü³ümünü,

(Pφ)(t) = f (t, φ(t) + ψ(t))− f (t, ψ(t)) +
∫ t

1
m
u (t, s, φ(s) + ψ(s)) ds

= (Bφ)(t) + (Aφ)(t)
(4.2.18)

e³itli§iyle tan�mlayal�m. (4.2.18)'deki A ve B dönü³ümleri,

(Aφ)(t) =

∫ t

1
m

u (t, s, φ(s) + ψ(s)) ds

ve

(Bφ)(t) = f (t, φ(t) + ψ(t))− f (t, ψ(t))

³eklinde tan�mlanmaktad�r. Hipotezlerden; Ym cümlesinin, Xm'nin bo³ olmayan, ka-

pal� ve konveks bir alt cümlesi oldu§u kolayca görülebilir.

�imdi, Teorem 4.2.2'yi kullanmak için, B'nin bir büzülme ve AYm'nin kompakt

oldu§unu görelim.

φ'nin süreklili§i dikkate al�narak,

(Pφ)(t) = f(t, φ(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

1
m

u(t, s, φ(s) + ψ(s))ds

e³itli§inden Pφ'nin süreklili§i kolayca görülebilir.

∀φ ∈ Ym için

‖(Aφ)(t)‖Rn =

∥∥∥∥∥
∫ t

1
m

u (t, s, φ(s) + ψ(s)) ds

∥∥∥∥∥
Rn

≤ a(t)

∫ t

1
m

b(s)ds

≤ a(t)

∫ t

0

b(s)ds

≤ q(t)

oldu§undan A, A : Ym → Ym olan bir dönü³ümdür.

�imdi, ∀φ1, φ2 ∈ Xm için,

‖Bφ1 −Bφ2‖m ≤ α‖φ1 − φ2‖m
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olacak ³ekilde bir α ∈ [0, 1) sabitinin oldu§unu, yani B'nin bir büzülme oldu§unu

görelim.

‖(Bφ1)(t)− (Bφ2)(t)‖Rn = ‖f (t, φ1(t) + ψ(t))− f (t, φ2(t) + ψ(t))‖Rn

≤ k(t)‖φ1(t) + ψ(t)− φ2(t)− ψ(t)‖Rn

= k(t)‖φ1(t)− φ2(t)‖Rn

≤ α‖φ1 − φ2‖m,
(
α = sup 1

m
≤t≤m k(t)

) (4.2.19)

oldu§undan (4.2.19)'dan,

‖Bφ1 −Bφ2‖m ≤ α‖φ1 − φ2‖m

elde edilir. 0 ≤ α < 1 oldu§undan B : Xm → Xm bir büzülme dönü³ümüdür. Yani

Teorem 4.2.2'nin (i) ³art� sa§lan�r.

A'n�n Ym üzerinde sürekli oldu§unu görelim. ε > 0 say�s� verilsin. Bu durumda;

∀φ, η, t
(
φ, η ∈ Ym, ‖ψ − η‖m < δ ve

1

m
≤ t ≤ m

)
⇒ ‖Aφ− Aη‖m < ε

önermesi do§ru olacak ³ekilde bir δ > 0 say�s�n�n oldu§unu gösterelim.

H = sup
0≤t≤m

q(t) + sup
0≤t≤m

‖ψ(t)‖

tan�mlayal�m. Bu durumda; ‖φ‖m ≤ H ve ‖η‖m ≤ H olup, u = u(t, s, y) fonksiyonu,

K =

{
(t, s, y) :

1

m
≤ s ≤ t ≤ m ve ‖y‖Rn ≤ H

}
cümlesi üzerinde düzgün sürekli oldu§undan, ∀ε > 0 say�s� için

1

m
≤ s ≤ t ≤ m ve ‖φ(s)− η(s)‖Rn < δ

oldu§unda,

‖u (t, s, φ(s) + ψ(s))− u (t, s, η(s) + ψ(s))‖Rn <
ε

m
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olacak ³ekilde bir δ = δ(ε) > 0 say�s� vard�r. Böylece,

‖(Aφ)(t)− (Aη)(t)‖Rn =

∥∥∥∥∥
∫ t

1
m

u (t, s, φ(s) + ψ(s))− u (t, s, η(s) + ψ(s)) ds

∥∥∥∥∥
Rn

≤
∫ t

1
m

‖u(t, s, φ(s) + ψ(s))− u(t, s, η(s) + ψ(s))‖Rn ds

<
ε

m

(
t− 1

m

)
≤ ε

m

(
m− 1

m

)
<

ε

m
m = ε

oldu§undan, ‖Aφ− Aη‖m < ε olur. Yani; A, Ym üzerinde süreklidir. Buna göre,

Teorem 4.2.2'nin (ii) ³art�n�n birinci k�sm� sa§lan�r.

�imdi, AYm'nin, Ym'nin kompakt bir alt cümlesi oldu§unu görelim.

A : Ym → Ym, (Ay)(t) =

∫ t

1
m

u(t, s, y(s) + ψ(s))ds

olmak üzere AYm cümlesi düzgün s�n�rl�d�r. Gerçekten; AYm = {Ay : y ∈ Ym} olup

∀y ∈ Ym için ‖Ay‖m ≤ K olacak ³ekilde bir K ≥ 0 sabiti vard�r. Bunu görelim.

‖Ay‖m = sup
1
m
≤t≤m

‖(Ay)(t)‖Rn ≤ sup
1
m
≤t≤m

a(t)

∫ t

1
m

b(s)ds = K

oldu§undan AYm, Ym'nin düzgün s�n�rl� bir alt cümlesidir. AYm cümlesinin e³ sürekli

oldu§u da görülebilir, [22, syf. 43]. Sonuç olarak; AYm cümlesinin kompakt oldu§u

anla³�l�r ve böylece Teorem 4.2.2'nin (ii) ³art�n�n ikinci k�sm� da sa§lan�r.

P 'nin Ym'de sabit b�rakt�§� bir φm noktas� oldu§unu görelim.

Bir η ∈ Ym için D : Xm → Xm dönü³ümünü, (Dφ)(t) = (Bφ)(t) + (Aη)(t)

e³itli§iyle tan�mlayal�m.Dφ = φ denkleminin bir φ çözümü varsa bu çözümün Ym'nin

bir eleman� oldu§unu görelim. Dφ = φ oldu§undan,

‖φ(t)‖Rn ≤ k(t)‖φ(t)‖Rn + a(t)

∫ t

0

b(s)ds (4.2.20)

olur. (4.2.20)'den,

(1− k(t))‖φ(t)‖Rn ≤ a(t)

∫ t

0

b(s)ds (4.2.21)

ve (4.2.21)'den,

‖φ(t)‖Rn ≤
a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds (4.2.22)
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olup, (4.2.22)'den, ‖φ(t)‖Rn ≤ q(t) olaca§�ndan, φ ∈ Ym olur. Yani, Teorem 4.2.2'nin

(iii) ³art� da sa§lan�r. �u halde Teorem 4.2.2'ye göre, Ym'de P 'nin sabit b�rakt�§� bir

φm noktas� vard�r.

Son olarak, y bilinmeyenli

y(t) = f(t, y(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

0

u(t, s, y(s) + ψ(s))ds (4.2.23)

denkleminin, BC(R+,Rn) uzay�nda, t > 0 için

‖φ(t)‖Rn ≤ q(t) (4.2.24)

³art�n� sa§layan bir φ çözümüne sahip oldu§unu görelim.

(Pφ)(t) = f(t, φ(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

1
m

u(t, s, φ(s) + ψ(s))ds

olmak üzere φm, P 'nin Ym'de sabit b�rakt�§� nokta olsun. Bu taktirde;

φm(t) = f(t, φm(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

1
m

u(t, s, φm(s) + ψ(s))ds (4.2.25)

olup, (4.2.25)'ten,

‖φm(t)‖Rn ≤ k(t)‖φm(t)‖Rn + a(t)

∫ t

0

b(s)ds (4.2.26)

ve (4.2.26)'dan,

(1− k(t))‖φm(t)‖Rn ≤ a(t)

∫ t

0

b(s)ds (4.2.27)

olaca§�ndan, 1
m
≤ t ≤ m olmak üzere; (4.2.27)'den,

‖φm(t)‖Rn ≤
a(t)

1− k(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ q(t) ≤ sup
τ>0

q(τ) = γ (4.2.28)

elde edilir. Böylece; φm, sürekli olacak ve (4.2.28)'i sa§layacak ³ekilde, R+ cümlesine

geni³letilebilir. �u halde; her m için ‖φm‖ ≤ γ ve φm(0) = 0 olup, {φm}, R+'da

düzgün s�n�rl� bir dizidir.

�imdi, {φm} dizisinin R+ da e³ sürekli oldu§unu gösterelim.

ε > 0 ve t0 ∈ (0,∞) say�s� verilsin. Bu durumda; t0 ∈
(

1
m0
,m0

)
olacak ³ekilde

bir m0 ∈ N bulunabilir. Bir δ1 > 0 say�s�n�, δ1 = min
{

1
2

(
t0 − 1

m0

)
, 1

2

(
m0 − 1

t0

)}
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olarak seçelim. E§er |t − t0| < δ1 ise o zaman m ≥ m0 için t ∈
[

1
m0
,m0

]
⊂
[

1
m
,m
]

olur ve

‖φm(t)− φm(t0)‖Rn ≤ ‖f (t, φm(t) + ψ(t))− f (t0, φm(t0) + ψ(t0))‖Rn

+‖f (t, ψ(t))− f (t0, ψ(t0))‖Rn

+

∥∥∥∥∥
∫ t

1
m

u (t, s, φm(s) + ψ(s)) ds−
∫ t0

1
m

u(t0, s, φm(s) + ψ(s))ds

∥∥∥∥∥
Rn

≤ ‖f(t, φm(t) + ψ(t))− f(t, φm(t0) + ψ(t0))‖Rn

+‖f(t, φm(t0) + ψ(t0))− f(t0, φm(t0) + ψ(t0))‖Rn

+‖f(t, ψ(t))− f(t0, ψ(t0))‖Rn

+

∥∥∥∥∥
∫ t

1
m

u(t, s, φm(s) + ψ(s))ds−
∫ t0

1
m

u(t0, s, φm(s) + ψ(s))ds

∥∥∥∥∥
Rn

= ‖f(t, φm(t) + ψ(t))− f(t, φm(t0) + ψ(t0))‖Rn +Qm(t, t0)

elde edilir.

k0 = sup{k(t) : t0 − δ1 ≤ t ≤ t0 + δ1}

ve

H1 = γ + sup{‖ψ(t)‖Rn : 0 ≤ t ≤ t0 + δ1}

olmak üzere; f ve u, s�ras�yla, [0, t0 + δ1]× [0, t0 + δ1] ve

[0, t0 + δ1]× [0, t0 + δ1]× {x ∈ Rn : ‖x‖Rn ≤ H1}

cümleleri üzerinde düzgün sürekli olduklar�ndan, m ≥ m0 olan her m ve |t− t0| < δ2

³art�n� sa§layan her t için,

‖ψ(t)− ψ(t0)‖+Qm(t, t0) < ε(1− k0)

olacak ³ekilde bir δ2 > 0 say�s� vard�r. δ3 = min{δ1, δ2} olmak üzere; |t − t0| < δ3

olan her t ve m ≥ m0 olan her m için,

‖φm(t)− φm(t0)‖Rn ≤ ‖f(t, φm(t) + ψ(t))− f(t0, φm(t0) + ψ(t0))‖Rn +Qm(t, t0)

≤ k(t)‖φm(t)− φm(t0)‖Rn + k(t)‖ψ(t)− ψ(t0)‖Rn +Qm(t, t0)

< k0‖φm(t)− φm(t0)‖Rn + ε(1− k0)

45



olaca§�ndan, (1 − k0)‖φm(t)− φm(t0)‖Rn < ε(1 − k0) yani, ‖φm(t)− φm(t0)‖Rn < ε

olur.

φk, k = 1, 2, . . . ,m0 için t0 noktas�nda sürekli oldu§undan, her ε > 0 say�s�na

kar³�l�k,

∀t (|t− t0| < δ4 ⇒ ‖φk(t)− φk(t0)‖Rn < ε)

önermesi do§ru olacak ³ekilde bir δ4 = δ4(ε) > 0 say�s� bulunabilir. δ = min{δ3, δ4}

al�n�rsa, |t − t0| < δ olan her t ve her m ∈ N için ‖φm(t)− φm(t0)‖Rn < ε olur.

φm(0) = 0 olup, (iii∗) ³art�ndan, t → 0 iken ‖φm(t)‖Rn ≤ q(t) → 0 oldu§undan

{φm}, t0 = 0 noktas�nda e³ süreklidir. Böylece, {φm},

‖φm(t)‖Rn ≤ q(t) (4.2.29)

e³itsizli§ini sa§layan e³ sürekli bir dizidir. �u halde; Teorem 4.2.3'ten, {φm}; R+

üzerinde, sürekli bir φ fonksiyonuna düzgün yak�nsak olan bir alt diziye sahiptir.

limk→∞ φmk
(t) = φ(t) olmak üzere; (4.2.25) e³itli§inden,

φmk
(t) = f(t, φmk

(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

1
mk

u(t, s, φmk
(s) + ψ(s))ds (4.2.30)

yaz�labilir. (4.2.30) e³itli§inde k →∞ için limit al�n�rsa,

φ(t) = f(t, φ(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

0

u(t, s, φ(s) + ψ(s))ds

elde edilir. �u halde φ, (4.2.23) denkleminin, yani, bilinmeyeni y olan

y(t) = f(t, y(t) + ψ(t))− f(t, ψ(t)) +

∫ t

0

u(t, s, y(s) + ψ(s)) (4.2.31)

denkleminin bir çözümüdür. Ayr�ca, (4.2.29) e³itsizli§inden,

‖φmk
(t)‖Rn ≤ q(t) (4.2.32)

olaca§�ndan, (4.2.32) e³itsizli§inde k →∞ için limit al�n�rsa,

‖φ(t)‖Rn ≤ q(t)

elde edilir. (4.2.31) denkleminden,

y(t) + f(t, ψ(t)) = f(t, y(t) + ψ(t)) +

∫ t

0

u(t, s, y(s) + ψ(s))
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olup, f(t, ψ(t)) = ψ(t) e³itli§inin geçerlili§i de dikkate al�narak x(t) = φ(t) + ψ(t)

al�n�rsa, x fonksiyonunun,

x(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

u(t, s, x(s))

denkleminin, yani (4.1.5) denkleminin C(R+,Rn) uzay�ndaki bir çözümü olaca§�

kolayca görülebilir. Di§er taraftan; (4.2.3)'te tan�mlanan g fonksiyonu s�n�rl� ise

(4.2.1)'den x ∈ BC(R+,Rn) olaca§� aç�kt�r.

E§er x1 ve x2, (4.1.5) denkleminin herhangi iki çözümü, φ1 ve φ2 de (4.2.24)'ü

sa§layan fonksiyonlar ise,

xi(t) = φi(t) + ψ(t), (i = 1, 2) (4.2.33)

olup, (4.2.33)'ten,

‖x1(t)− x2(t)‖Rn = ‖φ1(t)− φ2(t)‖Rn ≤ 2q(t) (4.2.34)

ve (4.2.34)'ten,

lim
t→∞
‖x1(t)− x2(t)‖Rn = 0

olur. Yani, (4.1.5) denkleminin her çözümü asimptotik kararl�d�r ve bir x çözümü için

(4.2.33)'ten, limt→∞ ‖x(t)− ψ(t)‖Rn = 0 olur. Böylece ispat tamamlanm�³ olur. �

Örnek 4.2.3. [9] v : R+ → R ve g : R → R fonksiyonlar� sürekli olsun ve

∀x, y ∈ R için |g(x) − g(y)| ≤ |x − y| e³itsizli§i sa§lans�n. Ayr�ca, x0 = g(x0) ve

v(0) = g(x0) olacak ³ekilde bir x0 ∈ R mevcut olsun. β : R+ × R+ × R→ R sürekli

fonksiyonu da, ∀t, s ∈ R+ ve ∀x ∈ R için,

|β(t, s, x)| ≤ 2t(1 + s)

(1 + t)4

e³itsizli§ini sa§las�n. Bu durumda;

x(t) = e−tg(x) + v(t)(et − 1) +

∫ t

0

β (t, s, x(s))
x1/3(s)

1 + |x1/3(s)|
ds (4.2.35)

denklemi için (i∗)−(iii∗) ³artlar�n�n sa§land�§� görülebilir. Böylece, Teorem 4.2.4'ten,

(4.2.35) denkleminin, C(R+,R) uzay�nda asimptotik kararl� olan en az bir x

çözümüne sahip oldu§unu söyleyebiliriz.
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