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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum " Lineer Olmayan Volterra Integral Denk-
lemlerin Coziimlerinin Asimptotik Kararliligi" baglikli bu ¢alismanin, bilimsel ahlak
ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynak¢ada yontemine

uygun bi¢imde gosterilenlerden olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Bekir ILHAN



OZET

Yiiksek Lisans Tezi
Lineer Olmayan Volterra Integral Denklemlerin Céziimlerinin Asimptotik Kararlihig:
Bekir ILHAN
In6nii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
50+v sayfa
2012
Danisman: Doc. Dr. Ismet OZDEMIR

Dort boliimden olugan bu tezin birinci béliimiinde, integral denklemlerin ta-

rihsel geligimi ve kullanim alanlari hakkinda genel bilgiler verildi.

Tkinci boliimde, diger boliimlerin daha kolay anlagilmasimi saglayacak bazi
temel tanimlar ve teoremler verildi. Lineer uzay, normlu uzay, topolojik uzay, siirekli

operator ve kompaktlik gibi kavramlardan bahsedildi.

Uciincii béliimde, kompaktsizlik 6lciisii kavrami tamitilarak, keyfi bir Banach
uzayi lizerinde tanimh olan Kuratowski ve Hausdorff kompaktsizlik 6lciileri verildi.
Ayrica bu boéliimde, kompaktsizlik Olciisii ile birlestirilen bir sabit nokta teoremi
kullanilarak, lineer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin ¢oziimiiniin varhg:

ve asimptotik kararliligi incelendi.

Dordiincii boliimde ise, iigiincii boliimde ele alinan integral denklemin
¢Oziimiiniin varhgr ve asimptotik kararliliginin, kompaktsizlik 6lciisii kullanilmadan,
ticlincii béliimdekinden daha zayif gartlar altinda da elde edilebilecegine iligkin yeter

sartlar ve bazi sonuclar incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer olmayan Volterra integral denklemleri,
Kompaktsizlik 6lgiisii, Sinirli ve siirekli olan fonksiyonlarin uzayi, Sabit nokta teo-

remi, Asimptotik kararli ¢oziim.



ABSTRACT

MSc Thesis
Asymptotic Stability of The Solutions of The Nonlinear Volterra Integral Equations
Bekir ILHAN
Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
50-+v pages
2012
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ismet OZDEMIR

In the first chapter of this work, consisting of four chapters, historical devel-

opments and usage areas of the integral equations are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems are given to un-
derstand other chapters easily. Basic concepts such as linear space, metric space,

normed space, topological space, continuous operator and compactness are given.

In the third chapter, by defining the measure of noncompactness, Kuratowski
measure of noncompactness and Hausdorff measure of noncompactness, which are
defined on any Banach space, are given. Moreover, the existence and the asymptotic
stability of the solutions of the nonlinear Volterra integral equation is examined by

using a fixed point theorem associated with the measure of noncompactness.

In the fourth chapter, without using measure of noncompactness, sufficient
conditions and some results about that the existence and asymptotic stability of
the solution of the nonlinear Volterra integral equation, which are handled in third
chapter, can also be obtained under weaker conditions than that of the third chapter

are examined.

KEYWORDS: Nonlinear Volterra integral equations, Measure of noncompact-
ness, The space of bounded and continuous functions, Fixed point theorem, Asymp-

totic stable solution.
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B(I)

c(I)

BC (R*,R)
C (R*,R")
BC (R+,R")
sup

inf

diam X ()
limsup,_, . diam X ()

SEMBOLLER

Reel sayilar ciimlesi,

[0, 00) aralg,

Dogal sayilar climlesi,

Kompleks sayilar ciimlesi,

Kapali ve sinirh [a, b] araligl,

I araliginda tanimli, reel degerli ve sinirh fonksiyonlarin uzayu,
I araliginda tamimh, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay,
R*’da tamiml, reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi,
R*’dan R" ciimlesine taniml ve siirekli fonksiyonlarin uzayi,
R*’dan R” ciimlesine tanimli, siirekli ve sinirh fonksiyonlarin uzayi,
Supremum,

Infimum,

Banach Uzay1,

E Banach uzaymin bogtan farkh ve sinirh alt ciimlelerinin ailesi,
M p'nin kapanigt kompakt olan alt ciimlelerinin ailesi,

A ciimlesinin kapanisi,

Nonkompakthik (kompaktsizlik) 6lgiisii,

Kuratowski kompaktsizlik 6l¢iisii,

Hausdorff kompaktsizik Olciisii,

x merkezli r yaricapl acik yuvar,

x merkezli r yaricaph kapali yuvar,

X'i ihtiva eden konveks ve kapali ciimlelerin en kiiciigii,

x’in, € > 0 sayisina kargilik gelen siireklilik modiilii,

{z(t) : x € X}, (X € BC (RT,R)),

X(t) ciimlesinin ¢ap,

diam X (¢) fonksiyonunun limit supremumu.



1. GIRIS

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, bu yilizyilin baglarinda incelenmeye ve iizerinde
arastirmalar yapilmaya baslanmig bir konudur. 1823 yilinda Abel tarafindan bir
integral denkleme rastlanmig ve integral denklem tabiri ilk defa 1888 yilinda De
Bois Reymond tarafindan kullamilmigtir, [1, syf. 1]. Pek ¢ok konu gibi, integral
denklemler de ¢esitli ihtiyaglar sonucu ortaya ¢ikmig ve zamanin problemlerine ce-
vap verecek sekilde gelistirilerek olgunlastirilmistir. Integral denklemler giin gectikce
daha cok kullanim alanlari bulmakta, teknolojide ve bir¢cok miihendislik alaninda
yaygin olarak kullamlmaktadir. Esneklik, plastisite, kiitle ve 1s1 aktarimi, akigkanlar
mekanigi, salinma kurami, stokastik modelleme, kemoterapi, ekonomi ve tip, integral

denklemlerin kullanildigy baz1 alanlardir, [2, syf. 6-7].

Integral denklemler, lineer ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki

grupta incelenir. x bilinmeyen fonksiyon olmak iizere;
t
x(t) = f(t) —|—/ K(t,s)x(s)ds
0
formundaki denklem bir lineer integral denklem,
t
o0) = £ + [ K(t9)a"(s)ds. (0 £ 1
0

denklemi ise lineer olmayan bir integral denklemdir. Lineer olmayan integral denk-

lemler daha genel olarak,

seklinde de verilebilir, [3].

Trafik arac teorisi ve biyoloji bilimindeki bazi problemlerin ¢6ziimii,

z(t) = f(t,x(t))/o u(t, s, z(s))ds, t €[0,1]

formundaki lineer olmayan integral denklemine bagh olarak incelenir, [3].



Integral denklemler integral sinirlarina gore Fredholm ve Volterra olmak fizere
iki tipten olugmaktadir. Fredholm integral denkleminde integralin sinirlari sabit-
tir. Volterra tipi integral denklemlerde ise integral sinirlarindan biri degiskendir, [4].
Volterra tipi integral denklemlere ait caligmalar ilk olarak, 1860-1940 yillar1 arasinda
yagamis olan Italyan matematikcilerinden Vito Volterra tarafindan yapilmigtir, [4].
Volterra tipi integral denklemlerin belirli fiziksel problemlere kargilik geldikleri an-
lagilinca bu alanda yapilan caligmalar artmigtir, [5]. A. Friedman, konvoliisyon
cekirdekli Volterra integral denklemlerin, kuvvetli hipotez sartlari altinda pozitif
ve monoton ¢oziimlerini elde edip, ¢éziimlerin asimptotik davramsiyla ilgilenmistir,
[6].

R. Ling, konvoliisyon cekirdekli lineer Volterra integral denklemi icin " Ozdeslik

Teoremi" ni verip, bu teoreme dayanarak birim kaynakli, pozitif ve monoton ¢ekir-

dekli denklemlerin ¢oziimlerinin pozitif ve sinirh fonksiyonlar oldugunu gostermistir,

6.

ve

() = f(t,a:(t))/o u(t, 5, 2(5))ds

formundaki lineer olmayan Volterra tipi integral denklemlerin kapali ve sinirh bir
aralikta tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin Banach uzayindaki ¢oziilebi-

lirligine dair incelemelerin yapildigi ¢alismalar da vardir, [3]. Yine
t
£(t) = alt) + «(t) / olt, 7, o(r))dr
0
ve
t
ot) = alt) + (To)(®) [ F(6(t,9)e(als))ds
0

esitlikleriyle verilen lineer olmayan Volterra tipi integral denklemlerin ¢oziilebilirligi,

I araliginda tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzayimnda incelenmigtir, [7].



Bu calismada ise, once, kompaktsizlik 06lciisiiyle birlestirilen bir teknik

yardimiyla,

x(t) = f(t, z(t)) +/0 u(t, s, x(s))ds, (t>0)

esitligiyle verilen lineer olmayan Volterra integral denkleminin BC (RT,R) Ba-
nach uzayinda ¢oziilebilirligi ve ¢oziimlerin asimptotik kararlihg incelendi, [8].
Daha sonra, kompaktsizlik 6l¢iisiinii kullanmaksizin, ayni denklemin C' (RT,R") ve
BC (R, R™) uzaylarinda bir ¢6ziime sahip olmasini ve ¢oziimlerin asimptotik karar-

liligini garanti eden yeter sartlar incelendi, [9].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanimlar ile teo-

remler verildi.
2.1. Temel Kavramlar

TaNiM 2.1.1. (Lineer Uzay) |10, syf. 69] Bog olmayan bir L ciimlesi ve bir
F cismi verilmis olsun. Eger x,y € L, X\ € Fi¢in +(z,y) = x +y ve -(\,z) = Az
ile tamimlanan + : L x L — L ve - : F x L — L fonksiyonlari, her x,y,z € L ve
her A\, 8 € F i¢gin agagidaki egitlikleri sagliyorsa, L ciimlesine, ' cismi iizerinde bir

lineer uzay (vektor uzayi) denir.

(a)
b) +y)+z=z+ (y+2),
(¢c) Vx € Licin x + 6 = 0 + x = x olacak sekilde bir § € L vardir,

r+y=y+ux,

(d) Vo € L igin z + (—z) = (—z) + x = 0 olacak sekilde bir (—z) € L vardur,
() (N4 B)xr = Az + P,

(f) Mz +y) =z + Ay,

(&) (AB)z = A(Bx),

(h) 1

)
)

F = R olmasi halinde L’ye reel, ' = C olmasi halinde ise L’ye kompleks lineer uzay

denir.

TaNiM 2.1.2. (Topolojik Uzay) [11, syf. 23] X, bir ciimle ve 7 da P(X)
in bir alt ciimlesi olsun. Eger agagidaki aksiyomlar saglanirsa, 7’ya X iizerinde bir

topoloji denir ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay adi verilir.

(tl) X,@ €T,
(t2) V(As)ier C 7 (I, herhangi bir indis ciimlesi) i¢in (J,.; A; € 7°dur. Yani 7’dan

alinan herhangi sayida elemanin birlesimi 7’ya aittir.



(t3) V(Aj)ies C 7 (J, sonlu indis ciimlesi) i¢in (),.; A; € 7’dur. Yani 7'dan

aliman sonlu sayida elemanin kesigimi 7’ya aittir.

TANIM 2.1.3. (Agik Ciimle) [11, syf. 24] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu
durumda; 7’nun her elemanina, X iizerindeki 7 topolojisine gore bir acik ciimle

denir.

TaNM 2.1.4. (Kapali Ciimle) [11, syf. 24| (X, 7) bir topolojik uzay olsun.
Bu durumda; X uzayina gore tiimleyeni agik olan ciimleye 7 topolojisine gore kapal

ciimle denir. Yani, " FF C X kapalidir < F¢ € 7 " 6nermesi dogrudur.

TAaNIM 2.1.5. (Kapamg) [11, syf. 66] (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X
olsun. A’y1 ihtiva eden biitiin kapali climlelerin arakesitine A’nin kapanigi denir ve

A ile gosterilir.

TaNIM 2.1.6. (Siirekli fonksiyon) [11, syf. 81] (X, 7) ve (X', 7’) iki topolojik
uzay, f : X — X' bir fonksiyon ve zy € X olsun. X’ uzayinda f(x¢)'in her N’
komsgulugu i¢in, X uzaymnda zo'm f(N) C N’ olacak sekilde bir N komgulugu varsa,

f fonksiyonuna xy noktasinda 7 ve 7’ ye gore siireklidir denir.

TANIM 2.1.7. (Normlu Uzay) [10, syf. 103] X, bir lineer uzay ve K reel veya
kompleks cisim olsun. || - || : X — K fonksiyonu, Vz,y € X ve Va € K i¢in agagidaki
sartlari sagliyorsa, | - || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de

bir normlu uzay denir.

N1
N2
N3
N4) [l +yll < =l + -

(N1) ]| =0,
(N2) |z =0 &z =0,
(N3) flaz|| = lalll=]],
(N4)
TaNm 2.1.8. (Yakinsak Dizi) [12, syf. 75| (z,,), (X, ||-||) normlu uzayimnda bir
dizi ve o € X olsun. lim,, .« ||z, — zo|| = 0 ise (z,,) dizisi xy noktasina yakinsiyor

denir ve bu durum, x,, — xy (n — 00) veya lim,,_,, x, = zo seklinde gosterilir.



TANIM 2.1.9. [12, syf. 75] Bir (X,| - ||) normlu uzayi, z, € X noktast ve

pozitif r sayis1 verilsin. O zaman

B(xg,r)={z € X : ||z — x| <1}
cliimlesine zy merkezli r yaricaph acik yuvar ve

Blxg,r] ={r € X : ||xr — x| < r}
climlesine de xy merkezli r yaricaph kapali yuvar adi verilir.

TANIM 2.1.10. (Cauchy Dizisi) [12, syf. 77| (z,.), (X, |- ||) normlu uzayinda
bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in m, n > n. oldugunda, ||z, — z,|| < € olacak gekilde €’a

baglh bir n. dogal sayis1 bulunabiliyorsa (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

TANIM 2.1.11. (Banach Uzay1) [12, syf. 82| (X,| - ||) normlu uzaymdaki
her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite yakinsiyorsa, bu (X, || - ||) normlu uzaymna tam

normlu uzay veya Banach Uzay1 denir.

TANIM 2.1.12. (Operatdr) [13, syf. 67] X ve Y lineer uzaylar ve D C X
olsun. D’nin her elemanina Y nin birtek elemanini kargilik getiren bir kurala X’ten
Y’ye bir operator denir ve T': X — Y ile gosterilir. Burada D’ye, T operatoriiniin

tanim cilimlesi denir ve D(T) ile gosterilir.
R=R(T)={yeY :y=T(x), € D(T)}

climlesine 7' operatOriiniin goriintii climlesi denir. Buna gore, 7' : X — Y gosteri-

minde, D(T) # X veya R(T') # Y olabilecegine dikkat edilmelidir, [12, syf. 123].

TANIM 2.1.13. (Operatoriin Bir Noktadaki Siirekliligi) [12, syf. 125]
X ve Y normlu uzaylart ve T' : X — Y operatorii verilsin. Asagidakilerden biri

saglandiginda, T" operatorii (dontigiimii) xy € D(T') noktasinda siireklidir denir.

(a) Her € > 0 sayisina kargilik ||z — x¢|| < 0 sartini saglayan her x € D(T') igin
|T(xz) — T(xg)]| < € olacak gekilde bir 6 = d(e, z) > 0 sayisi vardur.
(b) lim,, o x, = x¢ olan her (x,,) C D(T) dizisi i¢in lim,, o, T'(z,,) = T () dar.



TANIM 2.1.14. (Siirekli Operator) [12, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar
olmak iizere T': X — Y operatorii D(7T')’nin her noktasinda siirekli ise 7" operatorii

D(T) tizerinde siireklidir denir.

TANIM 2.1.15. (Diizgiin Siireklilik) [14, syf. 16] X ve Y normlu uzaylar
ve T': X — Y operatorii verilsin. Her € > 0 sayisina karsilik, ||z — y|| < 0 sartim
saglayan her z,y € X icin |Tx —Ty|| < € olacak gekilde bir § = §(e) > 0 sayis1 varsa

T operatoriine diizgiin siireklidir denir.

TANIM 2.1.16. (Egsiireklilik) [15, syf. 276] X C Cla, b] olsun. Bu durumda,
Ve > 0 sayisina kargilik, [t; — to| < 0 esitsizligini saglayan her t;,t5 € [a,b] ve her
xr € X icin |x(t1) —x(t2)| < € olacak sekilde bir § = d(€) > 0 sayis1 varsa X ciimlesine

egsiireklidir denir.

TANIM 2.1.17. (Sinirli Operator) [12, syf. 126] X ve Y normlu uzaylari ve
T : X — Y operatorii verilsin. Vo € D(T') i¢in || Tz| < ¢||z|| olacak sekilde sabit bir

¢ > 0 sayis1 varsa T operatorii D(T) tizerinde smirhdir denir.

TEOREM 2.1.1. [12, syf. 127] X ve Y iki normlu uzay olsun. T : X — Y lineer
operatorinin D(T) tzerinde sinirly olmast i¢in gerek ve yeter sart T operatdrinin

D(T) tzerinde stirekli olmasidar.

TANIM 2.1.18. [12, syf. 223] (X, ] - ||) normlu uzaymmda acik ciimlelerin bir
ailesi D = (Dy)xea olsun. Eger bir £ C X ciimlesi icin £ C [J,., D oluyorsa D
ailesine F ciimlesinin bir agik ortiisii denir. Eger Ay C A sonlu ve £ C UAer D,

ise Dy = (D) )aea, ailesine E climlesinin sonlu alt Ortiisii adi verilir.

TEOREM 2.1.2. [12, syf. 89] (X, | -||) normlu uzay ve A C X olsun. v € A
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, terimlert A’da olan ve x noktasina yakinsayan bir

(x) dizisinin olmasidur.

TANIM 2.1.19. (Kompakt Ciimle) [12, syf. 224] (X, | - ||) normlu uzayinin
bir altclimlesi £ olsun. Eger E ciimlesinin her acik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii

varsa F ciimlesine X’ te kompakt ciimle denir. Eger E ciimlesinin E kapanisi



X’te kompakt bir ciimle ise E’ye X’te bir relatif (goreceli) kompakt ciimle
denir. X kompakt (relatif kompakt) bir ciimle ise (X, || - ||) normlu uzaymma kompakt

(relatif kompakt) normlu uzay adi verilir.

TANIM 2.1.20. (Dizisel Kompakt) [12, syf. 224] (X, | - ||) normlu uzayinin
bir alt ciimlesi E olsun. F i¢indeki her dizinin, limiti £’de olan yakinsak bir alt dizisi

varsa F ciimlesine, X'’te dizisel kompakt ciimle denir.

LEMMA 2.1.1. [12, syf. 227] (X, || - ||) normlu uzayr ve E C X alt ciimlesi
verilsin. E ctimlesinin X te kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart, E ctimlesinin

X 'te dizisel kompakt olmasidur.

TANIM 2.1.21. (Smurh Ciimle) [16, syf. 4] (X, |- ||) normlu uzay ve A C X
olsun. Vo € A i¢in ||z|| < M olacak gekilde bir M > 0 sayis1 mevcutsa A ciimlesine

sinirhidir denir.

TEOREM 2.1.3. [17, syf. 28] (Arzela-Ascoli) Cla,b] 'nin bir E alt ciimlesinin

relatif kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart, E 'nin simrlh ve essiirekli olmasidar.

TANIM 2.1.22. (Biiziilme Doniistimii) (17, syf. 17] (X, || - ||) bir normlu

uzay ve T : X — X doniigiimii verilsin. Eger Vz,y € X icin
[Tz =Tyl < Kllz -yl

olacak gekilde bir K (0 < K < 1) sabiti varsa T’ye bir "biiziilme doniisiimii" denir.

TEOREM 2.1.4. [17, syf. 17| (Sabit Nokta Teorems) (X,| - ||) bir Banach
wzayr ve T : X — X bir bizilme donisimi olsun. Bu durumda T dontstiminiin

sabit biraktign, yani Txq = xo olacak sekilde, birtek xq € X noktast vardar.



3. LINEER OLMAYAN VOLTERRA TIiPI BIR INTEGRAL
DENKLEMIN BC (Rt R) UZAYINDAKI COZUMLERI

Bu bdéliimde kompaktsizlik oOlciilerinin 6nemi ve tarihi gelisimine iligskin bazi
bilgiler ve kompaktsizlik 6l¢iisii kavraminin tanimi verilecektir. Daha sonra keyfi bir
Banach uzayinda tanimlanan Kuratowski ve Hausdorff kompaktsizlik olciilerinden
bahsedilerek bu iki 6l¢iiniin denkligi ifade edilecektir. Ayrica bu boéliimde, kapali ve
sinirh bir aralikta tanimli, reel degerli ve siirekli olan fonksiyonlarin monotonluguyla
ilgili baz1 kavramlar incelenecek, bu kavramlar dikkate alinarak bu uzaylarda tanimh
olan baz1 kompaktsizlik oOlciileri verilecek ve bu kompaktsizlik Olgiilerinin regiiler
(diizenli) olup olmadig1 ve biribirine denkligi ele alinacaktir. Yine bu béliimde li-
neer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin; R da tanimli, reel degerli, sinirh
ve stirekli olan fonksiyonlarin BC' (R*,R) Banach uzayindaki ¢oziimiiniin varhg ve
asimptotik kararlihgr arastirilacaktir. Coziimiin varhigi ve asimptotik kararlihig gos-

terilirken sabit nokta teoremi ve kompaktsizlik olciisii kullanilacaktir.

3.1. Kompaktsizlik Olciileri

Kompaktsizlik o6lgiileri lineer olmayan analizde 6nemli bir yere sahiptir. O-
perator teorisi ve Banach uzaylarindaki geometri kadar, diferansiyel ve integral
denklemler teorisinde de kullanilirlar. Kompaktsizlik 6lciisii kavrami Kuratowski ve
Darbo’nun temel ¢caligmalariyla baglamigtir, [18]. 1970’lerden baglayarak bu kavram
ve onun uygulamalariyla ilgili pekgok caligma yapilmigtir. Kompaktsizlik Olciisii
teorisinde Kuratowski ve Hausdorff kompaktsizlik oOlciileri énemli bir yere sahip-
tir. Ozellikle Hausdorff élciisii lineer olmayan analizin bircok dalinda ve uygula-
malarida kullamlmaktadir, [18]. Kompaktsizlik 6l¢iisiiniin farkh tanimlar arasinda
en kullanigh olan1 aksiyomatik yaklagima sahip olanidir. Simdi baz1 yardime: bilgileri

hatirlatarak kompaktsizlik 6l¢iisii kavraminin tanimini verelim.



E, |||l normuyla bir Banach uzay1 olmak iizere; E’nin bogtan farkhi bir X alt
ciimlesi icin X ile, X in kapamsini ve ConvX ile, X in konveks kapanisini gosterelim.
Ayrica, X,) Y CEigin X +Y ={z+y:ze€ XveyeY}ve \X ={\z:2 € X}
olsun. E’nin bostan farkli ve simirh alt ciimlelerinin ailesini Mg ile ve 9Mg’deki
relatif kompakt (kapanigi kompakt) alt ciimlelerin ailesini de Mg ile gosterelim.

Simdi, agagidaki tanimi verebiliriz.

TANIM 3.1.1. [18] Bir p : Mp — R = [0, 00) fonksiyonu, agagidaki sartlari
saglarsa, bu fonksiyona E’de bir nonkompaktlhik (kompaktsizlik) 6lgiisii denir.

(1) ker p={X € Mg : u(X) =0} #0 ve ker u C Ng’dir,

(2) X CY = u(X) < u(Y),

(3) 1(X) = ( Conv X) = pu(X),

(4) JOX + (1= NY) < Aa(X) + (1= \(¥), A € 0,1]

(5) Eger (X,),(n = 1,2,...),Mg’deki kapalh ciimlelerin, X, ;1 C X, ve

lim,, o0 (X)) = 0 sartlarim saglayan bir dizisi ise 0 zaman Xo = (o, X,

ciimlesi bog degildir.

(1)’de tanimlanan ker p ailesi, "u nonkompakthk (kompaktsizlik) l¢iistiniin

cekirdegi" olarak adlandirihir. Eger (1) — (5) sartlarina ilave olarak,

(6) 1(X UY) = maks {u(X), u(¥)},
(7) WX +Y) < u(X) + p(Y),
(8) HOX) = I\ u(X), (A € R) ve
(9) ker p=MNg
sartlart da saglaniyorsa p'ye regiiler (diizenli) bir kompaktsizlik 6l¢iisii adi

verilir.

Daha 6ncede bahsettigimiz onemli kompaktsizlik 6lgiilerinden Kuratowski ol¢iisii

agagidaki gekilde tanimlanmigtir.

TAaNIM 3.1.2. E bir Banach uzay1 ve X € 9 olmak iizere;

a(X) = inf{e > 0 : X, cap1 €'dan kiiciik olan sonlu sayidaki kiime ile ortiilebilir}
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seklinde tanimlanan o : 9z — RT fonksiyonuna Kuratowski kompaktsizlik ol¢iisii

adi verilir ve « regiiler (diizenli) bir kompaktsizhik 6lgiisiidiir, [18].

TANIM 3.1.3. (e-Ag) (X, d) bir metrik uzay, A, X’in bir alt ciimlesi ve € > 0
olsun. X = UyeaB(y,¢€) ise yani Vo € X i¢in d(z,y) < € olacak sekilde bir y € A
elemani mevcut ise A’ya X i¢in bir e-ag denir, [19, syf. 173].

Diger bir 6nemli ve kullanigh 6lgii olan Hausdorff kompaktsizlik 6lciisii de

asagida verilmektedir.

TaNIM 3.1.4. E bir Banach uzay1 olmak {izere;
X Mg — R, x(X) =inf{e > 0: X, E’de sonlu bir e-agina sahiptir}
seklinde tanimlanan y fonksiyonuna Hausdorff nonkompaktlik (kompaktsizlik)

ol¢iisti denir, [18].

VX € Mg igin x(X) < a(X) < 2x(X) esitsizligi gecerli oldugundan x ve «
denktir, [18].

Simdi E Banach uzay1 yerine, kapali ve smirh [a,b] araliginda tanimli, reel
degerli ve siirekli fonksiyonlarin maksimum normuyla verilen Cfa, b] uzayimi alalim.
Bu durumda; X € Mepp yani; X, Cla, b] uzaymin bog olmayan ve smirl bir alt
climlesi olmak iizere; x € X ve € > 0 icin 2’in siireklilik modiilii olarak bilinen

w(z, €) sayisini,

w(x,€) = sup{|z(s) — z(t)| : t,s € [a,b] ve |[s — t| < e}
egitligiyle tanimlayalim. Ayrica,

w(X, €) = sup{w(z,e) : x € X} ve wy(X) = li_{%w(X, €)

olsun. Bdylece;

X(X) = (3.1.1)

esitligi gegerlidir, [18].
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3.2. C[a,b] Uzaymda Baz1 Kompaktsizlik Olgiileri

Bu kisimda I = [a, b] kapali ve siirh araliginda tanimli, reel degerli ve sinirh
olan fonksiyonlarin supremum normuyla ifade edilen B(I) uzayinda baz ciimlelerin
nicelikleri incelenerek C(I) = Cla, b] fonksiyon uzayinda tanimlanan bazi kompakt-

sizlik olciilerinden bahsedilecektir.
x € B(I) ve € > 0 verildiginde;
d(x,€) = sup{|x(s) — x(t)| — [z(s) —z(t)] : t,s € [,t <sves—1<e€}
ve
i(x,e) =sup{|z(s) —x(t)| — [z(t) —z(s)] : t,s € [, t <sves—t<e}
olsun. € = b—a igin d(z,b—a) ve i(z,b—a) yerine, sirasiyla, d(x) ve i(x) gosterimleri

kullanilir. Burada d(z, €), azalig modiilii, i(z, €), artig modiilii, d(z), « fonksiyonunun

azalig derecesi ve i(x)’te = fonksiyonunun artig derecesi olarak adlandirilir, [18].

x € B(I),'da azalmayandir < Vs, 85 [s1,82 € I ve s1 < 59 = z(s1) < 2(s9)],
x € B(I), ’da artmayandir < Vsq, 89 [s1,80 € [ ve 51 < $9 = x(s1) > x(s2)]

onermelerinin dogrulugu da dikkate alinirsa agsagidaki teorem verilebilir.

TEOREM 3.2.1. [18]
(1) z € B(I) ve x,I’da azalmayan ise Ye > 0 i¢in d(x,€) =0 dur.
(2) x € B(I) ve x,I’da artmayan ise Ve > 0 i¢in i(x,€) = 0 dor.
IspaT. (1) x, I’da azalmayan ve € > 0 olsun. Bu durumda;
d(xz,e) = sup{|z(s) —z(t)] — [x(s) —x(t)] : t,s e [,t < sves—t<e}
= sup{z(s) —z(t) —z(s) +a(t): t,se [,t <sves—t<e}
=0

dir. z, I'da artmayan ise i(z, €) = 0 oldugu da benzer gekilde gosterilebilir. O

TEOREM 3.2.2. [18] x € B(I) ve € > 0 olsun. Bu durumda;
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1se x, I ’da azalmayandar,

=0
(2) i(z,€) = 0 ise x, I ’da artmayandur.

IspaT. 2 € B(I) ve € > 0 olmak iizere; d(z, €) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durum-
da; (1)’de verilen énermenin dogru oldugunu yani, x fonksiyonunun I’da azalmayan

oldugunu gérelim. Bunun igin;
Vi, s[(t,selvet <s)= x(t) <az(s)] (3.2.1)

onermesinin dogru oldugunu gostermeliyiz. (3.2.1) Onermesinin yanhsg oldugunu

kabul edelim. Buna gére,
dt,s((t,s € I vet <s)vex(t) > x(s)] (3.2.2)

onermesi dogrudur. Su halde iki durum s6z konusudur.

(I) s —t < e ise
|(s) — x(t)| — [x(s) — ()] = 2(t) — x(s) — x(s) + 2(t) = 2(2(t) — 2(s)) > 0
olup buradan,
d(z, ) = sup{|z(s) — 2(t)] — [x(s) — z(t)] i t,s €[t <sves—t<e} >0

olur. Bu ise d(z, €) = 0 hipotezi ile ¢eligir.

(II) s —t > € olsun. Bu durumda =t < e olacak gekilde bir n dogal saysi
bulunabilir. Simdi, t =ty < t; < ty < ... < t, = s olacak sekildeki tg, t1,%o,...,1,
noktalarinin yardimiyla [¢, s] araligini n egit araliga bolelim. Buna gore (3.2.2)’den,

x(t) = x(to) > z(t,) = z(s) yazlabilir.
3 €{0,1,2,...,n— 1} igin z(¢;) > x(t;11)
onermesinin dogru oldugunu gorelim. Aksi halde,
Vie{0,1,2,...,n— 1} i¢in x(t;) < x(t;41)

onermesi dogru olur ki bu da z(to) < x(t,) olmasim gerektirir. Bu ise, z(ty) > x(¢,)

ile celigir. Boylece i € {0,1,2,...,n — 1} olan en az bir i i¢in t;41 — ¢; < € ve
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x(t;) > z(t;41) oldugundan,
d(z,e) = sup{|z(s) —az(t)| — [z(s) —x(t)] : t,s € [,t <sves—t<e}
2 (i) —o(t)| = [2(tip) — 2(t:)] = 2(x(t:) — 2(ti41)) > 0
elde edilir. Bu da d(z, €) = 0 hipotezi ile ¢eligir.
(2)'nin ispat1 benzer gekilde yapilabilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2’den agagidaki sonuca ulagilir.

SONUG 3.2.1. [18] x € B(I) ve herhangi bir € > 0 sayisi verilsin. Bu durumda;
(1) d(z,€) = 0 < x, I ’da azalmayandar.

(2) i(x,e) =0 < x,[’da artmayandor.

X € Mp() ve € > 0 igin;
d(X,€) =sup{d(z,¢e): x € X}, do(X) = lir%d(X, €)
e—
ve

i(X,e) =sup{i(z,€) : v € X}, ip(X) = limi(X,e)

e—0

olmak {izere;

d(X, ) : (0,00) = R, e = d(X,e)
ve

i(X,):(0,00) = R, e »i(X,¢€)
olarak tamimlanan d(X, -) ve i(X, -) fonksiyonlarini ele alahm. €¢; < €5 ve bir z € B([)
i¢in

d(l‘, 61) S d([L‘, 62) (323)

dir. (3.2.3) esitsizliginde x € B(I) elemanlar iizerinden supremum alinirsa,

sup{d(z,€e;) : x € X} <sup{d(z,e) : x € X} (3.2.4)

olacagindan (3.2.4)’ten d(X,€;) < d(X,€y) elde edilir, yani d(X, -) fonksiyonu azal-

mayandir. ¢(X, -) fonksiyonun da azalmayan oldugu benzer gekilde goriilebilir.
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SONUG 3.2.2. [18] € > 0 ve X € Mp(y) olsun. Bu durumda;
(1) d(X,€) = 0 < X cimlesindeki fonksiyonlar I arahiginda azalmayandar.

(2) i(X,€) =0 < X cumlesindeki fonksiyonlar I araliginda artmayandar.

IspaT. (1)'de verilen nermenin dogrulugunu gorelim. (2)’nin ispat1 da benzer sekil-
de yapilabilir.

=) : d(X,e) = sup{d(z,€) : © € X} = 0 olsun. Bu durumda; Vz € X igin
d(z,€) = 0 olur. Sonug 3.2.1’den, Vx € X i¢in z, I’da azalmayandir.

<): X ciimlesindeki fonksiyonlar I arahginda azalmayan olsun. Bu durumda;
Vr € X fonksiyonu [ araliginda azalmayandir. Boylece, Sonug 3.2.1°den; Vo € X
icin d(x,€) = 0 dir. Su halde; d(X,€) = sup{d(z,¢) : x € X} =0 dur. O

Sonug 3.2.2, do(X) ve ip(X) i¢in gegerli degildir. Yani do(X) = 0 (ip(X) = 0)
oldugu halde X ciimlesindeki fonksiyonlar azalmayan (artmayan) olmayabilir. Bu

durum Ornek 3.2.1°de ele alinacaktir.

X € Mgy climlesindeki fonksiyonlarin I’da azalmayan (artmayan) olmasi
durumunda do(X) = 0 (io(X) = 0) olacag: Sonug 3.2.2’den agiktir. Simdi, B(I) uza-
yinin kapali bir alt uzay1 olan C' = C([) siirekli fonksiyonlar uzaymi ele alalim.
X € Me ve bir € > 0 sayisi verilsin. Bu durumda; ¢t,s € I,t < s ve s —t < € olmak

izere;

d(z,e) = |o(s) = z(t)] = [w(s) — ()]
< 2lz(s) — x(t)] (3.2.5)
< 2uw(x,e€)

olur. (3.2.5)’te z € X elemanlar iizerinden supremum alinirsa,
d(X,e) <2w(X,e) (3.2.6)
ve (3.2.6)'da € — 0 i¢in limit alinrsa,

do(X) < 2wo(X) (3.2.7)
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esitsizligi elde edilir.

oldugu da benzer gekilde gosterilebilir. Boylece (3.1.1) esitligi kullanilarak agagidaki

sonuca ulagilir.

SONUG 3.2.3. Eger X,C(I) uzayinda es sturekli fonksiyonlarn sinirle bir alt
ctimlesi ise do(X) = io(X) = 0 dur, |18|.

IspaT. X, C(I) uzaymda es siirekli fonsiyonlarm smirh alt ciimlesi oldugun-
dan, Ascoli-Arzela teoremi geregince relatif (goreceli) kompakttir. Relatif kompakt
ciimlelerin Hausdorff olgiileri ise sifirdir. Boylece (3.1.1)'den, wo(X) = 0 olup,
(3.2.7) ve (3.2.8)’den do(X) = ip(X) = 0 dur. O

ORNEK 3.2.1. [18] C[0, 7] uzayinda X = {a:n cx(t) = &ém) n=12.. }
cimlesini alalim. § > 0 sayist i¢in ng > 2 olacak gekilde bir ng € N (ng > 2) segelim.
Bu durumda X ciimlesi, X; = {xq, 29, 23,...,2n,-1} ve Xo = {Tpn,, Tng11,---} gibi
ayrik iki climlenin birlegimi olarak yazilabilir. X; kompakt oldugundan (3.1.1)’den
wo(X1) = 0 dir. Diger taraftan n > ng ve keyfi s, t € [0, 7] i¢in |z, (s)—z,(t)] < 2 <6
olacagindan wy(Xs) < ¢ olur. § keyfi oldugundan wy(X3) = 0 dir. wy fonksiyonu
Tamim 3.1.1°deki (6). sart1 da sagladigindan wy(X) = 0 oldugu sonucuna ulagilir.
Boylece (3.2.7) ve (3.2.8)’den do(X) = io(X) = 0 olur. Halbuki X ciimlesindeki

fonksiyonlar [0, 7] arahgimda monoton degildir.

ORNEK 3.2.2. [18] n = 1,2,... i¢in =, : [0,1] = R, x,(t) = t" olmak iizere;
X C C[0,1] alt cimlesini, X = {x, : n = 1,2,...} olarak alahm. Bu durumda
herhangi bir 0 <e <1ven=1,2,...i¢in
d(xp,€) = sup{|x,(s) —zn(t)| — [xn(s) —xn(t)] 1 t,s €[0,1], t < sves—t<e}
= sup{|s" —t"| = [s"—t"]:t,s€[0,1], t <sves—t<e}
= sup{s" —t" —[s" —t"] : t,s € [0,1], t < sves—t<e}

= 0
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oldugundan,
d(X,e) = sup{d(x,,€) :x, € X} =0

dir. Buna gore, do(X) = lim.,0d(X,e) = 0 olur. Jimdi, wy(X) = 1 oldugunu

gorelim. z,, € X olsun. Bu durumda € € (0, 1] olmak iizere;
w(xy,, €) =sup {|s" —t"|: t,s € [0,1] ve |s —t| <€}
oldugu bilinmektedir. 0 < € < 1 i¢in
(s,t €]0,1] ve|s—t| <e) < (te€]0,1] vese [t —et+€NI0,1])

oldugundan,
f:00,1—¢ =R, f(t)=(t+¢)" —t"
ve
g:le,1]] =R, git)=t"—(t—¢e)"
fonksiyonlarinin supremumunu hesabedelim.

t€[0,1—¢ligin f'(t) =n(t+e)" ' —nt" 1 >0

ve
t€le,1]igin g'(t) =nt" ' —n(t—e)" 1 >0

oldugundan, f ve g fonksiyonlar1 azalmayandir. f(1 —¢€) = g(1) =1 — (1 —¢€)" olup,

w(x,,e) =1— (1 — €)™ olur. Su halde; 0 < e < 1 i¢in
w(X,e) =sup{w(zp,€):x, € X} =sup{l—(1—¢)":neN}=1
elde edilir. Boylece, wo(X) = lim,_,ow(X, €) = 1 olur.
i(xn,€) = sup{|s" —t"| —[t" —s"] :t,s € [0,1],t < sves—1t<e}
= sup{2(s" —t"):t,s€[0,1,t <sves—t<e}=2—-2(1—¢)"
oldugu da benzer gekilde goriilebilir. Buna gore, 0 < € < 1 i¢in
i(X,e) =sup{i(zp,e):x € X} =sup{2—-2(1—¢)":neN} =2

olacagindan, io(X) = lim._, (X, €) = 2 olur.
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dy ve i fonksiyonlarinin, Tanim 3.1.1°deki (1). aksiyomu saglamadiklari ve boylece

C(I) uzaymda birer kompaktsizlik 6lciisti olmadiklar: goriilebilir, [18].

ORNEK 3.2.3. [18] n=1,2,...igin y, : [-1,1] = R, y,(t) = t*" olmak iizere;
Y C C[-1,1] alt ciimlesini, Y = {y, : n = 1,2,...} olarak alalm. Bu durumda
herhangi bir 0 <e <2ven=1,2,... igin
d(yn, €)= sup{|yn(s) = yn(t)] = lyn(s) —pm()] : t,s € [-1,1], t < s ve s —t < ¢}

= sup{[s®" —t*"| - [s*" —t*] :t,s € [-1,1],t < sves—t < e}

olup, |t| < |s| ise |s* — t*"] — [s*" — t*"] = 0 oldugundan,

d(Yn, €) = sup{2(t*" — ™) 1 t,s € [-1,1], t < s, [t| > |s| ve s —t < ¢}
olur.

0<e<l1igin

[l —d SR, f(t) = 22— (t+ e
ve
g: (€0 =R, g(t) = 2t*"
fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu durumda;
Vt € [—1,—€| igin f'(t) = 4n[t* ' -~ (t+e)* 1 <0
ve
Vt € [—¢,0] igin ¢'(t) = 4nt™ 1 <0

oldugundan f azalan ve g artmayandir. f(—1) = 2[1 — (¢ — 1)*"] ve g(—e¢) = 2"
olup, maks { f(—1), g(—€)} = 2[1 — (¢ — 1)?"] olur. Sonug olarak; 0 < € < 1 olan her
e ve her n € N igin d(y,, €) = 2[1 — (¢ — 1)*"] olur.

l<e<2veneNicgin
A(Yn,€) = d(yn,€) =sup{2(t*™ — s*") 1 t,s € [-1,1], t < 5, [t| > |s| ve s —t < €}

= sup{2t*:t e [-1,0)}

= 2
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olur. Buna gére, 0 < € < 2 igin

sup{2[1—(e—1)*"]:neN} , 0<e<l1ise
2 , 1 <e<2ise

d(Y,€) = sup {d(yn,€) :yn €Y} =

olacagindan do(Y) = lim._,o d(Y, €) = 2 elde edilir. Ayrica, wo(Y) =1 ve io(Y) = 2
oldugu da goriilebilir. Boylece (3.2.7) ve (3.2.8) esitsizliklerinde esitlik halinin de

olabilecegi goriilmiis olur.

Simdi, C(I) uzayinda, kompaktsizlik 6l¢giisii olmayan dy ve iy fonksiyonlari
yardimiyla tanimlanan yeni bir kompaktsizlik 6l¢iistiniin oldugunu gorelim. Bunun

icin 6nce agagidaki teoremi verelim.

TEOREM 3.2.3. Mc(y) uzayindaki herhangi bir X ciimlesi igin,
$@(X) +i0(X)) < wp(X) < S(do(X) + io(X)) (3:2:9)
esitsizligi gegerlidir, [18].
ISPAT. dp(X) < 2wo(X) ve do(X) < 2wo(X) esitsizliklerinden,

1

1 (do(X) +10(X)) < wo(X)

elde edilir. lim.,0 d(X, €) = a olsun. Bu durumda her § > 0 sayis1 igin
J
Ve 0<€§€0:>|d<X,€)—Oé|<§
onermesi dogru olacak sekilde ve bdylece

J
Ve (O<e§60:>d(X,e) <a+§) (3.2.10)

onermesi dogru olacak gekilde en az bir ¢y > 0 sayis1 vardir. Benzer gekilde 5 = io(X)
ise her § > 0 sayis1 igin,
)
Ve (0<e§60:>z'(X,6) <ﬁ+§> (3.2.11)

onermesi dogru olacak gekilde en az bir ¢y > 0 sayis1 vardir.
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r € X ve 0 < e < ¢ olmak iizere; t,s € I,t < sves—t < eolan her t ve s

i¢in (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinden,

lz(s) — z(t)| — [x(s) —2(t)] < a + g (3.2.12)
lz(s) —x(t)| — [x(t) —z(s)] < B+ g (3.2.13)

esitsizlikleri elde edilir. (3.2.12) ve (3.2.13) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,
2x(s) —z(t)| <a+pB+0 (3.2.14)
bulunur. Su halde; (3.2.14)’ten Vz € X igin,
2w(z,6) <a+p+6 (3.2.15)

elde edilir. Sonug olarak (3.2.15)’te x € X elemanlar iizerinden supremum alinirsa,

her 6 > 0 ve 0 < € < ¢y olan her € i¢in

2w(X, &) <a+pB+06 (3.2.16)
olur. (3.2.16)’da bir § > 0 sayisi secilerek € — 0 i¢in limit alimirsa,

2we(X) <a+p+90 (3.2.17)
bulunur. § > 0 sayis1 keyfi oldugundan (3.2.17)’den,

2wo(X) <a+p
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. O
Simdi,
Moy = RY, p(X) = do(X) +14(X)

fonksiyonunu tamimlayalim. p fonksiyonu, C'(I) uzaymnda regiiler (diizenli) bir kom-

paktsizlik 6lgiistidiir. (3.2.9) ve (3.1.1)’den,

(X)) Swo(X) < 5u(X) & g
& (X)) < x(X) < qu(X)
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olacagindan p, C'(I) da tamimlanan y Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisiine denktir. u
ve x'nin denkliginden, "u(X) = 0 < x(X) = 0" sonucuna ulagilir. Bu ise p ve y nin
cekirdeklerinin cakisik olmasi demektir. Dolayisiyla p fonksiyonu Tanim 3.1.1°deki
(1) ve (9) sartlarini saglar. p fonksiyonunun Tamm3.1.1’deki diger sartlari da
sagladigr goriilebilir. p'niin Tanim 3.1.1°deki (8). sart1 sagladigim gorelim. Bunun
i¢cin A € R olmak {izere; p(AX) = [A|p(X) oldugunu gostermeliyiz.

A>0vee>0icin

d(Az,e) = sup{|\z(s) — Ax(t)| — [Ax(s) = Ax(t)] : t,s € [t <sves—t<e}
= sup{|A|lz(s) —z(t)] = ANz(s) —z(t)] : t,se [,t <sves—t<e}
= sup{A|z(s) —x(t)] — Mz(s) —z(t)] i t,s € [,t <sves—t<e}(3.2.19)
= Asup{|z(s) —z(t)| — [x(s) —z(t)] : t,s € [,t < sves—t<e}
= Ad(z,€)

olacagindan, (3.2.19)’dan;
d(AX,€) =sup{d(A\x,¢) : x € X} = Asup{d(z,¢) : x € X} = Md(X,¢) (3.2.20)

olur. Benzer gekilde, A > 0 ve € > 0 i¢in i(AX, €) = Xi(X, €) oldugu da goriilebilir.
Buradan (3.2.20)’yi de dikkate alarak, A > 0 iken;

p(AX) = do(AX) +ig(AX)
= lim, [d(AX,€) +i(AX, €)]
= lim. o [Md(X,€) + Ni(X, €)] (3.2.21)
= AMim. o [d(X,€) 4+ (X, €)]
= Aldo(X) + io(X)]

elde edilir. Su halde; (3.2.21)’den,
p(AX) = Apu(X) (3.2.22)
olur.

A< 0vee>0ign, dAX,e) = —Xi(X,€) ve i(AX,€) = —Ad(X, €)
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olacagindan,

POAX) = do(AX) + ig(AX)
= limco [dAX,€) + 1(AX, €)]
= lime,o [-Ad(X, €) — Xi(X, €)]
= —Alimeo [d(X, €) + (X, €)]
= —Mime_y [do(X) + io(X)]
= —Au(X)

(3.2.23)

olur. (3.2.22) ve (3.2.23)’ten,
pAX) = [Alp(X)

esitligine ulagilir. Boylece p fonksiyonu Tamim 3.1.1°deki (8). da sart1 saglar. p fonksi-
yonunun Tanim 3.1.1'in diger sartlarini1 da sagladigi goriilebilir. Buna gore asagidaki

teoremi verebiliriz.

TEOREM 3.2.4. p1: Moy = RY, p(X) = do(X)+io(X) fonksiyonu, C(I) uza-
yinda tamimlanan x Hausdorff ol¢isiine denk olan regiiler (diizenli) bir kompaktsizlik

olgiistidir, [18].

(3.2.18) ve (3.1.1)’'in kullanilmasiyla, herhangi bir X € ¢y i¢in,
2wo(X) < pu(X) < dwo(X) (3.2.24)
veya (3.2.24)’e denk olan;
(X) < p(X) < 8(X) (3.2.25)

esitsizligi elde edilir. Ornek 3.2.2 ve Ornek 3.2.3, (3.2.24) ve (3.2.25) esitsizliklerinin
egitlik halidir.
Simdi, C'(I) uzayinda,

fa s Moy = RY, pa(X) = wo(X) + do(X)

ve

fi = Moy = RY, pi(X) = wo(X) +4o(X)
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olarak tanimlanan pug4 ve p; fonksiyonlarini alahm. wg, dg ve 7o fonksiyonlarinin 6zel-

likleriyle birlikte,

wo(X) < pg(X) < 3we(X) (3.2.26)
ve

wo(X) < pi(X) < 3wp(X) (3.2.27)

egitsizlikleri de kullanilarak pg ve p;’nin xy Hausdorff dlgiisiine denk kompaktsizlik
olgiileri oldugu goriilebilir. pg ve p;, Tanim 3.1.1°deki (8). sart digindaki biitiin sart-
lar1 saglar. Ayrica, Ornek 3.2.2 ve Ornek 3.2.3 ile, (3.2.26) ve (3.2.27)’deki esitsizlik-
lerin egitlik hali elde edilir.

3.3. Lineer Olmayan Volterra integral Denklemlerin Coéziimlerinin

Asimptotik Kararliligi

Bu kisimda,

x(t) = f(t,x(t)) —I—/O u(t, s, x(s))ds, (t € R") (3.3.1)

formundaki lineer olmayan Volterra integral denkleminin BC'(R™,R) uzayinda bir
¢Oziime sahip olmasimi saglayan yeter sartlar verilecek ve bu ¢oziimiin R™ da asimp-

totik kararli oldugu gosterilecektir.

TANIM 3.3.1. X € BC(R*,R), (3.3.1) denkleminin ¢6ztimlerinin bir ciimlesi
ve x € X olsun. Bu durumda; her € > 0 sayisina karsilik, ¢ > 71" olan her ¢ sayisi
ve (3.3.1) denkleminin X ciimlesinde olan her y ¢oziimii igin |x(t) — y(t)| < € ola-
cak sekilde en az bir T' = T'(¢) > 0 sayis1 mevcutsa z’e RT iizerinde "asimptotik

kararlidir" denir, [8].

(3.3.1) denkleminin BC(R*,R) da bir  ¢oziimiine sahip oldugunu gostermek
icin, kompaktsizlik 6lciisii ile birlestirilmig bir sabit nokta teoreminden yararlanila-

caktir. Simdi bu teoremi verelim.
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TrEOREM 3.3.1. Y, E Banach uzayimin bos olmayan, sinirl, kapali ve konveks
bir alt cimlesi ve F' 'Y — Y ddonisumi strekli olsun. X,Y 'nin bos olmayan her-
hangi bir alt cimlesi, k € [0,1) bir sabit ve u, p(FX) < ku(X) esitsizligini sagla-
yacak sekilde E de bir kompaktsizlk 6l¢iisi olsun. Bu taktirde F'nin'Y ciimlesinde

sabit biraktige en az bir nokta vardur, |8|.

TEOREM 3.3.2. Teorem 3.3.1°deki F' doniisuiminiin sabit biraktige noktalarin

ciimlesi A olsun. Bu taktirde A, kerpu ailesine ait olan kompakt bir cimledir, [8|.

IspAT. Bunun icin, 6nce,
A={zeY : Fr=xa}= u(A)=0 (3.3.2)

onermesinin dogru oldugunu gostermeliyiz. A = {x € Y : Fx = z} olmak iizere;
(3.3.2) 6nermesi yanls, yani u(A) # 0 olsun. Bu durumda, p(A) > 0 olur. A C Y

oldugundan,
H(FA) < kp(A) (3.3.3)
olur. FFA = A oldugundan, (3.3.3)’ten,
p(A) < ku(A)
ve bdylece 1 < k celigkisi elde edilir. Dolayisiyla,
A={zeY :Fr=za}= u(A)=0

onermesi dogrudur. g bir kompaktsizlik dlciisii ve pu(A) = 0 oldugundan A kom-
pakttir. Simdi, A ciimlesinin kapali oldugunu gorelim. z € A olsun. Bu durumda
Teorem 2.1.2 geregince, (z,,) C A ve lim, ,, x, = x olacak sekilde bir (x,,) dizisi

vardir. Buna gore,
Fz, =z, (3.3.4)

olur. F'nin siirekliligi de dikkate alinarak (3.3.4)’te n — oo i¢in limit alinirsa Fx = z
elde edilir. Su halde x € A olur. Bu ise A’'nin kapali olmasi1 demektir. Sonu¢ olarak

A kompakttir. 0
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R* da tamml, reel degerli, siirh ve siirekli fonksiyonlarin uzayir olan
BC(R*,R) Banach uzaymdaki norm, ||z|| = sup,s |z(t)] esitligiyle verilmektedir.
BC(R*,R) uzayinda tanimli bir kompaktsizlik 6l¢iisii agagidaki sekilde tanim-
lanmaktadir.
BC(R*,R)’nin bog olmayan, sinirh bir X alt ciimlesini ve pozitif bir T sayisin

alahm. x € X ve € > 0 igin 2’ in |0, T] arahgindaki siireklilik modiilii w” (z, €),
w? (x,¢) = sup {|z(t) — x(s)| : t,s € [0,T] ve |t — s| < ¢}
olarak tamimlanmaktadir.

w'(X,e) =sup {w’(z,6) 12 € X}, wj(X) =limw” (X, e)

—0
ve

wo(X) = lim wl (X)

T—o0

olmak iizere; t € RT sabit sayis: i¢in
X(t)=A{z(t): x € X}
ve
diam X (t) = sup{|z(t) —y(t)| : x,y € X}
olsun. Mpow+ ) lizerinde,

p(X) = wo(X) + lim sup diam X (¢)

t—o0
esitligiyle tamimlanan p fonksiyonu BC(RT,R) uzaymda bir kompaktsizlik
olgusiidiir, [8].

TEOREM 3.3.3. k € [0,1) bir sabit, a : Rt — R fonksiyonu sirekli ve
limy o0 a(t) = 0 olmak dzere; F: BC(RT,R) — BC(R*,R) operatiri, BC(RT,R)
uzayindaki her x,y elemanlary ve Vt € R icin

|(Fz)(t) — (Fy) ()] < kla(t) —y(t)] + alt) (3.3.5)

esitsizligini saglasin. Ayrica, x = x(t) (x € BC(RT,R)), x = Fx operatir denkle-

minin bir ¢ézimi olsun. Buna gére, bu ¢ozim asimptotik kararldar, [8].
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ISPAT. Bunun icin; " her € > 0 sayisina karsilik, ¢ > 7 olan her ¢ sayisi ve = Fx
denkleminin ¢oziimii olan her y fonksiyonu igin |z(t) — y(t)| < € olacak gekilde en az
bir T > 0 sayis1 vardir" 6nermesinin dogru oldugunu gostermeliyiz. Bu énermenin

" en az bir ¢y > 0 sayis1 vardir 6yle ki

yanlig oldugunu kabul edelim. Bu durumda;
T > 0 olan her T sayisi icin |z(t) —y(t)| > €y olacak gekilde ¢t > T gartini saglayan en
az bir t sayisi ve x = F'x denkleminin en az bir y ¢6ziimii vardir" énermesi dogrudur.
Buna gore; her n € N i¢in t,, > n olacak sekilde bir (¢,,) dizisi ve |x(t,) —yn(t,)| > €o
egitsizligini saglayacak sekilde x = F'x denkleminin bir g, ¢6ziimii vardir. Su halde;

(3.3.5)’ten;

[2(tn) = yu(t,)| < kl2(tn) — yalt,)| + alts) (3.3.6)
vazilabilir. (3.3.6)’dan da,

0< (1 =k)eo < (1 =k)z(tn) —ynlt,)| < altn) (3.3.7)

elde edilir. (3.3.7)’de n — oo i¢in limit alinirsa, 0 < (1 — k)eyg < 0 olacagindan
(1 —k)ep = 0 ve 1 —k # 0 oldugundan, ¢g = 0 elde edilir ki bu celigki ispat

tamamlar. [l
TEOREM 3.3.4.

t
x(t) = f(t,z(t)) —|—/ u(t, s, x(s))ds, (t>0) (3.3.8)
0
lineer olmayan Volterra integral denkleminde asagidaki sartlar saglansin.
(i) f:RT xR = R fonksiyonu sireklidir,
g:RTY =R, g(t) = f(t,0) esitligiyle tansmlanan g fonksiyonu BC(R' R)
uzayrmn bir elemanadar,
(ii) Vo,y € R ve ¥Vt > 0 icin |f(t,z) — f(t,y)| < k|z — y| olacak sekilde bir
k € 10,1) sabiti vardar,

(iii) u: Rt x RT x R — R fonksiyonu strekli olup,

t—o00

lim a(t) /Ot b(s)ds =0
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ve
Vt,s € RT(s <t) ve Vo € R igin |u(t,s,x)| < a(t)b(s)
olacak sekilde strekli a,b: R™ — RT fonksiyonlar: vardar.
Bu taktirde (3.3.8) denklemi, RY da asimptotik kararl olan en az bir x € BC(RT,R)
coziimine sahiptir, [8].

IspaT. v: Rt — R* fonksiyonunu,

t
v(t) = a(t)/ b(s)ds
0
esitligiyle tanimlayalim. Agik olarak v siirekli olup, lim; ., v(t) = 0 dir.

r € BC(R',R) olmak iizere; F' operatoriinii,

(Fx)(t) = f(t,x(t)) —1—/0 u(t, s, x(s))ds

olarak tamimlayalim. Bu durumda; hipotezler dikkate alindiginda, Fz : RT — R

fonksiyonunun siirekli oldugu anlasilir. Ayrica, Vi € RT i¢in

(Fz)()] < [f(t,2(1) — f(£0)] + (2,0 !+f(f|u(t78,fﬁ(8))|d5
< klz(®)| + |f(t,0)| + alt fo
= klz(®)] + £, 0)] +v(t)
Fllll + sup{[f (£, 0)] + v(t) : ¢ = 0}
oldugundan, Fz € BC(R™,R) olur. Su halde F', F': BC(RT,R) — BC(R*",R) olan
bir operatordiir. (3.3.9)’dan;

(3.3.9)

IN

sup{[(Fz)(t)] - t = 0} < k||| + sup{|f(¢,0)| +v(t) : t = 0}
ve bdylece,
[Fz|| < kflz]| + Q; @ = sup{|f(t,0)| +v(t) : t > 0} (3.3.10)

egitsizligi elde edilir. B, = Blf,r] ve r = % olmak tizere; F'nin, F': B, — B, olan
bir déniigiim oldugunu goérelim. = € B, oldugundan (3.3.10)’dan,

Q Q
< = k— = —_—— =
|Fx| < kr+@ kl—k:+Q ekl
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olur. Boylece F', B,’den B,’ye tamimhdir. Simdi; F' : B, — B, doniisiimiiniin, B,
yuvarinda siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin Ve > 0 sayis1 ve Vz,y € B,

elemanlarina kargilik,

[z =yl 0= [|[Fe— Fyl| <€

onermesi dogru olacak gekilde bir § = 0(¢) > 0 sayisinin oldugunu gostermek yeter-

lidir.

(Fa)(t) = (Fy)(t)] < ke+ [y |u(t, s, 2(s)) = ult,s,y(s))|ds
< ke +2a(t) [y b(s)ds (3.3.11)
ke + 2v(t)

dir. Simdi ¢t > T ic¢in; 2a(t) fot b(s)ds < € olan bir T € R sayisiu segelim. Burada
iki durum s6z konusudur.
(1) t > T igin (3.3.11)’den,

[(F)(t) = (Fy) ()] < ke + €= (k+ 1)e

elde edilir.

(2) t <T,w = w(e) fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim.
w(e) = sup{|u(t, s,x) —u(t,s,y)| : t,s € [0,T],z,y € [—r,r] ve |x —y| < €}

u = u(t, s, z) fonksiyonu [0, 7] x [0, T] x [—r, r] ilizerinde diizgiin siirekli oldugundan,

e — 0 iken w(e) — 0 olur. (3.3.11)’den,
|(Fz)(t) — (Fy)(t)| < ke +/0 w(e)ds < ke + Tw(e)

olup, (1) ve (2)’den; F’nin B, iizerinde siirekli oldugu goriiliir.
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Simdi, X C B, olacak gekilde bogtan farkli bir X alt ciimlesini alalim.
T>0,e>02€ Xt se0,T] ve|t—s| <eolmak iizere;

(Fz)(t) = (F)(s)] < [f(tx(t) = f(s,2(s))]+

+ (fu(t,T,a:(T ))dr — [ ul S,T,ZL’(T))dT)
< [f@a(t) = f(tx(s)] + [ f(t x(s) = fs,2(s)) |+
‘fotu(t,T,x(T dT—fO u(s, 7, z(T ))dT‘
< kla(t) — ()] + | (¢, 2(s) = [(s,2(s))]
‘f (t, 7, x(T dT‘ + Uo (t,7,2(7)) — u(s, 7, x( ))]dT‘
< kw'(z,€) +w/(f.€) +esupla(t)b(r) : 0 <t <T,0<7 < T}

+Tw! (u,€)
elde edilir. Burada w? (f,€) ve W’ (u, €),

wl(f,e) = sup{|f(t,x) — f(s,z)| : t,s € [0,T],|t —s| <eve || <r}

T (€)= sup{lult,r, ) —uls, 7, 2)| b5 € [0,T], [t — 5| < e,7 € [0,7] ve |a] < 1}

esitlikleriyle tanimlanmaktadir. Hipotezlerden; f = f(t, x) fonksiyonu, [0, T x [—7, 7]
ciimlesi iizerinde ve u = wu(t, 7, x) fonksiyonu da, [0,7] x [0,T] x [—r,r]| ciimlesi
iizerinde diizgiin siireklidir. Béylece, € — 0 iken; w! (f,¢) — 0 ve w’ (u, €) — 0 olur.

Su halde; (3.3.12)’den,

W' (Fa,e) < k' (r, ) +wl (f, ) + Tw (u,e)+

(3.3.13)
+esup{a(t)b(7) : t,7 € [0,T]}

sonucu elde edilir. (3.3.13)’te = € X elemanlar iizerinden supremum alinirsa,

wl(FX,e) < kwT(X,e) +wl(f,e)+Tw! (u,e)+

(3.3.14)
+esup{a(t)b(r) : t,7 € [0,T]}
olur. (3.3.14)’te, sirasiyla, € — 0 ve T" — oo i¢in limit alinirsa,
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esitsizligine ulagilir. Ayrica herhangi bir ¢t € R™ ve x,y € X igin,

(F2)(t) = (Fy)O)] < [f(tx(t) = f(Ey(0)] +

/|ut5x |d5+/ \u(t, s, y(s))|ds

Klz(t) — y(t)] +2 / a(t)b(s)ds

IN

oldugundan,
|((Fz)(t) = (Fy) ()] < klz(t) = y(t)] + 2v(?) (3.3.16)
ve su halde; (3.3.16)’dan;
diam(FX)(t) < kdiamX () + 2v(t)
olur. Boylece,

lim sup diam(FX)(t) < klim sup diam X (t) (3.3.17)

t—o0 t—o00

olup, (3.3.15) ve (3.3.17) birlikte dikkate alindiginda,
p(FX) < ku(X) (3.3.18)

elde edilir.

(3.3.18) esitsizligi ve Teorem 3.3.1'in kullanilmasiyla, (3.3.8) denkleminin
BC(R",R) uzaymda en az bir x = xz(t) ¢oziimiine sahip oldugu anlagilir. Diger
taraftan (3.3.16) ve Teorem 3.3.3’ten bu ¢oziimiin R*’da asimptotik kararh oldugu

sonucu elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. 0

Agagida, Teorem 3.3.47lin sartlarini saglayan lineer olmayan Volterra tipi integral

denklemler verilmistir.

t b, sa(s)
t) = t o 3.1
z(t) 1+t2x()—|—/0 e 1+\x(s)|d8’ (3.3.19)
In(1+1¢) . " s% arctan x(s)
t) = ———= t —=ds. 3.2
x(t) T smx()—i—/o =T ds (3.3.20)

Teorem 3.3.4%e gore (3.3.19) ve (3.3.20) denklemlerinin, BC'(R',R) uzayinda en az

bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim R*’da asimptotik kararhdir.
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4. LINEER OLMAYAN BiR VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMIN C (R*,R") VE BC (R*,R") UZAYLARINDAKI
COZUMLERI VE BAZI SONUCLAR

Uciincii boliimde kompaktsizlik élciisiiyle birlestirilen bir sabit nokta teoremi
vasitasiyla, lineer olmayan Volterra tipi bir integral denklemin, BC (R™,R) uza-
yinda ¢ozlimiiniin varligi ve asimptotik kararhiligi incelendi. Bu boéliimde ise farkh
bir sabit nokta teoremiyle, kompaktsizlik 6l¢giistinti kullanmaksizin, ayni denklemin
C (R, R") uzaymda ¢oziimiiniin varhg ve asimptotik kararhligimin daha zayif sart-
lar altinda da gosterilebilecegini ve ilave bir sart altinda bu ¢6ziimiin, BC (R, R")

uzayina ait olacagini gorecegiz.

4.1. Uciincii Bliime ili§kin Baz1 Sonuclar

(1) :f(t,x(t))+/tu(t,s,x(s))ds, (t > 0) (4.1.1)
0
integral denkleminde;

(i) f:R* x R — R fonksiyonu siireklidir ve g : RT™ — R, g(t) = f(¢t,0) olarak
tanimlanan ¢ fonksiyonu BC' (R*,R) uzayinin bir elemanidir,

(ii) Vx,y € R ve Vt > 0 i¢in

olacak gekilde bir a € [0,1) sabiti vardir ve

(iii) u: RT x R* x R — R fonksiyonu stireklidir. Ayrica,

4
lim a(t)/ b(s)ds =0, Vt,s € R"(s <)
0

t—r00
ve
Vr € R igin |u(t, s, z)| < a(t)b(s)

olacak sekilde siirekli a,b : Rt — R* fonksiyonlar1 vardir,
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sartlarimin saglanmasi halinde, (4.1.1) integral denkleminin BC' (R*, R) uzayinda bir

¢Oziimiiniin mevcut ve asimptotik kararl oldugu, iiciincii boliimde gosterildi.

SONUG 4.1.1. (i7) sarts,
r = f(0,z) (4.1.2)

denkleminin bir ve yalniz bir xo ¢ézimindn olmasina gerektirir. Gergekten; (4.1.1)
denkleminin BC (RT,R) uzayinda olan her x ¢ozimi icin x(0) = xo olmak tizere;
xo, (4.1.2) denkleminin bir ¢ozimdidir. (4.1.2) denkleminin xo dan farkle x, gibi
bir ¢éziminin de mevcut oldugunu kabul edelim. Bu durumda (ii) sarty dikkate

alimarak,
lzo — 21| = [ f(0,20) — f(0,21)] < at|zg — 1 (4.1.3)
esitsizligine ulagilir. (4.1.3) ten;

(1—a)zg—21 <0 (4.1.4)
olup, a € [0,1) oldugundan, 1 —« # 0 dir. Su halde; (4.1.4) ten; xg = 1 elde edilir.
Demek ki x(0) =z, (4.1.2) denkleminin tek ¢ézimidir.

Simdi,
x(t) = f(t,x(t)) + /tu(t,s,x(s))ds, (t>0) (4.1.5)
0
denklemini ve agagidaki sartlar1 gozoniine alalim.

(t*) f: Rt xR™ — R" fonksiyonu siirekli ve en az bir xy € R™ igin 2o = f(0, x0)
olsun. ¢ > 0 olan her ¢ i¢in 0 < k() < 1 ve

. f(t7 $0) - f(07 27())
BT gy

~0 (4.1.6)

sartin saglayan en az bir siirekli k£ : RT — [0, 1] fonksiyonu vardr,

(17*) Va,y € R ve Vt € RT i¢in

1t 2) = F(ty)llgn < kO]2 = yllgn

esitsizligi saglansin ve
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(i73*) u : RT x RT x R" — R" fonksiyonu siireklidir ve V¢, s € Rt(s < t) ve

Vo € R" igin
Hu(t? S7x>||]Rn S a(t)b<5)7
L at) [ _
t§$1—kuxébwws_o
ve

. a(t) [ _
ey /0 b(s)ds =0

olacak sekilde siirekli a,b : Rt — R™ fonksiyonlar: vardir.

SONUG 4.1.2. (i) — (i1i) sartlar saglanyorken, n =1 olmak tzere, (i*) — (ii*)

sartlary da saglanar, [9].

IsPaT. h: R — R, h(t) = f(0,t) olarak tanimlanan h fonksiyonu, Vz,y € R icin

[h(x) = h(y)l = [£(0,2) — f(0,y)] < alz -y

esitsizligini sagladigindan bir biiziilmedir. Buna gore, h(xo) = zo, yani f(0,z0) = zg
olacak sekilde birtek xy € R vardir.

k: Rt — [0,1],k(t) = « olarak tamimlanan k fonksiyonu siirekli olup V¢ > 0
icin 0 < k(t) < 1 dir. Ayrica, f siirekli oldugundan,

lim f(t7 xo) — f<07 xo)

e e

egitligi saglanir.
Vr,y € R ve Vit > 0 icin,
[f(tx) = ft )] < k(t)|z -yl
esitsizligi gecerlidir.

Diger taraftan;

t—0t 1 — k( -«
ve
L alt) [ _ L ’f __ L oo
tli)r(r)lo 1= k(D) /0 b(s)ds = 10 tligloa(t)/o b(s)ds = - a.O =0
egitligi de saglanir. 0
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4.2. Lineer Olmayan Volterra Integral Denklemlerin C (R*,R") ve
BC (R*,R") Uzaylarindaki Asimptotik Kararli Coziimleri

TEOREM 4.2.1. (i*) ve (ii*) sartlar saglansin. Bu durumda;

W(t) = f(t,¥(t)) (4.2.1)

denklemini saglayan bir tek ¢ € C (R R™) fonksiyonu vardir. Ayrica t > 0 igin

1/ (£, )|
Y(t) < = k(t]f (4.2.2)
esitsizligi gecerli olup,
. n _ f(,0)
g:(0,00) = R", ¢g(t) = L= k(D) (4.2.3)

olarak tanwmlanan g fonksiyonunun sinirl olmasi halinde v € BC (R, R™) olur,

9.

IspAT. Her pozitif m tamsayisi icin 1 : [%,m} — R" geklinde sinirh ve siirekli
fonksiyonlarin olusturdugu (X,,, ||.||,,) Banach uzayin1 supremum normuyla dikkate

alalim ve
S Xow = X, (Sth)(t) = (£ 0(8)), £ € {%m}

doniigiimiinii tanimlayalim. Buna gore,

1Sm¥1 = Smtall,,, = sup |[f(t, () — f(t,¥2(t))gn

< sup KO0 = a0
— an sup [01(0) = O

S amHz/}l - ¢2||m

olup 0 < «,,, < 1 oldugundan S, bir biiziilmedir. Ju halde; S,,’nin 1), gibi birtek
sabit noktasi vardir. ¢ € (0,00) ise t € [io, mo] olacak gekilde bir my € N olacagin-

m

dan,
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¥ (0,00) — R™ fonksiyonunu, yani ¢ : US®_, [%, m] — R™ fonksiyonunu,

05 U o] B 000 = Gnlt) = 0,000 (1.2.0

m=1
seklinde tamimlayalim.

te [Lmo] (0 # mo) ise (1) = g (1) = F(t, g (1)) olup,

[€m (8) = Yo (B)lgn = 1LF (Y (£)) = f (Yoo () |

(4.2.5)
S k(t)meo(t) - wn()(t)H]R”

olacagindan (4.2.5)’ten,

(1= K@) [¢mo (t) = Yng(#)[|pn <0 (4.2.6)

elde edilir. ¢ > 0 oldugundan 1—k(t) > 0 olur. Su halde; (4.2.6)’dan, ¥y, (t) = ¥n, (t)
bulunur. Bu ise, (4.2.4) esitligiyle tanimlanan v fonksiyonunun iyi tanimh ve tek

olmasi1 demektir.

Simdi, t — 0% iken ¥ (t) — x¢ oldugunu gorelim.

[0(t) = zollgn = 1F (£, 4(2)) = f(0,20) ||
1) = ft,20)llgn + (£ 20) = f(O,20) g (4:2.7)
< kOI¥() = zollgn + [[f(t; 20) = (0, %0)l[gn

IN

oldugundan (4.2.7)’den,

(1= E@)(t) = zollgn < [[F(t20) = F(0, 20) [ (4.2.8)

olup, (4.2.8)’den de, t > 0 i¢in

1/ (£, o) — f(0, o) |n

||7vb(t) - JIOHR" < 1— k‘(t)

(4.2.9)

elde edilir. (4.1.6) ve (4.2.9)dan, lim; o+ ||¢)(t) — 20|z = 0 olacagindan,
lim; o+ 9 (t) = x¢ olup, ¥(0) = z¢ olarak tamimlanirsa ¥(0) = f(0,¢(0)) esitligi
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saglanir. Ayrica v siirekli olup (4.2.1) denklemini saglar. Diger taraftan; ¢t > 0 i¢in

[P llgn = [[() = f(£,0) + f(£,0) |
< 100 = £ 0l + 15,0 o)
= f@ ) = (& 0)gn + [ (E 0)l|pn
< EON¥() = Ollgn + 1 £(2,0) g
oldugundan (4.2.10)’dan,
(1= k@) llen < 17 0)lgn (4.2.11)

ve (4.2.11)’den de,

1/t 0)l[gn
1— k(1)

elde edilir, yani (4.2.2) saglanir. Ayrica, (4.2.3)'te tanimlanan g fonksiyonu sinirl ise

[P lgn <

¥ € BC (RT,R™) olur ki boylece Teorem 4.2.1'in ispati tamamlanir. [
SONUG 4.2.1. (1i*) sartr saglaniyorken,
z = f(0,z) (4.2.12)

denkleminin birden fazla ¢ozimi olabilir. Ancak (4.2.12) denkleminin (4.1.6) sartin

saglayan xo € R™ ¢ézimi tektir, |9].

ISPAT. 2, (4.2.12) denkleminin (4.1.6) sartin1 saglayan bir ¢oziimii ise

Ty = f(O, l‘o)

ve

lim f(t> ‘TO) B f(()? ZL‘O)

= 4.2.1
t—0+ 1-— k(t) 0 ( 3)

esitlikleri saglanir. Simdi, yo € R™ noktasinin, (4.2.12) denklemini ve (4.1.6) esitligini

sagladigim ve xq’dan farkh oldugunu kabul edelim. Bu durumda;

Yo = f(0,%0)

ve

lim f(t7 yO) B f(07 yO)

=0 4.2.14
t—0+ 1-— k(t) ( )

36



olur.

To — n = ||To —P(l) + (L) — n
oo = wollen = llzo = 90 +6(9) ~ wlg -
< llzo = Y ®)llgn + [ly0 = ¥ (0)ll
olup, (4.2.9) esitsizliginin kullamlmasiyla, (4.2.15)’ten, ¢ > 0 i¢in
t, — f(0, n t,yo) — f(0, n
10 — gollun < 1F(t,z0) = F(O, 20)llg 1/ (E90) = F(O, o)l (4.2.16)

1—k(t) 1—k(t)
elde edilir. (4.2.13) ve (4.2.14) esitlikleri dikkate alinarak (4.2.16)’da t — 07 igin

limit almirsa, ||zg — yo|lg. < 0 olur ki buradan xy = yo sonucuna ulagilir. O

ORNEK 4.2.1. (9] g : R* — R" ve v : RT — R" siirekli fonksiyonlar olmak
iizere;
Vr,y € R" i¢in ||g(z) = 9(y)llgn < [l2 = yllgn
esitsizligi saglansin. Ayrica, xo = g(zo) ve v(0) = g(x¢) olacak sekilde bir zy € R"
mevcut olsun. Simdi,
f(t,z) =e'g(x) +v(t)(e = 1)

fonksiyonunu tamimlayalhim. Eger k(t) = e

olarak almirsa, (i*) ve (ii*) sartlar
saglanir. Gergekten; f(0,z9) = g(zo) = xo olup,

lim f(t,zo) — £(0,z0) e~'g(wo) +v(t)(e" = 1) — g(wo)

ot 1— k(1) = jpm 1—e)
_ im g(zo)(et=1) w(t)(et —1)e
=0+ (1—et) (et —1)
=0

oldugundan (i*) saglanir. Diger taraftan; Vz,y € R" ve Vt € RY igin
1ft2) = fE e = lle"g(@) +v(®)(e = 1) — e g(y) — v(t)(e" — 1)[lzn
= lle” (9(x) = 9(1)) Il
= e 'llg@) — 9W)lgn
< ez —yllgn

oldugundan (i7*) saglanir. Buna gore Teorem 4.2.1’den, V¢ € R igin ¢ : RT — R"™
olan ve 1(t) = f(t,¥(t)) esitligini saglayan birtek siirekli ¢ fonksiyonu vardir. Eger
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n =1 ve g(z) = sin(z + 1) almrsa, o, [0,5] araliginda z = sin(z + 1) denkleminin

tek ¢Oziimiidiir.

(i*) ve (17*)’daki R™ kiimesinin sonlu bir aralikla degigtirilmesi halinde Teorem 4.2.1
yine gecerlidir. Boylelikle RT iizerinde sayilabilir adette nokta icin k(¢) = 1 oluyorsa

her sonlu aralikta Teorem 4.2.1i uygulayarak asagidaki sonuca ulagiriz.
SONUC 4.2.2. [9] (i**) f: Rt x R™ — R" fonksiyonu stirekli ve
E={t, e R" :m=1,2,3,... vety <tmii}

kiimesinin elemans olmayan her t i¢in 0 < k(t) < 1 esitsizligini saglayacak sekilde
en az bir k : Rt — [0,1] sdrekli fonksiyonu mevcut olsun. Ayrica, m — oo iken

ty — 00 olup, () C R"™ dizisi,
Ty = f(tm7xm)7

lim f(t7 l’m) B f(tmwxm)

=0
t—tm 1 —k(t)

esitliklerini ve (ii*) sartini saglasin. Bu taktirde; (4.2.1) denkleminin ¢ézimi olan

birtek 1 : RT™ — R"™ stirekli fonksiyonu vardir.
ORNEK 4.2.2. [9] p: RT — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere;
f(t,x) = costsinz + u(t)sin® ¢t

fonksiyonunu ele alalim. Eger ¢,, = mm, x,, =0 (m = 1,2,...) ve k(t) = |cost|

alinirsa, (i)™ ve (i7)* sartlar1 saglanir.
f(t,zp) = costsin(x,,) + p(t)sin®t = p(t)sin®t

ve

f(tm, ) = cos(tm) sin(x,,) + p(ty,)sin®(t,) =0
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olup,

t — f(t t)sin® ¢
t—tm 1 —k(t) t—mr 1 — | cost|
.3
sin” ¢
— lim ————
p(m) o 1 — | cos t|
=0

oldugundan (i**) saglanir. Ayrica, Vo, y € R ve Vt € RT igin

|f(t,x) = f(t,y)] = |costsinz + p(t)sin®t — costsiny — p(t)sin’t)]
= |cost||sinxz — siny|

. r—y Tty
2sin [ —— | cos
2 2

|z —y|
9

= K1)l —y

.0

< 2k(1)

oldugundan (i7*) sart1 da saglanmig olur. Su halde; Sonug 4.2.2’den, ¥(t) = f(t,9(t))

esitligini saglayan bir tek ¢ : RT — R stirekli fonksiyonu vardar.
TEOREM 4.2.2. Y, S Banach uzayinin bos olmayan, kapali ve konveks bir alt
ctiimlest olsun. A:Y — S ve B : S — S diniisimleri,

(i) B, a < 1 sabitli bir bizilmedir,
(i) A streklidir ve AY, S nin kompakt bir altcimlesi tarafindan kapsanir ve

(ili) Vy [y € Y vex = Bx + Ay) = z € Y]

( Herhangi bir y € Y i¢in @ = Bx + Ay denkleminin bir x ¢ézimi varsa x € Y 'dir)
sartlarini saglasin. Bu taktirde; Ay + By = y egitligini saglayan en az bir y € Y
vardur, |20].

TEOREM 4.2.3. ¢ : RT — RT fonksiyonu stirekli ve lim;_,, q(t) = 0 olsun.

{dr}, o : RT — R™ olan ve Vt € RT igin

1o (O llgn < q(t), (k=1,2,...)
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esitsizligini saglayan eg sirekli fonksiyonlarin bir dizisi ise {¢y} min, RY dzerinde
|o(t)||gn < q(t) sartens saglayan sirekli bir ¢ fonksiyonuna dizgin yakinsak olan bir

alt dizisi mevcuttur, |21].

TEOREM 4.2.4. (i*) — (iit*) sartlart altinda, (4.1.5) integral denkleminin
C(R*,R"™) wzayinda en az bir ¢ozimi mevcuttur ve bu ¢ozim R ’da asimptotik
kararlbidir. Ayrica; 1, (4.2.1) egitligini saglayan fonksiyon ve x, (4.1.5)’in bir ¢ézimi

olmak tizere;

lim [[z(t) — () [|gn = 0

t—00
esitligi gegerlidir. (i*) — (1i1*) sartlarina ilaveten, (4.2.3) te tanmvmlanan g fonksiyonu

da svmrl ise x ¢ozimi BC(RT,R™) uzayina aittir, [9].

IsPAT. Ispat icin, sirasiyla, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3’ten faydalanacagiz.
¥, (4.2.1) esitligini saglayan siirekli fonksiyon olmak iizere; (4.1.5) integral denkle-
mini,
t
) = 9l6) + 000) = Fe(0) +00) + [0 (t.5,5(5) + v(5)ds
0

veya, f(t,¥(t)) = (t) esitligini dikkate alarak,

y(t) = f{ty(t) +4(t) — f(E,9(1) + /Otu (t,5,9(s) +(s))ds  (4.2.17)

seklinde yazalim. Eger (4.2.17) denkleminin bir y € BC(R™,R"™) ¢6ziimiiniin mevecut
oldugu gosterilebilirse boylece © = y + 1 fonksiyonu, (4.1.5) denkleminin C'(R*, R")
uzayindaki bir ¢oziimii olur. Diger taraftan, "x sinirhidir < @ sinirhdir " 6ner-
mesi dogru oldugundan (4.2.3)’te tanimlanan g fonksiyonunun sinirli olmasi halinde,

(4.2.2)’den, x € BC(R™,R"™) olur.

X, Teorem 4.2.1’in ispatinda tanimlanan Banach uzayi,

Yin ={¢ € Xon : [¢@)[lpn < a(D)}

ve
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olmak fiizere; P : X,, — X,, dOniigiimiinii,

(Po)(t) = f(t,o(t)+v(t)) — +f (t5,0(s) + ¥(s)) ds (4.2.18)
= (B¢)(t)+(A¢)(t)

esitligiyle tanimlayalim. (4.2.18)’deki A ve B doniigiimleri,

(AB)(t) = / w(t, 5, 8(s) +(s)) ds

m

(Bo)(t) = [ (t,0(t) + (1)) = f (£, 4(1))

seklinde tammmlanmaktadir. Hipotezlerden; Y,, ciimlesinin, X,,’nin bosg olmayan, ka-
pali ve konveks bir alt ciimlesi oldugu kolayca goriilebilir.
Simdi, Teorem 4.2.2’yi kullanmak icin, B’nin bir biiziilme ve AY,,’nin kompakt

oldugunu gorelim.
¢’nin siirekliligi dikkate alinarak,

(Po)(t) = f(t,0(t) + (1) — [t ¢(1) + /j u(t, s, (s) +4(s))ds

esitliginden P¢’nin siirekliligi kolayca goriilebilir.
Vo € Y, icin

/1 w(t, 5, 8(s) + 9(s)) ds

m

I(AQ)Dlgn =

Rn

AN
Q
YamnS
~
S—
o\N
S
—~
V2)
S—
QL
Va)

< q(t)

oldugundan A, A :Y,, — Y,, olan bir déniigiimdiir.
Slmdla v¢17 ¢2 € Xm iQiIL

|Bor — Boall,, < allgr — @2,
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olacak gekilde bir o € [0, 1) sabitinin oldugunu, yani B’nin bir biiziilme oldugunu

gorelim.

[(Bo1)(t) = (Be2)()llgn = ILf (£, 1) + 0(8)) — f (&, da(t) + (1)) l|gn
< E@llon(t) + (1) = ¢2(t) = ©()Ign (4.2.19)
= k(®)[01(t) = 2(t) -

IA

all61 = 62l (0 = UP 1 i (1))
oldugundan (4.2.19)’dan,
1B¢1 = Baball,,, < allpr — ¢all,,

elde edilir. 0 < o < 1 oldugundan B : X,, — X,, bir biiziilme doniigiimiidiir. Yani

Teorem 4.2.2'nin (i) sarti saglanir.

A'nin Y, lizerinde siirekli oldugunu gorelim. € > 0 sayis1 verilsin. Bu durumda;

gt<m):x||A¢—An||m<e

3=

V¢7777t <¢777 € Yma ||1/] - 77||m <dve

onermesi dogru olacak sekilde bir § > 0 sayisinin oldugunu gosterelim.

H = sup q(t)+ sup [[p(0)]

0<t<m 0<t<m

tanimlayalim. Bu durumda; ||¢||,. < H ve ||n||,, < H olup, u = u(t, s,y) fonksiyonu,

<s<t<me |yl <1

Sl=

K:{(t,s,y):

climlesi iizerinde diizgiin siirekli oldugundan, Ve > 0 sayisi igin

<s<t<mvellp(s) = n(s)|gn < 6

1
m
oldugunda,

€

lu (2,5, 6(s) +(s)) —u(t,s,n(s) + P(5)) g < —

42



olacak gekilde bir § = d(e) > 0 sayisi vardir. Boylece,

[ uts.609) +006) = uts.ns) + wl) ds

1(A0)(8) = (An)()]|gn = ‘

R

m

< ﬂuwaaMQ+w@»—wu&ma+w@MWJs

€ 1 € 1 €
< —(t—— )< —|m—— )< —m=c¢
m m m m m

oldugundan, ||[A¢ — Anl|,, < € olur. Yani; A, Y,, iizerinde siireklidir. Buna gore,
Teorem 4.2.2'nin (i7) sartinin birinci kismi saglanir.

Simdi, AY,,’nin, Y,,’nin kompakt bir alt ciimlesi oldugunu gérelim.
t

A:Y,, =Y, (Ay)t) = / u(t, s, y(s) +(s))ds

1

m

olmak ftizere AY,, ciimlesi diizgiin sinirhdir. Gergekten; AY,, = {Ay : y € Y,,} olup
Vy € Y, i¢in ||Ayl|,, < K olacak sekilde bir K > 0 sabiti vardir. Bunu gorelim.

[AYll,,, = sup [|(Ay)(t)llgn < sup a(t)/lb(S)dSZK

L<i<m L <t<m
m — — m— —

oldugundan AY,,, Y,,'nin diizgiin sinirh bir alt climlesidir. AY,, ciimlesinin eg siirekli
oldugu da goriilebilir, [22, syf. 43]. Sonug olarak; AY,, ciimlesinin kompakt oldugu

anlagilir ve boylece Teorem 4.2.2'nin (4¢) sartinin ikinci kismi da saglanir.

P’nin Y,,’de sabit biraktigi bir ¢,, noktasi oldugunu gérelim.

Bir n € Y, i¢in D : X,,, — X,, doniigiimiinii, (D¢)(t) = (Bo)(t) + (An)(¢)
egitligiyle tanimlayalim. D¢ = ¢ denkleminin bir ¢ ¢6ziimii varsa bu ¢oéziimiin Y,,,’nin

bir eleman1 oldugunu gorelim. D¢ = ¢ oldugundan,

|wwmnsuwwamw+wwlb@ms (4.2.20)
olur. (4.2.20)’den,
U—k®WMﬂhnsdeb@Ms (4.2.21)

ve (4.2.21)’den,

a(t) [
1o lrn < 77 H0) /0 b(s)ds (4.2.22)
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olup, (4.2.22)’den, [|¢(t)||g. < q(t) olacagindan, ¢ € Y, olur. Yani, Teorem 4.2.2'nin
(1) sart1 da saglanir. Su halde Teorem 4.2.2’ye gore, Y;,,’de P’nin sabit biraktigi bir

¢m noktast vardir.

Son olarak, y bilinmeyenli

0(0) = J6u(0) + 000) — 0D + [ wltsals) +oohds (1229
denkleminin, BC(R*,R") uzayinda, ¢ > 0 icin
()l < a(t) (4.2.24)
sartim saglayan bir ¢ coziimiine sahip oldugunu gorelim
(POYD) = F10,60) +60) ~ 106@) + [, s,006) +v(5)ds
olmak iizere ¢,,, P'nin Y,, 'de sabit biraktig nokta olsun, Bu taktirde
onl0) = 116, m0) +00) — FE00) + [ 5, 60) + p(Nds (425
olup, (4.2.25)"ten, m
om0l < KO0l + alt) [ b5t (4.2.26)
e (4.2.26) dan,
(L= Km0 < al0) [ D5 (1.227)
olacagindan, = <t < m olmak iizere; (4.2.27) den,
lon@lee < 20 [(o)ts <at) < spat = (1229)

elde edilir. Boylece; ¢,,, siirekli olacak ve (4.2.28)’i saglayacak gekilde, R ciimlesine

genigletilebilir. Su halde; her m i¢in ||¢n|| < v ve ¢, (0) = 0 olup, {¢n}, RT'da

diizgiin sinirh bir dizidir.
Simdi, {¢,,} dizisinin R* da eg siirekli oldugunu gosterelim

_ 1
to

e > 0 ve ty € (0,00) sayist verilsin. Bu durumda; t, € <— myg ) olacak sekilde

bir mg € N bulunabilir. Bir §; > 0 sayisin, §; = mm{ <t0 — ) (mg
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olarak secelim. Eger |t — ty| < 07 ise o zaman m > mg i¢in t € [mio,mg} C [— m}

olur ve

[ (t) = P (t0) |

elde edilir.

ve

IN

1S (£, &m(t) + (1) = [ (to, m(to) + ¥ (to))llgn
+HF @) = f (o, ¥ (to))l|pn

to

/1u(t,s,¢m(s)+w(s))ds—/l u(to, s, dm(s) + (s))ds

+

R

1, dm(t) +©(t)) — f(t, dm(to) + ©(to))llgn
+If(E dm(to) +1(t0)) — f(to, dm(to) + (t0)) g
+I[ S (t) = (o, ©(to))lgn

to

" / ult, 5, 6u(5) + 0(s))ds — / ultor 5, dm(s) + (s))ds

R”

m m

1F (E; dm () + 0 (2) = f(E, dm(to) + P (t0))lpn + @, t0)

ko = sup{k(t) . tg — 51 S t S to -+ (51}

Hy =7+ sup{[[o(t)[|gn : 0 <t <o+ 1}

olmak iizere; f ve u, swrasiyla, [0,%y + 1] x [0, + 01] ve

[0,t0 4+ 01] X [0,t0 + 1] X {x € R" : ||z||g. < Hi}

ciimleleri iizerinde diizgiin siirekli olduklarindan, m > myg olan her m ve |t —t,| < 3

sartini saglayan her ¢ igin,

[0(t) = (o)l + Qun(t, o) < €(1 — ko)

olacak sekilde bir d, > 0 says1 vardir. d3 = min{dy, d>} olmak iizere; |t — to] < J3

olan her t ve m > mg olan her m i¢in,

|@m (t) = Gm (to)llgn

<

<

<

1, dm(t) + 0 () — f(to, dm(to) + ¥ (t0))llgn + Qu(t; to)
kO ém(t) = dm(to)llgn + k(O)[9(E) = ¢ (to)llgn + Qm(Z, t0)

Follgm () = dm(to)l[gn + €(1 = ko)
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olacagindan, (1 = ko)[om(t) = dm(to)l[gn < €(1 = ko) yani, |9m(t) = dm(to)|[pn < €

olur.

or, Kk =1,2,...,mg icin ¢y noktasinda siirekli oldugundan, her ¢ > 0 sayisina

karsilik,
Vt (|t —to| < 64 = [|on(t) — Srlto)llpn <€)

onermesi dogru olacak gekilde bir d, = d4(€) > 0 sayist bulunabilir. § = min{ds, d4}
alinirsa, |t — tg| < & olan her ¢ ve her m € N i¢in ||¢,(t) — ¢ (o)

gn < € olur.
®m(0) = 0 olup, (z4i*) sartindan, ¢t — 0 iken ||¢y,(¢)||g. < ¢(t) — 0 oldugundan
{bm}, to = 0 noktasinda eg siireklidir. Boylece, {¢,,},

[fm ()

e < q(t) (4.2.29)

esitsizligini saglayan eg siirekli bir dizidir. Su halde; Teorem4.2.3’ten, {¢,,}; RT
tizerinde, siirekli bir ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsak olan bir alt diziye sahiptir.

limy—s00 Gm, (t) = ¢(t) olmak iizere; (4.2.25) esitliginden,

t

S () = Ft:6m, (0)+ 0(0) = FE00) + [ | ult5,0m,(5) + 0(5)ds (1230

1

mp.

yazilabilir. (4.2.30) esitliginde & — oo i¢in limit alinirsa,

610) = F10.006) +0(0) — S(t0(0) + [ ult, 5, 9(s) + (s))ds

elde edilir. Su halde ¢, (4.2.23) denkleminin, yani, bilinmeyeni y olan

y(t) = f(E,y(t) +¢(1) — f{t,0(t) + /Ot u(t, s,y(s) + 1 (s)) (4.2.31)

denkleminin bir ¢éztimiidiir. Ayrica, (4.2.29) esitsizliginden,

[y () [|en < a(t) (4.2.32)

olacagindan, (4.2.32) esitsizliginde k — oo i¢in limit alinirsa,

1) lgn < a(t)

elde edilir. (4.2.31) denkleminden,

y(t) + f{, (1) = [t y(t) + (1)) +/OtU(t s, y(s) +1(s))
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olup, f(t,¥(t)) = ¥(t) esitliginin gegerliligi de dikkate alinarak x(t) = ¢(t) + ¥ (¢)

alimirsa, x fonksiyonunun,

£(t) = f(t,x(t) + / ult, 5,2(5))

denkleminin, yani (4.1.5) denkleminin C'(R*,R™) uzaymndaki bir ¢6ziimii olacag:
kolayca goriilebilir. Diger taraftan; (4.2.3)’te tanimlanan g fonksiyonu smirh ise

(4.2.1)’den = € BC(R*,R"™) olacag1 agiktir.

Eger x; ve xo, (4.1.5) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii, ¢1 ve ¢y de (4.2.24)%i

saglayan fonksiyonlar ise,

zilt) = ¢ilt) + 0(t), (i=1,2) (4.2.33)

olup, (4.2.33)’ten,

lz1(t) — 2() lgn = |91(8) — 2() | < 24(¢) (4.2.34)
ve (4.2.34)’ten,
lim Jlz1(6) = 2a(8) g = 0
olur. Yani, (4.1.5) denkleminin her ¢oziimii asimptotik kararhdir ve bir z ¢6ziimii igin

(4.2.33)’ten, limy o ||2(t) — ¢ (t)||gs = O olur. Boylece ispat tamamlanmig olur. O

ORNEK 4.2.3. [9] v : RT — R ve g : R — R fonksiyonlar siirekli olsun ve
Va,y € R icin |g(z) — g(y)| < |x — y| esitsizligi saglansin. Ayrica, zo = g(xg) ve
v(0) = g(xg) olacak sekilde bir o € R mevcut olsun. 5 : Rt x RT x R — R siirekli
fonksiyonu da, Vt, s € Rt ve Vo € R i¢in,

2t(1 + s
sl < T
esitsizligini saglasin. Bu durumda;
4 ¢ ! 21/3(5s)
x(t) =e ‘g(x)+o(t)(e —1)+ /0 B(t,s,x(s)) st (4.2.35)

denklemi igin (7*)—(7i¢*) sartlarinin saglandigi goriilebilir. Boylece, Teorem 4.2.4’ten,
(4.2.35) denkleminin, C(R*,R) uzayinda asimptotik kararli olan en az bir x

¢Oziimiine sahip oldugunu séyleyebiliriz.
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