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Onur Sozu
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OZET

Doktora Tezi
DEJENERE MANIFOLDLARDA DUZLEMSEL NORMAL KESITLER

UZERINE

Feyza Esra ERDOGAN

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
88+v sayfa
2012
Danmigman: Prof. Dr. Rifat Giines

Bu tez dort boliimden meydana gelmistir. Birinci boliimde diger boliimlere faydal
olacak temel tamim ve kavramlar; vektor demetleri, distribiisyonlar, Riemann ve
semi-Riemann manifoldlar, lightlike altmanifoldlar ve half-lightlike altmanifoldlar
ele alindi.
Ikinci boliimde daha 6nce Riemann ve semi-Riemann manifoldlarm altmanifold-
larin diizlemsel normal kesitlere sahip olmalari igin gerekli ve yeterli sartlar verildi.
Uciincii boliimde R3? semi-Riemann manifoldunun bir lightlike yiizeyinin dejene-
re ve non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartlar elde edildi. Ayrica bir takim karakterizasyonlar ve bir ¢rnek verildi.
Dérdiincii boliimde Rj semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifold-
unun dejenere ve non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar1 verildi. Non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip half-lightlike
altmanifoldlarla ilgili karakterizasyonlar olusturuldu ve ornekler verildi.
ANAHTAR KELIMELER: Lightlike altmanifold, Half-Lightlike altmanifold, Deje-
nere normal kesit, Non-dejenere diizlemsel normal kesit, Dejenere diizlemsel normal

kesitler, Non-dejenere diizlemsel normal kesitler.
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, we give basic materials
such as half-lightlike submanifolds, lightlike submanifolds, degenerate subspaces,
semi-Riemannian manifolds, Riemannian manifolds, distributions, vector bundles

which will be useful for other chapters.

In the second chapter , We give necessary and sufficient condition for subsmani-
fold and semi-Riemannian manifolds to have planar normal sections we also give

some characterizations.

In the third chapter, we give certain conditions for a lightlike submanifold of R3
to have degenerate or non-degenerate planar normal sections. Then we give some

characterizations and gives examples.

Finally, in the fourth chapter, we give necessary and sufficient conditions for a
half-lightlike submanifold of Rj to have degenerate or non-degenerate planar normal

sections. We also give some characterizations and gives examples.

KEY WORDS: Lightlike submanifold, Half-lightlike submanifold, Degenerate
normal section, Non-degenerate normal section,Degenerate planar normal section,

Non-degenerate planar normal section
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GIRIS

Altmanifoldlarin geometrisi incelenirken altmanifollarin siniflandirilmas: uygu-
lamada onemli bir yer teskil etmektedir.

Bir ¢ok yazar altmanifoldlar: simiflandirma yoluna giderken; altmanifoldlar iizerin-
deki distriblisyonlardan faydalanmistir. Daha sonra bu distribiisyonlara tamamen
geodeziklik, tamamen umbiliklik, integrallenebilirlik sartlarini ytikleyip yapilan iglem-
leri kolaylagtirmaya ¢aligmiglar ve bulduklar: sonuglarla altmanifoldlarin ozelliklerini
aragtirmiglardir. Bu iglevsel bir yontem olmakla birlikte uygulamada zaman alicidir.
Altmanifold geometrisini incelemede en temel ve en basit yontem egri tizerinde
caligmaktir. Bu dogrultuda Chen diizlemsel normal kesitleri tanimladi ve bunlari
altmanifoldlarin geometrisini incelemede kullandi. Chen, Young Ho Kim, Shi-Jie Li

vs. normal kesit egrisi kavramiyla altmanifoldlar: sinifflandirma yoluna gitmislerdir.

M, E™ o©klid uzayimin m-boyutlu bir altmanifoldu olsun. p € M noktasinda
x € T, M birim tanjant vektori icin, x vektori ve p € M " de M’ nin T pLM normal
uzay1 p boyunca E™de bir (m — n + 1)-boyutlu E (p, z) afin uzayim tanimlar. M ve
E (p,x)’ in arakesiti p’ nin komgulugunda bir v egrisidir. Bu egriye x-dogrultusunda
M’ nin p noktasindaki normal kesiti ad1 verilir. Genel olarak « normal kesiti E (p, z)’

te bir biikiilmiig uzay egrisidir.
Bir M manifoldun p € M’ deki normal kesit egrisi ~
Y AN L AAERD =

sartin1 saghiyor ise M manifolduna noktasal k-diizlemsel (2 < k < m — n) normal

kesitlere denir.

Noktasal (pointwise) diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar ilk kez 1981°de [24]’
te B.Y. Chen tarafindan cahsilmigtir. Ozellikle Chen [24] de E™ nin bir altmanifold-



unun 2-diizlemsel normal kesite sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart elde etmistir.
Bu sonug ve Chen’ nin [24] de elde ettigi diger sonuglar kullanilarak Chen ve diger
yazarlar E™’ de noktasal 2-diizlemsel normal kesitli biitiin yiizeyleri sinifflandirdilar.
Daha dogrusu, onlar boyle bir yiizeyin £™ nin E? lokal uzayinda lokal olarak kalmak
zorunda oldugunu gosterdiler. Yani iki diizlemsel dairenin ¢arpim yiizeyinin bir agik
parcast veya E™ nin E° deki bir Veronese yiizeyinin bir acik parcasi gibi. Daha
sonra Shi-Jie Li kiirenin ikinci standart immersiyonu yardimiyla kiirede noktasal
2 veya 3-diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar: incelemis ve daha once verilen
durumdan oldukga farkli bir durum oldugunu gostermistir. Buradan m—boyutlu S™
birim kiiresinin n-boyulu bir alt manifoldunun noktasal 2 veya 3-diizlemsel normal
kesite sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M’ nin S™ birim kiiresinde tamamen
geodezik, yani, M’ nin S™’ de n-boyutlu S™ birim kiiresinin bir acik parcasi olmasi

gerektigini gostermigtir.

Chen [24] buldugu sonuglari kullanilarak daha sonraki ¢aligmalarda ikinci temel
formu paralel olan altmanifoldlar icin geometrik aciklamalar yapt1 ve ikinci temel
formu paralel olan altmanifoldlarin diizlemsel normal kesitlere sahip oldugu ve diizlem-
sel normal kesit olduklar1 noktanin normal kesit egrisi i¢in bir koge noktasi oldugu

sonucuna vardi.

Takip eden yillarda diizlemsel geodezik altmanifoldlarla diizlemsel normal kesitli
altmanifoldlar arasinda bir takim iligkiler bulundu. M, E™ 6klid uzayimin m-boyutlu
bir altmanifoldu olmak {izere eger p’ deki normal kesit 7 (s), p’ nin yeterince kiigiik

bir komgulugunda geodezik yay degilse bu durumda ¢ =~ (0) olmak tizere
h(t,t7) AR(t,t) =0,

eger geodezik yay ise

(h(t,t") ,h(t,1)) =0

olmas1 gerektigi bulundu.

Oklid ve Riemann manifoldlarda yapilan bu calismalar ilerliyen yillarada semi-Ri-

emann manifoldlarda da caligildi. Chen’ in [24] de yaptigi normal kesit egrisi



tanimi kullanildi ve bir pseudo cklidyen uzayin bir pseudo Riemann altmanifoldunun
diizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in ¢, M’ de tanjant herhangi birim vektor
oldugu yerde

(Vih) (t,t) AR (E, ) =0

olmasi gerektigi bulundu [40].

Pseudo-Riemann altmanifoldlarda caligirken normal kesit egrilerinin dejenere ve
non-dejenere olma durumlari s6z konusuydu. Eger her normal kesit non dejenere ise
pseudo-Riemann altmanifolda ya timeliketir ya da spaceliketir denildi. Bir pseudo

oklidyen uzayin bir pseudo Riemann altmanifoldunun normal kesiti diizlemsel ise
Uy = {t e T,M" | (t,1)? = 1}
p

olmak tizere | J, M;" iizerinde

L(p, t) = Ly, (t) = <h (t, t) h (t’ t)>
seklinde tanimlanan bir L fonksiyonu yardimiyla normal kesit egrileri stmflandirildi.

Bir pseudo oklidyen uzayin bir pseudo Riemann altmanifoldu diizlemsel geodezik-
lere sahipse pseudo-Riemann altmanifoldunun her normal kesiti diizlemsel ve ayni
sabit egriligine sahiptir sonucuna ulagildi[40] . Ayni galigmada pointwise diizlemsel
normal kesitli pseudo izotropik alt manifoldlar incelendi. Yukarida tanimlanan L,
fonksiyonunun her birim tanjant vektorii se¢iminden bagimsiz olmasi durumunda
pseudo-Riemann altmanifoldunu pseudo izotropik oldugu tanim yapildi[40]. Buradan
hareketle pseudo-Riemann altmanifoldunun noktasal diizlemsel normal kesitlere sahip-
se sabit pseudo izotropik olacagi gosterildi. Ayrica noktasal diizlemsel normal kesite

sahip olma kullanilarak pseudo-Oklidyen uzaym minimal yiizeyleri arastirildi.

Ayrica Kadri Arslan [44]” de yaptg: Yiiksek Lisans ¢caligmasinda diizlemsel normal
kesitli immersiyonlar1 ele aldi. Sonraki yillarda bu konuyla ilgili bircok caligma

yapmigtir[45].

Giiniimiizde lightlike geometri 6nemli bir inceleme alani olmakla beraber lightlike

manifoldlar iizerindeki ayrigim Riemann ve semi-Riemanndan oldukca farklidir. Bu



farklilik bu tiir manifoldlarin geometrisini incelerken uygulamada bir takim giicliikler

gikarmaktadir.

Yukarida bahsedilen tiim caligmalar Riemann ve semi-Riemann’ da yapilmig ve
Riemann ve semi-Riemann altmanifoldlarin siniflandirilmalarinda 6nemli bir kolaylik
saglamigtir. Bu verilenlerden hareket ederek bizde ayni ¢aligmay1 bir semi-Riemann
manifoldunun lightlike altmanifoldunda ve bir lightlike manifoldun half-lightlike
altmanifoldunda yapmaya calistik.

Tezin ikinci bolimde daha 6nce Riemann ve semi-Riemann manifoldlarin altmani-
foldlarin diizlemsel normal kesitlere sahip olmalari igin gerekli ve yeterli sartlar
verildi.

Tezin {igiincii boliimiinde B2’ iin bir lightlike manifoldunun dejenere ve non-dejene-
re diizlemsel normal kesitlerinden faydalanarak R}’ iin bir lightlike altmanifoldlarim

simiflandirdik.

Dordiincii boliimde ise lightlike manifoldlardan biraz daha karmagik bir yapiya
sahip half-lightlike altmanifoldu tizerinde galigtik. Half-lightlike altmanifoldlarin
dejenere ve non-dejenere normal kesitlerini tanimladiktan sonra half-lightlike altmani-

foldlarimi simmiflandirdik ve bunlara birer 6rnek verdik.

Bu tezin orjinal kisimlar: tig¢iincii ve dordiincii boliimlerdir.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

III. ve IV. Boltimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu boliimde temel kavramlara
yer verilmigtir. Bu boliimde teoremlerin ispatlarina girmeden, tanimlar ayrintili bir
sekilde incelenmigtir. Bu boliim beg altboliimden olugmustur. Birinci alt boliimde
bir V' vektor uzay1 iizerinde tanimli simetrik bilineer doniigiimiin bilinen o6zellikleri
verilmistir. Ikinci alt boliimde lightlike altmanifoldlar teorisinde 6nemli rol oynayan
vektor demeti ve distribiisyon kavramlar: tanitilmigtir. Ugiineii, dérdiincii ve besinci
alt boliimlerde sirasiyla semi-Riemann manifoldlar, semi-Riemann manifoldlarin light-
like altmanifoldlar1 ve lightlike manifoldlarin half-lightlike altmanifoldlarinin bazi
karakteristik oOzellikleri verildi. Lightlike altmanifold ve half-lightlike altmanifold

tanimi yapildi.

1.1 Cebirsel Kavramlar

Tanim 1.1.1. V' reel m-boyutlu bir vektor uzayr ve g : V. x V. — R bir dontusum
olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa g dontsumune bilineer dontisum denir.
a,b e R veVu,v,z €V igin,
1- g (au + bv, z) = ag (u, z) + bg (v, 2)
2- g (u,av + bz) = ag (u,v) + bg (u, 2)
dir[9].

Tanim 1.1.2. V' reel vektor uzay, g, V uzerinde bilineer donisim olsun. Eger
Yu,v € V i¢in,

g(“:”) = g(”?“)

saglamirsa g’ ye simetriktir denir.

Tanim 1.1.3. V' reel m-boyutlu bir vektor uzayr ve g : V xV — R simetrik bilineer



donisum olsun. 0 # & € V' olmak tizere
g(&v)=0,YveV

ise simetrik bilineer dontsimine V dzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g’
ye non-dejeneredir denir. Buradan goruliur ki g dontsuminin non-dejenere olmasi

i¢in gerek ve yeter sart v € V' olmak vzere
g(u,v)=0,YueV=v=0

olmasidir[7]. Bir V' reel vektor uzay tzerindeki simetrik bilineer form, V' uzayinin

alt uzayr tizerine dejenere veya non-dejenere bir bilineer form indirger.

Tanim 1.1.4. 'V bir reel vektor uzayr ve V dizerinde simetrik bilineer dontisum g

olsun. V' uzayimin
RadV ={£&e€V |g(&v)=0,YveV}

ile tanamly altuzayina, g simetrik bilineer dontisumine gore V- uzayinin radikal uzay:

( veya null uzayr ) denir[3].

Tanim 1.1.5. V' bir reel vektor uzayr ve V' dizerinde simetrik bilineer dontisum g
olsun. Her v € V i¢in

1- g (v,v) < 0 ise g’ ye negatif tanvmbidur denir(16].

2- g (v,v) > 0 ise g’ ye pozitif tanumludur denir(16].

Tanim 1.1.6. V' bir reel vektor uzay ve W da V' vektor uzayinin alt uzayr olsun.
Bu durumda W x W dizerinde g dontsumunin kisitlanmisida W dzerinde simetrik
bilineer formdur. Simetrik bilineer formun negatif oldugu en biyik W altuzayinin

boyutuna V' uzay: tzerinde, bilineer formun indeksi denir[16].

Teorem 1.1.1. V bir reel vektor uzayr ve V' dzerinde simetrik bilineer donisim g
olsun. Bu durumda vektor uzay: tuzerinde

1- g (v, ) = 0,1 # 5

2-g(aj,04)=1,1<i<p

3-g(aj,05) =1, p+1<j<r

4-g(ag,a) =0, r+1<k<n

olacak sekilde {av, ...c, } bazi vardir[14)].



Tanim 1.1.7. V bir reel vektor uzay ve V izerinde non-dejenere simetrik bilineer
form g olsun. Bu durumda g’ ye bir skaler ¢carpim ve vektor uzayina da semi- Oklz'dyen
uzay denir. p, ortonormal bazdaki spacelike vektor sayist q, ortonormal bazdak:
timelike vektor sayist olmak tzere p,q # 0 durumunda V' ye proper semi—éklidyen
uzay denir. Simetrik bilineer formun dejenere olmasi durumunda vektor uzayina

lightlike uzay denir(16].

Tanmm 1.1.8. V bir semi-Oklidyen uzay olsun ve © € V olsun.
1—g (z,x) > 0 veya x = 0 ise x vektdrine spacelike
2—g(x,x) <0 ise x vektorine timelike
ve

3—g (z,z) =0 ise x vektorine lightlike denir[16].
Onerme 1.1.1. Bostan farkly her semi-Oklidyen uzayinin ortonormal bir baz vardur.

Onerme 1.1.2. (W, g) reel n-boyutlu lightlike vektor uzayr RadW , W vektér uzayinin
radikalt olsun. Bu durumda radikal uzayn timleyent olan alt uzay non -dejeneredir.

Bu uzaya ekran uzay denir/3].

Tanim 1.1.9. (V,g) reel m-boyutlu semi-Oklidyen uzay ve W da onun alt uzay
olsun. Eger g |w dejenere ise alt uzaya lightlike ( dejenere ) altuzay denir. Aksi

halde W’ ya non-dejenere denir.
Wt={weV|gw) =0,YwecW}
alt uzayima W uzayinin diki denir[3]. Onemle belirtelim ki genelde
W nwt £ {0}
dar.

Onerme 1.1.3. (V,g) reel m-boyutlu semi—éklz’dyen uzay ve W da onun alt uzay:
olsun. Bu durumda

1- boyW + boyW+= =m

- (WH =W
3- RadW = RadW+ =W NW+
dur.



Tanmim 1.1.10. (V, g) n- boyutlu bir proper semi-Oklidyen uzay olsun. V uzayinin
{e1,...,e,} birim timelike ve {e 41, ..., en} birim spacelike olacak sekilde {eq, ...,e,},
p + q = n ortonormal baziny gozonine alalim. Lightlike vektorler: ihtiva eden ¢

durumu inceliyelim.

Durum 1.1.1. (¢ < p) Bu durumda

1 1

fi 7 {eqrite}, fi = Ne {eqri— ey ie{l,..,q} (1.1.1)

vektorlerini insa edelim. Buradan gorultir ki

g(fis f;) =g (f5 f;) =0

ve
g (fis [7) = 0ij, 0,5 € {1, ... q} (1.1.2)
dwr. Boylece
{fl, o for 1 ...,f;7€2q+1,...,6p+q},

V' wzaywman 2q tane lightlike vektorini ve p — q tane spacelike vektoruni ihtiva eden

bir bazdar.

Durum 1.1.2. (p < q) Bu durumda

Jo= % {eq+a + ea}7f; = % {qura B €a},CL € {1’ ""p} (1'1'3)

olur. Béylece (1.1.1) ve (1.1.2) de i,j yerine a,b € {1,...,p} alimrsa V uzayinan 2p

tane lightlike vektorler ve ¢ — p tane timelike vektorler ihtiva eden
{fl, oo Soo f1s oo Jy s €2pa1s s ep+q}
baz elde edilir.
Durum 1.1.3. (p = q) ,n = 2q = 2p oldugundan (1.1.1) veya (1.1.3) te tansmlanan

{fla -~7fp7fik7 7f;}

lightlike bazi elde edilir.



Tamm 1.1.11. (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzayn

9 (Uas fi) = g (U, [7) = 0,9 (Ua, up) = €aplas, @, B € {1,...;t}, €0 = %1
olacak sekilde
{fl? s f’l’7 f1*7 ceey f:a Uy -y ut}
bazina semi-Oklidyen uzayrman ortonormal bazi vardwr bu baza quasi ortonormal baz

denir[7].

Onerme 1.1.4. V semi-Oklidyen uzay ve W da bu wzayin bir alt uzays olsun. Bu

durumda W boyunca V' uzayiman bir quasi-ortonormal bazi vardur[3].

1.2 Vektor Demetleri ve Manifoldlar Uzerindeki
Distribiisyonlar
Genel olarak bir vektor demeti, her p noktasinda vektor uzayi tayin eden bir

diferensiyellenebilir manifolddur. Vektor demeti kavramina ge¢mek igin oncelikle lif

demetinin tanimini veriyoruz.

Tanim 1.2.1. E, B, F, C*®-manifoldlar ve 7 : E — B bir C*°-donisum olsun.

B’ nin agik bir ortisi {Uy},c; olmak dizere, eger
(moty) (x,y) =x,2 € Uy,y € F
olacak bicimde

VYo: U, CBxF—atU,)CE-" B

(xvy) — %(w,y) — (7T Owa) (iL‘) =

diffeomorfizmlerinin bir {1o},c; ailesi varsa ©, F ye gore lokal ¢carpim dzelligine
sahiptir denir ve D = {(Uqa,¥a)},e; sistemine de m’ nin lokal ayrismasy denir.
Eger C*(E,B) ={m | 7 : E — B} modilinin herhangi bir elemans lokal ¢arpim

dzelligine sahipse ozaman bu déniigim orten ve agik bir déndigimdir[19).



Tanim 1.2.2. 7 : F — B donusimi lokal ¢arpim ozelligine sahip olsun. Bu
durumda ( = (E, 7, B, F) dértlisine bir diferensiyellenebilir lif demeti aduv verilir.
Bu lif demetinde E’ ye total uzay B’ ye baz ( taban) uzay, F’ ye lif modeli ve w ’
ye de projeksiyon (fibrasyon) denir. Ayrica rank( = boyF olarak tanimlanir. Biz

lif demetini E ile gosterecegiz [7].
Tanim 1.2.3. 7 : E — B bir lif demeti olsun. Yz € B i¢in
(@) =F={uec E|n(u) =z}

cumlesine x uzerinde lif denir. Tim F, liflerinin ayrik birlesimi E total uzayim

verir. Yani

E:UFI

zeB

dir[43].

Ornek 1.2.1. Bir M C>-manifoldunun herhangi bir tanjant uzay: T, (M) ile géosteri-

lecek olursa ve M’ nin tim p noktalarindaki T, (M) tanjant uzaylarimn ayrik birlesimi-
ne T'M denilirse
T™ = | T, (M)

peEM

dir. Bu durumda

s TM — M ZeTM,dpe M
Z—=my(Z)=p Z,eT,(M)= Z(p) =2,

ile tamimly donusim surekli ve orten bir donusumdir. wy donusiumine kanonik

projeksiyon denir. my kanonik projeksiyon olmak tzere
C = (TM77TM7Ma Rn)
dortlisi bir lif demetidir. Buna manifoldun tanjant demeti denir[19].

Tanim 1.2.4. { = (E,n, B, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger
asaqidaki iki ozellik saglanwyorsa (7 ye vektor demeti denir.

1-)Vx € B igin F ve F, bir K cismi tzerinde vektor uzaylaridr.
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2-)Vx € B i¢in Yy, : F — F, donistimleri lineer izomorfizm olacak sekilde

‘nin bir D = {(Ua,%a) }oer
bir vektor demetidir. [43].

lokal koordinat temsilcisi vardir. Buna gore ornekl.2.1

Tanim 1.2.5. ( = (E,n, B, F) ve (' = (E', 7', B', F') iki vektér demeti olsun.Eqer
a) B=DB
b) Vo € B icin F. lifi F, lifinin bir altvektor uzay:
c)1r: B — E inclusion doniigimi diferensiyellenebilir

sartlary saglanwyorsa ' vektor demetine ¢ vektor demetinin bir altvektor demeti

denir [43].

Tanim 1.2.6. 7 : E — B bir C* lif demeti olsun. Bu durumda 7o S =1 (I, B’

nin birim donigimi) olacak sekilde
S:B—FE
C>° —donigimiine lif demetinin kesiti denir ve T’ (E) ile gosterilir[43].

Tamim 1.2.7. E bir vektor demeti olsun. ¥p € B icin T, (E) tanjant uzayma bir X,
vektori taswan dontsime vektor demetinin kesiti denir. E’ nin ' (E) kesitlerinin
ctumlesi K cismi tzerinde bir vektor uzayidir. Vektor demetlerinin kesitine M
tuzerinde bir alan denir. T'M tanjant demetinin kesitine M tzerinde vektor alan:

denir. Vektor alanlarimin cimlesi x (M) ile gosterilir[43].

Tanim 1.2.8. E, ve Ey birer vektor demeti ve f : Ey — FEo, C* — donisum
olsun. i, me swraswyla Ey ve Eo vektor demetlerinin projeksiyonlar, olmak tzere f;
my o f = m ve By vektor demetinin her lifinde f lineer sartlarini saghyorsa f’ ye
bir vektor demeti homomorfizmi denir. Eger Np € M i¢in f : Ey |,— Ey |, bir

izomorfizma ise f’ ye bir vektor demeti izomorfizmi denir[43].

Tanim 1.2.9. E bir reel vektor demeti olsun. © : E¢ — M, V¢ standart lifi ile
birlikte bir kompleks vektor demetidir denir. p € M dzerinde (E°), lifi E) lifinin

komplekslestirilmigidir(43].
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Tamm 1.2.10. M, m-boyutlu bir manifold olsun. M tzerinde bir distribiisyon, her

p € M noktasina Tp]\7[ “nan D, alt wzayine karsihk getiren bir dondsimdir, yani,

D:M — 1M,
p — D,CT,M
dir. X € x (]\_4) icin X, € D, ise D distribusyonuna differensiyellenebilir denir.

Eger { Xy, Xa, ..., X,,} tabany var ve her biri diferensiyellenebilir ise bu durumda D

ye n— boyutlu diferensiyellenebilir distribisyon denir[19].

Tanim 1.2.11. M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M 1izerinde n-boyutlu bir
distribiisyon olsun. Ayrica M, M manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Eger D,
uzay ile M manifoldunun bu noktadaki tanjant uzayr ayni ise D’ ye integrallenebilir

ve M’ ye de D’ nin integral manifoldu denir[20].

Tamm 1.2.12. M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M 1izerinde n-boyutlu bir
distribiisyon olsun. Eger X,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € T'(D) ise D distribiisyonuna

involutive denir[19].

Teorem 1.2.1. M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M iizerinde n-boyutlu
bir distribisyon olsun. Her involutive distribisyon integrallenebilirdir. Bu durumda
D distribusyonunun integral manifoldu vardir. Diger tum integral manifoldlar, bu

integral manifoldunun altmanifoldudur(19].

Tanim 1.2.13. M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M 1izerinde n-boyutlu bir
distribiisyon olsun. Eger XY € T' (D) i¢in

VxY € F(D)

ise D distribiisyonuna paraleldir denir[20].

1.3 Riemann Manifoldlar

M bir n-boyutlu manifold olsun. Vp € M noktasinda Vﬁp, 71, € T,M icin bir
<7p> 7;D> = 9p <ﬁp’ 71?)
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pozitif tanimh i¢ carpim verilmis olsun. p’ nin M’ deki bir U komsgulugundaki

bir {x1, x9, ...z, } lokal koordinat sistemi igin

0 0
<8_xl |q’8_:vj |q> =9i5(q),qeU

diyelim.
Gij U— R

oldugu ve
95 (9)] € R},

matrisinin pozitif tanimli ve simetrik oldugu aciktir. Eger U tizerinde bir

diger koordinat sistemi {Z1, T, ..., T, } ise

0 0 _
(5 o g ) = (a) g €

olmak tuzere

ox 8951
g’LJ Z a$’: )gkl <Q)

k=1
ve

" 0% oT;
g (@) = Y (9; (@) 5 (@) G
k=1 v v

yazilabilir. Boylece su sonuca varilmis olur.
Eger biittin g;; : U — R fonksiyonlar1 C” sinifindan iseler g;; : U — R fonksi-

yonlarida C" siifindandir; bunun terside dogrudur. Demek ki
Gij - U—R

fonksiyonlarimin C” siifindan olmalar1 ozelligi lokal koordinat sisteminin U’ daki

se¢ciminden bagimsizdir.

Tanim 1.3.1. M bir manifold olsun. Eger M tzerinde bir p € M noktas: i¢in

g:M — L(T,M xT,M,R)

p — Ggp:T,M xT,M — R

seklinde simetrik, pozitif tanwmly bir bilineer form tamimlanmas ise g’ ye M’ de

Riemann metrigi denir [9].
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Eger bir M manifoldunun Vp € M noktasinin bir U komgulugu iizerinde g formu
C" smifindan ise g Riemann metrigine C" simifindandir denir. Literatiirde daha ¢ok
C* smifindan Riemann metrigi ile ilgilenilmektedir. Bu nedenle, sadeligin hatiri
icin, C'"*° sinifindan Riemann metrigi ifadesi yerine sadece Riemann metrigi diyecegiz.

Bir Riemann metrigi verildiginde bir 71, € T,M tanjant vektoriintiin boyu

9p (770’ 710) = va : = Xn_: 9i (p) dzi |, (71)) dz; |, (71))

olarak tanimlanir. Eger 7p’ nin {z;} koordinat sistemine gore bilesenleri (vy, ..., v,,)
ise

9p (71)7 717) = va C— Zn: 9ij (p) viv;

i,0=1

dir ve dolayisiyla Riemann metrigi literatiirde
n
d82 = Z gwdl'zdl']
ij=1
notasyonu ile gorilmektedir.

Tanim 1.3.2. Bir M manifoldu uzerinde bir g Riemann metrigi tanymlannmas ise

bu (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir[9].

Tanim 1.3.3. (a,b), R’ nin bir agik aralige olsun. R bir boyutlu manifold ve (a,b),
R’ nin ag¢ik altmanifoldudur. M bir manifold ve

v :(a,b) - M
igine bir dontgim olsun. ¢ diferensiyellenebilir dontisimine (a,b) tzerinde taniml
diferensiyellenebilir egri denir [9].

Diferensiyellenebilir egri bir ¢ doniigimidir ve ¢, (a,b) arahgmin (¢ (a,b))
goriintiisii degildir. Bununla birlikte ¢ € (a, b) icin ¢ (¢)’ ye egri iizerinde bir nokta
denir [9].

Tanim 1.3.4. ¢ : (a,b) — M diferensiyellenebilir bir egri olsun. tq € (a,b) ve
(2, ...,2") de p (ty) noktasinan bir komsulugunda M’ nin bir lokal koordinat sistemi

olsun. Ayrica

(') (1) = (1), 1<i<n
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diyelim. Herbir o' (t), to noktasinan bir komsulugunda bir C™ fonksiyondur.

(d_901> (@)
dat ), \dt ),

ile verilen n-boyutlu vektire ¢ (tg) noktasinda, ¢ egrisinin tanjant veya hiz vektori

denir [9].

1.4 Semi-Riemann Manifoldlar

Tanim 1.4.1. Reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M ve g de bu manifold
tizerinde (0,2) mertebeden simetrik tensor alani olsun. Béylece g, manifoldun her x
noktasindaki T, M tanjant uzayr uzerine bilineer form tasiwr. Bunu g, ile gosterelim.
Eger manifoldun her x noktasi i¢in g, bilineer formunun indeksi ayni ve g, T, M
uzayr tzerinde mnon-dejenere ise bu durumda bilineer forma semi-Riemann metrik
ve manifolda da semi-Riemann manifoldu denir. Manifoldun indeksinin sifir(bir)

oldugu durumda manifolda Riemann(Lorentz) manifold adu verilir[21].

Tanim 1.4.2. M semi-Riemann manifold ve E' de , x € M igin her E, lifi iizerinde
non-dejenere bilineer form g, olacak sekilde M manifoldu tzerinde vektor demets
olsun. Ayrica g, bilineer formunun indeksinin her x € M i¢in ayni oldugunu kabul
edelim. Eger g,, M tzerinde diferensiyellenebilir ise bu durumda E' ye semi-Riem-
ann vektor demeti denir. Manifoldun indeksinin sifur(bir) oldugu durumda E' ye

Riemann(Lorentz) vektor demeti denir[21].

Tanim 1.4.3. £, M uzerinde rank: n olan bir vektor demeti olsun. FEger V,
operatori, VX, Y € I'(TM), S,S" € I'(E) ve f diferensiyellenebilir fonksiyon olmak
uzere,

1-) Vixsy (S) = fVxS+VyS

2-)Vx (fS+95)=fVxS+X(f)S+ VxS

sartlary saglanwyorsa E uzerinde bir lineer konneksiyondur denir. Eger E =T M

ise V, M Jizerinde lineer konneksiyondur/3].

(M, g) semi-Riemann manifold iizerinde V lineer konneksiyonu oldugunu

kabul edelim. Metrik tensor alani g, V’ ya gore paralel ise yani VXY, Z € T' (T M)
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(Vxg) (Y, 2)=Xg(Y,Z) —g(VxY,Z) =g (Y,VxZ) =0

ise V' ya metrik konneksiyon(Riemann konneksiyon) denir.

Tanim 1.4.4. M bir manifold ve V, M uzerinde konneksiyon olsun. Bu durumda

V nmn torsiyon tensori, VX,Y € I'(TM) i¢in
T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y]
ile tanwymilidor.

Teorem 1.4.1. Semi-Riemann manifold tuzerinde tek bir torsiyonsuz metrik konneksi-

yonu vardwr. Her semi-Riemann metrik

29 (VyX,Z) = XgV,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
—|—g([X,Y],Z)—g([KZ],X)+g([Z,X],Y) (1‘4'1>

ile verilen Koszul 6zdesligini saglar/3].

Tanim 1.4.5. (M, g) semi-Riemann manifold olsun. Buradan M dzerinde VXY, Z
e I'(TM) igin,

R(X,Y)Z=VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z (1.4.2)

olarak tanimlanan tensére V konneksiyonunun egrilik tensori, VX, Y, Z, W € T' (T M)
1¢Im,

<R(X, Y)Z, W> =g (R (X,Y) Z, W)
olarak tamimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore M tzerinde Riemann Christo-

fell egrilik tensori denir.

Levi-Civita konneksiyonun R egrilik tensorii birinci ve ikinci Bianchi 6zdeglikler-

ini saglar. Ayrica, diger ozellikler agsagidaki teorem ile verilmektedir.

Teorem 1.4.2. Bir semi-Riemann manifoldu M ve M 1izerindeki metrik konneksiyon
V olsun. Asagidaki bagintilar, gecerlidir:

(a) R(X,)Y, Z,W)+R(Y,X,Z,W)=0

(b) R(X,Y,Z,W)+ R(X,Y,W,Z) =0

(¢) R(X,Y,Z,W)—R(Z,W,X,Y) = 0.
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Semi-Riemann manifoldlarm Onermel.1.1’ e gore ortonormal bir tabana

sahip oldugunu biliyoruz. Buradan M manifoldunun ortonormal bir tabani
{E1, Es, ..., By} (1.4.3)
olsun. Boylece €;, {F;} bazinin igareti ve VX € T'(T'M) i¢in

9 (B, Ej) = €0i;

ve
X => eg(X, E)E
=1
olmak tlizere
g(X,Y) =Y ag(X,E)g(Y,E) (1.4.4)
i=1

yazilir.

Semi-Riemann manifoldu M’ nin Ricci tensor alan:

Ric(X,Y)=1i2Z - R(X,Y)Z (1.4.5)
tanimlanir. Yerel olarak,
Ric(X,Y) =) &R(X,E,Y,E)) (1.4.6)
i=1

olur.

Tanim 1.4.6. (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve bir p € M noktasindaki T, M
tanjant uzayimn iki boyutlu bir altuzayr P olsun. P alt uzaywmn bir baze {X,Y}

olmak tzere

B R(X,)Y,X,)Y)
B = X X gvy) —g (X7 ) (47)

olarak tamwmlanan K (p) reel saypisina P’ nin Riemann anlamindaki kesit egriligi
denir. Eger K (p) = c(sbt) ise M manifolduna ¢ sabit kesit egrilikli semi-Riemann

manifold denir ve M (c) ile gdsterilir. Bu durumda M’ nin R egrilik tensér alana
R(X,Y)Z =c{g(V,Z)X —g(X,2)Y} (1.48)

ile verilir[3].
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Tanim 1.4.7. M’ nin bir semi- Riemann hiperyuzeyi co-dimension’ v 1 olan semi-Ri-

emann altmanifolddur [3].

Tanim 1.4.8. M, m + 2 boyutlu bir semi-Riemann manifold, g, M’ nin Riemann
metrigi tken

I'g=g
ile tanmamlanan g, M’ nin non-dejenere metrigi ise (M, g) ikilisine semi-Riemann

hiperyiizey denir. Burada VX,Y € x (M) I, (X) = X igin
(I9) (X.¥) =g (LX), L.(1))

dir. Aymi zamanda (M, g) bir semi-Riemann manifolddur [3].

1.5 Semi-Riemann Manifoldlarin Lightlike Altmanifoldlar:

Tanim 1.5.1. M, m + 2 boyutlu bir semi-Riemann manifold ve M de M’ nin bir

hiperyizeyt olsun. Eger indirgenmis

g=1Ig

simetrik bilineer form dejenere ise M’ ye lightlike hiperyiizey denir. boyM = m + 1
dir [3].

Tamm 1.5.2. (M, g) reel (m + n)-boyutlu semi-Riemann manifold m > 1, n > 1
(m > 1,n > 1, yani M, M de ne bir egri ne de bir hiperyiizeydir.) ve g, q €
{1,....,m +n — 1} sabit indeksli semi-Riemann metrik olsun. M, M manifoldunun
ek boyutu n olan bir altmanifold olsun. Ayrica g’ nin M dizerine indirgenmis tensor

alany g ile tanmwmlamirsa, Yu € M de VX,,Y, € T, M i¢in
9 (Xu, Yu) = g (Xu, Vo)
elde edilir [3].
Simdi v € M noktasinda
T .M+ ={V, e T,M|g(V,,W,)=0,YW, € T,M}
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cimlesini gozoniine alalim. g¢,, T, M iizerinde non-dejenere olmasi durumunda,
hem 7,M hemde T,M*, non-dejeneredirler. Ayrica T,M ve T,M=*, T,M’ nin
ortogonal tamamlayan vektor altuzaylaridirlar. Aksi taktirde, hem T, M hem de

T, M~ dejenere, ortogonal ancak tamamlayan altuzay degildirler ve
RadT,M = RadT,M* =T,M NT,M*
dir.
M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M {izerinde

RadTM : v e M — RadT, M

doniigimiiniin ranki r olsun. Eger r > 0 ise RadT'M ye radikal distribiisyon ve
altmanifold M’ ye de lightlike altmanifold denir. ¢’ ye de M iizerinde r- lightlike

(r—dejenere, r—null ) metrik denir[3].

Teorem 1.5.1. (M, g), (M, g) semi-Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.
Bu durumda asaqidakiler denktir:

1-) M, r—lightlike altmanifoldudur.

2-) U C M her koordinat komsulugunda

RadTU : v e U — Radl,,U

donisumi, U tuzerinde rank RadT M = r > 0 olan diferensiyellenebilir bir distribiisyona
sahiptir.
3-) U C M her koordinat komsulugunda g tarafindan indirgenmis g tensorii,

sabit m — r rankina sahiptir/3].

Tanim 1.5.3. (M’,¢'), (M, g) semi-Riemann manifoldunun r-lightlike altmanifoldu

ve
f:M =M
bir immersiyon oldugunu kabul edelim. Eger VX,Y € I'(T'M’) i¢in
g(X,Y) =g(f X, £Y)
oluyorsa f * ye r—lightlike izometrik immersiyon ve M = f(M')’ ye de M manifold-

unun r—Ilightlike altmanifoldu denir.
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M manifoldunun bir M lightlike altmanifoldu RadTM’ nin rankina, M’ nin

ekboyutuna ve boyutuna gore dort durumda incelenecektir.

Durum 1.5.1. (0 <r <min{m,n}). M manifoldunun tanjant demeti TM’ de
RadT M’ nin tamamlayanay olan S(T'M) distribiisyonunu gézénine alalim. M’ nin
parakompakt oldugunu kabul ettigimizden dolayr boyle bir distribisyon her zaman
vardir. Onermel.1.2” den S(TM), RadT M’ ye ortogonal ve g’ ye gore non-dejenere-
dir. M dzerinde S(TM) sabit indeksli olur ve tanjant demeti

TM = RadTM L S(TM) (1.5.1)
seklinde yazilabilir. Buradan alt manifoldun tanjant demetine ortogonal olan T M+
TM* = JT.M*

ile tanamlanarsa M lightlike oldugu icin TM*, TM| v de T'M’ ye tamamlayan degildir,
clinkii RadTM = TM N TM* ve M fzerinde rankRadTM = r > 0 olan bir
distribiisyondur. TM~+" de RadT M’ ye ortogonal tamamlayan bir vektor demetini
S(TM*Y) ile tanimla-
yalim. Onermel.1.2’ ye gore g metrigi S(T M=) iizerinde non-dejenere oldugundan,
TM* demeti

TM* = RadTM 1L S(TM™) (1.5.2)

ortogonal direkt toplam olacak sekilde yazilabilir. Burada S(TM) ve S(TM*) vektér
demetlerine, siraswyla, M altmanifoldunun ekran distribiisyonu ve transversal ekran
distribiisyonu denir. Buradan S(TM) demeti, TMy demetinin non-dejenere alt

vektor demeti oldugundan T]\7[|M demeti
TMpy = S(TM) L S(TM)* (1.5.3)

ortogonal tamamlayan olacak sekilde yazlabilir, burada S(TM)* demeti, T]\_4|M’ de
S(TM) demetine ortogonal tamamlayan vektor demetidir. Ayrica S(TM*1) demeti,

S(TM)* " in altvektor demeti ve her ikiside non-dejenere oldugundan
S(TM)* = S(TM*) L S(TM*)* (1.5.4)
ortogonal direkt ayrisima elde edilir.
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Bundan sonra bir lightlike altmanifoldu (M, g, S(T'M), S(TM™)) ile gosterile-

cektir. Ayrica bu boliimde aksi belirtilmedikge kullanilacak indisler
i,5,ke{l,...r},a,b,ce{r+1,..m},a,€{r+1,..,n}
seklindedir.

Lemma 1.5.1. (M,g) semi-Riemann manifoldunun r- lightlike altmanifoldu
(M, g,S(TM),S(TM™)) olsun. Bu altmanifoldun bir koordinat komsulugu U wve
{&} de T (RadTM|U) uzayrmn bir tabany oldugunu kabul edelim. Bu durumda
S(TML)lLU alt vektor demetinin,

g (Ni, &) = 0i (1.5.5)

ve

g (N Ny) = 0 (1.5.6)
olacak sekilde { Ny, ..., N,} diferensiyellenebilir vektor alanlary vardur.

Lightlike altmanifoldlar teorisi ve Riemann ya da semi-Riemann altmanifoldlar
teorisi arasmdaki temel fark, lightlike durumunda 7'M+ demetinin bir kismi alt
manifoldun teget kisminda kalirken, Riemann ya da semi-Riemann durumunda 7'M
ile TM+* vektor demetlerinin arakesiti sifirdir. Boylece lightlike durum icin temel
problem, T'M demetine teget olmayan alt vektor demetlerinin var olup olmadigidir.
Duggal-Bejancu,[3] daki makalelerinde boyle bir demetin varhgin gosterdiler. Bu

teoremi ispatsiz olarak sunuyoruz:

Teorem 1.5.2. (M,g,S(TM),S(TML)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun r-
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda i € {1,...r} igin {Ny,..., N} tabani olan
S(TM*)* demetinde RadT M’ ye komplemant olan bir vektor demeti vardar.

Bu vektor demeti ile altmanifoldun tanjant demetinin arakesiti sifirdir. Bu vektor
demetine (S(TM),S(TM™*)) ciftine gore M’ nin lightlike transversal vektor demeti
denir ve ltr(T'M) ile gosterilir.

Simdi

tr(TM) = ltr(TM) L S(TM™) (1.5.7)
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vektor demetini goz 6ntine alalm. [tr(TM), M manifoldunun keyfi bir lightlike
transversal vektor demetidir. Burada ¢r(7TM) demetinin ranki n ve TM demeti
ile arakesiti sifirdir. Boylece tr(T'M), TMy’ de TM demetine komplemant ancak
ortogonal olmayan bir vektor demetidir. ¢r(T M) vektér demetine M manifoldunun
transversal vektor demeti denir. (1.5.1) ve (1.5.3) denklemlerinden

TM = TM&tr(TM)

TM = RadTM 1 S(TM)®Iltr(TM) L S(TM™*)

TM = S(TM) L S(TM?*) L (RadTM & ltr(TM)) (1.5.8)
elde edilir. Buradan, M boyunca M manifoldu iizerindeki quasi-ortonormal cati

ie{l,.,r},ae{r+1,...,m}veac{r+1,..,n} olmak iizere
{giaNi,XDuWOc} (159)

dir. {&} ve {N;} swasiyla I’ (RadT'M |y) ve T (ltr(TM;y) vektor demetlerinin
tabanlandir. Vi € {1,...,r}i¢in span {&;, N;}, U’ nun herhangi noktasinda hiperbolik
bir diizlem oldugundan dolayr RadT M @ ltr(T M) non-dejeneredir ve M manifoldu

lizerinde sabit r indekslidir[2].

Durum 1.5.2. (1 <r =n < m). Bu durumda RadT M = TM*, yani S(TM*) =0
dir. Boylece normal demet lightlike altmanifold tizerinde bir distribiisyon olur. Bu

durumdaki altmanifolda co-izotropik altmanifold denir ve
TM = S(TM) L TM* (1.5.10)

olacak sekilde ortogonal direkt toplam seklinde yazlabilir. Bu durumda (1.5.3)

denklemz

TM = TM & ltr(TM)

TM = S(TM)L (TM"&ltr(TM)) (1.5.11)

olur, burada ltr(TM), S(TM) demetine gore M manifoldunun lightlike transversal

vektor demetidir. Ayrica, M boyunca M manifoldu dzerinde quasi-ortonormal caty
{1, &, N1y ooy Noy X1, . X b (1.5.12)

dir. Burada {X,41,.. X} kiimesi T' (S(TM);y)’ nun ortonormal bir tabandur[2].
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Durum 1.5.3. (1 <r =m < n). Bu durumda RadTM = TM, yani S(TM) = {0}
dur. Béylece M manifoldunun tanjant demeti TM, TM~* demetinin altvektoér demeti
olur. Bu yaprdaki M manifolduna, M manifoldunun izotropik bir altmanifoldu denir

ve

TM*=TM 1L S(TM*) (1.5.13)

dir. Bu durumda (1.5.3) denklemsi
TM =TM & tr(TM) (1.5.14)
olur. (1.5.14) denkleminde (1.5.3) denklemi kullanilirsa
TM =TM @ ltr(TM) L S(TM™) (1.5.15)

ayrisima elde edilir.  Ayrica, M boyunca M manifoldu tizerinde quasi-ortonormal
catr
{&, &y N1y ooy Ny, Woiq, W 3 (1.5.16)

dir. Burada {W41,..W,} kiimesi ' (S(TM™*);) " nun ortonormal bir tabanadur(2).
Durum 1.5.4. (1<r=m=n). Bu durumda RadTM = TM = TM*, yani
S(TM) = {0} ve S(TM*) = {0} duwr. Buradan da goriilecegi gibi ne bir ekran

distribiisyonu ne de transversal ekran distribisyonu vardwr. Bu yapidaki bir M

manifolduna, M manifoldunun tamamen lightlike alt manifoldu denir ve
TM =TM & ltr(TM) (1.5.17)

direkt ayrisima elde edilir. Ayrica, M boyunca M manifoldu dizerinde quasi-ortonor-

mal ¢atist

{517---,§n;N17-~-,Nn} (1518)

ile verilir[2].

(M, g,S(TM),S(TM™)), (m+n) —boyutlu (M, §) semi-Riemann manifoldunun
m- boyutlu lightlike altmanifoldu olsun. tr(TM), (S(T'M),S(TM*)) ciftine gore

M manifoldunun transversal vektor demeti ve V, M manifoldu iizerinde Levi-civita
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konneksiyon oldugunu kabul edelim. TM ve tr(TM), TM v demetinin tamamlayan
alt vektor demetleri oldugundan VX, Y € I'(T'M) ve V € I (tr (T'M)) igin

VxY = VxY +h(X,Y) (1.5.19)

VxV = —AyX + VLV (1.5.20)
olur. Burada {VxY, Ay X} ve {h(X,Y),VLV} swwasiyla T' (T M) ve T (tr (TM))
uzaylarina aittir. 'V ve V' sirasiyla M manifoldu ve ¢r(TM) demetinde lineer
konneksiyonlardir. Ayrica V torsiyonsuz lineer konneksiyon ve h, I' (TM) xI' (T'M)
uzay1 tizerinde I (tr (T'M)) degerli simetrik bilineer formdur. Buradan h’ ya tr (T'M)
demetine gore M manifoldunun ikinci temel formu denir. A’ da ' (tr (T'M)) x
[ (TM) uzay tizerinde tanimlanmig I' (T'M) degerli bilineer formdur. A’ ya da V’

ye gore M manifoldunun sekil operatori denir. V ve V! ye sirasiyla M manifoldu

tizerinde indirgenmis lineer konneksiyon ve transversal lineer konneksiyon denir|2].
Simdi

TM |y=TM & tr (TM)

ayrigimini kullanarak 7'M’ nin S(T'M) tizerine projeksiyonu P ile tammlanirsa,
T(X)=g(X,N)
ile verilen 7, M iizerinde lokal diferensiyel 1-form oldugunda VX € I' (T'M) igin
X=PX+71(X)¢

bulunur. Buradan Gauss ve Weingarten denklemlerini yazacak olursak, B simetrik

bilineer form ve 7 da 1-form olmak tizere VX,Y € ' (T'M) igin

VxY VxY + B(X,Y)N (1.5.21)

VxN = —AyX+7(X)N (1.5.22)
elde edilir. Burada indirgenmis konneksiyon V her zaman levi-civita konneksiyon

degildir.
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Onerme 1.5.1. Indirgenmis konneksiyon ¥V’ nin levi-civita konneksiyon olmasu igin

gerek ve yeter sart VX,Y € I'(T'M) i¢in B (X,Y) =0 olmasidar.

(1.5.1) ayngiminda P, TM’ den S(TM)’ ye projeksiyon olsun. V levi-civita
konneksiyon iken S(7'M)’nin konneksiyonu V*, h*, RadT M’ nin ikinci temel formu,
A*, S(T'M)’ nin gekil operatorii olmak tizere VX,Y € I'(T'M), £ € RadT M igin

VxPY = VYPY +h"(X,PY)
Vx§ = —A X+ V&
ifadeleri elde edilir.
C(X,PY) = g(h*(X,PY),N)

ve

e(X)=9(Vx&N) = —7(X)
ile C' ve ¢ fonksiyonlar1 tanimlanirsa
VxPY = VYXPY +C(X,PY)¢ (1.5.23)
Vx = —A; X —7(X)¢ (1.5.24)
elde edilir. (1.5.23) ve (1.5.24) swrastyla S(T'M )’ nin Gauss ve Weingarten formiilleridir.
B(X,Y) =g (Y, A{X) (1.5.25)

ifadesi M’ nin ikinci temel formu ile S(7'M)’ nin sekil operatorii arasindaki iligkidir.
Buradan

B(Y)=0= AE{ =0 (1.5.26)
olur.
C(X,PY)=g(PY,AyX) (1.5.27)

ifadesi S(T'M)’ nin ikinci temel formu ile M’ nin sekil operatérii arasindaki iligkidir.

Onerme 1.5.2. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyuzeyi olsun. Bu
durumda su ozellikler vardar.
1-) M’ nin An sekil operatorii 0 6z-degerine sahiptir.

2-) S(TM)’ nin ikinci temel formu dejeneredir.
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3-) V* konneksiyonu S(TM) tizerinde levi-civita.

4-) S(T'M)’ nin A¢ sekil operatori M ™ nin ikinci temel formuna gore simetriktir(41].

Onerme 1.5.3. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir.

1-) S(T'M) integrallenebilir.

2-) W (X,Y) =h"(Y,X) dir.

3-) g(ANX,)Y) =g (X, ANY) XY € T (S(TM)) ve N € T (tr(TM)) [41].

Tamm 1.5.4. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Ejer

Vp € M noktasinda X,Y € x (M) i¢in
B(X,Y)=pg(X.,Y)

olacak sekilde bir o diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa M’ ye tamamen umbilik
hiperytizey denir. Yani

A X = 0X
bulunur [41].

Tanim 1.5.5. M lightlike hiperytizeyindeki bir geodezik, M’ nin immersed oldugu
M semi-Riemann manifoldunda da geodezik ise M’ ye tamamen geodezik lightlike

hiperyiizey denir [41].

Onerme 1.5.4. Ug boyutlu M lorentz manifoldunun lightlike hiperyiizeyi ya tamamen

umbiliktir ya da tamamen geodeziktir [41].

)

Tanim 1.5.6. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. T (T M)
de bir D distribiisyonu ve L (lie tirev) fonksiyonu verilsin. ¥YX,Y,Z € T' (D) ig¢in

(Lxg) (Y, Z) — g (LxY, Z) — g (Y, LxZ) = 0

yani

oluyorsa X wvektor alamina killing vektor alant denir. Eger D’ nin her X vektor alany

killing vektér alan ise D distribiisyonuna killing distribisyon denir[41].
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Teorem 1.5.3. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir.

1-) M tamamen geodeziktir.

2-) h =0 dur.

3-) Af, M dizerinde sifirdar.

4-) M Jizerindeki indirgenmis konneksiyon YV levi-civita konneksiyondur.

5-) RadT'M paraleldir.

6-) RadT M killing distribisyondur [41].

Teorem 1.5.4. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir.

1-) S(T'M) paraleldir.

2-)C(X,PY)=0,VX,Y €' (S(TM))

3-) Ay = 0[41].

Tanim 1.5.7. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger

M Jizerinde tanwmly bir ¢ diferensiyellenebilir fonksiyonu var oyleki

Ay = pA; (1.5.28)
ise M’ ye ekran konform lightlike hiperyizey denir. Buradan VX,Y € I'(S(TM))
¢cm

B(X,Y)=¢C(X,)Y)

dir. Ayrica

C(X,6)=0 (1.5.29)
elde edilir [41].

Teorem 1.5.5. M Lorentz manifoldu, M semi-Riemann manifoldunun lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M’ nin ekran konform lightlike hiperyizey olmast
wcin gerek ve sart M’ nin ekran distribusyonunun degisimli sekil operatorine sahip

olmasi ve pozitif fonksiyon farkwyla ozdegerlerinin egit olmasidur [41].

Onerme 1.5.5. M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun.

Kabul edelim ki S(T M) integrallenebilir ve S(T'M)’ nin herhangi bir integral manifol-
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du, ortalama egrilik vektor alani spacelike olacak sekilde tamamen umbilik olsun.
Bu sartlar altinda eger ekran distribiisyon radikal distribisyonun integral egrileri

boyunca paralel ise M ekran konformaldir(}1].

1.6 Half Lightlike Altmanifoldlar

2-ekboyutlu lightlike altmanifold M’ nin iki durumu vardir. Rad7 M radikal distribiis-
yonun boyutu ya birdir ya da ikidir. Eger boyRadT' M = 1 ise 2- ekboyutlu lightlike
altmanifold half-lightlike altmanifold diye isimlendirilir [41].

(M,g), ¢ > 1 indeksli (m -+ 2)-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve (M, g)

M’ nin 2-ekboyutlu bir lightlike alt manifoldu olsun. g dejenere oldugundan & # 0,
¢ € T'(TM) vektor alanmi vardir 6yleki VX € I'(T'M) igin g (£, X) = 0 dir. O zaman

T'x M tanjant uzay1 icin
T,M*+ ={ueT,M|g(uv)=0,YveT,M}

olacak sekilde T, M’ nin 2-boyutlu dejenere alt uzaymi diisiinebiliriz. M lightlike
oldugundan T, M ve T, M+’ in ikisi de dejenere ortogonal altuzaylardir, fakat birbir-

inin tamamlayan degillerdir. Bu durumda RadT, M’ nin boyutu,
RadT,M =T,M NT,M"*

x € M noktasia baghdir. RadT'M ile M’ nin T'M tanjant demetinin bir radikal
distribiisyonu ifade edilir. RadT, M radikal altuzay: T, M’ nin 1 ya da 2-boyutlu bir
altuzayrdir. T'M’ de RadT M’ ye tamamlayan non-dejenere bir S(7'M) distribiisyonu

vardir. Bu distribiisyona M’ nin ekran distribiisyonu denir. Ortogonal distribiisyonla
TM = RadTM @45, S(TM)

dir. Eger boyRadT M =1 ise (M, g, S(TM)) altmanifoldu half-lightlike altmanifold
diye isimlendirilir. (7'M )L de half-lightliketir. Diger taraftan eger boyRadlT M = 2
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ise RadT M = TM+ dir ve (M, g, S(T'M)) co-izotropik altmanifold diye isimlendirilir.
Bu tezde
g(&v) =0,g(u,u) #0,Yv € T,M~,&,uc T,M"

olan half-lightlike altmanifoldlar iizerine sonuglar verilecektir.
Yukaridaki iligki ¢& € T, M oldugundan ¢ € RadTl,M oldugunu ima eder.
Bununla beraber M iizerinde lokal olarak bir ¢ lightlike vektor alam vardir. Oyleki

g6 X)=g(&u)=0,YX € T(TM),u € T(TM?)

dir. Boylece half-lightlike altmanifold M’ nin 1-boyutlu RadT M’ si lokal olarak & ile
gerilir. Bu durumda TM’ de RadT' M’ yi tamamlayan S(T'M) distribiisyonu vardir.
TM de S(TM)’ ye ortogonal tamamlayan S(TM)* i gozéniinde bulunduralim.
Kesinlikle &,u € T (S(T'M)*) dir. Boylece ¢ = =£1 oldugundan g(u,u) = ¢
olacak sekilde bir birim vektor alam secebiliriz. Buradan RadT M, TM* in bir
boyutlu altvektor demeti olur. Radl' M’ yi tamamlayan ve w ile olugturulan bir D
distribiisyonu diiginelim. D’ yi M’ nin ekran transversal demeti olarak isimlendiririz.

Boylece S(T'M)+ de D’ ye ortogonal komplemant distribiisyon D+ oldugu yerde
S(TM)+ =D 1 D*

ortogonal par¢alanmasima sahip oluruz. D'’ in non-dejenere oldugu ve ¢ € I' (D4)

oldugunun hesaba katilmasiyla

g(N,f)#O,g(N,N)Zg(N,U):O

sartim saglayan bir tek N € T" (DL) vardir gerek ve yeter sart g (&£,v) # 0 oldugu
yerde

1 Y g (v,v) ;
‘g<v,s>{ 2g<v,s>5}’ € (Fv)

ile verilir. Burada F, DY de RadTM’ nin tamamlayamdir. Boylece N lightlike
vektor alani ne M’ ye tanjanttir ne de g (£,u) = 0 oldugundan u ile co-lineerdir.

Eger biz bir diger koordinat komsulugu tizerinde £* = af segersek o zaman N* = éN
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bulunur. Buradan M tzerinde
tr(TM) = D @opep ltr'T M

olacak sekilde tr(T'M) vektor demetini tamimlayabiliriz. Burada itr(TM), N ile lokal
olarak olugturulan 1- boyutlu vektér demetidir. Buna S(7'M) ekran distribiisyonuna

gore M’ nin lightlike transversal vektor demeti denir[41]. Bununla beraber

TM = S(TM) L (RadTM & tr (TM))
= S(TM) L D 1 (RadTM & ltr (TM)) (1.6.1)

dir. Yukaridaki ayrisimla {F}, ..., Fy,—1}, I (S(T'M))’ nin bir ortonormal bazi oldugu
yerde M ve M’ ye gore sirasiyla {&, F, ..., Fpo_1} ve {&, F, ..., Fy_1,u, N} vektor
alanlarinin gatisini segebiliriz. Yukaridaki ayrigima gére T'M’ nin S(T'M) tizerine

projeksiyonu P ile tanimlanirsa,
7(X) =g (X,N)

ile verilen 7, M tizerinde lokal diferensiyel 1-form oldugunda VX € I' (T'M) igin
X=PX+71(X)¢

bulunur. V, M iizerinde metrik konneksiyon olsun. (1.6.1) ayrigmmm kullanarak
h(X,Y),VxN,Vxu € I'(tr(TM)) ve VxY, AnX, A, X € T'(TM) iken VXY €
I'(TM) ve Nyu eI (tr(T'M)) i¢in

?XY = VXY—l-h(X, Y) (162)
VyN = —AxX +VyN (1.6.3)
Vxu = —A,X+Vxu (1.6.4)

elde edilir. Burada V, M iizerinde torsiyonsuz lineer konneksiyondur. h, I'(T'M)
tizerinden I' (tr(T'M))’ ye bilineer formdur. Béylece {&, N}, U C M fiizerinde lokal
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lightlike kesit oldugundan VX,Y € I' (T'M) igin

Di(X,Y) = g(h(X,Y),§),
Dy (X,Y) = eg(h(X,Y),u),
p1(X) = g(VxN,§),
p2(X) = €g(VxN,u)
er(X) = g(Vxu,§),
g9 (X) = €g(Vxu,u)

ile U itizerinde py, pa, €1, €9 l-formlar ve Dy, Dy simetrik F'(M) bilineer formlar:

tanimlanabilir ki

h(X,Y) = Dy (X,Y)N+ Dy(X,Y)u (1.6.5)
VxN = pi(X)N+p(X)u (1.6.6)
Vxu = e (z) N+e(X)u (1.6.7)

dir. Béylece U tizerinde (1.6.2), (1.6.3), (1.6.4) denklemleri

VxY = VxY+ D (X, Y)N+ Dy (X,Y)u (1.6.8)
VxN = —AxX+p (X)N +p2 (X)u (1.6.9)
Vxu = —AX+e ()N +ey(X)u (1.6.10)

olur. h, Dy, Dy swrasiyla tr(T'M)’ ye gore M’ nin ikinci temel formu, lightlike
ikinci temel formu ve ekran ikinci temel formu denir. Ay ve A,, I'(T'M) iizerinde
lineer operatorlerdir. Ay, I'(S(TM)) degerli olup M’ nin sekil operatorii olarak
adlandirilir. (1.6.10) ifadesinde €5 (X) = 0 saglanir. (1.6.8) ve (1.6.10) ifadelerinden

Dy (X, &) = 0 (1.6.11)
G(AyX,N) = 0 (1.6.12)
GAX,Y) = Dy(X,Y)ete () (Y) (1.6.13)
p1(X) = —g(Vx& N) (1.6.14)
p2(X) = €g(AuX,N) = er (4,X) (1.6.15)
e1(z) = —eDy(X,6) (1.6.16)
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denklemleri elde edilir.
Simdi (1.6.1) ayrsimini ve VX,Y € I'(T'M) i¢in V3 PY, A € T'(S(TM)) ve
h* (X, PY), V£ € T(RadT M) oldugu yerde

VxPY = VYPY +h"(X,PY)
Vxé = —ALX +Vx¢
ifadelerini gozoniinde bulunduralim. V* ve V* sirasiyla ekran ve radikal distribiisyon-
larm lineer konneksiyonlar olsunlar. Af da I'(T'M) iizerinde lineer operator h*
da I'(TM) x I'(S(TM)) tzerinde bilineer form ve V*, S(T'M) iizerinde metrik
konneksiyonlar olsunlar. Lokal olarak U tizerinde U C M igin
E,(X,PY) = g(h"(X,PY),N),VX,Y €eI"(TM)
ui (X) = g(Vx& N), VX e (TM)

tanmimliyalim. Buradan anlagilir ki, VXY € I'(T'M) i¢in

h*(X,PY) = El(X,PY)g,
v)l(g = ul(X)ga

dir. Boylece U iizerinde lokal olarak

VxPY = ViPY +FE; (X,PY)¢ (1.6.17)
Vb = —AX +u (X)¢ (1.6.18)

elde edilir. h* ve Ey’ e, RadT M’ ye gore S(TM)’ nin sirasiyla ikinci temel formu ve
lokal ikinci temel formu denir ve A" da ekran distribisyonun sekil operatorii olarak

isimlendirilir. Buradan VX,Y € I' (T'M) i¢in

Ey(X,PY) = g(AnX,PY)
D, (X,PY) = g (AZX, PY)
up (X) = —p (X)

bulunur[41].

32



Teorem 1.6.1. M, M’ nin half-lightlike altmanifoldu olsun. O zaman asagidaki
ifadeler denktir.

1-) S(T'M) ekran distribiisyonu integrallenebilirdir.

2-) S(TM)’ nin ikinci temel formu I'(S(TM)) dzerinde simetriktir.

3-) M’ nin M immersiyonunun Ay sekil operatori U'(S(TM)) iizerinde g’ e gire
simetriktir [41].

Teorem 1.6.2. M, M’ nin half-lightlike altmanifoldu olsun. O zaman asaidaki
ifadeler denktir.

1-) M iizerindeki V konneksiyonu metrik konneksiyondur.

2-) M Jizerinde Dy = 0 dur.

8-) M vizerinde A =0 dar.

4-) RadT M bir killing ditribiisyondur.

5-) TM=, V' ya gore paralel distribisyondur(/1].

Tanim 1.6.1. Bir (M, g) semi-Riemann manifoldunun bir (M, g) altmanifoldu i¢in,
M dizerinde Z € T (tr(T'M)) normal vektér alany var dyleki VX, Y € I'(T'M)
oldugunda

MX,)Y)=Zg(X,Y)

ise bu altmanifolda tamamen umbiliktir denir. Ozel olarak (M,g),¥X,Y € T'(TM)
1¢In

hX,Y)=0

1se tamamen geodeziktir. Bu taktirde M uzerindek: siraswyla lightlike ve ekran ikinci

temel tensorler Dy ve Do, VXY € T'(T'M) i¢in
Dl (Xv Y) = DQ(Xa Y) =0

olur. (1.6.11)-(1.6.16) ifadelerinden

bulunur. (1.6.5)" in kullamilmaswyla U koordinat komsuluguda siraswyla ltr(T'M) ve
D dizerinde Hy ve Hy diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in VX, Y € I' (T M) olmak
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uzere

D1<X7Y> = ng(X7Y>
D2<X7Y> = H2§(X7Y>

esitliklert mevcut ise M’ ye tamamen umbiliktir denir. Bu tanym M’ nin ekran

distribiisyonuna bagl degildir[41].

Teorem 1.6.3. (M, g), (M, g) semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altma-
nifoldu olsun. M tamamen umbiliktir gerek ve yeter sart her U tzerinde Hy ve Ho

var oyle ki

AX = HPX,
P(A.X) = eH,PX,
e1(X) = 0,vX €[ (TM)

[41].

Uyar: 1.6.1. M’ nin tamamen umbilik olmas: durumunda

D2<X’ f) = 0,
p2(§) = 0,
Aug = 0,

€A X = HyPX + ps (X)E,VX € T(TM)

dir [41].

Tanim 1.6.2. M, M semi-Riemann manifoldun half-lightlike altmanifoldu olsun.
M’ nin tzerindeki her U koordinat komsulugunda tanamly sifirdan farkl diferensiyel-
lenebilir bir @ fonksiyonu var oyleki her null € € T (TML) vektor alans i¢in M wve
S(TM)’ nin sekil operatorleri arasinda VX € T (TM‘U) icin

AnX = oA X

iliskist varsa M lokal ekran konformaldir denir[41].
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Onerme 1.6.1. (M,g), M semi-Riemann manifoldun half-lightlike altmanifoldu
olsun. O zaman M’ nin ekran konformal olmasi icin gerek ve yeter sart VX,Y €
I'(TM) igin

Ey (X, PY)=¢D; (X, PY)

olmasidur [41].

Tamm 1.6.3. (M,g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun ekran konfor-
mal half-lightlike altmanifoldu olsun. Eger trigranh = 0 ve 1 (§) = 0 ise M’ ye
minimal half-lightlike altmanifold denir[41].

Teorem 1.6.4. (M, g, S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun ekran konfor-
mal half-lightlike altmanifoldu olsun. S(T M)’ nin bir lifi M’ i¢in
1-) M tamamen geodeziktir.

2-) M tamamen umbiliktir.

3-) M minimaldir [41].

Tamm 1.6.4. (M, g, S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun half-lightlike
altmanifoldu olsun. £ € T'(RadT M) oldugu yerde VX € I' (TM) i¢in Dy(X, &) =
0= ¢y (X) ise M’ ye irrotational dir denir [41].

Sonug 1.6.1. (M,g,S(TM)), (]\7[, g) semi-Riemann manifoldunun irrotational
ekran konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O zaman

1-) M tamamen geodeziktir.

2-) M tamamen umbiliktir.

3-) M minimaldir.

ancak ve ancak S(TM)’ nin her M’ lifi M’ nin bir altmanifoldudur [{1].

Teorem 1.6.5. M, M’ nin ekran konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O
zaman asagidakiler denktir.

1-) S(T'M)’ nin her lifi M’ de total geodeziktir.

2-) M’ , S(TM)’ nin bir lifi oldugu yerde M, L ve M'’ niin lightlike ¢arpim
manifoldudur. Burada M’ non-dejenere ve L 1-boyutlu altmanifolddur.

3-) M dizerinde Dy = 0 dar,

4-) M dizerindeki ¥V konneksiyonu metrik konneksiyondur [41].
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Teorem 1.6.6. M, M’ nin ekran konformal half-lightlike altmanifoldu olsun. O
zaman M tamamen umbiliktir ancak ve ancak
P(A,X) = HyPX
e1(X) = 0,VX el (TM)

ve S(T'M)’ nin her M' lifide M de tamamen umbiliktir [41].

Teorem 1.6.7. M, M’ nin ekran konformal tamamen umbilik half-lightlike altmani-

foldu olsun.
1-) M', M de tamamen umbiliktir.
2-) M tamamen geodeziktir gerek ve yeter sart M', M de total geodeziktir [41].
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BOLUM 2
Riemann ve Semi-Riemann Manifoldlarda

Duzlemsel Normal Kesitli Altmanifoldlar

Bu boliimde iiglincii ve dordiincii boliimlerde yaptigimiz ¢aligmalarin Riemann
ve semi-Riemannda yapilmig olanlarini inceliyecegiz. Pointwise diizlemsel normal
kesitli alt manifoldlar ilk kez 1976’ da J.A. Little tarafindan cahsimigtir. Ozellikle
Chen [24] te E™’ nin bir altmanifoldunun pointwise 2-diizlemsel normal kesite sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sarti elde etmistir. B.Y. Chen , Y. H. Kim, Shi-Jie Li v.s
gibi matematikciler takip eden yillarda normal kesitleri kullanarak, bir hiperytizeyin
diizlemsel normal kesitlere sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogullarla birlikte
hiperytizeyleri simiflandirdilar. [23]’ te Shi-Jie Li kiirenin ikinci standart immersiyonu
yardimiyla kiirede pointwise 2- veya 3- diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar:
inceledi. [39]” te Young Ho Kim geodezik normal kesitli pseudo-Oklidyen uzayn
minimal yiizeylerini inceledi. 5-boyutlu geodezik normal kesitli pseudo-Oklidyen
uzayin minimal ytizeylerinin ya tamamen geodezik ya da diiz quadratik oldugunu

gosterdi.

2.1 Dizlemsel Normal Kesitli Altmanifoldlar

E™ nin n— boyutlu altmanifoldu M ve M’ nin herhangi bir p noktasindaki sifirdan

farkl tanjant vektorii ¢ olsun.
L _
T, MU{t}=E(pt)
m — n + 1-boyutlu altuzayimm tanmimhyalim. Buradan

E(pt)nM =~
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olup, v, p € M noktasinda M’ nin normal kesit egrisi olarak isimlendirilir. Genel

olarak p noktasinda ~ egrisi igin
Y AN AYTF£0

ifadesi gecerlidir. Burada "A” cross ¢arpimi gostermektedir. Eger p noktasi icin
Y AN A" =0

ise M altmanifolduna pointwise diizlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Yani her
normal kesit i¢in

,y//\,y///\,)///l — 0

dir. Genel olarak 7, F (p,t)’ de biikkiimlii bir uzay egrisidir. Burada E™ nin bir
altmanifoldunun diizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar
verilmisti. Bu gerek ve yeter sartlar kullanilarak ikinci temel formu paralel olan
altmanifoldlar i¢in gerekli aciklamalar yapilmisti, diizlemsel geodezik altmanifoldlar

ve diizlemsel normal kesitli altmanifoldlar arasinda iligkiler kurulmustu [24].

Teorem 2.1.1. M, E™ ninn > 2 boyutlu bir altmanifoldu olsun. M’ nin dizlemsel
normal kesitlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart h ve Vh icin M’ de teget

herhangt bir t tanjant vektori verildiginde
(Vih) (t,t) AR(E, ) =0
ifadesinin saglanmasidur [24).

Bu teoreme dayanarak ikinci temel formu paralel olan altmanifoldlar i¢in geometrik

aciklamalar yapalidi.

Teorem 2.1.2. M, E™’ nin n > 2 boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda
asagrdakiler denktir.

1- Ikinci temel form h igin (Vih) (t,t) = 0 saglanar.

2- Ikinci temel form h paraleldir.

3- p € M noktasinda M’ nin normal kesiti p’ de bir kose noktasina sahip
diizlemsel bir egridir [24].
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v’ man p =y (0)’ da bir kése noktasina sahip olmast i¢in v’ nin egriligi
/{2 — <,Y//’ ,7//>
.. dk?
olmak tizere % =0 olmalidur [24).

Teorem 2.1.3. M, E™ nin n > 2 boyutlu bir altmanifoldu olsun. M dizlemsel
geodeziklere sahiptir ancak ve ancak M ayni sabit egriligin dizlemsel normal kesitlerine

sahipse, yani onlar aynt yaricapile ¢cemberlerdir ya da duz ¢izgilerin bir par¢asidir

[24]

Teorem 2.1.4. E™ nin i¢inde duzlemsel normal kesitli bir yuzey M olsun. Eger
M, E™’ nin 3-boyutlu E3 uzaymn icinde kalmazsa, M, E™ nin 5-boyutiu Veronese

yuzeyinin bir agik altkimesidir [24].

Lemma 2.1.1. M, E™’ nin dizlemsel normal kesitlere sahip bir yuzeyi olsun. Eger
p’ deki her normal kesit v, p’ nin yeterince ki¢ik bir komsulugunda geodezik yay

degil ise bu durumda t = v (0) olmak tizere
h(tt) AR (tt)=0

dur [24].

Lemma 2.1.2. M, E™’ nin dizlemsel normal kesitlere sahip bir yuzeyi olsun. Eger
p’ deki her normal kesit v, p’ nin yeterince kucuk bir komsulugunda geodezik yay ise

bu durumda t = v (0) olmak tizere
(h(tht) ,h(t,1)) =0

dur [24].

Lemma 2.1.3. M, E™’ nin dizlemsel normal kesitlere sahip bir yizeyi olsun. Sayet
boy (Imh) <1

ise o zaman lokal olarak M, E™’ nin 3-boyutlu E* uzaynda kalir [24].
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2.2 Bir Kiurede Pointwise Duzlemsel Normal Kesitli

Altmanifoldlar

Bu kisimda ™ nin bir altmanifoldunun S™’ nin ikinci standart immersiyonu yardi-
miyla 2 veya 3- diizlemsel normal kesitlere sahip olmasinin gerek ve yeter sarti

arastirildi[33].

2.2.1 Bir Riemann Manifoldunun Bir Altmanifoldunun

Altmanifoldlar:

K bir Riemann manifoldu, M’ de K’ nin bir N altmanifoldunun altmanifoldu olsun.
M, N ve K iizerinde levi-civita konneksiyonlar sirasiyla V', V” ve V olsun. M’ nin
N ve K’ daki normal konneksiyonlar1 sirasiyla D’ ve D, N’ nin K’ daki normal
konneksiyonu da D" olsun.

X,Y, Z tanjant vektor alanlar, u € TpLM ,ueT,Nve(e€ TpiN vektor alanlar:
olsun. Bu taktirde

VY = ViY +1(X,Y), (2.2.1)
VxY = ViKY +h(X,Y),
= VLYY +h'(X,Y) (2.2.2)

yazilabilir. Burada h' ve h, M’ nin N ve K’ daki ikinci temel formlari, b’ de N’

nin K’ daki ikinci temel formudur. Ayrica,

Viu = —A.X+ Diu, (2.2.3)
Vxu = —A,X+ Dyu=V5%u+h"(X,u), (2.2.4)
Vil = —AX + DxC = —AlX + D¢ (2.2.5)

yazilabilir. Burada A’ ve A sirasiyla, M’ nin N ve K’ daki Weingarten doniigimii-

diir. Bu taktirde (2.2.1) ve (2.2.2) den

h(X,Y)=H(X,Y)+ ] (X,Y) (2.2.6)
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elde edilir. (2.2.3) ve (2.2.4)" ten

A, = A, (2.2.7)
Dxu = Diu+h"(X,Y) (2.2.8)

elde edilir. (2.2.5) ifadesinden
DxC — D¢ = AcX — AIX (2.2.9)

bulunur. h, A’ ve A" niin birinci kovaryant tiirevleri sirasiyla Vh, VA’ ve VA" olmak

uzere

(Vxh) (Y, Z) = Dxh(Y,Z)—h(VyY,Z)—h(Y,VyZ) (2.2.10)
(VxI) (Y, 2) = DI (Y,2) =W (VyY,Z) =W (Y,VZ)  (22.11)
(Vxh") (Y, Z) = DYR'(Y,Z)— K (VY. Z) - W' (Y. ViZ) (2:2.12)

olarak tanimlanir.Benzer sekilde h, A’ ve "’ niin ikinci kovaryant tiirevleri sirasiyla
VVh, VVI' ve VVh" tammlanabilir. (2.2.6) ve (2.2.8) denklemleri (2.2.10)" a

uygulanirsa
(Vxh) (Y, Z) = DYW(Y,Z)+h'(X,I(Y,2))
+Dxh"(Y,Z) — W (VyY, Z)
—W' (VXY Z) = W (Y, V' Z)

WY,V Z) (2.2.13)

elde edilir. (2.2.11) ve (2.2.12) kullanilirsa (2.2.13)" den

(Vxh) (V.2) = (Vxk)(v,z)4 | DXM2)
~Dih"(Y, Z)
V) (. 2) (2.2.14)

WX, (Y, Z)
FR(Y,W(Z,X) + W(Z, 1 (X,Y)

+

bulunur.
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Lemma 2.2.1. m-boyutlu E™ 6klid uzayimin bir n— boyutlu alt manifoldu M olsun.
M noktasal 2-dizlemsel normal kesite sahiptir gerek ve yeter sart herhangi bir x €

T,M tanjant vektori i¢in E™ de M’ nin ikinci temel formu
(Vxh) (X, X)ANh(X,X)=0 (2.2.15)
sartiny saglar [33].

Lemma 2.2.2. m-boyutlu E™ 6klid uzayinin bir n— boyutlu alt manifoldu M olsun.
M noktasal 3-diizlemsel normal kesite sahiptir ancak ve ancak herhangi bir x € T,M

tanjant vektori icin E™ de M’ nin ikinci temel formu
[(VxVxh) (X, X)+3h (X, Ayx,x)X) | A (Vxh) (X, X) AR (X,X)=0 (2.2.16)

sartina saglar [33].
2.2.2 S™ nin Ikinci Standart immersiyonu

SM(m) = {pegl(mR)|p =p}

9(9:Q) = 5iz(9Q),.Q € SM(m)

metrigi ile belirlenen R iizerinde m matrisli m simetrik uzay olsun.

fi8™ = SM(m+1)

u — f(u) =uu

doniigimiini gozoniine alahm. Bu gekilde tanimlanan f izometrik immersiyonuna
S™ nin ikinci standart immersiyonu denir. f(S™), [m + $m (m + 1)]-boyutlu bir
reel projektif uzaydir. f (S™)’ ye Veronese altmanifoldu denir. f immersiyonu ile

belirlenen S™ immersedi mLH] merkezli, 2(L yarigaplt SM (m+1) hiperkiiresinin

m+1)
bir minimal altmanifoldudur. Ustelik f’ nin ikinci temel formu A" paralel ve

g (X,Y) W' (Z,W)) = 2(X, Y)W (Z, W) + (X, Z) (Y, W) + (X, W) (Y, Z)
(2.2.17)

sartini saglar [33].
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Tamm 2.2.1. M, m-boyutlu bir manifold ve M’ de M’ nin n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. T,M " nin bir baz {eq,...,e,} olmak tzere

1
Hy = ~iz (h,) = > h(ene),i=1,..n

vektorine p € M’ de M’ nin ortalama egrilik vektor alany denir. Eger H = 0 ise

M’ ye minimal altmanifold denir [37].

2.3 Pointwise Duzlemsel Normal Kesitli Semi-Riemann

Altmanifoldlar

M, (s,m — s) isaretli m-boyutlu E™ pseudo-Oklidyen uzaymm (r,n —r) isaretli

n-boyutlu pseudo-Riemann altmanifoldu olsun [40].

Teorem 2.3.1. M, m-boyutlu E7" pseudo-Oklidyen uzayinin n-boyutlu pseudo-Rie-
mann altmanifoldu olsun. M pointwise dizlemsel normal kesitlere sahiptir ancak

ve ancak h ve Vh i¢in M’ de teget herhangi bir t tanjant vektori verildiginde
(Vih) (t,t) = (Vh) (t,t,1)

1¢In
(Vh) (¢, t,t) Nh(t,t) =0

olmasudur [40].

Lemma 2.3.1. M”

T

(s,m — s) isaretli m-boyutlu ET" pseudo-Oklidyen uzayinin
(r,n — 1) isaretli n-boyutlu pseudo-Riemann altmanifoldu olsun. Eger M, pointwise
diizlemsel normal kesitlere sahipse o zaman t € T,M non-dejenere vektori igin -,

t yoniinde normal kesit oldugu yerde T =+ (s) i¢in
VT =0
elde edilir [40].
Tanim 2.3.1. p € M de normal kesit v, v (p) =t i¢in
Y () A A (p) # 0
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ve
Y () A o A A F+1) (p) =0

oluyorsa, ' (p),....,v® (p), E (p,t) nin non-dejenere bir alt uzayina geriyorsa v’ ya

non-dejeneredir denir [40)].

Onerme 2.3.1. M, m-boyutlu ET* pseudo-Oklidyen wzayimn dizlemsel normal
kesitlere sahip, n-boyutlu pseudo-Riemann altmanifoldu olsun. Eger her normal kesit

v non-dejenere ise M timeliketir ya da spaceliketir [40].

Tanim 2.3.2.
Uy = {t e T,M" | (t,1)? = 1}
p

olmak iizere | J, M;" de
L(p,t) = Ly (t) = (h (1), h (t,1))

seklinde tanwmlanan bir L fonksiyonunu gozoninde bulunduralim. Eger L = 0 ise

MTL

T

non-dejenere dizlemsel normal kesitlere sahip degildir denir [40].

Teorem 2.3.2. M, m-boyutlu ET" pseudo-Oklidyen uzaynda L # 0 ile timelike ya
da spacelike n-boyutlu bir alt manifold olsun. O zaman asagidakiler denktur.

1- Her t € T,M" i¢in (V;h) (t,t) =0

2-Vh=0

3- M non-dejenere pointwise duzlemsel normal kesitlere sahiptir ve p € M de

her normal kesit bir kdse noktasina sahiptir [40].

Teorem 2.3.3. M, m-boyutlu E7" pseudo-Oklidyen uzayinin dizlemsel normal
kesitlere sahip, n-boyutlu pseudo-Riemann altmanifoldu olsun. Eger M’ nin non-de-
jenere normal kesiti duzlemsel ve ayni sabit egrilige sahipse, o zaman birim tanjant
demet uzerinde tanimlanan L fonksiyonu sabit ve normal kesit asagidakilerden birini
saglar;

a- L > 0: 1/\/f yarcapl ST C E? cemberinin bir parcasidar.

b- L > 0: 1/\/E yarigapl Si C E? nin bir parcasidr.

c- L < 0: 1//—L yarigcaph H' C E? nin bir parcasidr.
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d- L <0: 1/v/—L yargaph H} C E3 nin bir par¢asider
e- L = 0 ise dejenere duzlem Eoz,1 ya Eil de bir egri ya da diz bir ¢izginin bir

parcasidir [40].

Sonug 2.3.1. M, L # 0ile E" pseudo-éklidyen uzayrmn n-boyutlu pseudo- Riemann
altmanifoldu olsun. Eger M’ nin her non-dejenere normal kesiti dizlemsel ve ayns

K sabit egriligine sahipse, o zaman M bir paralel altmanifoldtur [40].

Teorem 2.3.4. M, m-boyutlu E pseudo- Oklidyen uzayinin non-dejenere n-boyutlu
pseudo-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman M’ nin dizlemsel geodeziklere sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart M’ nin her non-dejenere normal kesiti duzlemsel ve

ayni Kk sabit egriligine sahip olmasidur(40].

2.3.1 Pointwise Diizlemsel Normal Kesitli Pseudo-izotropik
Altmanifoldlar
L,, p € M de her birim tanjant vektoriniin se¢iminden bagimsiz ise M p €

M de pseudo-izotropiktir. Ozellikle eger L noktadan bagimsizsa M ye sabit
pseudo-izotropiktir denir [40].

Lemma 2.3.2. M" pseudo-izotropiktir ancak ve ancak herhangi t , t* ortonormal
teget vektorler: igin

(h(t",t) ,h(t,1)) =0
dur [40].

Uyar1 2.3.1. Eger M duzlemsel geodeziklere sahipse, M sabit pseudo-izotropiktir

[40].

Onerme 2.3.2. M, ET de n-boyutlu pseudo-izotropik pseudo-Riemann altmanifold

olsun. Eger M pointwise dizlemsel normal kesitlere sahipse, M" sabit pseudo-izotro-

piktir [40].

Teorem 2.3.5. M pointwise dizlemsel normal kesitli ET*’ nin pseudo-izotropik

non-dejenere altmanifoldu ise M dizlemsel geodeziklere sahiptir [40)].
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2.4 Geodezik Normal Kesitli Pseudo (")klidyen Uzayinin

Minimal Yiizeyleri

Tanim 2.4.1. M7, (s,m — s) isaretli m-boyutlu E™ pseudo-Oklidyen uzaywman (r,n — )

1saretli n-boyutlu pseudo-Riemann altmanifoldu olsun.
I[:M'— E™

wzometrik immersiyonu M " nin her geodeziginin goruntisini B nin 2-duzlem-

inin igine resmediyorsa bu izometrik immersiyona dizlemsel geodezik denir [38].

Tanim 2.4.2. h, M’ nin ikinci temel formu ve (.,.), E? nin skaler ¢carpima olsun.
(h(z,2),h(z,2))

p € M de birim tanjant vektori seciminden bagimsiz ise M yep € M’ de pseudo
wzotropiktir denir. M, ¥ p € M de pseudo izotropik ise M]' " nin pseudo izotropik
oldugu soylenir. Yani

12z, )|
her noktada invaryanttir [38].

Tanim 2.4.3. E7,’ nin simetrik bilineer formu (., .) metrigine gire, s- tane bileseni
negatif, t-tane bileseni sufir ve m-s-t-tane bileseni pozitif olan E™ yi gosterir. Eger

t=0 oluyorsa pseudo oklidyen uzay ET"’ yi elde ederiz [38].

Tanim 2.4.4. M, EY,” nin bir altmanifoldu ve M’ nin ikinci temel formu h olsun.
Eger Vh = 0 ise ikinci temel form paraleldir denir. Ikinci temel formu paralel olan

I:M"— ET; izometrisine tamdur denir [38].

Onerme 2.4.1. M, s—indeksli E7" pseudo oklidyen uzayinda indeksi rolan geode-
zik normal kesitli altmanifoldu ve v, v (0) € M de M’ nin normal kesiti olsun.

M’ nin normal kesiti v' (0) dogrultusunda kalir [38].

Teorem 2.4.1. E7"’ nin geodezik normal kesitli altmanifoldlar sabit pseudo-izotro-

piktirler.
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Teorem 2.4.2. M, m-boyutlu ET* pseudo-Oklidyen uzayinin non-dejenere n-boyut-

lu geodezik normal kesitli pseudo-Riemann altmanifoldu olsun. M tizerinde

((Vh) (). (VR) ()

M’ nin |JM birim tanjant demetinde sabittir[38].

2.4.1 Geodezik Normal Kesitli £’ in Minimal Yiizeyleri

Geodezik normal kesitli £2” in r-indeksli baglantili bir yiizeyi M olsun. Teorem?2.4.1’

den M]" pseudo izotropiktir. §imdi ¢ € M" birim tanjant vektori igin

L= (h(t,t),h(t,)) #£0

kabul edilsin.

((VA) (), (V) ()

|J M birim tanjant demeti iizerinde sabit oldugundan M’ nin ortalama egrilik

vektori H, {ey,ea}, M nin ortonormal gatisi olmak iizere
1
H= 5 {e1h (e1,e1) + exh (e, e2)}

ile tanimlanir. M" pseudo-izotropik oldugundan ¢ ve z herhangi ortonormal vektorler

olmak tizere
(=1)"(h(t,t),h(t,t))y = (h(t,t),h(z,2)) +2(h(t,2),h(t, 2))

olur. E?’ te M™ nin minimal oldugunu kabul edelim. Buradan ¢ ve z herhangi

ortonormal vektorler olmak lzere
h(t,t)=—(—=1)"h(z,z)
ifadesi elde edilir [38].

Lemma 2.4.1. M", E>’ in geodezik normal kesitli bir minimal yizeyi olmak tizere

(h(t,z),h(t z)), M nin ortonormal her tanjant vektori i¢in sabittir. Buradan

<h <t7 Z) 7h (t, Z)> = - (_1)T <h (t7 t) 7h (tv t>>

olur [38].
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Lemma 2.4.2. M", E?’ in geodezik normal kesitli bir minimal yizeyi olmak tizere

L # 0 ise M’ ye tanjant her t birim vektori i¢in

(V) (#) . (1) () — 0
olur [38].

Onerme 2.4.2. M?", E®’ in geodezik normal kesitli bir minimal yizeyi olmak tzere
asagqidakiler denktir.

1- M paralel pseudo izotropiktir.

2- M diizlemsel geodeziklere sahiptir.

3- M flattur [38].

Onerme 2.4.3. Onerme2.4.2 te kabul edilen varsayimla normal uzay Imh tamamen

dejenere vektiorlerden olusmustur ve boy (Imh) =1 dir [38].

Teorem 2.4.3. M", E5’ in geodezik normal kesitli, tam baglantily bir minimal yiizeyi

olmak tizere M, Eil " te flat quadratik yizey ya da tamamen geodezik yizeydir [38].
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BOLUM 3
R} Semi-Riemann Manifoldunun Diizlemsel

Normal Kesitli Altmanifoldlar:

Bu boliim iki alt boliimden olugmaktadir. Birinci altbolimde R? semi-Riemann
manifoldunun lightlike altmanifoldunun dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip
olma sartlar1 ve bir 6rnek verildi. Ikinci altboliimde R? semi-Riemann manifoldunun
lightlike altmanifoldunun non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip olma sartlari,

karakterizasyonlar ve bir ornek verildi.

3.1 R} Semi-Riemann Manifoldunun Dejenere

Diizlemsel Normal Kesitli Lightlike Altmanifoldlar:

Tamim 3.1.1. M, R} semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu olsun.

M dizerinde & € RadT' M ve p € M olmak tzere

E(p,§) ={& uir (T'M)

afin uzayima olusturalim.

E(p, )N M=~

olup v, v(0) = p € M noktasinda & = +' (0) dogrultusunda dejenere bir egridir.
Bu egriye M lightlike altmanifoldunun dejenere normal kesit egrisi denir. Bdylece

asagqidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.1. R? semi-Riemann manifoldunun her lightlike altmanifoldu dejenere

diizlemsel normal kesitlere sahiptir.

Ispat. {¢, N}Vnin gerdigi diizlem hiperbolik diizlem olup S (T'M) bir Riemann manifold-
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dur. v null bir egri oldugundan

Y(s) = ¢
V'(s) = Ve&=-1(6)¢
V" (s) = [—ET€))+72(9)]¢

/]

elde edilir. Buradan +/, 4" ve 4" 7 nin £ dogrultusunda kaldig1 goriiliir. Dolayisiyla

Vp € M noktasinda
,y//\,y///\,)//// — 0

bulunur. [

Ornek 3.1.1. R} semi-Riemann manifoldunun % = 2+ 22 null konisini M yiizeyi

olarak ele alalim.Bu null koninin parametrizasyonunu

1 = \/ 23+ 23

olsun. Yuzeyi geren vektorler

Xl - <ﬂ7170)7
Zy

X, = (ﬁ,m)
xy

olarak bulunur. Buradan

Zl - (x27x270)7

Z2 = (l’g, 07 xl)

elde edilir. M lightlike altmanifoldunun RadTM = TM* radikal distribiisyonu

§= (I1,$27$3)
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ile gerilir. Boylece M’ nin lightlike transversal vektor demeti

1

Itr(TM) = N=——
tr( ) = Span { =

(21, 22, —xg)}

ile verilir. Buradan ekran distribiisyonu S(TM), Zy ile gerilir [41]. Sonug¢ olarak
Vp € M noktasinda

Y (s) = &
"(s) = ¢
”/(S) — 6

elde edilir. Boylece ¥p € M noktasinda
,_y//\,_y/l/\fyl// — O

dir. Buna gore RY semi-Riemann manifoldunun null konisinin dejenere diizlemsel

normal kesitlere sahip oldugu gorilir.

3.2 R} Semi-Riemann Manifoldunun Non-Dejenere

Diizlemsel Normal Kesitli Lightlike Altmanifoldlar:

Tanim 3.2.1. M, R? semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu olsun.

M dizerinde w € S (TM) ve p € M olmak tizere
E(p,w) ={w} Uir (TM)
afin uzayim olusturalim.
E(pw)N M=~

olup v, v (0) = p € M noktasinda w =~ (0) dogrultusunda spacelike bir egridir. Bu

egriye M lightlike altmanifoldunun non-dejenere normal kesit egrisi denir.

Teorem 3.2.1. M, R} semi-Riemann manifoldunun bir lightlike altmanifoldu olsun.
M tamamen umbilik ekran konform lightlike altmanifold ya da tamamen geodezik
lightlike altmanifoldudur ancak ve ancak M non-dejenere dizlemsel normal kesitlere

sahiptir.
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Ispat. (M, g, S(TM)), (g, R?) iin tamamen umbilik ekran konform lightlike altma-
nifoldu olsun. Bu durumda V*, S(T'M)’ nin integral altmanifoldu /"’ niin konneksi-
yonu, t, o, 5 € IR ve 4" (0) = w olmak iizere w € S(T'M) oldugundan ¥p = v (0) €
M icin

C(w,w)§+ B(w,w) N = g(w,w){af + N} = {af + SN}

olup M’ nin normal kesit egrisi v, w dogrultusunda spacelike bir egri oldugundan

Y(s) = w (3.2.1)
v (s) = Viw+C(w,w)é+ B(w,w)N (3.2.2)
= Viow+af+ N

Y"(s) = Vo,Vow+C(w, Viw)é+w(C(w,w))é —C(w,w) Ajw

+w (B (w,w)) N — B (w,w) Ayw + B (w, V: w) N (3.2.3)
7" (s) = Vo, Vyw+t{al+ N} —aAfw — BAyw (3.2.4)
(3.2.5)

dir. Diizlemsel normal kesit tanimindan, S(T'M) = Sp {w} oldugundan ve M’ nin

tamamen umbilik ekran konform lightlike altmanifold olmasindan
wAViw=0 (3.2.6)

ve

w A (V, Vyw — Clw, w) Afw — B (w,w) Ayw) =0 (3.2.7)

elde edilir. (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) ifadelerinden (3.2.6) ve (3.2.7)’in gozoniinde

bulundurulmasiyla Vp € M noktasinda

7" (8) A" (s) Ay (s) =0

elde edilir. Boylece M lightlike altmanifoldu non-dejenere diizlemsel normal kesitlere

sahiptir.
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Eger M tamamen geodezik lightlike altmanifold ise M’ nin ikinci temel formu

B =0 olup
V() = w
7'(s) = Viw+ag
Y"(s) = ViViw+tal — aAfw
bulunur. Dolayisiyla
7" () Ay (s) A (s) = 0
elde edilir.

Tersine M lightlike altmanifoldunun diizlemsel normal kesitlere sahip oldugunu

kabul edelim. Bu taktirde (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) denklemlerden

(C(w,w) &+ B(w,w) N) A (C(w,w) Afw + B (w, w) Ayw) =0

elde edilir. C'(w,w) Afw+B (w,w) Aywile C' (w, w) {+B (w, w) N’ nin bulunduklar

demetlerden dolay1 lineer bagimh olamayacaklar1 acik olup, burada ya
C(w,w) Ajw + B (w,w) Ayw =0

ya da
C(w,w)é+ B(w,w) N =0
olmahdir. Eger C' (w,w) Afw + B (w,w) Ayw = 0 ise o zaman Vp € M de

B (w,w)

C (w,w)

AZw = — Anyw
olup M, C # 0 ile tamamen umbilik ekran konform lightlike altmanifolddur.
C(w,w)+ B(w,w)N=0

ise M tamamen geodeziktir. O]

Teorem 3.2.2. (M, g,S(TM)), (g,IR}) semi-Riemann manifoldunun bir ekran
konform lightlike altmanifoldu, S(T M) integrallenebilir ve M', S(T M)’ nin integral
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altmanifoldu olsun. V*, M nin konneksiyonu olmak tizere T (w,w) = C' (w,w) £ +

B (w,w) N i¢in asagidaki ifadeler denktir.

1-Nw € S(TM) spacelike vektori i¢in (V,T) (w,w) =0,
2-)VT =0
3-)M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip ve M’ nin her normal kesiti

p noktasinda bir kése noktasina sahiptir.

Ispat. (3.2.6) ve < VXw,w >= 0 denklemleri kullanilirsa

elde edilir. Boylece (1) < (2) saglanir.
(2) = (3) Farz edelim ki VT = 0 olsun. Bu taktirde

V() AV () AN () = w A (Vigw + C (w,w) € + B (w,w) N)
ANV Vw4 tC (w,w) €+ tB (w,w) N + V,,T)
=0
dir. Boylece M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahiptir. v, p € M noktasin-

da w € S(T'M) dogrultusunda M’ nin normal kesit egrisi oldugundan
7' (s) = Viw+ C(w,w) &+ B(w,w) N (3.2.8)
ifadesi 7 nin egriligi x (s)’ de yerine yazilirsa, w = 7 (s) oldugu yerde

K (s) = (v"(s),7"(s))
= 2C(w,w)B(w,w)

= (T (w,w), T (w,w)) (3.2.9)

dir. Buradan,

d/a';s(p) =2(V,T (w,w),T (w,w)) = {((V,T) (w,w),T (w,w))
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ve

oldugundan p = v (0) da

ds
olup p € M noktasida = (s) bir koge noktasina sahiptir.

(3) = (1) Eger M diizlemsel normal kesitlere sahipse

V() AV () A" (s) = wA (Viw+T (w, w))
ANV Viw +tT (w,w) + (V,T) (w,w)) =0

Y () AV (s) A" (s) = T(w,w) A (VoT) (w,w) =0 (3.2.10)

olur. p noktast 7’ nin bir koge noktas: ise

dr? (0)

ds =0

ifadesine sahip oldugumuzdan ve (3.2.9) denkleminden

((VWT) (w,w), T (w,w)) =0 (3.2.11)

elde edilir. (3.2.10) ve (3.2.11) denklemlerinden de (V,,T) (w,w) = Oyada T (w,w) =
0 oldugu gortliir.

U={weS(TM)|T(w,w)=0}

kiimesini tammliyahm. Eger int(U) # @, oldugundan int(U) iizerinde (V,,T) (w, w) =
0 bulunur. Buradan da VT = 0 ifadesine sahip oluruz. O

Ornek 3.2.1. R}’ iin A2 null konisi —(10)> 4 (21)2+ (22)° = 0, denklemiyle verilsin.
N2 lightlike altmanifoldunun RadTM = TM* radikal distribisyonu & = (xg, 1, T2)
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ile gerilir. M’ nin lightlike transversal vektor demeti

2(,1'0)2 (—LUO, €, x?)
ile gerilirYX € T' (T'M) yer vektori olarak alinirsa
Vxé=Vxé=X, VX el (TM)

olur. O zaman

AX+7(X)E+X =0

elde edilir. Af, T'(S(T'M)) degerli olarak alnirsa
AIX = —PX, VX €T (TM) (3.2.12)

bulunur. X € T (S(TAY)), (X1, Xs) igin

l’le + IEQXQ =0 (3213)
oldugu yerde
0 0
X=X1—+Xo—
181’1 + 28.%‘2

0 0
X = —.Tza—xl + xla—@

seklinde ifade edilirse ve (3.2.13) denklemi siraswyla xg, 1,z  ye gore tirevlenirse

2 2

_ 0X, 0
VX =VeX=) > a4 o (3.2.14)
A=0 a=1 a
2 DG
G(VeX, )= wexa ey (21.X1 + 22X3) = 0 (3.2.15)

elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.15) denklemlerinden V¢X € T (S(TA2)) olarak bulunur.
Boylece X, Y € T (S(TAE)) igin AxE =0 olur. S(TM)’ nin ikinci temel formunda
N’ nin degeri ve (3.2.14) denklemi kullanilirsa

C(X,Y) = g (VxY,N) = g (VxY,N) = —Wlo)zg(x Y).
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buluruz. Boylece

1

g(ANX,Y) = —mg()Q Y) X;Y el (S(TA}))
0
elde edilir. Buradan
1
AvX = ———=PX, X el (TN 2.1
N 2(1’0)2 ) S ( /\0) (3 6)
elde ederiz. (3.2.12) ve (3.2.16) denklemlerinden de
1
ANX = — = A X, T (TN
N 2(0)? € ( /\0)
olup boylece N: iizerinde tanimlanan ¢ = 2(1—10)2 pozitif konformal fonksiyonu ile

N2 null konisi B3 iin ekran konform lightlike bir altmanifoldudur. Simdi Gauss ve

Weingarten formaillerini kullanarak
§(VeX,§) = g(VeX,§) =g(X,§) =0
Fg(VeX,§) = 0=7(X,Vel) =0=g(X,A) =0
A =0
elde ederiz. Buradan
g(VeX,N) = 0=g(X,VeN)=0
§(X,VeN) = 0= g(X,—AnE) =0

ANS - 0
sonucu bulunur ve
= g(Vx&N) =0
= g —-ANX+7(X)N)=0
= g(gaANX>:

ifadesine ulasiriz. Simdi X " in Vx X tiurevini hesaplhyalim

VXX = (X [0] 7X [_LEQ] ,X [Jfl]) = (0, —Iy, —I'Q) .
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Gauss denkleminden
VxX = VxX+B(X,X)N

= Vi X+C(X, X)§+B(X,X)N

_ _ 1
C(X,X) = g(VxX,N)=-5(X,VxN) =g(X,AyX) = -5
ve
VxX = VxX+B(X,X)N
= B(X,X)=g (VXX f)
= B(X,X)=-7(X,Vx¢)
= B(X, X)=-g(X X)
= B(X,X)= -z}
bulunur. Buradan C (X, X) ile B (X, X) arasindaki iligki
1
C(X, X) = Ja3B (X, X)
olup M nin ekran konform oldugu rahatca gorilir. Simdi v',~" ve v ifadelerini

hesaplarsak

’7, = X:(Oa _x27x1)

V' = VxX 4+ B(X,X)N
1
= (0,—zy,—m9) — x%m (—z0, 1, 2)
1
5
V" = VxViX + X (B(X, X)) N+ B(X,X) VxN

Zo, —3£L'1, —3332)

= VxVxX+B(X,VxX)N+ X (B(X,X))N —B(X,X)AxyX
dwr. Vx X ifadesinin tekrar X dogrultusunda kovaryant tiurevi alinirsa

VXVX)( - (Oa X2, _xl)

o8



elde edilir. Simdi B (X,VxX) ifadesini hesaplarsak

ViVxX

VxVxX +B(X,VxX)N
§(VxVxX,§) =B(X,VxX)
—g (VxX,Vx€) = B(X,VxX)

— (0 + X1.29 — xl.xg) =B (X, VXX)

R

B(X,VxX)=0
bulunur. X (B (X, X)) tirevini hesaplarsak
X(B(X,X))=X[-z3] =0

elde edilir.Stmdi de AxyX ifadesinin degerini hesaplarsak

1
1 1
1
AyX = T2 (0, =22, 21)

bulunur. Bulduklarimizi v ifadesinde yerlerine yazarsak
7" =2(0, 22, —71)

"

elde edilir. Boylece " ile v ifadeleri lineer bagiml olup ¥p € N3 noktasinda
,y//\,y///\,ylll — 0

olup R3 semi-Riemann manifuldunun A} konisi non-dejenere diizlemsel normal kesitlere

sahiptir.
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BOLUM 4
R} Semi-Riemann Manifoldunun Bir Half-
Lightlike manifoldunun Diuzlemsel Normal Kesitli

Altmanifoldlar:

Bu boliim iki alt boliimden olugsmaktadir. Birinci altboliimde Rj semi-Riemann
manifoldunun bir half lightlike altmanifoldunun dejenere diizlemsel normal kesitlere
sahip olma sartlar1 aragtirildi ve bir érnek verildi. Ikinci altbdliimde ise Rj semi-Rie-
mann manifoldunun bir half lightlike altmanifoldunun non-dejenere diizlemsel normal
kesitlere sahip olma sartlar1 arastirildi ve bir takim karakterizasyonlar ayrica konu

ile ilgili iki tane ornek verildi.

4.1 Rj Semi-Riemann Manifoldunun Dejenere Diizlemsel

Normal Kesitli Half-Lightlike Altmanifoldlar:

Tanim 4.1.1. M, R} semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu

olsun. M fdizerinde & € RadT M ve p € M olmak tizere

E(p, &) ={&utr (T'M)

afin uzayim olusturalim.

E(p,)NM =~

olup v, v(0) = p € M noktasinda & = ~' (0) dogrultusunda null bir egridir. Bu

egriye M half-lightlike altmanifoldunun dejenere normal kesit egrisi denir.

Teorem 4.1.1. M, Rj semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu
vey, & =9 (0) dogrultusunda, v (0) = p € M noktasinda M’ nin normal kesit egrisi
olsun. £ € RadT M olmak tizere M’ nin dizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

Dy (£,€)uAVeDy (£,6)u=0 (4.1.1)
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olmasaidar.

Ispat. v, £ = 4/ (0) dogrultusunda ~ (0) = p € M noktasinda M’ nin normal kesit

egrisi oldugundan
V(s) = ¢
V"(s) = V&=Vl + Dy (&8 u

V" (s) = VeVel+ Dy (Vel, &) u+E(Da(§,6)) u+ Dy (€,8) (—AL +e1(§) N)

olur. Normal kesit tammindan p = 7 (0) da v, £ yoniinde normal kesit olmak iizere

V€ ve VeV de € dogrultusundadir. Gergekten

Ve = —Af+uw (E=w (¢ (4.1.2)

VeVel = &(ur ()€ +ui (§) € +ua (€) Do (€,€) u (4.1.3)
= VeVel+ D2 (Ve §u

= VeVl +ui (§) D2 (§,§u (4.1.4)

olup, (4.1.3) ve (4.1.4) ifadelerinden

VeVe€ =& (w1 (§) € +ui ()€

bulunur. Buradan da

Ve NE=0 (4.1.5)

ve

VeVeEAE=0 (4.1.6)

sonucuna varihr. Simdi R3’ te M half-lightlike altmanifoldunun diizlemsel normal
kesitlere sahip oldugunu kabul edelim. O zaman diizlemsel normal kesitlere sahip

olma sartindan
Y (s) A" (s) Ay (s) =0

olmalidir. Buradan
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VeVl + Dy (Ve O u

EN(VeE + Dy (§,8)u) A =0
+E (D2 (§,8)) u+ D2 (&,6) (—Aul + 1 (§) N)

olur. Burada (4.1.5), (4.1.6) ifadeleri goz 6niine alinirsa

D2 (£7 5) u

ve

lineer bagimh olmalidir. Dy (&, &) v’ nin kovaryant tiirevi

VeDs (§,6)u= & (D2 (§,€)) u+ D2 (&) (Al +e1 () N) (4.1.7)

dir. Lineer bagimliliktan dolay1

Dy (§,8) u N (D2 (Ve€, &) u+€(D2(§,6)) u+ D2 (§,8) (AL +e1(§)N)) =0

ifadesinden

D2 (€,€)U/\?§D2 <€7£)U =0

elde edilir.

Simdi tersini kabul edelim. Ds (&, &) uA VDo (€,€) u = 0 olsun. Eger Dy (£,&) u
ile VeDy (€,€)u lineer bagiml ise ispat agikardir. Diger iki duruma bakalim. O
zaman ya Dy (§,6)u = 0 dir ya da VeDy (€,€)u = 0 dir. Eger Dy (£,€)u = 0 ise
Dy (&,&) = 0 olup M, RadT M de tamamen geodeziktir ve ayni zamanda tamamen
umbiliktir. Bu taktirde

Y(s) = &
7Y'(s) = wi(§)¢
V"(s) = VeVeb =& (ur ()€ +ui(€)€
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olup, 7' (s) Avy” (s) Av" (s) = 0 dan M dejenere diizlemsel normal kesitlere sahiptir.
Eger diger durum soz konusu ise o zaman @ng (&,€) u =0 ile v boyunca paraleldir
dolayisiyla ekran konformdur. 7, ¢ yoniinde normal kesit oldugunda (4.1.1) ifadesi

gecerli olup

V()N (s)A" (8) = EAD2 (€,§) uAD2 (Ve&, &) u+EAD: (§,§) uAVeD2 (€, §) u =0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O]

Simdi
L,: RadT,M — R
£ = Ly(§) =D3(§ & e e=+1
seklinde bir fonksiyon tamimliyalim. p € M ve v(0) = p olsun. Eger p € M de

L, =0yani Dy (&,&) =0 ise bu durumda da M dejenere diizlemsel normal kesitlere

sahiptir denir. Gergekten
7(0) = ¢
7'(0) = Vel =u(§)¢
7"(0) = Veur (§) €= ¢ ()€ +ui(§)¢
den v/ (s) Ay" (s) A" (s) = 0 olup M dejenere diizlemsel normal kesitlere sahiptir.

Simdi de p € M’ de 4" nmin egriligini hesapliyalim. p € M’ de ¢ = +1 olmak fizere

ex? = (7",4") olarak tammmliyalim. Eger p € M noktasinda 7 (0) = p olmak iizere

dr?(0) _

T 0 ise « egrisi bir koge noktasina sahiptir denir.

M’ nin radikal uzayinda tanimlanan L, fonksiyonu i¢in L, = 0, yani D5 (£,£) =0
olsun. Bu taktirde £ € RadT M igin

h(€,) = Di(&,)N+ Dy (6,8 u= Dy (6,6 u=0
Veh(£,6) = 0

bulunur ve dolayisiyla Vi = 0 elde edilir. Buradan

er’ (s) = (7" (s),7" (s)) = (ur () &,u (§)§) =0

olup Vp € M noktasinda k = 0 dir. O halde bu sonuglardan su teoremi verebiliriz.

63



Teorem 4.1.2. M, R} semi Riemann manifoldunda L, : RadT,M — R , L, (£) =
D2 (,€) e = 0 ile dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip bir half lightlike altmanifoldu

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. M’ nin radikal vzayinda Dy = 0 doir.

2. h(£,6) =Dy (&,€)uile (Veh) (£,6) =0
3. Vh=0

4. Vp=~(0) € M noktasinda k =0 dar.

M, R}’ iin dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip bir half-lightlike altmanifoldu

olsun. p € M’ deki normal kesit ~ i¢in

dir ve diizlemsel normal kesit tanimindan V¢ A ¢ = 0 dir. Bu ikisinin var olmasi
V€ = 0 olmasimi gerektirmez. Ama V£ = 0 olacak sekilde bir parametre bulunabilir.
Bu parametreye distinguish parametresi denir, bu parametre null egrilerde yay
parametresinin oynadigi rolu oynar. V¢ # 0 ise yani v, p’ nin yeterince kiiglik

bir komsgulugunda geodezik yay degil ise

Y(0) = ¢
V'(0) = Vel =Vel+Dy(&,8)u=u (§) €+ Dy (€, u (4.1.8)
Y"(0) = E(ur(€)E+ui(€)E+ui (&) Da(€,&u (4.1.9)

elde edilir. v diizlemsel bir egri oldugundan ' (0) Ay” (0) A" (0) =0 olupVp € M

noktasinda a (s), b (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

7" (s) =a(s)7" (s) + b(s)7 (s)
ifadesinde karsilikli demetler esitlenirse

D, (f,f) =& (5) =0

elde edilir. Boylece agagidaki teoremi ispatlamig oluruz.
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Teorem 4.1.3. M, R}’ in dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip bir half lightlike
altmanifoldu olsun. Eger p € M’ nin yeterince kucuk bir komsulugunda v geodezik

yay degil ise o zaman RadT M de Dy =0 dar.

Simdi farz edelim ki v distinguish parametresiyle verilsin yani -, p’ nin yeterince
kiigik bir komsulugunda geodezik yay olarak verilsin. O zaman V¢ = 0 olup

buradan u; (§) = p;1 (§) = 0 elde edilir ve boylece
7(0) = ¢
7(0) = Da§§u="h(£8) (4.1.10)
7"(0) = &(D2(&§€)u— D2 (&€ Ak —eD5 (§,§) N

/

ifadeleri bulunur. M’ nin p € M de dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde 7' (0) A" (0) A~v"(0) = 0 olup £ A h(§,&) A
Veh (€,€) = 0 bulunur. Burada ya Veh (€,€) = 0 dir ya da h(£,€) = 0 dir. Eger
Veh (€,€) =0 ise
(h(&,€) . h(&w)) = (h(&E). Vew) — (R (&), Vew)
= —(Veh(£6),w)
= 0 (4.1.11)

elde edilir. Dy, Do, I'(T'M) de simetrik bilineer form oldugundan

(h(&€) . h(&w)) = (h(&E). Vi) — (h(£€),Vus)
= €Dy (§,€) Dy (w,§), (4.1.12)
vazilabilir. (4.1.11) ve (4.1.12) ifadelerinden w = w (p) € T'(T'M) igin T' (T M)

de Dy = 0 bulunur. Dolayisiyla V,,& € T'(TM), £ € RadTM ve w € T'(TM)

oldugundan M irrotationaldir. Boylece su teoremi ispatlamig olduk.

Teorem 4.1.4. M, R}’ in dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip bir half lightlike

altmanifoldu olsun. Eger p € M’ nin yeterince kiigik bir komsulugunda v geodezik
yay ise o zaman £ € RadTM ve w € T (TM) i¢in V& € T (TM) oldugundan M

irrotationaldir( irrotasyonel ).
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Sonug 4.1.1. M, R}’ iin dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip bir half lightlike
altmanifoldu olsun. O zaman A&, RadT M degerlidir.

Ispat. ~ diizlemsel bir egri oldugundan a (s),b(s), p € M de diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere

7" (s) = a(s)7" (s) + b(s)7 () (4.1.13)

ifadesini yazabiliriz. Bu ifadeyi sirasiyla N ve w ile carparsak, N ile carptigimizda

€ (ur (€)) + ui (§) — D2 (£,€) (Au&, N) = a(s) ur (€) +b(s)

u ile carptigimizda

Uy (5) 6D2(€7§) + 6 (D2 <§7§)) €=a (S) €D2(§7 5)

buluruz. Buradan

a(s) = w (&) +&(In(D2(E,6)))
b(s) = &(ur(§) —D2(&8) p2(§) e —ua (§) € (In(D2(&,8)))

ifadelerini elde ederiz. Bulunan a (s) ve b(s) ifadeleri

7" (s) = a(s)7" (s) +0(s) 7 (s)

denkleminde yerine yazilirsa

7"(s) = ui(§)&+u(€) Da(§ §u
+&(In (D5 (£,€))) D2 (&, 8) u (4.1.14)
& (w1 (§)) & — €D2(€,€)p2 (§) €

elde edilir. Bu ifade de 4" (s) nin (4.1.9)" deki degeri kullanilirsa ve (4.1.13)" de

a(s), b(s) fonksiyonlarimin degerleri yerine yazilirsa

E(ur (§)€) +ui(§)¢ uf (§) € +ui (§) D2 (€, &) u
+ur (§) D2 (§,u+ (D2 (§,€)u [ = +E(n(D2(£,8))) D2 (8 u
=D (£,6) Al + Dy (§,€) 1 (§) N +& (u1 (§) €) — eDa(§,€)p2 (§) €
(4.1.15)
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elde edilir. Bu ifade de kargihikh I' (T'M) ve I' (tr(T'M)) demetleri esitlenirse

Al = ep2 (§) € (4.1.16)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Simdi

(Veh) (£,6) = Veh(£,€) —2h(VeE,€)
= §(D2(§,8))u— Dy (€,6) A
+D; (&,8) 1 () N —2uy (§) Do (£, 8 u

ifadesinde (4.1.15)" deki esitlenen tr(7'M) kisimlarinin esitlenen boliimleri ve (4.1.16)

kullanilirsa

(Veh) (£,€) +2uy (€) D&, )u = € (In(Dy(€,€))) Dy (€,€)u (4.1.17)
—€eDs(&,€)p2 (§) €

esitligi elde edilir. M half-lightlike diizlemsel normal kesitlere sahip bir altmanifold
olsun. Eger v normal kesit egrisi p € M’ nin yeterince kii¢iik bir komgulugunda
geodezik yay degilse V& = uy (§) € # 0 olup M diizlemsel normal kesitlere sahip
oldugundan v (s)Ay” (s)Ay" (s) = 0 ifadesinde (4.1.8), (4.1.14) ve (4.1.17) kullanilirsa

Ds(&,8)u A (Veh) (£,€) =0 (4.1.18)

denklemini elde ederiz. Eger M’ nin sifirdan farkli her dejenere tanjant vektori
€ igin Dy(&,&)u A (Veh) (€,€) = 0 oldugunu kabul edersek, o zaman ya h(§,§) =
Dy(&,8)u = 0 dir ya da (@JL) (£,€) = 0 ile v boyunca paraleldir. Eger h (£, &) =
Dy(&,&)u =0 ise

V(s) = ¢
V' (s) = Vel=ui(§)§
V" (s) = VeVe&=E(ur (6) € +ui(6)¢
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den 7/ (s) A" (s) A" (s) = 0 elde edilir. Eger (Veh) (€,€) =0 ise

Y () AY (s) A" (s) = EAND(E,E)uA Dy (Ve &) u
+ENDy (E,E)uAVeDy (E,6)u
= EADyEun (Veh) (£,€) =0

elde edilir. Bu taktirde agagidaki teoremi elde etmis oluruz.

Teorem 4.1.5. M, R3’1in dejenere normal kesitlere sahip bir half lightlike altmanifol-
du olsun. Eger p € M’ nin yeterince kuctk bir komsulugunda v geodezik yay degil ise
M half-lightlike altmanifoldunun dizlemsel normal kesitlere sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
Dy(&,€)un (Veh) (€,€) =0

olmasadar.

M, R} nin screen konformal diizlemsel normal kesitlere sahip bir half-lightlike

altmanifoldu olsun.V’ nin (0,4) tipindeki Riemann egriligini diisiinelim.

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z+ Dy (X,Z)AxY — Dy (Y, Z) Ay X
4Dy (X, Z) AY — Dy (Y, Z) AuX +
{(VxD1) (Y. Z) = (VyD1) (X, Z) + p1 (X) D1 (Y, Z)
—p1(Y) D1 (X, Z) + &1 (X) Dy (Y, Z)
—1 (Y) Do (X, 2)IN +{(VxDo) (Y, Z) — (VyDs) (X, Z)
—p2 (X) D1 (Y, Z) = p2(Y) D1 (X, Z) }u
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denkleminin kullanilmasiyla ve egrilik tensoriintin tanimiyla

g(R (XY)Z,PW) = g(R(X,Y)Z,PW)+ Dy (X,Z)g(ANY, PW)

—D1 (Y, Z) g(AnX, PW)
+Dy (X, Z) g(AY, PW) — Dy (Y, Z) g(AuX, PW) +
{(VxD1)(Y,Z) — (VyD1) (X, Z) + p1 (X) D1 (Y, Z)
—m (YY)D (X, Z) 4+ ¢, (X) Dy (Y, Z2)
—e1(Y) Dy (X, Z)}g(N, PW) +
{(VxD2) (Y, Z) = (VyD2) (X, Z)
—p2 (X) D1 (Y, Z) = p2 (Y) D1 (X, Z) }g(u, PW)

= Di(X,Z2)eD1(Y,PW)— Dy (Y,Z)pD:(X, PW)
+eDy (X, Z) Do(Y, PW) — €Dy (Y, Z) Do(X, PW)

bulunur. p € M de T,M’ nin null vektorii { olmak tizere 7, M’ nin bir null diizlemi

¢ dogrultusunda null bir diizlem olarak isimlendirilir. Eger v € H i¢in g (v,£) =0

ve vy € H var dyle ki g (vo, vp) # 0 ise. O zaman V ve £ ye gore null kesit egriligi

K (1) = PSS

ile tammlamr. Buradan v € I'(S (TM)) ve € € T' (RadT M) igin
K¢ (H) = ¢(D1(v,€) D1 (§v) = D1 (§,8) Di(v,v))
+e(Dz (v, &) Da(§,v) — D2 (€,€) Da(v,v))
elde edilir[41).D; (v, €) = 0 ifadesinin kullanilmastyla
K¢ (H) = ¢(D3 (v, €) D2(&,v) = D2 (§,€) Da(v,v))

bulunur. Eger M minimal dejenere normal kesitlere sahip half-lightlike altmanifold
ise Vp € M noktasinda
Ke(H)=0

bulunur. Béylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.1.6. M, R3(c)’ in dejenere normal kesitlere sahip ekran konformal half-

lightlike altmanifoldu olsun. Eger M minimal ise sifir null kesit egriligine sahiptir.

69



Ornek 4.1.1. Ry’ in

= ! (z' 4+ 27);

V2
= %log (1 + (ocl — x2)2)
denklems ile verilen M altmanifoldunu disunelim. O zaman
1o 1 1 2y 1 1 2\2
(m , T ,ﬁ(m +:13),§10g<1—|—(m —x) ))

ifadesini siraswyla o' ve 2%’ ye gore tirevlersek
U = V2 <1 + (a:l — x2)2> o) + <1 + (:171 — x2)2> 05 + V2 ($1 — ZBQ) 04,

V2 <1 + (xl — a:2)2> Oy + <1 + (xl — x2)2> 5 — V2 (:L‘1 - xQ) Oy,
£ = (xl,xQ, % (z' +2?) ,%1og <1 + (2! — x2)2>>

olup € ifadesinde x' = 2% = 1 alinirsa

Uy =

= (1,1,\/5,0)

bulunur.

u:2(ac2—x1)5’2+\/i(xz—xl)83+(1+(:L’l—xz))84
olup TM = Span {Uy,Us} ve TM* = Span{&,u} bulunur. M zerindeki radikal
distribiisyon RadT M, & tarafindan gerildigi icin ranky 1 olup M bir half-lightlike

altmanifoldudur. S(TM) ve D siraswyla timelike ve spacelike olan Uy ve u vektorleri

ile gerilir. Buradan null kanonical afin normal demet i¢in

1 1 1
Itr(TM) = span {N = —5(91 + 532 + E@g}

bulunur. Béylece afin normal demet ltr(TM) = Span {N,u} seklinde elde edilir. Rj

tizerindeki levi-civita konneksiyonu V ile tansmbyalim. O zaman direkt hesaplamayla
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VX e ' (TM) igin

vU2U2 - VU2U2+D1(U2,U2>N
+D2 (UQ,UQ)’LL

G (ViUs,€) = Dy (Us, Uy)

—G (U2, V&) = Dy (U, Uy)

=g (U2, Vi€ + Dy (Uz, §) N + D3 (Uz,§)u) = Dy (Us, Us)
=3 (U2, Vy,€) —g(U2,§) =0= Dy (Uz,Us)

Dy (U, Uy) = 0 ve Dy (Us, &) = 0 oldugundan Dy = 0 bulunur. Buradan Gauss ve
Weingartien formillerini kullanarak M’ ye tanjant her X = X1 + X2U, icin

D, = 0;
Ae = 0
Ay = 0;
Vx¢{ = 0
p1(X) = 0
Dy (X,6) = O;
Dy (U, Us) = 2
VxU, = 2V2 (22 - ) > X?Us
1+ (z! — 22)?

elde edilir. Dy = 0 oldugu i¢in V konneksiyonu bir metrik konneksiyon olur.

§(U,0) = = (14 (2" = 2%)")
oldugundan

Dy (U, Uy) = Hyg(Us, Us),
2

Hy = — .
(1+ (z' — 22)")

esitliklerini elde ederiz. Boylece M, Ry’ in tamamen umbilik bir half-lightlike altmani-
foldu olur[41].
ngQ == V,EUQ + Dg (5, UQ) u
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ifadesindeki Dy (€,Us)” nin degerini hesaplarsak

g (Velz,u) = Dy(&Us)e

H2§ (§7U2) = 0= D2 (57 U2>

elde edilir. Direkt hesaplamayla

Vel = VeUy+ Dy (€,Us)u

Vel = Vel
(e VB -] [ - )] VR )
_ (072\/5 (351 _ x2)2,2 (xl _ :172)2 V2 (2 — x2)>

olur. Burada
Vxé = VxN=0

D2 (575) =0
Veé = 0

olduguda gosterilebilir. M, Ry semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu

olsun. M tzerinde & € RadT M ve p € M olmak tuzere

E(p,&) = {&}Jtr (TM)

afin uzayim olusturalim.

E(p,§)NM =~

olup v, v(0) = p € M noktasinda & = ~' (0) dogrultusunda null bir egridir.

7Y (0) = ¢
Y'(0) = V=0

Y (0) A" (0) A+ (0) = 0 bulunur. Béylece M half-lightlike altmanifoldu dejenere

duzlemsel normal kesitlere sahiptir.
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4.1.1 R} Semi-Riemann Manifoldunun Non-Dejenere

Diizlemsel Normal Kesitli Half-Lightlike Altmanifoldlari

Tanim 4.1.2. M, Rj semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu

olsun. M Jzerinde v € S(TM) ve p € M olmak iizere
E(p,v) = {v} Utr (TM)

afin uzayima olusturalim.

E(p,v)NM =~

olup 7, v (0) = p € M noktasinda v =+ (0) dogrultusunda non-null bir egridir. Bu

egriye M half-lightlike altmanifoldunun non-dejenere normal kesit egrisi denir.

(M,qg,S(TM)), (g, R3) semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu
olsun. S(T'M) ekran distribusyonu integrallenebilir, M’, S(T'M)’ nin integral altmani-
foldu ve M, ekran konformal half-lightlike altmanifold olsun. V*, M" niin Levi-civita

konneksiyonu oldugu yerde, 7' (s) = v, 7' (0) = v olmak tizere

Y(s) = w (4.1.19)
V'(s) = Vo =Vw+E (v,0)+D;(0,0) N+ Dy(v,v)u (4.1.20)
" (s) = ViViv+ Ei(v,Viv)¢
+D; (v, V:v) N + Dy (v, Vo) u
+v (Ey (v,0))§+ v (Dy (v,0)) N
+0(Dy (0,0)) u — By (v,v) AZv
+Ey (v,v)ug (v) €+ Ey (v,v) Dy (v,€) u

Anv+ Dy (v,v) p1 (v) N
e1(v) N (4.1.21)
denklemleri elde edilir. Normal kesit tamimindan ve S(T'M) = Sp {v} oldugundan

vAViv=0 (4.1.22)

73



ve

vAV,Viv=0 (4.1.23)

ifadeleri gegerlidir.

Teorem 4.1.7.
T (v,v) = Ey (v,v) €+ Dy (v,v) N + Dy (v,v) u

olmak tizere M, Ry semi-Riemann manifoldunun bir ekran konformal half-lightlike
altmanifoldu olsun. ~y, 7' (s) = v € S(T'M) dogrultusunda p € M noktasinda M’
nin non-dejenere normal kesit egrisi olsun. M’ nin non-dejenere duzlemsel normal

kesitlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T (v,v) ANV, T (v,v) = (4.1.24)
olmasaidar.

Ispat. Kabul edelim ki M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip olsun. O

zaman
7" () A" () A (s) =0

ifadesine sahip oluruz. Burada (4.1.22) ve (4.1.23) denklemleri kullanilirsa
Ey (v,v) &+ Dy (v,v) N + Do (v,0) u
ifadesiyle

Ey (v, V;0) &+ Dy (v, Viu) N + Dy (v, Viv)u

+v (Ey (v,v) €&+ v (D (v,0)) N 4+ v (D3 (v,v))u

—E1 (v,v) Afv + By (v,v) uy (v) € + By (v,0) Dy (v,§) u
—D; (v,v) Axv + Dy (v,v) py (v) N + Dy (v,0) p2 (v) u

_DQ (U7 U) Auv + D2 (U> U) €1 (U) N
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ifadesi lineer bagiml olmak zorundadir. v’ nin yay parametresiyle verildigini kabul

edelim. O zaman

T(v,v) = Ei(v,0)€+ Dy (v,0) N+ Dy (v,0)u

VT (v,0) = v(E (v,0))€+v(Dy (v,0)) N +v(Ds (v,0)u
—E1 (v,v) Afv + By (v,v) uy (v) € + By (v,0) Dy (v,6) u
—D; (v,v) Axv + Dy (v,v) py (v) N + Dy (v,0) p2 (v) u

_DQ (Ua U) Auv + D2 (U> U) €1 (U) N

ifadelerinden

T (v,v) AV,T (v,v) =0

elde edilir. Simdi tersini kabul edelim. Yani T (v,v) = E; (v,v)& + Dy (v,v) N +
Dy (v,v) u olmak {izere (4.1.24) ifadesinin saglandigini kabul edelim. Bu taktirde
T (v,v) = 0 veya V,T (v,v) = 0 dir. Ya da V,T (v,v) ile T (v,v) lineer bagimh
olmahdir. Eger T (v,v) = 0 ise F; = Dy = Dy = 0 olup M tamamen geodeziktir.

Buradan

Y(s) = v
,y// (S) — V*U

v

7" (s) = ViV

olup 7" (s) A" (s) A (s) = 0 bulunur. Eger V,T (v,v) = 0 ise M, v boyunca
paraleldir. Normal kesit tanmimindan (4.1.22) ve (4.1.23) denklemleri gbz oniinde

bulundurulursa

V" (s) A (5) A (s) = v AT (v,0) AV,T (v,0)
Fo AT (0,0) A (B, (Viv,v) €
4Dy (Viu,0) N + Dy (Viu,v))
() A (5) A () = 0

sonucuna, buradanda M’ nin non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip oldugu

kanisina varilir. Boylece ispat tamamlanir. O
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Ornek 4.1.2. M drnekq.1.1° de verilen 4-boyutlu 2-indeksli (R3,g) semi-Riemann
manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu olsun. p € M’ de Uy € S(TM) olmak
tizere M’ ye tanjant spacelike vektor Uy verilsin. Uy ve transversal uzay tr(T M)’ nin
birlesimi Ry’ te p € M noktasinda E (p,Us) altuzayima tamamlar. E (p,Us) altuzay
ile M’ nain arakesiti p € M’ nin bir komsulugunda Uy spacelike vektori dogrultusunda
M’ nin non-dejenere duzlemsel normal kesiti diye adlandirilan v egrisini tanimlar.
Simdi biz R semi-Riemann manifoldunun bu half-lightlike altmanifoldunun non-de-

jenere diizlemsel normal kesitlere sahip olma sartlarine aragtiralim [41].

v (s) = Uy= V2 <1 + (xl — x2)2> Oy + <1 + (xl — :172)2> Oz — \/§(x1 - xQ) O
7'(s) = Vy,Uy=2 (1 + (=" — x2)2> . {2 (22 —2') oo + V2 (2% — 2') 95 + 84}
’}/m (8) = ?UQ?UZUg = VUQ?UZUQ + Doy (UQ, vUQUQ) U
4143z —22)%) 8
_ \/5(1 4 (Q}l _$2)2> ( (x xT ) > 2
22 (1 +3 (2 - x2)2) O3 — 4 (! — 2?) 0,
2(x? — x') 0y
+v2 (2% — ') 0
+ (142t —2?) 04

+4\/§(1 + (2 — 51)2) ( 1 2)3

(1+ (2! — 22)") v

tirevlerini bulduktan sonra direkt hesaplamayla Dy (Uy,Uy) = 0 oldugu gézéniinde

bulundurulursa
7" (s) = Vi, Us + Ey (Uz, Uz) & + Do (Uz, Uz) u
ifadesinden
E (U, Us) = §(Vy,Us, N) (4.1.25)
=0
ve

0,Us =4 (332 - .CE1>382 +2 ($2 — x1)383 + 2 (932 - .CEl) Oy

7

bulunur. Buradan Vi, Us ile Uy’ nin lineer bagiml oldugu gorilir. +" ifadesinden

By (Us, Vi, Us) =g (v",N) =0 (4.1.26)
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oldugundan E1 <U27 UQ) £+D2 (UQ, UQ) u ile E1 (UQ, V*U2U2> §+D2 (UQ, V*Ug Ug) u z'fade—
lerininde lineer bagiml oldugu sonucuna variir. Béylece (4.1.25) ve (4.1.26) ifadeler-
inden V,T (v,v) ile T (v,v)’ nin lineer bagiml oldugu gorilir. Boylece M’ nin

non-dejenere duzlemsel normal kesitlere sahip oldugu sonucuna variar.

Ornek 4.1.3. R}%in

[NIES

1 = T3,To = (1 — 1'4)

[NIES

ile verilen M altmanifoldunu gozonine alalim. (:L‘l,(l — xy) ,xl,x4> ifadesinin

siraswyla x1 ve x4’ e gore kisma turevieri alinirsa

X, = (1,0,1,0)

X, = (0,—30, 1)
1)

TM = Sp{€=0x;+ 0r3,v=—x40T + 2074}

olup

TM+ = Sp { = 0x1 + Ox3,u = 9025 + 14072}

elde edilir. Béylece RadTM = Sp{¢}, S(TM) = Sp{v}, S(TM*Y) = Sp{u} ve
ltr(TM) = Sp{N = 1 (0x1 + 0x3)} olup M, R} iin bir half-lightlike altmanifoldudur

[41]-
Vol = Vol +Dy(v,6)u= —Afv+ Dy (v, &) u

g(Vi&v) = —g(Azv,v)
olup V,& = 0 oldugu gozoniinde bulundurulursa

g(Agv,v) =0=Av=0

bulunur.
VoN = —Ayv+pi(v) N +ps(v)u
g (VuN,v) = —g(Ayv,v)
g (Nv vvv> - g (AN?], ’U)
g (N7 vUU) = g (ANU7 U)
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Voo = (v[0],v[—z4],v][0],v][xs]) = (0, —29,0, —14)
G(N, V) = g (% (=1,0,1,0), (0, —, 0, —x4)> 7 (Ayo,v) = 0

= Ayxyv=0

ya da Ayv € RadT M ifadelerini elde ederiz. Simdi Dy (v,v) ifadesini hesaplyalim.

Voo = Vyu+ Dy (v,0) N+ Dy (v,v)u

D (v,v) =g (@vv,é’) =—q (v,@vﬁ')

=
= D (v,0) =g (Afv,v) =0

olup D1 (v,€) = 0 olduguda géz éniinde bulundurulursa Dy = 0 bulunur.

Dy (v,v)e=g (@w,u) =—g (v,?vu) =g (v, A)

G(VoVuu, N) =g (A, N) =0

oldugundan A,v € S(TM) olup

VoV = V.,V + Dy (v,Vyv)u+ Ay — e (u) N

Q|
<}

(

va,u) = Dy(v,V,v)e=—g(v,V,v) =2x514
(VoV0,8)

= —¢e1(u)

QI

) = §(VoN.§) =—3(Ayv,§) =0
) = €§(VuN,u) = —€g (Ayv,u) =0
er(u) = g(Vou,V&) =0= Dy (v,8) =0
) = g (?vv,u) = —g (v, Aw) = =g (v,0) = -1

M dizerinde v € S(TM) ve p € M olmak tizere
E(p,v) = {v} Utr (TM)

afin uzayim olusturalim.

E(pv)NM=r~

olup v, v(0) = p € M noktasinda v = ' (0) dogrultusunda M’ nin non-dejenere
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normal kesit egrisidir. Buradan

’Y/ (S) = U= (0,—.1’4,0,1'2)
V' (s) = V,u=V,w+ Dy(v,v)u=(0,—2z,,0, —21,)

7" (s) = V,V,v= (0, 224 + 4a524,0, —225 + 2x2xi)

elde edilir.

V" (s) A" (s) A () = 0

olup M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahiptir.

Onerme 4.1.1. M, R}’ semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu
olsun. Eger M non-dejenere dizlemsel normal kesitlere sahipse v, v € I' (S(TM))

icin v =~/ (s) dogrultusunda M’ nin non-dejenere normal kesiti oldugu yerde

Viv =0 (4.1.27)

ifadesi elde edilir.

ispat. ve S (T'M) oldugu igin normal kesit tanimindan
(v,v) =1= (v,Viv) =0 (4.1.28)

ifadesini elde ederiz, (4.1.22) ve (4.1.23) ifadeleri ile (4.1.28) ifadesi goz oniinde
bulundurulursa

Viv=0
elde edilir. n

Tanim 4.1.3. Simdi

e {UGF(TM) | (v,0)? :e}

p

ile verildiginde | J, M izerinde
L,:T,M — R

L(p,v) = Ly (v) = (R(v,v), B(v,v))
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seklinde bir L fonksiyonu tamimbyalim. Eger L # 0 ise o zaman M non-dejenere

duzlemsel normal kesitlere sahiptir denir. v tzerindeki bir p noktasinda vy egrisinin

edr?(0)

= = 0 saglanwyorsa p = 7 (0) noktasina vy egrisinin bir kosesi

K egriligi i¢in

denir.

M, Rj semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun. Eger M
non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahipse v, v € I' (S(TM)) igin v = 7/ (s)

dogrultusunda M’ nin normal kesiti oldugu yerde
Vive=0

v

ifadesi gecerliydi. Bu ifadeyi géz 6niinde bulundurursak

ex?(s) = 2B (v,v) Dy (v,v) + D3 (v,v) €

—
S8
&
(V]
—
(=]
~—

- 7 = U(El (v, v) D, (v, U)) + U(Dz (U, U))D2 (Ua U) €

(\]

ifadelerini elde ederiz. Eger M tamamen geodezik ise D1 = Dy = 0 olup buradan

1 2
_ed/-i (0)

2 ds

elde edilir. Yani v bir kdge noktasina sahiptir. Bu bulduklarimizdan faydalanarak

agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.1.8. M, R semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu olsun.
Eger M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip, v (0) = p € M de tamamen

geodezik ise normal kesit egrisi v, p € M de bir kése noktasina sahiptir.

Teorem 4.1.9. M, R} semi-Riemann manifoldunun non-dejenere diizlemsel normal
kesitlere sahip ekran konform half-lightlike altmanifoldu olsun. Normal kesit egrisi
v, ¥(0) = p € M de bir kise noktasina sahiptir gerek ve yeter sart M half-lightlike

altmanifoldu minimaldir.

ispat. Eger non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahip M half-lightlike altmanifol-

du tamamen geodezik ise
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ve

ifadelerinden kolayca M’ nin minimal oldugunu soyliiyebiliriz. Teoremin tersi zaten

agikardir. O]

Teorem4.1.6 ve Teorem4.1.9 birlestirilirse asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.10. M, Ri(c) iin non-dejenere diizlem normal kesitlere sahip half-lightlike
altmanifoldu olsun. M’ nin ¥Yv € T'(S(T'M)) ve V¢ € T' (RadT M) igin

KE (H) =€ [DQ(Uaé)D2(§a U) - DQ(&,ﬁ)DQ(U, U)]

seklinde verilen dejenere kesit egriligi sifirdir gerek ve yeter sart non-dejenere normal

kesit egrisi v, p € M de bir kése noktasina sahiptir.

Ispat. M non-dejenere diizlemsel normal kesitlere sahipse minimaldir& M tamamen
geodeziktir <& K¢ (H) = 0 dir&s Non-dejenere normal kesit egrisi v, p € M’ de bir

kose noktasina sahiptir. O

Teorem 4.1.11. M, Rj semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu
olsun. M’ nin non-null normal kesit egrist v, p nin yeterince kiigtik bir komsulugunda
geodezik yay olsun. M ' nin non-dejenere dizlemsel normal kesitlere sahip olmas i¢in
gerek ve yeter sart h (v,v) = Dy (v,v) N 4+ Dy (v,v) u olmak tzere

h(v,v) A (Vyh) (v,0) =0

olmasidar.

Ispat. v, p’ nin yeterince kii¢iik bir komsulugunda geodezik yay olsun. Bu durumda
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Vv =0 olup

7" (s) = Di(v,v) N+ Dy(v,v)u

—D; (v,v) Ayv + Dy (v,v) p1 (v) N
+Dy (v,v) pa (V) u — Dy (v,v) Ayv
+Dy (v,v)e1 (v) N

elde edilir. Eger ~ diizlemsel bir egri ise yani M non-dejenere diizlemsel normal

kesitlere sahipse

v(D1 (v,v))N + v(Ds (v,v))u

v A (Dy (v,0) N + Dy (v,v) u) A =D (v,v) Ayv + Dy (v,v) p1 (v) N »
+D1 (v,v) pa (V) u — Dy (v,v) Ay

+Dy (v,v)e1 (V) N

olmalidir.

h(v,v) = Dy (v,v) N + Dy (v,v) u

ifadesinin kovaryant tiirevinden

elde edilir. Buradan
7 () AN (5) A7 () = 0 AR (0,0) A (Toh) (v,0) = 0

denkleminden

h(v,v) A (Vyh) (v,0) =0

bulunur. Simdi tersini kabul edelim yani h(v,v) A (V,h) (v,v) = 0 olsun. Bu
durumda ya h (v, v) = 0 olmahdir ya da (V,h) (v,v) = 0 olmalidir. Eger h (v,v) =0

ise D (v,v) =0 ve Dy (v,v) = 0 olmaldir. Buradan

7" (s) = h(v,v)
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olup
7" (s) A" () AA/ (s) =0

bulunur. Eger (V,h) (v,v) = 0ise (V,h) (v,v) = V,h (v,0) =" (s) = 0 ifadesinden
¥ (s)AY" (s) Av' (s) = 0 oldugu boylece M’ nin non-null diizlemsel normal kesitlere

sahip oldugu goriiliir. O

Teorem 4.1.12. M, Rj semi-Riemann manifoldunun half-lightlike altmanifoldu
olsun. M’ nin non-null normal kesit egrisi -y, p’ nin yeterince kiictik bir komsulugunda

geodezik yay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. (V,h) (v,v) =0
2. Vh =0

3. M, pe M’ de non-null diuzlemsel normal kesitlere sahiptir ve p noktasinda -y

bir kose noktasina sahiptir.
4. S(TM) ’de Dy = 0.
Ispat. ~ tizerindeki bir p noktasinda ~ egrisinin x egriligi i¢in

e’ (s) = ("(s),7"(s))

= Dj(v,v)e
1 dr®(s)
325 = v (D3 (v,v)) Dy (v,v)€
olup
R AORAt)

oldugundan Ds (v,v) = 0 bulunur. Buradan yukaridaki ifadelerin birbirine denk

oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir. O
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