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Bu calisma dort boliimden olugmustur. Birinci boliim temel kavramlara ayrilmig-
tir. Ikinci boliimde R} uzayinda yeni bir Bertrand egrisi tanimi yapildiktan sonra bu
tanima bagl kalinarak Minkowski-4 uzayindaki null bir egrinin hangi sartlar altinda
bir Bertrand egrisi oldugu arastirildi. Daha sonra R? uzayindaki null kiiresel egriler
egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla karakterize edildi. Bu boliimde son olarak R? ve R}
uzaylarindaki Bertrand egrilerinin acgik bir sekilde simiflandirilmasi yapildi.

Uciincii boliimde Ikinci boliimdeki Bertrand egrisi fikri tekrar kullamlarak R
uzaymdaki bir spacelike egrinin (2-dejenere egri) hangi sartlar altinda bir Bertrand
egrisi oldugu incelendi.

Son boliimde iki indeksli ve diisiik boyutlu pseudo Oklid uzaylarmdaki null
Bertrand egrileri ve n-boyutlu ve iki indeksli pseudo Oklid uzaylarindaki null kiiresel
egriler incelendi. Ayrica RS uzaymdaki null bir egrinin evaliitii ve spacelike bir
egrinin involiitii tanimlanip, diizlemsel bir egri icin evaliit ve involiit kavramlar:
arasindaki iligkinin bu egriler i¢inde gegerli oldugu goriildii.

ANAHTAR KELIMELER: Bertrand egrisi, null Cartan egri, 2-dejenere egri,
dejenerasyon derecesi, indeks dizisi, nulluk derece dizisi, kongruens.
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This work consists of four chapters. In the first chapter, the basic concepts of
differential geometry relating to the subjects in the main chapters of this thesis are
introduced.

In the second chapter, a new idea of Bertand curves is presented. Abiding by this
idea the conditions are investigated for a null curve to be a Bertrand curve. After
that, null spherical curves in R} are characterized by their curvature functions.
Finally in this chapter, we obtained a classification of Bertrand curves in R} and
RY.

In the third chapter, by using the same notion of Bertrand curve in the second
chapter, we established the conditions for a spacelike curve in R so that it would
be a Bertrand curve.

In the last chapter, null Bertrand curves in a low dimensional pseudo-Euclidean
space of index two and null spherical curves in R} are determined. After defining the
evolute of a null curve and the involute of a spacelike curve in RS, a correspondence
between them which is similar to that between the plane evolute and the involute
is shown.

KEY WORDS: Bertrand curves, null Cartan curves, 2-degenerate curve,
degeneration degree, index sequence, nullity degree sequence, congruence.
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GIRIS

Oklid diizlemi giiniimiize kadar bir cok degisik bakis acilariyla degerlendirilmistir.
Bu bakig acilarindan birine gore diizlem geometri, noktalari, dogrulari1 ve cemberleri
kendisine konu eden ve bu figlirlerin asikar olan oOzelliklerini aksiyom olarak
kullanarak elde edilen daha az agikar ozellikteki teoremleri icerir. Bu klasik bakig
acisina sentetik bakig acisi denir. Bu goriig, geometrinin asil uzay1 tanimladigi
fikrini temel kabul eder. Bu bakig acisinda dogrular ve gemberler teorisi cetvel
ve pergelle yapilan isleri aciklar. Bu teoriyi gelistirmek icin Oklid (M. 0. 300)
dogrular ve ¢emberlerle ilgli bir takim ozellikleri aksiyom olarak ifade edip, sadece
saf mantik kullanarak bazi teoremler ifade etti. Oklid ara swa hi¢ o ana kadar
ifade edilmemis aksiyomlara da bagvurdu, fakat onun bu yaklagimi uygulanabilir
bir bakig agisina sahipti. Bu bakig agis1 daha sonra Hilbert (1899) tarafindan daha
titiz ve dikkatli bir caligmayla ele alndi. Oklid’in bakis acisimm inkar edilemez
avantajlari vardir. Her seyden 6nce bu bakis acisi geometriyi, geometriye ait olmayan
kavramlar1 kullanmadan saf ve kendi kendine yeten bir sekilde ortaya koymustur.
Bu bakig agisina gore geometrik teoremlerin gergek nedeni ancak boyle bir sistemde
anlagilabilir. Bu bakig acisinin ihtiva ettigi gorsel onsezi sadece gerekli aksiyomlari
saglamakla kalmaz ayni zamanda ispatlarin kisa, sik ve zarif olmasi igin ispatin
asamalarm da diizenler [1].

Bununla birlikte son iki yilizyilda matematikteki biiyiik gelismelerden dolay1
Oklid’in yaklagimi yalmz ve etkisiz kaldi. Etkisiz kalmasmin sebebi ise Oklid
geometrisi bundan boyle uzayin geometrisi degildi ve matematigin diger alanlari
icinde bir temel tegkil etmiyordu. Glintimiizde sayilar ve kiimeler, sadece geometri
icin degil matematigin tamami i¢in daha genig bir temel olusturdugundan nokta
ve dogrulardan daha biiytik bir 6nem arzetmektedir. Ayrica bu bakig agisi cebir
ve analizin teknik olanaklarini geometri icinde kullanmaya imkan tanidigindan daha
etkilidir. Kiime ve sayilarin kullanimiyla inga edilen geometri Descartes’in koordinat
geometrisinde kapali halde sunuldugundan pek anlagilmaz. Aslinda Descartes klasik
goriisii savunup nokta, dogru ve egrilerin varhigimin oncelikli 6nem arzettigine
inandigindan, koordinatlar ve denklemlerin sadece bunlari daha iyi anlamamiza

yardim ettigini belirtmigtir. Koordinat yaklagiminin anlamini derinlemesine anlayan



ilk kisi Riemann (1854) olmustur. Riemann’a gire geometri uzay kavramini
varsaymakla kalmaz ayni zamanda bu uzaydaki yapinin temel esaslarinida kabul
ederek, bu esaslar hakkinda aksiyom niteliginde sozde tanimlar verir. Sonug olarak
bu varsayimlar arasindaki iligkiler karanlikta kalir. Bu iligkilerin gerekli olup olmadigi
veya ne derece gerekli oldugu, hatta bu varsayimlar arasindaki iligkilerin oncelikle
miimkiin olup olmadigl tam olarak anlagilmaz. Riemann, geometriye daha genig bir
bakig acisinin ana hatlarini ortaya koymak i¢in n-boyutlu uzaydaki noktalar: n-tane
bilegeni olan sayilar olarak goriip bu uzaydaki biitiin geometrik iligkileri herhangi
iki nokta arasindaki mesafeyi veren ve diferensiyellenebilir bir fonksiyon olan metrik
kavrami ile belirler. Bu analitik yaklasim g¢ok degisik cesitlilikteki uzaylarin ayni
anda diigiiniilebilmesine olanak sagladi. Riemann, uzaylarin geometrik ozelliklerinin
metrigin 6zelliklerinden biri olan ve kendisinin de uzaymn egriligi (curvature) diye
adlandirdig1 bir kavramla biiyiik oranda kontrol edildigini saptadi. Egrilik kavrama,
Oklid geometrisinin aksiyomlarini, onlarm ancak egriligin sifir oldugu durumda
gecerli odugunu gostererek aydimlatir. Oklid diizlemi egriligi sifir olan iki boyutlu
bir uzaydir. Bu durumda Oklid uzaymm dogal alternatifleri olan sabit pozitif ve
sabit negatif egrilikli uzaylarin varligida agikar hale gelir. Bu durumda egrilikteki
degisimin, aksiyomun neresinde bir degisime yol agacagi tam olarak saptanabilir.
Riemann, egrilikleri noktadan noktaya degisen uzaylari incelemek igin analitik bir
yontem olusturdu. Sabit egrilikli yiizeylerden olugan uzaylar igin basit yontemler
yeterlidir. Bunun sebebi bu uzaylarin geometrisinin izometrilerle belirlenebilmesi ve
izometrilerin kolay anlagilabilmesidir. Bu bakig agisim Klein (1872) ortaya koymustur.
Izometri kavrami Oklid’in geometriye bakigindaki bir bosglugu doldurur. Bu bakig
acisina gore bir gekil digeriyle cakigincaya kadar hareket ettirilir. Buradanda
anlagilacagl gibi izometri ve koordinat kavramlari tizerine oturtulmusg geometride
analitik ve sentetik yaklagimlardan yararlanilabilir [1].

Riemann manifoldunun teorik tanimi 1930’1u yillarin sonuna dogru yapilir. 1936
yilinda Whitney’in ¢aligmasina kadar teorik anlamda manifoldlarin tam olarak ne
anlama geldigi heniiz anlagilamamigtir.  Bagka bir deyigle o zamana kadar
matematikciler manifoldlar sadece Oklid uzaymm bir alt manifoldu olarak
goriiyorlardi. Riemann’in kendisi bile Riemann metrigini Oklid uzaymm bélgelerinde
tanimladi. Bu bakig agisina gore, Riemann manifoldlar: her tanjant uzayi icin bir ig

carpimla tanimlanan yapilar olmaktan ¢ok Oklid uzayinin yerel bir bolgesinde genel



bir metrik kullanilarak ifade edilen yapilardi. Riemann’dan 6nce Gauss ve digerleri
sadece iki boyutlu geometri tizerine ¢aligtilar. Riemann geometrisinin icadinin ilging
bir hikayesi vardir. Gauss o donemler Riemann’in istiin doktora programinin
savunma komitesindeki jiirilerden biridir. O gilinlerde jiiri, sinava girecek adaylardan
{i¢ tane konu bagh1 iceren calismasim 6nceden sunmasi ister. Ustil kapali olarak
bilinsede, adaylara genelde birinci baslikla ilgili sorular sorulurdu. Riemann’in esas
caligmast da Riemann integral ve Fourier serileri iizerine idi. Riemann’in tiglinci
caligmasi geometrinin esaslarini konu eden bir hipotez tizerine idi. Riemann siav
esnasinda jiriden kendisine ilk iki konu baghgiyla ilgili soru sormasini bekliyordu.
Zaten kendiside bu iki konu baghigina iyi hazirlanmigti. Cok merakh bir yaradiliga
sahip olan Gauss sinav esnasinda Riemann’a ti¢lincii konu baghgiyla ilgili soyleyecek
birgeyi olup olmadigini sordu. Bilindigi tizere o donemde bu konunun uzmani Gauss
idi. Bunun iizerine Riemann, Gauss'un bu konu hakkindaki merakini gidermek
i¢cin birazda endiseli ve korkuyla eve giderek Riemann geometrisini icat etti. Gauss
kolay etkilenecek bir kigilige sahip olmamasina ragmen Riemann’in ¢aligmasi onu da
biiytilemisgti. Riemann ¢aligmalarinda degisen metrikler kullandi. Bilinen anlamdaki
Oklid metrigini uygun sekilde degistirerek (conformal change) sabit egrilikli iig
geometriyi bir ¢irpida ve ilk defa inga etti. Riemann’in kesiflerinden kisa bir siire
sonra kutupsal koordinatlarin kullamildig1 ve bugiin karigik ¢carpim (warped product)
olarak bilinen farkl tiirde bir ¢arpim elde edildi [2].

Biitiin disiplinlerde oldugu gibi diferensiyel geometrinin geligimi de uzun ve
karmagik oldu. Burdaki esas fikir manifold kavramiydi. Manifold, koordinatlari
belli bir doniigime gore tanimlanmig ve bundan dolayida degismez (intrinsic) bir
anlama sahip olmayan uzaydir. Hig siiphesiz bu diisiince orijinal, cesur ve giiclii idi.
Dolayisiyla bunun algilanmasi zaman gerektiriyordu. Ornegin biiyiik matematkci
Jacques Hadamard [3] Lie grup teorisi fikri tizerinde galigirken ¢ok zorlandigim
ifade etmistir. Ote yandan Einstein’da 1908 yilinda ispatladig1 6zel izafiyet teorisin-
den (special relativity) 1915 yilinda ispatladigi genel izafiyet (general
relativity) teorisine gecerken yedi yilini harcamigtir [4]. Bu yedi yillik gecikmenin
sebebini soranlara ‘koordinatlarin metriksel bir anlama sahip olmas: gerektigi fikrin-
den insanin kendini alikoymasi kolay olmuyor demistir [5].

Eintsein’in genel izafiyet teorisini, daha smirl bir yapiya sahip olan ozel izafiyet

(special relativity) teorisine gore daha 6zel kilan, bu bakig agisinin sadece sabit bir



hizla diizgiin dogrusal hareket yapan nesnelerle ilgilenmekten ¢ok ivme kavramiyla
ilgilenmesidir. Fakat Einstein’in en biiyiik diisiincesi yer ¢ekimi ile ivmenin birbirin-
den farkli geyler olmadigini anlamasi olmustur. Bu diiglincenin Bern’deki patent
ofisinde otururken aklina birden geldigini ifade etmigtir. Bununla ilgili soyle bir
aciklama yapar: Catidan agagi diisen bir adam agirliksizdir ve yer ¢ekimini hissetmez.
Asag1 diigserkenki ivmesi agirlik hissini siler, c¢linkii bu ikisi tam olarak birbirine
egittir. Ashinda bizler de asansordeyken ivme ve yercekiminin egitligini hissederiz
; asansor yukari dogru c¢ikmaya basgladiginda asansoriin tabanina daha siddetli bir
baski uygulariz ve kendimizi daha agir hissederiz, asansor durdugunda ve yavaglama-
yva bagladiginda daha hafif hissederiz. Ekspres asansorler ¢ok hizli oldugundan
bunlara bindigimizde ayak parmaklarimizin ucuna kalkariz. Einstein'in en biiyiik
dehasi ivime ve yergekimi kavramlarini ayni pakette agikladigi bir takim denklemler
bulabilmis olmasi ve Newton mekanigini biitiin ayrintilariyla genel izafiyet teorisinin
ozel bir durumu olarak ortaya koyabilmig olmasidir. Britanyal astrofizik¢i Arthur
Eddington’un tutulma kegfinden (eclipse expedition) hemen sonra biitiin gazetelerin
hep bir agizdan soyledikleri “Einstein’in teorisi Newton teorisini alt iist etti” gibi
soylemlere ragmen Newton’un yergekimi izahi ¢cok ug sartlar diginda evren’in igleyisini
hala yeterince agiklayabliyordu. Newtonun teorisinden daha tistiin bir teori mevcutsa,
oda Newton'un teorisinin biitiin kazanimlarin1i onaylamak zorunda kaliyordu.
Newton'un teorisi i¢in su notuda diigselimki; o zamana kadar Einstein’'in teorisinden
daha iyi bir teori iiretilmedigi i¢in, Newton’un teorisinin Eistein’in genel izafiyet
teorisini biitliin yonleriyle aciklamasini beklemek Newton’a karsi haksizlik olur.
1905-1915 yillarn arasinda basgka bir c¢ok is yapmig olmakla birlikte, Einstein bu
yillar arasindaki biitiin zamanini genel izafiyet teorisini geligtirmeye ayirmigtir. 1909
yilinda patent ofisini terkederek (Ziirich) Ziirih {iniversitesinde tam zamanl akade-
misyen olmustur. Buradayken biitiin zamanini kuantum fizigine ayirmistir. Bu
caligmalar: 1911 yilina kadar stirmiistiir. 1914 yilinda Berline yerlegmigtir. Genel
gorecelilik teorisini destekleyen matematiksel anahtar kendisine 1912 yilinda Ziirihte
eski bir arkadasi olan Marcel Grossmann (1878-1936) tarafindan verilmistir. Einstein
derslere girmeyi sikict buldugu i¢in Grosmann kendi ders notlarimin bir kopyasini
almasi icin Einstein’a gondermistir. 1912 yilinda Einstein, Hermann Minkowskinin
dort boyutlu uzayda diizgiin (flat) geometriler i¢in agik ve net bir sekilde ifade ettigi

ozel izafiyet teorisini kabul eder. Einstein sunu iyi biliyordu; daha genel fiziksel



yapilar i¢cin daha genel geometrik yapilara iytiya¢ vardi. Tam bu noktada yine
Grossmann devreye girdi ve Einstein’a Bernhard Riemann’i (1826-1866) isaret etti.
Riemann o zamana kadar egri yiizeylerin geometrisini ¢aligmig ve bu geometriyi
degisik ve yiiksek boyutlarda tarif etmek icin matematiksel aracglar geligtirmisti.
Bu geometriye (Non Euclidean) Oklid olmayan geometri deniyordu, ¢iinkii Oklid
diiz yuzeylerle ugrasiyordu. Oklid olmayan geometrinin uzun bir soyagaci vardir.
Gauss (1777-1855) paralel dogrularin birbiriyle kesigecegini, diinyanin ytizeyindeki
enlemlerin ekvatorda birbirine paralel olmasina ragmen kutuplarda kesismesiyle
gostermigtir. Cevirisi Non Euclidean olarak bilinen ifadeyi ilk icat eden kigi olmasina
ragmen, Gauss bu konuyla ilgili eserlerinin sadece bir kismini yayilamigtir. Gaussun
yaptig1 bazi buluglar birbirinden bagimsiz ¢aligan Janos Bolyai (1802-1860) ve Rus
Nikolai Lobachevsky (1793-1856) tarafindan yeniden kegfedilmistir. Bu matematikgi-
lerin yaptiklar1 ashinda Gauss'un yaptiklarimm bir tekrariyds, fakat Gauss'un Oklidyen
olmayan geometri ile ilgili olarak yaptigi caligmalar o donemde anlagilamadigindan
Bolyai ve Lobachevsky’nin yaptiklar: yeniymis gibi algilandi. Bolyai ve Lobachevsky
Oklidyen olmayan geometrinin ézel bir durumu olan kiire {izerindeki yiizeyler iizerinde
caligmiglardir. Riemann kendisini farkh kilan yaklagimini 1854 yilinda Goéttingen
tiniversitesinde verdigi bir derste ortaya koymustur. Riemann burada farkli geometri-
lerin farkli matematiksel tariflerine olanak taniyacak ve geometrinin bir biitiin olarak
ayaklarini yere saglam basmasini saglayacak genel bir matematiksel yaklagim ortaya
koydu. Ortaya koydugu bu yaklagimlarin hepsi gegerli olmakla birlikte, bu giin ¢ok
yakindan bildigimiz Oklidyen geometriyi de aciklayacak sekildeydi. Riemann’m bu
diigtinceleri ingilizlere Britanyali matematik¢i William Clifford (1845-1879) tarafin-
dan, Riemann’in tiiberkiilozdan oliimiinden bir yil sonra (1867) duyurulmustur.
Clifford, evreni en biiyiik 6lgekde anlamanin en iyi yolunun egri uzay yapisini kullan-
maktan gectigini ifade etmistir. Bu goriigiinii desteklemesi ve bu goriigse temel tegkil
etmesi acisindan Riemann’in yonteminden biiyiik olctide istifade etmistir. Clifford
1870 yilinda Cambridge felsefe topluluguna kars1 okudugu makalesinde “uzayin egrili-
ginin degisimi” (variation in the curvature of space) hakkinda konugmustur. Clifford
uzayin kii¢iik parcalarinin dogal olarak ortalama diizliikteki bir ylizeyin tizerindeki
kii¢iik tepelere benzedigini soylemistir. Bagka bir deyisle, geometrinin normal kuralla-
r1 bu durumu aciklamak igin gegerli degildir. Einstein’dan sonra benzer bir bakig

acgisiyla giineg benzeri madde yogunlagmalarinin aslinda diiz olan bir evrenin uzayinda



kiiclik gamzeler meydana getirdigi goriilmiigtiir. Einstein’in dogdugu yil 6len Clifford
(1879) tiiberkiilozdan dlmiigtiir. Maalesef oda ¢aligmalarini tam olarak tamamlayama-
mistir. Einstein sahneye ¢iktiginda genel izafiyet teorisi i¢in artik hersey yeteri kadar
olgunlagmisti ve zamani gelmisti. Sunu belirtelimki Eistein’in katkisi kiiciimsenemeye-
cek derecede etkili ve 6zeldi, fakat bu isi tek bagina yaptigi sekilde ¢izilen portre’de
biraz abartilmigtir. Genel izafiyet teorisi uzayla madde arasindaki iligkiyi, bu ikisini
birbirine baglayan yercekimi olayiida igin icine katarak aciklar. Maddenin varligi
uzayl biiker, ve maddenin uzayda bu kavis yada biikiilmeyi takip etmesi bizi
yercekimine gotiiriir. Biitiin bu soylemleri en hararetli sekilde ifade eden aforizma:
‘Madde uzaya nasil biikiilmesi gerektigini soyler, uzayda maddeye nasil hareket
etmesi gerektigini. Einstein denklemlerini madde, uzay ve zamani yani evreni
kapsayacak sekilde diizenlemek istiyordu.  Genel izafiyet teorisini tamamlar
tamamlamaz bunu bagardi ve yaptigi ¢caligmalar: 1917 yilinda yayinlatti. Einstein’in
buldugu denklemlerin garip ve beklenmedik ozellikleri vardi. Denklemlerin orijinal
hali durgun bir evrenin varligina izin vermiyordu. Denklemlerin ifade ettigi sey; uzay
ya genisler ya da kiigiiliir ama asla hareketsiz kalmaz. O zamanlarda (milky way)
saman yolu evrenin kendisi olarak diigliniiliiyordu ve bu saman yolu ne genigleme
nede kiigiilme belirtisi gostermigti. Bir 151k tayfinin kirmizi bolgesine yaklagtikca
151810 dalga boyunun artmasi sonucu, goriilebilen 15181n rengindeki degisime ingilizce
redshift diyoruz. Nebulae galaksisinin redshift’lerinin ilk bir kaci olgiilmiigtii, fakat
bunlarin ne anlama geldigi bilinmiyordu. Ayrica Einstein’in Slipher’in ¢aligmalarin-
dan da haberi yoktu. Einstein evreni aciklayan denklemlerine evreni hareketsiz
kilacak bir terim daha ekledi. Kozmolojik sabit olarak bilinen bu terim yunan
alfabesinin A (lambda) harfiydi. Einstein’n deyimiyle bu sabit, yildizlarin kiigiik
hizlarindan dolayr maddenin sozde hareketsiz dagilimimi mumkiin kilmak icindi.
Aslinda burda bir tane kozmolojik sabitten bahsetmekte yanlig olur. Einstein'in
denklemleri farkli lambda sabitleri gerektiriyordu. Bunlardan bazilar1t model evreni
genigleten, en az bir tanesi sabit birakan ve bazilarida kiigiilten tiirdendi. Fakat
Einstein’a gore kendisi uzay1 agiklayan egsiz bir matematiksel tarif bulmustu ve
bu tarif de 1917 yilinin bilinen evreniyle tam anlamiyla ortiigiiyordu. Einstein’in
genel izafiyet teorisini yayimlamasindan sonra bagka matematikciler de bagka evren
modelleri gelistirmeye bagladi. 1917 yilinda Hollandali Willem De Sitter Einstein’in

denklemlerine bagka bir ¢oziim buldu. Onun buldugu ¢éztimlerde iistel olarak genisle-



yen bir evren vardi. S0yleki; belli bir siire i¢inde iki pargacik arasindaki mesafe
iki katina ciktiginda ayni siire icinde bir stire sonra bu iki parcacik arasindaki
mesafe dort katina gikiyor, bir sonraki ayni siire diliminde sekiz katina ¢ikiyor ve
sonraki zaman diliminde onalti katina gikiyor. Aleksandr Friedmann (1888-1925)
Einstein'in denklemlerine ait biitiin ¢oziimleri elde etti. Bu ¢oziimlerden bazilari
genigleyen bazilarida kiigiilen evrenleri tarif etmistir. Bu caligmalarini da 1922
yilinda yayinladi. Einstein kendi denklemlerinin evreni agiklayan yegane tarif oldugu-
na inandigindan Friedmann’in bu ¢aligmalar1 onu ¢ok sinirlendirmistir [6].

Teknoloji alanindaki biiytik gelisme Ricci hesabinin tensor analiziyle gerceklesti.
Burdaki ana tema Riemann’in 1854 yilinda formiile ettigi Riemann geometriydi.
Temel problem ise sekil problemiydi, bagka bir deyisle koordinatlardaki degisikligin
verilen iki Riemann metriginde ne zaman degisiklige yol acacagini saptamakdi. Bu
problemde 1870 yilinda E. Christoffel ve R. Lipschitz tarafindan c¢ozildi.
Christoffel'in ¢oziimiindeki kovaryant tiirev fikri Levi Civita'nin paralellik kavramiyla
daha acik ve net bir anlam kazanir. Tensor analizi ¢ok etkili bir gekilde bir yiizyil
boyunca diferensiyel geometriye hakim olmustur. Hakettigi itibar1 gormeyen basgka
bir teknik arag ise Elie Cartan’in dig tiirev hesabidir (exterior derivative). Bu
teknik Frobenius ve Darboux’un ¢aligmalarinin ardindan 1922 yilinda Elie Cartan
tarafindan (1922) yilinda icat edilmistir. Manifold tizerindeki biitiin dig diferensiyel
yapilar bir halka yapisi olusturur. Bu halka yapisi sadece manifoldun diferensiyellene-
bilir yapisina bagl olup Riemann metrik ve affine konneksiyon (affine connection)
gibi ek yapilara bagh degildir. Topolojik olarak bu yap1 daha sonra de Rham
teorisinin dogmasina yol a¢migtir [4].

Riemann’in 1854 yilinda keyfi n-boyutlu bir manifold i¢gin icat ettigi geometriye
gore her tanjant uzayi mutlaka bir i¢ ¢carpima sahip olmalidir. Bu teknik ¢ok kiiciik
miktardaki mesafe Ol¢timlerini yapmaya olanak sagladi. Basit olarak aciklamak
gerekirse p ve p 4+ dp cok yakin iki nokta olmak tizere bunlar arasindaki mesafe ’dp’
tanjant vektoriiniin normuna esittir. Einstein’mn (1915) genel izafiyet teorisinden
alinan giicle teknik fakat daha genig kapsamli bir genellegtirme yapildi. Bu genellegtir-
meye gore i¢ carpim tizerindeki pozitif tanimlilik sarti nondejenere olarak yumusatildi
[7].

Yirminci yiizyilin ikinci yarisindan itibaren Riemannian geometri ve semi-

Riemannian geometri, diferensiyel geometri ve onun matematik ve fizikteki bir ¢cok



uygulama alani i¢in aktif galigma alanlar1 olmustur. Marcel Berger’in kitab1 [8] o
donemdeki geometricileri de kaynak gostererek 1950 yilindan itibaren Riemannian
geometrideki onemli geligmeleri anlatan bir kitaptir.

70’1i yillarin ortalarindan itibaren bu konudaki ilgi matematiksel teorinin izafiyet
teorisinde kullanildigi Lorentzian geometriye kaydi. Bu donemden itibaren modern
diferensiyel geometri ve matematiksel izafiyet teorilerinin birbirlerine olan baghliklari-
nin derinliklerinde hem yerel hemde global anlamda ¢ok sasirtici sigramalar oldu.
Global Lorentzian alanda yapilan caligmalarin biiytik bolimi Beem ve Ehrlich’in
kitabinda yaymlanmigtir [9]. Bu kitap Lorentzian manifoldlar: igin jeodezik, metrik
tamlik, Lorentzian uzaklik fonksiyonu ve Morse indeks teorisi konularinda yogunlas-
migtir. Ehrlich ve arkadaslar: [10] halen, Bishop ve O’ Neill [11] tarafindan 1969
yilinda icat edilen karigik carpim (warped product) teknigini kullanarak Lorentzian
manifoldlar: i¢in hacim kiyaslama teoremleri iizerinde ¢aligmalarina devam etmekte-
dirler.

1996 yilinda Duggal ve Bejancu [12] altmanifoldlar teorisindeki 6nemli bir boglugu
doldurmak icin lightlike altmanifoldlar geometrisi iizerine bir kitap yayinladilar.
Bu kitap, bir lightlike alt manifolddaki Gauss-Jodazzi denklemlerini elde etmek
i¢in, lineer konneksiyon, ikinci temel form gibi indirgenmis geometrik nesneleri bir
nondejenere ekran dagilimi sunarak tanimlayan belirli bir teknik iizerine yazilmig
makaleleri icermektedir. O zamandan giiniimiize kadar bu alanda ¢aligsanlar dogrudan
Duggal-Bejancu teknigini kullanarak lightlike geometri tizerine daha biiytik caligma-
lar yaptilar. Bunun yanisira null egriler ve hiperyiizeylerin geometrisi ve fizigi iizerine
yazilan makalelerde artig olmustur.

H. Matsuda ve S. Yorozu [13] 6zel Frenet egrisini tamimlayarak, R™ (n > 4)
uzayindaki bir 6zel Frenet egrisinin Bertrand egrisi olamayacagini gosterdiler. Daha
sonra R* uzaymda genellestirilmis bir Bertrand egrisi tanimi yapip, bu tanim
kapsaminda R* uzaymda (1,3)-Bertrand egrilerini karakterize ederek bu tip egriler
icin bir 6rnek sundular. K. Honda ve J. Inoguchi [14] , J. Inoguchi ve S. Lee [15]
null Bertrand egri giftleri iizerinde caligip R? uzayindaki null Bertrand egriler ile
null helisler arasindaki iligkiyi incelediler. A. Ferrandez, A. Gimenez, P. Lucas [16]
Minkowski n-uzayindaki null bir egrinin tiirev vektorlerinin olugturdugu kiimenin
lineer bagimsiz olmasi durumunda tek bir Cartan catiya sahip olacagini gosterdiler.

Ote yandan M. Sakaki [17] Minkowski n-uzaymdaki null bir egrinin tek bir Cartan



catiya sahip olmasi i¢in daha 6nce [16] numarali makaledeki 6n kogullar1 birazcik
yumusattl. A. Ceylan Coken ve U. Ciftci [18] Minkowski 4-uzayindaki null Bertrand
egrileri ve bu uzaydaki kiiresel egrileri karakterize ettiler.

Dort boliimden olugan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde temel tanim ve teoremler
hatirlatildi. Caligmanin orijinal kisimlarindan birini olugturan ikinci boliimde Ri
uzaymdaki Cartan catili null Bertrand egrileri ve R} uzaymdaki null kiiresel egriler
incelendi. Bu boliimde R} uzaynda tiirev vektorleri lineer bagimsiz olan null Cartan
bir egrinin Bertrand egrisi olamayacag1 gosterildi. Bu durumda R{ uzaymda bilinen
anlamda Bertrand egri kavrami ancak egrinin tiirev vektorlerinin lineer bagimh
olmasi durumunda mevcuttur. Bu agamada yeni bir Bertrand egrisi tanimi yapilip
bu tamima bagh kalinarak R} uzaymdaki null bir egrinin hangi sartlar altinda
Bertrand egrisi oldugu incelendi. Bu béliimde ayrica R$ ve R uzaylarimdaki Bertrand
egrilerinin acik bir simflandirlmasi yapildi.  Uciineii boliimde, ikinei boliimdeki
Bertrand egri kavrami fikrine bagh kalimarak R} uzaymdaki 2-dejenere Bertrand
egrileri karakterize edildi. Dordiincii boliimde iki indeksli pseudo oklid uzaylarinda
dejenerasyon derecesi iki olan egriler {izerinde ¢aligildi. R5 uzayimdaki null Bertrand
egriler ve Ry uzayindaki kiiresel null egriler egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla belirlendi.
Diizlemsel bir egri icin evaliit ve involiit kavramlar arasindaki iligkinin RS uzayimda
null bir egrinin evaliitii ile spacelike bir egrinin involiitii arasinda da mevcut oldugu

goriildii.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim ikinci, ti¢lincii, ve dordiincii boliimlerin daha anlagilir olmasi i¢in gerekli
olan tanim ve kavramlari igerir. Bu boliim on kisimdan olugmustur. Birinci kisimda
pseudo Oklid uzaylarda s-dejenere egri, ikinci kisimda pseudo Oklid uzaylarda
dejenere egri ve dejenerasyon derecesi, tigiincii kisimda n-boyutlu Oklid uzayindaki
E™ 6zel Frenet egrisi (special Frenet curves), dordiincii kissmda Oklid uzaylarndaki
Bertrand egri kavramlar: hatirlatilmigtir. Besinci kisimda Loretzian uzayindaki null
bir egri i¢in Cartan gat1 kavranmu ve Rj uzaymdaki pseudo-ortonormal baz tanimi
verilmigtir. Altic kisimda pseudo Oklid uzayda Bertrand egri kavram incelenmis-
tir.  Yedinci ve sekizinci kisimda sirasiyla Oklid uzaymdaki kiiresel egri ve R}
uzayindaki kiiresel egri kavramlari sunulmustur. Dokuzuncu ve onuncu kisimda
Oklid uzaymdaki bir egrinin involiit ve evaliit tammlar1 verilmigtir. On birinci
kisimda pseudo Riemannian uzaydaki bir egri icin yay uzunlugu ve regiiler egri

kavramlar1 hatirlatilmigtir.

1.1 s-Dejenere Egriler

E reel vektor uzay1 g : E X E — R simetrik bilineer doniigtimiiyle birlikte verilmig

olsun. E uzayindaki sifirdan farkl bir £ # 0 vektorii igin
g&,v)=0 Ywek

sart1 saglaniyorsa g doniigiimiine E tizerinde dejeneredir denir. Aksi taktirde g
doniigiimiine nondejenere denir. E uzayimin g metrigine gore radikali (bagka bir

deyisle null uzay1) Rad(F) ile gosterilir ve bu uzay E uzaymin bir alt uzayidir.
Rad(E) ={{€ £ | g({,v)=0, veE}

Daha basit olsun diye g yerine (,) notasyonunu kullanacagiz. v vektoriine timelike,
lightlike, veya spacelike diyecegiz sirasiyla, g (v,v) < 0, g(v,v) = 0 (ve v # 0),
veya ¢ (v,v) > 0 kogullar1 saglaniyorsa. v = 0 vektorii spacelike bir vektordiir.
g (u,u) = F1 sartim saglayan u vektoriine birim vektor denir. g (u,v) = 0 sartin

saglayan u ve v vektorleri ortogonaldir (ulwv).
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(M7}, V) yonlendirilmis Lorentz manifoldu ve C': I — M} egrisi de M} uzayinda
diferensiyellenebilir bir egri olsun. C' boyunca herhangi bir V' vektor alani igin V’
vektoriide C' boyunca V' vektor alaninin tiirevi olsun. Simdi t € I ve i = 1,2,...;n

olmak tlizere
E;(t)=sp{c (t)," (t),...c" (t)}

ve d
d = maks {i : boyE; (t) =i, Vte I}

seklinde tamimlanan bir say1 olsun. Yukaridaki notasyona bagh kalmak tizere, her
1 <i < d, veher ticin boyRad (F; (t)) = sabit, 0 < s < d arahiginda Rad (Es) # {0}
sartin1 saglayacak sekilde bir s var ve j < s icin Rad (E;) = {0} ise C': [ — M7
egrisine s-dejenere (veya s-lightlike) denir. Tanimdanda anlagilacag gibi 1-dejenere
egriler null egrilerdir (lightlike egriler). Bu ¢ahismada Minkowski uzay zamaninda
2-dejenere egriler incelendi (s = 2). Bu tezin ti¢iincii boliimiinde gahigilan 2-dejenere
egriler spacelike egrilerdir [19].

Uzay zamam ile kastedilen, baglantili, zaman yonelimli, 4-boyutlu Lorentz
manifoldudur. M notasyonuyla gosterilen Minkowski uzay zamani Minkowski 4-uzay1-

na (R}) izometriktir [7]. Rj, (,) metrigiyle
(z,y) = =2 + 2'y' + 2%y® + 2%y
v,y € Rfy v= (22" 2% 2%), y= (9" 9" 9%) 2,y €R 0<i <3

tanimlanan 4-boyutlu Lorentz manifoldudur.

C egrisi R} uzayinda 2-dejenere bir Cartan egri olsun. Bu egri igin Cartan

denklemleri
C, = Wl,
W =1L,
L/ == ]{Zl WQ,

WQI == —kQL + klN,

N' =Wy — kWs.

seklindedir [19]. Yukanda L, N vektorleri null, (L, N) = —1, {L, N} ve {W, W5}
ortogonal, {W;, Ws} ortonormal, {L, N, Wi, W5} pozitif yonlendirilmistir. Ayrica
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{c’ A, 0(4)} kiimesi {L, N, W1, W5} kiimesiyle aym yonlendirmeye sahip ise k; <

0 olur.

1.2 Pseudo Oklid Uzaylarda Dejenere Egriler

n-boyutlu reel vektor uzay1 V ve g : V. x V — R simetrik bilineer formu verilsin.
Rad V = {0} olmasi durumunda V nondejeneredir. Pseudo Oklid uzay1 olarak
adlandirilan (V, g) yapist n-boyutlu V' reel vektor uzayi ile birlikte onun iizerinde
tanimlanan simetrik nondejenere bilineer g metriginin olusturdugu bir yapidir. W C
V olmak tizere g |y ifadesini negatif tamimlh yapan en bityiik W alt uzayimim boyutuna
g'nin V iizerindeki indeksi denir ve ¢ ile gosterilir. (V,g) yapis1 Ry ile ifade edilir.
B = {Vi,...,V,,} kiimesi bir pseudo Oklid uzay1 icin sirali baz ve her 7 icin 74, g;
degerleride sirasiyla, span{Vi, ..., V;} kiimesinin radikal ve indeksinin boyutu olsun.
ro = qo = 0 olmak tizere {r;;0 <i < n} ve {¢;0 < i< n} dizilerine sirasiyla B
bazinin nulluk derece dizisi ve indeks dizisi denir. Her i = 1,2, ..., n, i¢in |r; — ;1]
ve ¢; — q;_1 ifadeleri 0 veya 1 degerini alir, bununla birlikte r, = 0 ve ¢, = ¢ durumu

mevcuttur [20].

Tanim 1.2.1. B = {V4,...,V,,} kiimesi bir pseudo Oklid uzayr ¢in swraly baz ve
{r;; 1 < i < n} kimeside nulluk derece dizisi olsun. Bu durumda

1 n
r = 52 |ri — T’Z'_1|
i=1

seklinde tanimlanan pozitif saywya B bazinin dejenerasyon derecesi denir [20)].

Lemma 1.2.1. (E,(,)) bir bilineer uzay ve F’de bir hiper dizlem olsun. F, =
sp{L1,.., L.} totally lightlike, Fy nondejenere olmak tizere F = Fy L Fy olsun. Bu
durumda asagrdaki kosullar mevcuttur.

(1) boyRad(E) =r+ 1 (Fy & Rad (E)) ise, bu durumda
E:Fl J_Fg J_Sp{L}

sartiny saglayacak sekilde tek olmayan bir L null vektori vardar.
(i1) boyRad(E) = r (Fy = Rad (F)) ise,

E:Fl_LFQJ_Sp{V}

sartina saglayacak sekilde null olmayan birim V' vektori vardwr. Ayrica Rad (E) =
{0} olmasi durumunda ise V' vektori (isaret farkiyla) tektir.
(iii) boyRad (E) =r —1 (Rad (E) & Fy) ise, (L;,N;) =n, n=F1 ve

E = (sp{L;} @& sp{N,}) L sp{Ll, ...,Z;, ...,Lr} 1 F

12



sartlarmmy saglayacak sekilde bir N; wvektori mevcuttur. Rad(E) = {0} olmast
durumunda N; vektori tektir [20].

Sonug 1.2.1. B = {Vi, ..., V,,} bir pseudo Oklid uzayr 1¢in swraly bir baz ve r saysida
B bazinin dejenerasyon derecesi olsun. Bu durumda

(1) r iyi tansmly bir sayma sayisider.

(i1) q, B baziman indeksini gdsteren bir say. olmak tzere r < q’dur.

7 iki indeksli pseudo Oklid uzayr ve a : I — R} egrisi bu uzayda bir
diferensiyellenebilir egri olsun. Her ¢ € I icin A = {d&/(t),...,a (t)} lineer
bagimsiz bir kitme, {r; (¢);0 <@ < n}ve{q (t);0 < i < n} sirasiyla A bazinmn nulluk
derece dizisi ve indeks dizisi olmak {izere her ¢ ve her t € I igin 7; (t) ve ¢; (t) degerleri
sabit olsun. Bu durumda bu dizilere o egrisinin sirasiyla nulluk derece dizisi ve
indeks dizisi denir. A'nm dejenerasyon derecesi r sabitine o egrisinin dejenerasyon

derecesi denir [20].

Tanim 1.2.2. Yukaridak: notasyona bagl kalarak bir o : I — RY egrisi i¢in v > 0
ise bu egriye dejenere egri denir [20)].

RY uzaymdaki egrileri caligirken
(z,y) = —a'y' —22® + 2°2° + shrt

seklinde tanimlanan (, ) metrigini kullanacagiz. Burada z,y € Ry; z = (a2, 2%, 23, ...,

"),y =y vt Ly, 2y € R 1 <i < n.

1.3 FE" Uzayinda Ozel Frenet Egrileri

n-boyutlu Oklid uzay1 E” ve bu uzaym (z', 22, ...z") kartezyen koordinatlar: verilsin.

C* smifindan bir ¢: L — E™ egrisi

seklinde parametrelendirilmis olsun. Eger Vt € L icin

ise C' egrisi K" uzayinda regiiler bir egridir. Buradaki (.,.) , E™ uzaymdaki Oklid i

1

dc(t)” _ <d6(t) dc_(t)>2 20

dt

dt 7 dt

carpimidir. Regiiler bir C' egrisi s yay uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis

olsun (c: 1 — E"(s€l, s—c(s) € E")). Bu durumda % tanjant vektér alam
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de(s)

1 = 1’dir. Matsuda ve

her s € I i¢cin C boyunca birim uzunlukludur, yani
Yorozu [13] egri kavramii incelerken E™ uzayinda yay uzunlugu parametresiyle
parametrelendirilmig, regiiler ve C'*° siifindan egrileri kullandilar. C'; E™ uzayinda
bir egri (her s € I icin ¢(s) € E™) olmak iizere her s € I igin t(s) = dfi—(ss)
olsun. t vektor alanina C' boyunca birim tanjant vektor alani denir. C' egrisinin

C1,Cs, ..., C 1 sartlari sagladigini varsayalim:

olsun. Bu durumda C boyunca her s € I'de iyi tamimh 7, vektor alan

C}: Her s € I igin

dt (s)
ds

d*c (s)
ds?

o]

1 dt(s)

ile tanimhidir, ayrica

{t(s),m(s)) =0 ve (ni(s),m(s) =1

sartlar1 saglanir.

Cy : Her s € I igin

olsun. Bu durumda C boyunca her s € I'de iyi tamiml ny vektor alan

(o) = 5 (A 010

seklindedir, ayrica

(t(s).mi () =0 ve (ny(s),m; (s) = 3

sartlar1 saglanir. Aymi metodla ¢ = 3,4, ...,n — 2 olmak iizere

Cy: Her s € [ i¢in

dny_1 (s)

s >0

ke (s) = ‘ + ko—1 (s) mp—a (s)

olsun. Bu durumda C boyunca iyi tanimh vektor alanm ng, ¢ = 3,4,...,n — 2, ve

Vs € I igin

() = (P (s 9))
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seklindedir. Ayrica
(t(s),ni(s)=0,... ,(n;i(s),n;(s))=0bi;; 4, j=12,...,n—2
sartlari saglanir.
C,_1: Her s € I i¢in

kn_1 () = <dnd—§<s) + Ty (s)> £0

olsun. Burada n,_ (s) tanjant vektor alani {¢,nq,ns,...,n,_1} ¢atisini ortonormal
ve pozitif yonlendirilmis yapacak sekilde belirlenmigtir. ky, ..., k,_o fonksiyonlar:
pozitif ve k,_ 1 fonksiyonuda sifirdan farkhidir. Bu sekilde tanimlanan C' egrisine
E™ uzayinda 6zel Frenet egrisi denir. Burada ozel kelimesinin anlami n;,; vektor
alaninin n; ve n;_; vektor alanlar1 ve pozitif degerli k; ve k;_; fonksiyonlariyla ifade
edilmesinden kaynaklanmaktadir. Her bir k; fonksiyonuna C' egrisinin i-yinci egrilik
fonksiyonu denir (: = 1,2,...,n—1). C egrisi boyunca {t, nq, ns, ..., n,_1} ortonormal
catisina C' boyunca Ozel Frenet catisi denir. Her s € [ icin bu egrinin Frenet

denklemleri

dt(s)
ds ki (s)nq (s)
dnclzs(S) = —ky (5)t(s) + ka (s) ng (5)
dn;s(s) — —k?f (5> ny—1 (S) + k€+1 (S) Npi1 (8)
dnn&; (s) = —kn_o2(8) N3 (3) + kn_1(8) np_1(s)
dnn_y (s) _
ds —kn-1(8) nn—2 (s)

seklindedir. n; (j =1,2,...,n — 1) birim vektor alanina C' boyunca Frenet j-normal
vektor alani denir. C' egrisinin ¢(s) (j =1,2,...,n — 1,Vs € I) noktasindan gegen
dogru bu noktadaki j-normal vektoriiyle (n;(s)) ayni dogrultudaysa bu dogruya
Frenet j-normal dogrusu denir. Ug¢ boyutlu Oklid uzaynda (ny) Frenet 1-normal
vektor alanina C' boyunca asli normal vektor alani ve Frenet 1-normal dogrusuna

C’nin ¢ (s) noktasindaki asli normal dogrusu denir.
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C' egrisinin her ¢ (s) noktasi i¢in egrinin bu noktasindaki diizlem n; (s) ve ny (s)
vektorleriyle gerilmigse (j,k =1,2,....,n—1; j < k), bu diizleme C egrisinin ¢ (s)

noktasindaki (j, k)-normal diizlemi denir [13].

1.4 OKklid Uzaylarinda Bertrand Egrileri

3-boyutlu Oklid uzayr E? ile gosterilsin. E? uzaymda C™ smufindan olan regiiler C
egrisi (¢ : I — E® (s — ¢(s))) igin I C R bir aralik ve s (€ I) de yay parametresi
olsun. Bu C egrisinin birim tanjant vektor alani ¢, birim asli normal vektor alani n
ve birim binormal vektor alani b C*° siifindan ayrica egrilik fonksiyonu x (> 0) ve
burulma fonksiyonu 7 (# 0) C*° simfindan skaler fonksiyonlar ise bu egriye C'™ 6zel
Frenet egrisi denir [13]. Burdaki ¢, n,b fonksiyonlar egriye ait Frenet denklemlerini
saglar. C' egrisi C'° smifindan bir 6zel Frenet egrisi olsun. C' egrisinden farkl
olacak sekilde C* smifindan bir C' egrisi ve bununla birlikte C* smifindan bir
¢ : C — C doniisiimii mevcut olsun. Bu ¢ déniisiimii altinda egrilerin birbirine
kargilik gelen noktalarinda bu egrilerin asli normal dogrular1 ¢akisiyorsa, C' egrisine
Bertrand egrisi denir. Burada C' egrisinin ¢ (s) noktasimdaki asli normal dogrusu
egrinin asli normal vektorii n (s) ile ayni dogrultudadir. Cok iyi bilinmektedir ki £3
uzayindaki C'*° siifindan bir C' 6zel Frenet egrisi Bertrand egrisidir ancak ve ancak
egrilik fonksiyonu x, burulma fonksiyonu 7 olmak iizere her s € I i¢in ax + b7 =1
sartin1 saglayacak sekilde a ve b gibi reel sayilar mevcutsa.

C' egrisi n-boyutlu Oklid uzayr E™’de s yay uzunluguyla parametrelendirilmis
regiiler ve C'* siifindan bir egri olsun. Bagka bir deyigle ¢ : I — E™ (s — ¢(s))

t(s)=<c(s),ni(s)= (m) " (s), ve aym sekilde ny, (s)’lerde (k =1,2,...,n — 1)
c'nin yiiksek mertebeden tiirevleri hesaplanarak elde edilir. C' egrisi boyunca n

tane vektor alan (¢,n4,...,n,_1) C egrisinin ki, ..., k,_o pozitif egrilikleri ve pozitif

ya da negatif degere sahip k,_; egriligiyle beraber Frenet denklemlerini saglar.

n; vektoriine C' boyunca Frenet j-normal vektor alani denir. C' egrisinin c(s)

noktasindaki Frenet j-normal dogrusu c(s) boyunca n; (s) vektorii tarafindan elde

edilen dogrudur (j = 1,2, ...,n — 1). C egrisinin ¢ (s) noktasindaki Frenet (j,k)-normal
diizlemi n; (s) ve ny (s) vektorleri tarafindan gerilen (j,k=1,2,...,n—1;j # k)

diizlemdir [13].

Tanim 1.4.1. C ve C E™’de egriler ve ¢ : C — C C™ bir déniisiim olsun. C, C™
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ozel Frenet egrisi iken ¢ dondisimiiniin C’de karsibk getirdigi noktalardaki Frenet
I-normal dogrulary C’nin Frenet 1-normal dogrularwyla ayni ve C' egrisi de bir C*°
dzel Frenet egrisi oluyorsa, bu taktirde C’ye Bertrand egrisi denir [13].

Tamm 1.4.2. E" uzayinda C (c: I — E") bir 6zel Frenet egrisi, C (¢: 1 — E")
egrisi de C egrisinden farkl olacak sekilde 6zel Frenet egrisi olsun. ¢ : I — I
(§ = (s), dfl—is) # 0) egrilerin yay parametreleri arasinda tanimlanan reguler bir

donisum olmak tzere, bu ¢ donisimdi altinda egrilerin birbirine karsilik gelen
noktalary olan c(s) ve ¢(5) noktalarindaki 1-normal dogrulart aym ise, C' egrisine
Bertrand egrisi denir. Burada s ves swraswla, C ve C egrilerinin yay parametreleridir

[13].

Teorem 1.4.1. n > 4 olmas: durumunda E™ Oklid uzayinda hi¢ bir C> 6zel Frenet
egrisi Bertrand egrisi olma ézelligine sahip degildir [13].

ispat. C egrisi E™ (n > é) uzayinda bir Bertrand egrisi ve C egriside C’nin
Bertrand esi olsun. Burada C egrisi C"den farkh bir egridir. c(s) ve ¢(3) =2 (¢ (s))
sirasiyla C' ve C'nin birbirine karsilik gelen iki noktasi olsun. Bu durumda C' egrisi

c(8)=clp(s) =c(s) +a(s)m(s) (1.4.1)

seklinde yazilir. Burada «, [ iizerinde C* simifindan bir fonksiyondur. (1.4.1)
denkleminin s’ye gore tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa

P ()t (s) = (L —als)ki(s)t(s)+a' (s)ni(s) +a(s) ke (s)na(s) (142)

esitligi elde edilir. (1.4.2) esitliginin her iki yanin 727 (¢ (s)) ile i¢ garpima tabi tutar,
(T(p(s)),m1(p(s))) =0ven (¢ (s)) = Fn (s) oldugu bilgisi kullanilirsa her s € I
icin o/ (s) = 0 olur. Yani «, I iizerinde sabit bir fonksiyondur. Boylece (1.4.1)
denklemi

c(s)=7c(p(s)) =c(s)+ang(s) (1.4.3)

seklinde tekrar yazilabilir. (1.4.3) denkleminin s’ye gore tiirevi alinirsa her s € I
icin

¢ (s)L(p(s)) = (L —aky(s))t(s) + aka (s) na (s) (1.4.4)
elde edilir. (1.4.4) esitliginden
t(p(s)) =cosb(s)t(s)+sinb(s)ny(s) (1.4.5)

denklemini yazabiliriz. Burada 6, I lizerinde bir C* fonksiyon olmak tizere

cosf(s) = 1_@?{—(]?)(5), (1.4.6)
sinf (s) = Q;Q(S) (1.4.7)
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esitlikleri mevcuttur. (1.4.5) esitliginin tiirevi alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa
her s € I icin

R (e () ()7 (o (s)) = 220y
+ (k1 (s) cos O (s) — kysin® (s)) ny (s)
N dsinf (s)

L (s) + k3sind (s) ns (s)

elde edilir. Yukandaki esitlikte 77 (¢ (s)) = Fnq (s) oldugu kullanihir ve her iki yam
ns (s) ile i¢ carpima tabi tutarsak her s € I igin

ks (s)sinf (s) =0 (1.4.8)

elde edilir. Ozel Frenet egrisinin tanimmdan dolayr her s € I icin ks (s) # 0’dur.
(1.4.8) denkleminden dolay1 sinf (s) = 0 olur. Burada (1.4.7) denklemi gozoniine
alinir ve ko > 0 oldugu kullanilirsa a = 0 elde edilir. O zaman (1.4.1) denkleminden
dolay1 C ile C egrileri cakigir. Fakat bu durum baslangictaki kabuliimiizle celisir.
Buda ispat1 tamamlar. O

Agagidaki tanimlar £ (n > 4) uzayimndaki genellegtirilmis Bertrand egri kavramim

aciklar.

Tanim 1.4.3. C ve C E*’de egriler ve ¢ : C — C C™ bir doniisiim olsun. C,
C> Gzel Frenet egrisi iken ¢ déontsiminin C’de karsihk getirdiji noktalardaki
(1,3)-normal diizlemleri C 'nin (1,3)-normal diizlemleriyle ¢akisiyor ve C de bir C*
dzel Frenet egrisi oluyorsa, bu taktirde Cye (1,3)-Bertrand egrisi denir [13].

Tanim 1.4.4. C ve C, E* uzayinda bulunan C™ sinafindan iki ozel Frenet egrisi
olsun. @ déniigiimii de (o : I — I) her s € I igin C egrisininin c(s) noktasimi C
egrisinin ¢(3) = ©¢(p(s)) noktasina karsiik getirecek sekilde yay uzunlugu
parametreleri arasinda regiler ve C*° sinifindan bir donusim olsun. Her s € I i¢in
C' egrisinin ¢ (s) noktasindaki (1,3)-normal dizlemi egrilerin birbirine karsilik gelen
noktalarmda C egrisinin ¢ (3) noktasindaki (1,3)-normal diizlemi ile ¢akisiyorsa C
egrisine (1,3)-Bertrand egrisi denir [13].

Simdi su teoremi ispatsiz olarak ifade edelim

Teorem 1.4.2. C' egrisi E* uzayinda ky, ks, ks egrilik fonksiyonlarina sahip bir O
dzel Frenet egrisi olsun. Bu durumda C egrisi (1,3)-Bertrand egrisidir ancak ve
ancak her s € I i¢in

aks (s) — Bk (s) # 0 (a

aky (s) +v{aks (s) = Bks (s)} = 1 (b

vk1 (8) — ko (8) = dks (s) (c

(V= 1) ka () ko () + 7 { (k1 ()" = (k2 ()" = (ks ()"} #0 (d

kosullary saglanacak sekilde o, B,7,0 reel saylar mevcutsa [13].
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1.5 Lorentz Uzay Formunda Null Bir Egrinin Cartan Catisi
ve R, Uzayindaki Pseudo Ortonormal Baz

(M,g), (m+2) boyutlu ¢ indeksli yar1 Riemannian manifoldu ve C' egriside M
manifoldunda yerel olarak v : I C R — M ile parametrelendirilmis tiirevlenebilir
bir egri olsun. C' egrisinin tanjant vektorii olan +/ () her yerde null vektor ise C’ye
null veya lightlike egri denir. TC, C egrisinin tanjant demeti olmak iizere T'C'*
demeti nondejenere durumda oldugu gibi

rct =Bt L0t ={& e T,M:g(§, V) =0}

peC
seklinde tanimlansin, buradaki V,, p noktasinda C' egrisinin null tanjant vektoridiir.
TC*+nin ranki m + 1'dir. V, bir null vektoér oldugundan T'C' demeti TC* vektor
demetinin bir alt vektér demetidir ve ranki 1’dir. Bu durumda TC* uzaymnda T'C

demetinin bir timleyeni olan S (T C’l) alt vektor demetinden bahsedebiliriz.
TCH=TC L S(TC)

Yukarida 1 ortogonal direkt toplami gostermektedir. m boyutlu nondejenere
S (TCL) alt demetine C’nin ekran vektor demeti denir. Nondejenere durumun
aksine tanjant demeti normal demetin i¢cinde bulunur ve ekran demeti tek degildir.
Bu iki 6zellik null egrilerin nondejenere egrilere (spacelike veya timelike) kiyasla
geometrilerinin zor ve degigik olmasina yol acar.

S (T CL) nondejenere oldugundan
TM |o= S (TC*) L S(TCH)”

seklinde yazilir. Burada S (TCL)l, TM |c uzaymda S (T C’l) demetinin ortogonal

tumleyenidir.

Teorem 1.5.1. C, (H, g) yary Riemannian manifoldunun bir null egrisi ve S (TCL)
demeti de C' egrisinin bir ekran vektér demeti olsun. Bu durumda C tzerinde
ranky bir olan bir tek E vektor demeti vardwr oyleki C' egrisinin her U koordinat
komsulugunda
(v, N) =1
ve (N,N)=(N,X)=0 VXel(S(TC") |v)

sartlarma saglayacak sekilde bir tek N € T' (E |¢) kesiti vardir. Yukardaki E vektor
demeti ntr (C) ile gosterilir ve C' egrisinin S (TC’L) demetine gore null transversal
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demeti olarak adlandirilir. N wvektor alame C egrisinin ' (t) vektorine gore null
transversal vektor alani olarak adlandirilir. C egrisinin tr (C) transversal vektor

demeti
tr (C) =ntr (C) L S (TC™)

seklinde tanimlanir. Bu durumda
TM |c=TC @&tr(C)=(I'C@®ntr(C)) LS (TCT)
olur [16]. Bu bilgiler 11ginda asagidaki sonuca varir.

Onerme 1.5.1. C egrisi indeksi g olan bir (W, g) yary Riemannian manifoldunun
bir null egrisi olsun. Bu durumda C' egrisinin herhangi bir ekran vektor demeti yar
Riemannian’dwr ve indeksi ¢ — 1’dir. Bundan dolayr eger M bir Lorentz manifoldu
ise herhangi bir ekran demeti Riemannian’dir [16].

Teorem 1.5.2. v : I — M, n = m+2 egrisi pseudo yay parametresiyle parametrelen-
dirilmis olup ayni zamanda {7 (t),7" (t),...7" (t)} kimesini her t igin Ty M7
tanjant uzayinin bir bazi yapacak sekilde se¢ilmis null bir egri olsun. Bu durumda

L'=w,
N' = kWi + kaWy
Wi =—kL-N
Wy = —koL + ksWj
W! = —k;W,_1 + kipa Wi, i€{3,...m—1}

W' = —kp Wy

denklemlerint ve asagidaki sartlary saglayacak sekilde tek bir Frenet catisi vardir.
(i) 2 < i < m-—1"d¢n {v@),y{),...,v"2)} ve {L,N,Wi..., W;} aym
yonlendirmeye sahiptir.
(i1) {L, N,Wi..., Wy, } pozitif yonlendirmeye sahiptir [16].

Tanim 1.5.1. Yukaridaki teoremin sartlarine tasiyan M7 uzayindaki null egriye
Cartan egri denir. Yukaridaki Frenet ¢atisi ve {ky, ks, ...,k } egriliklerine siraswyla
egrisinin Cartan referansi wve Cartan egrilikleri denar. A wve B siraswla
Y (@&), 7y (), ...y (t)} ve {L,N,Wi....Wp,,} referanslarini géstersin. A ve B
matrisleri siraswyla A ve B’ye gore metrigin matrisleri olsun. D;, A matrisinin
1-yinct mertebeden determinanti olsun. Yani

. 0L (")
<,7/l’ 7/) <7/l’ 7//) <,7//’ ,7’L>

D; = ' ' ' olsun [16].
(LYY () ('
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Onerme 1.5.2. v : I — M bir Cartan egri olsun. Bu durumda Cartan egriliklers
{kla k27 e km}

DiDi+2

2
Di—H

1
kl = 5 <7(3)77(3)>7 k'g = _D47 sz =

seklindedir. Bunlara ek olarak ko < 0, heri € {3,...,m — 1} i¢in k; > 0’dwr. A’'man

siraswyla pozitif ya da negatif yonlendirilmesine bagl olarak k,, > 0 ya da k,, < 0
olur [16].

Sonug 1.5.1. M wzaywndaki bir C egrisinin Lorentzian dontustum altinda Cartan
egriliklert ayny kalor [16].

Tanim 1.5.2. 2r < 29 < n ve m = n — 2r olmak dzere R uzayindaki bir
B ={L1,Ny,..., Ly, N.,Wi.... W, } bazina asaqudaki egitlikleri saglamast durumunda
pseudo ortonormal baz denir.

(Liy Lj) = (Ni, Nj) =0, (Ly, Nj) = 65,
<Li7Wa> = <NZ7Wa> = 07 <Waa W,B> = Ea(saﬁa

i,7 € {1,2,..,r}, a,f € {1,2,...,m}, ejer 1 < a < q—7r ise ¢, = —1 ve eger
g—r+1<a<misee, =1 [16].

Lemma 1.5.1. 2r < 2q < n vem = n—2r olmak tzere B ={Li, Ny, ..., L,, N., W1, ...,
Wi}, Ry wzayiman bir baz olsun. B'={Vy, ..., Vy, Vi, ..., Vi } kiimesi

v Wiy i=r+1g
' HLicgtLing) 5 i=q+l,q+r

Wi_or ; i1=q+r+1,...n

seklinde verilmis olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.
(1) B bir pseudo ortonormal bazdur.
(ii) B’ bir ortonormal bazdar.

(iii) B

q n
= ViV + > VeV =i
a=1 B

:q+]_

esitligini saglar.

(iv) B
r q—r m
> (LaiNaj + LajNai) = > WeWai+ Y WolWo; =iy
a=1 B=1 O0=q—r+1

esitligint saglar.  Burada V., Ly, Ny ve Wpy swraswyla V,, L, N, ve W,
vektorlerinin bilesenlerini gosterir ve m;;’'de standart koordinatlar igin kanonik
metrigin matrisini gostermektedir [16].
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1.6 Pseudo Oklid Uzaylarda Bertrand Egrileri

C' egrisi, R} uzaymmda C' boyunca F' Frenet catisina sahip ve s pseudo yay
parametresiyle parametrelendirilmig null bir egri olsun. (C (s), F') ikilisine ¢atili null
egri denir [15]. (C (s), F) ikilisi pseudo yay parametresi olan s’ye ve ekran vektor
demetine S (TCL) bagh oldugundan tek degildir. Bu teklik problemi, Lorentzian
dontigiim altinda egrilik fonksiyonlar1 degigmeyen ve bu egrilik fonksiyonlarinin sayisi-
n1 minimum seviyede tutan Cartan Frenet ¢atisinin ingaasiyla ¢oztldi [21].
Teorem 1.6.1. C egrisi, (R3, g) Lorentzian manifoldunda s pseudo yay parametresiy-
le parametrelendirilmis, jeodezik olmayan null bir egri olsun. E = {C”,C’”,C’(?’)}
kiimest her s i¢in To RS wzayman bir bazi ve ayrica g (C",C") = 1 olsun. Bu

durumda (C (s), F) ikilisini null Cartan egri yapacak ve asagidaki Cartan Frenet
denklemlerini saglayacak sekilde bir tek F'= {L, N,W} Frenet ¢atisi vardur.

L'=w
N =17W
W'=—-7L—-N

Burada F ve E pozitif yonlendirmeye sahiptir ve ayni zamanda Lorentzian donisim
altinda T burulma (torsion) fonksiyonu isaret farkwyla degismez kalir [22].

Teorem 1.6.2. C egrisi, (R}, g) Lorentzian manifoldunda s pseudo yay parametresiy-
le parametrelendirilmais, jeodezik olmayan null bir egri olsun. E = {C”, c".C®), 0(4)}
kiimest her s i¢in To R uzayman bir bazi ve ayrica g (C",C") = 1 olsun. Bu
durumda (C (s), F) ikilisini null Cartan egri yapacak ve asagidaki Cartan Frenet
denklemlerini saglayacak sekilde bir tek = {L, N, Wy, Wy} Frenet ¢atisi vardar.

L =W,

N' = ks Wy + kW
Wl =—kL—N
W) = —koL

Burada F ve E pozitif yonlendirmeye sahip ve ayni zamanda Lorentzian doniisim
altinda ky ve ky egrilik fonksiyonlary isaret farkwyla degismez kalwr [22].

C egrisi (R3, g) Lorentzian uzayimda null Cartan bir egri olsun. Bu durumda bu
egrinin Cartan catisin olugturan L, W ve N vektorlerine sirasiyla egrinin teget, asli

normal, ve binormal vektorii denir [22].

Tanim 1.6.1. (C, U) ikilisi R3 Lorentzian manifoldunda siraswyla s,5 pseudo yay
parametreleriyle parametrelendirilmis null Cartan catily egriler olsun. Bu kiliye,
asli-normal vektérlerinin lineer baguml olmasi durumunda Bertrand ¢ifti denir [15].
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Teorem 1.6.3. C, R} uzayinda s pseudo yay parametresine sahip null Cartan ¢atil
bir egri olsun. Bu durumda C egrisi kendisinden farkly olacak sekilde bir Bertrand
esine sahiptir ancak ve ancak bu ki egri ayni ve sifirdan farkl sabit bir egrilik
fonksiyonuna sahipse [22].

Tanim 1.6.2. (C, 6) ikilisi R} Lorentzian manifoldunda siraswyla s,5 pseudo yay
parametreleriyle parametrelendirilmis null Cﬂ’tan catily egriler olsun. {L, N, Wy, Wy}
ve {L, N, Wy, WQ} kiimelert siraswyla C ve C' egrilerinin Cartan ¢atilary olsun. Bu

durumda (C, 6) egri ciftine W, ve Wi wvektérlerinin meydana getirdiji normal
dogrularin ¢akigmast durumunda null Bertrand egri ¢ifti denir [18].

Teorem 1.6.4. R} Lorentzian manifoldunda bir C' null Cartan egrisi Bertrand
egrisidir ancak ve ancak C egrisinin ki egriligi sifirdan farkl sabit bir sayr ve ko
egriligi sifur ise [18].

1.7 Oklid Uzayinda Kiiresel Egriler

o, m merkezli kiire iizerinde bulunan bir egri ise |a (s) —m|* degeri sabittir (yani

s'ye gore biitiin tiirevleri sifirdir). Bu durumda agagidaki degme (kontak) tanimim

verebiliriz.
Tanim 1.7.1. a bir egri, m bir nokta ve r > 0 olmak dizere ¢ (s) = |a (s) —m|?
olsun. c(so) =12,  (s0) = " (s0) = ... = Y (s9) = 0 ise a, s = 8¢ noktasinda

r yaricapl ve m merkezli kireye j-yinci basamaktan degiyor denir. Buradanda
anlagilacagu gibi j biyudikce c(s) sabit bir fonksiyona benzemeye baslar. o (s)
egriside r yaricaph ve m merkezli bir kure tzerinde bulunan bir egri olmaya daha

fazla yaklagur [25].

Uyar1 1.7.1. «a egrisi B3 uzaymmda bir egri olsun. « egrisine s = sq noktasinda
ikinci dereceden degen oskilator cemberin (egrilik ¢emberi) merkezi m,

1
k (so)

me = a(8g) + N (so)

seklinde yazilir [23].

Uyar1 1.7.2. « egrisi E® uzaypnda bir egri olsun. « egrisine s = sy noktasinda
t¢tinct dereceden degen oskilator kirenin (egrilik kiiresi) merkezi

1 k' (s0)
k (s0) 7 (s0) k% (s0)

ile ifade edilir. Yukardaki ifadede N ile B, « egrisinin Frenet takimany {k (s),7 (s),
T(s),N (s),B(s)} olusturan birim vektorlerdir, ayrica k(s) ve 7 (s) fonksiyonlar:
da swraswyla egrilik ve burulma fonksiyonlaridir [23].

ms = a(So) + N (so) — B (s0)
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1.8 R} Uzaymda Pseudo Kiiresel Egriler

R} uzayindaki pseudo kiiresel egriler, m merkezli ve r > 0 yarigaph S} (r) pseudo

kiiresi tizerindeki egrilerdir.
S2(r) = {xeRil:g(x—m, x—m) :7’2}

olarak ifade edilir. Oklidyen uzaydaki oskiilator kiire tanimina benzer olarak agagidaki

tanimi verebiliriz.

Tanim 1.8.1. C egrisi, R} uzaynda null Cartan bir egri olsun. Bu durumda C
egrisine dordincti mertebeden degen kiireye C' egrisinin pseudo oskilator kiiresi denir

/18].

Lemma 1.8.1. C egrisi, R} uzaymda null Cartan bir ejri olsun. C egrisinin C (sq)
noktasindaki pseudo oskilator kiiresinin merkezi

m (sg) = C (so) + %QWQ (s0)

seklindedir. Yukaridaki ks, C null Cartan egrisinin ikinci egrilik fonksiyonudur [18].

Teorem 1.8.1. C' egrisi, R} uzaynda null Cartan bir egri olsun. Bu durumda C
egrisi pseudo kiresel bir egridir ancak ve ancak ko egrilik fonksiyonu sifirdan farkh
bir sabitse [18].

1.9 Involiit

Hareketsiz bir diizlemde ¢ herhangi bir regiiler egri olmak iizere, ty sabit degeri
baglangi¢ parametresi olarak secilmis olsun ( sekil 1.9 ). Burada t, hareketli diizlemde
bir egri belirten ve tizerinde bir tanjant dogrusu olan bir noktadir. Hareketli diizlemde
bir egri belirtecek olan iz noktasi, ¢ egrisinin ¢y noktasindaki tanjant dogrusuyla
¢ (ty) degme noktasini olugturan noktadir. Bu tanjant dogrusu c egrisi iizerinde
yuvarlanarak yol aldik¢a bu isaretli iz noktasinin hareket eden bir diizlemde cizdigi
egri fiziksel olarak ¢ egrisinin tizerine sarmalanmsg bir zincirin ¢oziilerek
acildiginda bu zincirin bag kisminin izledigi yola benzer. Bu iz noktasinin geometrik
yerini formiile etmek i¢in ¢’dan t’ye kadar ¢ egrisinin uzunlugunu [ (o, t) ile gosterelim.
Bu durumda t aninda ¢ (¢y) noktasi ¢ egrisine ¢ noktasinda ¢izilen teget dogrusunun

tizerinde kalir. Bu noktanmn c¢(t) noktasima uzakhg), c(f) noktasindan itibaren
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Sekil 1.9.
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nagatif 6lgim yapilarak hesaplamir. Bu uzaklik [ (¢g,t)’dir. Bu durumda bir ¢

egrisinin ty baslangi¢ noktasindan itibaren involiitiinii ¢* ile gosterirsek, bu ¢* egrisi
c(t)=c(t) —1(to,t) T (t) (1.9.1)

olarak formiile edilir. Burada 7' (t), ¢ egrisinin ¢ noktasindaki birim tanjant vektorii-
diir. Eger ¢, sabit s hizina sahip bir egri ise (s # 0) bu durumda [ (to,t) = s (t — to)

olur. Boylece ¢* involiit egrisinin formiilii basitlegserek
c(t)=c(t)— (t—to) (t) (1.9.2)
seklini ahr [24].

1.10 Evalut

bir parametresi olsun. p = 1)| skaler degerine ¢ egrisinin ¢ noktasindaki egrilik

k(t
yaricapl denir. Bu egriye ikil‘rl((:i dereceden degen ve bir tek gekilde mevcut olan p
yarigapl ¢cembere egrinin ¢ noktasindaki egrilik gemberi (oskiilatér ¢ember) denir.
Bu egrilik ¢gemberinin merkezi

¢ (1) :c(t)—k% (1.10.1)
seklinde formiile edilir. Yukarida N ile ifade edilen egrinin Frenet catisindaki asli
normaldir. Egrinin ¢g noktasindaki egrilik cemberinin egriligiyle egrinin kendi egriligi

(isaret farkiyla) aymdir. ¢ egrisinin egrilik fonksiyonu &

k(t) #0

sartin1 sagliyorsa, yukarida tanimlanan c, egrisine c¢ egrisinin evaliitii denir. Bu
durumda bir egrinin evaliitii, egrinin egrilik merkezlerinin geometrik yeridir. Bu
durumda bir ¢ egrisinin ¢y noktasindaki egrilik cemberinin denklemi yazilabilir. Buna
gore bir ¢ egrisinin ¢y noktasindaki egrilik cemberi ¢ (ty) noktasindan gegen, merkezi
¢ (tp) olan

lc — ¢, (to)|2 = lc(ty) — ¢ (to)\2 (1.10.2)

esitligini saglayan ve tek gekilde meveut olan bir cemberdir [24].
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1.11 Pseudo Riemannian Uzayda Yay Uzunlugu

Bir [ arahigindan pseudo Riemannian (M, g) manifolduna taniml ve v (¢) olarak

parametrelendirilmis egrinin bir immersiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

d

dry <E) =~ (t) #0, Vtel

olmasidir. Bdyle egrilere regiiler egri denir. Ayrica ~ tlizerine indirgenmis metrik
nondejeneredir ancak ve ancak 4’ (¢) null olmayan bir vektérse. I araligindaki her ¢

icin 4/ (¢) null degilse «y egrisini yeniden parametrelendirebiliriz. Bagka bir deyigle

d d
— — =1 I
'9 (dsv(S) , dsv(S))‘ : Vs €
sartini saglayacak sekilde bir
s:t— s(t)

difeomorfizm dontigimi bulabiliriz.  Bu yeni s parametresine yay uzunlugu
parametresi denir.
Yay uzunlugunun varhginimm ispati su sekilde yapabiliriz: s (¢) keyfi bir yeni

parametrizasyon olmak tizere

bilgisini kullanirsak

g (%% %v) = (%)29 (%v (s) %v (8))

olur. v null olmadigindan yukaridaki egitligin sol tarafi 0 olmaz. Bu durumda

ds | (d d
at I\at " at!

olarak elde edilir. Aradigimiz s (¢) fonksiyonu yukaridaki esitligin sag tarafindaki

2

ifadenin ilkeline egittir [25].
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2. SEMI-RIEMANNIAN UZAYDA
BERTRAND EGRILERI VE KURESEL
EGRILER

Bu boliimde, Minkowski 4- uzayindaki Bertrand egrileri ve R? uzayindaki kiiresel
egriler karakterize edildi. Ayrica R? ve R} uzayindaki Bertrand egrilerinin daha agik

bir stmflandirilmas1 yapildi.

2.1 Minkowski 4-Uzayinda Bertrand Egrileri

Tamim 2.1.1. Varsayalm (C,C) ikilisi RY uzaymda, swraswyla s,5 pseudo yay
parametreleriyle parametrelendirilmis null Cartan egriler olsun. Bu durumda bu
egri ciftine, swraswyla Wy ve Wy spacelike vektérlerinin meydana getirdigi 1-normal
dogrularimin ayns olmasy durumunda Bertrand egri ¢ifti denir. C egrisine C egrisinin
Bertrand esi denir. Daha agk olmak gerekirse RY wzaymda C (c: 1 — R}) null
Cartan bir egri, C (E I — R‘f) egrisi de C’den farkl null Cartan bir egri olsun.

ds
donusumu mevcut olsun. Bu ¢ dontusumi altinda egrilerin birbirine karsilik gelen

noktalar: olan ¢ (s) ve ¢ (3) noktalarinda, siraswyla Wy ve W spacelike vektérlerinin
olusturdugu 1-normal dogrular. ayni ise C' egrisine Bertrand egrisi denir.

Eqgrilerin pseudo yay parametreleri arasinda regiiler bir o : T — T <§ =¢(s), dels) #+ 0)

C, R} uzayida null Cartan bir egri olsun. Baz1 hesaplamalardan sonra agagidaki

matris esitligi yazilabilir.

d 1 0 0 0 L
c”’ 0 0 1 0 N
- (2.1.1)
o) ki -1 0 0 W,
C(4) —l{ii 0 —21{71 —]{72 WQ

Eger yukaridaki (2.1.1) esitliginin sag tarafindaki matrisi P ile gosterirsek | P| = —ky
olur. Burada W, spacelike vektoriinii { L, N, Wy, W5} sozde ortonormal bazini pozitif

yonlendirilmis olacak sekilde secelim. {c(i kiimesi de pozitif yonlendirilmigse

)}1934
ky < 0 olur. Ayrica ks = 0 olmasi durumunda |P| = 0 olur, bu durumda da

{c(i)}1 i<y Kiimesi lineer bagimh olur.
Teorem 2.1.1. C, R} uzayinda mevcut null Cartan bir egri olsun. C' egrisinin tirev

vektorlerinin olusturdugu kiume {c(i lineer bagimsiz ise C' egrisi Bertrand

: }1§i§4
egrisi degildir.
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ispat. C null Cartan egrisi, Minkowski-4 uzayinda bir Bertrand egrisi ve C egrisi
de C egrisinin bir Bertrand esi olsun. c¢(s) ve ¢(3) ikilisi sirasiyla C, C egrilerinin
birbirine karsilik gelen noktalari olsun. Bu durumda C' egrisinin Bertrand esi olan
C egrisi icin

c(s)=¢c(e(s) =c(s)+al(s)Wi(s) (2.1.2)
esitligini yazabiliriz. Burada «, « (s) # 0 sartin saglayacak sekilde s parametresine
bagh bir fonksiyondur. (2.1.2) dekleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa

ds dc (3)
o d(s)+a (s) Wi (s)+a(s)Wi(s)
esitligi elde edilir. Frenet denklemleri yukardaki esitlikte kullanilirsa

ds—

L) =1 —a(s)ki(s)) L(s) —a(s)N(s) + o (s) Wi (s)
olarak elde edilir. (L (5),W;(s)) =0 ve Wy (5) = FW; (s), oldugundan o (s) = 0
olur. Yani « sabit degerli bir fonksiyondur (karigikhga yol agmayacak sekilde bu
fonksiyonu « ile gosterecegiz). Bu durumda (2.1.2) denklemi

t(3) =c(s)+aW(s) (2.1.3)
olarak yeniden yazilir. (2.1.3) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinip null
Cartan egri icin mevcut olan Frenet denklemleri kullanilirsa

ds—
d—sL (3) = (1 — aky (s)) L (s) — aN (s) (2.1.4)
s

denklemi elde edilir. (2.1.4) denkleminin her iki yanim kendisiyle i¢ garpima tabi
tutarsak
0=—2a(1— ak(s))

esitligi elde edilir. Buradanda

1
k ——
1 (s) o
olur. Bu durumda (2.1.4) denklemi
ds—
d—jL (3) = —aN (s) (2.1.5)
denklemine doniigiir. (2.1.5) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa
5 (d5\'— _
@L (S) -+ % W1 (S) = — [kl (S) W1 (8) + kQ (S) W2 (S)] (216)

denklemi elde edilir. (W5 (s), Wi (5)) =0, (W2 (s), Wi (s)) = 0ve (W (s),L(3)) =
0, esitlikleri (2.1.6) denkleminde kullanihirsa

—aksy (s) =0 (2.1.7)

olur. Hipotezdeki kabulden dolay1 ks (s) # 0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda
(2.1.7) esitliginde o = 0 olmalidir. Boylece (2.1.3) denkleminden dolay1 C' egrisi ile
C egrisi ¢akigir. Buda bizim baslangictaki kabultimiizle geligir. Bu durumda ispat
tamamlanmig olur. O
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2.2 R{ Uzayinda (1,2)-Bertrand Egrileri

C, R} uzaymmda null Cartan bir egri olsun. C' egrisi boyunca spacelike Cartan
j-normal vektorii W, olsun. C' egrisinin ¢ (s) noktasindaki j-normal dogrusu c(s)
boyunca W (s) vektoriiniin olugturdugu dogrudur (j =1,2,...,n — 2). C egrisinin
¢ (s) noktasindaki (j, k)-normal diizlemi ¢ (s) boyunca W; (s) ve Wy (s) vektorleri
tarafindan gerilen diizlemdir (j,k =1,2,...,n—2; j # k). C ve C, R} uzaymmda
bulunan iki null Cartan egri ve ¢ déniisiimii (¢ : I — I) her s € I icin C
egrisinin ¢ (s) noktasim C egrisinin ¢(35) = ¢(yp(s)) noktasma kargihk getirecek
sekilde egrilerin pseudo yay parametreleri arasinda regiiler bir dontigiim olsun. Her
s € I icin C egrisinin ¢ (s) noktasindaki (1, 2)-normal diizlemi C egrisinin c (s)
noktasina karsilik gelen ¢ (5) noktasindaki (1, 2)-normal diizlemi ile ¢akigiyorsa C'
egrisine (1, 2)-Bertrand egrisi denir. C egrisine de C'nin (1, 2)-Bertrand esi denir.
Teorem 2.2.1. C, R} uzaynda Cartan egrilikleri ky ve ky olacak sekilde null bir
egri olsun. Bu durumda C' egrisi (1, 2)-Bertrand egrisidir ancak ve ancak her s € I
icin ya
(i) a=0 ve Bka(s)#1

ya da
(1))  a#0 ve aki(s)+ Bke(s) =1

olacak sekilde o ve B sabitleri bulunabiliyorsa.

Ispat. =:) C null Cartan egrisi, R{ uzaymda s pseudo yay parametresiyle
parametrelendirilmig (1, 2)-Bertrand egrisi olsun. Bu durumda

c(3)=c(s)+a(s)Wi(s)+ B(s)Wa(s) (2.2.1)

esitligini saglayacak sekilde C'nin bir C' (1,2)-Bertrand esi vardir. Burada o ve 3, s €
I parametresine bagli fonksiyonlar olup 5’de C' egrisinin pseudo yay parametresidir.
Wi ve W, vektorlerinin gerdigi diizlem W; ve W, vektorleri tarafindan gerilen
diizlemle ¢akigtigindan

Wi (5) = (cos 8 (5)) Wy (s) + (sin (s)) Wa (s) (2.2.2)

Wy (3) = (—sinf (s)) Wi (s) + (cos @ (s)) W (s) (2.2.3)

esitliklerini yazabiliriz. (2.2.1) denkleminin s parametresine gore tiirevi ahmip Cartan
egriye ait Frenet denklemleri kullanilirsa her s € I igin

L (%) g =[1—a(s)ki(s)—B(s)ka(s)]L(s)—a(s)N(s) (2.2.4)

+a (s) Wy (s)+ 3 (s) Wa(s)
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egitligi elde edilir.

0= <Wl (3),L(3) $> = (cosf (s))a’ (s) + (sinf (s)) 5 (s)

0= <W2(§) ,L(3) £> = (—sind (s)) o’ (s) + (cosf (s)) B’ (s)

egitlikleri yardimiyla o (s) = 0, ' (s) = 0 oldugu goriiliir. Yani o ve § her s € I
i¢in sabit degerli fonksiyonlardir. Karigikliga yol agmayacak sekilde bu fonksiyonlari
sirastyla a ve [ ile gosterelim. Bu durumda (2.2.4) denklemi

L(3) ds _ [1 — aky (s) — Bka(s)] L(s) —aN (s) (2.2.5)

ds

olarak yeniden yazilir. (2.2.5) denkleminin iki yam taraf tarafa i¢ ¢arpima tabi
tutulursa

ds’ ds

esitligi elde edilir. Burada iki durum vardir. Her s € [ icin ya

0= <Z (3) ds L(3) d§> = 2]l — ak; (s) — Bka (s)]

(i) a=0 ve Bky(s)#1

ya da
(1)  a#0 ve aky(s)+ Pka(s) =1
olur.
Burada su noktay: vurgulayalim: (2.2.5) denklemindeki o ve 1 —ak; (s) — Bk2 ()
ifadelerinin ikiside aym anda sifir olursa, % = 0 olur. Fakat (1,2)- Bertrand

egrisinin tammmindan biliyoruzki C' egrisininin ¢ (s) noktasii C egrisinin ¢(35) =
¢ (¢ (s)) noktasina karsiik getirecek gekilde tanmmlanan ve egrilerin pseudo yay
parametreleri arasindaki déntigiim olan ¢ (¢ (s) = 3) regiiler bir doniigiim oldugun-
dan, (2.2.5) denklemindeki % sifir olamaz. Bundan dolay1 (2.2.5) denklemindeki o
ve 1 —aky (s)— Pk (s) ifadelerinin ikisininde ayni anda sifir olmas1 miimkiin degildir.

<) C (c: I — R}), R} uzaymda (i) sart1 saglanacak gekilde null Cartan bir
egri olsun. s, C' egrisinin pseudo yay parametresi olmak iizere her s € I icin, bir C
null Cartan egrisini

c(s) =c(s)+aWi(s)+ Ws(s) (2.2.6)

olarak tanimlayalim. (2.2.6) denkleminin s parametresine gore tiirevi alimip, Cartan
egriye ait Frenet denklemleri kullanilirsa her s € I i¢in
dec (s
T 1 ok (5) - Bra (9] L () — a (5
esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte (i) sart1 kullanilirsa

& ()

1 ()] L (s) (2.2.7)
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denklemi elde edilir. (2.2.7) esitliginde (i) sartindan dolay1 C' regiiler bir egri olur.
Pseudo yay parametreleri arasindaki regiiler ¢ déntigimiini (¢ : [ — I)

s

B 42 (s) d%(s)\ 1
s:gp(s):/< dsg)’ ds(2)> ds, Vsel
0

seklinde tanimlayalim. Burada 5, C egrisinin pseudo yay parametresini géstermektedir.
Yukaridaki esitlikten her s € I igin

B _dpls) g
— = =+/|1— Pk >0 2.2.8
= =B () (2:28)
olur. Bu durumda C egrisi, 5 pseudo yay parametresiyle her s € I icin

c(s)=¢c(e(s)) =c(s)+ LWa(s) (2.2.9)

seklinde yeniden yazilir. (2.2.9) denkleminin tiirevi ahnip, R} uzaymda null Cartan
egriye ait Frenet denklemleri kullanilirsa

— . ds

L(3) Is = (1— Bkao(s))L(s) (2.2.10)
denklemi elde edilir. Yukaridaki L vektérii C' boyunca her 5 € I icin L (3) = %
olarak tamimlanan null bir vektoérdiir. Bu durumda N null vektorii tek olarak

N (3) (1 — Bky (s)) = gz\f (s) (2.2.11)

seklinde mevcuttur [22]. (2.2.8) esitliginden dolay, (2.2.10) ve (2.2.11) denklemleri

L(3) = gL (s), (2.2.12)

N (3) ds _ N (s) (2.2.13)

ds

seklinde yeniden yazilir. (2.2.12) denkleminin tiirevi alinip, Frenet denklemleri
kullanilirsa her s € [ i¢in

W) g _ dds(f)L (s) + gwl (s) (2.2.14)

denklemi elde edilir. (2.2.13), (2.2.14) denklemleri kullanilarak

0= (Vo E e ) -

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligi ve (2.2.8) denklemini kullanirsak her s € I i¢in
% — {y (ly — sabit) olarak elde edilir. Bu durumda (2.2.12), (2.2.13) denklemleri

L(3) =L (s), (2.2.15)
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1

N(3) = E—N(s) (2.2.16)
0
olarak kisalir. (2.2.15) denkleminin tiirevi alinirsa
— . ds
W1 (5) E = éoWl (S)
ifadesi elde edilir. j—i = lp, esitligi yukarida kullanilirsa her s € I igin
Wi (3) = W, (s) (2.2.17)

esitligi elde edilir. (2.2.16) denkleminin tiirevi alinirsa her s € I igin

- 1

[El (g) W1 (g) + EQ (E) WQ(E)] EQ = EO [kl (8) W1 (S) + k?g (S) WQ (S)] (2218)

olur. (2.2.18) denkleminin iki yani kendisiyle i¢ carpima tabi tutarsak

[(El ) + (k2 (s))z} (o) = [(k1 ()% + (k2 (5))?] (2.2.19)
esitligi elde edilir. (2.2.17) esitliginin tiirevi alinirsa
[—k1 (S)L(5) — N (5)] bo = —k1 (s) L (s) — N (s) (2.2.20)

elde edilir. (2.2.20) denklemi kullanilarak

By (5) = L2 (2.2.21)

— 3| = k‘g (8)
‘kQ( )| (60)2
olur.
T2 (3) = IZO(;) (2.2.22)

olarak secelim. Simdi (2.2.17), (2.2.21) ve (2.2.22) egitlikleri (2.2.18) denkleminde
kullanilirsa her s € I i¢in

Wy =W,y (2.2.23)

olur. W; ve W, vektorlerinin gerdigi diizlemin W, ve W, vektérlerinin gerdigi
diizlemle gakigtig1 agikardir. Bu durumda C' egrisi R} uzayinda (1,2)-Bertrand egrisi
olur.

<=:) C egrisi R} uzaymda (ii) sartin saglayacak sekilde null Cartan bir egri
olsun. Null Cartan bir C' egrisi

c(s) =c(s)+aWi(s)+ Wy (s) (2.2.24)
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olarak tanimlansin. (2.2.24) denkleminin tiirevi alinip, Frenet denklemleri kullanilirsa
her s € I icin

dc (s
) _ (1~ ks () — B2 (9] L (5) - aN ()
denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemde (ii) sart1 kullanilirsa, bu denklem
dilis) = —aN (s) (2.2.25)

esitligine doniisiir. (2.2.25) esitliginde (ii) sartim kullanirsak (o # 0) C regiiler bir
egri olur. Pseudo yay parametreleri arasindaki regiiler ¢ (¢ : I — ) déntigimiinii

s

§:g0(s):/<d26(8),d26<5)>}1ds, Vs el

ds? ds?

olarak tammlayabiliriz. Burada 3, C egrisinin pseudo yay parametresidir. Bu
durumda

% _ d“‘;is) = 0 (k1 (3)) + (ko (5)D)]F > 0 (2.2.26)
olur. (2.2.24) denklemi her s € [ igin
c(3) =c(s)+aWi (s) + Ws (s) (2.2.27)

seklinde yeniden yazlabilir. (2.2.27) denkleminin tiirevi alinirsa

ds_
d—zL (3) = [L — aky (s) — Bk (s)] L (s) — alN (s) (2.2.28)
olur. Buradaki L vektorii C' boyunca her 5 € I i¢in L (35) = % olarak tanimlanan
null bir vektordiir. (ii) sart: (2.2.28) esitliginde kullanilirsa
ds—
T 3) = —aN (s) (2.2.29)
ds
elde edilir. N vektorii tek olarak
— ds 1
N(Ss)=———-L 2.2.
7 =21 (22.30)

seklinde mevcuttur [22]. (2.2.29) denkleminin tiirevi almirsa her s € I igin

IO+ (F) MO -l @M +h@WE] 230

denklemi elde edilir. (2.2.30), (2.2.31) denklemleri beraber kullanilirsa
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egitligi elde edilir. Bu egitlik yardimiyla

d?*s
ds?

=0

olarak bulunur. Béylece her s € I icin £ = {y (¢, — sabit) olur. Bu bilgi (2.2.31)
denkleminde kullanilirsa her s € [ i¢in

W, (3) = (—M) W (s) + (— ks (S)) Ws (s) (2.2.32)

(6)’ (6)?
esitligi elde edilir. (2.2.32) esitliginden
(o) = 0 [(k1 (5))” + (k2 (s))?] (2.2.33)

olarak elde edilir. Béylece W, vektorii her s € I icin

Wi (3) = (cosT (s)) Wi (s) + (sinT (s)) Wy (s) (2.2.34)

seklinde yazilabilir ve
cosT(s) = —Olk;T)(j), (2.2.35)
sin 7 (s) = —O‘z)(f) (2.2.36)

olur. (2.2.34) esitliginin tiirevi alinirsa

(R (5)T(5) ~ N (5)] o = - [cos (5)] Wi (5

+eos (5) [k (5) L () = N (5)
+ d% [sinT (s)] W (s)

+sin7 (s) [—ko (s) L (8)]

elde edilir. (2.2.29) ve (2.2.30) esitliklerini yukaridaki ifadede kullanirsak

[—El (3) (-%N@)) . <—%L(s)>] lo = % lcos T (5)] W7 (5) (2.2.37)
+ cosT (s) [=ki (s) L (s) — N (s)]
+ % [sinT (s)] Wa (s)
+sinT (s) [=ka (s) L (s)]
esitligine ulagiriz. (2.2.37) ifadesinde

(Wi(s), Wa(s)) = (Wi(s), L(s)) = (Wi(s),N(s)) = (Wa(s), L (s))
= (Wa(s),N(s)) =0
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esitlikleri kullanilirsa her s € I igin

d d
o [cos T (8)] = T [sinT (s)] =0
sonucuna varilir. Bagka bir deyisle 7 fonksiyonu 7y degerine sahip sabit bir

fonksiyondur. Boylece (2.2.35), (2.2.36) esitlikleri

k
Cos Ty = o (j), (2.2.38)
(o)
sin 7y = — 22 (f) (2.2.39)
(o)
olarak yeniden yazilir. (2.2.34) denkleminden
Wi (3) = (cos o) Wi (8) + (sin7g) Wa (s) (2.2.40)
ifadesini yazabiliriz. (2.2.37) esitliginden
- aky (s)
ki (3)a = —(cosy) =
(4o)*
olur, buradanda
— k
T (3) = 2 (52) (2.2.41)
(o)
olarak elde edilir. (2.2.30) denkleminin tiirevi alinirsa
— — 14
(k1 (3) W1 (3) + ko (5) W (3)] by = —EOW1 () (2.2.42)
elde edilir. (2.2.42) denkleminden
— — 1
(Fr (3) + (2 5)" = (2.2.43)

esitligi elde edilir. (2.2.33) ve (2.2.41) denklemlerini (2.2.43) denkleminde kullanirsak

- = ]{?2 (S)
‘kQ (8)| - (50)2
egitligi elde edilir.
2 (3) = — IZ()(;) (2.2.44)

olarak secelim.  (2.2.40), (2.2.41) ve (2.2.44) degerleri (2.2.42) denkleminde
kullanihirsa

Ui () oo () mm) + () o) o




esitligi elde edilir. Bu egitlikten de her s € I icin

i () ms ()w

= (—sinTo) Wi (s) + (cos 1) Wa (s)
olarak bulunur. Buradanda anlagiliyorki C' egrisinin iizerinde her ¢ (s) noktasindaki
Cartan (1, 2)-normal diizlemi egrilerin birbirine karsilik gelen noktalarinda, C

egrisinin ¢ (5) noktasindaki Cartan (1, 2)-normal diizlemi ile ¢akigir. Bu durumda
C egrisi R} uzaymda (1, 2)-Bertrand egrisidir. ]

2.3 (1,2)-Bertrand Egrisi i¢in Bir Ornek

a,b, a # Fb, sartim saglayacak sekilde sifirdan farkl sabitler olsun. C' (c: I — R})
egriside R} uzaymda her s € I icin
1 1 . 1 .
c(s) = —sinh as, — cosh as, 5 Sin bs, 5 €08 bs
seklinde tanimlanan bir egri olsun. Bu durumda egrinin Cartan catisi ve Cartan

Va2 +b? [a a

egrilikleri her s € [ i¢in

N (s) = BRI [cosh as, sinh as, — cos bs, sin bs]
1
W5 (s) = ————= |bsinh as, bcosh as, a sin bs, a cos bs
b2 _ CL2
ki(s) = —
ks (s) = —ab

olarak bulunur. (i) sartinin saglanmasi igin «, 5 sabitlerini

a =0 and B:i
ab

olarak secelim. Bu durumda
Oékl (S) + /8]{:2 (S) =-—1 # 1

olur. Baéylece C' egrisi R{ uzaymda (1, 2)-Bertrand egrisi olur. C' egrisinin (1,

2)-Bertrand egi olan C' (¢: I — RY) egrisi her 5 € I igin

e e GO E I AR CA R (oY)
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seklindedir. Burada 3, C egrisinin pseudo yay parametresi olup, egrilerin pseudo

yay parametreleri arasindaki regiiler ¢ : I — I doniigiimii
5=p(s) =V2s

olarak bulunur. (ii) sartinin saglanmas i¢in «, § sabitlerini

1
7 =5

o =
olarak secelim. Bu durumda
aky (s) + ke (s) =1

olur. Boylece C egrisi R} uzaymda (1, 2)-Bertrand egrisidir. C' egrisinin (1, 2)-

Bertrand esi olan C (E T — R‘f) egrisi her 5 € I icin

c(s) = (lo)® 1S'h ¢35 1cosh 45 —1s' b —1005 b+
Vet e M\G) NG TG T\
ds

olur. Burada s C' egrisinin sozde yay parametresi, $¢ = (o ve egrilerin pseudo yay

parametreleri arasindaki regiiler ¢ : I — I déniisiimii
5=p(s) = oot
S=p(s) =4/=——=s
7 212 — a?)

2.4 R; Uzayinda Pseudo Kiiresel Egriler

seklindedir.

Bu boliimde R? uzayindaki m, merkezli, R > 0 yaricaph
Sf (R) = {:c € R {x —mg, v —m,) = RQ}

kiiresi tizerindeki null egriler incelendi. Kiiresel egrileri karakterize etmek icin

oskillator kiire kavrami kullamldi.

Tamim 2.4.1. «, R} uzaynda bir Cartan egri olsun. « egrisine o (sy) noktasinda
beginci dereceden degen pseudo kiireye o’nin o (sg) noktasindaki pseudo oskilatér
kiiresi (pseudo egrilik kiresi) denir [23].

Lemma 2.4.1. «, R} uzaymda null Cartan bir egri olsun. o’'mn o (sg) noktasindaki
pseudo oskulator kiresinin merkezi my

ks (s0)

o) ks () )

ms = a(sg) +

seklindedir.
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ispat. s pseudo yay uzunlugu parametresiyle parametrize edilmis o null Cartan
egrisi m, merkezli ve R yaricapli pseudo S Kkiiresine s = sg noktasinda beginci
basamaktan degiyor olsun. Bu durumda

ms — a(sg) = aL + DN + cWy + dWy + el
esitligini yazabiliriz. Hipotezden dolay1
c(so) = | (so) — ms|* = R? (R — sabit)

d(s0) =" (s50) = ... = (59) =0

sartlari saglanir. Boylece aranan katsayilar

1 K
ky' T k3ks

olarak bulunur. Buldugumuz a, b, ¢, d, e degerlerini yukarida yerlerine yazarsak

ms = a(sg) + Wa (s0) —

k’g (So)

sonucu elde edilir. Boylece oskiilator kiirenin yaricapi

1\° K \?
e (1) ()

olur. O

!/
Teorem 2.4.1. o, R} uzaymnda ko, ks egrilik fonksiyonlars ks # 0, (é) # 0

sartlariny saglayacak sekilde Cartan ¢atily null bir egri olsun. Bu durumda o kiiresel
bir egridir ancak ve ancak o egrisinin Cartan egrilikler:

ks d (1d (1Y) _,
ky  ds \ksds \ ks N

Ispat. —:) « null egrisi bir S kiiresi {izerinde olsun. Lemma’dan biliyoruzki o
egrisinin s = sg noktasindaki oskiilator kiiresinin merkezi

denklemini saghyorsa.

1 kS
ms = (80) + ]{;_QWQ - ?];Wg (241)

seklindedir. « egrisinin oskiilator kiiresi tek oldugundan S ile cakisir. (2.4.1)
esitliginin tirevi alinip o Cartan egrisi icin Frenet denklemleri kullanilirsa

ks Ko\
oy (22 ) Ly = 2.4.2
e {kz (kgk:&) } ’ 242
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olur. Bodylece (2.4.2) esitliginde parantez igindeki ifade sifir olmahidir. Parantez
icindeki ifade diizenlenirse

ks d (1 d (1
2 (==(=))=0 24.3
ky | ds (kgds (k2)> (24:3)
denklemi elde edilir. (2.4.3) denkleminde é = p ve 0 = [ ksds doniigtimleri yapilr
ve % = %i—‘; esitligi kullanilirsa bu denklem
d*p
- -0
do? te

sekline dontigiir. Bu denklemin genel ¢oziimii de
p = C1COS0 + casino

seklindedir. Buradaki c¢; ve ¢y sabit sayilardir.
(«<=: Simdi varsayalimki o null Cartan egrisinin ko ve ks egrilikleri (2.4.3)
denklemini saglasin. Bu durumda « egrisinin oskiilator kiiresinin R yarigapi igin

1\° K\
Rosc: e 2
V() ()
NN AN AN
ds k‘g k% k%k’g k%kg

1 k! k. k
—2— (-2 )4+22 (2) =
ks ( k‘%) " k3ks (/@) !

olur. Bu durumda R? = sabit olur. (2.4.3) denklemi (2.4.2) esitliginde kullanilirsa
oskiilator kiirenin merkezinin sabit oldugu goriiliir. Son olarak (2.4.1) denklemini
gozoniinde bulundurursak

(ms — a(s))* = R? = sabit

durumu elde edilir. Boylece o egrisi mg merkezli ve R yaricapl bir kiire tizerinde
olur. Sonug olarak (2.4.3) denklemi R? uzayindaki kiiresel egrileri karakterize eden
bir denklemdir. Oklid uzaymdaki kiiresel egriler Aminov un [26] kitabinda ayrmtih
olarak yer almaktadir. O

2.5 R} ve R Uzaylarindaki Bertrand Egrilerinin Simiflandirilmasi

R3 ve R} uzaylarindaki Bertrand egrilerini smiflandirmadan 6nce agsagidaki kongruens

teoremini verelim.

Teorem 2.5.1. (Kongruens teoremi) C ve C egrileri R uzayimda ayni {ky, ...k}

Cartan egriliklerine sahip ki null egri ve k; : [—e,¢] — R ;1 < i < m geklinde

tanamlanan egrilik fonksiyonlary diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda R uzays,

C egrisini C ejrisine esleyen Lorentzian (L c R RPP2L(C) = U) bir dontsi-
me sahiptir [22].
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2.5.1 R{ uzayindaki Bertrand egrilerinin simflandirilmasi

C, R} Minkowski 4—uzayimda k; egrilik fonksiyonu sifirdan farklh bir sabit ve ko
egrilik fonksiyonu 0 olan Cartan ¢atili null bir egri olsun. C' egrisinin k; ve ko egrilik

fonksiyonlarinin boyle olmasi durumunda buna kargilik gelen Cartan denklemleri

=L

L' =W,
W!=—kL—N
N =W,
Wi=0

seklindedir. Yukaridaki Cartan denklemlerini saglayan egri
CW 4 2k,C" =0 (2.5.1)

diferensiyel denkleminin c¢oziimiidiir. Bu diferensiyel denkleme karsilik gelen
karakteristik denklem
at + 2k2” =0

seklindedir. Bu karakteristik denklem kullanilarak (2.5.1) denkleminin ¢oziimii olan
agagidaki iki ornege ulagabiliriz.
Ornek 2.5.1. (1. tip) o = sabit < 0, d € R olmak tizere C, : R — RY egrisi

1 1
Cy(s) = <— sinh v/ —0os, — coshv/—os,
o

1 >
—s,d
g V=0
seklinde tanimlansin. Bu durumda C, egrisinin egrilik fonksiyonlar:

g
k1:§<0, ]CQ:O

olarak bulunur.
Ornek 2.5.2. (2. tip) o = sabit > 0, b € R olmak tizere C, : R — R} egrisi
. (s) 1 b 1 Vo 1 . Jo
- (s) = | —=s,b, —cos\/os, —sin/os
Vo o o

seklinde tanimlansin. Bu durumda C, egrisinin egrilik fonksiyonlar
o
ky = 5 > 0, ko =0

olarak bulunur.
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Teorem 2.5.2. C, R} uzaymmda Cartan ¢atily null bir egri olsun. Bu durumda bu
egrinin egrilik fonksiyonlar ki = sabit # 0 ve ky = 0 seklindedir ancak ve ancak C
egrisi yukaridaki orneklerde tanimlanan ki tip egri ailesinden birine kongruent ise.

ispat. k1 = sabit # 0, ko = 0, C' egrisinin egrilik fonksiyonlari olsun. Daha 6nce
ifade edilen kongruens teoreminden dolay1 ispatin tamamlanmasi i¢in egrilikleri bu
sekilde olan yukaridaki iki tip egri ailesinden birine ulagmak yeterli olur.

Durum 2.5.1. k; < 0 olsun.
o = 2k; < 0 ile belirlenen 1. tip C, egrisi i¢in egrilik fonsiyonlar:
ky <0, ka =0
olarak bulunur.
Durum 2.5.2. k1 > 0 olsun.
o = 2k; > 0 ile belirlenen 2. tip C, egrisi i¢in egrilik fonksiyonlar:
ki > 0, ko =0
seklindedir. Boylece ispat tamamlanmig olur. O]
Ceylan Coken’in makalesindeki [18] Bertrand egri kavramini gézéniinde bulundu-
rarak asagidaki sonuca varabiliriz.

Sonug 2.5.1. C, R} uzayinda null Cartan ¢atily bir egri olsun. C' egrisi bir Bertrand
egrisidir ancak ve ancak C' egrisi yukaridaki iki tip egri ailesinden birine kongruent
18€.

2.5.2 R? uzayindaki Bertrand egrilerinin simiflandirilmas:

C, R? uzayinda sifirdan farkh sabit egrilikli bir egri olsun. C' egrisine karsilik gelen

Cartan denklemleri

C'=1L
L'=w
W'=—kL—- N
N' = kW

seklindedir. Cartan denklemleri yukaridaki gibi olan C' egrisi

CW 4+ 2kC" =0 (2.5.2)
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diferensiyel denkleminin ¢oztimiinii olugturur. Bu diferensiyel denklemin karakteristik
denklemi

2t + 2k =0

olup ¢oziimleri k'nin isaretine bagh olarak degisir. (2.5.2) denklemi sayesinde R?

uzayinda egrilik fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olan Cartan c¢atili null bir egri

icin agagidaki ornekleri verebiliriz.

Ornek 2.5.3. (1. tip) o = sabit < 0, d € R olmak tizere C, : R — R? egrisi
Cy(s) = (—Slnh\/_s ~ coshv/—os, \/_S—{—d)

olarak tanimlansin. Bu durumda C, egrisinin egrilik fonksiyonu

g
k=—=<0
2

olur.
Ornek 2.5.4. (2. tip) o = sabit > 0, b€ R olmak iizere C, : R — R? ejrisi
1
Cy(s) = (ﬁs%—b —cos\/os, — Sln\/_S)

olarak tamimlansin. Bu durumda C, egrisinin egrilik fonksiyonu

g
k= —
2>0

olur.

Teorem 2.5.3. C, R} uzayimda Cartan ¢atily null bir egri olsun. Bu durumda bu
egrinin egrilik fonksiyonu sifirdan farkly bir sabittir ancak ve ancak C' egrisi yukarida
tanimlanan ki tip egri ailesinden birine kongruent ise.

ispat. k = sabit # 0, C' egrisinin egrilik fonksiyonu olsun. Kongruens teoreminden
dolay1 egrilik fonksiyonu £ olacak sekilde yukarida tanimlanan iki tip egri ailesinden
birine ulagmak ispat1 tamamlar.

Durum 2.5.3. £ <0 olsun.
o = 2k < 0 ile belirlenen 1. tip C, egrisi i¢in egrilik fonsiyonu
k = sabit <0
olur.
Durum 2.5.4. k£ > 0 olsun.
o = 2k > 0 ile belirlenen 2. tip C, egrisi icin egrilik fonksiyonu
k = sabit > 0

olur. Boylece ispat tamamlanmig olur. O]
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Inoguchi ve Leenin [15] R? uzaymdaki Bertrand egri kavramimi gozoniinde
bulundurursak asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug 2.5.2. C, R} uzaymda Cartan ¢atils null bir egri olsun. C' egrisi bir Bertrand
egrisidir ancak ve ancak C egrisi yukaridaki iki tip egri ailesinden birine kongruent
15€.

2.5.3 R} uzayindaki (1, 2)-Bertrand egrilerinin siniflandirilmasi

C egrisi R} uzaymda sifirdan farkli ve sabit ky, ky egriliklerine sahip Cartan catih

null bir egri olsun. Bu durumda C' egrisinin Cartan denklemleri

C'=1L
L/:Wl

N' = kWi + kaeWs
Wy = —koL
seklindedir. Yukaridaki Cartan denklemlerini saglayan C' egrisi
C® +2k,C® —k2C" =0

diferensiyel denkleminin ¢oztimiinii olugturur. Bu sabit katsayili homojen diferensiyel

denkleme kargilik gelen karakteristik denklem
2® 4 2k 2® — K2z =0
seklindedir. Bu denklemin kokleri

0, \/—k:1+\/k%+k§,—\/—k1+\/k§+k§,\/k:1+\/k%+k§¢,—\/k1+\/k%+k§i

olup bu koklere karsilik gelen genel ¢oziim

Ygenet = C (s) = Ay sinh ps + Ay cosh ps + Az sinos + Aycosos + As

olur. Buradaki A, Ao, A3, Ay, A5 degerleri R} uzaymdaki sabit vektorlerdir.

Ornek 2.5.5. a, 3, 0, v € R, pveao, pF# o sartin saglayacak sekilde sifirdan farkh
sabitler olmak tizere C,, , : R — R} egrisi

C, o (s) = sinh ps + «, cosh ps + 3, sinos + 6,

1 1 1
N T N

1

o/ p* + o2

cosos + )
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seklinde tanimlansin. Hesaplamalar yapilirsa bu egrinin egrilik fonksiyonlar: ky =

p2502, ky = —po olarak bulunur.

Teorem 2.5.4. C egrisi R} uzaynda Cartan catily null bir egri olsun. Bu egrinin
egrilik fonksiyonlary ky, ko sifirdan farl sabitlerdir ancak ve ancak C' egrisi yukaridak:
ornekde tanimlanan egri ailesine kongruent ise.

Ispat. C egrisi BT uzaymda ki, ko egrilik fonksiyonlar1 sifirdan farkli sabitler olan
Cartan c¢atili null bir egri olsun. p ve ¢ sabitlerini

p:\/—k1+\/k%+k‘§, a:\/k1+,/k%+k:§

seklinde tanimlayalim. Bu durumda ornekteki gibi tanimlanan C,, , egrisinin egrilik
fonksiyonlar1 &y ve ky olur. Bu asamada kongruens teoreminden yararlanirsak ispat
tamamlanmig olur. O

Sonug 2.5.3. R} uzaynda bir null Cartan egrinin egrilik fonksiyonlar: ky ve ky
sifirdan farkly sabitlerse, bu durumda bu egri bir (1,2) —Bertrand egrisidir

Ispat. C, R} uzaymda null Cartan bir egri ve ki, ky bu egrinin sifirdan farkh sabit
egrilikleri olsun. Bu durumda ak; + ko = 1 sartim saglayacak sekilde o« # 0,3
sabitleri her zaman mevcuttur. Boylece teorem (2.2.1) den dolayr bu egri bir
(1,2) —Bertrand egrisidir. O

Sonug 2.5.4. C egrisi, R} uzayinda ky, ko egrilik fonksiyonlar: sifirdan farkl sabitler
olan Cartan c¢atile null bir egri olsun. Bu durumda C' egrisi bir (1,2) —Bertrand
egrisidir ancak ve ancak C egrisi asaqidaki tipde bir egriye kongruent ise.

C = (—— sinh ps + !
= (———=smmhps + o, ——F——
P\ P+ o? p\/ P+ 0?

1

o/ p* +o?
;a)/87877€R ve p = \/_k1+ \/k%+k%; 0 = \/k1+\/k%+k%

cosh ps + 3, sinos + 0,

1
oy/p? + o2

cosas+7)
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3. MINKOWSKI 4-UZAYINDA 2-DEJENERE
(1,2)-BERTRAND EGRILERI

3.1 2-Dejenere (1,2) —Bertrand Egrileri ve Karakterizasyonu

Bu béliimde R{ uzayindaki 2-dejenere Bertrand egriler karakterize edildi.

Tanim 3.1.1. C ve C, R} uzaynda iki 2-dejenere Cartan egriler olsun. ¢ :

I — T doniisiimii (E = p(s), dfiis) #0, Vs € I> her s € I igin C egrisininin c(s)

noktasina C' egrisinin ¢ (3) = ¢ (¢ (s)) noktasina karsibk getirecek sekilde pseudo yay
parametreleri arasinda regiler bir dontsim olsun. Her s € I i¢in C' egrisinin c (s)
noktasindaki (1, 2)-normal diizlemi egrilerin birbirine karsihk gelen noktalarinda C
egrisinin ¢ (S) noktasindaki (1, 2)-normal dizlemi ile cakisiyorsa C  egrisine
2-dejenere (1, 2)-Bertrand egrisi denir. C egrisine de C egrisinin 2-dejenere (1,
2)-Bertrand egi denir.

Teorem 3.1.1. C egrisi R} uzaynda egrilik fonksiyonlars ki, ko olacak sekilde
2-dejenere Cartan egri olsun. Bu durumda C' egrisi (1,2)-Bertrand egrisidir ancak
ve ancak ki = 0 ve her s € I i¢in

B(s) #0 (a)

_als)
ko (S> - 6 (S) (b>
(140’ (s))" + (8 (s)" #0 (c)

sartlariny saglayacak sekilde o ve B fonksiyonlar: varsa.

Ispat. =) C egrisi R{ uzaymnda (1,2)-Bertrand egrisi olsun. Bu durumda her
s € [ igin

c(s)=c(s)+a(s)Wi(s)+ 5 (s) Wa(s) (3.1.1)
olacak sekilde C'nin bir C (1,2)-Bertrand esi mevcuttur. Burada a ve 3, s parametre-
sine bagl fonksiyonlar olup s’de C' egrisinin pseudo yay parametresidir. W; ve
W, vektorlerinin gerdigi diizlem W; ve W, vektorleri tarafindan gerilen diizlemle

cakigtigindan L
Wi (3) = (cosB (s)) Wi (s) + (sinf (s)) Wa (s) (3.1.2)

Wy (3) = (—sinf (s)) Wi (s) + (cos @ (s)) Wy (s) (3.1.3)

esitlikleri yazilabilir. (3.1.1) denkleminin s parametresine gore tiirevi almnip, Cartan
egri icin gecerli Frenet denklemleri kullanilirsa her s € [ icin
— . ds ,
Wi(5) 7 = (1+a'(s)) Wi (s) + (a(s) = B(s) k2 (s)) L (s) (3.1.4)
+ 5" (s) Wa (s) + B (s) k1 (s) N (s)
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denklemi elde edilir. €' egrisini (1, 2)-Bertrand egrisi kabul ettigimizden dolay1
C ve C egrilerinin pseudo yay parametreleri arasindaki ¢ doniigiimii regiiler bir
dontigimdiir. Bu durumda her s € [ i¢in

d(p(s)) _ds
22 1
ds ds 7
bagintist mevecuttur. Boylece (3.1.4) esitliginden her s € I igin k; = 0, (a) ve (b)
bagintilar elde edilir. Bu durumda (3.1.4) esitligi

Wi (3) g = (1+ o (s))Wy (s) + B (s) Wa (5) (3.1.5)

olarak kisalir. (3.1.5) esitliginde her iki yanin kendisiyle i¢ ¢arpimi alimirsa

ds\’ RSN,
(%) =(14+d(s)"+ (B (s)) (3.1.6)
olur. (3.1.6) esitliginden de her s € I igin (c) bagintisi elde edilir.

(<: C egrisi (c: I — R}), R} uzaymda birinci Cartan egriligi k; = 0 olan
2-dejenere bir egri olmak tizere, ky egrilik fonksiyonunu belirleyen «, 3 fonksiyonlar:
(a), (b), (c) sartlarm saglayacak sekilde mevcut olsun. 2-dejenere Cartan C' egrisi
her s € I i¢in

c(s)=c(s)+a(s)Wi(s)+ B (s)Wa(s) (3.1.7)

olarak tammlansin. Burada s, C' egrisinin pseudo yay parametresidir. (3.1.7)
denkleminin s’ye gore tiirevi alinip, Cartan egriye ait Frenet denklemleri ve hipotez
kullanilirsa her s € I i¢in

de (s)

— = (L+a/ (s))Wi (s) + 8 (5) Wa (s) (3.1.8)

denklemi elde edilir. (3.1.8) denkleminin iki tarafi kendisiyle i¢ garpima tabi tutulursa

de (s)

(d—) = (14 () + (8 (5))" £ 0 (3.0.9)

elde edilir. (3.1.9) esitliginden dolay1 C' regiiler bir egri olur. Regiiler ¢ : I — T

doniigimini
S

§:¢(s):/<d5(s) dé(s)>§ds . Vsel (3.1.10)

ds = ds

seklinde tanimlayalim. Burada 5 parametresi C' egrisinin pseudo yay parametresidir.
(3.1.10) ifadesinden her s € I igin

ds  dp(s)

T s~ VA () + (8 (s)? #0 (3.1.11)
elde dedilir. Bu agamada
ds d
e ZES> = (s) (3.1.12)



olarak ifade edilsin. Bu durumda C egrisi her s € I icin

c(5) =2(p(s)) = c(s) +als) Wi(s)+ B (s) Wa(s) (3.1.13)

seklinde yeniden yazilir. (3.1.13) denkleminin tiirevi alimir, Cartan egriye ait Frenet
denklemleri ve hipotez kullanilirsa her s € I igin

O ()W (3) = (1 + o (5))W (s) + B (5) Wa (s) (3.1.14)

egitligine ulagihr. Yukaridaki W, birim vektér alani her 5 € I icin C' boyunca
Wi (3) = % olarak tanimlanan spacelike bir vektordiir. (3.1.11), (3.1.12), (3.1.14)
ifadeleri kullanilirsa her s € [ i¢in

Wi (3) = cosT (s) Wy (s) 4 sinT(s)Ws (s) (3.1.15)
olarak yazilir. Burada ( )
1+d (s

cosT (s) = ) (3.1.16)

sinT(s) = G (s) (3.1.17)

¥ (s)
olur. (3.1.15) esitliginin tiirevi alimp Frenet denklemleri kullanilirsa her s € I i¢in

¢ (s)L(3) = dc%;'(s)wl (s)+ cisir;—;MWQ (s) (3.1.18)

+ (cos T (s) — kosinT (s)) L (s)
elde edilir. (3.1.18) denkleminin iki yammni (,) i¢ garpimina gore garpmaya tabi

tutarsak
(cos' 7 (5))* + (sin’ 7 (s))* = 0 (3.1.19)

olur. (3.1.19) esitliginden her s € I igin

dcosT(s) dsint(s) _0
ds B ds B

elde edilir. Bagka bir deyisle 7, 7y ile gosterilen sabit degerli bir fonksiyondur.
Boylece (3.1.16), (3.1.17) ifadeleri

1+a/(s)

o (
o (3.1.20)
B'(s)

COS Ty =

sinty = (3.1.21)

¢ (s)
olarak yeniden yazilir. Bu agsamada (3.1.15) denklemini gézoniinde bulundurarak

Wi (3) = cos oW1 (5) + sin oWy (s) (3.1.22)
esitligini yazabiliriz. (3.1.18) denklemi

¢ (s) L (3) = (cosmy — kasint) L (s) (3.1.23)
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seklinde yeniden diizenlenir. (3.1.23) denkleminde her s € [ i¢in ¢’ (s) # 0 oldugun-

dan
cosTy — kasinty =0 (s) # 0 (3.1.24)

olur. Bu durumda her s € [ icin
N (3) (cos g — ko sinTg) = ¢ (s) N (s) (3.1.25)
olarak elde edilir. (3.1.23) denkleminin tiirevi alinirsa

S TE) +(F (97 T (3) W (5) = LB RSNy () (g 96

+ (COS T0 — k‘g sin 7'0) ]{31 (S) W2 (8)

denklemi elde edilir. (3.1.26) denleminde k; (s) = 0 sartin kullanip daha sonra her
iki yanm kendisiyle i¢ carpima tabi tutarsak

ki (5) =0 (3.1.27)
elde edilir. Bu ytizdende (3.1.26) denklemi kisalarak

d (cos 19 — ko sin )

— L(s) (3.1.28)

P (s)L(5) =

olur. Bu agsamada (3.1.25) ve (3.1.28) esitlikleri taraf tarafa i carpima tabi tutulursa

d (cos 19 — ko sin 7g)

¢" (s) (cos Ty — kasinTg) = ¢’ () P (3.1.29)
esitligi elde edilir. (3.1.29) esitligini
" (s)3(s) =" (s) 0" (s) (3.1.30)

olarak kisaltahm. Her s € I igin & = ¢/ (s) # 0 bilgisi (3.1.30) esitliginde kullamlirsa

% (2/@)) -

denklemi elde edilir. Buradanda her s € [ i¢in

0 () = l sabt
70 G (o — sabit) (3.1.31)

olur. Sayet (3.1.31) esitligi (3.1.23) ve (3.1.25) denklemlerinde kullanilirsa

Z@:%ug, (3.1.32)
N (5) = lyN (s) (3.1.33)

denklemleri elde edilir. (3.1.33) denkleminin tiirevi alinirsa

(Wi (5) ~ F2 (5) W2 () ¢/ (5) = o (Wi (5) = o () Wa (s)) (3.134)
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esitligi elde edilir. (3.1.34) denkleminin her iki yani kendisiyle i¢ garpima tabi
tutulursa

1+ (R(3)") (' ()" = () (1 + (2 (5))?) (3.1.35)
elde edilir. (3.1.24) ve (3.1.31) denklemlerini (3.1.35) denkleminde kullanirsak

sin 1y + k2 (s) cos 7o 2

(R (3)" =

cos 1o — ks (s)sinTy
olur. ky degerini
T (5) = sin 7y + ko (s) cos 7o
cos Tp — ko () sin 7y
olarak segelim. (3.1.22), (3.1.24), (3.1.31) ve (3.1.36) denklemlerini (3.1.34)
denkleminde kullanirsak her s € I igin

(3.1.36)

W,y (5) = —sin oW (s) + cos oWs () (3.1.37)

olarak elde edilir. ~ Buradan da anlagilrki C egrisinin {izerindeki her c(s)
noktasindaki Cartan (1, 2)-normal diizlemi egrilerin birbirine kargilk gelen
noktalarinda, C' egrisinin ¢ (3) noktasindaki Cartan (1, 2)-normal diizlemi ile cakigir.
O halde tamim 3.1.1°e gore C egrisi R uzayinda (1, 2)-Bertrand egrisidir. O]

3.2 R! Uzaymda 2-Dejenere (1, 2)-Bertrand Egrisi I¢in Bir
Ornek

R} uzaymda 2-dejenere Cartan C egrisi (c: [ — Rf) her s € I icin

2 2
e = (5o 501)

olarak verilsin. Bu durumda bu egriye ait Cartan ¢ati ve Cartan egrilikleri her s € 1

i¢in
Wi (s) = (s,1,s,0)
,170)

olur. Simdi « ve 8 fonksiyonlarini

a(s) =0,
B:R—{0} = R; B(s)=3s
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olarak secelim. Bu durumda C egrisinin (1, 2)-Bertrand esi olan C (E 1= R‘ll) her
5 €I icin

5
SN 27, Vo
s Ty Tt

52 35 . 3 )

olur. Buradaki 5, C' egrisinin pseudo yay parametresi olup egrilerin pseudo yay

parametreleri arasindaki regiiler ¢ : I — I doniisiimii
S=¢(s)=2s, Vsel

seklindedir. Bu durumda C' egrisinin ¢ (s) noktasma karsilik gelen C' egrisinin ¢ (3)

noktasindaki Cartan cat1 ve Cartan egrilikleri

3\/§>

+

13+
2’4 27 2

)

5
S
I
R

1= ] vl

)

3
2
1
4

707

9

B3 =0, kG =FV3 (k_g (3) = V3 olarak Segelim)

olur. Biliyoruzki C ve C Bertrand egri ciftidir. C egrisinin C' egrisinden farkl olacak

sekilde bir Bertrand egini elde etmek icin @ ve 8 fonksiyonlarini
a(s) = 35,
B:R—{0} = R; B(35) =35
olarak secelim. Bu durumda C egrisinin C’den farkli olarak mevcut olan Bertrand
esi C (5:?—>R‘11> her 5 € 7 icin

o (G 15~ F () 15 5/3-
C(S)_<152+2\/E8’2\/E’152+2\/1_9872\/E8+1

seklindedir. Burada 5 parametresi C egrisinin pseudo yay parametresi olup C ile c

egrilerinin pseudo yay parametreleri arasindaki regiiler @ : I — T dontigimi
?(3)=5=V195, Vsel

seklindedir.
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4. IKI INDEKSLI PSEUDO OKLID
UZAYLARDA DEJENERE EGRILER

Bu boliimde iki indeksli pseudo oklid uzaylarinda dejenerasyon derecesi iki olan
egriler iizerinde cahgildi. R uzaymndaki null Bertrand egrileri ve R} uzayimdaki
kiiresel null egriler egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla karakterize edildi. R$ uzayindaki
null bir egrinin evaliitii ve spacelike bir egrinin involiitii tamimlanarak diizlemsel bir
egri igin evaliit ve involiit kavramlar1 arasindaki iligkinin bu egriler iginde gecerli

oldugu gosterildi.

4.1 Rj Uzayindaki Bertrand Egrileri

Bu boliimde R uzaymdaki Bertrand egrilerini galigirken, kendimizi nulluk derece
dizisi {0,1,2,2,1,0} olan egri tiplerine kisitlayacagiz. «, R uzaymda dejenerasyon

derecesi iki olan null Cartan bir egri olsun. Simdi bu egrinin hangi sartlar altinda

pozitif  yonlendirilmis, {a’,a”,a(3),a(4),a(5)} ve {Liy, Ly, W5, Ny, N1} aym
yonlendirmeye sahip olsun. (Li,N;) = 1, (Ly, No) = —1, olarak segelim. Bu

durumda « egrisi i¢in Cartan denklemleri

Oé/ = Ll, L/l = Lg, L/2 = W3, Wé = —l{ing + NQ,
Né - ]{Zng —|— N1 - k1W3, N{ — ICQLQ

seklindedir.

Tanim 4.1.1. (o, @), Ry wzaynda swraswyla s,5 pseudo yay parametreleri ile
parametrize edilmis null Cartan egriler olsun. Bu egri ¢iftine, egrilerin birbirlerine
karsilik gelen noktalarinda siraswyla Wy ve Wy spacelike vektérlerinin olusturduklar:
dogrular ayn ise Bertrand ¢ifti denir. @ egrisine o egrisinin Bertrand esi denir.
Ay sekilde v egrisine de a’min Bertrand esi denir. Daha acgik soylemek gerekirse
a (a: I — RY), Ry uzaynda pseudo yay parametesi s olan null Cartan bir egri
olsun. @« (a = Rg) Cartan egrisi de o’dan farkl olacak sekilde s pseudo yay
parametresiyle parametrize edilmis null bir egri olsun. @ : I — 1 (3= ¢ (s), dg‘;—(:')

0,V s €l) doniisimi o ve @ egrilerinin pseudo yay parametreleri arasinda regiiler
bir dontsum olmak tizere bu ¢ donusimi altinda egrilerin birbirine karsilik gelen
noktalar: olan « (s) ve @ (3) = a(p(s)) noktalarmdaki Ws ve Wy wvektérlerinin
meydan getirdigi 3-normal dogrular: aynu ise v egrisine Bertrand egrisi denir ([22],

[13]).
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Teorem 4.1.1. o, RS uzaynda dejenerasyon derecesi ki, nulluk derece dizisi
{0,1,2,2,1,0} olan null Cartan bir egri olsun. Bu durumda o bir Bertrand egrisidir
ancak ve ancak o egrisinin Cartan egrilikleri olan ki, ko

kl == kz = O
kosulunu saglyorsa.

ispat. =) a, RS uzayinda Cartan ¢atili null Bertrand bir egri olsun. Bu durumda
o’nin kendisinden farkli ve

a(s)=al(s)+u(s)Ws(s) (4.1.1)

esitligini saglayacak sekilde bir @ Bertrand esi vardir. (4.1.1) denkleminin tiirevi
alinip Cartan catiya ait Frenet denklemleri kullanilirsa

B
Ll(s)gz

denklemi elde edilir. (W3 (s), L1 (5)) = 0 oldugundan p/ = 0 olur. Bu durumda p
sifirdan farkli bir sabittir. Boylece (4.1.2) denklemini

Ly (s) + 4 (s) Ws (s) — 11 (5) a1 (s) Lo (s) + e (s) N2 (s) (4.1.2)

Lo (5) 5 = L () — iy (3) La (3) + Vs s) (4.1.3)

olarak yeniden yazabiliriz. (,) i¢ ¢arpimini (4.1.3) denkleminin iki yanina uygularsak

2u2k:1 =0
egitligi elde edilir. Buradanda
ki =0
olur. (4.1.3) denkleminin bir kez daha tiirevi alinirsa
—_(ds\? — _ d%
L2 (S) % + L1 (S) @ = L2 (S) + 1% [kQ (8) L1 (S) + N1 (S)] (414)

denklemi elde edilir. (,) i¢ carpimin (4.1.4) denkleminin iki yanina uygularsak
2M2k2 =0

elde edilir. Buradanda
kQ = 0

olur.
(<: a, R uzaymda egrilik fonksiyonlari

k2:k1:O

sartini saglayan null Cartan bir egri olsun. Bu durumda gosterecegizki o bir Bertrand
egrisidir. R5 uzaymdaki bir null Cartan @ egrisi

a(s)=al(s)+ uWs(s) (4.1.5)

23



seklinde tanimlansin. Burada p sifirdan farkli bir sabittir. (4.1.5) denkleminin tiirevi
alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

da(s)
ds
denklemi elde edilir. % # 0'dir, aksi halde % = Ly (s) + uNz (s) = 0 olur ve
<L1,N1> = 1 = <—/LN2,N1> = 0

— Ly (s) + uNa (s)

celigkisine varilr. Bundan dolayr @ regiler bir egridir. Egrilerin pseudo yay
parametreleri arasindaki regiiler ¢ (gp I =1 ) dontigimini
[/ da(s) d&a(s)\?
5= = d 4.1.6
st = [ (T ) s (4.16)

0

seklinde tanimlayalim. (4.1.6) egitliginde s, @ egrisinin pseudo yay parametresidir.
Bu egitlikten

ds dy(s
£:<$):1 (4.1.7)
elde edilir. Bu durumda (4.1.5) denklemi
a(s) =al(s)+ uWs(s) (4.1.8)
olarak yeniden diizenlenebilir. (4.1.8) denkleminin tiirevi alinirsa
Ly (3) = L (s) + uNo (s) (4.1.9)
olur. (4.1.9) denkleminin tiirevi alinirsa
T2 (5) = Ly (3) + uV; (5) (4.1.10)
elde edilir. (4.1.10) denkleminin tiirevi alinirsa
W (5) = W3 (s) (4.1.11)
olur. Buda ispat1 tamamlar. O

Ornek 4.1.1. R} uzayndaki null bir egri
(s—5 s+t Pt s+
0= (75w T e )
seklinde tanimlansin. Bu durumda bu egrinin Cartan catist ve Cartan egrilikleri
B 1 —5s* 25 +4s% s 25 —4s® 14 5s*
—(Mﬁ’4%’5’%@’hﬁ>
(—583 2+ 1252 2-—12s% bs3 >
(

) 787 7
V15T 446 46 V15
W3 = (=155, V6s, 1, —V/6s, \/1_532>

M:-&ﬁ&mﬁmw@wﬁﬁ

(
Aﬁ::<—2VTSJLOJL2vqg)
by =y =0
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olarak hesaplanir. p sifirdan farkl herhangi bir sabit olmak “zere o egrisinin o
Bertrand esi

ws) = C 0GP~ ()" 245+ (54 ()" (5)°+ 6
4y/15 ’ 44/6 ) 6 5

24y + (5" — (9)! 5+ 604 () + ()
46 ’ W15

seklindedir. Burada s, @ egrisinin pseudo yay parametresi ve egrilerin pseudo yay
parametreleri arasindaki ((,0 =1 ) doniistimi de

S=p(s)=s

seklindedir.

4.2 R} Uzayindaki Kiuresel Null Egriler

Bu boélimde R5 uzaymndaki kiiresel null egriler egrilik fonksiyonlar: yardimiyla
karakterize edildi [17]. Bu karakterizasyon null Cartan egriler i¢inden dejenerasyon
derecesi iki ve nulluk derece dizisi {0,1,2,2,1,0,...,0} olan egriler i¢in yapildi. R}

uzayinda r yarigapl ve & merkezli pseudo kiire
Syt (ry={xz € R} | (x — &,z — &) =r*}

olarak tanimlanir ([7], sayfa 110). R% uzayinda Cartan egrilikleri {ky, ko, k3, ..., kn—3}

{ai,as, ..., a,_4} fonksiyon dizisi

1 K 1
M T

p (ai_y + ai—ski—1), 5<i<n—3
3
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olarak tanimlansin. Yukarida sozii edilen @ Cartan egrisi igin Frenet denklemleri

O/ZLl
L, =L,
L, =Wy

Wy = —ki1Lo + Ny

Ny = koLy + Ny — kyWs

N{ = koLy + ksW,

W! = —kaLy + ks Ws

W)= —kiaWis1 + kWi, 5<i<n—3

W»,,L_Q = - kn—3 Wn—3

seklindedir.  Burada Ny, Ny vektorleri null, (Li,Ny) = 1, (Ls,Ny) = —1,
{Ll, Lg, N17 NQ} ve {Wg, W4, oeey Wn_g, Wn_g} kiimeleri ortogonal, {Wg, W4, ciey Wn_3,

W, 2} kiimesi ortonormaldir. Ayrica {oz(i kiimesini pozitif yonlendirilmis

)} 1<i<n
olarak kabul edecegiz.
Teorem 4.2.1. « (t) egrisi RY uzaynda pseudo yay parametresiyle parametrelendiril-

mis null Cartan bir egri ve bu egri i¢in k,_3 # 0 olsun.
a) a egrisi v yaricapl pseudo kiire tzerinde ise, bu durumda

W~

n—

ﬁ
[
)
I
-

olur.

I

n—

b) Ejer a,_4 # 0 ve pozitif bir v sabiti icin Yy a? = r? ise, bu durumda o egrisi

Il
I\

r yaricaply pseudo kiire tizerindedir.

ispat. a) « egrisi r yarigaph pseudo kiire iizerinde olsun Bu durumda &, (&, € RY)
gibi sabit bir nokta igin

(Go—alt), &—at) =17 (4.2.1)
esitligi mevcuttur. o egrisi Ry uzayimnda &, merkezli kiire tizerinde oldugundan
& —a(t)=aly +bLy+ cNy+ dNy+ 1 W3 + oWy + ..+ 2, 4 W, o
esitligini yazabiliriz. (4.2.1) esitliginin tiirevi alinirsa

(—L1,6 —a(t) =0 (4.2.2)
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ve ¢ = 0 elde edilir. (4.2.2) egitliginin tiirevi alinirsa

(L2 & —a(t)) =0
ve d = 0 olur. (4.2.3) esitliginin tiirevi alimirsa

(=W3, & —a(t) =0
ve a; = 1 = 0 bulunur. (4.2.4) esitliginin tiirevi alinirsa

(k1La — No, & —a(t)) =0
ve b = 0 bulunur. (4.2.5) esitliginin tiirevi alinirsa
(k1Lo + 2kyW3 — ko Ly — N1, & — (1)) =0
ve a = 0 elde edilir. (4.2.6) esitliginin tiirevi alinirsa
((k} — 2k7 — 2ks) Lo + 3K\ W3 + 2k Ny — Ky Ly — ksWy, & — (1))
+ (k{La + 2kyW3 — ko L1 — N1, —L;) =0

Ve Gy = Ty = é olur. (4.2.7) esitliginin tiirevi alinirsa

< — k’éWz; + kng - k3k4W5,£0 — (t)> =0

K, » o
ve a3 = x3 = —%—24 olarak bulunur. 5 <i < n — 3, igin

(o —a(t),Wi) =z
esitliginin tirevi alinirsa
(=L, Wi) + (&0 —a (t), —kimaWisy + kW) = 25,
esitligi elde edilir, buradan da
—2;_ski_1 + Tk = T,

olur. Boylece
1
Ti-1 = (27_o+xiskisy), H<i<n-—3

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

elde edilir. Su ana kadar elde ettiklerimizi toparlarsak 1 < ¢ < n — 4 i¢in x; = a;

olur. Bu durumda
50 — (t) = CLQW4 + CL3W5 + (I4W6 + ...+ (ln_4Wn_2

esitligini yazabiliriz. Bu agsamada (4.2.1) esitligini kullanirsak

'y

n—

@.
[
(V]
I
<
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elde edilir.
b) Varsayalimki a,_4 # 0 ve sifirdan farkli bir r sabiti i¢in

> ap =1’ (4.2.9)

olsun. Ayrica
o(t)=a(t)+aWs+aWs+ ...+ ap_aW,_o
olarak tanimlansin. Frenet denklemleri ve {a;} dizisinin tanimi kullanihirsa
o' (t) = (1 — agks) Ly + (ay — asks) Wy + (agky + a5 — agks) Ws
+ (agks + aj — aske) W + ... + (an_ﬁkn_4 +a, - — an_4kn_3) W, _3
+ (an_5kn_3 + a;_4) Wh_o
= (an_g,k;n_g + a;_4) Wio

olur. (4.2.9) denkleminin tiirevi alinirsa
asab + azay + ... + ap_sa, s+ an_ga,_, =0 (4.2.10)
elde edilir. (4.2.10) esitligini ve {a;} dizisinin tanimi kullanirsak

/ /
Ap—4 (an74 + kn73anf5) = kn73an75an74 — Op_5Q,_5
/ /

- an_Gan_G T e T a,4a4
— azay — asalh
=k /
= Rp—4Qn—6Ap—5 — pn—cAp_g — -
— a4a) — azay — azay
=k — / _
= Rp—50n—70n—6 Ap—7Qp,_7

— (40 — azay — azay

!/ / /
= koarag — a7a; — AgQg — A505—

— (40 — azay — azay

= ksazaq — azay — azalh
= ]C4CL26L3 — (IQCL/2

/
= ag (kyaz — ay) =0,

ve dolayisiyla ¢’ (t) = 0 olur. Bu durumda & € R} olmak iizere o (t) = & (§ —

sabit) olur. Boylece de
n—4

§o—alt) = Z a;Wito

=2
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olur. Bu agamada (4.2.9) denklemini kullanirsak

(So—a(t),bo—al(t))=1"

elde edilir. Buda bize « egrisinin r yarigaph pseudo kiire tizerinde oldugunu gosterir.

[]

4.3 RS Uzaymndaki Evaliit ve Involiitler

« egrisi RS uzayinda dejenerasyon derecesi iki ve nulluk derece dizisi {0,1,2,2,1,0,0}

olacak gekilde null Cartan bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin Frenet denklemleri

O/ == Ll, Lll = LQ, L/2 = W3, Wé == —leg + NQ,
N, = koLy + Ny — kyWs, Ni = koLy + ksWi,

Wzi - —]{53L1

seklindedir. Yukaridaki ifadelerde Ly, Lo, N1, Ny null vektorler, (L1, N1) = 1, (L, Ns)
= —1, {Ly, Ly, N1, No} ve {W3, Wy} ortogonal, {Ws3, W,} kiimesi ortonormaldir.
Ayrica {a’, o a® a(6)} kiimesi pozitif yonlendirilmis, {a’, o al® a(ﬁ)} ve
{Ly, Ly, W3, No, N1, W, } kiimeleri aymi yonlendirmeye sahip olsun. Bu durumda
ks > 0 olur.

ks (t) # 0, olmasi durumunda « () egrisinin evaliitiini

olarak tamimlayalim. Bu aym zamanda « egrisinin « (¢) noktasindaki oskiilator
kiiresinin merkezidir. Ote yandan RS uzaymndaki spacelike ¢ (t) egrisinin c ()

noktasindan itibaren involutini
I(t)=c(t)—s@t)T(t)

seklinde tanmimlayalim. Burada s (t), ¢(tp) noktasindan itibaren ¢ (t) egrisinin yay

uzunlugudur ve 7' (¢) = % ise ¢ egrisinin ¢ (¢) noktasidaki birim tanjantidir [17].

Teorem 4.3.1. t pseudo yay parametesine sahip o (t) Cartan egrisi RS uzaymda

/
ks (t) # 0 ve <ﬁ(t)> # 0 kosullarimy saglayacak sekilde null bir egri olsun. Bu

durumda o (t) egrisinin E (t) evaliti RS uzayinda spacelike bir egri olup, F (t)
egrisinin involiiti olan Ig (t) egrisi bir noktadan itibaren « (t) ile ¢cakisor.
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ispat. a null Cartan egrisine ait Frenet denklemleri kullanilirsa o egrisinin evaliitii
icin

1Yy’ 1
B0 =L+ () Wit o

5 (1)
<k31( t) ) i

) = ((k31<>>/>2>0

/
olur. Bu da bize E egrisinin spacelike oldugunu soyler. Biz burada sadece (@) >

(—ks (t) L1)

olur. Bu durumda

/
0 durumunu gozoniinde bulunduracagiz, (@) < 0 pozisyonuda buna benzer

sekilde incelenebilir. Bu durumda F (t) egrisinin birim tanjant vektori T = W,
olur ve E (ty) baslangic noktasindan itibaren £ (¢)'nin sg (¢) yay uzunlugu

1

olarak elde edilir. Bu durumda
1 1

m = SE (t) -+ —]{73 (tg)

olur, burada #(t) degeride F (t) egrisinin bagka bir F (t;) baslangic noktasindan
itibaren yay uzunlugudur.
E (t) egrisinin E (¢,) baglangi¢ noktasindan itibaren involiitii I (t)

Ip(t) = B (1) — (SE () + L)) Ty

T Wat) =al(l)

olur. O
Teorem 4.3.2. ¢ (s) egrisi RS uzaymnda s pseudo yay parametresiyle parametrelendi-
rilmis spacelike bir egri olmak tizere c (s) egrisi i¢in ¢’ (s) null bir vektor, (c*, c*) # 0,
ve {c”,c(g), ...,C(6)} kiimesi lineer bagimsiz olsun. Bu durumda s > 0 igin c(s)
egrisinin involiti I (s) RS wzaynda Cartan bir egri olup I (s) egrisinin evaliti olan
E;(s), c(s) egrisiyle cakigor.
Ispat. 7" = ¢ null oldugundan T (s) vektoriine RS uzayndaki bir null egri olarak
bakabiliriz, bu durumda (73, T®) > 0 olur [20]. Boylece (T, T®)) = (¢, @) £
0 kabiiliinden dolayr (7, T®)) > 0 olur. Spacelike ¢ (s) egrisinin I (s) = c(s) —
sT (s) involiitii
I'(s)=—=sT"(s), I"(s)=-T"(s)—sT"(s)
IO (s) = =2T" (5) — sT®) (5), IW(s5) = =37 (5) — sTW ()
1) (s) = —4T(4) (s) — sT® (s)
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esitliklerini saglar. s > 0 i¢in [ null bir egridir ve ayrica

<](3)’ _](3)> — g2 <T(3),T(3)> >0

1
olur. (T, T®)?2 ifadesini n ile gdsterirsek, I (s) egrisinin pseudo yay uzunlugu
v(s)
1
v(s)= / <I(3),I(3)>6 ds = /sénéds
S0 S0

olur. Bu durumda

dv

ds
olarak elde edilir. {77,7”,7®,TW TG} = {C” .C® CWH C® CO} lineer
bagimsiz oldugundan {I L IONION | (5)} kiimeside lineer bagimsiz olur ve I (s)
null egrisi v (s) pseudo yay uzunluguna sahip bir Cartan egri olur. {L;, Ly, W3, Ny, Ny,
Wy} kitmesi Cartan egrilikleri {ky, k2, k3} olan I (s) egrisinin Frenet gatisi olsun. Bu
durumda

ol

1
= 5317

_d]_d[ds 2 1

L—————:—i_iT,
Yy dsdv S0
Ly = % = %? = % (8%’[7_%77/ — 28_§77_§> T — S%n_%T”
v S av
dL2 1 5 1 -2 4 5 _3 N2 —9 4 9 1 ,
= —_— - —_ R — T
W= 3(38 -t/ I UD B B B S
+ (777277/ _ S—lnfl) T// o n—lT(B)
dW.
N2 = _3 -+ leQ
dv
dN.
Nl =2 _ k2L1 + lﬁWg
dv

olur. Burada

span { L1, Ly, W3, Na, N1 } = span {T', 7", 7®, 7 76
oldugunu ve

(T, 7"y = (T, 7"y = (T, T®) = (T, TW) = (T, T®) = 0

egitliklerini kullamirsak W, = FT olarak elde edilir. W, = =T durumu W, = T
durumuyla benzerlik gosterdiginden biz W, = T olarak kabul edecegiz. Boylece

dW, dT
k3__<WaNl>__<EaNl>
= —<s’%n’%T’,N1>

1
= <3_1L17N1> =3
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olur. Bu durumda I (s) egrisinin evaliitii Ey (s) i¢in
Er(s)=1(s)+——
I (S> (S) + ks (8)

olarak elde edilir.

62



5.

[15]
[16]

[17]

KAYNAKLAR

Stillwell, John., Geometry of surfaces, Springer - Verlag New York, Inc, 1992.

Petersen, Peter., Riemannian geometry, Springer science + Business media,

LLC, 2006.

Hadamard, J., Psychology of invention in the mathematical field, Princeton
university press, Princeton, p. 115, 1945.

Sharpe, R. W., Differential Geometry, Cartan’s generalization of Klein’s
Erlangen program, foreword by S. S. Chern., Springer Verlag, 1997.

Einstein, A. Autobiographical notes, in Albert Einstein: philosophers scientists,
p. 67, 2nd ed., in vol. 7 of the series the library of living philosophers, Evanston,
IL, edited by P. A. Schilpp 1949.

Gribbin, John., Science A History 1543 - 2001, Penguin Books Ltd, registered
offices: 80 Strand, London W C 2 R ORL, England, 2002.

O’neill, B., Semi-Riemannian geometry, Academic press, New York, 1983.

Berger, M. Riemannian Geometry during the second half of the twentieth
century, lecture series, 17, Amer. Math. Soc., 2000.

Beem, J. K. and Ehrlich, P. E. Global Lorentzian geometry, Marcel Dekker, Inc.
New York, first edition, 1981, second edition, 1996.

Ehrlich, P. and Jung, Y. T. and Kim, S. B. Volume comparison for Lorentzian
manifolds, Geo. Dedicata, 73, 1998, 39-56.

Bishop, R. L. and O’Neill, B. Manifolds of negative curvature, Trans. Amer.
Math. Soc., 145, 1969, 1-49.

Duggal, K. L. and Bejancu, A. Lightlike submanifolds of semi-Riemannian
manifolds and applications, Kluwer academic publishers, 364, 1996.

Matsuda, H. and Yorozu, S.: Notes on Bertrand curves, Yokohama
mathematical journal., 50, 2003, 41-58.

Honda, K. and Inoguchi, J.: Deformation of Cartan framed null curves
preserving the torsion, differ. geom. dyn. syst., 5, 2003, 31-37.

Inoguchi, J. and Lee, S.: Null curves in Minkowski 3-space, preprint, 2006.

Ferrandez, A., Gimenez, A., Lucas, P., Null helices in Lorentzian space forms,
International journal of modern physics. A., 16, 2001, 4845-4863.

Sakaki, M., Notes on null curves in Minkowski spaces, Turk j math, 34, 2010,
417-424.

63



[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[24]

[25]

[26]

Coken, A. C. and Ciftci U., On the Cartan curvatures of a null curve in
Minkowski spacetime, Geometriae Dedicata, 114, 2005, 71-78.

Ferrandez, A.,Gimenez, A., Lucas, P., s-Degenerate curves in Lorentzian space
forms, Journal of geometry and physics, 45, 2003, 116-129.

Ferrandez, A., Gimenez, A., Lucas, P., Degenerate curves in psedo-FEuclidean
spaces of index two, third international conference on geometry, integrability
and quantization, Coral press, Sofia, 2001.

Bonnor, W., Null curves in Minkowsk:i spacetime, tensor, N. S. 20, 1969,
229-242.

Duggal, K. L., Jin, D. H., Null curves and hypersurfaces of semi-Riemannian
manifolds, World science, 2007.

Millman, R. S. and Parker, G. D., FElements of differential geometry,
Prentice-hall, inc. Englewood Cliffs, New Jersey, 1977.

Gibson, C. G., Elementary geometry of differentiable curves, Cambridge
university press, 2001.

Anciaux, Henri., Minimal submanifolds in pseudo-Riemannian geometry, World
Scientific Publishing Co. Ptc. Ltd., 5 Toh Tuck Link, Singapore 596224, 2011.

Aminov, Yu. A., Differential geometry and topology of curves, Gordon and
Breach science publishers, Singapore, 2000.

64



OZGECMIS

13 Temmuz 1974 tarihinde Malatya’da dogdu. Ilk, orta ve lise 6grenimini
Malatya’da tamamladi. 1992 yilinda Orta Dogu Teknik Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimii lisans programina kayit yaptirdi. 1999 yilinin haziran
aymda bu bolimden mezun oldu ve aym yilin eylil aymda Malatya ilinin Kale
ilcesinde Milli egitim bakanhgma bagh Izollu Kale ilk ogretim okulunda Ingilizce
ogretmeni olarak goreve bagladi. 2001 yilinm Eyliil aymda Inénit Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda yiiksek lisans programina kayit
yaptirdi. 2006 yilnm subat ayinda Inénii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde
acilan geometri doktora programima kayit yaptirdi. Su an Malatya lisesinde Ingilizce
ogretmeni olarak caligmaktadir.

65



