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Be³ bölümden olu³an bu çal�³man�n birinci bölümünde k�sa bir literatür özeti
sunuldu.

�kinci bölümde, di§er bölümlerde geçen temel tan�m, teorem ve sonuçlar verildi.
Üçüncü bölümde, bir quasilineer uzay�n regüler ve singüler boyutu ve proper

quasilineer uzay kavramlar� tan�t�l�p, bu kavramlarla ilgili baz� temel teorem ve
sonuçlar elde edildi. Ayr�ca sonlu regüler ve singüler boyutlu normlu quasilineer
uzaylar�n ve normlu proper quasilineer uzaylar�n teorisi ile ilgili bir tak�m de§er-
lendirmeler yap�ld�. Sonras�nda sa§lam zeminli quasilineer uzaylar olarak adland�r�lan
özel proper quasilineer uzaylar tan�t�ld� ve sa§lam zeminli quasilineer uzaylar�n baz�
özellikleri incelendi.

Dördüncü bölümde, quasilineer uzaylar üzerine bir topoloji in³aa etme ile il-
gili genel bir metot ile birlikte bu metot için gerekli haz�rl�klara yer verildi. Bu
bölümde, normlu lineer uzaylar�n önemli bir özelli§i olan lokalizasyon prensibinin
normlu quasilineer uzaylarda sa§lanmad�§� ispatland� ve sonras�nda normlu quasili-
neer uzaylar için lokalizasyon prensibinin s�n�rlar� çizilmeye çal�³�ld�.

Be³inci bölümde, normlu quasilineer uzaylarda bir dizinin alt ve üst yar� yak�n-
sakl�§� kavramlar� tan�t�ld� ve bu kavramlara ili³kin baz� sonuçlar verildi.
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the literature is presented.

In the second chapter, some fundamental de�nitions, theorems and results used
in the next chapters are given.

In the third chapter, after introducing the concepts of regular and singular di-
mension of a quasilinear space and proper quasilinear space, some basic theorems
and results about these concepts are obtained. Also, some evaluations about the
theories of �nite regular and singular dimensional normed quasilinear spaces and
normed proper quasilinear spaces have been made. Next, special proper quasilinear
spaces which are called �solid �oored quasilinear spaces� are de�ned and their some
properties are examined.

In the fourth chapter, one of the general methods to construct a topology on
any quasilinear space is presented and the necessary preparations for this method
are stated. In this chapter, it is proved that the important property of the normed
linear spaces namely �the localization principle� may not hold in normed quasilinear
spaces. Then, it has been tried to draw a border of the localization principle in the
normed quasilinear spaces.
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S�MGELER D�Z�N�

Bu çal�³mada kullan�lan baz� simgeler, aç�klamalar� ile a³a§�da sunulmu³tur.

R+ : Negatif olmayan reel say�lar cümlesi,

c0 : S�f�ra yak�nsak olan dizilerin uzay�,

Ω(E) : Bir E normlu uzay�n�n tüm bo³tan farkl� kapal� ve

s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi,

ΩC(E) : Bir E normlu uzay�n�n tüm bo³tan farkl� kapal�, s�-

n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesi,

C [a, b] : [a, b] aral�§�nda tan�ml�, reel de§erli ve sürekli fonk-

siyonlar�n uzay�,

C ([a, b] ,ΩC(E)) : [a, b] aral�§�ndan ΩC(E)'ye tan�mlanan tüm sürekli

fonksiyonlar�n uzay�,

B (θ, r) : θ merkezli, r yar�çapl� aç�k yuvar,

S (θ, r) : θ merkezli, r yar�çapl� kapal� yuvar,

inf (sup) : �n�mum (Supremum),

sup
(�)

: "�" k�smi s�ralama ba§�nt�s� üzerinden supremum,

Xr (Xs) : X quasilineer uzay�n�n regüler (singüler) alt uzay�,

Xd : X quasilineer uzay�n�n simetrik alt uzay�,

r-boyX (s-boyX) : X quasilineer uzay�n�n regüler (singüler) boyutu,

boyX : X quasilineer uzay�n�n boyutu,

diam x : Quasilineer uzaylarda bir x eleman�n�n çap�,

δ(A) : A cümlesinin çap�,

FM
x : x eleman�n�n M 'deki zemini,

Fx (FX) : x eleman�n�n zemini (X quasilineer uzay�n�n zemini),

FX
M : M cümlesinin X'deki zemini,
←−x : x eleman�n�n doldurulmas�,
←−
A : A cümlesinin doldurulmas�,

Nx : x eleman�n�n kom³uluklar�n�n ailesi,

ls-lim xn (us-lim xn) : (xn) dizisinin alt yar� limiti (üst yar� limiti).
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BÖLÜM 1

G�R��

Klasik analizde lineer uzay kavram� önemli bir yer tutmaktad�r. Özellikle, fonksi-

yonel analiz sahas�nda yer alan normlu uzaylar, Banach uzaylar� ve Hilbert uzaylar�

temel olarak lineer uzay kavram� üzerine in³aa edilmi³tir. Bu uzaylar�n kendileri-

ne has bir tak�m özellikleri sayesinde �zik, mekanik, biyoloji, t�p, mühendislik ve

ekonomi gibi bir çok alanda kar³�la³�lan problemlerin matematiksel olarak model-

lenmesinde diferensiyel denklemler kullan�lmaktad�r, [1, 2]. Örne§in ekonomide,

optimal kontrol teorisi [3, 4]; t�pta, insan kalbindeki aort'un mitral kapaklar� gibi

yap�lar�n modellenmesi [5]; mekanikte, viskoelastik malzemelerin yap�s�n�n model-

lenmesi [6] gibi daha bir çok problemin matematiksel modelinde diferensiyel ve integ-

ral denklemlerle kar³�la³�lmaktad�r. Di§er taraftan, kalitatif �zik, biyomatematik,

matematiksel ekonomi, kontrol teorisi, oyun teorisi, sistem bilimleri, yapay zeka gibi

alanlarda kar³�la³�lan baz� problemler, klasik diferensiyel denklemler ile modellene-

memektedir, [1]. Bu sorunu a³mak için yap�lan ara³t�rmalar, küme de§erli fonksiyon-

larla elde edilen küme diferensiyel denklemleri ortaya ç�karm�³t�r. [1] ve [2] numaral�

çal�³malarda, bu tip denklemlerin baz�lar� incelenmi³tir.

Klasik diferensiyel denklemlerin çözüm kümelerinin analizi ile denklemlerin model-

ledi§i problemleri aç�klamada önemli mesafeler kat edilmi³ olmas�na ra§men, küme

diferensiyel denklemler için benzer analizleri yapmak oldukça zordur ve küme diferen-

siyel denklemler teorisi henüz ciddi anlamda ilerletilememi³tir. Bunun temel se-

bebi küme diferensiyel denklemlerin çözümlerinin ara³t�r�ld�§� uzaylar�n lineer uzay

yap�s�na sahip olmay�³� ve bu uzaylarda klasik teorideki analiz araçlar�n�n muadil-

lerinin henüz geli³tirilememi³ olmas�d�r. Örne§in, bir E normlu uzay�n�n bo³ ol-

mayan tüm kapal�, s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesi olan ΩC(E) Minkowski

toplama ve skalerle çarpma i³lemleriyle bir lineer uzay te³kil etmez; fakat quasilineer

uzay yap�s�na sahiptir. Bu durum R'nin bir I = [a, b] kapal� aral�§�ndan ΩC(E)'ye

tan�ml� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay� C (I,ΩC(E)) için de geçerlidir. Bahsedilen bu
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eksiklik, klasik analizdeki baz� tekniklerin küme diferensiyel denklemler için kullan�l-

mas�na engel olmaktad�r. Böylece quasilineer uzaylarda bu gibi eksiklikleri giderme

iste§i do§maktad�r. Bu ba§lamda son y�llarda interval analizi ve küme de§erli analiz

alan�ndaki çal�³malar önem kazanm�³t�r, [1, 2, 7, 8].

Doktora tezi olarak haz�rlanan bu çal�³mada quasilineer uzay kavram�, S. M.

Aseev'in [9] 1986 y�l�nda yay�nlanan çal�³mas�ndan yararlan�larak ele al�nacakt�r.

Literatürde quasilineer uzay tan�m� S. Markow [10, 11] taraf�ndan da verilmi³ ol-

mas�na ra§men, Aseev'in verdi§i tan�m, içinde ihtiva etti§i s�ralama ba§�nt�s�n�n

avantajlar�ndan dolay� baz� özel durumlarda klasik teorideki analiz ile uyum sa§la-

mas� bak�m�ndan Markow'un yakla³�m�na göre daha elveri³lidir.

Aseev bu çal�³mas�nda lineer uzaylar�n daha genel bir formu olan quasilineer

uzay kavram�n� tan�mlam�³t�r. Aseev'in verdi§i quasilineer uzay tan�m�n�n en dikkat

çeken yan�, tan�mda kullan�lan k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r. Aseev quasilineer uzay-

larda norm tan�m�n� verirken k�smi s�ralama ba§�nt�s�n� da kullanm�³ ve bu sayede

klasik fonksiyonel analizin önemli baz� teoremlerinin tutarl� kar³�l�klar�n� quasilineer

uzaylarda da verebilmi³tir.

Yukar�da bahsedilen lineer uzay te³kil etmeyen cümlelerin en önemlilerinden ikisi

Rn'nin, bo³ olmayan, kapal� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi olan Ω(Rn) ve Rn'nin

bo³ olmayan, kapal�, s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesi olan ΩC(Rn)'dir. Bir

çok do§a probleminin matematiksel modelini olu³turan küme diferensiyel denklem-

ler incelenirken C (I,ΩC(Rn)) uzay� önemli rol oynamaktad�r. Bu nedenle, büyük

ölçüde [2] numaral� kaynaktan yararlan�lan bu çal�³mada Ω(Rn) ve ΩC(Rn) aileleri

ve bu aileler üzerindeki quasilineer yap� incelenecektir.

Quasilineer uzaylar teorisindeki temel bir eksiklik, lineer ba§�ml�l�k-ba§�ms�zl�k

ve baz kavramlar�n�n bu uzaylardaki kar³�l�klar�n�n tan�mlanmam�³ olmas�d�r. Bu

durum quasilineer uzaylar teorisinin geli³imi önündeki en büyük engellerden biridir.

Ayr�ca quasilineer uzaylarda, lineer uzaylardaki baz� mevcut sonuçlar�n benzerleri

dahi incelenmemi³tir. Bu nedenle, quasilineer uzaylar teorisini irdelemek ve bu s�n�fa

ait baz� eksiklikleri gidermek ad�na son y�llarda baz� çal�³malar yap�lm�³t�r, [11-21].

Be³ bölümden olu³an bu tezin ikinci bölümünde daha sonraki bölümlerde kul-

lan�lacak olan temel tan�m ve teoremler sunulmu³tur.
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Üçüncü bölümde quasilineer uzaylar�n genel teorisinde eksik olan quasilineer

ba§�ml�l�k-ba§�ms�zl�k ve baz kavramlar�n�n verilen yeni tan�mlar� çerçevesinde çal�³�l-

m�³ ve bu kavramlarla ilgili baz� özellikler ara³t�r�larak, bu özelliklere ili³kin baz�

teorem ve sonuçlar lineer uzaylardaki sonuçlarla tutarl�l�k içinde verilmi³tir. Bu

k�s�mda öncelikle quasilineer uzaylar�n regüler ve singüler boyutu tan�mlanm�³ ve

normlu quasilineer uzaylarda normlu lineer uzaylar teorisindeki sonuçlara benzer ve

farkl� baz� sonuçlar elde edilmi³tir. Daha sonra, proper ve proper olmayan quasilineer

uzay kavram� tan�t�lm�³ ve quasilineer uzaylar�n proper uzay olmalar� halinde sahip

oldu§u bir tak�m özellikler verilmi³tir. Bunlara ek olarak, bu k�s�mda proper quasi-

lineer uzaylar�n önemli bir s�n�f� olan sa§lam zeminli quasilineer uzaylar tan�t�lm�³

ve bu s�n�f için baz� de§erlendirmeler yap�lm�³t�r.

Bir quasilineer uzay üzerinde bir topoloji kurman�n genel yöntemlerinden biri

ve bu yöntem için baz� haz�rl�klar�n verildi§i dördüncü bölümde, öncelikle, dengeli

cümleler, yutan cümleler, bir cümle ailesinin toplamsall�k özelli§i, süzgeç ve süzgeç

taban� gibi kavramlar tan�mlanm�³t�r. Ard�ndan bu kavramlar yard�m�yla quasili-

neer uzaylar üzerinde bir topoloji olu³turulmu³tur. Ayr�ca normlu lineer uzaylar

için sa§lanan lokalizasyon prensibinin normlu quasilineer uzaylar için sa§lanmad�§�

gösterilmi³tir. Son olarak normlu quasilineer uzaylar için lokalizasyon prensibinin

s�n�rlar� çizilmeye çal�³�lm�³t�r.

Be³inci ve son bölümde ise normlu quasilineer uzaylarda, bir dizinin alt ve üst

yar� yak�nsakl�§� kavramlar� tan�t�lm�³ ve bu kavramlara ili³kin bir tak�m örnekler

ve önemli baz� sonuçlar verilmi³tir. Bu yeni tan�mlar normlu quasilineer uzaylarda

yak�nsak olmayan dizilerin yak�nsakl�§�na ili³kin alternatif tan�mlard�r.
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BÖLÜM 2

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Baz� Cebir, Topoloji ve Fonksiyonel Analiz Kavramlar�

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullan�lan baz� temel kavramlar ve

teoremler verilecektir.

Tan�m 2.1.1. X bo³ olmayan bir cümle ve ���, X üzerinde bir ba§�nt� olmak üzere,

her x, y, z ∈ X için

i) x � x,

ii) x � y ve y � z ise x � z,

iii) x � y ve y � x ise x = y

³artlar� sa§lan�yorsa, � ba§�nt�s�na X üzerinde bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�, X

cümlesine de � k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile birlikte bir k�smi s�ral� cümle denir. �

k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile k�smi s�ral� bir X cümlesi (X,�) ³eklinde gösterilir, [22].

Kolayl�kla görülebilece§i gibi bo³ olmayan her X cümlesi

x � y ⇔ x = y

ba§�nt�s� ile k�smi s�ral� bir cümledir.

Tan�m 2.1.2. (X,�) k�smi s�ral� bir cümle ve a ∈ X olmak üzere, her x ∈ X için

x � a olacak ³ekilde bir a ∈ X varsa, a eleman�na X'in maksimum eleman� (X'in

bir üst s�n�r�) denir.

Benzer olarak her x ∈ X için b � x olacak ³ekilde bir b ∈ X varsa, b eleman�na

X'in minimum eleman� (X'in bir alt s�n�r�) denir, [22].

Tan�m 2.1.3. (X,�) k�smi s�ral� bir cümle olsun. a ∈ X olmak üzere, her x ∈ X

için a � x ko³ulunun sa§lanmas� x = a olmas�n� gerektiriyorsa a eleman�na X'in

bir maksimal eleman� denir.
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b ∈ X olmak üzere, her x ∈ X için x � b ko³ulunun sa§lanmas� x = b olmas�n�

gerektiriyorsa b eleman�na X'in bir minimal eleman� denir, [22].

Tan�m 2.1.4. (X,�) k�smi s�ral� bir cümle ve A ⊂ X olmak üzere, her a ∈ A için,

a � x

ve

a � y olan her y ∈ X için x � y

ko³ullar� sa§lanacak ³ekilde bir x ∈ X varsa, x eleman�na A cümlesinin en küçük

üst s�n�r� veya supremumu denir.

E§er her a ∈ A için,

x � a

ve

y � a olan her y ∈ X için y � x

ko³ullar� sa§lanacak ³ekilde bir x ∈ X varsa, x eleman�na A cümlesinin en büyük

alt s�n�r� veya in�mumu denir, [22].

Tan�m 2.1.5. (X,�) k�smi s�ral� bir cümle olmak üzere, her x, y ∈ X için,

x � y veya y � x

önermesi do§ru ise � ba§�nt�s�na X üzerinde bir tam s�ralama ba§�nt�s�, X cümlesine

ise � tam s�ralama ba§�nt�s� ile birlikte tam s�ral� bir cümle denir, [23].

Tan�m 2.1.6. K�smi s�ral� bir X cümlesinin tam s�ral� her alt cümlesine X'de bir

zincir denir, [23].

Lemma 2.1.1 (Zorn Lemmas�). X k�smi s�ral� bir cümle olmak üzere, X'deki her

C zinciri bir üst s�n�ra sahip ise X cümlesi en az bir maksimal elemana sahiptir,

[22].
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2.1.1 Topolojik Uzaylar

Tan�m 2.1.7. X bo³ olmayan bir cümle ve τ X'in alt cümlelerinin bir ailesi olmak

üzere,

T1) ∅ ∈ τ ve X ∈ τ,

T2) A1, A2, ..., An ∈ τ için A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ∈ τ,

T3) I herhangi bir indis cümlesi ve her α ∈ I için Aα ∈ τ olmak üzere,
⋃
α∈I

Aα ∈

τ

³artlar� sa§lan�yorsa τ ' ya X üzerinde bir topoloji, (X, τ) ikilisine ise topolojik

uzay denir, [24].

Tan�m 2.1.8. X ve Y iki topolojik uzay olmak üzere, birebir, örten, sürekli ve tersi

de sürekli olan f : X → Y dönü³ümüne homeomor�zm (topolojik e³ yap� dönü³ümü),

X ve Y uzaylar�na da homeomorf topolojik uzaylar denir.

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X → Y bir homeomor�zm olsun. Bu durumda

X üzerindeki topolojik özellikler f dönü³ümü alt�nda korunur, [25].

2.1.2 Metrik Uzaylar

Tan�m 2.1.9. X bo³ olmayan bir cümle olmak üzere, d : X ×X → R+ fonksiyonu,

her x, y, z ∈ X için

M1) d (x, y) = 0⇔ x = y,

M2) d (x, y) = d (y, x) ,

M3) d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y)

³artlar�n� sa§l�yorsa d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise

bir metrik uzay denir, [22].

Örnek 2.1.1. R reel say�lar cümlesi

d : R× R→ R+, d (x, y) = |x− y|

fonksiyonu ile bir metrik uzayd�r. Bu metri§e R'nin al�³�lm�³ metri§i (mutlak de§er

metri§i) denir.
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Örnek 2.1.2. R2 üzerinde x = (x1, x2) , y = (y1, y2) olmak üzere,

d (x, y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

³eklinde tan�ml� d fonksiyonu bir metriktir. Bu metri§e R2'nin al�³�lm�³ metri§i

denir.

Örnek 2.1.3. Kompleks terimli ve s�n�rl� bütün dizilerin cümlesi olan

`∞ =

{
x = (xn) ⊂ C : sup

n
|xn| <∞

}
,

d (x, y) = sup
n
|xn − yn|

³eklinde tan�mlanan d fonksiyonu ile bir metrik uzayd�r.

Tan�m 2.1.10. (X, d) bir metrik uzay, x0 ∈ X ve r > 0 olmak üzere, X'in

B (x0, r) = {x ∈ X : d (x, x0) < r}

ve

S (x0, r) = {x ∈ X : d (x, x0) ≤ r}

³eklinde tan�ml� alt cümlelerine s�ras�yla, x0 merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar ve x0

merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar denir, [22].

Tan�m 2.1.11. (X, d) bir metrik uzay, A ⊆ X ve x0 ∈ A olmak üzere, B (x0, r) ⊆ A

olacak ³ekilde bir r > 0 say�s� mevcut ise A cümlesine x0 eleman�n�n bir kom³ulu§u

denir. Her eleman�n�n kom³ulu§u olan cümleye aç�k cümle, tümleyeni aç�k olan

cümleye ise kapal� cümle denir, [22].

Teorem 2.1.1. Herhangi bir X metrik uzay�nda her bir kapal� yuvar bir kapal�

cümledir, [26].

Tan�m 2.1.12. (X, d) bir metrik uzay, x0 ∈ X ve A ⊆ X olmak üzere, verilen her

ε > 0 say�s�na kar³�l�k (B (x0, ε) \ {x0}) ∩A 6= ∅ ise x0 eleman�na A cümlesinin bir

y�§�lma noktas� denir. A'n�n bütün y�§�lma noktalar�n�n cümlesi A′ ile gösterilir,

[26].

Tan�m 2.1.13. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A ∪ A′ cümlesine

A'n�n kapan�³� denir ve A ile gösterilir, [26].
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Tan�m 2.1.14. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X bo³ olmayan bir cümle olmak

üzere,

diamA = sup {d (x, y) : x, y ∈ A}

de§erine A cümlesinin çap� denir, [22].

Tan�m 2.1.15. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, her x, y ∈ A için

d (x, y) ≤ K olacak ³ekilde bir K > 0 say�s� mevcut ise A cümlesine s�n�rl�d�r denir,

[27].

Tan�m 2.1.16. (X, d) bir metrik uzay ve (xn) X'de bir dizi olsun. Her ε > 0 için

m,n > N (ε) iken d (xm, xn) < ε olacak ³ekilde bir N (ε) ∈ N say�s� varsa (xn)

dizisine bir Cauchy dizisi denir, [22].

Tan�m 2.1.17. (X, d) bir metrik uzay, (xn) X'de bir dizi ve x ∈ X olmak üzere, her

ε > 0 say�s�na kar³�l�k, n > N (ε) olan her n ∈ N için d(xn, x) < ε olacak ³ekilde bir

N (ε) ∈ N mevcut ise (xn) dizisi x noktas�na yak�nsakt�r veya (xn) dizisinin limiti

x'dir denir ve xn → x veya lim
n→∞

xn = x ile gösterilir, [26].

Teorem 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay, A ⊂ X ve x ∈ X olmak üzere, x ∈ A olmas�

için gerek ve yeter ko³ul xn → x olacak ³ekilde A'da bir (xn) dizisinin var olmas�d�r,

[22].

Teorem 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊂ X olsun. A'n�n kapal� olmas� için

gerek ve yeter ko³ul A'daki her yak�nsak dizinin limitinin A'n�n bir eleman� ol-

mas�d�r, [22].

Tan�m 2.1.18. (X, d) bir metrik uzay olmak üzere, X'deki her (xn) Cauchy dizisi

X'de yak�nsak ise (X, d)'ye bir tam metrik uzay denir, [22].

Örnek 2.1.4. `∞ dizi uzay�

d (x, y) = sup
n
|xn − yn|

metri§i ile bir tam metrik uzayd�r.

Teorem 2.1.4. (X, d) bir tam metrik uzay ve A, X'in bir alt uzay� olsun. A'n�n

tam olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n X'de kapal� olmas�d�r, [22].
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Tan�m 2.1.19. X bir topolojik uzay, A ⊆ X ve I herhangi bir indis cümlesi olmak

üzere, X'in alt cümlelerinin bir G = {Gi : i ∈ I} ailesi A ⊆
⋃
i∈I
Gi ko³ulunu sa§l�yor-

sa G ailesine A için bir örtüdür denir. G ailesinin say�labilir olmas� durumunda

G'ye say�labilir örtü, sonlu olmas� durumunda sonlu örtü ve G'nin her eleman�n�n

aç�k olmas� halinde ise G'ye aç�k örtü denir. E§er bir J ⊆ I için A ⊆
⋃
i∈J

Gi ise

{Gi : i ∈ J} ailesine G örtüsünün bir alt örtüsü denir, [26].

Örnek 2.1.5. R al�³�lm�³ metrik ile dü³ünüldü§ünde G = {(−n, n) : n ∈ N} ailesi R

için bir örtü (hatta aç�k örtü) ve {(−k, k) : k = 2n ve n ∈ N} ailesi de G'nin bir alt

örtüsüdür.

Tan�m 2.1.20. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A'n�n her aç�k

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü mevcut ise A cümlesine kompaktt�r denir, [26].

Tan�m 2.1.21. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A cümlesinden al�nan

her dizi yak�nsak bir alt diziye sahip ise A cümlesine dizisel kompaktt�r denir, [26].

Tan�m 2.1.22. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A' n�n her say�labilir

aç�k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü mevcut ise A cümlesine say�labilir kompaktt�r

denir, [26].

Metrik uzaylara ili³kin yukar�da verilen kompaktl�k, dizisel kompaktl�k ve say�la-

bilir kompaktl�k kavramlar� birbirine denktir, [26].

Kompakt bir uzay�n herhangi bir alt uzay� kompakt olmayabilir.

Teorem 2.1.5. Bir kompakt uzay�n kapal� alt cümlesi kompaktt�r, [28].

Önerme 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun. A cümlesinin kompakt

olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'daki her dizinin yak�nsak bir alt diziye sahip

olmas�d�r, [22].

Teorem 2.1.6 (Heine-Borel Teoremi). A ⊂ Rn cümlesinin kompakt olmas� için

gerek ve yeter ko³ul kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r, [28].

Tan�m 2.1.23. (X, d), (Y, d′) metrik uzaylar, f : A ⊆ X → Y bir fonksiyon ve

x0 ∈ A olsun. Her ε > 0 say�s�na kar³�l�k, d(x, x0) < δ olan her x ∈ A için
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d′(f(x), f(x0)) < ε olacak ³ekilde bir δ = δ(x0, ε) > 0 say�s� mevcut ise, f fonksiyonu

x0 noktas�nda süreklidir denir. E§er f fonksiyonu A cümlesinin her noktas�nda

sürekli ise, bu durumda f fonksiyonu A üzerinde (veya A'da) süreklidir denir, [26].

Teorem 2.1.7. X ve Y metrik uzaylar ve T : X → Y sürekli bir dönü³üm olsun. Bu

durumda X'in kompakt bir A alt cümlesinin T alt�ndaki görüntüsü de kompaktt�r,

[22].

Teorem 2.1.8. Bir X metrik uzay�n�n kompakt bir A alt cümlesini R'nin içine

dönü³türen sürekli bir T dönü³ümü, A'n�n baz� noktalar�nda bir maksimuma ve bir

minimuma sahiptir, [22].

2.1.3 Lineer Uzaylar

Tan�m 2.1.24. X bo³ olmayan bir cümle ve K reel veya kompleks cisim olsun. X

üzerinde,

+ : X ×X → X , (x, y)→ x+ y

ve

· : K×X → X , (α, x)→ α · x

i³lemleri tan�mlans�n. Her x, y, z ∈ X ve her α, β ∈ K için,

L1) x+ y = y + x,

L2) (x+ y) + z = x+ (y + z),

L3) x+ θ = θ + x = x olacak ³ekilde bir θ ∈ X vard�r,

L4) x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak ³ekilde bir −x ∈ X vard�r,

L5) α · (x+ y) = α · x+ α · y,

L6) (α + β) · x = α · x+ β · x,

L7) α · (β · x) = (αβ) · x,

L8) 1 · x = x olacak ³ekilde bir 1 ∈ K vard�r

³artlar� sa§lan�yor ise X'e K cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzay�), X'in

elemanlar�na ise vektör denir.

θ eleman�na X'in s�f�r�, −x eleman�na ise x'in tersi denir. X'e, K = R al�nmas�

durumunda reel lineer uzay, K = C olmas� durumunda ise kompleks lineer uzay
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denir. Hangi cismin söz konusu oldu§unun bilindi§i durumlarda X'e sadece lineer

uzay demek yeterlidir, [22].

Tan�m 2.1.25. X, K cismi üzerinde toplama ve skalerle çarpma i³lemleriyle bir

lineer uzay olsun. E§er Y ⊆ X alt cümlesi de ayn� i³lemler ile ayn� K cismi üzerinde

lineer uzay yap�s�na sahip ise Y 'ye X'in bir alt lineer uzay� denir, [22].

Teorem 2.1.9. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve Y ⊆ X olsun. Bu durumda

Y cümlesinin X'in bir alt lineer uzay� olmas� için gerek ve yeter ko³ul her α, β ∈ K

ve her y1, y2 ∈ Y için α · y1 + β · y2 ∈ Y olmas�d�r, [22].

Tan�m 2.1.26. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Bu durumda

[x, y] = {z ∈ X : z = λ · x+ (1− λ) · y, λ ∈ [0, 1]}

cümlesine x ile y noktalar�n� birle³tiren do§ru parças� denir, [22].

Tan�m 2.1.27. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve A ⊆ X olmak üzere, her

x, y ∈ A için [x, y] ⊆ A ise A'ya konveks cümle denir.

Buna göre, A cümlesinin konveks olmas� için gerek ve yeter ko³ul her x, y ∈ A

ve her λ ∈ [0, 1] için λ · x+ (1− λ) · y ∈ A olmas�d�r, [22].

Örnek 2.1.6. a < b olmak üzere R'de [a, b] kapal� aral�§� konveks bir cümledir.

Örnek 2.1.7.

S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}

kapal� birim yuvar� R2'nin konveks bir alt cümlesidir.

Tan�m 2.1.28. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. x1, x2, x3, ..., xn ∈ X ve

c1, c2, c3, ..., cn ∈ K olmak üzere
n∑
k=1

ck · xk toplam�na x1, x2, x3, ..., xn vektörlerinin

lineer kombinasyonu denir, [22].

Tan�m 2.1.29. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve ∅ 6= A ⊂ X olmak üzere,

A'n�n elemanlar�n�n tüm lineer kombinasyonlar�n�n cümlesine A'n�n gereni veya

A'n�n gerdi§i alt uzay denir ve SpA ile gösterilir.

Ayr�ca SpA = X ise A cümlesi X'i geriyor denir, [22].
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Tan�m 2.1.30. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve

A = {x1, x2, x3, ..., xn} ⊂ X

olsun. c1, c2, c3, ..., cn ∈ K olmak üzere,

n∑
k=1

ck · xk = 0⇔ ck = 0 , 1 ≤ k ≤ n

oluyorsa A cümlesi lineer ba§�ms�zd�r, aksi durumda lineer ba§�ml�d�r denir, [22].

Tan�m 2.1.31. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. X'in içerdi§i maksimum

lineer ba§�ms�z vektör say�s�na X'in boyutu denir ve boyX ile gösterilir.

boyX <∞ ise X'e sonlu boyutludur, aksi halde sonsuz boyutludur denir, [22].

Tan�m 2.1.32. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. X'in lineer ba§�ms�z ve

X'i geren alt cümlesine X için bir baz (Hamel baz�) denir, [22].

Teorem 2.1.10. Her lineer uzay bir Hamel baza sahiptir, [22].

2.1.4 K�smi S�ral� Lineer Uzaylar

Tan�m 2.1.33. Bir k�smi s�ral� lineer uzay, lineer uzay i³lemleri ile uyumlu olan bir

k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile donat�lm�³ bir lineer uzayd�r. Daha aç�k olarak, R cismi

üzerinde bir X lineer uzay� ve X üzerinde bir ��� k�smi s�ralama ba§�nt�s� verilsin.

E§er her x, y, z ∈ X ve her λ ≥ 0 reel skaleri için

x � y ise x+ z � y + z

x � y ise λ · x � λ · y

aksiyomlar� sa§lan�yorsa (X,�) ikilisine k�smi s�ral� lineer uzay ad� verilir, [29].

Örnek 2.1.8. R, üzerinde tan�ml� al�³�lm�³ s�ralama olan �≤� ba§�nt�s� ile bir k�smi

s�ral� lineer uzayd�r.

Örnek 2.1.9. R2, üzerinde a³a§�daki üç farkl� yöntemden herhangi biri ile tan�m-

lanacak olan "�" k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile birlikte bir k�smi s�ral� lineer uzayd�r:

i) (a, b) � (c, d)⇔ a ≤ c veya (a = c ve b ≤ d) ile tan�mlanan ba§�nt� bir k�smi

s�ralama ba§�nt�s�d�r.

12



ii) (a, b) � (c, d) ⇔ a ≤ c ve b ≤ d ile tan�mlanan ba§�nt� bir k�smi s�ralama

ba§�nt�s�d�r.

iii) (a, b) � (c, d) ⇔ (a < c ve b < d) veya (a = c ve b = d) ile tan�mlanan

ba§�nt� bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r.

Örnek 2.1.10. Rn, yukar�daki durumlara benzer ³ekilde tan�mlanan ba§�nt�lar ile

bir k�smi s�ral� lineer uzayd�r. Örne§in ii)'de tan�mlanan ba§�nt�ya benzer ba§�nt�

Rn üzerinde,

x � y ⇔ her 1 ≤ i ≤ n için xi ≤ yi

³eklinde tan�mlan�r. Bu ba§�nt� ile Rn bir k�smi s�ral� lineer uzayd�r.

Örnek 2.1.11.

C[a, b] = {f p f : [a, b]→ R sürekli}

olarak tan�mlanan C[a, b] cümlesi, t ∈ [a, b] ve λ ∈ R olmak üzere

(f + g) (t) = f(t) + g(t) ve (λ · f) (t) = λf(t)

i³lemleri ile bir reel lineer uzay yap�s�na sahip olup, bu uzay f, g ∈ C[a, b] olmak

üzere,

f � g ⇔ f(t) ≤ g(t)

ba§�nt�s� ile k�smi s�ral� bir lineer uzayd�r.

2.1.5 Normlu Uzaylar

Tan�m 2.1.34. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere, ‖·‖ : X → R+

fonksiyonu her x, y ∈ X ve her α ∈ K için

N1) ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

N2) ‖α · x‖ = |α| ‖x‖ ,

N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

³artlar�n� sa§l�yorsa ‖·‖ fonksiyonuna X üzerinde bir norm, (X, ‖·‖) ikilisine de

bir normlu uzay denir, [22].

Örnek 2.1.12. R ve C üzerinde |·| (mutlak de§er) fonksiyonu bir norm tan�mlar.

Bu norma al�³�lm�³ norm (mutlak de§er normu) denir.
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Tan�m 2.1.35. (X, ‖·‖) bir normlu uzay olmak üzere,

d (x, y) = ‖x− y‖

olarak tan�mlanan d : X×X → R+ fonksiyonu X üzerinde bir metrikdir. d metri§ine

normun üretti§i metrik ya da norm metri§i denir, [22].

Sonuç 2.1.1. Her normlu uzay norm metri§iyle bir metrik uzayd�r, [22].

Tan�m 2.1.36. (X, ‖·‖) bir normlu uzay ve (xn) X'de bir dizi olmak üzere, her

ε > 0 say�s�na kar³�l�k m,n > N (ε) olan her m,n ∈ N için ‖xm − xn‖ < ε olacak

³ekilde bir N (ε) ∈ N mevcut ise (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir, [30].

Tan�m 2.1.37. (X, ‖·‖) bir normlu uzay, (xn) X'de bir dizi ve x ∈ X olsun.

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0 ise (xn) dizisi x noktas�na yak�nsakt�r ya da (xn) dizisinin limiti

x'dir denir ve xn → x veya lim
n→∞

xn = x ile gösterilir, [30].

Tan�m 2.1.38. (X, ‖·‖) bir normlu uzay olsun. E§er X, ‖·‖ normunun üretti§i

d (x, y) = ‖x− y‖ norm metri§i ile tam ise, yani X normlu uzay�ndan al�nan her

Cauchy dizisi yak�nsak ise (X, ‖·‖) ikilisine (veya k�saca X'e) Banach uzay� denir,

[30].

Örnek 2.1.13. p ≥ 1 olmak üzere,

`p =

{
x = (xn) ⊂ C :

∞∑
n=1

|xn|p <∞

}
lineer uzay�

‖x‖ =

(
∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

normu ile bir normlu uzayd�r. Ayr�ca `p

d (x, y) = ‖x− y‖ =

(
∞∑
n=1

|xn − yn|p
)1/p

norm metri§i ile tam oldu§undan bir Banach uzay�d�r.

Örnek 2.1.14. Rn ve Cn,

‖x‖ =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

öklid normu ile birer Banach uzay�d�r.
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Örnek 2.1.15. `∞ ve c0 dizi uzaylar�

‖x‖ = sup
n
|xn|

normu ile birer Banach uzay�d�r.

Örnek 2.1.16. f ∈ C[a, b] olmak üzere C [a, b] ,

‖f‖ = max
t∈[a,b]

|f (t)|

normu ile bir Banach uzay�d�r.

Tan�m 2.1.39. (X, ‖·‖) bir normlu uzay, x0 ∈ X ve r > 0 olmak üzere, X'in

B (x0, r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < r}

ve

S (x0, r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ ≤ r}

³eklinde tan�ml� alt cümlelerine s�ras�yla, x0 merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar ve x0

merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar denir, [30].

Bu tezde, θ merkezli ve r yar�çapl� kapal� yuvar k�saca S (θ, r) ile gösterilecektir.

Tan�m 2.1.40. (X, ‖·‖) bir normlu uzay ve ∅ 6= A ⊆ X olmak üzere, her x ∈ A için

‖x‖ ≤ K olacak ³ekilde bir K > 0 say�s� mevcut ise A cümlesine s�n�rl�d�r denir,

[26].

Teorem 2.1.11. Normlu bir X uzay�n�n sonlu boyutlu her Y alt uzay� X'de ka-

pal�d�r, [22].

Teorem 2.1.12. Bir metrik uzay�n kompakt bir alt cümlesi kapal� ve s�n�rl�d�r, [22].

Bu teoremin kar³�t� genelde do§ru de§ildir. Buna kar³�l�k, sonlu boyutlu bir

normlu uzayda a³a§�daki teorem verilebilir.

Teorem 2.1.13. Sonlu boyutlu normlu bir X uzay�nda herhangi bir A alt cümlesinin

kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ul kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r, [22].
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Lemma 2.1.2 (F. Riesz Lemmas�). X normlu bir uzay, Y ve Z, X'in alt uzaylar�

ve Y , Z alt uzay�n�n kapal� bir özalt cümlesi olmak üzere, her γ ∈ (0, 1) say�s�na

kar³�l�k ‖z‖ = 1 olan ve her y ∈ Y için ‖z − y‖ ≥ γ e³itsizli§ini sa§layan bir z ∈ Z

mevcuttur, [22].

Sonlu boyutlu normlu bir uzay�n kapal� birim yuvar�n�n kompakt oldu§u Teo-

rem 2.1.13'den kolayl�kla görülebilir. Di§er taraftan, Riesz Lemmas� kullan�larak

a³a§�daki önemli teorem verilebilir.

Teorem 2.1.14. Normlu bir X uzay�nda, S(θ, 1) = {x : ‖x‖ ≤ 1} kapal� birim yu-

var� kompakt ise, X sonlu boyutludur, [22].

2.2 Quasilineer Uzaylar

S. M. Aseev [9] 1986 y�l�nda klasik lineer uzaylar�n bir genelle³tirmesi olan

quasilineer uzay kavram�n� ortaya atm�³t�r. Aseev'in yakla³�m� klasik lineer cebire

geni³ bir bak�³ aç�s� getirmi³, böylelikle quasilineer cebir ve quasilineer fonksiyo-

nel analiz teorisi için zemin olu³turmu³tur. Markow [10], [11] lineer uzay yap�s�

ta³�mayan s�n��ar�n cebirsel ve topolojik incelemesinde yine quasilineer uzay ad�n�

verdi§i bir uzay çe³idi ile çal�³m�³t�r. Fakat Aseev'in yakla³�m�, kulland�§� s�ralama

ba§�nt�s�n�n da avantajlar�ndan dolay�, klasik teoridekine benzer ve onlarla tutarl�

bir analiz takip etmek için, di§er yakla³�mlara göre daha genel ve avantajl�d�r.

Aseev'in verdi§i tan�mda özel olarak �=� k�smi s�ralama ba§�nt�s�n�n al�n-

mas� durumunda söz konusu olan quasilineer uzay, lineer uzay olmaktad�r. Ayr�ca

verilen norm tan�m� da bilinen norm tan�m� ile çak�³maktad�r. Bu ise tek de§erli

fonksiyonlar�n analizinde, bilinen fonksiyonel analiz prensiplerinin baz�lar�n�n ben-

zerlerinin, tutarl� bir ³ekilde kümelerin ve küme de§erli fonksiyonlar�n quasilineer

uzaylar� için de verilebilece§i anlam�na gelmektedir.

Tan�m 2.2.1. X bo³ olmayan bir cümle, �+�, �·� ve ��� s�ras�yla X üzerindeki

cebirsel toplama i³lemi, reel skaler ile çarpma i³lemi ve k�smi s�ralama ba§�nt�s�

olmak üzere, her x, y, z, v ∈ X ve α, β ∈ R için, a³a§�daki ko³ullar�n sa§lanmas�

durumunda X cümlesine quasilineer uzay denir ve (X,+, ·,�) ³eklinde veya sade
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olarak (X,�) ³eklinde gösterilir, [9].

x � x, (2.2.1)

x � y ve y � z ise x � z, (2.2.2)

x � y ve y � x ise x = y, (2.2.3)

x+ y = y + x, (2.2.4)

x+ (y + z) = (x+ y) + z, (2.2.5)

x+ θ = x olacak ³ekilde bir θ ∈ X vard�r, (2.2.6)

α · (β · x) = (αβ) · x, (2.2.7)

α · (x+ y) = α · x+ α · y, (2.2.8)

1 · x = x, (2.2.9)

0 · x = θ, (2.2.10)

(α + β) · x � α · x+ β · x, (2.2.11)

x � y ve z � v ise x+ z � y + v, (2.2.12)

x � y ise α · x � α · y. (2.2.13)

Burada θ ile X'in �+� i³lemine göre birim eleman� kastedilmektedir.

Örnek 2.2.1. Her lineer uzay

x � y ⇔ x = y

k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile bir quasilineer uzayd�r.

Örnek 2.2.2. R reel say�lar cümlesinin bo³ olmayan tüm kapal�, s�n�rl� ve konveks

alt cümlelerinin olu³turdu§u ΩC (R) ailesi �⊆� kapsama ba§�nt�s�, her A,B ∈ ΩC (R)

için

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

³eklinde tan�ml� cebirsel toplama i³lemi ve

λ · A = {λ · a : a ∈ A, λ ∈ R} (2.2.14)
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ile tan�mlanan reel skaler ile çarpma i³lemi ile bir quasilineer uzay yap�s� te³kil eder.

�⊆� ba§�nt�s�, �+� ve �·� i³lemleri ile birlikte di§er bir quasilineer uzay örne§i

olarak ise R'nin bo³ olmayan tüm kapal� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi olan Ω (R)

verilebilir.

Örnek 2.2.3. E herhangi bir normlu lineer uzay olsun. Ω (E) , E'nin bo³ olmayan

tüm kapal� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi ve ΩC (E) ise E'nin bo³ olmayan tüm ka-

pal�, s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesi olmak üzere, Ω (E) ve ΩC (E) üzerinde

�⊆� kapsama ba§�nt�s�, A,B ∈ Ω (E) olmak üzere

A+B =

 {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, E sonsuz boyutlu ise

{a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, E sonlu boyutlu ise

³eklinde tan�ml� cebirsel toplama i³lemi ve (2.2.14) ile verilen reel skalerle çarpma

i³lemi tan�mlans�n.

E sonsuz boyutlu kabul edilerek Ω(E)'nin bir quasilineer uzay oldu§u a³a§�daki

k�s�mda ispatlanm�³t�r. E sonlu boyutlu ise, ispat kolayl�kla yap�labilir.

Öncelikle her A,B,C,D ∈ Ω(E) ve α, β ∈ R için,

A ⊆ A,

A ⊆ B ve B ⊆ C ise A ⊆ C,

ve

A ⊆ B ve B ⊆ A ise A = B

özellikleri sa§land�§�ndan �⊆� ba§�nt�s� Ω(E) üzerinde bir k�smi s�ralama ba§�n-

t�s�d�r.

A+B = B + A,

A+ (B + C) = (A+B) + C

e³itliklerinin sa§land�§� aç�kt�r. Ayr�ca, E normlu lineer uzay�n�n �+� i³lemine göre

birim eleman� 0E ve θ = {0E} olmak üzere,

A+ θ = {a+ 0E : a ∈ A, 0E ∈ θ}

= {a : a ∈ A}

= A = A
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olur. Böylece θ, Ω(E)'nin birim (s�f�r) eleman�d�r. Di§er taraftan,

α · (β · A) = {α · (β · a) : β · a ∈ β · A}

= {(αβ) · a : a ∈ A}

= (αβ) · A,

α · (A+B) = α · {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

= {α · (a+ b) : a ∈ A, b ∈ B}

= {α · a+ α · b : a ∈ A, b ∈ B}

= {α · a : a ∈ A}+ {α · b : b ∈ B}

= α·{a : a ∈ A}+ α·{b : b ∈ B}

= α · A+ α ·B

= α · A+ α ·B,

1 · A = {1 · a : a ∈ A}

= {a : a ∈ A}

= A

ve

0 · A = {0 · a : a ∈ A} = θE

e³itlikleri sa§lan�r.

A ⊆ B ve C ⊆ D olmak üzere,

A+ C = {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}

B +D = {b+ d : b ∈ B, d ∈ D}

cümleleri göz önüne al�n�rsa herhangi bir x ∈ A+C için x ∈ {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}

veya x ∈ {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}′ olur.

E§er

x ∈ {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}
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ise, bu durumda x = a1 + c1 olacak ³ekilde en az bir a1 ∈ A ve c1 ∈ C vard�r. Bu

durumda hipotez gere§i a1 ∈ B ve c1 ∈ D olur. Dolay�s�yla

x = a1 + c1 ∈ {b+ d : b ∈ B, d ∈ D}

ve x ∈ B +D elde edilir. Böylece

A+ C ⊆ B +D

kapsamas� sa§lan�r.

E§er

x ∈ {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}′

ise, her ε > 0 için

{a+ c : a ∈ A, c ∈ C} ∩ (B(x, ε) \ {x}) 6= ∅

olur. Buradan,

y ∈ {a+ c : a ∈ A, c ∈ C}

olacak ³ekilde en az bir y ∈ (B(x, ε) \ {x}) eleman�n�n oldu§u görülür. Bu durumda

hipotez gere§ince

y ∈ {b+ d : b ∈ B, d ∈ D}

dir. Böylece her ε > 0 için

{b+ d : b ∈ B, d ∈ D} ∩ (B(x, ε) \ {x}) 6= ∅

elde edilir. Bu ise

x ∈ {b+ d : b ∈ B, d ∈ D}′

oldu§u anlam�na gelir. Dolay�s�yla x ∈ B +D ve x key� olarak seçildi§inden

A+ C ⊆ B +D

elde edilir.

Di§er taraftan A ⊆ B olmak üzere, herhangi bir x eleman�na ve α ∈ R say�s�na

kar³�l�k x = α · a olacak ³ekilde a ∈ A vard�r. Hipotez gere§ince a ∈ B oldu§undan

x = α · a ∈ α ·B elde edilir. Sonuç olarak α · A ⊆ α ·B dir.

(2.2.1) - (2.2.13) ³artlar� sa§land�§�ndan Ω(E) bir quasilineer uzayd�r.

Benzer olarak ΩC (E)'nin de (2.2.1) - (2.2.13) ³artlar�n� sa§lad�§� gösterilebilir.
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Ω (E) ve ΩC (E) cümleleri lineer olmayan quasilineer uzay örneklerinin en önemli-

lerinden ikisidir. A³ikâr olarak ΩC (E) ⊆ Ω (E) dir.

Küme de§erli fonksiyonlar�n önemli uygulama alanlar�ndan biri bu fonksiyonlarla

olu³turulan küme diferensiyel denklemlerdir. Küme diferensiyel denklemleri içeren

bilimsel problemlerin çözümünde, R'nin bir I kapal� aral�§�ndan Rn'nin bo³ olmayan

tüm kapal�, s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesine tan�ml� sürekli fonksiyonlar�n

uzay� çok önemli yer tutmaktad�r, [2]. Bundan dolay� Rn'nin bo³ olmayan kapal�,

s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinden ve bu cümleler ailesinin olu³turdu§u uzaylardan

bahsetmek yararl� olacakt�r.

Rn'nin bo³ olmayan tüm kapal� ve s�n�rl� alt cümlelerinin ailesi Ω (Rn) ile, bo³

olmayan tüm kapal�, s�n�rl� ve konveks alt cümlelerinin ailesi ise ΩC (Rn) ile gös-

terilecektir. Baz� kaynaklarda bu ailelerin elemanlar� kompakt konveks cümleler ya

da konveks body'ler olarak da nitelendirilmekte ve gösteriminde farkl� semboller

kullan�lmaktad�r.

Örnek 2.2.4. ΩC(Rn) ve Ω(Rn) cümleleri, bir k�smi s�ralama ba§�nt�s� olan �⊆�

kapsama ba§�nt�s�,

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

ile tan�ml� cebirsel toplama ve

λ · A = {λ · a : a ∈ A}

³eklindeki skalerle çarpma i³lemleri ile birlikte birer quasilineer uzayd�r.

Ω (Rn) ve ΩC (Rn) aileleleri yukar�da tan�mlanan i³lemlere göre kapal�d�r. Ayr�ca

her A,B,C ∈ ΩC (Rn) ve λ, µ ∈ R için a³a§�daki özellikler sa§lan�r, [2]:

A+B = B + A,

A+ (B + C) = (A+B) + C,

A+ θ = θ + A = A olacak ³ekilde θ birim eleman� vard�r,

1 · A = A,

0 · A = θ,
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λ · (µ · A) = (λµ) · A,

λ · (A+B) = λ · A+ λ ·B,

(λ+ µ) · A ⊆ λ · A+ µ · A,

A ⊆ B ve C ⊆ D ise A+ C ⊆ B +D,

A ⊆ B ise λ · A ⊆ λ ·B.

Uyar� 2.2.1. Genel olarak ΩC (Rn)'in bir A eleman� için A+(−1)·A 6= θ olmaktad�r.

Bu durum a³a§�daki örnek ile aç�klanabilir.

Örnek 2.2.5. n = 1 olmak üzere ΩC (R) cümlesi ve A = [−1, 3] ∈ ΩC (R) eleman�

göz önüne al�ns�n. Bu durumda

(−1) · A = [−3, 1]

olur. Buradan,

A+ (−1) · A = [−1, 3] + [−3, 1] = [−4, 4]

elde edilir. Görüldü§ü gibi A+ (−1) · A = [−4, 4] 6= θ d�r.

Yukar�daki örnekden anla³�laca§� üzere ΩC (Rn) uzay�ndaki bir eleman�n −1

kat�n�n kendisiyle toplam� birim eleman olan θ'y� vermek zorunda de§ildir. Bu ise

ΩC (Rn) ve Ω (Rn) ailelerinin lineer uzay yap�s�na sahip olamayacaklar�n� gösterir.

Di§er taraftan bu aileler, lineer uzay kavram�n�n kapsaml� bir genelle³tirmesi olan

quasilineer uzay yap�s�na uymaktad�r.

2.2.1 Quasilineer Uzaylarda Baz� Temel Sonuçlar

Lemma 2.2.1. Bir X quasilineer uzay�nda θ eleman� minimaldir. Bir ba³ka ifade

ile,

x � θ ⇒ x = θ

d�r, [9].

�spat. x � θ olsun. (−1) · x � (−1) · x s�ralamas� ve (2.2.12) göz önüne al�n�rsa,

x+ (−1) · x � θ + (−1) · x = (−1) · x
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elde edilir. Bu sonuç ile birlikte (2.2.10) ve (2.2.11) ³artlar� dikkate al�n�rsa,

θ = 0 · x = (1 + (−1)) · x � x+ (−1) · x � (−1) · x

ve dolay�s�yla

θ � (−1) · x

oldu§u görülür. Ayr�ca (2.2.13) ³art� da kullan�larak

(−1) · θ � (−1) · ((−1) · x) = x

elde edilir. Bunun yan�s�ra,

(−1) · θ = (−1) · (0 · x) = 0 · x = θ

oldu§undan

θ � x

elde edilir. Bu sonuç hipotez ile birle³tirilirse x = θ bulunur. Böylece θ minimal

eleman olur.

Minimal eleman olma özelli§inin sadece θ eleman�na has olmad�§�n�, ayn� za-

manda θ'dan farkl� baz� özel elemanlar�n da minimal olabilece§i ilerleyen k�s�mlarda

gösterilecektir.

Tan�m 2.2.2. Bir X quasilineer uzay�nda x + x′ = θ olacak ³ekilde bir x′ ∈ X

mevcut ise x′ eleman�na x'in tersi denir, [9].

E§er bir eleman�n tersi mevcut ise bu eleman tektir. Gerçekten de; x'in x+x′ = θ

ve x + x′′ = θ olacak ³ekilde x′ ve x′′ gibi iki farkl� tersinin oldu§unu kabul edelim.

Bu durumda

x+ x′ = θ

⇒ (x+ x′) + x′′ = θ + x′′

⇒ x+ (x′ + x′′) = x′′

⇒ (x+ x′′) + x′ = x′′

⇒ θ + x′ = x′′

⇒ x′ = x′′

elde edilir.
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Lemma 2.2.2. Bir X quasilineer uzay�ndaki her x eleman�n�n bir x′ tersi mevcut

olsun. Bu durumda X'deki k�smi s�ralama, e³itlik ile belirlenir. Da§�lma özellikleri

sa§lan�r ve sonuç olarak X lineer bir uzayd�r, [9].

�spat. X'in her eleman�n�n bir tersi mevcut ve x � y olsun. Di§er taraftan y′, y'nin

tersi olmak üzere, y′ � y′ oldu§undan (2.2.12)'den x+ y′ � y + y′ yaz�l�r. Buradan

x + y′ � θ elde edilir. θ minimal eleman oldu§undan x + y′ = θ ve ters eleman

tek oldu§undan x = y olur. Böylece X'deki k�smi s�ralama ba§�nt�s� e³itlik ba§�nt�s�

halini al�r. Bu durumda (2.2.11) ³art� da§�lma özelli§i ³art�na dönü³ür ve (2.2.12)

ile (2.2.13) ³artlar� sa§lan�r. Dolay�s�yla X lineer bir uzayd�r.

Sonuç 2.2.1. Bir reel lineer uzayda �=� ba§�nt�s� (2.2.1)-(2.2.13) ³artlar�n� sa§la-

yacak ³ekildeki tek k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r, [9].

Bundan sonraki k�s�mlarda, aksi belirtilmedikçe −x ile (−1) · x kastedilecektir.

Tan�m 2.2.3. Bir X quasilineer uzay�nda tersi mevcut olan elemana regüler ele-

man, tersi mevcut olmayan elemana ise singüler eleman denir. X'in tüm regüler ve

singüler elemanlar�n�n cümlesi s�ras�yla Xr ve Xs ile gösterilir, [12].

Tan�m 2.2.4. X bir quasilineer uzay ve Y ⊆ X olmak üzere, Y cümlesi X uza-

y�ndaki ayn� i³lemler ve ayn� k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile bir quasilineer uzay te³kil

ediyorsa Y 'ye X'in bir alt quasilineer uzay� (k�saca alt uzay�) denir, [12].

Teorem 2.2.1. X bir quasilineer uzay ve Y ⊆ X olsun. Bu durumda Y 'nin X'in bir

alt uzay� olmas� için gerek ve yeter ko³ul her x, y ∈ Y ve α, β ∈ R için α·x+β ·y ∈ Y

olmas�d�r, [12].

Lemma 2.2.3. X bir quasilineer uzay ve Y , X'in bir alt uzay� olmak üzere, her

x ∈ Y eleman�n�n x′ ∈ Y tersi mevcut olsun. Bu durumda Lemma 2.2.2 gere§ince

Y 'deki k�smi s�ralama ba§�nt�s� e³itlik ile belirlenir, da§�lma ³artlar� sa§lan�r ve Y ,

X'in bir lineer alt uzay� olur.

Örnek 2.2.6. E bir reel normlu lineer uzay olmak üzere ΩC(E), Ω(E)'nin bir alt

uzay�d�r.
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Tan�m 2.2.5. X bir quasilineer uzay ve x ∈ X olmak üzere, −x = x ise x'e simetrik

eleman denir ve X'in tüm simetrik elemanlar�n�n cümlesi Xd ile gösterilir, [12].

Teorem 2.2.2. Xr, Xd ve Xs ∪ {θ} cümleleri X'in alt uzaylar�d�r, [12].

Xr, Xd ve Xs ∪ {θ} uzaylar�na s�ras�yla X'in regüler, simetrik ve singüler alt

uzaylar� denir.

Uyar� 2.2.2. Xr, X'in lineer bir alt uzay� iken Xs ∪ {θ}, X'in lineer olmayan bir

alt uzay�d�r, [12].

Örnek 2.2.7. X = ΩC (R) ve Z = {[a, b] : a, b ∈ R, a < b} ∪ {{0}} olsun. Bu

durumda Z, X'in singüler alt uzay�d�r. Öte yandan, {{a} : a ∈ R} tek nokta cüm-

lelerinin olu³turdu§u aile Xr'yi te³kil eder ve X'in lineer bir alt uzay�d�r.

Daha genel olarak, herhangi bir E normlu lineer uzay� için her bir tek nokta

cümlesi, a ∈ E olmak üzere {a} biçiminde yaz�l�r. E'nin tek nokta cümlelerinin

olu³turdu§u aile Ω (E) ve ΩC (E)'nin regüler alt uzay� olup, bu alt uzay E'nin bir

kopyas� olarak görülebilir.

Önerme 2.2.1. Bir X quasilineer uzay�nda her regüler eleman minimaldir, [12].

�spat. x ∈ Xr key� bir eleman ve y � x olsun. Bu durumda

y + x′ � x+ x′ = θ

ve θ minimal eleman oldu§undan y+x′ = θ elde edilir. Ters eleman tek oldu§undan

y = x olur. Böylece x ∈ Xr minimaldir.

Örnek 2.2.8. Örnek 2.2.7'deki Z alt uzay�n�n tek minimal eleman� {0} d�r. Z'de

bundan ba³ka minimal eleman yoktur.

2.2.2 Quasilineer Uzaylarda Qusilineer Ba§�ml�l�k-Ba§�ms�zl�k

2.2.2 ve 2.2.3 alt ba³l�klar�nda verilen tan�m, teorem ve örnekler [14], [17] ve

[21] numaral� kaynaklardan al�nm�³t�r.
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Tan�m 2.2.6. X bir quasilineer uzay, {xk}nk=1 ⊂ X ve {αk}nk=1 ⊂ R olmak üzere,

n∑
k=1

αk · xk = x

olacak ³ekildeki x eleman�na {xk}nk=1 cümlesinin bir lineer kombinasyonu,

n∑
k=1

αk · xk � x

olacak ³ekildeki x eleman�na ise {xk}nk=1 cümlesinin bir quasilineer kombinasyonu

(k�saca ql-kombinasyonu) denir.

Aç�k olarak, {αk}nk=1 skalerlerine kar³�l�k gelen {xk}nk=1 elemanlar�n�n lineer kom-

binasyonu bir tek iken, ql-kombinasyonlar� tek de§ildir.

Tan�m 2.2.7. (X,�) bir quasilineer uzay ve A ⊂ X olmak üzere, A'n�n gereni

SpA =

{
n∑
k=1

αk · xk, x1, x2, ..., xn ∈ A ve α1, α2, ..., αn ∈ R

}
,

A'n�n quasi gereni ise

QspA =

{
x ∈ X :

n∑
k=1

αk · xk � x, x1, x2, ..., xn ∈ A ve α1, α2, ..., αn ∈ R

}
olarak tan�mlan�r.

QspA = X oldu§unda A cümlesi X'i quasi geriyor denir.

SpA ⊆ QspA oldu§u aç�kt�r.

Ayr�ca lineer bir uzayda SpA = QspA oldu§undan QspA kavram�, lineer olmayan

quasilineer uzaylarda daha anlaml�d�r.

Örnek 2.2.9. ΩC(R) quasilineer uzay�nda A = {[1, 3]} cümlesinin quasi gereni,

Qsp{[1, 3]} = {x ∈ ΩC(R) : λ · [1, 3] ⊆ x, λ ∈ R}

dir. Burada λ = 1 için λ · [1, 3] ⊆ [1, 3] oldu§undan [1, 3] ∈ QspA d�r. Di§er taraftan

λ · [1, 3] ⊆ [2, 3] olacak ³ekilde hiçbir λ reel say�s� mevcut olmad�§�ndan [2, 3] /∈ QspA

d�r. Böylece QspA 6= ΩC(R) sonucuna var�labilir.

Di§er taraftan, 2 · [1, 3] ⊆ [2, 7] oldu§undan [2, 7] ∈ QspA, fakat λ. [1, 3] = [2, 7]

olacak ³ekilde hiçbir λ reel say�s� mevcut olmad�§�ndan [2, 7] /∈ SpA d�r.
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Örnek 2.2.10. ΩC(R) quasilineer uzay�nda B = {{1}} cümlesi verilsin. Her x ∈

ΩC(R) için λ · {1} ⊆ x olacak ³ekilde bir λ ∈ R mevcut oldu§undan B'nin quasi

gereni,

Qsp{{1}} = {x ∈ ΩC(R) : λ · {1} ⊆ x, λ ∈ R} =ΩC(R)

dir.

Sonuç 2.2.2. a ∈ R olmak üzere {{a}} cümlesi ΩC(R)'yi quasi gerer.

Teorem 2.2.3. (X,�) bir quasilineer uzay ve A = {x1, x2, ..., xn} ⊂ X olmak üzere,

QspA, X'in bir alt quasilineer uzay�d�r.

�spat. x, y ∈ QspA ve λ ∈ R olsun. Bu durumda baz� {ak} ⊂ R ve {bk} ⊂ R için
n∑
k=1

ak ·xk � x ve
n∑
k=1

bk ·xk � y dir. Ayr�ca quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.11),

(2.2.12) ve (2.2.13) kullan�l�rsa,

n∑
k=1

(ak + bk) · xk �
n∑
k=1

ak · xk +
n∑
k=1

bk · xk � x+ y

ve
n∑
k=1

λak · xk =
n

λ
∑
k=1

ak · xk � λ · x

yaz�l�r. Böylece x+ y ∈ QspA ve λ · x ∈ QspA sonuçlar� elde edilir.

Tan�m 2.2.8. (X,�) bir quasilineer uzay, {xk}nk=1 ⊂ X ve {αk}nk=1 ⊂ R olmak

üzere

θX � λ1 · x1 + λ2 · x2 + · · ·+ λn · xn

s�ralamas� ancak ve ancak λ1 = λ2 = · · · = λn = 0 halinde gerçekleniyorsa {xk}nk=1

cümlesine quasilineer ba§�ms�z (ql-ba§�ms�z), aksi halde quasilineer ba§�ml� (ql-ba§�ml�)

denir.

Sonsuz bir A ⊂ X cümlesinin sonlu her alt cümlesi quasilineer ba§�ms�z ise A

cümlesine quasilineer ba§�ms�zd�r denir.

Uyar� 2.2.3. Her lineer uzay�n �=� ba§�nt�s�yla bir quasilineer uzay oldu§u dikkate

al�n�rsa, lineer uzaylarda quasilineer ba§�ml�l�k-ba§�ms�zl�k kavramlar� lineer ba§�ml�l�k-

ba§�ms�zl�k kavramlar�yla çak�³�r.
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Örnek 2.2.11. ΩC(R) quasilineer uzay�nda {[1, 2]} cümlesi verilsin. Bu durumda

{0} ⊆ α · [1, 2]

kapsamas�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul α = 0 olmas�d�r. Dolay�s�yla

{[1, 2]} cümlesi ql-ba§�ms�zd�r.

Di§er taraftan

{0} ⊆ β · [−1, 2]

kapsamas� tüm β ∈ R say�lar� için sa§land�§�ndan {[−1, 2]} cümlesi ql-ba§�ml�d�r.

Sonuç 2.2.3. ΩC(R)'de 0'� ihtiva eden bir kapal� aral�§�n olu³turdu§u tek nokta cüm-

lesi ql-ba§�ml�d�r. Bu durum lineer cebirde {0} tek nokta cümlesinin lineer ba§�ml�

olmas�na benzer.

Sonuç 2.2.4. (X,�) quasilineer uzay�nda θX � x olacak ³ekildeki x eleman�n�

bar�nd�ran bir A cümlesi ql-ba§�ml� olmak zorundad�r. Örne§in ΩC(R) quasilineer

uzay�nda {0}'� kapsayan bir [a, b] aral�§�n� bar�nd�ran aral�klar�n cümlesi ql-ba§�ml�d�r.

Bu durum ise, lineer cebirde s�f�r� ihtiva eden bir cümlenin lineer ba§�ml� olmas�na

benzer.

Örnek 2.2.12. ΩC(R) quasilineer uzay�nda {[1, 2] , [−2,−1]} cümlesi verilsin.

λ1 = λ2 = 1 için

{0} ⊆ λ1 · [1, 2] + λ2 · [−2,−1] = [−1, 1]

kapsamas� sa§lanaca§�ndan {[1, 2] , [−2,−1]} cümlesi ΩC(R) quasilineer uzay�nda ql-

ba§�ml�d�r.

Örnek 2.2.13. ΩC(R2) quasilineer uzay�nda,

v1 = {(x, y) : x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}

v2 = {(x, y) : y = 0,−1 ≤ x ≤ 1}

olmak üzere, {v1, v2} cümlesi verilsin. Bu durumda λ1 = λ2 = 1 için

{(0, 0)} ⊆ λ1 · v1 + λ2 · v2

oldu§undan {v1, v2} cümlesi ΩC(R2) quasilineer uzay�nda ql-ba§�ml�d�r.

Teorem 2.2.4. ΩC(Rn) quasilineer uzay�nda n + 1 elemanl� herhangi bir cümle

ql-ba§�ml�d�r.
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2.2.3 Quasilineer Uzaylarda Baz

Tan�m 2.2.9. X bir quasilineer uzay ve A ⊂ X olmak üzere, A cümlesi ql-ba§�ms�z

ve QspA = X ise A'ya X'in bir baz� denir.

Örnek 2.2.14. ΩC(R) quasilineer uzay�nda A = {{1}} cümlesi verilsin. Bu du-

rumda

{0} ⊆ λ · {1}

kapsamas�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ³art λ = 0 olmas�d�r. Dolay�s�yla A

cümlesi ql-ba§�ms�zd�r.

Ayr�ca, her x ∈ ΩC(R) için

λ · {1} ⊆ x

olacak ³ekilde bir λ ∈ R bulunabilece§inden QspA = ΩC(R) dir.

Böylece A cümlesi ΩC(R) için bir bazd�r. Özel olarak A'ya ΩC(R)'nin standart

(kanonik) baz� denir.

Sonuç 2.2.5. a ∈ R ve a 6= 0 olmak üzere {{a}} cümlesi ΩC(R) için bazd�r.

Örnek 2.2.15. ΩC(R2) quasilineer uzay�nda B = {{(1, 0)}, {(0, 1)}} cümlesi veril-

sin. Bu durumda

{(0, 0)} ⊆ α1 · {(1, 0)}+ α2 · {(0, 1)}

= {(α1, α2)}

kapsamas�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ³art α1 = α2 = 0 olmas�d�r. Bu nedenle

B cümlesi ql-ba§�ms�zd�r.

Ayr�ca her x ∈ ΩC(R2) için

α1 · {(1, 0)}+ α2 · {(0, 1)} ⊆ x

olacak ³ekilde α1, α2 ∈ R mevcut oldu§undan QspB = ΩC(R2) dir.

Böylece B cümlesi ΩC(R2) için bir bazd�r ve ΩC(R2)'nin standart (kanonik) baz�

olarak adland�r�l�r.
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Sonuç 2.2.6. a, b ∈ R ve a, b 6= 0 olmak üzere {{(a, 0)}, {(0, b)}} cümlesi ΩC(R2)

için bir bazd�r. Daha genel olarak, a1, a2, b1, b2 ∈ R olmak üzere, {(a1, b1), (a2, b2)}

cümlesi R2 için baz ise, {{(a1, b1)}, {(a2, b2)}} cümlesi de ΩC(R2) için bazd�r.

Örnek 2.2.16. ΩC(R)'nin singüler alt uzay� olan

Z = {[a, b] : a, b ∈ R, a < b} ∪ {{0}}

cümlesinde ql-ba§�ms�z cümleler, 0'� ihtiva etmeyen bir aral�ktan olu³an tek nokta

cümleleridir. Ancak bu tip cümleler Z'yi quasi geremez. Dolay�s�yla Z cümlesi bir

baza sahip olamaz.

2.3 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tan�m 2.3.1. X bir quasilineer uzay olmak üzere, ‖·‖X : X → R+ fonksiyonu her

x, y ∈ X için,

x 6= θ ise ‖x‖X > 0, (2.3.1)

‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X , (2.3.2)

‖α · x‖X = |α| ‖x‖X , (2.3.3)

x � y ise ‖x‖X ≤ ‖y‖X , (2.3.4)

her ε > 0 için x � y + xε ve ‖xε‖X ≤ ε

olacak ³ekilde en az bir xε ∈ X var ise x � y olur (2.3.5)

³artlar�n� sa§l�yorsa, bu fonksiyona X üzerinde bir norm, (X, ‖·‖X) ikilisine ise bir

normlu quasilineer uzay denir, [9].

Tan�m 2.3.2. X bir normlu quasilineer uzay olmak üzere her x, y ∈ X için,

hX (x, y)

= inf {r ≥ 0 : x � y + ar1, y � x+ ar2 ve ‖ari‖X ≤ r, i = 1, 2} (2.3.6)

fonksiyonu X üzerinde bir metrik tan�mlar. Bu metri§e Hausdor� metrik veya norm

metri§i ad� verilir, [9].
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Herhangi x, y ∈ X elemanlar� için

x � y + (x− y) ve y � x+ (y − x) (2.3.7)

ba§�nt�lar� do§ru oldu§undan, hX (x, y) de§eri her zaman tan�ml�d�r. Ayr�ca, her

x, y ∈ X için

hX (x, y) ≤ ‖x− y‖X

e³itsizli§i do§rudur.

Notasyon 2.3.1. (2.3.6) e³itli§inde geçen ar gösterimi ile, X quasilineer uzay�n�n

r say�s�na kar³�l�k bulunan ve ‖ar‖X ≤ r e³itsizli§ini sa§layan eleman� kastedilmek-

tedir. Ayr�ca bu çal�³mada söz konusu quasilineer uzay�n aç�kça belirtildi§i durum-

larda, gösterimde k�sal�k olmas� amac�yla X quasilineer uzay� üzerindeki Hausdor�

metri§i belirtmek için hX yaz�l�m� yerine yaln�zca h yaz�l�m� kullan�lm�³t�r.

Önerme 2.3.1. hX Hausdor� metri§i a³a§�daki özelliklere sahiptir, [9].

hX (α · x, α · y) = |α|hX (x, y) , α ∈ R, (2.3.8)

hX (x+ y, z + v) ≤ hX (x, z) + hX (y, v) , (2.3.9)

‖x‖ = hX (x, θ) . (2.3.10)

Örnek 2.3.1. X normlu lineer bir uzay olsun. Bu durumda X normlu quasilineer

uzayd�r. X'i quasilineer uzay yap�s�na kavu³turan k�smi s�ralama ba§�nt�s� e³itlik

ba§�nt�s�d�r. Di§er taraftan, e§er X bir normlu quasilineer uzay ve her x ∈ X için

x′ ∈ X ters eleman� mevcut ise (her eleman�n toplama i³lemine göre tersi varsa) bu

durumda X normlu lineer uzay olur ve k�smi s�ralama ba§�nt�s� e³itlik ba§�nt�s�na

dönü³ür. Ayr�ca

hX (x, y) = ‖x− y‖X

e³itli§i sa§lan�r.

Örnek 2.3.2. E bir normlu reel lineer uzay olmak üzere, ‖·‖Ω(E) fonksiyonu her

A ∈ Ω(E) için

‖A‖Ω(E) = sup
a∈A
‖a‖E (2.3.11)
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³eklinde tan�mlans�n.

Her A ∈ Ω(E) için A 6= θ olsun. Bu durumda a 6= θE olacak ³ekilde en az

bir a ∈ A vard�r. E bir normlu uzay oldu§undan, normun poziti�ik özelli§i gere§i

‖a‖E > 0 olur. Bu ise

‖A‖Ω(E) = sup
a∈A
‖a‖E > 0

demektir. Ayr�ca her A,B ∈ Ω(E) için

‖A+B‖Ω(E) = sup
a+b∈A+B

‖a+ b‖E

≤ sup
a+b∈A+B

(‖a‖E + ‖b‖E)

≤ sup
a∈A

(‖a‖E) + sup
b∈B

(‖b‖E)

= ‖A‖Ω(E) + ‖B‖Ω(E)

e³itsizli§i sa§lan�r. Di§er taraftan her A ∈ Ω(E) ve α ∈ R için

‖α · A‖Ω(E) = sup
a∈A
‖α · a‖E

= |α| sup
a∈A
‖a‖E

= |α| ‖A‖Ω(E)

elde edilir.

Ayr�ca A ⊆ B ve

‖A‖Ω(E) = sup
a∈A
‖a‖E = k

ve

‖B‖Ω(E) = sup
b∈B
‖b‖E = l

olmak üzere, hipotez gere§i her a ∈ A için a ∈ B olaca§�ndan k ≤ l, yani ‖A‖ ≤ ‖B‖

dir.

Son olarak, herhangi A,B ∈ Ω(E) ve her ε > 0 için

A ⊆ B + Aε ve ‖Aε‖Ω(E) = sup
a∈Aε

‖a‖E ≤ ε

olacak ³ekilde en az bir Aε ∈ Ω(E) eleman�n�n mevcut, fakat A * B oldu§u kabul

edilirse, bu durumda a /∈ B olacak ³ekilde bir a ∈ A vard�r. B kapal� oldu§undan a
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noktas�n�n B cümlesine olan uzakl�§�

d(a,B) = inf
b∈B
‖a− b‖E 6= 0

d�r. Hipotez gere§i

ε =
d(a,B)

2

için

A ⊆ B + Aε ve ‖Aε‖Ω(E) = sup
a∈Aε

‖a‖E ≤ ε

olacak ³ekilde bir Aε ∈ Ω(E) mevcuttur. a ∈ A oldu§undan a ∈ B+Aε dur. Böylece

her n ∈ N için bn ∈ B ve an ∈ Aε olmak üzere,

a = lim
n→∞

(bn + an)

olur. Di§er taraftan her n ∈ N için

‖a− (bn + an)‖E ≥ |‖a− bn‖E − ‖an‖E|

≥ |d(a,B)− ‖an‖E|

≥
∣∣∣∣d(a,B)− d(a,B)

2

∣∣∣∣
=
d(a,B)

2

olur. Bu durum a = lim
n→∞

(bn + an) e³itli§i ile çeli³ir. Dolay�s�yla A ⊆ B dir.

Bu, (2.3.11) e³itli§i ile tan�mlanan ‖·‖Ω(E) fonksiyonunun normlu quasilineer uzay

aksiyomlar�ndan sonuncusunu da sa§lad�§�n� gösterir.

Böylece Ω(E) bir normlu quasilineer uzayd�r.

ΩC(E) ise Ω(E)'nin bir alt uzay� olup ayn� normla bir normlu quasilineer uzay

te³kil eder. Bu durumda θ merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar S(θ, r) olmak üzere, bu

uzaylar için Hausdor� metrik

hΩ(A,B) = inf{r ≥ 0 : A ⊆ B + S(θ, r), B ⊆ A+ S(θ, r)}

³eklinde verilir.
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Uyar� 2.3.1. ΩC (R)'nin x = [x1, x2] ve y = [y1, y2] gibi herhangi iki eleman� aras�n-

daki uzakl�k

h(x, y) = max {|x1 − y1| , |x2 − y2|}

³eklinde tan�ml� h fonksiyonu ile de kolayl�kla belirlenir, [8].

Önerme 2.3.2. (Ω (Rn) , hΩ) ve (ΩC (Rn) , hΩC
) uzaylar� tam ve ayr�labilir metrik

uzaylard�r, [2].

Lemma 2.3.1. X bir normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve reel

say�larla çarpma i³lemleri Hausdor� metri§e göre süreklidirler. Ayr�ca X'deki norm

fonksiyonu Hausdor� metri§e göre süreklidir, [9].

�spat. i = 1, 2 olmak üzere, x, y, aεi,n, b
ε
i,n ∈ X ve xn ile yn, xn → x ve yn → y

olacak ³ekilde X'de birer dizi olsun. Buna göre her ε > 0 için n ≥ N iken a³a§�daki

³artlar� sa§layacak ³ekilde bir N do§al say�s� vard�r:

xn � x+ aε1,n, x � xn + aε2,n ve
∥∥aεi,n∥∥X ≤ ε

2
, i = 1, 2,

yn � y + bε1,n, y � yn + bε2,n ve
∥∥bεi,n∥∥X ≤ ε

2
, i = 1, 2.

Böylece (2.2.12) ³art� göz önüne al�n�rsa

xn + yn � x+ y + aε1,n + bε1,n

ve

x+ y � xn + yn + aε2,n + bε2,n

elde edilir. Ayr�ca∥∥aε1,n + bε1,n
∥∥
X
≤
∥∥aε1,n∥∥X +

∥∥bε1,n∥∥X ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

ve ∥∥aε2,n + bε2,n
∥∥
X
≤
∥∥aε2,n∥∥X +

∥∥bε2,n∥∥X ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

olur. Bu ise

xn + yn → x+ y

demektir. Sonuç olarak cebirsel toplama i³lemi süreklidir. Reel say�larla çarpma

i³leminin süreklili§i ve norm fonksiyonunun süreklili§inin ispat� da benzer ³ekilde

yap�labilir.
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Lemma 2.3.2. X bir normlu quasilineer uzay olmak üzere,

a) xn → x0, yn → y0 ve her n ∈ N için xn � yn olsun. Bu durumda x0 � y0 d�r.

b) xn → x0 ve zn → x0 olsun. E§er her n ∈ N için xn � yn � zn ise yn → x0

d�r.

c) xn + yn → x0 ve yn → θ olsun. Bu durumda xn → x0 olur, [9].

�spat. a) xn → x0 ve yn → y0 oldu§unda, her ε > 0 say�s�na kar³�l�k n ≥ N ³art�n�

sa§layan n do§al say�lar� için

x0 � xn + aεn, ‖aεn‖X ≤
ε

2
,

yn � y0 + bεn, ‖bεn‖X ≤
ε

2

olacak ³ekilde en az bir N∈N ve aεn, b
ε
n ∈ X vard�r. xn � yn kabulü de göz önüne

al�n�rsa n ≥ N için

x0 � yn + aεn

ve

x0 � y0 + aεn + bεn

olur. Ayr�ca,

‖aεn + bεn‖X ≤ ‖a
ε
n‖X + ‖bεn‖X ≤

ε

2
+
ε

2
= ε

oldu§undan (2.3.5) ³art� gere§i x0 � y0 d�r.

b) xn → x0 ve zn → x0 oldu§unda, her ε > 0 say�s�na kar³�l�k n ≥ N için,

x0 � xn + aεn, ‖aεn‖X ≤ ε,

zn � x0 + bεn, ‖bεn‖X ≤ ε

olacak ³ekilde en az bir N∈N ve aεn, b
ε
n ∈ X vard�r. xn � yn oldu§undan

x0 � xn + aεn � yn + aεn , ‖aεn‖X ≤ ε

ve yn � zn oldu§undan

yn � zn � x0 + bεn, ‖bεn‖X ≤ ε

elde edilir. Bu iki ba§�nt�dan

x0 � yn + aεn, ‖aεn‖X ≤ ε
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ve

yn � x0 + bεn, ‖bεn‖X ≤ ε

yaz�l�r. Bu ise yn → x0 demektir.

c) xn + yn → x0 oldu§unda, her ε > 0 say�s�na kar³�l�k n ≥ N için

xn + yn � x0 + bε1,n, x0 � xn + yn + bε2,n ve
∥∥bεi,n∥∥ ≤ ε

2
, i = 1, 2

olacak ³ekilde en az bir N∈N ve bεi,n ∈ X vard�r.

Benzer olarak yn → θ ise her ε > 0 için n ≥ N ′ iken

yn � θ + aε1,n, θ � yn + aε2,n ve
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε

2
, i = 1, 2

olacak ³ekilde en az bir N ′∈N ve aεi,n ∈ X vard�r.

Ayr�ca

n0 = max {N,N ′}

denilirse, n ≥ n0 iken, yn � θ + aε1,n = aε1,n oldu§undan,

x0 � xn + yn + bε2,n

� xn + aε1,n + bε2,n

yaz�labilece§inden

x0 � xn + aε1,n + bε2,n,
∥∥aε1,n∥∥ ≤ ε

2
ve
∥∥bε2,n∥∥ ≤ ε

2
(2.3.12)

elde edilir. Ayr�ca,

θ � yn + aε2,n,
∥∥aε2,n∥∥ ≤ ε

2

ve

xn � xn

oldu§undan

xn � xn + yn + aε2,n,
∥∥aε2,n∥∥ ≤ ε

2

yaz�labilir.

xn + yn � x0 + bε1,n,
∥∥bε1,n∥∥ ≤ ε

2
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olup buradan

xn � x0 + aε2,n + bε1,n,
∥∥aε2,n∥∥ ≤ ε

2
ve
∥∥bε1,n∥∥ ≤ ε

2
(2.3.13)

elde edilir. Di§er taraftan,

∥∥aε1,n + bε2,n
∥∥ ≤ ∥∥aε1,n∥∥+

∥∥bε2,n∥∥ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

ve ∥∥aε2,n + bε1,n
∥∥ ≤ ∥∥aε2,n∥∥+

∥∥bε1,n∥∥ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε

dir. (2.3.12) ve (2.3.13), yukar�daki iki e³itsizlikle birlikte dü³ünüldü§ünde xn → x0

elde edilir.
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BÖLÜM 3

QUAS�L�NEER UZAYLARDA BAZI YEN�

SONUÇLAR VE PROPER QUAS�L�NEER

UZAYLAR

Tezin bundan sonraki bölümlerinde ilk kez ortaya at�lan kavramlar ve sonuçlar

yer almaktad�r.

A³a§�da, daha sonraki k�s�mlarda baz� teoremlerin ispat�nda kullan�lacak olan

quasilineer uzaylar ile ilgili önemli birkaç sonuç yer almaktad�r.

Lemma 3.0.1. X bir normlu quasilineer uzay olmak üzere, Xr lineer alt uzay� X'de

kapal�d�r.

�spat. Xr'den al�nan bir (xn) dizisinin x ∈ X noktas�na yak�nsak oldu§u kabul

edilirse, cebirsel i³lemlerin süreklili§inden −xn → −x ve xn − xn → x− x olur. Her

bir n indisi için xn ∈ Xr oldu§undan xn − xn = θ olup, buradan x− x = θ bulunur.

Böylece x ∈ Xr'dir.

Xr, X'in lineer alt uzay� oldu§undan x ∈ Xr ve y ∈ Xr iken x+ y ∈ Xr dir. Bu

önermenin kar³�t� da do§rudur:

Lemma 3.0.2. X bir quasilineer uzay ve x, y ∈ X olsun. x+y ∈ Xr ise bu durumda

x ∈ Xr ve y ∈ Xr'dir.

�spat. x+ y ∈ Xr ve x /∈ Xr olsun. Bu durumda (x+ y) + z = θ olacak ³ekilde bir

z ∈ Xr mevcuttur. Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.5) gere§ince x+(y + z) =

θ olaca§�ndan x eleman� bir y + z tersine sahiptir. x /∈ Xr kabulü gere§ince x'in

x+ x′ = θ olacak ³ekilde bir x′ ∈ X tersi mevcut de§ildir. Bu durum y + z'nin x'in

tersi olmas� ile çeli³ir. Bu nedenle kabul yanl�³ olup x ∈ Xr'dir.

Benzer olarak y ∈ Xr oldu§u da gösterilebilir.

38



Lemma 3.0.1 ve Lemma 3.0.2 den a³a§�daki sonuç elde edilebilir.

Sonuç 3.0.1. X bir quasilineer uzay, x ∈ Xr ve y ∈ Xs olsun. Bu durumda

x+ y ∈ Xs'dir.

�spat. x ∈ Xr ve y ∈ Xs iken x+y /∈ Xs olsun. Bu durumda x+y eleman� (x+ y)+

z = θ olacak ³ekilde z ∈ Xr tersine sahiptir. Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan

(2.2.4) ve (2.2.5) gere§ince y+(x+ z) = θ olacak ³ekilde x+z eleman� mevcut olup,

Lemma 3.0.1 gere§ince x+ z ∈ Xr dir. Böylece x+ z, y'nin tersidir. Bu ise y ∈ Xs

hipotezi ile çeli³mektedir. Dolay�s�yla x ∈ Xr ve y ∈ Xs ise x+ y ∈ Xs dir.

Önerme 3.0.1. X lineer uzay olmayan bir quasilineer uzay ise, X'deki her regüler

elemandan sonra en az bir singüler eleman gelir.

�spat. x ∈ Xr ve y ∈ Xs olsun. Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.1), (2.2.11)

ve (2.2.12) gere§ince, x � x ve θ � y − y olup, x � x + (y − y) yaz�l�r. x regüler

ve y − y singüler eleman oldu§undan, Sonuç 3.0.1 gere§ince, x + (y − y) singüler

bir elemand�r. Dolay�s�yla, lineer olmayan bir X quasilineer uzay�nda her regüler

elemandan sonra singüler bir eleman gelir.

Buna göre, lineer uzay olmayan bir X quasilineer uzay�ndaki her x ∈ Xr eleman�

için x � z olacak ³ekilde bir z ∈ Xs mevcuttur. Bu önermenin bir sonucu olarak

a³a§�daki önemli teorem verilebilir.

Teorem 3.0.1. X bir quasilineer uzay ve x0 bu uzaydaki herhangi bir regüler eleman

olmak üzere, x0 eleman�ndan sonra singüler bir eleman gelmiyorsa, X lineer uzayd�r.

�spat. x0 ∈ Xr olmak üzere, x0 eleman�ndan sonra hiçbir singüler eleman gelmesin.

z 6= x0 ve z ∈ Xr olsun. z � y olacak ³ekilde en az bir y ∈ Xs eleman�n�n mevcut

oldu§u kabul edilsin ve S, Xr'nin bir baz� olsun. Bu durumda her x0 ∈ Xr eleman�,

S'den seçilen a1, a2, ..., an elemanlar� ve λ1, λ2, ..., λn skalerleri yard�m�yla

x0 = λ1 · a1 + λ2 · a2 + · · ·+ λn · an

³eklinde tek türlü yaz�l�r.
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Benzer ³ekilde, z ∈ Xr oldu§undan, S'den seçilen b1, b2, ..., bm elemanlar� ve

β1, β2, ..., βm skalerleri yard�m�yla

z = β1 · b1 + β2 · b2 + · · ·+ βm · bm

³eklinde tek türlü yaz�l�r. (Burada a1, a2, ..., an elemanlar� ile b1, b2, ..., bm elemanlar�

ayn� olabilir, fakat bu durum ispat için bir sorun te³kil etmez.)

Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.12) gere§ince

x0 + z =
n∑
k=1

λk · ak +
m∑
k=1

βk · bk (3.0.1)

elde edilir. z � y oldu§undan quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.13) gere§ince

−z � −y olup, (3.0.1) göz önüne al�n�rsa

x0 � −y +
n∑
k=1

λk · ak +
m∑
k=1

βk · bk (3.0.2)

yaz�l�r. (3.0.2) ba§�nt�s�ndaki,
∑n

k=1 λk ·ak ve
∑m

k=1 βk ·bk elemanlar� regüler eleman-

lar olup, −y ise singüler bir elemand�r. Sonuç 3.0.1 gere§ince, singüler bir eleman

ile regüler bir eleman�n toplam� singüler bir eleman olaca§�ndan,

−y +
n∑
k=1

λk · ak +
m∑
k=1

βk · bk

singüler bir elemand�r. Bu sonuç ise, "x0 eleman�ndan sonra hiçbir singüler ele-

man gelmesin" hipotezine ayk�r� oldu§undan, x0'dan farkl� herhangi bir z regüler

eleman�ndan sonra bir y singüler eleman�n�n var oldu§u kabulü yanl�³t�r. O halde

herhangi bir x0 regüler eleman�ndan sonra singüler bir eleman�n gelmiyor oldu§u

hipotezi, x0'dan farkl� herhangi bir regüler elemandan sonra da hiçbir singüler ele-

man�n gelemeyece§i sonucunu do§urur.

Ayr�ca regüler elemanlar�n minimal oldu§u da hat�rlan�rsa, herhangi regüler ele-

mandan önce de bir singüler eleman gelemeyece§i sonucu ç�kar.

Önerme 3.0.1 ile birlikte bu sonuçlar göz önüne al�nd�§�nda, bir regüler eleman-

dan sonra singüler bir eleman gelmiyorsa, uzayda hiçbir singüler eleman olmaya-

ca§�ndan ve Lemma 2.2.2 gere§ince quasilineer uzay aksiyomlar� lineer uzay aksiyom-

lar�na dönü³ece§inden uzay lineer uzay olur.
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3.1 Quasilineer Uzaylarda Regüler ve Singüler Boyut

Bu k�s�mda, yeni kavramlar olarak bir quasilineer uzay�n regüler ve singüler

boyutu tan�t�lacak ve örnekler ile baz� uzaylar�n regüler ve singüler boyutuna ili³-

kin bilgiler sunulacakt�r. �lerleyen k�s�mlarda lineer olmayan bir quasilineer uza-

y�n regüler boyutunun singüler boyutundan küçük veya ona e³it oldu§u, proper

quasilineer uzaylar tan�t�ld�ktan sonra da, lineer olmayan proper quasilineer uzay-

larda regüler boyut ve singüler boyutun birbirine e³it oldu§u ispatlanacak ve proper

quasilineer uzaylarda ayn� olan "regüler boyut" ve "singüler boyut" söylemleri yerine

sadece "boyut" kullan�lacakt�r.

Tan�m 3.1.1. Bir X quasilineer uzay�n�n singüler alt uzay�n�n bar�nd�rabilece§i ql-

ba§�ms�z elemanlar�n maksimum say�s�na X'in singüler boyutu denir. Singüler boyut

k�saca s-boyut olarak yaz�l�r ve s-boyX ile gösterilir.

X'in regüler alt uzay�n�n bar�nd�rabilece§i lineer ba§�ms�z elemanlar�n maksimum

say�s�na ise X'in regüler boyutu denir. Regüler boyut k�saca r-boyut olarak yaz�l�r

ve r-boyX ile gösterilir. Tan�mdan da aç�k olarak görülebilece§i gibi X'in regüler

boyutu X'in regüler alt uzay� olan lineer uzay�n boyutudur.

Tan�m 3.1.2. X bir quasilineer uzay olmak üzere,

s-boyX = r-boyX = n

ise n say�s�na X uzay�n�n boyutu denir.

Uyar� 3.1.1. Quasilineer uzaylarda regüler boyut ve singüler boyut kavram�, lineer

uzaylardaki boyut kavram�ndaki dü³üncenin genelle³tirmesidir. Quasilineer uzay

olarak bir X lineer uzay� göz önüne al�n�rsa X'in singüler boyutunun 0 oldu§u

görülür. Asl�nda lineer uzaylarda singüler boyut 0 oldu§undan, söz konusu uzay�n

boyutu, tan�m� yukar�da verilen regüler boyuta kar³�l�k gelmektedir. Böylece lineer

uzaylarda regüler boyut yerine sadece "boyut" ifadesi kullan�lacakt�r.

Sonuç 3.1.1. Bir X lineer uzay� için s-boyX = 0 d�r. Buna göre s-boyX > 0 ise

X lineer olmayan bir quasilineer uzayd�r.
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Uyar� 3.1.2. s-boyX = 0 olmas�, X'in lineer uzay olmas�n� gerektirmez. A³a§�daki

örnek bu durumu yans�tmaktad�r.

Örnek 3.1.1. (ΩC(R))d = {[−a, a] : a ∈ R} , ΩC(R)'nin simetrik alt uzay� olmak

üzere, r-boy (ΩC(R))d = s-boy (ΩC(R))d = 0 olmas�na ra§men (ΩC(R))d lineer ol-

mayan bir quasilineer uzayd�r.

Örnek 3.1.2. R, ΩC(R), (ΩC(R))s ∪ {{0}} ve (ΩC(R))r quasilineer uzaylar�n�n

regüler ve singüler boyutlar� s�ras�yla ³u ³ekildedir:

r-boyR = 1 ve s-boyR = 0,

r-boyΩC(R) = 1 ve s-boyΩC(R) = 1,

r-boy ((ΩC(R))s ∪ {{0}}) = 0 ve s-boy ((ΩC(R))s ∪ {{0}}) = 1,

r-boy (ΩC(R))r = 1 ve s-boy (ΩC(R))r = 0.

Örnek 3.1.3. ΩC(R2) quasilineer uzay�n�n

W =
(
ΩC(R2)

)
s
∪ {{(t, 0)} : t ∈ R}

alt uzay� ve Ws'nin

w1 = {(0, s) : 1 ≤ s ≤ 2}

ve

w2 = {(t, 0) : 1 ≤ t ≤ 2}

elemanlar� verilsin. {(0, 0)} ⊆ λ1w1 + λ2w2 kapsamas�n� sa§layan 0'dan farkl� λ1

ve λ2 skalerleri olmad�§�ndan {w1, w2} cümlesi Ws'de ql-ba§�ms�zd�r. Buna göre

s-boyW ≥ 2 olur. W, ΩC(R2)'nin alt quasilineer uzay� oldu§undan, Teorem 2.2.4

gözönünde bulundurulursa s-boyW = 2 elde edilir. Ayr�ca

Wr = {{(t, 0)} : t ∈ R}

olup, W 'n�n regüler alt uzay� R cümlesine denktir. Böylece r-boyW = 1'dir.

Örnek 3.1.4. R2, ΩC(R2), (ΩC(R2))s ∪ {θ} ve (ΩC(R2))r quasilineer uzaylar�n�n
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regüler ve singüler boyutlar� s�ras�yla ³u ³ekildedir:

r-boyR2 = 2 ve s-boyR2 = 0,

r-boyΩC(R2) = 2 ve s-boyΩC(R2) = 2,

r-boy
(
ΩC(R2)s ∪ {θ}

)
= 0 ve s-boy

(
ΩC(R2)s ∪ {θ}

)
= 2,

r-boy
(
ΩC(R2)

)
r

= 2 ve s-boy
(
ΩC(R2)

)
r

= 0.

Örnek 3.1.5. S�f�ra yak�nsak tüm dizilerin cümlesi c0 ve θ = (0, 0, 0, ...) ∈ c0 olmak

üzere,

X1 = (ΩC(c0))s ∪ {θ}

quasilineer uzay� için r-boyX1 = 0 ve s-boyX1 =∞ dur.

X1'in singüler alt uzay� kendisi olup, bu uzayda sonsuz çoklukta ql-ba§�ms�z ele-

man vard�r. Gerçekten de; ek =

(
0, 0, ..., 0,

k. terim

1 , 0, 0, ...

)
olmak üzere

{{(t, 0, 0, ...) : 1 ≤ t ≤ 2} , {(0, t, 0, 0, ...) : 1 ≤ t ≤ 2} , ...}

= {[1, 2] · e1, [1, 2] · e2, ...}

cümlesi X1'de ql-ba§�ms�zd�r. Bunu söyleyebilmek için, bu cümlenin sonlu herhangi

bir alt cümlesinin ql-ba§�ms�z oldu§unu göstermek yeterlidir. Herhangi bir k ∈ N

için,

θ = {(0, 0, ...)} ⊆ λ1 · ([1, 2] · en1) + λ2 · ([1, 2] · en2) + · · ·+ λk · ([1, 2] · enk
)

olsun. Bu durumda

θ = {(0, 0, ...)}

⊆


λ1t ·

(
0, 0, ..., 0,

n1. terim

1 , 0, 0, ...

)
+ λ2t ·

(
0, 0, ..., 0,

n2. terim

1 , 0, 0, ...

)
+ · · ·

+λkt ·
(

0, 0, ..., 0,
nk. terim

1 , 0, 0, ...

)
: 1 ≤ t ≤ 2


=

{(
0, 0, ..., 0,

n1. terim

λ1t , 0, 0, ..., 0,
n2. terim

λ2t , 0, 0, ..., 0,
nk. terim

λkt , 0, 0, ...

)
: 1 ≤ t ≤ 2

}
⇔ λ1 = λ2 = · · · = λk = 0

d�r.

Di§er taraftan (X1)r = {θ} oldu§undan r-boyX1 = 0 d�r.
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Örnek 3.1.6.

X2 = ΩC(c0)

quasilineer uzay� için r-boyX2 =∞ ve s-boyX2 =∞ dur.

Örnek 3.1.7.

X3 = (ΩC(l∞))s ∪ {{(0, 0, ..., 0, k, 0, 0, ..., 0, l, 0, 0, ...)} : k, l ∈ R}

quasilineer uzay� için r-boyX3 = 2 ve s-boyX3 =∞ dur.

Örnek 3.1.8. ΩC(Rn) quasilineer uzay�n�n regüler alt uzay� Rn ve (ΩC(Rn))s ∪ {θ}

alt uzay�nda en fazla n tane eleman ql-ba§�ms�z olaca§�ndan r-boyΩC (Rn) = n ve

s-boyΩC (Rn) = n dir.

Önerme 3.1.1. X bir quasilineer uzay ve x1 ∈ Xr olmak üzere, Qsp{x1}, X'in

1-regüler boyutlu bir alt uzay�d�r.

�spat. x1 ∈ Xr olsun. Bu durumda

Qsp{x1} = {x ∈ X : λ · x1 � x, λ ∈ R}

olup, Qsp{x1}, X'in bir alt uzay�d�r.

Di§er taraftan

r − boyQsp{x1} = boy (Qsp{x1})r

e³itli§i ve Sp {x1}'in boyutunun 1 oldu§u göz önüne al�n�rsa (Qsp{x1})r = Sp {x1}

oldu§unu göstermek Qsp {x1}'in 1 regüler boyutlu oldu§unu kan�tlamak için yeterli

olacakt�r.

Herhangi bir y ∈ (Qsp{x1})r eleman� verilsin. (Qsp{x1})r ⊂ Qsp {x1} oldu§un-

dan y ∈ Qsp{x1} dir. Buna göre λ ·x1 � y olacak ³ekilde en az bir λ ∈ R mevcuttur.

Ayr�ca y regüler eleman� minimal oldu§undan λ · x1 = y dir. Bu ise y ∈ Sp {x1}

anlam�na gelir. Böylece (Qsp{x1})r ⊆ Sp {x1} dir.

�imdi de herhangi bir z ∈ Sp {x1} eleman� verilsin. Bu durumda λ·x1 = z olacak

³ekilde λ ∈ R mevcuttur. x1 regüler oldu§undan, λ · x1 = z eleman� da regülerdir.

z = λ · x1 oldu§undan z � λ · x1 ve λ · x1 � z dir. Böylece z ∈ (Qsp{x1})r'dir.

Buradan Sp {x1} ⊆ (Qsp{x1})r oldu§u söylenir.
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O halde (Qsp{x1})r = Sp {x1} dir.

Sonuç olarak, x1 ∈ Xr olmak üzere, Sp {x1} , X'in 1 boyutlu alt uzay�, (Qsp{x1})r
= Sp {x1} ve Qsp{x1}'in regüler boyutu (Qsp{x1})r'nin boyutuna e³it oldu§undan,

r-boy (Qsp{x1}) = 1 elde edilir.

3.2 Quasilineer Uzaylarda Bir Eleman�n Zemini

Quasilineer uzaylar�n özel bir s�n�f� olan proper quasilineer uzaylar�n tan�t�ld�§�

ve proper olan quasilineer uzaylar ile ilgili baz� önemli sonuçlar�n verildi§i 3.3 alt

bölümüne haz�rl�k niteli§i ta³�yan bu k�s�mda, quasilineer uzaylarda bir eleman�n

ve bir cümlenin zemini kavram� verilmi³ ve bu kavramla ilgili baz� de§erlendirmeler

yap�lm�³t�r.

Tan�m 3.2.1. (X,�) bir quasilineer uzay, M ⊆ X ve x ∈ M olsun. "�" k�smi

s�ralama ba§�nt�s�na göre x eleman�ndan önce gelen M cümlesindeki tüm regüler

elemanlar�n cümlesine x eleman�n�n M 'deki zemini, x eleman�ndan önce gelen X

cümlesindeki tüm regüler elemanlar�n cümlesine ise x eleman�n�n X'deki zemini

denir ve s�ras�yla FM
x ve FX

x ile gösterilir. Buna göre,

FM
x = {z ∈Mr : z � x}

ve

FX
x = {z ∈ Xr : z � x}

dir.

Notasyon 3.2.1. Bu çal�³mada bir X quasilineer uzay�ndaki x eleman�n�n zemi-

ni, e§er quasilineer uzay�n özel olarak bir alt cümlesindeki zemini kastedilmiyor

ise Fx biçiminde sade halde yaz�lacak ve sadece "x eleman�n�n zemini" biçiminde

söylenecektir. E§er x eleman�n�n, X quasilineer uzay�n�n bir M alt cümlesindeki

zemininden bahsediliyorsa bu ayr�ca belirtilerek FM
x yaz�l�m� kullan�lacakt�r.

Uyar� 3.2.1. Lineer uzaylarda her eleman�n zemini sadece kendisinden olu³an cüm-

ledir. Bu nedenle zemin kavram� lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha anlam-

l�d�r.

45



Tan�m 3.2.2. X bir quasilineer uzay ve M ⊆ X olsun. M cümlesinin zemini, M

cümlesindeki tüm elemanlar�n M 'deki zeminlerinin birle³iminden olu³an cümledir

ve FM ile gösterilir. Buna göre,

FM =
⋃
x∈M

FM
x

dir.

M cümlesinin X'deki zemini, M cümlesindeki tüm elemanlar�n X'deki zemin-

lerinin birle³iminden olu³an cümledir ve FXM ile gösterilir. Buna göre,

FXM =
⋃
x∈M

Fx

dir.

Bir X quasilineer uzay�n�n zemini ise, X'deki tüm elemanlar�n zeminlerinin bir-

le³iminden olu³an cümledir ve FX ile gösterilir. Buna göre,

FX =
⋃
x∈X

Fx

dir.

Bu tan�mdan hareketle bir X quasilineer uzay�nda FX = Xr oldu§u kolayl�kla

görülebilir. Dolay�s�yla bir quasilineer uzay�n zemini onun lineer olan regüler alt

uzay�d�r.

Lemma 3.2.1. (X,�) bir quasilineer uzay x, y ∈ X olsun. x � y ise Fx ⊆ Fy dir.

�spat. x � y olsun. Herhangi bir z ∈ Fx için z � x ve z ∈ Xr dir. ���, k�smi

s�ralama ba§�nt�s� oldu§undan geçi³meli olup z � y yaz�l�r. z � y ve z ∈ Xr

oldu§undan z ∈ Fy elde edilir. z key� seçildi§inden x � y olmas� durumunda

Fx ⊆ Fy elde edilir.

Sonuç 3.2.1. X bir quasilineer uzay, M ⊆ N ⊆ X ve x ∈ M olmak üzere, FM
x ⊆

FN
x ⊆ FX

x dir.

�spat. M ⊆ N ⊆ X olsun. Bu durumda Mr ⊆ Nr ⊆ Xr kapsamalar�n�n sa§land�§�

aç�kt�r. Herhangi bir z ∈ FM
x eleman� için z � x olup z ∈ Mr dir. Mr ⊆ Nr
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oldu§undan z ∈ Nr elde edilir. Buradan z ∈ FN
x oldu§u söylenir. z key� oldu§undan

FM
x ⊆ FN

x elde edilir. Benzer ³ekilde FN
x ⊆ FX

x oldu§u da kolayl�kla gösterilebilir.

Sonuç 3.2.2. X bir quasilineer uzay ve M ⊆ X olsun. FM ⊆ FX dir.

�spat. Sonuç 3.2.1 göz önünde bulundurulursa, ispat a³ikârd�r.

Uyar� 3.2.2. Bir X quasilineer uzay�nda bir x eleman�n�n zemini olan Fx cümlesi

X'in bir alt uzay� olmayabilir. Örne§in x = [2, 3] ∈ ΩC(R) olmak üzere {2}, {3} ∈

F[2,3] dir; fakat {2}+ {3} = {5} /∈ F[2,3] dir.

Lemma 3.2.2. X bir normlu quasilineer uzay ve x ∈ X olmak üzere, Fx cümlesi

kapal� ve s�n�rl�d�r.

�spat. (zn) Fx'de bir dizi, (zn) → z ve z ∈ X olsun. Bu durumda her n ∈ N için

zn � x ve zn ∈ Xr dir. Di§er taraftan, (x) X'de sabit bir dizi olmak üzere, Lemma

2.3.2 kullan�l�rsa (zn) → z, (x) → x ve her n için zn � x oldu§undan z � x elde

edilir.

Ayr�ca her n ∈ N için zn ∈ Xr ve (zn) → z oldu§undan, Lemma 3.0.1 gere§ince

z ∈ Xr dir.

Böylece z ∈ Fx olup Fx, X'de kapal�d�r.

Di§er taraftan, her z ∈ Fx için z � x oldu§undan, normlu quasilineer uzay

aksiyomlar�ndan (2.3.4) gere§ince, ‖z‖ ≤ ‖x‖ olur. Böylece Fx s�n�rl� bir cümledir.

Teorem 3.2.1. s-boyX 6= 0 yani X lineer olmayan bir quasilineer uzay olsun. Bu

durumda,

r-boyX ≤ s-boyX

olur.

�spat. s-boyX 6= 0 olmak üzere, s-boyX < r-boyX oldu§u kabul edilsin. r-boyX =

n olsun. Bu durumda {b1, b2, ..., bn}, Xr'nin bir baz� ve λ1, λ2, ..., λn skalerler olmak

üzere,

λ1 · b1 + λ2 · b2 + · · ·+ λn · bn � s
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olacak ³ekilde bir s ∈ Xs eleman�n�n mevcut olmad�§�n� göstermek Teorem 3.0.1

gere§inceX'in lineer uzay olmas�n� gerektirece§inden, hipotez ile çeli³ece§i için ispat�

tamamlayacakt�r.

s-boyX = m olsun. s-boyX < r-boyX olmas� kabulü gere§ince m < n dir.

�imdi FX
Xs

cümlesi göz önüne al�narak boyFX
Xs

< n oldu§u gösterilip bu bilgi

kullan�lacakt�r.

Herhangi x1, x2, ..., xn ∈ FX
Xs

elemanlar� için

λ1 · x1 + λ2 · x2 + · · ·+ λn · xn = θ (3.2.1)

olsun. Bu durumda, Önerme 3.0.1 gere§ince,

x1 ∈ FX
Xs

oldu§undan x1 � y1 olacak ³ekilde en az bir y1 ∈ Xs,

x2 ∈ FX
Xs

oldu§undan x2 � y2 olacak ³ekilde en az bir y2 ∈ Xs,
...

xn ∈ FX
Xs

oldu§undan xn � yn olacak ³ekilde en az bir yn ∈ Xs mevcuttur.

Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.12) ve (2.2.13) gere§ince, s�ras�yla

λ1 · x1 � λ1 · y1, λ2 · x2 � λ2 · y2, ..., λn · xn � λn · yn

olup, buradan

λ1 · x1 + λ2 · x2 + · · ·+ λn · xn � λ1 · y1 + λ2 · y2 + · · ·+ λn · yn (3.2.2)

yaz�l�r. (3.2.1) e³itli§i (3.2.2) ile birlikte dü³ünüldü§ünde

θ � λ1 · y1 + λ2 · y2 + · · ·+ λn · yn (3.2.3)

elde edilir. y1, y2, ..., yn ∈ Xs ve s-boyX = m < n oldu§undan {y1, y2, ..., yn} cümlesi

Xs'de ql-ba§�ml�d�r. O halde (3.2.3) ba§�nt�s�n� sa§layan λ1, λ2, ..., λn skalerlerinden

en az biri s�f�rdan farkl�d�r. Dolay�s�yla (3.2.1) e³itli§ini de sa§layan λ1, λ2, ..., λn

skalerlerinden en az biri s�f�rdan farkl� olaca§�ndan {x1, x2, ..., xn} cümlesi lineer

ba§�ml�d�r. Buna göre boyFX
Xs
< n olur.

FX
Xs
⊂ Xr, FX

Xs
Xr'nin lineer bir alt uzay� ve boyFX

Xs
< boyXr oldu§undan v /∈ FX

Xs

olacak ³ekilde bir v ∈ Xr vard�r. Ayr�ca v regüler eleman� için v � u olacak ³ekilde

bir u ∈ Xs eleman�n�n varl�§� v ∈ FX
Xs

olmas�n� gerektirece§inden, v � u olacak

³ekilde bir u ∈ Xs mevcut de§ildir.
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Böylece bir v regüler eleman�ndan sonra singüler bir eleman gelmeyece§i sonucu

elde edilir. Buna göre, Teorem 3.0.1 gere§inceX lineer bir uzayd�r ve Sonuç 3.1.1'den

s-boyX = 0 oldu§u söylenir. Bu ise hipotezle çeli³ir. Böylece s-boyX 6= 0 yani X

lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak üzere, "s-boyX < r-boyX olsun" kabulü

yanl�³t�r. O halde s-boyX 6= 0 yani X lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak

üzere, r-boyX ≤ s-boyX dir.

Yukar�daki önermenin bir sonucu olarak a³a§�daki önemli yorum yap�labilir.

Sonuç 3.2.3. s-boyX 6= 0 ve s-boyX < r-boyX ise X bir quasilineer uzay de§ildir.

Buna göre X lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak üzere, sözgelimi,

s-boyX = 1, r-boyX = 2 olamaz.

3.3 Proper Quasilineer Uzaylar

Tan�m 3.3.1. X bir quasilineer uzay, M ⊆ X ve x, y ∈M olmak üzere,

i) ∀x ∈M için FM
x 6= ∅,

ii) x 6= y iken FM
x 6= FM

y

özellikleri sa§lan�yor ise M cümlesine X quasilineer uzay�nda bir proper cümle

denir.

X bir quasilineer uzay olmak üzere, X bir proper cümle ise X'e proper quasilineer

uzay denir.

Bir quasilineer uzay�n proper olmas� tan�m� daha aç�k olarak ³u ³ekilde ifade

edilebilir:

X bir quasilineer uzay olmak üzere, X'deki her eleman�n zemini bo³tan farkl� ve

X'deki farkl� iki eleman�n zeminleri de farkl� ise X proper quasilineer uzayd�r.

Bir M ⊆ X cümlesi için, Tan�m 3.3.1'deki ii) ³art�n�n sa§lanmas�, x 6= y olmak

üzere, a³a§�daki üç durumdan sadece birinin sa§lanmas� gerekti§i anlam�n� ta³�mak-

tad�r.

� y � x ise, FM
y ⊆ FM

x olaca§�ndan, bu iki eleman�n M 'deki zeminlerinin farkl�

olabilmesi için en az bir z ∈ FM
x \FM

y regüler eleman�n�n mevcut olmas� gerekir. Bu
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ise z � x ve z � y olacak ³ekilde en az bir z ∈ Mr eleman�n�n mevcut olmas�n�

gerektirir.

� x � y ise, FM
x ⊆ FM

y olaca§�ndan, bu iki eleman�n M 'deki zeminlerinin farkl�

olabilmesi için en az bir m ∈ FM
y \FM

x regüler eleman�n�n mevcut olmas� gerekir. Bu

ise m � y ve m � x olacak ³ekilde en az bir m ∈ Mr eleman�n�n mevcut olmas�n�

gerektirir.

� x ile y elemanlar� kar³�la³t�r�lam�yor ise, x ile y'nin M 'deki zeminlerinin farkl�

olabilmesi için FM
x  FM

y veya FM
y  FM

x olmas� gerekmektedir. Bu ise z � x ve

z � y olacak ³ekilde en az bir z ∈Mr veya m � y ve m � x olacak ³ekilde en az bir

m ∈Mr eleman�n�n mevcut olabilmesi ile mümkündür.

Örnek 3.3.1. Her lineer uzay�n "=" ba§�nt�s� ile bir proper quasilineeer uzay oldu§u

a³ikârd�r.

Örnek 3.3.2. X = {θ} a³ikâr uzay� proper uzayd�r.

Örnek 3.3.3. E normlu lineer bir uzay olmak üzere, Ω(E) ve ΩC(E) birer proper

quasilineer uzaylard�r:

i) A ∈ ΩC(E) eleman� için FA 6= ∅ dir.

ii) A 6= B olacak ³ekildeki A,B ∈ ΩC(E) elemanlar� için,

� B ⊂ A ise, bu durumda a /∈ B olacak ³ekilde en az bir a ∈ A vard�r. Buradan

z = {a} ∈ (ΩC(E))r olmak üzere z ⊆ A ve z * B dir.

� A ⊂ B ise, bu durumda b /∈ A olacak ³ekilde en az bir b ∈ B vard�r. Buradan

m = {b} ∈ (ΩC(E))r olmak üzere m ⊆ B ve m * A d�r.

� A ile B kar³�la³t�r�lamaz elemanlar ise a ∈ A, a /∈ B ve b ∈ B, b /∈ A olacak

³ekilde a ve b elemanlar� vard�r. a ∈ A ve a /∈ B iken z = {a} ∈ (ΩC(E))r olmak

üzere z ⊆ A ve z * B dir. Ayr�ca b ∈ B ve b /∈ A iken m = {b} ∈ (ΩC(E))r olmak

üzere m ⊆ B ve m * A d�r.

Böylece ΩC(E) proper quasilineer uzay aksiyomlar�n� sa§lar.

Ω(E)'nin proper quasilineer uzay oldu§u da benzer ³ekilde gösterilebilir.

Örnek 3.3.4. ΩC(R)'nin singüler alt uzay�

(ΩC(R))s ∪ {{0}} = {[a, b] : a < b ve a, b ∈ R} ∪ {{0}}
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verilsin. Bu uzaydan al�nan herhangi farkl� iki eleman�n zemini ayn� veya bu uzaya

ait baz� elemanlar�n zeminleri bo³ cümle olabilmektedir. Örne§in, [a, b] 6= [c, d] olmak

üzere a, b > 0 (c, d > 0) veya a, b < 0 (c, d < 0) iken F[a,b] = F[c,d] = ∅ olmaktad�r.

Di§er taraftan a < 0 < b ve c < 0 < d olmak üzere, [a, b] 6= [c, d] iken F[a,b] = F[c,d] =

{{0}} olmaktad�r. Dolay�s�yla (ΩC(R))s ∪ {{0}} proper olmayan bir quasilineer

uzayd�r.

Örnek 3.3.5. ΩC(R)'nin simetrik alt uzay�

(ΩC(R))d = {[−a, a] : a ∈ R}

proper de§ildir. Çünkü bu uzaydan al�nan herhangi farkl� iki eleman�n zemini hep

ayn�d�r ve {{0}} cümlesidir.

Ayn� sebepten, ΩC(R)'nin bir alt uzay� olan

A = {[a, b] : a ≤ 0 ≤ b ve a, b ∈ R}

cümlesi de proper olmayan bir cümledir.

Sonuç 3.3.1. A³ikâr olmayan bir X quasilineer uzay� için Xr = {θ} ise X proper

olmayan bir uzayd�r. Dolay�s�yla herhangi bir X quasilineer uzay�n�n, singüler alt

uzay� proper de§ildir.

Uyar� 3.3.1. Proper bir quasilineer uzay�n proper olmayan alt uzaylar� mevcut ola-

bilir.

Örnek 3.3.6. X = ΩC (R2) ve

V = Xs ∪ {{(x, 0)} : x ∈ R}

olmak üzere, V X'in bir alt uzay�d�r, ayr�ca

Vs = Xs ve Vr = {{(x, 0)} : x ∈ R}

dir.

v1 = {{(0, y)} : 1 ≤ y ≤ 2}

ve

v2 = {{(0, y)} : 3 ≤ y ≤ 4}
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V 'nin birbirinden farkl� iki eleman� olmak üzere, F V
v1

= F V
v2

= ∅ dir. Böylece X

proper bir uzay olmas�na ra§men, X'in alt uzay� olan V proper olmayan bir uzayd�r.

Uyar� 3.3.2. Proper olmayan bir quasilineer uzay�n proper alt uzaylar� mevcut ola-

bilir.

Örnek 3.3.7. Örnek 3.3.6'da proper olmayan V 'nin Vr = {{(x, 0)} : x ∈ R} alt

uzay� proper uzayd�r.

Uyar� 3.3.3. Proper bir quasilineer uzay�n her eleman�ndan önce regüler bir ele-

man gelir. Fakat, bir quasilineer uzay�n her eleman�ndan önce regüler bir eleman�n

geliyor olmas� o uzay�n proper olmas�n� gerektirmez. A³a§�daki örnek bu durumu

aç�klamaktad�r.

Örnek 3.3.8. ΩC (R2)'de

U = {{(x, 0)} : x ∈ R}

olmak üzere,

V = Xs ∪ U

cümlesi verilsin. Ayr�ca U ve V yard�m� ile, W cümlesi

W = {x ∈ V : bir z ∈ U için z ⊆ x}

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda

w1 = {{(x, 0)} : 1 ≤ x ≤ 2}

ve

w2 = {{(x, y)} : 1 ≤ x ≤ 2, − 1 ≤ y ≤ 0},

olmak üzere, birbirinden farkl� w1, w2 ∈ W elemanlar� için

FW
w1

= {{(x, 0)} : 1 ≤ x ≤ 2}

ve

FW
w2

= {{(x, 0)} : 1 ≤ x ≤ 2}

olup FW
w1

= FW
w2

dir. Böylece her eleman�ndan önce regüler bir eleman�n geldi§i W

uzay� proper bir uzay de§ildir.
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Teorem 3.3.1. Lineer olmayan proper bir X quasilineer uzay� için

s− boyX = r − boyX

dir.

�spat. X bir proper quasilineer uzay, r-boyX = n (= boyXr) ve y1, y2, ..., yn, yn+1

Xs'nin ql-ba§�ms�z vektörleri olsun. Bu durumda Xs ⊂ X oldu§undan y1, y2, ..., yn,

yn+1 ∈ X ve X proper oldu§undan

a1 � y1, a2 � y2, ..., an � yn, an+1 � yn+1 (3.3.1)

olacak ³ekilde a1, a2,..., an, an+1 ∈ Xr elemanlar� mevcuttur. Xr, n−boyutlu lineer

bir uzay oldu§undan n+ 1 tane eleman Xr'de lineer ba§�ml� olacakt�r. Dolay�s�yla

an+1 =
n∑
k=1

γk · ak

olacak ³ekilde γk (1 ≤ k ≤ n) skalerleri bulunabilir. Ayr�ca quasilineer uzay aksiyom-

lar�ndan (2.2.12) ve (2.2.13) kullan�larak, (3.3.1)'den,

an+1 =
n∑
k=1

γk · ak �
n∑
k=1

γk · yk

yaz�l�r. an+1 ∈ Xr oldu§undan

θ �
n∑
k=1

γk · yk − an+1 (3.3.2)

elde edilir. Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.1), (2.2.12) ve (2.2.13) göz önüne

al�nd�§�nda
n∑
k=1

γk · yk �
n∑
k=1

γk · yk ve − an+1 � −yn+1

olup, buradan
n∑
k=1

γk · yk − an+1 �
n∑
k=1

γk · yk − yn+1 (3.3.3)

yaz�l�r. (3.3.2) ve (3.3.3) ba§�nt�lar� birlikte dü³ünüldü§ünde

θ �
n∑
k=1

γk · yk − yn+1 (3.3.4)

53



elde edilir. y1, y2, ..., yn, yn+1 Xs'nin ql-ba§�ms�z elemanlar� olarak seçildi§inden 1 ≤

k ≤ n + 1 olmak üzere, her k indisi için γk = 0 olmas� gerekirdi; fakat (3.3.4)

ba§�nt�s�n�n γn+1 = −1 olmas� durumunda da sa§land�§� görülmektedir. Buradan

{y1, y2, ..., yn, yn+1} cümlesinin ql-ba§�ml� oldu§u söylenir. Bu ise

s-boyX < n+ 1

yani

s-boyX ≤ r-boyX (3.3.5)

olaca§� anlam�na gelir.

Di§er taraftan, Teorem 3.2.1 gere§ince, lineer olmayan herhangi birX quasilineer

uzay� için

r-boyX ≤ s-boyX (3.3.6)

e³itsizli§i sa§lan�r.

Sonuç olarak (3.3.5) ve (3.3.6)'dan, X lineer olmayan proper bir quasilineer uzay

ise s-boyX = r-boyX dir.

Uyar� 3.3.4. Teorem 3.3.1'in kar³�t� do§ru olmayabilir. Yani lineer olmayan bir

quasilineer uzayda regüler ve singüler boyutlar�n e³it olmas�, uzay�n proper olmas�n�

gerektirmez. A³a§�daki iki örnek bu durumu aç�klar.

Örnek 3.3.9. (ΩC(R))d = {[−a, a] : a ∈ R} cümlesi ΩC(R)'nin simetrik alt uza-

y�d�r. r-boy (ΩC(R))d = s-boy (ΩC(R))d = 0 oldu§u halde (ΩC(R))d proper olmayan

bir alt uzayd�r.

Örnek 3.3.10.

X = (ΩC(l∞))s ∪ {{(0, t1, t2, t3, ...)} : tk ∈ R ve k ∈ N}

quasilineer uzay� için r-boyX = s-boyX =∞ dur; ancak X proper de§ildir.

Uyar� 3.3.5. Lineer olmayan bir X proper quasilineer uzay�n�n regüler ve singüler

boyutlar� ayn� oldu§u için iki ayr� söylem kullan�lmadan X'in boyutu ³eklinde ifade

edilir ve bu say� boyX biçiminde yaz�l�r. E§er X quasilineer uzay�n�n regüler boyutu

ve singüler boyutu farkl� ise, r-boyX ve s-boyX ifadeleri kullan�lacakt�r.
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Önerme 3.3.1. ΩC(R)'nin a³ikâr olmayan proper alt quasilineer uzay� 1 boyutludur.

�spat. Y, ΩC(R)'nin a³ikâr olmayan bir proper alt quasilineer uzay� olsun. Bu

durumda boyΩC(R) = 1 ve Y ⊂ ΩC(R) oldu§undan boyY ≤ 1 dir.

Ayr�ca Y proper oldu§undan, x 6= y olacak ³ekildeki her x, y ∈ Y elemanlar� için,

� y � x ise, z � x ve z � y olacak ³ekilde en az bir z ∈ Yr eleman� mevcuttur,

� x � y ise, m � y ve m � x olacak ³ekilde en az bir m ∈ Yr eleman� mevcuttur,

� x ve y elemanlar� kar³�la³t�r�lam�yor ise, z � x, z � y olacak ³ekilde en az

bir z ∈ Yr eleman� veya m � y, m � x olacak ³ekilde en az bir m ∈ Yr eleman�

mevcuttur.

Böylece Yr, z ve m regüler elemanlar�ndan en az birini içerir. Genelli§i bozmaya-

ca§�ndan z ∈ Yr seçilirse, λ · z regüler eleman� minimal olaca§�ndan

θ ⊆ λ · z

kapsamas� sadece λ = 0 say�s� için sa§lan�r.

z ve m regüler elemanlar�n�n ikisinin de mevcut olmas� veya birden fazla z (veya

m) regüler eleman�n�n mevcut olmas� durumu söz konusu ise de, Yr'de iki veya

daha fazla say�daki eleman ql-ba§�ml� olaca§�ndan Yr'nin bar�nd�rabilece§i maksi-

mum say�daki ql-ba§�ms�z (Yr lineer alt uzay oldu§u için, lineer ba§�ms�z) vektör

say�s� 1 dir. Böylece Y proper ve Y 'nin boyutu, Yr'nin bar�nd�rabilece§i maksimum

say�daki ql-ba§�ms�z (lineer ba§�ms�z) vektör say�s�na e³it oldu§undan,

boyY = s-boyY = r-boyY = boyYr = 1

olur.

Uyar� 3.3.6. ΩC(R)'nin proper olmayan alt uzaylar�n�n regüler veya singüler boyu-

tunun 1 olmas� gerekmez:

Örnek 3.3.11. ΩC(R)'nin proper olmayan (ΩC(R))s ∪ {{0}} singüler alt uzay�n�n

regüler boyutu 0, singüler boyutu ise 1 dir.

Örnek 3.3.12. ΩC(R)'nin proper olmayan (ΩC(R))d = {[−a, a] : a ∈ R} alt uzay�

için r-boy (ΩC(R))d = s-boy (ΩC(R))d = 0 d�r.
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Teorem 3.3.2. X normlu proper bir quasilineer uzay olsun. Bu durumda, X'in

kapal� birim yuvar�

S(θ, 1) = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}

cümlesi proper bir cümledir.

�spat. X proper oldu§undan her x ∈ X için Fx 6= ∅ ve x 6= y olacak ³ekildeki her

x, y ∈ X elemanlar� için Fx 6= Fy dir. Buna göre, x 6= y olacak ³ekildeki her x, y ∈ X

elemanlar� için,

� y � x ise, z1 � x ve z1 � y olacak ³ekilde en az bir z1 ∈ Xr mevcuttur,

� x � y ise, m1 � y ve m1 � x olacak ³ekilde en az bir m1 ∈ Xr mevcuttur,

� x ile y elemanlar� kar³�la³t�r�lam�yor ise, z1 � x ve z1 � y olacak ³ekilde en

az bir z1 ∈ Xr eleman� veya m1 � y ve m1 � x olacak ³ekilde en az bir m1 ∈ Xr

eleman� mevcuttur.

Herhangi bir u ∈ S(θ, 1) eleman� için ‖u‖ ≤ 1 olup, S(θ, 1) ⊂ X oldu§undan

u ∈ X dir. X proper oldu§undan Fu 6= ∅ dir. Buna göre z � u olacak ³ekilde en az

bir z ∈ Xr mevcuttur. Normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.4) gere§ince

z � u iken ‖z‖ ≤ ‖u‖ olup ‖u‖ ≤ 1 oldu§undan ‖z‖ ≤ 1 elde edilir. Böylece

z ∈ S(θ, 1) ve z regüler eleman oldu§undan z ∈ (S(θ, 1))r dir. Sonuç olarak herhangi

bir u ∈ S(θ, 1) eleman� için z � u olacak ³ekilde en az bir z ∈ (S(θ, 1))r mevcuttur.

u ∈ S(θ, 1) eleman� key� oldu§undan, her u ∈ S(θ, 1) eleman� için F S(θ,1)
u 6= ∅ dir.

Ayr�ca S(θ, 1)'in u 6= v olacak ³ekildeki herhangi iki u ve v eleman� için u, v ∈ X

ve X normlu proper quasilineer uzay oldu§undan, Fu 6= Fv dir. Böylece

� v � u ise,

z2 � u ve z2 � v olacak ³ekilde en az bir z2 ∈ Xr mevcuttur. (3.3.7)

� u � v ise,

m2 � v ve m2 � u olacak ³ekilde en az bir m2 ∈ Xr mevcuttur. (3.3.8)

� u ile v elemanlar� kar³�la³t�r�lam�yor ise,

z2 � u ve z2 � v olacak ³ekilde en az bir z2 ∈ Xr eleman� veya

m2 � v ve m2 � u olacak ³ekilde en az bir m2 ∈ Xr eleman�

mevcuttur. (3.3.9)
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Buna göre, normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.4) dikkate al�narak,

z2 � u ve z2 � v iken, u ∈ S(θ, 1) oldu§undan ‖u‖ ≤ 1 olup ‖z2‖ ≤ ‖u‖ ≤ 1,

yani z2 ∈ S(θ, 1) oldu§u, m2 � v ve m2 � u iken, v ∈ S(θ, 1) oldu§undan ‖v‖ ≤ 1

olup ‖m2‖ ≤ ‖v‖ ≤ 1, yani m2 ∈ S(θ, 1) oldu§u ve son durum söz konusu ise

z2 � u, z2 � v olacak ³ekildeki z2 elemanlar� için ‖z2‖ ≤ 1 oldu§undan z2 ∈ S(θ, 1),

veya m2 � v, m2 � u olacak ³ekildeki m2 elemanlar� için ‖m2‖ ≤ 1 oldu§undan

m2 ∈ S(θ, 1) sonucuna ula³�l�r.

Yukar�daki ifadelerden z2 ve m2 elemanlar�n�n regüler ve z2, m2 ∈ S(θ, 1) oldu§u

söylenir. Böylece

z2,m2 ∈ (S(θ, 1))r (3.3.10)

sonucu elde edilmi³ olur.

(3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) ve (3.3.10) göz önüne al�n�rsa, u 6= v olarak seçilen her-

hangi iki u ve v elemanlar� için F S(θ,1)
u 6= F

S(θ,1)
v oldu§u söylenir.

Sonuç olarak, X normlu proper quasilineer uzay�n�n S(θ, 1) kapal� birim yuvar�

proper bir cümledir.

3.4 Kompaktl�k ve Sonlu Boyut

Fonksiyonel analizde önemli bir yer tutan kompakt cümleler, sonlu cüm-

lelerinkine benzeyen ve kompakt olmayan cümlelerce payla³�lmayan, baz� temel özel-

liklere sahiptir. Bu alt ba³l�kta normlu quasilineer uzaylar ve bunlar�n alt uzay-

lar�nda kompaktl�k kavram�na ili³kin birkaç temel özellik ele al�nacakt�r.

Tan�m 3.4.1. X normlu bir quasilineer uzay olmak üzere, X'deki her dizi yak�nsak

bir alt diziye sahip ise X uzay� kompaktt�r denir. X'in bir M alt cümlesi, X'in bir

alt quasilineer uzay� olarak ele al�nd�§�nda kompakt oluyorsa, yani M 'deki her dizi,

limitiM 'nin bir eleman� olan yak�nsak bir alt diziye sahip oluyorsa,M 'ye kompaktt�r

denir.

Uyar� 3.4.1. Burada tan�mlanan kompaktl�k, dizisel kompaktl�k olarak da bilinir.

Bu tan�m�n d�³�nda ba³ka iki önemli kompaktl�k türü varsa da, metrik uzaylarda

bu üç kavram birbirine denktir. Her normlu quasilineer uzay, önceki k�s�mlarda
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tan�mlanan Hausdor� metrik ile bir metrik uzay oldu§undan normlu bir X quasi-

lineer uzay�n�n veya X'in bir alt cümlesinin kompaktl�§� tan�mlan�rken kompaktl�k

tan�mlar�ndan kullan�³l�l�§a nazaran daha elveri³li olan dizisel kompaktl�k tan�m�

kullan�lm�³t�r.

Lemma 3.4.1. Normlu bir quasilineer uzay�n kompakt M alt cümlesi kapal� ve

s�n�rl�d�r.

�spat. Her normlu quasilineer uzay, önceki k�s�mlarda tan�mlanan Hausdor� metrik

ile bir metrik uzay oldu§undan, bu lemma metrik uzaylar�n kompakt alt cümlelerinin

kapal� ve s�n�rl� olmas�n�n direkt sonucudur.

Uyar� 3.4.2. Bu lemman�n kar³�t� do§ru olmayabilir.

Örnek 3.4.1. ΩC(c0) normlu quasilineer uzay�n�n kapal� birim yuvar�, θ, ΩC(c0)'�n

birim eleman� olmak üzere

S (θ, 1) =
{
x ∈ ΩC(c0) : ‖x‖ΩC(c0) ≤ 1

}
ve bu yuvarda e1 = (1, 0, 0, 0, 0...) , e2 = (0, 1, 0, 0, 0...) , e3 = (0, 0, 1, 0, 0...) ,... olmak

üzere, ({ek}) dizisi verilsin. Her k ∈ N için,

‖{ek}‖ΩC(c0) = sup
ek∈({ek})

‖ek‖c0 = sup
ek∈({ek})

sup
i∈N

∣∣eik∣∣ = 1

oldu§undan, ({ek}) dizisi S (θ, 1) yuvar�n�n yüzeyindedir. Ayr�ca ({ek}) dizisinin

herhangi bir ({ekn}) alt dizisi için, {ekn} ve {ekm} terimleri regüler elemanlar oldu§un-

dan hΩC(c0) ({ekn} , {ekm}) = ‖{ekn} − {ekm}‖ olup, genelli§i bozmayaca§�ndan km >

kn olmak üzere,

hΩC(c0) ({ekn} , {ekm})

= ‖{ekn} − {ekm}‖ΩC(c0)

=

∥∥∥∥{(0, 0, ..., 0,
kn. terim

1 , 0, 0, ...

)}
−
{(

0, 0, ..., 0, 0,
km. terim

1 , 0, 0, ...

)}∥∥∥∥
ΩC(c0)

=

∥∥∥∥{(0, 0, ..., 0,
kn. terim

1 , 0, ..., 0,
km. terim

−1 , 0, 0, ...

)}∥∥∥∥
ΩC(c0)

=

∥∥∥∥(0, 0, ..., 0,
kn. terim

1 , 0, ..., 0,
km. terim

−1 , 0, 0, ...

)∥∥∥∥
c0

= 1
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elde edilir. O halde ({ekn}) alt dizisine ait herhangi iki eleman aras�ndaki uzakl�k

daima 1 dir. Dolay�s�yla ({ekn}) alt dizisi Cauchy dizisi de§ildir. Bu nedenle ({ekn})

dizisi asla yak�nsak olamaz. ({ekn}) alt dizisi key� seçildi§inden ({ek}) dizisinin

yak�nsak bir alt diziye sahip olamad�§� sonucuna ula³�l�r. Böylece ΩC(c0)'�n birim

yuvar� olan S (θ, 1) cümlesi, kapal� ve s�n�rl� oldu§u halde kompakt de§ildir.

Buna kar³�l�k, normlu bir quasilineer uzay�n regüler alt uzay� sonlu boyutlu ise

yani bir quasilineer uzay sonlu regüler boyutlu ise a³a§�daki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.1. Sonlu regüler boyutlu olan normlu bir X quasilineer uzay�nda her-

hangi bir M ⊂ Xr alt cümlesinin kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ul M 'nin

kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r.

�spat. Xr regüler alt uzay� X'in lineer alt uzay� oldu§undan teoremin ispat� klasik-

tekinin benzeridir.

Uyar� 3.4.3. Sonsuz regüler boyutlu olan quasilineer uzaylarda kapal�l�k ve s�n�rl�l�k

kompaktl�§� gerektirmeyebilir. Dolay�s�yla Teorem 3.4.1'de quasilineer uzay�n sonlu

regüler boyutlu olmas� önemlidir. A³a§�daki örnek bu durumu yans�tmaktad�r.

Örnek 3.4.2. �⊆� k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile ΩC(c0) normlu quasilineer uzay� ver-

ilsin. Bu uzay sonsuz regüler boyutlu olan bir uzayd�r.

z =

{(
1

5
, 0, 0, ...

)}
∈ ΩC(c0)

olmak üzere, S (z, 1) kapal� yuvar� göz önüne al�n�rsa, bu yuvar�n s�n�rl� oldu§u

aç�kt�r.

Ayr�ca Teorem 2.1.1 gere§ince herhangi bir metrik uzayda bir kapal� yuvar kapal�

bir cümle oldu§undan S (z, 1) kapal� yuvar� kapal� bir cümledir.

Di§er taraftan en =

(
0, 0, ..., 0,

n. terim

1 , 0, 0, ...

)
olmak üzere, ΩC(c0)'da genel ter-

imi

zn = z +
1

4
{en}
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olan (zn) dizisi verilsin. Bu dizinin terimleri s�ras�yla

z1 = z +
1

4
{e1} =

{(
1

5
+

1

4
, 0, 0, · · ·

)}
,

z2 = z +
1

4
{e2} =

{(
1

5
,
1

4
, 0, 0, · · ·

)}
,

z3 = z +
1

4
{e3} =

{(
1

5
, 0,

1

4
, 0, 0, · · ·

)}
,

...

zn = z +
1

4
{en} =


1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

n. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

 ,

...

³eklindedir.

Öncelikle her n ∈ N için h (zn, z) ≤ 1 oldu§undan bu dizi ΩC(c0)'�n S (z, 1)

yuvar�ndad�r. Gerçekten de, Önerme 2.3.1 - (2.3.9) gere§ince,

hΩC(c0)

(
z +

1

4
{en} , z

)
≤ hΩC(c0) (z, z) + hΩC(c0)

(
1

4
{en} , θ

)
= 0 +

∥∥∥∥1

4
{en}

∥∥∥∥
Ωc(c0)

= sup
a∈ 1

4
{en}
‖a‖c0

= sup
a∈ 1

4
{en}

sup
b∈a
|b|

=
1

4
< 1

olmaktad�r.

Terimleri S (z, 1) yuvar�ndan al�nan bu dizinin herhangi bir alt dizisinin Cauchy

dizisi olmad�§�n� göstermek, S (z, 1)'in kompakt olmad�§�n� söylemek için yeterlidir.(
z + 1

4
{ekn}

)
dizisi,

(
z + 1

4
{en}

)
dizisinin herhangi bir alt dizisi ve genelli§i boz-

mayaca§�ndan km > kn kabul edilmek üzere,

hΩC(c0)

(
z +

1

4
{ekn} , z +

1

4
{ekm}

)

= inf

 r ≥ 0 : z + 1
4
{ekn} ⊆ z + 1

4
{ekm}+ S(θ, r),

z + 1
4
{ekm} ⊆ z + 1

4
{ekn}+ S(θ, r)
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= inf



r ≥ 0 :{(
1
5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)}

⊆

{(
1
5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)}
+ S(θ, r),{(

1
5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)}

⊆

{(
1
5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)}
+ S(θ, r)


olup 

1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim

1

4
, 0, 0, · · ·


⊆


1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

+ S(θ, r) (3.4.1)

ve 
1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·


⊆


1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

+ S(θ, r) (3.4.2)

kapsamalar�ndan (3.4.1)'in sa§lanmas� için yani1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

 ∈

1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

+S(θ, r)

olabilmesi için S(θ, r)'nin

z′ =

0, 0, 0, · · · , 0, 0,
kn. terim

1

4
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

−1

4
, 0, 0, · · ·


³eklindeki bir eleman� içermesi ve benzer olarak (3.4.2)'nin sa§lanmas� için yani1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

 ∈

1

5
, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

+S(θ, r)
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olabilmesi için S(θ, r)'nin

z′′ =

0, 0, 0, · · · , 0, 0,
kn. terim

−1

4
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·


³eklindeki bir eleman� içermesi gerekmektedir. Buna göre S(θ, r)'nin z′ ve z′′ ele-

manlar�n� içerebilmesi için

hΩC(c0) (z′, θ) ≤ r

ve

hΩC(c0) (z′′, θ) ≤ r

olmal�d�r. Buradan,

hΩC(c0) (z′, θ) = ‖z′‖c0 =
1

4

ve

hΩC(c0) (z′′, θ) = ‖z′′‖c0 =
1

4

oldu§undan

r ≥ 1

4

olmal�d�r.

O halde r ≥ 1
4
olacak ³ekildeki S(θ, r) yuvarlar� için ancak (3.4.1) ve (3.4.2)

kapsamalar�n�n ikisi birden sa§lan�r. Böylece

hΩC(c0)

(
z +

1

4
{ekn} , z +

1

4
{ekm}

)
=

1

4

olarak elde edilir.

Bu sonuç
(
z + 1

4
{ekn}

)
alt dizisinin herhangi iki terimi aras�ndaki uzakl�§�n

daima 1/4 oldu§unu söyler. Böylece bu alt dizi Cauchy dizisi olamaz. Bu durumda(
z + 1

4
{ekn}

)
alt dizisi yak�nsak de§ildir. Bu ise, S (z, 1) kapal� yuvar�ndan al�nan

(zn) dizisinin yak�nsak bir alt dizisinin olamayaca§� demektir ki; bu durum S (z, 1)

yuvar�n�n kompakt olmad�§� anlam�na gelir.

Sonuç olarak, sonsuz regüler boyutlu olan ΩC(c0) normlu quasilineer uzay�nda,

S (z, 1) kapal� yuvar� kapal� ve s�n�rl�d�r; fakat kompakt de§ildir.
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Uyar� 3.4.4. Teorem 3.4.1'de sonlu regüler boyutlu olan X quasilineer uzay�nda

bir M ⊂ X cümlesinin kapal� ve s�n�rl� olmas� kompakt olmas�n� gerektirmeye-

bilir. A³a§�daki örnek bu durumu yans�tmaktad�r. Örnekteki kapal� ve s�n�rl� oldu§u

halde kompakt olmad�§� ispatlanacak olan cümle, ΩC(c0)'�n singüler alt uzay� olan

(ΩC(c0))s ∪ {θ}'dan seçilmi³tir.

Örnek 3.4.3. �⊆� k�smi s�ralama ba§�nt�s� ile ΩC(c0) normlu quasilineer uzay�n�n

0 regüler boyutlu olan (ΩC(c0))s ∪ {θ} singüler alt uzay� ve

z = {(t, 0, 0, ...) : 0 ≤ t ≤ 1} ∈ (ΩC(c0))s ∪ {θ}

olmak üzere, S
(
z, 1

4

)
kapal� yuvar� verilsin.

S
(
z, 1

4

)
yuvar�nda hiçbir regüler eleman�n olmad�§�n� göstermek, bu yuvar�n

(ΩC(c0))s ∪ {θ}'�n bir alt cümlesi oldu§unu söylemek için yeterlidir. Ayr�ca ΩC(c0)

uzay�ndaki regüler elemanlar sadece tek nokta cümlelerinden olu³tu§undan

u = (u1, u2, ...) ∈ c0 olmak üzere, {u} key� eleman� için {u} /∈ S
(
z, 1

4

)
oldu§unu

göstermek S
(
z, 1

4

)
⊂ (ΩC(c0))s ∪ {θ} olmas� için yeterli olacakt�r.

S(θ, r), (ΩC(c0))s ∪ {θ}'�n θ merkezli r yar�çapl� yuvar� olmak üzere,

h ({u} , z) = inf {r ≥ 0 : {u} ⊆ z + S(θ, r), z ⊆ {u}+ S(θ, r)}

= inf


r ≥ 0 :

{(u1, u2, ...)} ⊆ {(t, 0, 0, ...) : 0 ≤ t ≤ 1}+ S(θ, r) ,

{(t, 0, 0, ...) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ {(u1, u2, ...)}+ S(θ, r)


dir. Di§er taraftan

{(u1, u2, ...)} ⊆ {(t, 0, 0, ...) : 0 ≤ t ≤ 1}+ S(θ, r) (3.4.3)

ve

{(t, 0, 0, ...) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ {(u1, u2, ...)}+ S(θ, r) (3.4.4)

kapsamalar�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ³art, s�ras�yla, S(θ, r) yuvar�n�n bir

t′ ∈ [0, 1] sabiti için w = (u1 − t′, u2, u3, ...) eleman�n� ve her t ∈ [0, 1] için wt =

(t− u1,−u2,−u3, ...) elemanlar�n� içermesidir. Bunun için ise bir t′ ∈ [0, 1] sabiti

için

h (w, θ) = ‖w‖c0 ≤ r
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ve her t ∈ [0, 1] için

h (wt, θ) = ‖wt‖c0 ≤ r

yani

r ≥ max

{
‖w‖c0 , sup

t∈[0,1]

‖wt‖c0

}
olmal�d�r. Ayr�ca

‖w‖c0 = max

{
|u1 − t′| , sup

n≥2
|un|

}
ve

‖wt‖c0 = max

{
|t− u1| , sup

n≥2
|−un|

}
oldu§u göz önüne al�n�rsa,

h ({u} , z)

= inf {r ≥ 0 : {u} ⊆ z + S(θ, r)), z ⊆ {u}+ S(θ, r)}

= inf

{
r ≥ 0 : r ≥ max

{
‖w‖c0 , sup

t∈[0,1]

{
‖wt‖c0

}}}

= inf

r ≥ 0 : r ≥ max

 max
{
|u1 − t′| , supn≥2 |un|

}
,

supt∈[0,1]

{
max

{
|t− u1| , supn≥2 |−un|

}}



≥ inf

{
r ≥ 0 : r ≥ max

{
|u1 − t′| , sup

t∈[0,1]

|t− u1|

}}
≥ 1

2

elde edilir. Sonuç olarak

h ({u} , z) ≥ 1

2

olur. 1/2 > 1/4 oldu§undan

{u} /∈ S
(
z,

1

4

)
sonucuna ula³�l�r. Dolay�s�yla S

(
z, 1

4

)
yuvar�nda hiçbir regüler eleman olmad�§�ndan

S
(
z, 1

4

)
kapal� yuvar�n�n (ΩC(c0))s ∪ {θ}'�n bir alt cümlesi oldu§u ispatlanm�³ olur.

Ayr�ca S
(
z, 1

4

)
kapal� yuvar�n�n s�n�rl� oldu§u aç�kt�r ve Teorem 2.1.1 gere§ince

herhangi bir metrik uzayda her kapal� yuvar kapal� bir cümle oldu§undan S
(
z, 1

4

)
kapal� yuvar� kapal� bir cümledir.
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Di§er taraftan en =

(
0, 0, ..., 0, 0,

n. terim

1 , 0, 0, ...

)
olmak üzere, (ΩC(c0))s∪{θ}'da

genel terimi

zn = z +
1

4
{en}

olan (zn) dizisi verilsin.

Bu dizinin terimleri s�ras�yla

z1 = z +
1

4
{e1} =

{(
t+

1

4
, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}
,

z2 = z +
1

4
{e2} =

{(
t,

1

4
, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}
,

z3 = z +
1

4
{e3} =

{(
t, 0,

1

4
, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}
,

...

zn = z +
1

4
{en} =


t, 0, 0, · · · , 0, 0, n. terim1

4
, 0, 0, · · ·

 : 0 ≤ t ≤ 1

 ,

...

³eklindedir.

Önerme 2.3.1 - (2.3.9) gere§ince,

h

(
z +

1

4
{en} , z

)
≤ h (z, z) + h

(
1

4
{en} , θ

)
= 0 +

∥∥∥∥1

4
{en}

∥∥∥∥
ΩC(c0)

= sup
a∈ 1

4
{en}
‖a‖c0

= sup
a∈ 1

4
{en}

sup
b∈a
|b|

=
1

4

oldu§undan (zn) dizisi S
(
z, 1

4

)
yuvar�ndad�r.

(
z + 1

4
{ekn}

)
dizisi

(
z + 1

4
{en}

)
dizisinin

herhangi bir alt dizisi ve genelli§i bozmayaca§�ndan km > kn kabul edilmek üzere,

h

(
z +

1

4
{ekn} , z +

1

4
{ekm}

)

= inf

 r ≥ 0 : z + 1
4
{ekn} ⊆ z + 1

4
{ekm}+ S(θ, r),

z + 1
4
{ekm} ⊆ z + 1

4
{ekn}+ S(θ, r)
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= inf



r ≥ 0 :

{(
t, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}

⊆

{(
t, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}
+ S(θ, r) ve{(

t, 0, 0, · · · , 0, 0,
km. terim

1
4

, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}

⊆

{(
t, 0, 0, · · · , 0, 0,

kn. terim
1
4

, 0, 0, · · ·

)
: 0 ≤ t ≤ 1

}
+ S(θ, r)


olur. 

t, 0, 0, · · · , 0, 0, kn. terim1

4
, 0, 0, · · ·

 : 0 ≤ t ≤ 1


⊆


t, 0, 0, · · · , 0, 0, km. terim1

4
, 0, 0, · · ·

 : 0 ≤ t ≤ 1

+ S(θ, r) (3.4.5)

ve 
t, 0, 0, · · · , 0, 0, km. terim1

4
, 0, 0, · · ·

 : 0 ≤ t ≤ 1


⊆


t, 0, 0, · · · , 0, 0, kn. terim1

4
, 0, 0, · · ·

 : 0 ≤ t ≤ 1

+ S(θ, r) (3.4.6)

kapsamalar�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul S(θ, r) yuvar�n�n

z′ =

0, 0, 0, · · · , 0, 0,
kn. terim

1

4
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

−1

4
, 0, 0, · · ·

 (3.4.7)

ve

z′′ =

0, 0, 0, · · · , 0, 0,
kn. terim

−1

4
, 0, 0, · · · , 0, 0,

km. terim

1

4
, 0, 0, · · ·

 (3.4.8)

elemanlar�n� içermesidir. Bunun için ise

h (z′, θ) ≤ r

ve

h (z′′, θ) ≤ r,

buradan,

h (z′, θ) = ‖z′‖c0 =
1

4
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ve

h (z′′, θ) = ‖z′′‖c0 =
1

4

oldu§undan

r ≥ 1

4

olmal�d�r. O halde r ≥ 1/4 olacak ³ekildeki S(θ, r) cümleleri için ancak (3.4.5) ve

(3.4.6) kapsamalar�n�n ikisi birden sa§lan�r. Böylece

h

(
z +

1

4
{ekn} , z +

1

4
{ekm}

)
=

1

4

elde edilir.

Bu sonuç
(
z + 1

4
{ekn}

)
alt dizisinin herhangi iki terimi aras�ndaki uzakl�§�n

daima 1/4 oldu§unu söyler. Böylece bu alt dizi Cauchy dizisi olamaz. Bu durumda(
z + 1

4
{ekn}

)
alt dizisi yak�nsak de§ildir. Bu ise, S

(
z, 1

4

)
kapal� yuvar�ndan al�-

nan (zn) dizisinin yak�nsak bir alt dizisinin olamayaca§� demektir ki; bu S
(
z, 1

4

)
yuvar�n�n kompakt olmad�§� anlam�na gelir.

Sonuç olarak sonlu regüler boyutlu (ΩC(c0))s ∪ {θ} normlu quasilineer uzay�n�n

S
(
z, 1

4

)
alt cümlesi kapal� ve s�n�rl�d�r; fakat kompakt de§ildir.

Sonuç 3.4.1. E sonlu boyutlu normlu lineer bir uzay olsun. ΩC(E) quasilineer

uzay�nda herhangi bir M ⊂ (ΩC(E))r alt cümlesinin kompakt olmas� için gerek ve

yeter ko³ul M 'nin kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r. Özel olarak E = R al�n�rsa ΩC(R)

normlu quasilineer uzay�nda herhangi bir M ⊂ (ΩC(R))r alt cümlesinin kompakt

olmas� için gerek ve yeter ko³ul M 'nin kapal� ve s�n�rl� olmas�d�r.

Teorem 3.4.2. E normlu lineer bir uzay olsun. E'nin kapal� birim yuvar� kompakt

ise ΩC(E) sonlu boyutludur.

�spat. S(θ, 1) = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}, E normlu lineer uzay�n�n kapal� birim yuvar�

olmak üzere, S(θ, 1) kompakt olsun. Bu durumda, Teorem 2.1.14 gere§ince E sonlu

boyutludur. ΩC(E) proper quasilineer uzay� için

boyΩC(E) = r-boyΩC(E) = boy (ΩC(E))r = boyE

oldu§undan ΩC(E) sonlu boyutludur.
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3.5 Sa§lam Zeminli Quasilineer Uzaylar

A³a§�daki k�s�mda bir quasilineer uzay�n, Tan�m 3.5.1'de verilen özelli§i sa§la-

mas� halinde, "sa§lam zeminli quasilineer uzay" tabiri kullan�lacak olan özel proper

uzaylar oldu§u ifade edilmi³tir.

Notasyon 3.5.1. (X,�) bir quasilineer uzay olmak üzere, X'in "�" ba§�nt�s�na

göre üstten s�n�rl� olan ve regüler elemanlardan olu³an bir alt cümlesi üzerinden bu

ba§�nt�ya göre supremum al�nd�§�n� daha da vurgulamak amac�yla bundan sonraki

k�s�mda sup
(�)

gösterimi kullan�lacakt�r.

Tan�m 3.5.1. (X,�) bir quasilineer uzay olmak üzere, her y ∈ X için sup
(�)

Fy mevcut

ve

sup
(�)

Fy = y (3.5.1)

özelli§i sa§lan�yor ise X quasilineer uzay�na sa§lam zeminli quasilineer uzay denir.

Uyar� 3.5.1. sup
(�)

Fy de§eri mevcut ise tektir. Gerçekten de, Fy = {x ∈ Xr : x � y}

cümlesinin "�" ba§�nt�s�na göre tüm üst s�n�rlar�n�n cümlesi ∆y ile gösterilmek

üzere, sup
(�)

Fy = min
(�)

∆y oldu§u göz önüne al�n�r ve min
(�)

∆y = y1 ve min
(�)

∆y = y2

olarak kabul edilirse,

y1 ∈ ∆y oldu§undan y2 � y1

ve

y2 ∈ ∆y oldu§undan y1 � y2

elde edilir. Buradan y1 = y2 oldu§u söylenir. Bu ise sup
(�)

Fy de§erinin bir tek oldu§u

sonucunu verir.

Önerme 3.5.1. Sa§lam zeminli bir quasilineer uzay proper bir quasilineer uzayd�r.

�spat. X sa§lam zeminli bir quasilineer uzay olsun. Bu durumda her y ∈ X için

sup
(�)

Fy = y dir. sup
(�)

Fy de§erinin mevcut olmas� Fy cümlesinin bo³tan farkl� olaca§�

anlam�na geldi§inden X'deki her y eleman�ndan önce en az bir regüler eleman gelir.

Di§er taraftan sa§lam zeminli olan X'in y 6= z olacak ³ekildeki herhangi iki

eleman� için,

sup
(�)

Fy 6= sup
(�)

Fz
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olaca§�ndan Fy 6= Fz elde edilir. Çünkü, aksi yani Fy = Fz olsayd�, bu durumda

sup
(�)

Fy = sup
(�)

Fz olurdu ki, X sa§lam zeminli oldu§undan, bu y = z anlam�na gelirdi.

Böylece sa§lam zeminli bir quasilineer uzay olan X, ayn� zamanda proper bir quasi-

lineer uzayd�r.

Örnek 3.5.1. Her lineer uzay�n sa§lam zeminli oldu§u tan�mdan aç�kt�r.

Örnek 3.5.2. E normlu lineer bir uzay olmak üzere, Ω(E) ve ΩC(E) sa§lam zeminli

quasilineer uzaylard�r:

ΩC(E) proper oldu§undan her B ∈ ΩC(E) için FB = {A ∈ (ΩC(E))r : A ⊆ B}

cümlesi bo³ de§ildir. Ayr�ca her A ∈ FB için A ⊆ B oldu§undan FB cümlesi �⊆�

ba§�nt�s�na göre B ile üstten s�n�rl�d�r.

FB cümlesinin �⊆� ba§�nt�s�na göre tüm üst s�n�rlar�n�n cümlesi ∆B ile göste-

rilsin. Bu durumda C 6= B olan herhangi bir C ∈ ∆B için;

i) C ⊆ B ise, A ⊆ B ve A  C olacak ³ekilde bir A ∈ FB mevcut olaca§�ndan,

bu durum C ∈ ∆B olmas� ile çeli³ir.

ii) C ile B kar³�la³t�r�lamaz ise, A ⊆ C, A  B ve A′ ⊆ B, A′  C olacak ³ekilde

A,A′ ∈ FB elemanlar� bulunabilece§inden, bu durum C ∈ ∆B olmas� ile çeli³ir.

Dolay�s�yla C 6= B olan her C ∈ ∆B için B ⊆ C dir. Böylece ∆B cümlesinin �⊆�

ba§�nt�s�na göre minimumu, yani FB cümlesinin �⊆� ba§�nt�s�na göre üst s�n�rlar�n�n

en küçü§ü B eleman� olup, sup
(⊆)

{A ∈ (ΩC(E))r : A ⊆ B} anlaml�d�r ve

sup
(⊆)

{A ∈ (ΩC(E))r : A ⊆ B} = B

elde edilir. Di§er taraftan sup
(⊆)

FB de§eri bir tektir. Böylece ΩC(E) sa§lam zeminli

bir quasilineer uzayd�r.

Ω(E) quasilineer uzay�n�n sa§lam zeminli oldu§u da benzer ³ekilde gösterilebilir.

Örnek 3.5.3. ΩC(R)'nin singüler alt uzay� olan (ΩC(R))s ∪ {{0}} uzay�n�n sa§lam

zeminli olmad�§� aç�kt�r. Örne§in; y = [−2, 3] ∈ (ΩC(R))s ∪ {{0}} eleman� için

x ⊆ y olacak ³ekildeki x regüler eleman� sadece x = {0} olup,

sup
{
x : x ∈ ((ΩC(R))s ∪ {{0}})r , x ⊆ y

}
= {0} 6= y

dir. Di§er taraftan y = [2, 3] ∈ (ΩC(R))s ∪ {{0}} eleman� için Fy = ∅ dir.
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A³a§�daki örnekler bir quasilineer uzay�n (3.5.1) e³itli§ini sa§lamas� durumunu

aç�klay�c� niteliktedir.

Örnek 3.5.4. u = (u1, u2) ∈ R2 olmak üzere, R2 lineer uzay�n�n ancak �x � y ⇔

x = y� ³eklinde tan�mlanan ba§�nt� ile quasilineer uzay oldu§u ve her eleman�n�n

regüler oldu§u hat�rlan�rsa, u = (u1, u2) ∈ R2 eleman� için x � (u1, u2) özelli§ini

sa§layan x ∈ (R2)r = R2 eleman� bir tanedir ve x = (u1, u2) dir. Böylece

sup
(=)

{
x ∈ R2 : x = (u1, u2)

}
= sup

(=)

{u1(1, 0) + u2(0, 1)}

= (u1, u2)

dir.

Örnek 3.5.5. ΩC(R2) quasilineer uzay� verilsin. r > 0 olmak üzere,

A = {x = (x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ r}

cümlesi R2'nin bo³ olmayan kapal�, s�n�rl� ve konveks bir alt cümlesidir ve dolay�s�yla

A ∈ ΩC(R2) dir.

(ΩC(R2))r'nin standart baz� olan {{(1, 0)}, {(0, 1)}} yard�m�yla A cümlesindeki

bir x eleman� için {x} = {(x1, x2)} ∈ Xr eleman�

{x} = x1 · {(1, 0)}+ x2 · {(0, 1)} (3.5.2)

³eklinde tek türlü bir gösterime sahiptir. Ayr�ca {x} ∈ (ΩC(R2))r ve {x} = {(x1, x2)}

⊆ A oldu§undan x2
1 + x2

2 ≤ r dir. Di§er taraftan A ile üstten s�n�rl� olan

FA = {{x} ∈
(
ΩC(R2)

)
r

: {x} ⊆ A}

cümlesinde �⊆� k�smi s�ralama ba§�nt�s� üzerinden supremum al�n�rsa,

sup
(⊆)

{
{x} = {(x1, x2)} ∈

(
ΩC(R2)

)
r

: {x} ⊆ A
}

= sup
(⊆)

{
{x1 · {(1, 0)}+ x2 · {(0, 1)}} : x2

1 + x2
2 ≤ r

}
= A

elde edilir.
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A³a§�da ΩC(R) sa§lam zeminli normlu quasilineer uzay�n�n bir y eleman� ve-

rildi§inde, normu, y eleman�n�n normuna e³it olacak ³ekilde, y'nin zemininden bir

eleman�n daima bulunabilece§i anlam�n� ta³�yan önemli bir sonuç verilecektir.

Önerme 3.5.2. Herhangi bir y ∈ ΩC(R) eleman� için

‖y‖ =

∥∥∥∥∥sup
(⊆)

{x ∈ (ΩC(R))r : x ⊆ y}

∥∥∥∥∥ (3.5.3)

= sup {‖x‖ : x ∈ (ΩC(R))r , x ⊆ y}

dir.

�spat. y, ΩC(R)'nin herhangi bir eleman� olmak üzere, x ⊆ y olan her x ∈ (ΩC(R))r

için ‖x‖ ≤ ‖y‖ olaca§�ndan

sup {‖x‖ : x ∈ (ΩC(R))r , x ⊆ y} ≤ ‖y‖

=

∥∥∥∥∥sup
(⊆)

{x ∈ (ΩC(R))r : x ⊆ y}

∥∥∥∥∥
dir. Böylece x ⊆ y olan en az bir x ∈ (ΩC(R))r için, ‖x‖ = ‖y‖ oldu§unu göstermek

sup {‖x‖ : x ∈ (ΩC(R))r , x ⊆ y} = ‖y‖

e³itli§inin sa§land�§�n� söylemek için yeterli olacakt�r.

y ∈ ΩC(R) oldu§undan y = [y1, y2] ³eklinde olup,

‖y‖ = max {|y1| , |y2|}

dir.

|y1| = |y2| ise, x = {y1} veya x = {y2} al�n�rsa, x ⊆ y ve ‖x‖ = ‖y‖ olur.

|y1| > |y2| ise, x = {y1} al�n�rsa, x ⊆ y ve ‖x‖ = ‖y‖ olur.

|y1| < |y2| olmas� durumunda ise, x = {y2} al�n�rsa, x ⊆ y ve ‖x‖ = ‖y‖ elde

edilir.

Böylece her y ∈ ΩC(R) için ‖x‖ = ‖y‖ olacak ³ekilde bir x ∈ (ΩC(R))r mevcut-

tur. Buradan

sup {‖x‖ : x ∈ (ΩC(R))r , x ⊆ y} = ‖y‖

=

∥∥∥∥∥sup
(⊆)

{x ∈ (ΩC(R))r : x ⊆ y}

∥∥∥∥∥
sonucu elde edilir.
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Uyar� 3.5.2. ΩC(R)'nin sa§lam zeminli olmayan herhangi bir Y alt uzay�ndaki bir

y eleman� için

‖y‖ =

∥∥∥∥∥sup
(⊆)

{x ∈ Xr : x ⊆ y}

∥∥∥∥∥
= sup {‖x‖ : x ∈ Xr, x ⊆ y}

e³itli§i sa§lanmayabilece§inden Önerme 3.5.2'de söz konusu uzay�n sa§lam zeminli

olmas� önemlidir. Örne§in; y = [−2, 3] ∈ (ΩC(R))s ∪ {{0}} eleman� için ‖y‖ = 3

dür. Fakat, x ⊆ y olacak ³ekildeki x regüler eleman� sadece x = {0} olup,

sup
{
‖x‖ : x ∈ ((ΩC(R))s ∪ {{0}})r , x ⊆ y

}
= 0

d�r. Buna göre

sup
{
‖x‖ : x ∈ ((ΩC(R))s ∪ {{0}})r , x ⊆ y

}
6=

∥∥∥∥∥sup
(⊆)

{
x ∈ ((ΩC(R))s ∪ {{0}})r : x ⊆ y

}∥∥∥∥∥
olmaktad�r.

Di§er taraftan, z = [1, 3] ∈ (ΩC(R))s ∪ {{0}} eleman� için x ⊆ z olacak ³ekilde

hiçbir x regüler eleman� mevcut de§ildir.

Önerme 3.5.3. ΩC(Rn) sa§lam zeminli normlu quasilineer uzay�n�n herhangi bir y

eleman�na kar³�l�k

‖x0‖ = ‖y‖

olacak ³ekilde bir x0 ∈ Fy mevcuttur.

�spat. Lemma 3.2.2 gere§ince y ∈ ΩC(Rn) olmak üzere, Fy, Rn'de kapal� ve s�n�r-

l�d�r. Ayr�ca, ΩC(Rn) sa§lam zeminli quasilineer uzay� proper olup, sonlu boyutlu

(n− boyutlu) oldu§undan Teorem 3.4.1 gere§ince Fy kompaktt�r. Norm fonksiyonu

Fy kompakt cümlesini R'nin içine dönü³türen sürekli bir dönü³üm oldu§undan, Teo-

rem 2.1.8 gere§ince bu dönü³üm Fy'nin baz� noktalar�nda bir maksimuma sahiptir.

Buna göre max {‖x‖ : x ∈ Fy} mevcuttur.

max {‖x‖ : x ∈ Fy} = z
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olsun. Bu durumda bir x0 ∈ Fy için ‖x0‖ = z dir. Buradan y ∈ ΩC(Rn) olmak

üzere,

‖y‖ = sup {‖x‖Rn : x ⊆ y}

= sup {‖x‖Rn : x ∈ Fy}

= max {‖x‖Rn : x ∈ Fy}

= z

= ‖x0‖

elde edilir.

Teorem 3.5.1. y ∈ ΩC(Rn) olmak üzere,

‖y‖ = sup{‖x‖ : x ∈ (ΩC(Rn))r , x ⊆ y}

olur.

�spat. Sa§lam zeminli olan ΩC(Rn)'deki her y eleman� için

y = sup
(⊆)

{x ∈ (ΩC(Rn))r : x ⊆ y}

e³itli§inin sa§land�§� hat�rlan�rsa, normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.4)

gere§ince x ⊆ y olan her x eleman� için ‖x‖ ≤ ‖y‖ oldu§undan

sup{‖x‖ : x ∈ (ΩC(Rn))r , x ⊆ y} ≤ ‖y‖

elde edilir.

Önerme 3.5.3 gere§ince, x0 ⊆ y ve ‖y‖ = ‖x0‖ olacak ³ekilde bir x0 ∈ (ΩC(Rn))r

eleman� mevcuttur. Buna göre,

sup{‖x‖ : x ∈ (ΩC(Rn))r , x ⊆ y} = ‖y‖

elde edilir.

Teorem 3.5.2. ΩC(Rn) normlu quasilineer uzay� tamd�r, [2].
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Uyar� 3.5.3. ΩC(R) tam normlu quasilineer uzay�n�n regüler alt uzay�, R lineer

uzay� olup, regüler alt uzay�n�n tam oldu§u aç�kt�r. Di§er taraftan ΩC(R)'nin singüler

alt uzay� tam de§ildir:

ΩC(R)'nin singüler alt uzay� (ΩC(R))s ∪ {{0}}'da genel terimi

un =

[
1− 1

n
, 1 +

1

n

]
olan (un) dizisi verilsin. Bu durumda

un − um =

[
1− 1

n
, 1 +

1

n

]
−
[
1− 1

m
, 1 +

1

m

]
=

[
− 1

n
− 1

m
,

1

n
+

1

m

]
olup her ε > 0 say�s�na kar³�l�k m,n > N için

‖un − um‖ =

∣∣∣∣− 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣m+ n

mn

∣∣∣∣ < ε

olacak ³ekilde bir N = N(ε) ∈ N bulunabilir. h (un, um) ≤ ‖un − um‖ oldu§undan

h (un, um) < ε dur. Böylece (un), (ΩC(R))s ∪ {{0}}'da bir Cauchy dizisidir.

Örnek 3.5.6. Di§er taraftan her ε > 0 say�s�na kar³�l�k n ≥ N için h (un, u) < ε

olacak ³ekilde bir N say�s�n�n bulunabilmesi ancak u = {1} olmas� ile mümkündür;

fakat {1} /∈ (ΩC(R))s ∪ {{0}} oldu§undan (un) dizisi (ΩC(R))s ∪ {{0}} uzay�nda

yak�nsak de§ildir. Böylece ΩC(R)'nin singüler alt uzay� (ΩC(R))s∪{{0}} tam de§ildir.

A³a§�daki k�s�mda, sa§lam zeminli normlu bir quasilineer uzay�n S(θ, 1) kapal�

birim yuvar�n�n kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ulun, uzay�n sonlu boyutlu

oldu§unu söyleyen önemli bir teorem verilecektir. Teoremin öncesinde, ispat�nda

kullan�lacak olan ve klasik fonksiyonel analizde Riesz lemmas� olarak bilinen sonucun

quasilineer uzaylardaki kar³�l�§� verilecektir.

Lemma 3.5.1. X normlu bir quasilineer uzay, Y ve Z, X'in iki alt uzay� ve Y , Z

alt uzay�n�n kapal� bir özalt cümlesi olmak üzere, her γ ∈ (0, 1) say�s�na kar³�l�k, her

y ∈ Y için ‖z‖ ≥ 1 ve ‖z − y‖ ≥ γ olacak ³ekilde bir z ∈ Z mevcuttur.
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�spat. Herhangi bir v ∈ Z\Y eleman� verilsin. v eleman�n�n Y 'ye olan uzakl�§�

a = inf
y∈Y
{h(v, y)}

olsun. Y kapal� oldu§undan a > 0 d�r. Herhangi bir γ ∈ (0, 1) sabiti için, in�mum

tan�m� gere§ince

a ≤ h(v, y0) ≤ a

γ
(3.5.4)

olacak ³ekilde bir y0 ∈ Y vard�r. Ayr�ca

c =
1

h(v, y0)

olmak üzere,

z = c · (v − y0)

olsun. Bu durumda quasilineer uzaylarda h(v, y0) ≤ ‖v − y0‖ e³itsizli§inin sa§land�§�

dikkate al�n�rsa,

‖z‖ = ‖c · (v − y0)‖

= |c| ‖v − y0‖

=
1

h(v, y0)
‖v − y0‖

≥ 1

elde edilir. Di§er taraftan

y1 = y0 +
1

c
· y

olmak üzere, y1 ∈ Y olur ve quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.2.8) dikkate al�n�rsa

‖z − y‖ = ‖c · (v − y0)− y‖ = c

∥∥∥∥v − y0 −
1

c
· y
∥∥∥∥ = c ‖v − y1‖ (3.5.5)

yaz�labilir. Ayr�ca y1 ∈ Y oldu§undan, a'n�n tan�m� gere§ince

h(v, y1) ≥ a

d�r. ‖v − y1‖ ≥ h(v, y1) oldu§u göz önüne al�n�rsa, ‖v − y1‖ ≥ a d�r. c'nin de§eri

(3.5.5)'de yerine yaz�l�p, (3.5.4) kullan�larak

‖z − y‖ = c ‖v − y1‖ ≥ ca =
1

h(v, y0)
a ≥ γ

elde edilir. y ∈ Y key� oldu§undan, ispat tamamlanm�³ olur.
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Yukar�daki lemma, herhangi regüler ve singüler boyutlu bir X normlu quasilineer

uzay�n�n sa§lam zeminli olan Y alt uzay� için daha iyi sonuç verecek ³ekilde a³a§�daki

gibi olu³turulmu³tur.

Lemma 3.5.2. X normlu bir quasilineer uzay, Y ve Z, X'in alt uzaylar� ve Y , Z

alt uzay�n�n sa§lam zeminli ve kapal� bir özalt cümlesi olmak üzere, her γ ∈ (0, 1)

say�s�na kar³�l�k, her u ∈ Y için ‖z‖ = 1 ve ‖z − u‖ ≥ γ olacak ³ekilde bir z ∈ Z

mevcuttur.

�spat. Klasik fonksiyonel analizdeki Riesz lemmas� gere§ince, her γ ∈ (0, 1) say�s�na

kar³�l�k, her y ∈ Yr için

‖z − y‖ ≥ γ ve ‖z‖ = 1 (3.5.6)

olacak ³ekilde bir z ∈ Zr ⊂ Z mevcuttur. Y sa§lam zeminli normlu bir quasilineer

uzay oldu§undan, her u ∈ Y eleman� için

u = sup
(�)

{t ∈ Yr : t � u}

olur. Bu durumda, (3.5.6)'dan t � u olacak ³ekildeki her t ∈ Yr için de,

‖z − t‖ ≥ γ ve ‖z‖ = 1 (3.5.7)

olacak ³ekilde z ∈ Z mevcuttur. Quasilineer uzay aksiyomlar�ndan, (2.2.1), (2.2.12)

ve (2.2.13) kullan�l�rsa, z � z ve −t � −u olup, z−t � z−u oldu§u söylenir. Ayr�ca

normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.4) kullan�l�rsa,

‖z − t‖ ≤ ‖z − u‖

yaz�labilir. Buna göre, (3.5.7)'den,

‖z − u‖ ≥ ‖z − t‖ ≥ γ

ve

‖z‖ = 1

olacak ³ekilde z ∈ Z eleman�n�n mevcut oldu§u söylenir. Böylece ispat tamamlanm�³

olur.
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Teorem 3.5.3. X sa§lam zeminli normlu bir quasilineer uzay olsun. X'in S(θ, 1)

kapal� birim yuvar� kompakt ise X sonlu boyutludur.

�spat. S(θ, 1) kompakt ve boyX = ∞ olsun. Bu durumda X sa§lam zeminli

oldu§undan, proper olup

r − boyX (= boyXr) = s− boyX =∞

olacakt�r.

Di§er taraftan X proper oldu§undan Teorem 3.3.2 gere§ince S(θ, 1) proper olup,

S(θ, 1)'den seçilen ve normu 1 olan birbirinden farkl� x1 ve y1 elemanlar� için,

� y1 � x1 ise, z1 � x1 ve z1 � y1 olacak ³ekilde en az bir z1 ∈ (S(θ, 1))r eleman�

mevcuttur,

� x1 � y1 ise, m1 � y1 ve m1 � x1 olacak ³ekilde en az bir m1 ∈ (S(θ, 1))r

eleman� mevcuttur,

� x1 ve y1 elemanlar� kar³�la³t�r�lamaz elemanlar ise, z1 � x1, z1 � y1 olacak

³ekilde en az bir z1 ∈ (S(θ, 1))r eleman� veya m1 � y1, m1 � x1 olacak ³ekilde en az

bir m1 ∈ (S(θ, 1))r eleman� mevcuttur.

Bu durumda en az birinin varl�§� kesin olan z1 ve m1 regüler elemanlar�ndan

herhangi biri seçilsin (burada genelli§i bozmayaca§�ndan z1 eleman� seçilecektir).

Böylece bir tek regüler elemandan olu³an {z1} cümlesi Xr'nin boyutu 1 olan X1

alt uzay�n� gerer. Xr regüler alt uzay�n�n normlu lineer uzay oldu§u hat�rlan�rsa,

Teorem 2.1.11'den dolay� X1 kapal� ve boyXr =∞ oldu§undan X1, Xr'nin bir özalt

cümlesidir.

Lemma 3.5.2 gere§ince,

‖x2‖ = 1 ve ‖x2 − z1‖ ≥ γ =
1

2

olacak ³ekilde x2 ∈ Xr eleman� vard�r. Xr ⊆ X oldu§undan x2 ∈ X olur. Ayr�ca

‖x2‖ = 1 ve x2 ∈ X oldu§undan x2 ∈ S(θ, 1) dir.

S(θ, 1) proper oldu§undan S(θ, 1)'in x2 6= x1 olacak ³ekildeki x1 ve x2 elemanlar�

için,

� x1 � x2 ise, z2 � x2 ve z2 � x1 olacak ³ekilde en az bir z2 ∈ (S(θ, 1))r eleman�

mevcuttur,
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� x2 � x1 ise, m2 � x1 ve m2 � x2 olacak ³ekilde en az bir m2 ∈ (S(θ, 1))r

eleman� mevcuttur,

� x1 ve x2 elemanlar�n�n kar³�la³t�r�lamaz olmas� durumu sözkonusu ise, z2 � x2,

z2 � x1 olacak ³ekilde en az bir z2 ∈ (S(θ, 1))r eleman� veya m2 � x1, m2 � x2

olacak ³ekilde en az bir m2 ∈ (S(θ, 1))r eleman� mevcuttur.

Böylece yukar�da oldu§u gibi genelli§i bozmayaca§�ndan z2 regüler eleman� seçile-

rek olu³turulan {z1, z2} cümlesi Xr'nin boyutu 2 olan X2 alt uzay�n� gerer. Xr

regüler alt uzay� normlu lineer uzay oldu§undan Teorem 2.1.11 gere§ince X2 kapal�

ve boyXr =∞ oldu§undan X2, Xr'nin bir özalt cümlesidir.

Yine Lemma 3.5.2 gere§ince, her x ∈ X2 için,

‖x3‖ = 1 ve ‖x3 − x‖ ≥ γ =
1

2

olacak ³ekilde bir x3 ∈ Xr eleman� vard�r. Özel olarak,

‖x3 − z1‖ ≥
1

2

ve

‖x3 − z2‖ ≥
1

2

dir. Bu ³ekilde devam edilir ve m ≥ 3 için k = 1, 2, ...,m− 1 olmak üzere, xm = zm

seçilirse

‖zm − zk‖ ≥
1

2

olacak ³ekilde S(θ, 1)'de bir (zk) dizisi elde edilir. Aç�kça görüldü§ü gibi (zk) dizisi

yak�nsak bir alt diziye sahip olamaz. Bu ise S(θ, 1)'in kompaktl�§� ile çeli³ir. O

halde boyX =∞ (= r-boyX = boyXr = s-boyX) kabulü yanl�³ olup boyX <∞ elde

edilir.

A³a§�daki ispat Teorem 3.5.3 için alternatif bir ispat olarak dü³ünülebilir:

�spat. X'in kapal� birim yuvar� (S(θ, 1))X ile,Xr'nin kapal� birim yuvar� ise (S(θ, 1))Xr

ile gösterilsin. Bu durumda aç�k olarak (S(θ, 1))Xr
⊆ (S(θ, 1))X dir.

X'in kapal� birim yuvar� olan (S(θ, 1))X kompakt olsun.

Teorem 2.1.1 gere§ince (S(θ, 1))Xr
, Xr'de kapal�d�r.
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(S(θ, 1))Xr
'den al�nan bir (xn) dizisinin x ∈ (S(θ, 1))X noktas�na yak�nsak oldu§u

kabul edilirse cebirsel i³lemlerin süreklili§inden −xn → −x ve xn−xn → x−x olur.

Her bir n indisi için xn ∈ Xr oldu§undan xn − xn = θ olup, buradan x − x = θ

oldu§u söylenir. Böylece x ∈ Xr dir.

(S(θ, 1))Xr
, Xr'de kapal� oldu§undan x ∈ (S(θ, 1))Xr

elde edilir.

Böylece (S(θ, 1))Xr
, (S(θ, 1))X 'de kapal�d�r.

Teorem 2.1.5, (S(θ, 1))Xr
⊆ (S(θ, 1))X kapsamas� ve (S(θ, 1))Xr

'nin (S(θ, 1))X 'de

kapal� oldu§u göz önüne al�n�rsa, (S(θ, 1))X kompakt oldu§unda (S(θ, 1))Xr
'nin de

kompakt olaca§� sonucuna ula³�l�r. Xr lineer uzay�n�n kapal� birim yuvar� olan

(S(θ, 1))Xr
kompakt oldu§undan, Teorem 2.1.14 gere§ince Xr sonlu boyutludur.

Böylece X sa§lam zeminli bir quasilineer uzay olmak üzere,

boyX = r-boyX = s-boyX

ve

r-boyX = boyXr

oldu§undan X'in sonlu boyutlu oldu§u sonucuna ula³�l�r.
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BÖLÜM 4

NORMLU QUAS�L�NEER UZAYLARIN

TOPOLOJ�S�NE �L��K�N BAZI SONUÇLAR

Bir quasilineer uzay üzerinde bir topoloji kurman�n genel yöntemlerinden biri ve

bu yöntem için baz� haz�rl�klar�n verildi§i tezin bu bölümünde, öncelikle, dengeli, yu-

tan cümleler, bir cümle ailesinin toplamsall�k özelli§i, süzgeç ve süzgeç taban� gibi

kavramlar topolojik yap�dan ba§�ms�z olarak ve detaylar�na girilmeden tan�mlan-

m�³t�r. Ard�ndan bu kavramlar yard�m�yla bir quasilineer uzay üzerindeki topolojik

yap� olu³turulmu³tur. Ayr�ca normlu lineer uzaylar için sa§lanan lokalizasyon prensi-

binin normlu quasilineer uzaylar için sa§lanmad�§� gösterilmi³tir. Sonras�nda normlu

quasilineer uzaylar için lokalizasyon prensibinin s�n�rlar� çizilmeye çal�³�lm�³t�r.

4.1 Quasilineer Uzaylarda Bir Eleman�n Doldurulmas�

Tan�m 4.1.1. (X,�) bir quasilineer uzay ve x ∈ X olmak üzere,

{y ∈ X : y � x}

cümlesine x eleman�n�n doldurulmas� denir ve ←−x ile gösterilir.

Buna göre bir (X,�) quasilineer uzay�ndaki bir eleman�n doldurulmas� ��� ba§�n-

t�s�na göre, o elemandan önce gelen tüm elemanlar�n cümlesidir.

A ⊂ X olmak üzere,
←−
A =

⋃
x∈A

←−x

cümlesine ise A cümlesinin doldurulmas� denir ve
←−
A ile gösterilir.

Tan�mdan da anla³�laca§� gibi ←−x ⊂ X ve
←−
A ⊂ X dir. Ayr�ca bir eleman�n

doldurulu³u, o eleman�n zeminini de ihtiva etmektedir. Yani Fx ⊆ ←−x d�r.

Sonuç 4.1.1. (X,�) bir quasilineer uzay ve x ∈ Xr olsun. Bu durumda

←−x = {x}
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dir.

�spat. x ∈ Xr oldu§undan x minimal elemand�r. Böylece, y � x olmas� için gerek

ve yeter ³art y = x olup ←−x = {x} elde edilir.

Sonuç 4.1.2. (X,�) bir quasilineer uzay ve A ⊂ Xr olsun. Bu durumda
←−
A = A

d�r.

(X,�) bir quasilineer uzay, a, b ∈ X ve C ⊂ X olsun. Bu durumda Tan�m

4.1.1'den hareketle,

←−a +
←−
b =

{
u+ v : u ∈ ←−a , v ∈

←−
b
}

= {u+ v : u � a, v � b} ,

←−−−
a+ b = {z : z � a+ b}

ve
←−−−
a+ C = {z : z � a+ c, c ∈ C}

³eklinde olacakt�r.

Uyar� 4.1.1. X bir lineer uzay ve x ∈ X olmak üzere←−x = {x} oldu§undan, bir ele-

man�n doldurulmas� kavram� lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha anlaml�d�r.

4.2 Normlu Quasilineer Uzaylarda Bir Eleman�n Çap�

Tan�m 4.2.1. (X,�) bir normlu quasilineer uzay ve x ∈ X olsun. hX , X üzerindeki

normdan türeyen Hausdor� metrik olmak üzere, hX(x−x, θ) say�s�na x eleman�n�n

çap� denir ve diam(x) ile gösterilir.

Ayr�ca bir U ⊂ X için, bilindi§i üzere,

δ(U) = sup
x,y∈U

hX(x, y)

de§erine U cümlesinin çap� denir. Burada tan�m� verilen bir eleman�n çap�, o ele-

man�n olu³turdu§u tek nokta cümlesinin çap� demek de§ildir.

Sonuç 4.2.1. X normlu bir quasilineer uzay ve x ∈ Xr olsun. Bu durumda her

regüler x eleman� için x− x = θ olaca§�ndan diam(x) = 0 olur.
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Uyar� 4.2.1. X normlu lineer bir uzay ve x ∈ X olmak üzere, diam(x) = 0 olur.

Böylece bir eleman�n çap� kavram� lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha an-

laml�d�r. Örne§in; ΩC(R)'de [−1, 3] eleman� için,

diam([−1, 3]) = h([−1, 3]− [−1, 3], {0})

= h([−4, 4], {0})

= ‖[−4, 4]‖

= sup
a∈[−4,4]

|a|

= 4

elde edilir.

Di§er taraftan ΩC(R)'nin tek elemanl� U = {[−1, 3]} alt cümlesi için δ(U) = 0

d�r.

4.3 Quasilineer Uzaylarda Dengeli ve Yutan Cümleler

Tan�m 4.3.1. (X,�) bir quasilineer uzay ve U ⊂ X olmak üzere, |t| ≤ 1 olan her

t ∈ R için t · U ⊆ U kapsamas� sa§lan�yor ise U 'ya dengeli cümle ad� verilir, [23].

Örnek 4.3.1. ΩC(R)'de S({0} , 1) birim yuvar� verilsin. |t| ≤ 1 olmak üzere, her-

hangi bir y ∈ t·S({0} , 1) için y = t·z olacak ³ekilde bir z ∈ S({0} , 1) vard�r. Ayr�ca

z ∈ S({0} , 1) oldu§unda h(z, {0}) ≤ 1 dir. Bu ise z ⊆ [−1, 1] olmas�n� gerektirir.

|t| ≤ 1 oldu§undan

y = t · z ⊆ t · [−1, 1] = [−t, t] ⊆ [−1, 1]

olup y ∈ S({0} , 1) elde edilir. Böylece S({0} , 1) yuvar� dengeli bir cümledir.

Benzer olarak, r > 0 olmak üzere ΩC(R)'de {0} merkezli r yar�çapl� yuvarlar�n

dengeli olaca§� görülebilir.

Örnek 4.3.2.

A = {x ∈ ΩC(R) : x ⊆ [−2, 3]}

olmak üzere t = −1 ve x = [−2, 3] ∈ A için t · x = [−3, 2] /∈ A d�r. Dolay�s�yla

ΩC(R)'de, A cümlesi dengeli cümle de§ildir.
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Örnek 4.3.3. ΩC(R)'de S
(
{2} , 1

2

)
, S ({2} , 3) ve S ([−2, 3] , 4) yuvarlar� dengeli

de§ildir.

Örnek 4.3.4. ΩC(R)'de S
(
[−1, 1] , 1

4

)
yuvar� verilsin. t = 1/2 ve x = [−1, 1] ∈

S
(
[−1, 1] , 1

4

)
olmak üzere,

h

([
−1

2
,
1

2

]
, [−1, 1]

)
= max

{
−1

2
+ 1,

1

2
− 1

}
=

1

2
�

1

4

oldu§undan

t · x =

[
−1

2
,
1

2

]
/∈ S

(
[−1, 1] ,

1

4

)
dir. Böylece S

(
[−1, 1] , 1

4

)
yuvar� dengeli de§ildir.

Ayn� merkezli yuvar, bu kez r = 0.99 yar�çap� ile dü³ünüldü§ünde, t = 0 ve her

x ∈ S ([−1, 1] , 0.99) eleman� için, t · x = [0, 0] /∈ S ([−1, 1] , 0.99) olup bu durum

S ([−1, 1] , 0.99) yuvar�n�n dengeli olmad�§� anlam�na gelir.

Ayn� merkezli yuvar, ³imdi de r = 1 yar�çap� ile dü³ünüldü§ünde S ([−1, 1] , 1)

yuvar�n�n dengeli bir cümle haline geldi§i a³a§�da gösterilmi³tir.

Herhangi bir [a, b] ∈ S ([−1, 1] , 1) eleman� verilsin. Bu durumda

h ([a, b] , [−1, 1]) = max {|a+ 1| , |b− 1|} ≤ 1

olup, buradan

|a+ 1| ≤ 1 ve |b− 1| ≤ 1,

yani

−2 ≤ a ≤ 0 ve 0 ≤ b ≤ 2

elde edilir.

i) −1 ≤ t ≤ 0 olan t elemanlar� için, t · [a, b] = [tb, ta] olup

−1 ≤ t ≤ 0 ve 0 ≤ b ≤ 2

oldu§undan

−2 ≤ tb ≤ 0 ve − 1 ≤ tb+ 1 ≤ 1

dir. Ayr�ca

−1 ≤ t ≤ 0 ve − 2 ≤ a ≤ 0
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oldu§undan

0 ≤ ta ≤ 2 ve− 1 ≤ ta− 1 ≤ 1

elde edilir. Bu ise s�ras�yla, |tb+ 1| ≤ 1 ve |ta− 1| ≤ 1 olaca§� anlam�na gelir.

Böylece

max {|tb+ 1| , |ta− 1|} ≤ 1

dir. Dolay�s�yla

h ([tb, ta] , [−1, 1]) = max {|tb+ 1| , |ta− 1|} ≤ 1

oldu§u göz önüne al�n�rsa,

t · [a, b] = [tb, ta] ∈ S ([−1, 1] , 1)

sonucuna ula³�l�r.

ii) 0 ≤ t ≤ 1 olan t elemanlar� için ise, t · [a, b] = [ta, tb] olup

0 ≤ t ≤ 1 ve 0 ≤ b ≤ 2

oldu§undan

0 ≤ tb ≤ 2 ve − 1 ≤ tb− 1 ≤ 1

dir. Ayr�ca

0 ≤ t ≤ 1 ve − 2 ≤ a ≤ 0

oldu§undan

−2 ≤ ta ≤ 0 ve − 1 ≤ ta+ 1 ≤ 1

elde edilir. Bu ise s�ras�yla, |tb− 1| ≤ 1 ve |ta+ 1| ≤ 1 olaca§� anlam�na gelir.

Buradan

max {|ta+ 1| , |tb− 1|} ≤ 1

elde edilir. Böylece

h ([ta, tb] , [−1, 1]) = max {|ta+ 1| , |tb− 1|} ≤ 1

oldu§u dikkate al�n�rsa,

t · [a, b] = [ta, tb] ∈ S ([−1, 1] , 1)
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olur.

Sonuç olarak |t| ≤ 1 olan her t için, t · S ([−1, 1] , 1) ⊆ S ([−1, 1] , 1) kapsamas�

sa§land�§�ndan, S ([−1, 1] , 1) yuvar� dengelidir.

Benzer dü³ünce ile [−1, 1] simetrik eleman merkezli ve r ≥ 1 yar�çapl� her yu-

var�n dengeli olaca§� da gösterilebilir.

Örnek 4.3.4, simetrik eleman merkezli bir yuvar�n dengeli olup olmayaca§�n�n

yuvar�n yar�çap�na göre de§i³ebildi§ini göstermektedir. Buna göre a³a§�daki sonuç

verilebilir.

Sonuç 4.3.1. ΩC(R)'de S ([−a, a] , r) yuvar� verilsin. Bu durumda S ([−a, a] , r)

yuvar� r ≥ diam([−a,a])
2

= a için dengeli olmas�na ra§men, r < diam([−a,a])
2

= a için

dengeli de§ildir.

�spat. r ≥ a ise, herhangi bir [x, y] ∈ S ([−a, a] , r) eleman� için

h ([x, y] , [−a, a]) = max {|x+ a| , |y − a|} ≤ r

olup, buradan

|x+ a| ≤ r ve |y − a| ≤ r

yani

−r − a ≤ x ≤ r − a ve − r + a ≤ y ≤ r + a

olaca§� söylenir.

i) −1 ≤ t ≤ 0 olan t elemanlar� için, t · [x, y] = [ty, tx] olup

−r + a ≤ y ≤ r + a ve − 1 ≤ t ≤ 0

oldu§undan

−r − a ≤ ty ≤ r − a ve − r ≤ ty + a ≤ r

elde edilir. Ayr�ca

−r − a ≤ x ≤ r − a ve − 1 ≤ t ≤ 0

oldu§undan

−r + a ≤ tx ≤ r + a ve − r ≤ tx− a ≤ r
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elde edilir. Bu ise s�ras�yla, |ty + a| ≤ r ve |tx− a| ≤ r olaca§� anlam�na gelir.

Buradan

max {|ty + a| , |tx− a|} ≤ r

oldu§u söylenir. Böylece

h ([ty, tx] , [−a, a]) = max {|ty + a| , |tx− a|} ≤ r

oldu§u göz önüne al�n�rsa

t · [x, y] = [ty, tx] ∈ S ([−a, a] , r)

sonucuna ula³�l�r.

ii) 0 ≤ t ≤ 1 olan t elemanlar� için ise, t · [x, y] = [tx, ty] olup

−r + a ≤ y ≤ r + a ve 0 ≤ t ≤ 1

oldu§undan

−r + a ≤ ty ≤ r + a ve − r ≤ ty − a ≤ r

elde edilir. Ayr�ca

−r − a ≤ x ≤ r − a ve 0 ≤ t ≤ 1

oldu§undan

−r − a ≤ tx ≤ r − a ve − r ≤ tx+ a ≤ r

elde edilir. Bu ise s�ras�yla, |ty − a| ≤ r ve |tx+ a| ≤ r olaca§� anlam�na gelir.

Buradan

max {|tx+ a| , |ty − a|} ≤ r

yaz�l�r. Böylece

h ([tx, ty] , [−a, a]) = max {|tx+ a| , |ty − a|} ≤ r

oldu§u dikkate al�n�rsa

t · [x, y] = [tx, ty] ∈ S ([−a, a] , r)

olur.
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Sonuç olarak r ≥ a olmas� durumunda, |t| ≤ 1 olan her t için, t · S ([−a, a] , r) ⊆

S ([−a, a] , r) kapsamas� gerçeklenmektedir. Dolay�s�yla r ≥ a için S ([−a, a] , r)

yuvar� dengelidir.

r < a olmas� durumunda ise, herhangi bir [x, y] ∈ S ([−a, a] , r) eleman� ve t = 0

için, t · [x, y] = [0, 0] ve h ([0, 0] , [−a, a]) = a > r oldu§undan [0, 0] /∈ S ([−a, a] , r)

olup, bu; S ([−a, a] , r) yuvar�n�n dengeli olmad�§� anlam�na gelir.

Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Tan�m 4.3.2. (X,�) bir quasilineer uzay ve U ⊂ X olmak üzere, her x ∈ X

eleman�na kar³�l�k |t| ≤ ε olan her t için t · x ∈ U olacak ³ekilde bir ε > 0 var ise

U 'ya yutan cümle ad� verilir, [23].

Örnek 4.3.5. ΩC(R)'de dengeli bir cümle olan S({0} , 1) birim yuvar� ayn� zamanda

yutan bir cümledir:

x ∈ S({0} , 1) ise, ε = 1 olmak üzere, |t| ≤ ε = 1 ³art�n� sa§layan her t için

t · x ∈ S({0} , 1) dir.

x /∈ S({0} , 1) fakat x ∈ ΩC(R) ise bu durumda

h(t · x, {0}) = ‖t · x‖ = |t| ‖x‖

oldu§undan ε = 1/ ‖x‖ olmak üzere, |t| ≤ ε = 1/ ‖x‖ ³art�n� sa§layan her t için

h(t · x, {0}) ≤ 1 elde edilir. Buradan t · x ∈ S({0} , 1) oldu§u söylenir. Böylece

S({0} , 1) yutan bir cümledir.

Benzer olarak, r > 0 olmak üzere ΩC(R)'de {0} merkezli r yar�çapl� yuvarlar�n

yutan cümleler oldu§u görülebilir.

Örnek 4.3.6.

U = S

(
{0} , 1

4

)
∪ {[−2, 2] , [−3, 3]}

³eklinde tan�ml� U cümlesi dengeli olmayan bir yutan cümle örne§idir.

t = 1/4 ve x = [−2, 2] ∈ U olmak üzere,

t · x =

[
−1

2
,
1

2

]
/∈ U
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oldu§undan bu cümle dengeli de§ildir.

Ayr�ca herhangi bir x ∈ ΩC(R) eleman�na kar³�l�k ε = 1
5‖x‖ olmak üzere, |t| ≤ ε

³art�n� sa§layan her t için

h(t · x, {0}) = ‖t · x‖ = |t| ‖x‖ ≤ 1

5
<

1

4

olup, bu; t·x ∈ S({0} , 1
4
) olaca§� anlam�na gelir. S({0} , 1

4
) ⊂ U oldu§undan t·x ∈ U

olur. Böylece U cümlesi yutan bir cümledir.

Tan�m 4.3.3. X bir quasilineer uzay ve F , X'in alt cümlelerinin bir ailesi olmak

üzere, her U ∈ F için V + V ⊂ U olacak ³ekilde bir V ∈ F var ise F ailesine

toplamsald�r denir, [23].

Tan�m 4.3.4. S, herhangi bir X cümlesinin alt cümlelerinin bir ailesi olsun. E§er

S ailesi,

S1) ∅ /∈ S,

S2) A,B ∈ S ise A ∩B ∈ S,

S3) A ∈ S için A ⊂ B ise B ∈ S

ko³ullar�n� gerçekliyor ise S ailesine X üzerinde bir süzgeç denir, [28].

Tan�m 4.3.5. S, X cümlesi üzerinde bir süzgeç ve B ⊂ S bir alt ailesi olsun. E§er

herhangi A ∈ S için B ⊂ A olacak ³ekilde B ∈ B varsa, B ailesine S süzgecinin bir

taban� denir, [28].

Teorem 4.3.1. X bir quasilineer uzay ve B, X'in dengeli ve yutan alt cümlelerinin

toplamsal bir süzgeç taban� olsun. Bu durumda, X için tek türlü belirlenen bir

topoloji üretilebilir. Üstelik B ailesi (bu topolojiye göre) θ'�n kom³uluklar�n�n bir

lokal baz�d�r.

�spat. X'in alt cümlelerinin bir ailesi

τ = {G ⊂ X : ∀x ∈ G için ∃U ⊂ B vard�r 3 x+ U ⊂ G}

olmak üzere, herhangi G1, G2 ∈ τ cümlelerine kar³�l�k, her x ∈ G1 ∩G2 için x ∈ G1

oldu§undan x+U1 ⊂ G1 ve x ∈ G2 oldu§undan x+U2 ⊂ G2 olacak ³ekilde U1, U2 ∈ B

88



cümleleri vard�r. U ∈ B cümlesi U ⊂ U1 ∩ U2 olacak ³ekilde al�n�rsa, bu durumda

x+ U ⊂ G1 ∩G2 olaca§�ndan G1 ∩G2 ∈ τ olur.

I herhangi bir indis cümlesi ve her i ∈ I için Gi ∈ τ olsun. G =
⋃
i∈I
Gi olmak

üzere herhangi bir x ∈ G eleman�na kar³�l�k baz� i ∈ J ⊆ I indisleri için x ∈ Gi

dir. Bu durumda her i ∈ J için x+ Ui ⊂ Gi olacak ³ekilde Ui ∈ B cümleleri vard�r.

U =
⋃
i∈J

Ui olarak tan�mlan�rsa

x+ U ⊂ G

olur. Böylece her i ∈ I için Gi ∈ τ iken G =
⋃
i∈I
Gi ∈ τ olur.

Ayr�ca ∅ ∈ τ oldu§u aç�kt�r.

Son olarak her x ∈ X ve her U ∈ B için x+ U ⊂ X oldu§undan X ∈ τ olur.

Böylece τ ailesi X üzerinde bir topolojidir.

Geriye, X'in dengeli ve yutan alt cümlelerinin toplamsal bir süzgeç taban� olan

B'nin, θ'�n kom³uluklar�n�n bir lokal baz� oldu§unu göstermek kal�r. Bunun için,

öncelikle θ'�n her kom³ulu§u taraf�ndan ihtiva edilen B'nin bir U eleman�n�n mevcut

oldu§u gösterilecektir.

H, θ'�n bir kom³ulu§u olsun. Kom³uluk tan�m�ndan, θ'�n her kom³ulu§u, θ'�

bar�nd�ran bir G aç�k cümlesini içerir. Buna göre G ⊂ H olacak ³ekilde θ'� ihtiva

eden bir G aç�k cümlesi vard�r. Böylece G, θ'� ihtiva etti§inden ve G aç�k oldu§undan

θ + U = U ⊂ G ve U ⊂ G ⊂ H

olacak ³ekilde bir U ∈ B vard�r.

Bunun yan�s�ra, B'nin elemanlar�n�n herbirinin θ'�n bir kom³ulu§u oldu§unun da

yani B ⊂ N oldu§unun da gösterilmesi gerekir. Bunun için herhangi bir U ∈ B

verilsin.

A = {x : x+ V ⊂ U ve V ∈ B}

olmak üzere,

i) θ + U ⊂ U olup, A'n�n tan�m� gere§i, θ ∈ A d�r.

ii) Herhangi bir x ∈ A eleman� verilsin. Bu durumda, x+ V ⊂ U olacak ³ekilde

V ∈ B vard�r. Ayr�ca V yutan bir cümle oldu§undan θ ∈ V dir. Böylece

x = x+ θ ∈ x+ V ⊂ U
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olur. Buradan A ⊂ U sonucuna ula³�l�r.

iii) A'n�n tan�m� gere§i herhangi bir x ∈ A eleman� için

x+ V ⊂ U (4.3.1)

olacak ³ekilde bir V ∈ B vard�r. Di§er taraftan B toplamsal ve V ∈ B oldu§undan

W +W ⊂ V (4.3.2)

olacak ³ekilde W ∈ B cümlesi seçilsin. Aç�k cümle tan�m� gere§ince

x+W ⊂ A (4.3.3)

oldu§u ispatlan�rsa, A'n�n aç�k oldu§u gösterilmi³ olur. Bunun için x + W 'n�n her-

hangi bir t eleman� verilsin. Bu durumda t = x+w olacak ³ekilde bir w ∈ W vard�r.

W yutan bir cümle oldu§undan θ ∈ W olup

t = t+ θ = x+ w + θ ∈ x+ w +W ⊂ x+W +W ⊂ x+ V ⊂ U (4.3.4)

yaz�l�r. Sonuç olarak t+W ⊂ U sa§lan�r. Böylece t ∈ A ve dolay�s�yla x+W ⊂ A

d�r. O halde A ∈ τ olup A aç�kt�r.

i), ii) ve iii) gere§ince B ailesinin her eleman� θ'�n bir kom³ulu§udur.

Sonuç olarak X'in dengeli ve yutan alt cümlelerinin toplamsal bir süzgeç ta-

ban� olan B'nin, X için bir topoloji üretti§i ve B ailesinin (bu topolojiye göre) θ'�n

kom³uluklar�n�n bir lokal baz� oldu§u ispatlanm�³ olur.

4.4 Normlu Quasilineer Uzaylarda Lokalizasyon Prensibi

Bundan sonraki k�s�mda Nx ile, x ∈ X'in tüm kom³uluklar�n�n cümlesi kaste-

dilecektir.

Normlu lineer uzaylarda sa§lanan oldukça önemli özelliklerden biri olan lokalizas-

yon prensibi a³a§�daki gibidir:

X normlu bir lineer uzay, U ⊂ X ve x ∈ X olmak üzere, U 'nun θ'�n bir kom³u-

lu§u olmas� için gerek ve yeter ³art x+ U 'nun x'in bir kom³ulu§u olmas�d�r.

90



Bu k�s�mda normlu quasilineer uzaylar�n, normlu lineer uzaylar�n sa§lad�§� lokali-

zasyon prensibini sa§lamayabilece§i gösterilmi³tir. Daha sonra normlu quasilineer

uzaylar için lokalizasyon prensibinin s�n�rlar� çizilmeye çal�³�lm�³t�r.

A³a§�daki teorem normlu lineer uzaylar�ndaki lokalizasyon prensibinin, normlu

quasilineer uzaylarda sa§lanan yar�s�d�r:

Teorem 4.4.1. X normlu bir quasilineer uzay, x ∈ X ve θ ∈ U ⊂ X olmak üzere

x+ U ∈ Nx ise U ∈ Nθ d�r.

Teoremin ispat� normlu lineer uzaylar için verilenin ayn�s� oldu§undan tekrar

verilmeyecektir.

Bu teoremin kar³�t� normlu lineer uzaylarda do§ru olmas�na ra§men lineer ol-

mayan normlu quasilineer uzaylarda do§ru olmayabilir. Yani X normlu quasilineer

uzay ve U ∈ Nθ olsun. Bu durumda x + U , x'in kom³ulu§u olmayabilir. A³a§�daki

örnek bu durumu yans�tmaktad�r.

Örnek 4.4.1. ΩC(R) normlu quasilineer uzay�nda S({0} , 1) kapal� birim yuvar�

verilsin. S({0} , 1), {0}'�n bir kom³ulu§udur; ancak [2, 3] + S({0} , 1) cümlesi [2, 3]

eleman�n�n bir kom³ulu§u de§ildir.

Aksi kabul edilerek bu durum ispatlanabilir.

[2, 3] + S({0} , 1) cümlesi, [2, 3] eleman�n�n bir kom³ulu§u olsun. Bu durumda

[2, 3] + S({0} , 1) cümlesi [2, 3] merkezli r yar�çapl� bir B([2, 3] , r) aç�k yuvar�n�

içerir. Buna göre

B ([2, 3] , r) ⊂ [2, 3] + (S {0} , 1)

yaz�l�r.

Öncelikle [2, 3] eleman�n�n çap�

diam ([2, 3]) = h ([2, 3]− [2, 3] , {0})

= h ([−1, 1] , {0})

= 1

olup, burada [2, 3] + S({0} , 1) cümlesinin, çap� [2, 3]'ün çap�ndan küçük elemanlar

içermedi§inin belirtilmesi gerekir. Bunun için herhangi bir [a, b] ∈ S({0} , 1) eleman�
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verilsin. Bu durumda

h ([a, b] , {0}) = max {|a| , |b|} ≤ 1

olur. Buradan

−1 ≤ a ≤ 1 ve − 1 ≤ b ≤ 1

elde edilir. S({0} , 1)'in herhangi bir [a, b] eleman� için [2, 3] +S({0} , 1) cümlesinin

elemanlar� [2 + a, 3 + b] ³eklinde olup bu elemanlar�n çap�

diam ([2 + a, 3 + b]) = h ([2 + a, 3 + b]− [2 + a, 3 + b] , {0})

= h ([a− b− 1, b− a+ 1] , {0})

= max {|a− b− 1| , |b− a+ 1|}

dir. −1 ≤ a ≤ 1 ve −1 ≤ b ≤ 1 oldu§undan

−3 ≤ a− b− 1 ≤ 1

ve

−1 ≤ b− a+ 1 ≤ 3

ba§�nt�lar� sa§lan�r. Ayr�ca [a, b] bir aral�k oldu§undan a ≤ b olup

a− b− 1 ≤ −1

ve

1 ≤ b− a+ 1

olaca§�ndan

diam ([2 + a, 3 + b]) ≥ 1

olacakt�r.

Buna göre [2, 3] + S({0} , 1) cümlesi, çap� [2, 3]'ün çap�ndan küçük elemanlar

içermez. · · · (∗)

Halbuki; [2, 3] merkezli B([2, 3] , r) yuvar�; r ≥ diam([2,3])
2

= 1
2
ise baz� tek nokta

cümlelerini, r < diam([2,3])
2

= 1
2
oldu§unda ise 0 ≤ r′ < r olmak üzere [2 + r′, 3 − r′]

³eklindeki aral�klar� ve baz� tek nokta cümlelerini mutlaka ihtiva eder. Gerçekten de,

h([2 + r′, 3− r′] , [2, 3]) = r′ < r
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olup [2 + r′, 3− r′] ∈ B([2, 3] , r) dir.

0 ≤ r′ < r olmak üzere [2 + r′, 3− r′] elemanlar�n�n ve bir tek nokta cümlesinin

çap�n�n [2, 3]'ün çap�ndan küçük oldu§una dikkat edilirse, B([2, 3] , r) aç�k yuvar�,

çap� [2, 3]'ün çap�ndan küçük bir eleman mutlaka bulundurmaktad�r. · · · (∗∗)

Buna göre [2, 3] + S({0} , 1) cümlesi, [2, 3] eleman�n�n bir kom³ulu§u olsayd�,

yani B([2, 3] , r) gibi bir aç�k yuvar� içerseydi, (∗∗)'dan [2, 3]+S({0} , 1) cümlesi de,

çap� [2, 3]'ün çap�ndan küçük elemanlar� ihtiva etmesi gerekirdi. Oysa (∗) gere§ince,

[2, 3] + S({0} , 1) cümlesi böyle elemanlar (çap� [2, 3]'ün çap�ndan küçük eleman-

lar) içermez. Buna göre, [2, 3] + S({0} , 1) cümlesi, [2, 3] eleman�n�n bir kom³ulu§u

de§ildir.

Böylece normlu bir quasilineer uzay olan ΩC(R)'deki singüler elemanlar ile {0}'�n

kom³ulu§u olan bir cümlenin ötelenmesi durumunda lokalizasyon prensibi sa§lan-

mayabilir.

Buna göre X normlu bir quasilineer uzay ve U , θ'�n bir kom³ulu§u olmak üzere,

x+ U , x'in kom³ulu§u olmayabilir, fakat x eleman�n� içermektedir. Di§er taraftan,

normlu quasilineer uzaylarda a³a§�daki sonuç verilebilir.

Teorem 4.4.2. X normlu bir quasilineer uzay ve x ∈ Xr olsun. Bu durumda

U ∈ Nθ olmas� için gerek ve yeter ³art x+ U ∈ Nx olmas�d�r.

�spat. Herhangi bir x ∈ Xr için fx : X → X sürekli öteleme dönü³ümü fx(v) = v+x

³eklinde tan�mlans�n. Bu dönü³üm birebirdir ve f−1
x = f−x ile gösterilen f−x(v) =

v−x ³eklindeki tersi mevcuttur. Ayr�ca f−x de sürekli bir dönü³ümdür. Bu nedenle

fx bir homeomor�zmad�r ve kom³uluklar� korur.

ΩC(R) normlu quasilineer uzay�nda [2, 3]+S({0} , 1) cümlesinin, [2, 3] eleman�n�n

bir kom³ulu§u olmad�§� yukar�daki k�s�mda gösterilmi³ti. Di§er taraftan

←−−−−−−−−−−−−
[2, 3] + S({0} , 1)

olmak üzere
←−−−−−−−−−−−−
[2, 3] + S({0} , 1) =

⋃
z∈[2,3]+S({0},1)

←−z
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cümlesi, [2, 3] merkezli 1 yar�çapl� B([2, 3] , 1) aç�k yuvar�n� içerir. Gerçekten de;

herhangi s = [s1, s2] ∈ B([2, 3] , 1) eleman� al�nd�§�nda

h([s1, s2], [2, 3]) = max{|s1 − 2| , |s2 − 3|} < 1

olup, buradan

|s1 − 2| < 1 ve |s2 − 3| < 1,

yani

1 < s1 < 3 ve 2 < s2 < 4

olaca§� söylenir. Ayr�ca [−1, 1] ∈ S({0} , 1) oldu§undan, z = [2, 3] + [−1, 1] olarak

al�n�rsa

z = [z1, z2] = [1, 4] ∈ [2, 3] + S({0} , 1)

olur. Burada

1 = z1 < s1 ≤ s2 < z2 = 4

olup [s1, s2] ⊂ [z1, z2] dir. Buna göre s = [s1, s2] ∈
←−−−−−−−−−−−−
[2, 3] + S({0} , 1) ve s ∈

B([2, 3] , 1) key� seçildi§inden B([2, 3] , 1) ⊂
←−−−−−−−−−−−−
[2, 3] + S({0} , 1) olur.

Sonuç olarak
←−−−−−−−−−−−−
[2, 3] + S({0} , 1) cümlesi, [2, 3]'ün bir kom³ulu§udur.

Bu örnek, quasilineer uzaylarda bir cümlenin doldurulu³u kavram�n�n ortaya at�l-

mas�n�n gerekçesini izah etmektedir.

Normlu bir quasilineer uzayda lokalizasyon prensibi, bir cümlenin doldurulmas�

kavram� ile ³u ³ekilde sunulabilir.

Teorem 4.4.3. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, x ∈ X ve D(θ, r1), X'in θ

merkezli, r1 yar�çapl� aç�k veya kapal� yuvar� olsun. Bu durumda

←−−−−−−−−
x+D(θ, r1) ∈ Nx

dir.

�spat.
←−−−−−−−−
x+D(θ, r1) cümlesinin x eleman�n�n bir kom³ulu§u oldu§unu göstermek

için, B(x, r1), x merkezli r1 yar�çapl� aç�k yuvar olmak üzere,

B(x, r1) ⊂
←−−−−−−−−
x+D(θ, r1)
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kapsamas�n�n sa§land�§�n� göstermek gerekir. Herhangi bir z ∈ B(x, r1) eleman�

için,

h(z, x) = inf {r ≥ 0 : z � x+ ar1, x � z + ar2 ve ‖ari‖ ≤ r, i = 1, 2}

< r1 (4.4.1)

yaz�labilir. Gösterimde k�sal�k olmas� amac�yla

A = {r ≥ 0 : z � x+ ar1, x � z + ar2 ve ‖ari‖ ≤ r, i = 1, 2}

denilirse, in�mum tan�m�ndan, her ε > 0 için

r < inf A+ ε (4.4.2)

olacak ³ekilde r ∈ A bulunabilir. Bu durumda

0 < ε < r1 − inf A

olacak ³ekilde sabit bir ε say�s� için de (4.4.2) ba§�nt�s� geçerlidir. Buna göre

r < inf A+ ε < inf A+ r1 − inf A = r1

olacak ³ekilde r ∈ A bulunabilir. h(z, x) = inf A oldu§undan, in�mum tan�m�

gere§ince her r ∈ A için, inf A ≤ r dir. Böylece

h(z, x) ≤ r < r1

olacak ³ekilde bir r vard�r. Buna göre h(z, x) ≤ r < r1 ve Hausdor� metri§in

tan�m�ndan,

‖ar1‖ ≤ r < r1

olmak üzere,

z � x+ ar1

olacak ³ekilde bir ar1 vard�r. Böylece ar1 ∈ D(θ, r1) olup z ∈
←−−−−−−−−
x+D(θ, r1) yaz�l�r.

z ∈ B(x, r1) eleman� key� seçildi§inden

B(x, r1) ⊂
←−−−−−−−−
x+D(θ, r1)

dir. Buradan
←−−−−−−−−
x+D(θ, r1) ∈ Nx

sonucu elde edilir.
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A³a§�daki teorem quasilineer uzaylar için, Teorem 4.4.3'ün, bir cümlenin doldu-

rulmas� kavram� kullan�larak sunulabilecek farkl� bir formudur.

Teorem 4.4.4. X bir quasilineer uzay ve B, X'in dengeli ve yutan alt cümlelerinin

toplamsal bir süzgeç taban� olsun. Ayr�ca a ∈ X ve U ∈ B olsun. Bu durumda,

U ∈ B ise
←−−−
a+ U ∈ Na (4.4.3)

d�r.

�spat. Teorem 4.3.1'de

τ = {G ⊂ X : ∀x ∈ G için ∃U ⊂ B vard�r 3 x+ U ⊂ G}

cümlesinin, X quasilineer uzay� için bir topoloji oldu§u ispat edilmi³ti.

B'nin, U ∈ B cümlesi ve a eleman�na kar³�l�k Ga cümlesi

Ga = {x ∈ X : x+ V ⊂ a+ U ve V ∈ B}

³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda

(i) a+ U ⊂ a+ U oldu§undan, a ∈ Ga d�r.

(ii) Herhangi bir z ∈ Ga için z + V ⊂ a+ U olacak ³ekilde bir V ∈ B vard�r.

V ∈ B oldu§undan V yutan bir cümle olup, θ'� içerir. Buna göre her z ∈ Ga

için,

z = z + θ ∈ z + V ⊂ a+ U

oldu§undan z ∈ a + U dur. Ayr�ca a + U ⊆
←−−−
a+ U oldu§undan, her z ∈ Ga için

z ∈
←−−−
a+ U olur. Böylece z, Ga'n�n key� bir eleman� olarak seçildi§inden Ga ⊂

←−−−
a+ U

elde edilir.

(iii) Son olarak Ga cümlesinin aç�k oldu§u gösterilirse
←−−−
a+ U cümlesinin a'n�n bir

kom³ulu§u oldu§u ispatlanm�³ olacakt�r. Bunun için herhangi bir z ∈ Ga eleman�

verilsin. Ga'n�n tan�m�ndan

z + V ⊂ a+ U (4.4.4)

olacak ³ekilde bir V ∈ B vard�r. Di§er taraftan B toplamsal ve V ∈ B oldu§undan,

W +W ⊂ V
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olacak ³ekilde W ∈ B cümlesi seçilsin.

τ topolojisine göre, aç�k cümle tan�m� gere§ince z ∈ Ga key� seçilimi için z+W ⊂

Ga oldu§u ispatlan�rsa, Ga'n�n aç�k oldu§u gösterilmi³ olur. Bunun için z + W 'n�n

herhangi bir t eleman� verilsin. Bu durumda t = z + w olacak ³ekilde bir w ∈ W

vard�r. Buradan

t+W ⊂ z +W +W ⊆ z + V ⊂ a+ U

olup, sonuç olarak t+W ⊂ a+ U elde edilmi³ olur. Bu ise t ∈ Ga demektir.

t ∈ z + W key� seçildi§inden z + W ⊂ Ga oldu§u sonucuna ula³�l�r. Böylece

her z ∈ Ga için z + W ⊂ Ga olacak ³ekilde bir W ∈ B mevcut olup, bu durum Ga

cümlesinin aç�k oldu§u anlam�na gelir.

Sonuç olarak U ∈ B iken,
←−−−
a+ U cümlesinin a'n�n bir kom³ulu§u oldu§u ispat-

lanm�³ olur.
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BÖLÜM 5

NORMLU QUAS�L�NEER UZAYLARDA ALT VE

ÜST YARI YAKINSAKLIK

Önceki k�s�mlarda, X bir normlu quasilineer uzay olmak üzere her x, y ∈ X için

hX (x, y) = inf {r ≥ 0 : x � y + ar1, y � x+ ar2 ve ‖ari‖X ≤ r, ari ∈ X, i = 1, 2}

fonksiyonunun Hausdor� metrik olarak adland�r�lan X üzerinde bir metrik tan�m-

lad�§� ve

hX (x, y) ≤ ‖x− y‖X

e³itsizli§inin sa§land�§� ifade edilmi³ti. Klasik normlu uzaylar teorisinde oldu§u gibi,

normdan türeyen metrik (norm metri§i) olarak bilinen d (x, y) = ‖x− y‖ e³itli§i

sa§lanmad�§�ndan, normlu bir quasilineer uzayda, yak�nsama ve Cauchy dizisi olma

gibi topolojik özellikleri, norma göre de§il de normun türetti§i Hausdor� metri§e

göre incelemek daha do§ru olacakt�r.

Yukar�daki aç�klamalardan hareketle, bu bölümde normlu quasilineer uzaylarda

bir dizinin alt ve üst yar� yak�nsakl�§� kavramlar� tan�t�lm�³ ve bu kavramlara ili³kin

bir tak�m örnekler verilerek baz� sonuçlar elde edilmi³tir. Bu yeni tan�mlar normlu

quasilineer uzaylarda yak�nsak olmayan diziler için yak�nsama ile ilgili alternatif

tan�mlard�r.

Normlu quasilineer uzaylarda, bir dizinin alt ve üst yar� yak�nsakl�§� kavram-

lar�na duyulan ihtiyaç a³a§�daki önermeden sonra aç�klanacakt�r. Bu kavramlar�

tan�mlarken kullan�lan temel �kir bu önermenin yorumlanmas�na dayanmaktad�r.

Önerme 5.0.1. (X,�) bir normlu quasilineer uzay, x ∈ X ve hX , X üzerindeki

normdan türeyen Hausdor� metrik olsun. X'deki bir (xn) dizisinin x eleman�na

yak�nsamas�yla ilgili a³a§�daki çift gerektirmelerin sa§ tara�ar� denktir:

• xn → x⇔ � ∀ε > 0 için, n ≥ N oldu§unda hX (xn, x) ≤ ε olacak ³ekilde en

az bir N=N(ε)∈N vard�r.�
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• xn → x ⇔ � ∀ε > 0 için, n ≥ N oldu§unda xn � x + aε1,n, x � xn + aε2,n

ve
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε (i = 1, 2) olacak ³ekilde

(
aεi,n
)
⊂ X dizileri ve bir N=N(ε)∈N

say�s� vard�r.�

�spat. Her ε > 0 için n ≥ N oldu§unda,

hX (xn, x) = inf
{
r ≥ 0 : xn � x+ ar1,n, x � xn + ar2,n ve

∥∥ari,n∥∥ ≤ r, i = 1, 2
}
≤ ε

olacak ³ekilde en az bir N do§al say�s� mevcut olsun. Bu durumda

xn � x+ ar1,n, x � xn + ar2,n ve
∥∥ari,n∥∥ ≤ r, i = 1, 2

özelliklerini sa§layan tüm r de§erlerinin in�mumu ε de§erinden küçük e³it oldu§un-

dan,

xn � x+ aε1,n, x � xn + aε2,n ve
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε, i = 1, 2

sa§lan�r.

Di§er taraftan, her ε > 0 için n ≥ N oldu§unda

xn � x+ aε1,n, x � xn + aε2,n ve
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε, i = 1, 2

olacak ³ekilde en az bir N=N(ε) do§al say�s�n�n mevcut oldu§u kabul edilirse, in�-

mum tan�m� gere§ince

inf
{
r ≥ 0 : xn � x+ ar1,n, x � xn + ar2,n ve

∥∥ari,n∥∥ ≤ r, i = 1, 2
}
≤ ε

olur. Bu ise n ≥ N oldu§unda, hX (xn, x) ≤ ε olmas� demektir.

Önerme 5.0.1, bir X quasilineer uzay�nda verilen bir (xn) dizisi için, x ∈ X

olmak üzere, limxn = x olmas�n�n, "Her ε > 0 için n ≥ N oldu§unda xn � x+ aε1,n,

x � xn + aε2,n ve i = 1, 2 için
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε olacak ³ekilde

(
aεi,n
)
⊂ X dizileri ve bir

N=N(ε)∈N say�s� vard�r" anlam�na geldi§ini ifade etmektedir.

Dikkat edilirse, i = 1, 2 için
∥∥aεi,n∥∥ ≤ ε olmak üzere, xn � x+aε1,n ve x � xn+aε2,n

s�ralamalar�n�n her ikisi ayn� anda sa§lanmayabilir. Böyle bir durumun olmas�ndan

yola ç�k�larak, bu bölümde dizilerin yak�nsakl�§� ile ilgili yeni bir tan�m verilecektir.

Bu yeni tan�mlar normlu quasilineer uzaylarda dizilerin yak�nsal�§� kavram�na bir

alternatif olu³turmaktad�r.
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Tan�m 5.0.1. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, (xn), X'de bir dizi ve x ∈ X

olsun. Bu durumda her ε > 0 için n ≥ N oldu§unda

x � xn + aεn, ‖aεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (aεn) ⊂ X dizisi ve N=N(ε)∈N say�s� mevcut ise (xn) dizisi x'e

alt yar� yak�nsakt�r denir ve bu durum ls-lim xn = x ile gösterilir. x eleman�na da

(xn)'nin alt yar� limiti denir.

Her ε > 0 için n ≥ N oldu§unda

xn � y + bεn, ‖bεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (bεn) ⊂ X dizisi ve N=N(ε)∈N say�s� mevcut ise (xn) dizisi, y'ye

üst yar� yak�nsakt�r denir ve bu durum us-lim xn = y ile gösterilir. y eleman�na da

(xn)'nin üst yar� limiti denir.

Uyar� 5.0.1. (X,�) normlu quasilineer uzay�nda bir (xn) dizisinin alt yar� limiti

ve üst yar� limiti (e§er mevcut ise) tek olmayabilir. Fakat bir dizinin bütün alt (üst)

yar� limitleri birbirleriyle kar³�la³t�r�labilirdir. Yani,

ls-limxn = x1 ve ls-limxn = x2 ise x1 � x2 veya x2 � x1 dir

ve

us-lim xn = y1 ve us-lim xn = y2 ise y1 � y2 veya y2 � y1 dir.

Önerme 5.0.2. (X,�) bir normlu quasilineer uzay, (xn) X'de bir dizi ve x, y ∈ X

olmak üzere,

i) ls-lim xn = x ve y � x ise bu durumda ls-lim xn = y dir,

ii) us-lim xn = x ve x � y ise bu durumda us-lim xn = y dir.

�spat. i) ls-lim xn = x ve y � x olsun. Bu durumda her ε > 0 için n ≥ N

oldu§unda

x � xn + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (aεn) ⊂ X dizisi ve N = N (ε) do§al say�s� vard�r. y � x oldu§un-

dan, n ≥ N iken,

y � xn + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε
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olur. Bu ise ls-lim xn = y demektir.

ii) us-lim xn = x ve x � y olsun. Bu durumda ∀ε > 0 için n ≥ N iken,

xn � x+ aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (aεn) ⊂ X dizisi ve N = N (ε) do§al say�s� vard�r. x � y oldu§un-

dan, n ≥ N iken,

xn � y + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε

olur. Böylece us-lim xn = y olur.

Teorem 5.0.1. (X,�) bir normlu quasilineer uzay, (xn) X'de bir dizi ve x, y ∈ X

olmak üzere ls-lim xn = x ve us-lim xn = y ise x � y dir.

�spat. ls-lim xn = x ve us-lim xn = y olsun. Bu durumda her ε > 0 için n ≥ N

oldu§unda

x � xn + aεn, ‖aεn‖ ≤
ε

2

ve n ≥ N ′ oldu§unda

xn � y + bεn, ‖bεn‖ ≤
ε

2

olacak ³ekilde s�ras�yla (aεn) , (bεn) ⊂ X dizileri ve N = N (ε) , N ′ = N ′ (ε) do§al

say�lar� mevcuttur. N∗ = max {N,N ′} olarak seçilir ve aεn � aεn ve xn � y + bεn

oldu§u göz önüne al�n�rsa, n ≥ N∗ oldu§unda

xn + aεn � y + aεn + bεn

elde edilir. ��� k�smi s�ralama ba§�nt�s� geçi³meli oldu§undan

x � y + aεn + bεn

yaz�l�r. Ayr�ca

‖aεn + bεn‖ ≤ ‖aεn‖+ ‖bεn‖ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

olup, normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.5) gere§ince x � y elde edilir.

Böylece herhangi bir (xn) dizisi için ls-lim xn � us-lim xn dir.

Uyar� 5.0.2. Normlu bir quasilineer uzayda bir dizi üstten a eleman�na alttan b

eleman�na yak�nsayabilir. Yani bir dizi üst yar� yak�nsak ve alt yar� yak�nsak olabilir;

ancak bu durum dizinin yak�nsak olaca§� anlam�na gelmez.
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Önerme 5.0.3. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, (xn) X'de bir dizi ve x ∈ X

olsun. Bu durumda (xn) dizisi x eleman�na hem alt yar� yak�nsak hem de üst yar�

yak�nsak ise (xn) dizisi x'e yak�nsakt�r.

�spat. (xn) dizisi x eleman�na hem alt yar� yak�nsak hem de üst yar� yak�nsak olsun.

ls-lim xn = x oldu§undan, verilen bir ε > 0 için, n ≥ N iken

x � xn + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (aεn) ⊂ X dizisi ve N = N(ε) do§al say�s� vard�r.

Di§er taraftan us-lim xn = x oldu§undan her ε > 0 için, n ≥ N ′ iken

xn � x+ bεn ve ‖bεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (bεn) ⊂ X dizisi ve N ′ = N ′ (ε) do§al say�s� mevcuttur. Bu

durumda

N∗ = max {N,N ′}

olarak seçilirse, her ε > 0 için, n ≥ N∗ oldu§unda

x � xn + aεn, ‖aεn‖ ≤ ε

ve

xn � x+ bεn, ‖bεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde (aεn) , (bεn) ⊂ X dizileri vard�r. Bu ise lim xn = x anlam�na gelir.

Dolay�s�yla, ls-lim xn = x ve us-lim xn = x ise lim xn = x dir.

Örnek 5.0.1. ΩC (R) normlu quasilineer uzay�nda, genel terimi xn =
[
− 1
n
, 1 + 1

n

]
olmak üzere, (xn) dizisi verilsin. Bu durumda herhangi bir ε > 0 say�s�na kar³�l�k,

N = 1 ve aεn = {0} ∈ ΩC (R)

olarak seçilirse, her n ≥ N için

[0, 1] ⊆
[
− 1

n
, 1 +

1

n

]
+ aεn ve ‖aεn‖ = ‖{0}‖ = 0 < ε

sa§lan�r. Böylece ls-lim xn = [0, 1] olur.
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Di§er taraftan, verilen herhangi bir ε > 0 için,

N(ε) =

⌊
1

ε

⌋
+ 1 ∈ N ve bεn =

[
− 1

n
,

1

n

]
∈ ΩC (R)

olarak seçilirse, n ≥
⌊

1
ε

⌋
+ 1 oldu§unda

‖bεn‖ =

∥∥∥∥[− 1

n
,

1

n

]∥∥∥∥ =
1

n
<

1⌊
1
ε

⌋
+ 1

<
1
1
ε

= ε

ve [
− 1

n
, 1 +

1

n

]
⊆ [0, 1] +

[
− 1

n
,

1

n

]
=

[
− 1

n
, 1 +

1

n

]
sa§lan�r. Böylece us-lim xn = [0, 1] olur. Burada

⌊
1
ε

⌋
ile 1

ε
say�s�n�n tam de§eri

kastedilmektedir.

Sonuç olarak (xn) dizisi ΩC (R)'de [0, 1] eleman�na hem alt yar� yak�nsak hem

de üst yar� yak�nsak oldu§undan, (xn) dizisi [0, 1]'e yak�nsakt�r.

Normlu bir quasilineer uzayda bir dizi alt yar� yak�nsak olmad�§� halde üst yar�

yak�nsak veya üst yar� yak�nsak olmad�§� halde alt yar� yak�nsak olabilir. A³a§�daki

örnekler bu durumu yans�tmaktad�r.

Örnek 5.0.2. Örnek 5.0.1'deki (xn) dizisi göz önüne al�n�rsa, y =
[
0, 1

2

]
∈ ΩC (R)

olmak üzere, (xn) dizisinin y'ye alt yar� yak�nsak oldu§u aç�kt�r.

Di§er taraftan us-lim xn = y =
[
0, 1

2

]
oldu§u kabul edilirse ε = 1/100 için,

n = N + 1000 olmak üzere,[
− 1

n
, 1 +

1

n

]
=

[
− 1

N + 1000
, 1 +

1

N + 1000

]
⊆
[
0,

1

2

]
+ bεn ve ‖bεn‖ ≤ ε =

1

100

olacak ³ekilde (bεn) ⊂ ΩC (R) dizisi ve bir N(ε) say�s� bulunabilmelidir. Ayr�ca

‖bεn‖ ≤ 1
100

oldu§unda bεn ⊆
[
− 1

100
, 1

100

]
olmak zorundad�r. Fakat bu durumda[

− 1

N + 1000
, 1 +

1

N + 1000

]
⊆

[
0,

1

2

]
+

[
− 1

100
,

1

100

]
=

[
− 1

100
,
1

2
+

1

100

]
(5.0.1)

olur.
1

2
+

1

100
≤ 1 +

1

N + 1000
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oldu§undan, (5.0.1) kapsamas�n�n sa§lanmas� mümkün de§ildir. Böylece us-lim

xn = y =
[
0, 1

2

]
oldu§u kabulü yanl�³t�r.

Dolay�s�yla (xn) dizisi y eleman�na alt yar� yak�nsakt�r; fakat üst yar� yak�nsak

de§ildir.

Örnek 5.0.3. Örnek 5.0.1'deki (xn) dizisi z = [0, 2] ∈ ΩC (R) eleman�na alt yar�

yak�nsak olmamas�na ra§men üst yar� yak�nsakt�r.

Örnek 5.0.4. ΩC (R) quasilineer uzay�nda xn = [−n, n] ³eklinde tan�mlanan (xn)

dizisi x ⊆ [−1, 1] ∈ ΩC (R) olacak ³ekildeki tüm x elemanlar�na alt yar� yak�nsakt�r.

Fakat (xn) dizisi ΩC (R)'de üst yar� yak�nsak bir dizi de§ildir:

Herhangi bir ε > 0 say�s�na kar³�l�k, N = 1 ve aεn = {0} ∈ ΩC (R) olarak

seçilirse, her n ≥ N için

x ⊆ [−1, 1] ⊆ [−n, n] + aεn ve ‖aεn‖ = ‖{0}‖ = 0 < ε

sa§lan�r. Böylece x ⊆ [−1, 1] ∈ ΩC (R) olacak ³ekildeki tüm x elemanlar� için ls-lim

xn = x olur.

Di§er taraftan, n ∈ N key� oldu§undan, herhangi sabit bir ε > 0 için

[−n, n] ⊆ y + bεn ve ‖bεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir y ∈ ΩC (R) yoktur. Böylece (xn) dizisi ΩC (R)'de herhangi bir

elemana üst yar� yak�nsak de§ildir.

Örnek 5.0.5. ΩC (R) quasilineer uzay�nda

xn =


[
1− 1

n
, 1 + 1

n

]
, n tek ise[

−1− 1
n
,−1 + 1

n

]
, n çift ise

olarak tan�mlanan (xn) dizisi [−2, 2] eleman�na üst yar� yak�nsakt�r; fakat bu dizi

ΩC (R)'de herhangi bir elemana alt yar� yak�nsak de§ildir.

A³a§�daki k�s�mda, normlu quasilineer uzaylarda dizilerin yak�nsakl�§� ile ilgili

Tan�m 5.0.1'in bir sonucu olarak baz� özellikler verilmi³tir.
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Teorem 5.0.2. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, (xn) ve (yn) X'de iki dizi ve

x, y ∈ X olsun. Bu durumda,

i) ls-lim xn = x ve her n ∈ N için xn � yn ise ls-lim yn = x dir,

ii) us-lim xn = y ve her n ∈ N için yn � xn ise us-lim yn = y dir.

�spat. i) ls-lim xn = x ve her n ∈ N için xn � yn oldu§u kabul edilirse, her ε > 0

için n ≥ N oldu§unda

x � xn + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde bir (aεn) ⊂ X dizisi ve N = N (ε) do§al say�s� vard�r. xn � yn

oldu§undan, n ≥ N için x � yn + aεn yaz�l�r. Buradan, ls-lim yn = x elde edilir.

ii), i)'nin ispat�na benzer dü³ünce ile yap�labilece§inden, ispat�n bu k�sm� veril-

meyecektir.

Teorem 5.0.3. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, (xn) ve (yn) X'de iki dizi ve

x, y ∈ X olsun. Bu durumda ls-lim xn = x, us-lim yn = y ve her n ∈ N için

xn � yn ise x � y olur.

�spat. ls-lim xn = x, us-lim yn = y ve her n ∈ N için xn � yn olsun. Bu durumda

her ε > 0 için, n ≥ N oldu§unda

x � xn + aεn ve ‖aεn‖ ≤ ε/2

ve n ≥ N ′ oldu§unda

yn � y + bεn ve ‖bεn‖ ≤ ε/2

olacak ³ekilde (aεn) , (bεn) ⊂ X dizileri ve N = N (ε) ve N ′ = N ′ (ε) do§al say�lar�

mevcuttur.

N∗ = max {N,N ′} olarak al�n�r ve xn � yn oldu§una dikkat edilirse, n ≥ N∗

oldu§unda x � y + aεn + bεn yaz�labilir. Ayr�ca

‖aεn + bεn‖ ≤ ‖aεn‖+ ‖bεn‖ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

oldu§undan normlu quasilineer uzay aksiyomlar�ndan (2.3.5) gere§ince x � y elde

edilir.
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�imdi dizilerin yak�nsamas� ile ilgili S�k�³t�ma Teoremi (Sandwich Teoremi) olarak

bilinen me³hur teoremin bir benzeri normlu quasilineer uzaylardaki diziler için veri-

lecektir.

Teorem 5.0.4. (xn) , (yn) ve (zn), (X,�) normlu quasilineer uzay�nda diziler ve

x ∈ X olsun. Bu durumda ls-lim xn = x, us-lim zn = x ve her n ∈ N için,

xn � yn � zn ise lim yn = x dir.

�spat. (xn) , (yn) ve (zn) dizileri teoremin hipotezinde ifade edildi§i gibi olsun. Bu

durumda her ε > 0 için, n ≥ N oldu§unda

x � xn + aεn, ‖aεn‖ ≤ ε

ve n ≥ N ′ oldu§unda

zn � x+ bεn, ‖bεn‖ ≤ ε

olacak ³ekilde (aεn) , (bεn) ⊂ X dizileri ve N = N (ε) ve N ′ = N ′ (ε) do§al say�lar�

vard�r.

N∗ = max {N,N ′} olarak al�n�rsa, xn � yn ve yn � zn oldu§undan, n ≥ N∗ için

x � yn + aεn ve yn � x+ bεn yaz�l�r. Ayr�ca ‖aεn‖ ≤ ε ve ‖bεn‖ ≤ ε olup, buradan lim

yn = x elde edilir.

Teorem 5.0.5. (X,�) normlu bir quasilineer uzay, (xn) ve (yn) X'de iki dizi ve

x, y ∈ X olsun. Bu durumda her α, β ∈ R için,

i) ls-lim xn = x ve ls-lim yn = y ise ls-lim (α · xn + β · yn) = α · x+ β · y dir,

ii) us-lim xn = x ve us-lim yn = y ise us-lim (α · xn + β · yn) = α · x + β · y

dir.

�spat. i) ls-lim xn = x ve ls-lim yn = y oldu§undan, her ε > 0 için n ≥ N

oldu§unda

x � xn + aεn, ‖aεn‖ ≤
ε

2 |α|
ve n ≥ N ′ oldu§unda

y � yn + bεn, ‖bεn‖ ≤
ε

2 |β|
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olacak ³ekilde (aεn) , (bεn) ⊂ X dizileri ve N = N (ε) ve N ′ = N ′ (ε) do§al say�lar�

mevcuttur. (2.2.8), (2.2.12), (2.2.13), (2.3.2) ve (2.3.3) aksiyomlar� dikkate al�n�rsa,

N∗ = max {N,N ′} olmak üzere, n ≥ N∗ için

α · x+ β · y � α · xn + β · yn + α · aεn + β · bεn

ve

‖α · aεn + β · bεn‖ ≤ |α| ‖aεn‖+ |β| ‖bεn‖ < ε

olur. Buna göre ls-lim (α · xn + β · yn) = α · x+ β · y dir.

Benzer dü³ünce ile ii) de ispatlanabilir.

A³a§�daki ifade Teorem 5.0.5'un bir sonucudur.

Sonuç 5.0.1. (xn), (X,�) normlu quasilineer uzay�nda bir dizi, x, y ∈ X ve α ∈ R

olsun. Bu durumda,

i) ls-lim xn = x ise ls-lim (α · xn + y) = α · x+ y olur,

ii) us-lim xn = x ise us-lim (α · xn + y) = α · x+ y olur.
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