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“I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar1 ve Bazi Genellestirmeleri” isimli bu tez calis-
mas1 beg boliimden olugsmaktadir. Girig boliimiinde quasilineer uzay kavraminin
geligim siireci, kullanim alanlar1 ve bir quasilineer uzay 6rnegi verilmistir.

Ikinci boliimde daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan temel tanmm ve
teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde quasilineer uzay, normlu quasilineer uzay, —uzay1 ve quasi-
lineer operator kavramlar: tamitilmigtir. Ayrica bu kavramlarla ilgili temel teorem
ve sonuglar da bu boliimde verilmigtir.

Dordiincii ve beginci boliim ¢alismamizin orjinal kismidir. Dordiincii béliimde
lineer i¢ carpim uzaylarinin bir genellestirmesi olan i¢ carpim quasilineer uzaylar: ve
Hilbert quasilineer uzaylar tanitilmistir. Bu boliim i¢ carpim quasilineer uzaylariyla
ilgili baz1 yeni tanim, teorem ve sonuglardan olugmaktadir. Quasilineer uzaylarda
ortogonal ve ortonormal sistemler ile Hilbert quasilineer uzaylarin bazi yeni 6zellik-
leri bu boliimde incelenmistir. Ayrica lineer uzaylardaki bazi teoremlerin quasilineer
karsiliklar: verilmigtir.

Son boliimde ise farkli bir quasilineer uzay 6rnegi olan /R" interval uzay1 ve
Is,1ly, Ic, Icy, Ils interval dizi uzaylar1 tanitilarak bu uzaylarla ilgili baz cebirsel
calismalar yapilmigtir.
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This study which is entitled “Inner Product Quasilinear Spaces and Some
Generalizations” contains five chapters. In the first chapter, the necessary knowledge
about development of quasilinear spaces, usage areas and an example of quasilinear
spaces are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems which are used in
the following chapters, are given.

In the third chapter, quasilinear spaces, normed quasilinear spaces, {)—space
and quasilinear operators are introduced. Also some basic theorems and results
which are related to these spaces are given.

The fourth and fifth chapters are original parts of this study. In the fourth
chapter, the concept of inner product quasilinear spaces which are generalization of
the inner product spaces and Hilbert quasilinear spaces are defined. Furthermore,
in this chapter deals with the some new definitions, theorems and results which
are concerned with inner product quasilinear spaces. In addition, orthogonal and
orthonormal systems in quasilinear spaces and some new properties of Hilbert quasi-
linear spaces are examined. Also, quasilinear counterpart of some theorems in linear
spaces, are given.

In the last chapter, IR™ interval spaces and Is, Il., Ic,Icgy, Il5 interval se-
quences spaces which are another examples of the quasilinear spaces are introduced.
Furthermore, some algebraic studies on these spaces are given.
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SIMGELER DIZINi

Bu ¢aligmada kullanilan bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte agagida verilmistir.

Qc(E)

C'la, b]

Se()
D(A, B)
inf (sup)
X, (X,)
Xa

Xod
r—boyX (s — boyX)
FY

Fy (Fx)
Fii

AL

X

IR"

Is

Il

Icg

1l

Reel sayilar kiimesi,

Kompleks sayilar kiimesi,

Bir F normlu uzaymin tiim bostan farkl kapal ve
smirh alt kiimelerinin ailesi,

Bir F normlu uzayimin tiim bogtan farkl kapali si-
nirh ve konveks alt kiimelerinin ailesi,

la, b] arahiginda tanimli, reel degerli ve siirekli fonk-
siyonlarin uzayai,

0 merkezli € yaricaph agik yuvar,

A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik,
infimum (supremum),

X quasilineer uzaymin regiiler (singiiler) alt uzay,
X quasilineer uzayinin simetrik alt uzayi,

X quasilineer uzayimin simetrik tistii alt uzay,

X quasilineer uzaymn regiiler (singtiler) boyutu,

x elemaninin M deki zemini,

x elemanimin zemini (X quasilineer uzaymin zemini),
M kiimesinin X deki zemini,

A nin ortogonal tiimleyeni,

X quasilineer uzayinin saglamlagtirmasi,

n boyutlu intervallerin kiimesi,

tiim interval dizilerin kiimesi,

IR* iginde tiim sinirh diziler kiimesi,

IR* i¢inde sifira yakinsayan tiim diziler kiimesi,
IR* iginde >°°° || X, [|% < oo olan tiim (X,,) dizileri-

nin kiimesi.



BOLUM 1
GIRIS

Normlu uzaylar, Banach uzaylar1 ve Hilbert uzaylar1 klasik analizde 6nemli
bir yeri olan lineer uzay kavrami iizerine inga edilmistir. Bu uzaylarin kendilerine
has ozellikleri sayesinde, klasik tek degerli fonksiyonlarla olugturulan diferansiyel
denklemler, bir¢cok bilimsel problemin modellenmesinde 6nemli olmustur. Ancak
bazi doga problemlerinin tek degerli fonksiyonlarin iirettigi diferansiyel denklem-
ler ile modellenmedigi goriilmiis ve bu sorunu ¢6zmek i¢in kiime degerli fonksiyon-
larla elde edilen kiime diferansiyel denklemleri ortaya ¢ikarilmigtir. Aseev, [1| nu-
maral ¢aligmasinda bu tip denklemleri incelemigtir. Aseev [1]’de quasilineer uzay
kavramini tanimlamig ve bu tanimlamay1 yaparken bir kismi siralama bagintis1 kul-
lanmigtir. Yine burada lineer fonksiyonel analizdeki énemli tanim ve teoremlerin
tutarh karsiliklarini quasilineer uzay teorisinde verebilmigtir. “=" bagintisi, ayni za-
manda bir kismi siralama bagintisi oldugundan, Aseev [1|’de her reel lineer uzaymn
aslinda Ozel bir cesit quasilineer uzay oldugunu da belirtmistir. Quasilineer uzay-
larda tanimlanan norm fonksiyonun da aym kismi siralama bagintisiyla lineer uzay-
lardaki norm fonksiyonuna doniistiigiinii gostermistir. Bu sayede klasik tek degerli
fonksiyonlarin analizinde 6nemli yeri olan teoremlerin kargiliklarini, kiime degerli
fonksiyonlarin normlu quasilineer uzaylarinda da verebilmistir.

Tek degerli fonksiyonlarla elde edilen diferansiyel denklemlerin ¢éziim kiimele-
rinin bulunmasi miimkiin olmasina ragmen, kiime degerli diferansiyel denklemler
i¢in ¢6ziim kiimelerini bulmak ¢ok zor veya miimkiin degildir. Bunun nedeni ise
kiime diferansiyel denklemlerini meydana getiren fonksiyon uzaylarinin lineer uzay
yapisina sahip olmamasidir. Burada bahsedilen lineer uzay tegkil etmeyen kiime
ailelerinin en 6nemlileri, R™'in kompakt ve kompakt-konveks alt kiimelerinin sinifi
olan Q(R™) ve Q¢(R")’dir. Bu nedenle galigmamizda quasilineer uzayin yapisini
daha iyi anlayabilmek i¢in ikinci boliimde [2]'den yaralanarak Qc(R™) ve Q(R")

aileleri incelenmigtir. Burada verilen en 6nemli husus da Q¢ (R") veya Q(R™) gibi



lineer yapida olmayan kiime ailelerinde toplama (+) iglemi Minkowski toplami ve
skalerle garpma (-) islemi bir reel say1 ile bir kiimenin ¢arpimi olmak tizere keyfi bir
A € Qc(R™) igin

A+ (=1)- A#{0}
olmasidir. Bu nedenle Q¢(R™)’deki her elemanin tersi mevcut olmadigindan bu
uzaya lineer uzaydir diyemeyiz.

Klasik analizden her i¢ ¢arpim uzaym bir normlu uzay oldugunu, [1]’den ise
normlu quasilineer uzayin normlu uzayin bir genellegtirilmesi oldugunu biliyoruz.
Biz de galigmamizda, bu bagntidan ve [1]’den yola gikarak quasilineer fonksiyo-
nel analizin geligtirilebilmesi i¢in i¢ carpim quasilineer uzay1 kavraminin tanimlan-
mas1 gerektigini diisindiik. Bu nedenle X x X quasilineer uzayi iizerinde yeni bir
fonksiyon tanimladik ve bu fonksiyonu, quasilineer uzaylardaki i¢ carpim fonksiyonu
olarak adlandirdik. I¢ carpim quasilineer uzaylar: tarafindan tanimlayacagimiz bu
i¢ capim fonksiyonunun tipki normlu quasilineer uzaylarin tanimlanigindaki metoda
benzer sekilde bir kismi siralama bagintisina dayali olarak verilmesi gerektigini
diistindiik. Olusturdugumuz i¢ ¢arpim fonksiyonu ile quasilineer uzay tizerinde bir
norm olusturabilecegimizi, dolayisiyla lineer uzaylarda oldugu gibi i¢ carpim quasi-
lineer uzaylarin da aslinda 6zel normlu quasilineer uzaylar oldugunu gérdiik. Calig-
mamizin devaminda ise lineer i¢ ¢arpim uzaylarindaki bazi tanim ve teoremlerin
tutarh karsiliklarinin, i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarinda da verilebilecegi sonucuna
ulagtik.

Bir i¢ carpim quasilineer uzayinda ortogonal ve ortonormal kiimelerin bazi
ozelliklerini galigmamizda inceledik. Ayrica bir normlu quasilineer uzayin bazi (Scha-
uder Bazi) kavramim tamimlayip ardindan bu yeni kavramla ilgili baz1 sonuglar
elde ettik. Quasilineer uzaylar lineer uzaylardan farkl olarak kismi siralama bagin-
tis1 icerdiginden bu tanimlamay1 yaparken bu kapsama bagintisini da kullanmamiz
gerektigini gordiik. Boylece normlu lineer uzaylarda verilen Schauder baz tanimin-
dan daha genel bir tanmim elde ettik. Elde ettigimiz bu yeni tanimla birlikte tipki
lineer uzaylarda oldugu gibi; sonlu boyutlu saglam zeminli bir quasilineer uzayda
Hamel baz kavrami, Schauder baz kavramiyla ¢akigir ve saglam zeminli bir normlu

quasilineer uzay Schauder baza sahip ise ayrilabilirdir sonuglarini saglam zeminli



quasilineer uzaylarda da verilebilecegi sonucuna ulagtik. Bunun yani sira, i¢ carpim
quasilineer uzaylarinda 6énemli olan ortonormal baz kavramini tanimlayip bu yeni
kavramla ilgili bir takim aragtirmalar yaptik. Bu tanimlamayla birlikte lineer uzay-
lara benzer olarak bazi yeni ve gerekli sonuglar verebildik. Bu da bize ortonormal
bazin baz 6zelliklerinin quasilineer uzay teorisinde de tartisilabilecegini gostermis
oldu. Yine burada lineer uzaylarda verilen bir kiimenin ortogonal tiimleyeni ile ilgili
teoremlerin quasilineer kargiliklarini inceyip lineer uzaylardan daha farkl analizlerin
oldugunu tespit ettik.

Quasilineer fonksiyonel analizde ¢aligirken lineer fonskiyonel analizden farkli
olarak kargilagtigimiz durumlar vardir. Bunlardan bazilar1 quasilineer uzaylarda her

elemanin lineer uzaylarda oldugu gibi tersinin mevcut olmamasi ve her «, 8 € R igin
(a+p8) z=a-x+ -

esitliginin sadece a8 > 0 i¢in homojenize quasilineer uzaylarda saglandigi, diger
durumlarda ise

(a+8)-r2a-2+p

esitsizliginin dogru olmasidir. Bu da teoremlerimizi ispatlarken lineer uzaylardan
daha farkl analizlerin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Yaptigimiz arastirmalar
dogrultusunda ilerleme saglayabilmek i¢in i¢ carpim quasilineer uzaylarinin bir genel-
lestirmesi olan yar1 i¢ carpim quasilineer uzaylarinin da tanimlanmasi gerektigin-
den, dordiincii béliimde yari i¢ carpim quasilineer uzay1 kavramini tamimlayip bu
kavramla ilgili baz1 6érnek ve sonuglar1 verdik.

Caligmamizda elde ettigimiz 6nemli bir bulgu da bir Hilbert quasilineer uza-
yin her elemanin bu uzayimn kapali alt uzayimin bir eleman1 ve bu alt uzayin dikey
kiimesinin bir elemaninin toplami olarak ifade edilememesidir. Yani Hilbert quasili-
neer uzaylarda Ortogonal Parcalanma Teoremi'nin saglanmamasidir. Bununla ilgili
elde edilen 6nemli 6rnek ve sonuglar beginci boliimde verilmigtir. Ayrica, quasili-
neer uzay teorisinde yeni bir kavram olarak [3]’de tanimlanan quasilineer bagimhlik,
quasilineer bagimsizlik, baz ve zemin kavramlariyla ilgili bazi aragtirmalar yapilmig
ve bu kavramla ilgili 6nemli teorem ve sonuglar verilmistir.

Son béliimde ise farkli bir quasilineer uzay ornegi olan IR" interval uzayi



incelenmistir. Yine burada IR"™ quasilineer uzay: iizerinde bir norm tanimlanmis
ve bu normla birlikte normlu quasilineer uzay oldugu gosterilmisgtir. Ayrica burada
[3]’den yararlanilarak interval uzaylarimin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmigtir. Bun-
dan bagka farkli bir quasilineer uzay érnegi olan Is, Il Il,, Icy ve Ily interval dizi
uzaylar1 tanmitilmis ve bu uzaylarla ilgili baz1 yeni teorem ve 6rnekler verilmistir.
Bu diisiinceler kapsaminda  I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar1 ve Bazi Genelles-
tirmeleri” isimli tez calismamiz bes boliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde, ticiincid,
dordiincii ve beginci boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler ve-
rilmistir. Ugiincii boliimde, Aseev’in [1] numaral ¢alismasindan yararlanilarak li-
neer yapida olmayan uzaylarin ait olabildigi uzay tiplerinden, quasilineer uzay ve
normlu quasilineer uzay kavramlari ele alinmigtir. Tezin orjinal kismi olarak sunulan
dordiincii ve beginci boliimlerde ise 6zel bir normlu quasilineer uzay olan i¢ ¢arpim
quasilineer uzay1 ve Hilbert quasilineer uzay kavrami tanitilmig ve bunun yan sira i¢
carpim uzaylarinda énemli bir yeri olan diklik kavrami ele alinmigtir. Hilbert quasili-
neer uzaylarda elde edilen yeni tanim, teorem ve ornekler burada verilmistir. Boliim,
genel olarak lineer uzaylarda verilen bazi tanim ve teoremlerin quasilineer kargilik-
lar1 ve lineer uzaylardan farkli olarak i¢ carpim quasilineer uzaylarinda elde edilen
bazi sonuglardan olugsmaktadir. Son bdliimde ise yeni bir quasilineer uzay Ornegi
olan IR™ interval uzay1 incelenmis ve bu uzayla ilgili baz1 yeni cebirsel aragtirmalar
yapitlmigtir. Yine burada Is, Il Il,, Icy ve Il interval dizi uzaylar1 tanimlanmig

ve bu uzaylarla ilgili baz1 yeni teorem ve 6rnekler verilmigtir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamizda ihtiya¢ duyulan lineer cebir ve lineer fonksiyonel
analizin baz1 temel tanim, teorem ve sonuclarina yer verilecektir. Ayrica Hausdorff
ayrimi ve Hausdorff uzakligiyla birlikte Hausdorff metrigi tanimlanacaktir. Yine bu
béliimde R™'nin kompakt alt kiimelerinin ailesi ve kompakt-konveks alt kiimelerinin

ailesi incelenecektir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. [}/ Bir X kiimesi tizerinde asaqidaki sartlar saglayan “<” bagintisina
bir kismi swralama bagintis:, (X, <) ikilisine de bir kasmi swraly kiime denir.
Vr,y,z € X i¢in

r <z,

zly, y<z=>z <z
TSY, Yysr=r=Y
“dir.

Tanim 2.1.2. [}/ (X, <) kismi swraly kiimesinde v < y ya da y < x dnermesini
saglayan (x,y) elemanlarina kargilastirilabilir elemanlar denir. Her iki elemans
karsilastirilabilir olan bir kismi siraly kimeye de tam siraly kiime veya zincir

denir.

Ornek 2.1.1. [4/ N dogal saplar kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi olan P(N),
“C7 ile gosterilen icerme bagintisy ile kismi swraly bir kimedir, ancak bir zincir
degildar.

Tanim 2.1.3. [/ (X, <) bir kismi swraly kiime ve M C X olsun.

Birm € M i¢in n < m olacak sekilde m’den farkly bir n € M bulunamayorsa m

elemanina M kiimesinin bir minimal elemana,



Biruw € M i¢in u < v olacak sekilde u’dan farkl bir v € M bulunamiyorsa u
elemanina M kiimesinin bir maksimal elemana,

Herm € M i¢in a < m olacak sekilde bir a € M varsa a elemanina M kiimesinin
en kiiciik elemant veya minimumu,

Herm € M i¢in m < b olacak sekilde bir b € M varsa b elemanina M kiimesinin

en bilyik elemant veya maksimumu denir.

Lemma 2.1.1. /4] (Zorn Lemmasi) M # O bir kismi swraly kiime olsun. M 'deki
her C' zincirinin bir st simira sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda M kiimesi

en az bir maksimal elemana sahiptir.

Tanim 2.1.4. [5]/ X bostan farkl bir kime ve K bir cisim olsun. X tzerinde + ve

- skalerle ¢arpma diye adlandirilan islemleri,
+: X xX =X, (v,y) >z+y

K x X=X, (,z) s a-x

olarak tamimlayalim. Eger Vx,y,z € X veVa, € K i¢in

(x+y)+z=a+(y+2),
T+y=y+uw,
x + 0 = x olacak sekilde X ’in sifair elemana denilen bir 0 € X vardar,
Vo € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde x’in tersi denilen bir — x € X vardar,
a-(z+y)=a-z+a-y,

(a+pB) z=a-x+ -z,

sartlar saglanmyorsa X e K tzerinde bir lineer uzay (vektor uzay:) denir.

Tanmim 2.1.5. /5] X bir K cismi tizerinde toplama ve skalerle ¢arpma iglemleriyle
bir lineer uzay olsun. Y C X alt kiimesi de (+) ve () islemleriyle K tzerinde bir

lineer uzay yapisina sahipse Y uzayina X in bir alt vektor uzayr denir.



Teorem 2.1.1. [5/ X bir K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. Y C X alt
kiimesi verilsin. 'Y kimesinin X in bir alt vektor uzayr olmasy i¢in gerek ve yeter

sart Vo, 8 € K veVyy,yo €Y igin - yy + - yo € Y 'dir.

Tanim 2.1.6. [6] X, K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. A C X wverilsin. Eger
Ve,y € AveVAe [0,1] igin Az +(1—N)-y€ A

oluyorsa A’ya konveks kiime denir.

Ornek 2.1.2. [6] S = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} birim kiiresi R? 'nin konveks bir
alt kuimesidir. Ayrica her alt vektor uzayinin da bir konveks kiime oldugu tanimdan

goriliir.

Tanim 2.1.7. [5]/ X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. x1,xs,...,x, € X ve

a1, Qa, ..., o € K olmak tizere

n
E QT =011 +ao-Tog+ ...+, T,
k=1

vektorine x1,xa, . .., x, vektorlerinin bir lineer kombinasyonu denir.

Tamm 2.1.8. [5] X, K cismi tuzerinde bir lineer uzay olsun. O # A C X alt
kiimesini alalim. A’nin sonlu sayidaki elemanlarinan tim lineer kombinasyonlarinin
kiimesine A’nan gereni veya A’nwn gerdigi alt uzay denir. SpanA veya SpA ile

gosterilir. SpanA = X ise A kiimesi X i geriyor denir.

Tamim 2.1.9. [5/ X, K cismi dzerinde bir lineer uzay ve {x1,22,...,x,} = AC X

olsun. aq, s, ..., a, € K olmak tizere

Zak-xkzﬁ(:)ak:(), (1<k<n)
k=1

oluyorsa A kiimesi lineer bagimsiz, aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tamim 2.1.10. /5] X, K cismi dzerinde bir lineer uzay olsun. X ’in lineer bagimsuz

ve X 1 geren alt kiimesine X i¢in bir baz diger adiwyla Hamel baz denir.

Teorem 2.1.2. [7] Her vektor uzayr bir Hamel baza sahiptir.



Tamim 2.1.11. [7/ X, K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. X ’in icerdigi mak-
simum lineer bagimsiz vektor sayisina X in boyutu denir ve dim X ile gdosterilir.

dim X < oo wse X ’e sonlu boyutlu, aksi halde sonsuz boyutludur denir.

Tanim 2.1.12. /4] X bostan farkly bir kiime olmak dizere d : X x X — R fonksiyonu

verilsin. d fonksiyonu Vx,y,z € X i¢in
dlz,y) =0 x =y,

d(z,y) = d(y, z),
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

sartlarna saghyorsa d’ye X fzerinde bir metrik, (X,d) ikilisine ise bir metrik
uzay denir. Eger d(x,y) = 0 < x =y sarty yerine d(x,x) = 0 sarty yazilirsa, d’ye

bir yarvmetrik, (X, d) ikilisine de yarimetrik uzay denir.

Ornek 2.1.3. [{] R? dizerinde x = (21, 15),y = (y1,y2) € R? olmak iizere

d(z,y) = /(21 — 1)? + (22 — 2)?
fonksiyonu bir metrik tanamlar. Bu metrige R? nin alsilmis metrigi denir.

Tanim 2.1.13. /4] (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. Eger M kiimesi herbir
noktasinin etrafinda bir yuvar iceriyorsa M "ye agik kitme denir. Eger M kimesinin

X'’e gore tiumleyeni agik 1se M ye kapalr kiime denir.

Tamim 2.1.14. [7] X bostan farkl bir kiime ve 7’da X "in alt kiimelerinin bir ailesi
olsun. Eger

ferTveXer,
7 nun elemanlarimin herhangi sayida birlesimi T ’nun elemanadar,
, L
T nun elemanlarimin sonlu sayda kesisimi T 'nun elemanidir

sartlar saglamyorsa 7’ya X dzerinde bir topoloji, (X, T) ikilisine de topolojik

uzay denir.



Tanim 2.1.15. [7] (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y olacak sekildeki her x,y €
X igin x ve y’yi iceren T 'nun iki ayrik agik alt kimesi bulunabiliyorsa (X, T) 'nun

Hausdorff uzayr denir.

Tanim 2.1.16. [/ (X, 1) bir topolojik uzay, K C X olsun. Eger K ’nin her a¢ik

ortisi sonlu bir alt ortiye sahipse K 'ya kompakt kiime denir.

Teorem 2.1.3. [4] R"’in bir A alt kiimesi verilsin. A kompakttir < A kapaly ve

swnarlidar.

Tamim 2.1.17. [4] X = (X, dy) veY = (Y, dy) birer metrik uzay olsun. T : X —Y

bir donisim ve xo € X olsun. Eger her € > 0 i¢in dy(x,z9) < 0 iken
do(Tx,Txgy) < €

olacak sekilde bir & > 0 sayst varsa T ye xg noktasinda stirekli doniigtiim denir.

Eger T, X in her noktasinda stirekl ise X dizerinde streklidir denir.

Teorem 2.1.4. [4] X ve Y birer metrik uzay ve T : X — Y siirekli bir doniisim

olsun. X in kompakt bir M alt kiimesinin T altindaki gorintisi de kompakttur.

Tanim 2.1.18. [4] X bir K cismi dzerinde bir lineer uzay ve ||-|| : X — R bir

fonksiyon olsun. ||-|| fonksiyonu Vx,y € X ve Va € K igin
|z]| =0 2 =4,
oz = |af [l]],

lz +yll < llzll + vl

sartlarine saglyorsa ||| fonksiyonuna X tzerinde bir norm, (X, ||-||) ikilisine ise
normlu uzay denir. Ejer |z|| = 0 & x = 0 sartt yerine sadece ||z| > 0 sarte
alimirsa ||| fonksiyonuna X dzerinde bir yarimorm, (X, ||||) ikilisine ise yare

normlu uzay denir.

Ornek 2.1.4. [{] Cla,b] = {f | f : [a,0] — R siirekli} kiimesi, fonksiyonlarn
toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir reel lineer uzay yapisina sahiptir. f €

Cla, b] olmak tzere,

[fI} = max [£(#)]

te(a,b]



bigiminde tanvmly ||-|| fonksiyonu Cla,b] tzerinde bir norm teskil eder. Dolayisiyla

(Cla,b], ||]]) bir normlu uzaydar.

Ornek 2.1.5. [}/ ¢ yakinsak diziler uzayinda tanemlb g(z) = sup |x,| fonksiyonu bir

yarimormdur.
Teorem 2.1.5. [4] (X, ||-||) bir normlu uzay olsun.
d: X xX =R
d(z,y) = ||z =yl

olarak tanwmly d fonksiyonu, X dzerinde bir metrik fonksiyonudur. Bu teoremde

tanimlanan d metrigine normun trettigi metrik ya da norm metrigi denir.
Sonug 2.1.1. [}/ Her normlu uzay norm metrigiyle bir metrik uzaydur.

Teorem 2.1.6. [4]/ Sonlu boyutlu normlu bir X uzayinda herhangi bir M alt kiimesinin

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart M 'nin kapali ve sinirly olmasidar.

Tamim 2.1.19. [7] (X, ||-||) bir normlu lineer uzay olsun. Ye > 0 igin bir N dogal
sayisy vardir oyle ki her n > N i¢in ||z, — z|| < € oluyorsa (z,) dizisi x € X'e

yakinsaktir denir. z, — x (n — 00) veya lim,_, ©,, = x ile gosterilir.

Tanmim 2.1.20. [7/ (X,||-||) bir normlu lineer uzay olsun. Ve > 0 i¢in bir M dogal
saysy vardur oyle ki her m,n > M i¢in ||z, — x,|| < € oluyorsa (x,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.21. /7] Bir normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya

tam normlu uzay adi verilir. Tam normlu bir uzaya Banach uzayr denir.

Ornek 2.1.6. [7] Cla,b] uzay ||z|| = maxieiay |2(t)] ile verilen norm altinda bir

Banach uzayidar.

Ornek 2.1.7. [7] Q rasyonel saylar kiimesi, mutlak deger normuna gére Banach
uzayr degildir. Ornegin; (1 + %)n, Q’da bir Cauchy dizisidir, fakat Q’nun hi¢bir

noktasina yakinsamaz.
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Tamim 2.1.22. /8] Bir (X, ||||) normlu uzaymnda bir dizi {x,} olsun. Her x € X

1¢in

olacak gekilde K iginde bir tek {o,} dizisi varsa bu {x,} dizisine X uzaywmn bir

Schauder bazr denir.
o0
E ApTn
n=1

serisine de {x,} dizisine ya da Schauder bazina gére agilimy denir ve

)
xr = E AnpTy
n=1

yazilr.

X sonlu boyutlu ve v = {v1, v, ...,v,} C X, X i¢in bir Hamel baz ise biliyoruz

ki her bir z € X tek tiirlii olarak z = %

n1 nTy seklinde yazilabilir. Bu durumda

Vg, n<k
Ty =
0, n>k

ile tanmimh {x,} dizisi X icin bir Schauder bazdir. O halde sonlu boyutlu uzaylarda
bir Hamel baz bir Schauder bazidir [§].

Teorem 2.1.7. [8] Eger bir normlu uzay Schauder tabanina sahipse bu normlu uzay

ayrilabilirdir.

Tanim 2.1.23. [4] Bir T lineer operatori asaqidaki sartlar: saglayan bir dontsimdir:
(1) T'nin D(T) tanwm kiimesi bir vektor uzaydur ve R(T') goriunti kimesi D(T)
vektor uzayr ile ayne cisim tzerindeki bir vektor uzayiman i¢indedir.

(i) Her x,y € D(T') ve «v skaleri igin
T(x+y =Tx+Ty

ve

T(a-z)=a- -T(x)

“dir.

11



Ornek 2.1.8. [{] X vektor uzay: tizerinde
Tx : X=X, Tx(z)==x
seklinde tanwmly ozdeslik operatori lineerdir.

Tamim 2.1.24. [}/ kerT = {x € D(T) : T (x) =0} kiimesine T ’nin ¢ekirdegi

denir.

Tanmim 2.1.25. [}/ X ve Y birer normlu uzay olsunlar. T : X — 'Y lineer operatdri
verilsin. Eger Vx € X i¢in
IT(2)lly < klllx

olacak sekilde bir k € RT sayist varsa T ye swnarldir denir.

Tanim 2.1.26. [}/ X ve Y birer normlu uzay olsunlar. T : X — Y sumrl lineer

A i)

degerine T' operatorinin normu denir. Yani

M}

1l x

operatori verilsin.

17 = sup {
x#0
dar.

Teorem 2.1.8. [}/ ||T|| = sup{||T(x)|y : ||z]|x = 1} dor-

Teorem 2.1.9. [4] X wve Y birer normlu uzay olsunlar. T : X — Y bir lineer
operator olsun. Bu durumda,
(a) T sireklidir < T sinurhdar,

(b) T bir noktada stirekliyse her noktada siireklidir.

Tanim 2.1.27. [/ X ve Y bir K cismi dzerinde birer normlu uzay olsunlar.
B(X,Y)=A{T € L(X,Y)|T sunarl}

kiimesi, dontstimlerin toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir lineer uzaydar.

Ustelik;
w20 |zl x

normuyla bu uzay bir normlu uzaydar.
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Teorem 2.1.10. /4] X ve Y bir K cismi tzerinde birer normlu uzay olsunlar. Eger

Y bir Banach uzay ise B (X,Y) de bir Banach uzayidur.

Tamim 2.1.28. /9 K = R wveya C olmak tizere X bir lineer uzay olsun. (.,.) :
X x X — K fonksiyonu asagidaki kosullar: saglarsa, bu fonksiyona X ’de bir i
carpem ve (X, (.,.)) ikilisine de bir i¢ ¢arpim uzaye denir. ¥V x,y,z € X ve A € K
¢cm

(x,x) >0 ve (x,2) =0 =0,

<$73/> = (y,x),
<)\.Z‘,y> =A- <$7y>7
(x+y,2) =(z,2) + {y, 2).

Ornek 2.1.9. [9/ C" de x = (x1,29,...,Tn), Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) olmak tizere

(z,y) = Zxk'yk
k=1

bir i¢c carpimdar.

Onerme 2.1.1. [8] X bir i¢ carpim uzay olsun. z,y,z € X ve a, f € K ise
(i) (0,y) = (z,0) =0,
(it) (x,a-y+B-z) =a(z,y) +B(z.z2),
(iii) (o~ x + By, a-w+ B -y) = |af (z,2) + af (z,y) + fa (y.x) + |8 (y.9) ,
(iv) hert € X dgin (t,y) = (L, z) ise y = z dir.

Teorem 2.1.11. [9] (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) X bir i¢ ¢arpim uzayr ise, ¥
r,y € X 1¢in
[z )] < [lzf] - [l
“dir.
Sonug 2.1.2. [9] (Ucgen Esitsizligi) X bir i¢ carpum uzay ise, ¥V x,y € X i¢in

lz +yll < llzll + llyll

“dir.
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Teorem 2.1.12. [4] Her i¢ ¢arpim uzay
]| = +/(z, z)
ile bir normlu lineer uzaydar.

Teorem 2.1.13. [{] (Paralelkenar Ozelligi) X bir i¢ carpim uzay ise ¥V x,y € X
1¢in
2 2 2 2
2+ ylI” + [l = ylI” = 2 (l=]I” + ly[I")

“dir.

Paralelkenar ozelligini saglamayan bir normun, ||z|| = 1/(z,x) kullanilmasiyla
bir i¢ carpimdan elde edilemeyecegini soyleyebiliriz. Bu nedenle normlu uzaylarin

hepsi bir i¢ carpim uzay1 degildir.

Teorem 2.1.14. [9] (X, ||-||) normlu uzaywmn bir i¢ carpym uzay: olmast igin gerek

ve yeter kosul ¥V z,y € X vektérleri icin Paralelkenar Ozelliginin saglanmasidur.

Tanim 2.1.29. /5] Bir H i¢ ¢arpim uzay, i¢ ¢arpimla tanimlanan norm altinda

Banach uzay 1se H 'ye bir Hilbert uzay:r denir.

Ornek 2.1.10. /5] C* uzai

n
= E Tk Yk
k=1

i¢ carpyma altinda, n-boyutlu bir Hilbert uzayidar.

Ornek 2.1.11. /4] Cla,b] uzay:

:/133(15) y(t)

ile bir i¢ carpim uzayrdir. Fokat i¢ ¢carpimla tamimlanan

1/2

Jall = (&, )" = /|w )P dt

normuyla tam degildir. Dolaysiyla Hilbert uzayr degildir.
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Teorem 2.1.15. [8] Bir X vektor uzays tzerinde bir ||| normu verildiginde bu ||-||

normu indirgeyen X dzerinde ejer varsa en ¢ok bir i¢c carpim vardar.

Tamim 2.1.30. [10/] K = R veya C olmak tzere X bir lineer uzay olsun. (.,.) :
X X X — K fonksiyonu asagqidaki kosullary saglarsa, bu fonksiyona X 'de bir yar:
i¢ carpwm ve (X, (.,.)) ikilisine de bir yari i¢ ¢arpim uzayr denir. ¥ x,y,z € X
ve A € K i¢in

(,2) =0,

(x,y) = (y, ),
A-a,y) = Mz, y),
(x+y,2) = (x,2) + (y,2).
[10] Her i¢ garpim uzay: bir yari i¢ carpim uzayidir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.1.12. [10] K kiimesi olarak sonlu saydaki n degerleri icin ou, = 0 olmak
tizere {ay, : m > 1} olacak sekilde ki F’deki tim o, skalerlerinin dizisini alalim. K

daki toplama ve skalerle ¢carpma islemlert asagidaky sekilde tanimlansin.

{an} + {0} = {on+ B},
a-{a,} = {a-a,}.

Bu islemlerle K bir vektor uzaypdir. Bu uzay tzerindeki her o, ve [, eleman
icin ({an}, {Bn}) =D qonban ile tanwml i¢ carpvma bir yar i¢ ¢arpimdur. Fakat i¢
n=1

carpvm degildir.

Onerme 2.1.2. /5] Bir i¢ carpim uzayinda x, — x ve yp — y ise (Tn,Yn) —
(x,y) dir.

Tanim 2.1.31. /5] X bir i¢ ¢arpym uzayr olsun. X'’in x ve y gibi iki elemany
verildiginde eger

(z,y) =0
1se, x elemany, y elemamina dikdir denir ve x L y seklinde yazlir. S C X olsun.

Vo, y € S igin x L y ise S’ye ortogonaldir denir. Ayrica her x € S i¢in ||z] = 1

oluyorsa S ’ye ortonormal kiime denir.
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x ve y ortogonal elemanlar i¢in (x,y) = 0 yazilabileceginden
2 2 2
[z +yllI” = [l=]” + [lyl]
bagintis1 kolayca elde edilebilir.

Ornek 2.1.13. /4] e, = (0,0,...,1,0,...), k. terimi 1 olmak iizere S = {ey, es,...}

kiimesi Iy ’de ortonormal bir kiimedir.

Herhangi bir X i¢ ¢arpim uzaymda {z,xs,...,x,} ortonormal kiimesi lineer

bagimsizdir [8].

Teorem 2.1.16. [5/ (Pisagor Teoremi) Eger {x1,xa,...,x,} kiimesi ortogonal

1€

2 n
2
=Dl
k=1

“dir.

Teorem 2.1.17. [5] (Bessel esitligi ve egitsizligi) Eger {x1,x1,...,x,} kimesi

bir E i¢ ¢carpim uzayindaki vektorlerin ortonormal bir kiimesi ise her x € E i¢in
2

= |||’ ZI (z, z1)|

n

T — Z (x,2p) Tp

k=1

ve

n
> e,z < )
k=1

“dir.

Tanim 2.1.32. [5] E bir i¢ ¢carpvm uzay, (x,) ’de E’de ortonormal bir dizi olsun.
Eger her x € E i¢in

o0
Z (x,2)
n=1

ise (x,) dizisine tamdwr denir.

Tanim 2.1.33. [5/ E bir i¢ ¢arpim uzaywe {x,}, E i¢inde ortonormal bir dizi
olsun. Eger her x € E’ye karsiik

o0

T = E AnTy,

n=1
olacak sekilde tek tirli belirlenen {a,}o- | € F dizisi mevcut ise, {x,} dizisine E nin

bir ortonormal bazidir denir.
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Teorem 2.1.18. [5/ H bir Hilbert uzay, (x,)’de E’de ortonormal bir dizi olsun.
() dizisinin tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her n € N icin (x, x,) = 0 iken

x =0 olmasidar.

Teorem 2.1.19. [5/ (Parseval Formulii) H bir Hilbert uzay, (z,,) de Ede ortonor-

mal bir dizi olsun.

() tamdur & ||z = [(z,2,)[*

n=1
Teorem 2.1.20. [8] X bir i¢ carpum uzayr olsun. x,y € X vektorleri ortogonaldir

ancak ve ancak her a € K igin ||z + a - y|| = ||z — « - y|| 'dir.

Teorem 2.1.21. [8] X bir reel i¢ ¢arpim uzay ve x,y € X olsun. ||z|| = |ly|| ise

x +y ile x —y ortogonaldir.

Tanim 2.1.34. [8] X bir i¢ ¢carpim uzay, A’da X ’in bostan farkl alt kimesi olsun.

At ={re X :(r,y) =0, y € A}
kiimesine A’nan dikeyi denir.

Ornek 2.1.14. /8] X = R* ve A = {(0,a9,a3,a4) : as,as,ay € R} ise o zaman
AL = {(21,0,0,0) : 2, € R} ‘dir.

Onerme 2.1.3. /8] X bir i¢ carpim uzay ve A C X olsun. Bu takdirde

(a) 0 € A+,

(b) Eger 0 € A ise AN AL = {0} dir. Aksi halde AN A+ # & dir,
(¢) {0} = X, X+ = {0},

(d) Eger B C A ise A+ C Bt dir,

(e) A C (AN,

(f) AL =A"

“dir.
Teorem 2.1.22. [5] X bir i¢ carpvm uzayi, A’da X ’in bostan farkl alt kiimesi olsun.

AL kapaly bir alt uzaydar.
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Onerme 2.1.4. [8] X bir i¢ ¢carpim uzayr ve Y, X 'in bir lineer alt uzayr olsun. Bu
takdirde

reYt & z—yl >z, VyeY.
Teorem 2.1.23. /5] (Ortogonal Parcalanis Teoremsi) H bir Hilbert uzay:, Y 'de
H 'nan kapalv bir alt uzayr olsun. Her x € H i¢in
r=y+z

olacak sekilde bir teky €Y ve z € Y+ vardwr, yani

H=Y +Y"
“dir. Ayrica

2 2 2

l]]” = llyll” + [|=]

“dir.
Teorem 2.1.24. [4] H bir Hilbert uzay:, Y 'de H 'nin kapaly bir alt uzay ise Y+ #
{0} “dar.

Teorem 2.1.25. [5] S kiimesi H Hilbert uzaymn kapal bir alt uzay ise ST+ =

S ’dir.

2.2 R"nin Kompakt Konveks Alt Kiimeleri ve Hausdorff Metrik

Burada R™'nin tiim bogtan farkl kapal ve sinirh alt kiimelerinin ailesini Q(R™),
tiim bogtan farkli kapali, sinirh ve konveks alt kiimelerinin ailesini Q- (R™) ile gostere-

cegiz.

Tamim 2.2.1. [2/ A ve B kimeleri R™ 'nin bostan farkly herhangi iki alt kiimesi
olsun. A € R alalim. Bu kiimeler arasinda Minkowsk: toplam: ve skalerle ¢carpma

1slemlert siraswyla

A+B={a+b:ac Abe B},
AMA={\-a:a€ A}

seklinde tanimlanar.
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Onerme 2.2.1. /2] Qc(R") ve Q(R™) kiime aileleri yukarida tanvmlanan islemlere
gore kapalidir. Ayrica asagidaki ozellikler saglanar. Her A, B,C € Qc(R™) ve her
A i € R agin,

A+0 =0+ A= A olacak sekilde 0 = {0} birim elemans vardur,
A+ B=DB+A,
A+B=A+C= B=C,
1-A=A,
AN (A+B)=X-A+)\-B,
Atp) ACA-Atpu-A
olur.

Uyar: 2.2.1. [11] Genel olarak Qc(R™) nin bir A elemany i¢in A + (—=1)- A # 0
esitsizligi dogrudur. Ornegin; n = 1 i¢in A = [=2,1] olsun. O halde (—1) - A =
[—1,2] olur. Buradan

elde edilir. Gorildigi gibi A+ (—1) - A=[-3,3] # 0 dur.

Yukarida verilen érnekten anlagilacag tizere Q¢ (R™) nin bir elemaninin —1 katinin
kendisiyle toplami birim elemani vermek zorunda degildir. Bu ise Q¢(R™) ve Q(R™)
kiime ailelerinin lineer uzay yapisina sahip olmayacaklarini gosterir. Iste bu nedenle
bu kiime aileleri lineer uzay kavraminin kapsamli bir genellestirmesi olan quasilineer

uzay yapisina uymaktadir [11].

Uyar: 2.2.2. Genel olarak Qc(R™)’de (A4 p) - A= - A+ p- A sarts saglanmaz.
Ornegin; n =1 i¢in A = [=2,1] € Qa(R) olsun.

(1+(=1)-[-2,1]=0-[-2,1] = {0}
oldugu halde
L-[=2,1] 4+ (=1) - [-2,1] = [-2,1] + [-1,2] = [-3, 3]

olur. {0} C [-3,3] oldugundan her A € Qc(R") dgin (A+pu) - ACX- A+ p- A’dwr.
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Tamim 2.2.2. [2/ z € R" ve A kiimesi R" 'nin bostan farkly bir alt kimesi olsun. x

noktasinmin A’ya olan d(x, A) uzaklig,

d(x,A) =inf{||]z —al| : a € A}
olarak tamimlanir. Ayrica

S(A)={z €eR":d(x,A) < ¢}
kiimesine A’nin e-komsgulugu denir. S.(A)’min kapanig ise,

S(A) ={zx cR" : d(z,A) < ¢}

alt kimesidir. R"™ nin 0 merkezli 1 yaricaply birim kiiresini ise

A
ile gdsteririz. Burada Ve > 0 ve bostan farkl herhangi bir A C R™ i¢in
S(A)=A+¢-5]

yazilabilir.
Tanmim 2.2.3. [2] A ve B kiimeleri R™ 'nin bostan farkls bir alt kiimesi olsun.

dy(B,A) =sup{d(b,A) : b € B}
ya da buna denk olarak

dy(B,A)=inf{e>0:BC A+e-§?}
degerine B’nin A’dan Hausdorff ayrima denir. Genelde,
dy(A,B) # dy(B, A)
oldugundan Hausdorff ayrima bir metrik fonksiyonu teskil etmez.
Tanim 2.2.4. [2/ R" nin bostan farkle A ve B alt kiimeleri arasinda
D(A, B) = max{dy(A, B),dy(B,A)}
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uzakhgina Hausdorff uzakligr denir. Bu D fonksiyonu,
D(A,B) >0,
D(A,B) =0« A= B,
D(A,B) = D(B, A),
D(A,B) < D(A,C)+ D(C, B)

bagintilarine sagladigindan dolay: R™ nin bostan farkl alt kimelerinin ailesi tizerinde

bir metrik tamamlar. Buna Hausdorff metrik denir.

Eger R"'nin bogtan farkl kapali ve sinirli ailelerinin kiimesi olan Q(R™)’yi alir-
sak Hausdorff uzakligiyla tanimli D fonksiyonu tizerinde bir metrik tanimlar. Yani

(Q(R™), D) bir metrik uzaydir.

Ornek 2.2.1. [0,2] € Qc(R) nin [0,1] € Qc(R) ye olan Hausdorff uzakhgma bu-

74

lalim.
D(%Lﬂ,mjo::mw{dH(%Lﬂ,WJD,@JOQH,%Lﬂ)}
‘dir. Burada
dH(Plz}JQH)::am{dwjalbzbe{QZ]}

O OO R O e

olur. Buradan

dg<hiymﬁ):0%UMM(MH{Qﬂ>:O

bulunur. Bu nedenle D ([0,2],[0,1]) = max {0.25,0} = 0.25 elde edilir.
Teorem 2.2.1. [2] A, A, B ve B' € Q¢ (R™) ve her A > 0 igin
DA+ A B+ A")=D (A B),
D(A+A',B+ B') < D(A,B)+ D(A",B'),
DMN-AXN-B)=X-D(A,B)

esitliklery saglanar.
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BOLUM 3
QUASILINEER VE NORMLU QUASILINEER
UZAYLAR

Bu béliimde quasilineer uzay ve normlu quasilineer uzaylardaki bazi temel
tanim, teorem ve sonuglar verilecektir. Boliim, genel olarak Aseev’in ([1]) ¢aligmasi
temel alinarak olusturulacaktir. Burada Aseev’in verdigi tanimin bir kismi siralama
bagintisina dayandigi goriilmektedir. Bu siralama vasitasiyla quasilineer uzaylar
tizerinde norm kavrami tanimlanacak ve bagintinin 6zel olarak “=" bagintisi olmasi
durumunda quasilineer uzay bir lineer uzay olacaktir. Ayrica {izerindeki norm tanimi
da bilinen norm tanimiyla ¢akisacaktir. Quasilineer uzaylarin en belirgin 6zelligi bu
uzaydaki her elemanin tersinin mevcut olmamasidir. Eger bir quasilineer uzayda
her elemanin tersi mevcut ise burada tanimli olan kismi siralama bagintisi esitlik
bagintisina doniigiir ve bu uzay lineer bir uzay olur. Dolayisiyla her lineer uzay bir
quasilineer uzay tegkil eder. Fakat tersi dogru olmaz.

Yine boliim igerisinde [1]’den yararlanarak quasilineer operatorlerle ilgili temel
tanim ve teoremler verilecektir. Burada Aseev, quasilineer uzaylar arasinda quasi-
lineer operatér tamimini yaparken yine bir kismi siralama bagintisi kullanmig ve
boylece quasilineer operator taniminin lineer operatér tanimi ile uyum iginde ol-
masini saglamigtir. Quasilineer uzaylarin, lineer uzaylarin bir genellegtirmesi olmasi
gibi quasilineer operatorlerin de lineer operatorlerin bir genellestirmesi oldugunu
Aseev’in calismasindan yaralanarak gorecegiz.

Ayrica burada quasilineer uzaylarda lineer bagimlilik, lineer bagimsizlik ve
baz kavramlarini [3]’den yararlanarak verecegiz. Yine bu kisimda [12|den yararla-
narak bir quasilineer uzayin regiiler ve singiiler boyutu kavramlari tanitilip bununla
ilgili aciklayici1 6rnekler verilecektir. Quasilineer uzay teorisinde yeni bir kavram
olarak [13|’de verilen saglam zeminli quasilineer uzay kavrami da bu boliim igerisinde

bulunmaktadar.
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3.1 Quasilineer Uzaylar

Tanim 3.1.1. /1] Bir X kiimesine, kendisi tzerinde her z,y,z,v € X wve her
a, B € R i¢in asaqrdaki sartlary saglayan bir “X7 kismi siralama bagintisy, bir ce-

birsel toplama iglemi ve reel sayilarla ¢carpma islemi tanymbysa bir quasilineer uzay

denir:
r =, (3.1.1)
Ty, yz2=1x=2, (3.1.2)
Ty, yxr=— 1 =1, (3.1.3)
r+y=y+ux, (3.1.4)
v+ (y+2)=(x+y)+2 (3.1.5)
x + 0 = x olacak sekilde bir 6 € X wvardar, (3.1.6)
a-(f-z)=(a-p)-x, (3.1.7)
a-(z+y)=a-x+a-vy, (3.1.8)
l-x=u, (3.1.9)
0-2=0, (3.1.10)
(a+p) z=2a-x+ - x (3.1.11)
r=y, 230v= r+2z=y+v, (3.1.12)
r3y=a-r3a-vy. (3.1.13)

Bir lineer uzay x < y <= x = y kismi siralama bagintisiyla bir quasilineer

uzaydir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 3.1.1. /1] E bir reel normilu lineer uzay olmak izere E 'nin tiim kapah-simarl
alt kimelerinin ailesi Q(E), yine E nin tim kapali-sinarl ve konveks alt kiimelerinin

ailesi Qo (F) ise Q(E) ve Qo (E) kimeleri bir “C” kapsama bagintis

A+B={a+b:ac A, be B}

23



cebirsel toplama islemi ve
ANA={N-a: ac A}

skalerle ¢arpma islemleriyle birlikte birer quasilineer uzaydir. Burada ejer E sonlu

boyutlu ise cebirsel toplama islems
A+B={a+b:ac A, be B}
seklinde tanimbidir. Simdi Q(E) 'nin bir quasilineer uzay oldugunu gésterelim.
VA, B,C, D € Q(F) veVa, 5 € R igin;
ACA,
ACB,BCC=ACC,
ACB,BCA=A=8B

bagintilary saglandigindan “C” bagintise Q(E) dzerinde bir kismi siralama bagin-

tisedar. Ac¢ik olarak
A+ B =B+ A,

A+(B+C)=(A+B)+C

esitlikleri saglanwr. Ayrica, 0 = {Og} olmak tuzere

A+9:{CL+OEZCL€A,OE€9}
={a:acA}=A=A

saglayacak sekilde 0 = {0g} € Q(E) birim eleman vardwr. Dahas,

a-(B-A)={a-(B-a):B-acp-A)
={(aB)-a:aec A} = (ap) - A,

a-(A+B)=a-{a+b:a€ A be B}

={a-(a+b):a€ Abe B}

={a-a+a-b:a€ Abec B}

={a-a:a€ A} +{a-b:be B}

=a-{a:a€A}+a-{b:be B}

—a-A+a-B=a-A+a- B,
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1-A={l-a:a€ A} ={a:a€ A} = A,
0-A={0-a:ae€ A} ={0g} =10

esitlikleri dogrudur. Simdi de A C B ve C C D olsun.

A+C’:{a—|—c:a€A,cEC}

B+D={b+d:be B,de D}

kiimelerini ele alalim. © € A+ C olsun. Ejer x € {a+c¢ :a € A,c € C} ise,
T = a1 + ¢1 olacak sekilde da; € A ve dcy € C vardwr. Hipotezden a; € B ve ¢; € D
olur. O halde x = a1 +c¢; € {b+d:be B,d € D} demektir. Boylece x € B+ D
olur. Yani A4+C C B+ D bulunur. Ejer x € {a+c:a € A,c € C} iseVe > 0 igin

{a+c:a€eAce CyN[B(x,e)\ {z}] #0

olur. Buradan 3y € [B(x,e)\{z}] i¢iny € {a+c:a € A ,c e C} oldugu gorilir. O
halde yine hipotezden dolayry € {b+d :b € B,d € D} olur. Buradan Ye > 0 i¢in

(b+d:beB,de D}N[B(x,e)\ {x}] #0

‘dir. Buise v € {b+d: b€ B,d € D} anlamindadir. Béylece yine x € B + D dir.
O halde A+ C C B+ D olur.

Son olarak A C B iken 5-A C (- B oldugunu gosterelim. Vx € f-Aiginz = 3-a
olacak gekilde a € A vardir. Hipotezden dolayi a € B’dir. O haldex =f-a € - B
olur. Oyleyse B+ A C - B’dir. (3.1.1) - (3.1.13) sartlar saglandigindan Q(E) bir

quasilineer uzaydir.

Lemma 3.1.1. [1/ Bir X quasilineer uzayinda 0 elemant minimaldir. Yani
r=0—=ux=240
olur.
Ispat. [1] z < 6 olsun. (=1)-z < (—1) - # oldugundan (3.1.12) sartindan,
z+ (1) 2 =0+ (-1)-z=(-1)-2
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yani,

x4+ (=1)-z=2(-1)-z

elde edilir. (3.1.10) ve (3.1.11) sartlarindan,

0=0-z2=(1+(-1) - z=zx+(-1)-2=(-1)-x

ve dolayisiyla

0<(-1) =«

elde edilir. (3.1.13) sartindan

olur. Ayrica,

oldugundan

elde edilir. Hipotezde z < 6 oldugundan x = 6 bulunur. Dolayisiyla 6 elemam

minimal elemandir. O

Tanim 3.1.2. [14] Bir X quasilineer uzaynda 2’ + x = 6 olacak sekilde bir z° € X
var ise x elemamna x’in tersi denir. Eder bir ters eleman mevcut ise tektir. Bir
x elemanimin tersi mevcut ise regiiler eleman mevcut degilse singiiler eleman
“dir denar. X in tim regiiler ve singiiler elemanlerimn kiimesi siraswyla X, ve X ile

gosterilir.

Daha sonra sadece  elemaninin minimal olmadigi, regiiler elemanlarin da mini-

mal olabilecegi gosterilecektir.

Lemma 3.1.2. [1] Bir X quasilineer uzayinda her elemanin tersi mevcut ise X 'deki
kismi siralama bagintise esitlik ile verilir. Bu durumda (8.1.11) sarty dagilma ozelligi

sartina dontstr. Dolayisiyla X bir lineer uzay olur.

Ispat. X’in her elemanm tersi meveut ve z < y olsun. y’ < ¢/ oldugunu biliyoruz.

Buradan X bir quasilineer uzay oldugundan x+y" < y+y’ olur. X’deki her elemanin
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tersi mevecut oldugundan y + ¢’ = @’dir. Yani x + ¢ < 6 olur. # eleman1 minimal
oldugundan = + 3/ = @’dir. Ters eleman tek oldugundan x = y bulunur. Boylece
X’deki kismi siralama bagintisi egitlik bagintist halini alir. Bu durumda (3.1.11)
sart1 dagilma 6zelligi sartina dontisiir. (3.1.12) ve (3.1.13) sartlar1 otomatik olarak

saglanir. Dolayisiyla X bir lineer uzay olur. O

Sonug 3.1.1. Her reel lineer uzay bir quasilineer uzaydir. Ancak bunun karsity her

zaman dogru degildir.

Sonug 3.1.2. [1] Bir reel lineer uzayda (3.1.1)-(3.1.13) sartlarin saglayacak sekilde

bir kismi siralama bagintist sadece esitlik ile elde edilir.

llerleyen konularda —z = (—1) - z esitligini kabul edecegiz. Bir X quasilineer
uzayindaki € X’in regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart # —z = 0 yani = —=x

olmasidir.
Onerme 3.1.1. [14] Bir X quasilineer uzayinda her regiiler eleman minimaldir.

Ispat. Her z € X, icin y = x ise y = x oldugunu gostermeliyiz. Her x € X, icin

y = x olsun. Bu durumda
y<r=y+z x4z =0=y+z <0

olur. 6 eleman1 minimal oldugundan y + 2" = # olur. Ters elemanin tekliginden

x = y elde edilmig olur. O]

Tanim 3.1.3. [14] X bir quasilineer uzay olsun. Y C X wverilsin. Eger Y kiimesi
de X '’deki ayni islemler ve kismi swralama bagintisiyla bir quasilineer uzay teskil

ediyorsa Y 'ye X 'in bir alt uzayr denir.

Ornek 3.1.2. [14] E bir reel normlu lineer uzay olmak tizere Qc(E), Q(E) nin bir

alt uzayrdar.

Teorem 3.1.1. [1/] X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun.
Y alt uzaydir <=V zx,yeY, Va,feERicina-x+pB-y€Y

olur.
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Bu teoremin ispati klasik lineer cebirdeki kargiliginin ispatina oldukca benzerdir.
X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun. Y kiimesindeki her bir x elemanin
2 €Y olacak sekilde tersi meveut ise Lemma 3.1.2°den Y kiimesi tizerindeki kismi
siralama bagintisit esitlik bagintisina doniigiir. Bu nedenle Y {izerindeki dagilma

kosullar1 saglanir ve Y, X’in lineer alt uzay: olur.

Tanim 3.1.4. [1/] X bir quasilineer uzay olsun. Eger bir x € X i¢in —x = x
ise x elemanina stmetriktir denir. X 'in tim simetrik elemanlarimin kimesi X, ile
gosterilir. Ayrica X, ve X, kiimelert siraswyla X “in regiiler ve singtiler elemanlarinin

kiimelerini gostermektedir.

Teorem 3.1.2. [14] X,, X4 ve X;U{0} kiimeleri X quasilineer uzayimn alt uzay-

laridar.

Ispat. z,y € X, olsun. Bu durumda z ve y nin swrasiyla z +2 =0 ve y +y = 6
olacak sekilde =" ve y tersleri mevcuttur. Dolayisiyla bir A € Ricin 2 + X -y € X
elemani  + A - y elemaninin tersidir. Béylece x + A -y € X,., X'in bir alt uzayidir.

r,y € XU {0} ve A € Rolsun. =z = y = 0 igin ispat agiktir. = # 0 ve
z+ Ay ¢ XsU{0} olsun. Bu durumda

(x+Xy)+u=0
olacak gekilde bir v € X vardir. Buradan
r+ A y+u) =0

yazilirsa

T =\ y+u
olur. Bu ise z € X, olmasi demektir. Benzer gekilde y # 0 i¢in de y € X, oldugu
goriiliir. Bu durum z,y € X, U {0} olmas ile geligir. O halde x + X\ -y € X, U {0}
olup Teorem 3.1.3’den X U {0} kiimesi X'in bir alt uzayidir.
x,y € Xgise x = —x ve y = —y olup bir A € R i¢in

r+XNy=—2+A-(—y)=—(x+ A y)

oldugundan z + A - y € X, olur. Buradan X; kiimesinin X’in bir alt uzay1 oldugu

goriilmiis olur. O]
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Uyar 3.1.1. [14] X, X in lineer bir alt uzayr iken XsU {0} lineer olmayan bir alt

uzayrdar.

Ornek 3.1.3. [11] X = Qc(R) ve
Z ={0}U{[a,b] : a,b € R ve a # b}
olsun. Z kiimest X in singtiler bir alt uzaydir. Fakat
W ={{a}:a €eR}

tiim tek noktalardan olusan kiime X, ’nin elemanidir ve X "in bir alt uzayrdir. Ashinda
her E normlu lineer uzay igin, her {a} tek noktasi, yani {a} € E, a ile belirlenir

ve boylece E kiimesi hem Q(E) nin hemde Qc(FE) nin regiiler alt uzayr olur.

Uyar: 3.1.2. Birt € R ve A € Q¢(R) i¢int C A demek {t} C A anlamina gelir.

Ayrica

T : (QR), R
{ty — T{1) =t

ile tanamb T dondisimi [1]’den

T () =T ()] = h(T{t}), T ({L2}))
- h(tl,tg)

= |t — o

olacagindan bir izometri dontsimidir. Dolayisiyla Q(R) ‘nin regiiler elemanlarinin

kiimesi R 'ye denk yani (Q(R)), =R olur.

Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.3 de verilen Qc(R) nin Z alt uzayine alalem. {0}, Z deki
tek minimal elemandir ve Z nin baska minimali yoktur.

3.2 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.2.1. [1] X bir quasilineer uzay olsun. Bir ||-||y : X — R reel fonksiyonu

asagqida verilen sartlar saglhyorsa, X tzerinde bir norm denir.
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x# 6= x|y >0, (3.2.1)

Iz +yllx < llzlly + llyllx (3.2.2)
ozl = lo [zl (3.2.3)
2y = flzlly <lylly (3.2.4)

Ve > 0 i¢in dz, € X vardir 6yle ki

r=2y+xzve ||z <e=x <y olur. (3.2.5)

Bir X quasilineer uzayimda bir norm fonksiyonu tanimliysa X’e bir normlu
quasilineer uzay denir. Normlu quasilineer uzayda her elemanin toplamsal tersi

varsa bu normlu quasilineer uzay, bilinen reel normlu lineer uzay yapisiyla ortiistir.

Ornek 3.2.1. [1] Ornek 3.1.1 de verilen Q(E) ve Qo (E) quasilineer uzaylar

[Allg(g) = sup [all g
acA

normu ile birer normlu quasilineer uzaylardar.
VA, B € Q(E) veVa € R igin A # 0 olsun. Bu durumda 3 a € A igin a # Og dir.

Oyleyse ||| ; normunun pozitiflik ézelligi geregi ||al|; > 0 olur. Bu ise

Al gy = sup|lal|p >0
acA

demektir.

A+ Bllgg = sup  la+0lg
(a+b)€A+B

< sup ([lallp + (bl )
(a+b)EA+B

< sup ([lal|g) + sup ([[6] )
acA beB

< [ Allo) + 1Bllos,
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bagintist dogrudur. Bununla birlikte

loc- Allagg) = sup fla- allp = laf supaca flallx
= ||| AHQ(E)

esitligi saglanir. Simdi A C B olsun.
[All oz = supllallg = & ve || Bllgs = sup [[bllp =1
acA beB

dersek, hipotez geregi a € B olacagindan k < I, yani ||Allq gy < [|Bllgg) olur. Son
olarak Ve > 0 i¢in
AC B+ A ve ||Adlggy = sup |lal[p <€
acAe
sartine saglayan 3A. € Q(FE) olsun. Simdi bu sartin hipotezinin keyfi A, B € Q(E)
i¢in saglandigina fakat A € B oldugunu kabul edelim. Bu durumda en az bir a € A

vardir ve a ¢ B’dir. B kapal oldugundan a noktasinin B kiimesine olan uzaklig

d(a, B) = inf [la — bl # 0

d(a,B)
2

‘dur. Hipotezden, € = a|lp < € olacak

igin A C B+ A ve ||A6||Q(E) = SUPgeA,
sekilde bir Ac € Q(FE) mevcuttur. a € A oldugundan a € B + A dur. Oyleyse

Vn € N icin b, € B ve a,, € A. olmak iizere

a = lim (b, + a,)

n—o0

olur. Fakat ¥n € N i¢in

la = (bn 4 an)llg 2> [lla = ballp = [lanll£]

> |d(a, B) = l|an| gl

> |d(a, B) - @
_ d(a,B)
2

olur. Bu durum a = lim,_,« (b, + a,) esitligi ile ¢elisir. Oyleyse A C B dir.
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Béylece Q(F) bir normlu quasilineer uzaydir. Q¢(F) ise Q(F) nin bir altuzay:
olup ayni normla bir normlu guasilineer uzay tegkil eder. Bu durumda bu uzaylar

icin Hausdorff metrik, S,.(6), 8 merkezli r yarigaph kapali kiire olmak iizere
h(A,B) =inf{r >0: ACB+S,(0), BC A+ S5,(0)}
"dir.

Tanim 3.2.2. [1] X bir normlu quasilineer uzay olsun. X tzerinde Hausdorff metrik

tanima su sekilde yapilr. Her x,y € X i¢in
hx(z,y) =inf{r >0: 2 <y+aj, y 2x+aj, oy <r} (3.2.6)

dir. x,y € X igin

rXy+(@—y)vey2z+(y—2)
bagintilary dogru oldugundan hx(z,y) iyi tanimbdir. Ayrica tanimdan dolayr V
z,y € X icin hx(z,y) < ||lv — vyl esitsizligi dogrudur. hx(x,y) fonksiyonu metrik
aksiyomlarine saglar. Bu metrige norm metrigi ya da Hausdorff metrik denir.
Dikkat edelim ki hx (z,y) norm vasitaswyla elde edilmis olsa da hx(x,y) = ||z — y||

olmayabilir.

Ornek 3.2.2. [1] X bir reel tam normlu lineer uzay (bir reel Banach uzai) olsun.
Bu durumda X bir tam normlu quasilineer uzaydir. X i quasilineer uzay yapisina
kavusturan kismi siralama bagintisy esitlik bagintisidir. Diger taraftan, eger X bir
tam normlu quasilineer uzay ise ve Vo € X i¢in bir ' € X ters elemant mevcut
1se bu durumda X bir reel Banach uzayr olur ve kismi swralama bagintisy esitlik

bagintisina déndigiir. Ustelik hy(z,y) = ||l — y|l 5 olur.

Lemma 3.2.1. [1]/ X bir normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve reel
sayarla ¢arpma islemleri, Hausdorff metrige gore streklidir. Ayrica X ’deki norm

fonksiyonu da Hausdorff metrige gore streklidir.

Ispat. 2, — = ve y,, — y olsun. O halde Ve > 0 icin n > N iken agagidaki sartlari

saglayacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir:

tn a0, @ S ot ag,, [t <6

Yn j Yy + bi,nv Y j Yn + b;n,

€
bi,n

<
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olur. (3.1.12) sartindan
Tn+Yn ZT A Y Fay, +b,

ve

T+ y 22y 4y +ay, + 05,

elde edilir. Buise z,+¥y, — r+y demektir. Sonug olarak cebirsel toplama siireklidir.
Reel sayilarla carpma igleminin stirekliligi ve norm fonksiyonunun siirekliliginin ispati

benzer gekilde yapilir. O

Hausdorff metrige gore

Vo € R igin hx(a -z, a-y) = |al hx(x,y), (3.2.7)
hx(z+y,z+v) < hx(z,2)+ hx(y,v), (3.2.8)
x|y = hx(x,0) (3.2.9)

sartlari saglanir.
Lemma 3.2.2. [1/ X bir normlu quasilineer uzay olsun.

a) Eger z, — xo,yn — 3o ve Vn € N i¢in z,, < y, ise, bu takdirde xy < y,’dir.
b) Eger z,, — xq, 2, — xo ve Vn € N i¢in x, <y, = z, ise y, — x¢'dir.

c) Eger x,, + y, — xo ve y, — 0 ise bu takdirde z, — z¢’dir.

ispat. a) Hipotezden her ¢ > 0 igin bir N eleman vardir 6yle ki n > N igin

To 2 Ty +al, ||asllx < € ve yn < yo + 05, |05 ] < € esitsizligini saglayan af, b5 eX

— — n’-n

vardir. Buradan z,, < y, oldugundann > N icin zy < yo+ag,+b5, olur. [jaf, + b5, <
lag |l + 1511 x < 2€ oldugundan (3.2.5)’den xy = yo’dir. b) ve c¢)'nin ispat1 benzer

sekilde yapilir. O]

Tanim 3.2.3. [1] X bir normlu quasilineer uzay olsun. Eger
lz]] < |Bx|| = 2 = Bx (3.2.10)

sartinay saglayan bir Bx # 0 elemant varsa X uzayina bir Q—uzay: denir.
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Eger X bir Q—uzay1 ise
Bx : [0,400) > X
t — Bx(t)=t-Bx
fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar.
z 2 Bx ([lz]lx)
t < s= Bx(t) 2 Bx(s),
Bx(t) =t- By,
Bx(t+ s) = Bx(t) + Bx(s).
Eger X bir reel normlu lineer uzay ise Q(X) bir Q—uzayidir.

Ornek 3.2.3. [1] S kompakt topolojik uzay, X ’de tam Q—uzayr olsun. S’den X'’e
tim strekli f fonksiyonlarmin kimesini C(S,X) ile gosterelim. Her s € S igin
fi(s) = fa(s) ise fi = fo olsun. Bu kiime tzerinde toplama ve skalerle ¢arpma

wslemleri asaqidaki sekilde tanimlansin:
(fit f2)(s) = fils)+ fals),
(a-f)(s) = a-[f(s)
C(S, X) kiimesi tizerindeki norm
1fllc = max £ ()]l
ise C(S, X) bir Q—uzayi dur.

Tanim 3.2.4. [1] X ve Y birer quasilineer uzay olsunlar. A : X —'Y bir doniisim
olmak iizere, Yx,x1,xo € X wve Ya € R i¢in asaqidaki sartlary saglarsa A’ya bir

quastlineer operator denir.

ANa-z)=a-Ax), (3.2.11)
Ty Rz = A(xy) X A(zo). (3.2.13)

X wve Y birer lineer uzay ise quasilineer operator tanwvma klasik lineer operator

tanmvmayla ¢akisir. (3.2.13) sarty kendiliginden saglanar.
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Tanim 3.2.5. [1/ X ve Y birer normlu quasilineer uzay olsun. A : X —'Y quasili-

neer dontsiumi verilsin. Eger Vx € X icin
IA@)ly < Kzl
olacak sekilde 3k > 0 reel sayist varsa A’ya simarly quasilineer operator denir.

Lemma 3.2.3. [1/ X ve Y birer normlu quasilineer uzay olsun. A : X — Y

quastilineer operatori verilsin.
A simrbidir < A, 0 € X noktasinda stireklidir.
Ayrica N'man 0°daki stirekliligi, A’'min X dzerinde dizgiin sturekliligini gerektirir.

Simdi sinirh quasilineer operatérlerin uzayimi taniyalim [1] :

X ve Y birer normlu quasilineer uzay olmak iizere, X’den Y ’ye tiim sinirl quasili-
neer operatorlerin ailesi A(X,Y) ile gosterilir. A(X,Y) sinirh quasilineer operatorler
ailesi

A1 SJ A2 SVre X 19111 A1<.T) ‘_< Ag(l‘)

seklinde tanimli kismi siralama bagintisi ve
+:AX,)Y) x A(X,Y) = A(X,Y)

(Al + Az)(l’) = Al(l') + AQ(ZE)

SR X AX,Y) = AX,Y)
(a-A)(z) = a-Az)

islemleri ile bir quasilineer uzaydir. Burada “=<” sembolii Y deki kismi siralamadir.
“+7 ve “” iglemleri Y 'nin iglemleri olup ayni semboller A(X,Y") igin de kullanilmigtir.

Ayrica,
[Ally = sup [[A()]ly

]l x =1

normuyla A(X,Y’) bir normlu quasilineer uzaydir [1].

Teorem 3.2.1. [1] X bir normlu quasilineer uzay, Y ise tam normlu quasilineer

uzay olsun. Bu durumda A(X,Y") bir tam normlu quasilineer uzaydar.
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Tamim 3.2.6. [14/ (Yarr Normlu Quasilineer Uzay) X bir quasilineer uzay
olsun. Bir ||-||x : X — R reel fonksiyonu asagida verilen sartlar saglyorsa, X

tizerinde bir yart norm denir.
e =0= ||y =0,
Iz +yllx < llzlly +llyllx
loc- 2l x = laf =]l
2y =zl < llyllx-

Bir X quasilineer uzayinda bir yary norm fonksiyonu tanimbysa X ’e bir yar:
normlu quasilineer uzay denir. Yari normlu quasilineer uzayda her elemanin
toplamsal tersi varsa bu yart normlu quasilineer uzay, bilinen reel yary normlu lineer

uzay yapswyla ortisiir.

3.3 Quasilineer Uzaylarda Baz ve Boyut

Bu kisimda 4. ve 5. béliimlerde kullamlacak olan bazi tanim ve teoremler [3],

[12] ve [13)'den yararlanilarak verilecektir.

Tanim 3.3.1. [3] (X, <) bir quasilineer uzay, {zy},_, C X ve {ax},_;, C R olmak
lzere,

a1 +oy T+ ... tay, T, =2
olacak sekildeki x elemanina {xy};_, kimesinin bir lineer kombinasyonu,
a1 Ty +ay o+ ... ta, T, 3T

olacak sekildeki x elemanina ise {xy}p_, kimesinin bir quasilineer kombinasyo-

nu (kisaca gl-kombinasyonu) denir.

Tanim 3.3.2. [3/ (X, X) bir quasilineer uzay ve A C X olsun. A’nin quasi gerdigi

kiime;

n
QspA:{xEX:Zak-xkja:, T1,Xo, ..., Ty € A, al,az,...,anE]R}

k=1

olarak tanimlanar.
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Yani QQspA, A'nin muhtemel quasilineer kombinasyonlarinin kiimesidir. Sunu
belirtelim ki A'min tiim muhtemel quasilineer kombinasyonlarimin kiimesi, A’nin
tiim muhtemel lineer kombinasyonlar (yani SpA) ve muhtemel kombinasyonlardan

siralama bagintisina gore biiyiik veya esit olan elemanlardan ibarettir. Burada

n
SpA = {xEX:Zak-a:k, T1, T, ..., Ty € A, Oél,O./Q,...,O./nER}

k=1
‘dir. SpA C QspA oldugu agiktir. Eger X bir lineer uzay ise SpA = QspA olur. O
halde QspA kavramina ihtiyag kalmaz.

Ornek 3.3.1. [3] (Qc(R), C) quasilineer uzaymda A = {[1,3]} C Qc(R) alt kiimesi

olsun. A, Qc(R)’de tek elemanly bir kiime olup A’nin quasi gerdigi kime;
QspA = Qsp{[1,3]} = {z € Q(R) : - [1,3] Cz, A€ R}

‘dir. Ornegin; [1,3] € QspA iken [2,3] ¢ QspA’dur. Ciinkii; X -[1,3] C [2,3] olacak
sekilde bir A € R mevcut degildir. Buradan da gorilmektedir ki QspA # Qc(R) “dir.

Ayrica [—3, 3] elemani SpA’nin elemans degil iken QspA’min bir elemanidar.
Ornek 3.3.2. /3] (Qc(R), C) quasilineer wzaynda B = {{\/2}} kiimesinin quasi
gerdigi kiime
QspB = Qsp{{V2}} = {z € Q(R) : a - {V2} C 2, AER} = Q(R)
‘dir. Gergekten de Vx € Qc(R) igin
a-{V2}Cuz
olacak sekilde bir « € R mevcuttur. Ayrica SpB = (Qc(R)), 'dir.

Sonug 3.3.1. [3/ R'nin bir araligina yani R nin bir tek nokta kiimesine dejenere
arabk dedigimizi hatirlayalim. Tek noktadan olusan bir dejenere aralik, yani a € R

olmak tizere {{a}} kimesi Qc(R)yi quasi gerer.

Sonug 3.3.2. [3] Yukardaki sonugta verilen durum R’deki bir tek nokta kiimesinin
({0} harig) R ’yi germesine benzer. Ornegin Sp {1} = R’dir. Buradan da Qsp {{1}} =
Qc(R) yazarz.
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Teorem 3.3.1. [3/ (X, X) bir quasilineer uzay ve A = {x1,2s,...,x,} C X olsun.

QspA, X'’in bir alt uzaydor.
Tanim 3.3.3. /3] (X, =) bir quasilineer uzay, {z},_, C X ve {\},_, C R olsun.
OX j)\l.flfl—l-)\QIQ—F—l-)\nIn

esitligi ancak ve ancak \y = Ao = ... = N\, = 0 i¢in mimkin oluyorsa {xy},_,
kiimesine quasilineer bagimsiz (ql-bagimsiz), aksi halde quasilineer bagimla (ql-

bagvmli) denir.
Ornek 3.3.3. /3] (Qc(R), C) quasilineer uzayinda {[1,2]} kiimesini ele alalum.
{0} Ca-1,2]

olmast ancak ve ancak o =0 € R igin mimkindir. O halde {[1,2]} kimesi quasili-

neer bagimsizdir. Yine bu uzayda {[—1,2]} kiimesini ele alalim.
{0y cp-1-1,2]

ifadesi tim [ € R saylary igin (sézgelimi = 2 # 0 saysy i¢in) saglandigindan

{[—1,2]} kimesi quasilineer bagimlidur.

Bu durum lineer uzaylarda alisilagelmis durumdan farkhidir. Bir lineer uzayin
sifirdan farkli bir tek nokta kiimesi lineer bagimsizdir. Fakat bir quasilineer uzayin
sifirdan farkli her tek nokta kiimesi lineer bagimsiz olmayabilir. Ornegin Q¢ (R)
quasilineer uzaymin a € R olmak tizere {{a}} tek nokta kiimesi ve dejenere ol-
may1p sifir1 da ihtiva etmeyen bir tek nokta kiimesi quasilineer bagimsizdir. Fakat
Q¢c(R)’'nin yukaridaki érnekte goriildiigi gibi sifir1 ihtiva eden bir tek nokta kiimesi
quasilineer bagimli olabilir. Bu durumda bir lineer uzaymn sifirdan farkl bir tek
noktaya sahip alt kiimesi quasilineer bagimsiz olmasina ragmen bir quasilineer uza-
yin sifirdan farkl bir tek noktaya sahip alt kiimesi quasilineer bagimli da olabilir

quasilineer bagimsiz da olabilir.

Ornek 3.3.4. [3] (Qc(R?), C) quasilineer uzaymda,

vo= {(zy):z=0-1<y<1},

ve = {(z,y):y=0,—-1<zx<1}



olmak tizere {vy, v} kiimesini ele alalim.
{(0,0)} C Ay -v1 + Ag - 1o
olsun. A\ = \a = 1 alalim. Bu durumda
{(0,0)} C vy + vy
oldugundan {vy,vo} kiimesi Qc(R?) quasilineer uzaymda quasilineer bagimidar.

Ornek 3.3.5. A = {[1,3], {—\/5,—1,0,2,7}} kiimesi (Q(R), C) quasilineer uza-

yrman ikt elemanly bir alt kimesidir ve
(0} CO-[1,3]+1- {—\/5,—1,0,2,7}

saglanacagindan A kimesi quasilineer bagimbhdur. Fakat, (Q(R), C) quasilineer uza-

yman {{—\/5, —1,2, 7}} tek nokta kimesi Q(R) de quasilineer bagimsizdar.

Teorem 3.3.2. [3] Qc(R) quasilineer uzayinda iki elemanly her kiime quasilineer

bagimlidar.

Sonug 3.3.3. [3/ Qc(R™) quasilineer uzayinda n+ 1 elemanly her kiime quasilineer

bagimlidar.

Tanim 3.3.4. [3/ X bir quasilineer uzay ve A C X olsun. Ejer A kimesi quasilineer

bagimsiz ve QspA = X ise A’ya X 'in bir bazy (Hamel Baz) denir.

Ornek 3.3.6. [3] A= {{1}} kiimesi (Qc(R), C) quasilineer uzay: i¢in bir baz teskil

eder.

Simdi bir quasilineer uzaym boyutu kavramim [12]’den yararlanarak verelim.
Lineer uzaylardaki klasik anlayigtan farkli olarak bir quasilineer uzayin boyutu de-
nildiginde “singiiler boyut” ve “regiiler boyut” olmak ftizere iki yeni kavram ortaya

gikacaktir.

Tanim 3.3.5. [12/ Bir X quasilineer uzayinan singiler alt uzayinin barindirabilecegi
ql-bagimsiz elemanlarin maksimum sayisina X in singiiler boyutu denir. Singiiler
boyut kisaca s-boyut olarak yazilir ve s — boyX ile gosterilir. X in regiiler alt uzay
olan lineer uzayin boyutuna da X in regiller boyutu denir. Regiiler boyut kisaca

r-boyut olarak yazilir ve r — boyX 1ile gosterilir.
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Eger bir quasilineer uzayda r — boyX = a ve s — boyX = b ise bu uzaya (a,, bs)
boyutlu quasilineer uzay denir. Tanimdan acikca goriiyoruz ki n-boyutlu bir lineer

uzay (n,,0s) boyutlu bir quasilineer uzaydir.

Tanim 3.3.6. [12]/ X bir quasilineer uzay olmak tzere,
s —boyX =r—boyX =n

ise (n.,ns) saysina X quasilineer uzayimin boyutu denir ve X, n boyutlu bir quasili-
neer uzaydir denir. Eger bir X quasilineer uzayinin boyutu (n,,0s) ise X, n boyutlu

bir lineer uzaydar.

Uyar1 3.3.1. Quasilineer uzaylarda regiiler boyut ve singiler boyut kavramlar, li-
neer uzaylardaki boyut kavrama disiincesinin bir genellestirmesidir.  Quasilineer
uzay olarak bir X lineer uzayr gozonine alimirsa X “in singtiler boyutunun 0 oldugu
gorilir. Ashnda lineer uzaylarda singiiler boyut 0 oldugundan, s6z konusu uzayin
boyutu, tanima yukarida verilen regiiler boyuta karsilik gelmektedir. Béylece lineer

uzaylarda regiler boyut yerine sadece “ boyut” ifadesi kullanilacaktur.

Simdi bir quasilineer uzayin boyutu kavramini daha iyi anlayabilmek ic¢in bazi

ornekler verelim.

Ornek 3.3.7. Q¢ (R) quasilineer uzayiman singiiler alt uzayma A diyelim. A, = {0}
oldugundan r — boyA = 0°dur. Ayrica, {[1,2]}, As nin quasilineer bagimsiz bir ele-
mant oldugundan s —boyA =1 olur. Boylece A, (0,, 1) boyutlu bir quasilineer uzay

olur. Agik olarak Qc(R) quasilineer uzayimin regiler alt uzayinin boyutu (1,.,05) dir.

Uyar: 3.3.2. Bir quasilineer uzayin singiiler boyutunun 0 olmast o uzaywn lineer
uzay oldugu anlamina gelmez. Ornegin; Qc(R) 'nin simetrik elemanlarimin kiimesi
olan (Qc(R)), alt uzayin disinelim. Burada r—boy (Qc(R)), = s—boy (Qc(R)), =

0 olmasina ragmen (Qc(R)), quasilineer bir uzaydar.

Ornek 3.3.8. [12] R, Q¢ (R), (2 (R)), U{{0}} ve (Qc(R)), quasilineer uzaylarimn
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regiler ve singtiler boyutlar siraswyla su sekildedir:

r—boyR —= 1 ves—boyR =0,
r—boyQe (R) = 1 ves—boyQe (R) = 1,
r—boy (Qc (R)),U{{0}} = 0wves—boy(Qc(R)),U{{0}} =1,
r—boy (Qc (R)), = 1wves—boy(Qc(R)), =0

Ornek 3.3.9. [12] Qc(R?) quasilineer uzayinin
W = (Qc (R?*)) U{{(t,0)} : t e R}
alt uzayr ve Wy nin
w; ={(0,s): 1 <s<2}
ve
wy = {(¢,0): 1 <t <2}

elemanlary verilsin. {(0,0)} C A\jw; + Aws kapsaminy saglayan 0 dan farkle Ay ve Ao
skalerleri olmadigindan {wy,wy} kiimesi Wy de quasilineer bagimsizdir. Buna gére
s — boyW > 2 olur. W, Qc(R?) nin alt quasilineer uzay oldugundan Sonu¢ 3.5.3

gozoninde bulundurulursa s — boyW = 2 elde edilir. Ayrica
W, ={{(t,s)}:teR, s=0}
olup, W 'nin regiiler alt uzayr R kiimesine denktir. Boylece r — boyW = 1’dir.

Ornek 3.3.10. [12] R%, Qc(R?), (Q:(R?)), U {0} ve (Qc(R?)), quasilineer uzay-

lariman regiiler ve singuler boyutlary siraswyla su sekildeduir:

r—boyR? = 2 ves—boyR* =0,
r — boyQe (R2) = 2 ve s —boyQle (R2) =2,
r—boy (Q (R?)) U{0} = 0ves—boy (Q (R*)) U{0} =2,

)
r — boy (Qc (Rz))r = 2 wves—boy (Qc (R2))T =0.

Ornek 3.3.11. Qo (R") quasilineer uzaymn regiiler alt uzay R™ ve (Qc(R™)),U{0}
alt uzayinda en fazlan tane eleman quasilineer bagimsiz olacagindan r—boyQe (R™) =

n ve s — boyQe (R™) = n’dir.
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Simdi, dordiincii boliimde bir i¢ ¢carpim quasilineer uzayinda tanmimlayacagimiz
Schauder baz, ortonormal baz ve tam ortonormal baz kavramlarini verebilmemiz
i¢in gerekli ve 6nemli olan saglam zeminli quasilineer uzay kavramin [13| ve [12]’den

yararlanarak verelim.

Tamim 3.3.7. [12] (X, X) bir quasilineer uzay, M C X ve x € M olsun. “X” kismi
siralama bagintisina gore x elemanindan once gelen M kiimesindeki tum regiiler
elemanlarin kimesine x elemanimin M ’'deki zemini, x elemanindan once gelen X
kiimesindek: tim regiler elemanlarin kiimesine ise x elemaninin X 'deki zemini denir

ve siraswla FM ve FX ile gosterilir. Buna gore
Fl'={yeM, :y=a}

ve

FX={yeX,:y=<a}
“dir.
Tanmim 3.3.8. [12] X bir quasilineer uzay ve M C X olsun. M kiimesinin zemini,
M Eiimesindek: tim elemanlarin M 'deki zeminlerinin birlestminden olusan kiimeduir
ve Fyy ile gosterilir. Buna gore,

Fy=JFY

zeM
“dir.
M kiimesinin X 'deki zemini, M kimesindeki tim elemanlarin X deki zemin-
lerinin birlesiminden olusan kiimedir ve F5y ile gdsterilir. Buna gire,

Fu=U FEX

zeM
“dir.
Bir X quasilineer uzayinin zemini ise, X ‘deki tim elemanlarin zeminlerinin bir-
lesiminden olusan kimedir ve Fx ile gdsterilir. Buna gore,

Fx=JF

zeX

“dir.
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Sonug 3.3.4. [3] Bir X quasilineer uzayiman zemini olan Fx kimesi X ’in bir alt

uzayrdar.

Uyar: 3.3.3. [3] Bir X quasilineer uzayinda bir x € X elemanimn zemini alt uzay

olmayabilir.

Tanmim 3.3.9. [13] Bir X quasilineer uzayinda her y € X igin sup F, mevcut ve
y=sup{r € X, :z 2y}

oluyorsa X quasilineer uzayina saglam zeminli (solid-floored) denir. Eger yukari-
daki gart saglanmiyorsa bu durumda X'’e saglam zeminli olmayan (non-solid

floored) quasilineer uzay denir.

Bu tanmimdaki supremumdan anladigimiz X quasilineer uzayimin “=<”" bagintisina
gore supremumudur. Yani bir X quasilineer uzaymin saglam zeminli quasilineer
uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her y € X i¢in sup F}, mevcut ve y = sup F,

olmasidir.

Ornek 3.3.12. [13] E bir normlu lineer uzay olmak iizere Q(E) ve Qo(E) quasi-
lineer uzaylary saglam zeminli quasilineer uzaylardir. Qc(R) nin singiler alt uzay
olan (Q(R)), U {0} saglam zeminli olmayan quasilineer uzaydir. Ornegin; y =

[—2,3] € (Q:(R)), U {0} i¢in

sup {z : 2 € (R (R)),U{0)), . = Cy} = {0} #y

‘dur. Ayrica z = [1,3] € (Qc(R)),U{0} elemani igin x C z olacak sekilde (Qe(R)), U

{0} 'nin hi¢bir elemanu yoktur.
Ornek 3.3.13. [12] Qc(R?) quasilineer uzay. verilsin. v > 0 olmak tizere,
A={z=(21,20) 1 2] + 25 <1}

kiimesi R? 'nin bos olmayan kapal, sinirl ve konveks bir alt kiimesidir ve dolaysiyla
A € Qc(R?) olur. Qc(R?) 'nin standart baz olan {{(1,0)},{(0,1)}} yardimiyla A

kimesindeki bir x elemans igin {x} = {(z1,22)} € (Qc(R?)), elemans

{zr} =21 -{(1,0)} + 2, - {(0, 1)}
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seklinde tek tirli bir gosterime sahiptir. Ayrica {z} € (Qc(R?)), ve {z} = {(x1,22)} C

A oldugundan x% + x3 < r’dir. Diger taraftan A ile distten sinirl olan
Fy= {{.’L’} € (Qc<R2>)r : {x} - A}

kiimesinde “C” kismi siralama bagintisy tizerinden supremum alinirsa,

sup {{x} = {(21,22)) € (2(®), : {2} € 4)
= sgp{{:z:l-{(1,0)}—1—:162-{(0,1)}} oy 4oy <7}
= A

elde edilir.
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BOLUM 4
IC CARPIM QUASILINEER UZAYLARI VE
HILBERT QUASILINEER UZAYLAR

Ugiincii boliimde goriiyoruz ki, Aseev [1] numaral calismasinda quasilineer
uzay ve normlu quasilineer uzay teorisini gelistirmis ve bu uzaylarla ilgili bir takim
sonugclar elde etmigtir. Biz de bu boliimde Aseev’in ¢alismasindan yola gikarak quasi-
lineer uzay teorisinin gelisimine énemli Ol¢iide katk: saglayacagini diistindiiglimiiz i¢
carpim quasilineer uzay1 ve Hilbert quasilineer uzay kavramini tanitacagiz. Bu ne-
denle, X bir quasilineer uzay olmak tizere X x X quasilineer uzay1 iizerinde yeni bir
fonksiyon tanmimlayacagiz ve bu fonksiyonu i¢ ¢arpim fonksiyonu olarak adlandira-
caglz. Tanmimlanan bu yeni fonksiyon lineer i¢ ¢arpim uzaylarindan farkli olarak
Aseev’in [1] numarali galigmasinda kullandigy kismi siralama bagintisin da igerecek
ve bu i¢ ¢arpim ile X {izerinde bir norm olusturulacaktir. Dolayisiyla, inceleye-
cegimiz i¢ carpim quasilineer uzaylarimin aslinda bir 6zel normlu quasilineer uzay
oldugu goriilecektir. Yine burada i¢ carpimin olusturdugu norm altinda, X bir Ba-
nach uzay1 ise X uzayima bir Hilbert quasilineer uzay denilmig ve lineer i¢ ¢arpim
uzaylarinda saglanan bazi Ozelliklerin, i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarinda da sag-
landigi, bazilarinin ise saglanmayacagl gosterilmistir. Burada tanimlanacak olan ig
carpim quasilineer uzay1 kavrami [15]’de verilmigtir.

Lineer i¢ ¢arpimin sahip oldugu en 6nemli 6zelliklerden biri de vektorlerinin
ortogonalliginin tanimlanabilmesidir. Bu da Hilbert uzay teorisini Banach uzay1
teorisinden daha zengin ve faydal kilmaktadir. Bu nedenle, burada lineer i¢ ¢arpim
uzaylarinin bir genellestirmesi olarak tamimladigimiz i¢ carpim quasilineer uzay-
larinin geometrisini daha iyi anlayabilmek i¢in quasilineer uzay teorisinde yeni olan
iki elemanin dikligi kavrami tanimlanmig ve bu kavram ile ilgili bazi aragtirmalar
yapilmigtir. Yine burada bir normlu quasilineer uzayin Schauder bazi kavrami ve-

rilmis ve bununla ilgili 6nemli teorem ve sonuclara yer verilmistir. Ayrica bu boliimde
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yarl i¢ ¢carpim quasilineer uzay1 kavrami tanitilmigtir.

Qaligmalarimizin devaminda ise klasik fonksiyonel analizde verilen tanim ve
teoremlerin, tanimlamig oldugumuz i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarindaki karsiliklar:
incelenmistir. Burada c¢aligmalarimizi yaparken unutmamamiz gereken en onemli
unsurlar, quasilineer uzaylarda singiiler eleman olarak ifade ettigimiz tersi olmayan
elemanlarin olmasi ve burada alacagimiz iki eleman arasindaki uzakligin Hausdorff
metrige gore oldugudur. Bu béliimde elde ettigimiz énemli bir bulgu da bir Hilbert
quasilineer uzaym her elemaninin Hilbert uzayin kapali alt uzaymin bir elemani
ve bu alt uzaym dikey kiimesinin bir elemaninin toplami olarak ifade edilememe-
sidir. Yani quasilineer uzay teorisinde “Ortogonal Parcalanma Teoreminin” saglan-
mamasidir. Bununla ilgili 6nemli 6rnek ve sonuclar burada verilmistir. Ayrica bu
béliim igerisinde quasilineer uzay teorisinde yeni olan, [3| ve [12]'de verilen zemin,
quasilineer bagimlhilik, quasilineer bagimsizlik kavramlariyla ilgili bir takim aragtir-

malar bulunmaktadir.

4.1 1I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar1 ve Hilbert Quasilineer

Uzaylar

Bu kisimda lineer i¢ ¢arpim uzaylarinin bir genellegtirmesi olan i¢ ¢arpim
quasilineer uzay1 kavramini verecegiz. Burada bir quasilineer uzay iizerinde tanim-
layacagimiz i¢ carpim fonksiyonu klasik analizden farkli olarak kiime degerli bir
fonksiyon olarak tamimlanacaktir. Nasil ki Aseev lineer operatorlerin quasilineer
uzaylarda yerini tutan Q(R) degerli yani kiime degerli operatorleri incelemis ise biz
de burada Q(R) degerli fonksiyon olarak i¢ garpimi verecegiz.

Ik olarak ic carpim quasilineer uzay1 tanimini vermeden 6nce bu kavram icin

gerekli olan bazi yeni tanmim ve ornekleri verelim.

Tanim 4.1.1. X bir quasilineer uzay olsun. X kapsayan saglam zeminli quasi-
lineer uzaylarin en kicigine X in saglamlastirilmasy denir ve X ile gosterilir.

Yani, Xt kapsayan baska bir saglam zeminli Y quasilineer uzay: varsa X C Y ’dir.

Bazi saglam zeminli X quasilineer uzaylari igin X=X oldugu aciktir. Ornegin;

Qc(R) saglam zeminli bir quasilineer uzay oldugundan Q¢ (R)’nin saglamlagtirmasi
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kendisine esittir. Yine ayni sekilde (Q:(ﬁ))T = (Q¢(R)),’dir. X bir quasilineer uzay

ve y € X ise y nin X ’deki zemini

ile gosterilir.

Lemma 4.1.1. Q¢(R) 'nin singiiler elemanlarimin kiimesi olan Qc(R)s alt uzayinin

—

saglamlastirmast Qc(R) 'dir. Yani (Qc(R)), = Qc(R) 'dir-

Ispat. Kabul edelimki (Q/(IRT))S # Qc (R) olsun. Bu durumda saglamlagtirma
tanimi geregi (¢ (R)),’yi kapsayan Q¢ (R)’den daha kiigiik saglam zeminli bir Y
alt uzay1 vardir. Yani

(QC (R))S cY cC QC (R)

olacak gekilde Y saglam zeminli alt uzayr vardir. Buradan her y € Y icin y =
sup{z € Y, : x Cy}dir. Y # Q¢ (R) kabuliimiizden Y, # (¢ (R)),, buradan da en
az bir {a} € (2 (R)), i¢in {a} ¢ Y, olur. Dolaysiyla y = [0,a] € Y igin

0,a] #sup{z €Y, :2 C[0,a]}

"dir. Bu da Y'nin saglam zeminli olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla (¢ (R)),’yi kapsayan
en dar saglam zeminli quasilineer uzay Q¢ (R)’'dir. Q¢ (R)’den bagka (Q¢ (R)),’yi
kapsayan Q¢ (R)’'nin saglam zeminli bir alt kiimesi yoktur. O

—

Sonug 4.1.1. Daha genel olarak (Qc(R")), = Qc(R™) "dor.

Tanmim 4.1.2. Bir X quasilineer uzayinda bir i¢ ¢arpim, X x X ’den Q(R) igine
tamimle asagqudaki sartlar saglayan bir (.,.) fonksiyonudur. Her x,y,z,u,v € X wve

her a € R igin;

z,y € X, ise (r,y) € (A(R)), =R, (4.1.1)
(x+y,2) C(2,2)+ (y,2), (4.1.2)
(a-z,y) =a-(z,y), (4.1.3)

(v,y) = (y,2) , (4.1.4)
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z € X, igin (x,x) >0 ve (x,x) = {0} < = = {0}, (4.1.5)

I, llawy = sup { (@ B)]l : a € EF b e FF ] (4.1.6)

r=yveu=<v= (r,u) C (y,v), (4.1.7)

Ve > 0 w¢in bir x. € X vardwr oyle ki

T2 y+ . ve (e, x.) TS (0) isex <y (4.1.8)
‘dir. Burada S¢(0) kiimesi Q (R)’de 0-merkezli e-yaricapl kireyi gostermektedir.

Bu i¢ carpim ile birlikte X quasilineer uzayina bir i¢ carpim uzayi denir. x € X
icin
lelly = /i@,

seklinde taniml fonksiyon bir norm tanimlar ve bu norma i¢ ¢carpim normu denir.

Uyar1 4.1.1. Eger X bir lineer uzay ise bu sartlar klasik reel i¢ ¢carpim uzay sart-
larina dondtgiir. Soyle ki; bu durumda X = X, olacagindan (4.1.1) sarty saglanir
ve i¢ ¢arpym fonksiyonu reel degerlidir. (4.1.2) sartinda ise i¢ ¢arpum reel degerli
oldugundan “C” bagintist “=" halini alacaktir. (4.1.3), (4.1.4) ve (4.1.5) sartlar
lineer i¢ ¢arpim uzaylarndaki sartlarla aymdir. (4.1.6) sartina su nedenle gerek
yoktur: X lineer uzay oldugundan X = X dir. F,={a€ X, :a<z} yani x ele-
manwman zemini, x bir regiler eleman oldugundan {x} seklinde bir tek nokta kime-

sidir. Ayny durum y elemans i¢in de s6z konusudur. O halde

b}l s 0 € Fube By} = {6 ) log, |

tek nokta kiimesi olup bu kiimenin supremumu ||{z, y) ||, ‘dir. [[(z, ) lor) = [{z,y)]
oldugunu unutmamak gerekir ve tabi ki lineer uzaydaki bir i¢ ¢arpym icin |(x,y)| =
|(x,y)| yazmak gereksizdir. (4.1.7) sarti igin, lineer uzaylarda “<X” bagintisy “="
bagintisy olmak zorunda olup (x,u) = (y,v) olacag asikardur ve boylece gereksizdir.
(4.1.8) sartta (x,xc) bir reel say olup (z.,x) C Se(6) olmast |z.|* < € anlamina
gelir. Yani son sart, her € > 0 igin bir x. € X vardir dyle ki x = y+ . ve ||z.]° < €

1se x = y olacaginiy soylemektedir. Klasik bir normlu uzay i¢in bu durum zaten

gecerlidir ve soylenmesine gerek yoktur.

48



Sonug 4.1.2. Bir X i¢ carpim quasilineer uzayimin regiler alt uzayr olan X, ayni

i¢ carpum ile bir (lineer) i¢ ¢arpim uzayuder.

Yukarida verilen ||z|| = ,/||(z, z) ||Q(R) 'nin X {izerinde bir norm oldugunu goster-
mek i¢in en zor olan nokta tliggen esitsizligini saglatmaktir. Bu ise tipki klasik ig
carpim uzaylarinda oldugu gibi 6ncelikle bir i¢ ¢carpim quasilineer uzayinda asagida

verilecek olan Schwarz Esitsizligini saglatmamiz gerektigini soyler.

Lemma 4.1.2. (Schwarz Esizsizligi) X bir i¢ ¢carpim quasilineer uzay: olmak tizere,
her z,y € X i¢in
1z, ) oy < Nzl x llyllx (4.1.9)

olur.

Ispat. X bir i¢ carpim quasilineer uzay ise (4.1.5) ve Sonug 4.1.2’den her z,y € X

icin
I ) low = sw{l@b)l,, acFSve F
= sup{](a,bﬂ ta € Ff,b € Ff}
< sup{Jlollg blg o€ FXbe B}
< sup{||a||)? ta € Ff}sup{”bn)? :be Ff}
= lzllx llvllx
elde edilir. O

Teorem 4.1.1. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr olmak tizere

2l x = /1l 2) o) (4.1.10)

esitligi X dizerinde bir norm tanimlar.

ispat. Ilk olarak (4.1.10) ile verilen normun X i¢ garpim quasilineer uzaynda tiggen
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esitsizligini sagladigim gosterelim. Her z,y € X i¢in (4.1.2) ve Schwarz Esitsizligin-

den

2
le+ylly = e+, z+9ll,,
< ) + (yw) + () + ool
< @ o)l g + Iy 9l + 2 12 0)

2 2
< lllx + llylx + 2 [l x [lyllx

H Q(R)

olur. Bdoylece

Iz +yllx < llzllx +llyllx

elde edilir. Her z,y € X ve her a € R icin

lozlx = /e 2,0 @)l
= Jal /@, 2) ey

= lofllzllx
dir. (4.1.7)’den her u,v € X i¢in u < v ise (u,u) C (v,v) olacagindan

2 2
ol = el < 100, = Nl

olur. Buradan da |jul|y < |luly bulunur. I¢ carpim quasilineer uzayinda normun
son gartini saglatmak icin; eger, her € > 0 i¢in bir z. € X vardir 6yle ki z < y + x.

ve ||z < eise ||(z, ) < €? olur. Buradan da (z.,z.) C Se(0) olur. X bir ig

[
carpim quasilineer uzayi oldugundan (4.1.8) sartindan z < y+x, ve (z, z.) C S2(0)

ise x < y elde edilir. O]

Boylece her i¢ garpim quasilineer uzay1 (4.1.10) normuyla bir normlu quasilineer

uzay1 olur. Bu norma i¢ ¢arpim normu denir.
Ornek 4.1.1. A, B € Q¢(R) i¢in
(A,B) ={a-b:a€ Abe B} (4.1.11)

fonksiyonu bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpim ile Qc(R) bir i¢ ¢arpim quasilineer

wzayrder. Tanwvmlanan i¢ ¢arpyman iyi tanemb oldugu agikardir. Her A, B € (Qc(R))

T
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icin a,b € R olmak tizere A = {a} ve B = {b} olacagindan (A,B) = {a-b:a €
{a},be {b}} =a-be (Q(R)), olur. Her A, B,C,D € Qc(R) ve o € R igin

(A+B,C)y={(a+b)-c:ac Abe B,ce C}
={a-c+b-c:ac€ Ajbe B,ce (}
Cla-ciacAceC}l+{b-c:beB,ceC}
=(A,C)+(B,C)

oldugundan (4.1.2) sartr saglanmas olur.

(- A, B)={(av-a)-b:a€ Abe B}
=a-{a-b:a€ Abe B}
=a-(A,B)

esitligi saglanar. (4.1.4) esitligi ag¢ik olarak saglanar. (Qc (R)), = R oldugundan her
A€ R igin
(AJAy ={a-a:ac A} ={a®:ac A} >0
olur. (A, A) = 0 ise verilen i¢ carpim tanmvma geregi A = {0} olmalidir. Qo (R)
saglam zeminli quasilineer uzay oldugundan m = Qc(R)dir. Her A, B € Q¢(R)
1¢in
(A, B)llowy = sup{lz|:z € (A, B)}
= sup{lz|:x€{a-b:a€ Abe B}}
= sup{la-b|:a € Fa,b€ Fp}

Go(® Go(®
— sup {||(a,b>||Q(R) ca€ Fe® pe piet >}

‘dir. A C B,C C D olsun. [16]’dan A-C C B-D olacagindan bira € A,b € B,c € C
ved € D i¢in
{a-cia€eAceC}yC{b-d:be B,de D}

yazilabilir. Yani

(A,C) C (B, D)



olur. Béylece (4.1.7) sarty da saglanmas olur. Son sart i¢in ise, her € > 0 i¢in bir

Ac € Q.(R) bulunsun dyle ki A, B € Q.(R) i¢in
AC B+ A ve (A, Ac) € S(0)

. y 2
olsun. (A, Ac) C Sc(0) ise {z?:z € A} C S.(0) olacagindan [Aellqmry < € elde
edilir. 2 (R) kendi normuyla bir normlu quasilineer uzay oldugundan ve normlu

quasilineer uzayin son sartindan A C B olur.
Simdi Ornek 4.1.1°de verilen sonucun daha genelini bir teorem olarak verelim.

Teorem 4.1.2. n pozitif tamsayr olmak tzere A, B € Qc(R™) i¢in
(A,B) = {{a,b)g. :a € A,be B}

fonksiyonu bir i¢ carpimdir ve bu i¢ ¢carpim ile Qc(R™) bir i¢ ¢arpvm quasilineer

uzayrdar.

Ispat. Oncelikle bu (,) : Qc(R") x Qc(R") — Q(R) fonksiyonunun iyi tamml
oldugunu gostermeliyiz. A, B € Q¢(R") igin A ve B, R™'nin kompakt alt kiimeleridir.
(A, B) ikilisi de R™ x R™ kartezyen garpim topolojisine gore kompakt kiimedir.
(,)gn : R" x R® — R klasik i¢ ¢arpim fonksiyonu siirekli oldugundan, R™ x R"

topolojik uzayimn bir elemani olan (A, B) kompakt kiimesini
() (A4, B)) = {{a,b)gn - a € A;b € B} = (A, B)

kompakt kiimesine doniigtiiriir. O halde (A, B) € Q(R)’dir. Béylece i¢ ¢arpim iyi
tanimhdir.

Her A, B € (Qc(R™)), i¢in (Qc(R™)), = R olacagindan (A, B) € (Q(R)), olur.
Her A, B,C € Q¢(R"™) igin

(A+B,C) = {{a+b,c)gn:acAbe B, ceC}
= {{a,¢)gn + (b,C)gn :a € A,b€ B,ce C}
C {(a,¢)gn:a€AceC+{(bc)g. b€ B,ceC}
= (A, C)+(B,C)
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bulunur. Her A, B € Q¢(R") ve v € Rigin (- A, B) = {(a- a,b)pn :a € A,b € B} =
a-{(a,b)gn :a€ Ajbe B} = a- (A, B) olur. (4.1.4) sartimin saglandig1 acikca
goriiliir. (A, A) =0 = {(a,a)g. :a € A} =0 = (a,a)g, = 0 olmas1 gerektiginden
a = 0, buradan da A = {0} olur. Tersi agik¢a saglanir. Qc(R™) saglam zeminli
quasilineer uzay oldugundan Q@) = Q¢(R™)’dir. Her A € (Qc(R™)), icin (A, A)

pozitif reel say1 oldugu agiktir. Qc(R™) saglam zeminli quasilineer uzay oldugundan

—

Qc(Rn) = Qc(Rn)7dlr Her A, B € Qc(Rn) i¢in

KA, B)llow) = sup{lz]:z € (A, B)}
= sup{|z|:z € {{(a,b)g. :a € A,be B}}
= sup{|(a,b)gn| : a € Fu,b € Fg}

— sup {||<a,b)Rn||QC(R) aeFube FB}

olur. Her A,B,C,D € Q¢(R") igin A C B ve C' C D olsun. Buradan her a €
A,b € Cigin a € B vebe D olur. Bu durumda ig ¢arpim tanimi geregi (A, C) =
{{a,c)gn :a € A, c € C} igin (a,c)p. € (A,C) iken (a,c)g. € (B, D) olur. Bu da
bize istenileni verir. Her € > 0 i¢in bir A, € Q.(R™) bulunsun &yle ki A, B € Q.(R™)
icin
AC B+ A ve (A, Ay C S.(0)

olsun. (A, A.) C Sc(0) ise {(z,2)pn : v € A} C S(0) olacagindan HAeﬂé(R) <e
olur. € (R) kendi normuyla bir normlu quasilineer uzay oldugundan ve normlu

quasilineer uzayin son sartindan A C B bulunur. ]

Uyar: 4.1.2. Bir i¢ ¢arpim quasilineer uzayimn normu paralelkenar kuraling sagla-

mak zorunda degildir.

Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1°den biliyoruz ki Q¢ (R), (4.1.11) i¢ carprma ile bir i¢

carpim quasilineer uzayidir. Bu i¢ ¢arpiman normu da

All = A A = 2:a€ A =sup |a
141 = T Dl = /I @ € AYloge, =519

“dar.
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A=B=10,1 € Qc(R) igin A+ B = [0,2] ve A— B = [—1,1]'dir. Ayrica
A =||B|| =1, |A+ B|| =2 ve ||]A— BJ| =1 dir. Fakat

2 2 2 2
IA+ B|I* + [|A = BII" # 2 (A" + |BI])

"dir.

Sonug 4.1.3. Sonu¢ 4.1.2°den her i¢ ¢arpim quasilineer uzayimin regiler alt uzay:

tizerinde bu i¢ ¢arpim klasik i¢ ¢arpim olacagindan paralelkenar kuraly saglanr.

Teorem 4.1.3. Bir i¢c carpim quasilineer uzayinin regiler altuzayr tizerinde para-

lelkenar kuraly saglanar.

ispat. X bir i¢ carpim quasilineer uzay1 ise X'’in regiiler alt uzay1 lineer uzaydair.
Bu lineer alt uzay tizerindeki i¢ ¢arpim klasik i¢ carpim olacagindan paralelkenar

kurali saglanir. O]

Uyar: 4.1.3. Asagida verilecek olan dnermenin ispaty klasik lineer fonksiyonel ana-
lizde verilene benzerdir. Ancak burada lineer uzaylardaki bir dizinin yakinsakliginan,
quasilineer uzaylardaki dizinin yakinsakligindan farkl olduguna dikkat edilmelidir.

Buradaki yakinsaklik quasilineer uzaymn Hausdorff metrigine gore yakinsakhktar.

Onerme 4.1.1. X bir i¢c carpum quasilineer uzayr olmak tizere x, — x ve Yy, — Y

ise (xp, yn) — (x,y) dir.

Ispat. (Buna i¢ ¢arpimin siirekliligi de denir.) z,, — x ise her € > 0 igin bir ng € N

vardir Oyle ki her n > ng iken

€ € €
Tp 3T+ a1, T2 Tp+ag,, }ai,on <e

‘dur. Benzer sekilde y,, — vy ise her € > 0 igin bir né) € N vardir 6yle ki her n > nz)
iken

Yn j Yy + bi,n’ Y j Yn + b;n,

€
‘bi,n“X Se

'dur. (4.1.2) ve (4.1.7)’den

<‘T7l7y7l> g <£L‘ + ai,rmy + bi,n> g <J},y> + <l’7 bi,n> + <a’i,n7 y> + <ai,n7 bi,n>
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ve

<ZL‘, y> g <x7’b + aan? yn + b;,n> g <'ITL7 yn> + <ZL‘TL’ b;,n> + <a§,n7 yn> + <a§,n’ bg,n>
olur. Eger
Ci,n = <x7 bi,n> + <ai,n7 y> + <ai,n> bi,n>
ve
C;,n = <:En, bg,n> + <a§,na yn> + <a§,m bg,n>

dersek cf ,,c5,, € Q(R)’dir. (4.1.9)'dan

[einllom = Kz 05.) + (atn ) + (ai,, 00.) |

< el [9nlly + sl il + laiall 13011

olacagimdan n — oo iken||cf , — 0’dir. Benzer sekilde yine (4.1.9)’dan

|Q(R)

leollogy = [Cen:5) + (a2 yn) + (@l b2)|

< lenllx 9l + llaznllx lynllx + laznll 195

— 0 dir. Buradan

olacagindan n — oo iken

2 |Q(R)

<xnvyn> g (x,y) + Ci,n? <$7y> g <$n,yn> + Cg,n ve HC:WHQ(R) S €
ise n — oo iken (z,,y,) — (z,y) elde edilir. O

Lemma 4.1.3. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr olsun. Her x,y € X i¢in x4y €

X, isex € X, vey € X, dir.

Ispat. 24y € X, ve z ¢ X, olsun. Bu durumda, bir z € X, vardir ve (z+y)+2z =
0’dir. Buradan
r+(y+2)=0

olacagindan x’in bir y + z tersi vardir. Kabuliimiizden x in x + 2’ = 0 olacak sekilde
bir ' € X, tersi mevcut degildir. Bu da y 4+ z'nin 2’in tersi olmasiyla geligir. Bu

nedenle x € X, ’dir. Benzer sekilde y € X, oldugu da gosterilebilir. O]
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Tanim 4.1.3. Bir X i¢ carpim quasilineer uzayina
|z|| < ||Bx]|| iken z = Bx

sartina saglayan Bx # 6 bulunmasi durumunda t¢ ¢arpim Q—uzayr denir. Burada
x|l = ¥/ ||{x, z)|| oldugunu hatirlatalim. Bu tanwm [1]’de verilen normlu quasilineer

uzaylarla ilgili olan Q—uzayr tanmamiman dogal bir sonucudur.

Hatirlatalim ki bir normlu lineer uzay 2—uzay1 olamaz. Ciinkii ||z| < ||Bx||
olmasi durumunda = = By olacaksa ||| < ||Bx|| olacagindan £ = Bx olmasi
gerekirdi. Bu ise dogru degildir. Oyleyse Q—uzay1 kavrami normlu lineer uzaylar
icin anlamsiz bir kavramdir ve sadece nonlineer quasilineer uzaylar i¢in anlamli hale

gelir.

Ornek 4.1.3. E bir i¢ carpim uzay: olmak tizere Q(E) ve Q.(E) quasilineer uzaylar
bir i¢ ¢arpim Q—uzaydir. Her A, B € Q(E) i¢in

(A,B) ={(a,b), :a € A,be B}

bir i¢c carpem tamimlar. Yukarida tanimly i¢ carpim wyi tamambider.  Tanmimlanan
i¢ carpim fonksiyonunun (4.1.1)-(4.1.8) sartlarin sagladige Teorem 4.1.2°deki gibi
gosterilebilir. Simdi Q(E) 'nin bir Q—uzayr oldugunu gosterelim. By yi E 'nin birim
kiiresi olarak alalim. Bu durumda Bg € Q(FE) ve ||Bg|| = 1’dir. Simdi A € Q(E)
icin ||A|| < ||Bg|| tken A C Bg oldugunu gésterelim. ||Al| < ||Bg|| ise ||A|| < 17dir.

x, A mn keyfi bir elemant olmak tizere
[A] = sup [|lz|| < 1
€A

olacagindan her x € A igin ||z|| < 1 olur. B = {a € Q(E) : ||a|| < 1} oldugundan

T € BE “dir.
[1] (X, ]|-]|) bir normlu quasilineer uzay ise
hz,y) =inf{r >0:2 2y+aj, y 2x+ay |affly <r} (4.1.12)

esitliginin X {izerinde bir metrik tanimladigim biliyoruz. Onemle belirtmek gerekir

ki her z,y € X i¢in hx(z,y) = ||z — y||y esitligi burada saglanmayabilir. Fakat
hx(z,y) < [lz —yllx
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esitsizligi daima dogrudur. Bu egitsizlikten dolayi, normlu quasilineer uzaylarin
topolojik oOzelliklerini norma gore incelemek yerine bu normdan tiiretilen metrige

gore incelemek daha dogru olacaktir. Zira,
d(z,y) = ||z =yl (4.1.13)

bir metrik belirtmeyebilir. Bu sebeple bu normun norm metrigi (4.1.13) ile veri-
len metrikle degil, onun yerine (4.1.12) ile verilen norm metrigiyledir. Bu metrige
Hausdorff metrik de denir. Eger X lineer uzaysa h(z,y) = d(z,y) oldugunu

biliyoruz.

Tanmim 4.1.4. Bir normlu quasilineer uzay, h(z,y) norm metrigine gére tam ise bir
Banach quasilineer uzay adiniy alir. Simdi, bir i¢ carpim quasilineer uzayinin i¢
carpym normundan tiretilen norm metrigine yani Hausdorff metrige gore tam olmas:
halinde, kisaca bir Banach quasilineer uzay olmasit halinde Hilbert quasilineer

uzay adini alacagimi soyleriz.

Tanim 4.1.5. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr olsun. Eger X Hilbert quasilineer

uzay ve Q—uzayr ise X e Hilbert Q0—uzayr denir.

Ornek 4.1.4. E bir i¢c carpim uzayr olsun. Q(E)’nin bir i¢ ¢arpym quasilineer
uzayr oldugunu biliyoruz. [1] den bu uzayin Hausdorff metrige gore tam oldugunu ve

Q—uzayr oldugunu da biliyoruz. Boylece, Q(E) bir Hilbert Q—uzayr olur.

Tanim 4.1.6. X bir i¢c carpim quasilineer uzayr olsun. Eger x,y € X i¢in
1z, y) [l oy = O

1se x ve y ye ortogonaldir denir. x L y ile gosterilir.

Tanim 4.1.7. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr ve M C X ortogonal alt kiimes:

olsun. Her x € M igin ||z|| = 1 ise M ye ortonormaldir denir.

Ornek 4.1.5. Q(R) nin X = [0,1] ve Y = {0} elemanlarmn alalm.

KXYy = Ha-bra € 0,1],0€ {0} = I[{O}] =0

Q(R)

oldugundan X ve Y, Q(R) nin ortogonal elemanlaridur.
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Ornek 4.1.6. Q(R) nin X = [0,1] ve Y = [1,0] elemanlarma alalum.

KXYy = Ha-bra €016 € [1,001] = IlI-1,0]l ~=1

Q(R)

oldugundan X ve Y, Q(R) nin ortogonal elemanlary degildirler.
A, B e QR)igin (A,B) ={a-b:ae A be B} = {0} olmasi durumu A ya da
B kiimelerinden en az birinin {0} tek noktasi olmasi ile saglanir. Kisacas: Q(R)'nin

her bir elemanina dik olan eleman sadece {0} tek noktasidir.

Ornek 4.1.7. Ay, Ay, A5, Ay, C Q(R?) olmak tizere

A ={(0,t):0<t <1},
Ay ={(t,0): 0 <t <1},
As ={(0,-t): 0 <t <1},
Ay ={(~t,0):0<t <1}

olsun. Ay, Ay, Az ve Ay kiimeleri Q(R?) 'nin birer elemamdir. Ayrica, Tanim 4.1.6 dan

{A1, Ao} ve {As, Ay} kiimeleri Q(R?) 'nin ortogonal alt kiimeleridir.

Sonug 4.1.4. {Ay, Ay} ve {As, Ay} kiimeleri Tanam 4.1.7’den Q(R?) 'nin birer ortonor-

mal alt kumesidirler.

Teorem 4.1.4. X bir i¢c carpim quasilineer uzayr ve x,y € X olsun. Ly olmas

i¢in gerek ve yeter sart FEJ_F;? olmasidar.

Ispat. X bir i¢ carpim quasilineer uzay ise (4.1.6)’dan

I, )l = sup { @, B)llg@, s a € FX b€ FX}

esitligi saglanir. Eger x Ly ise [[(z,y)[|qr) = 0 olacagindan
sup{\|<a,b>|| cacFX be Ff} —0

olur. sup {H (a,b)|| - a € Ff, be Ff} = 0 ise norm fonksiyonu pozitif tanml oldugun-
dan her a € FX b e Fy)? i¢in [[{(a,b)|| = 0ise (a,b) = 0 olur. Bu da bize FX1FX
T QR) T y
oldugunu soyler.

Tersine FfJ_Ff ise her a € FE ve her b € Ff icin [[(a, b) || g(r) = 0’dir. X bir ig

carpum quasilineer uzay1 ise (4.1.6)’dan [|(z, y) o) = 0 bulunur. O
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Sonug 4.1.5. Herhangi bir X i¢ ¢arpim quasilineer uzayinda A, B € X ise (4.1.6)

dan
104, B, = sup {4, B, s a € Fi.b€ Ff |

oldugunu biliyoruz. Tanvm 4.1.6 geregince ||(A, B) = 0 ise A ve B birbirlerine

[P
dik olur. Bu ise herhangi bir X i¢ carpim quasilineer uzayinda iki elemanin dik
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin elemanlarin X daki zeminleri olan kiimelerin,

klasik i¢ carpim uzayr olan X, regiiler alt uzayinda birbirine dik olmasidar.

Ornek 4.1.8. Bir X i¢ carpvm quasilineer uzaymda x € X, ve y € X, ise

1) = sup{li@ ), sae FSbe FY}
— sup {H(:c,b)HQ(R) e Ff}
=0

olmasi i¢in her b € Fy)? icin ||(x,b)|| =0 olmasi gerekir. Bu da her b € Fy)? igin

Q(R)

(x,b) = 0 olmasy demektir.

Sonug 4.1.6. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr v,y € X ve x L y olsun. Bu
durumda,

2 2 2
Iz +yII” < [l + [lyll

‘dir. Ayrica {xq,...,x,}, X de ortogonal vektorler ise

n 2 n
>l <D Ml
k=1 k=1

esitsizligi saglanar.

ispat. Ispatini tiimevarim yontemiyle yapalim. @1, s, ..., 2., F i¢ carpim quasili-

neer uzayinda ortogonal vektorler oldugundan x; L x4 ise

|l + 25 I@1 + 22, 21 + 22) [ om

IN

{21, 21) + (21, T2) + (T2, 21) + (T2, T2) || )

IN

Iz ) oy + {21 22) lo) + 122, 20 o) + [[(22, 22) (g

2 2
2]l + 2]l
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olur. Boylece yukarida ki egitsizlik n = 2 i¢in saglanmig olur. Esitsizligin & — 1

icinde dogru oldugunu kabul edelim. Yani
2

k—1 k—1
>_ || <Dl
n=1 n=1

olsun. z = ZZ: T, Ve y = x, alahm. x 1 y oldugundan

k
>
n=1

elde edilir. O

2

k—1 k

2 2 2 2 2 2

= llz+ylI* < 2+ Iyl* <D laall® + lzall® =D lall
n=1 n=1

Tanim 4.1.8. X bir i¢c carpym quasilineer uzayr, A’da X ’in bostan farkl alt kiimesi

olsun.
at ={ae X @ Plgw =0, ye A}

kiimesine A’nan dikeyt denir.

Teorem 4.1.5. X bir i¢ carpim quasilineer uzayi, A’da X ’in bostan farkl alt kiimesi

olsun. At kapaly bir alt uzaydor.

Ispat. z,y € AL ve z € A olsun. Her a, 8 € R icin (4.1.2) ve (4.1.3)'den

o2+ 5y, 2o < lal[{z; 2) o) + 18111y, 2) lg@ =0

olur. Norm fonksiyonu pozitif tanimh oldugundan o -z + 3 -y € A+’dir. Yani A+
bir alt uzaydir. (z,) € A+ ve 7, = a € X (n — o0) olsun. Quasilineer uzaylardaki

yakinsaklik tanimindan her € > 0 i¢in bir NV vardir oyle ki her n > N iken

Thn =a+b ., a=<uz,+ b

1,n 2,n

€
bi,n

‘ < l/2

olur. Her i¢ ¢carpim quasilineer uzayi, normlu quasilineer uzay oldugundan, normun

son sartindan n > N ler i¢in
T, Savea=x,
bulunur. Her z € X i¢in z < z olacagindan (4.1.7) sartindan

0= ”<37n>Z>HQ(R) < [{a, z) HQ(]R) ve ||(a, Z>HQ(R) < ||<xnvz>HQ(R) =0

olacagindan [[(a, 2)|[qg) =0, ve a € At olur. Yani A+, X’in kapali bir alt uzayidir.

]
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Uyar1 4.1.4. Ejer, X bir klasik i¢c carpim uzay olsaydi, A+ nin kapabhg |{x, — a, 2)| <

|xn — al| ||2]| esitsizliginden kolayca gérilebilirdi.

4.2 I¢ Carpim Quasilineer Uzaylarinda Ortogonal ve Ortonor-

mal Kumeler

Bu kisimda i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarinda tanimlanan ortogonal ve ortonor-
mallik kavramlariyla ilgili bazi 6nemli tanim, teorem ve 6rnekler verilecektir. Ayrica
normlu bir quasilineer uzayin Schauder baz kavrami tanimlanacak ve bu kavram ile

ilgili baz1 sonuclar elde edilecektir.

Tanim 4.2.1. X bir saglam zeminli normlu quasilineer uzay ve (z,,), X de bir dizi
olsun. (x,) dizisine asaqrdaki sarty saglamast durumunda X “in bir Schauder baz
denir. Eger her bir y € X i¢in; her z € Fy, ye karsulik tek tirli belirlenen bir
{047({2)}00 dizist mevcuttur oyle ki

n=1

o0

z:Zaff)-xn vey=sup{z e X, :z=<y}
n=1

‘dir.  Bu tamwm asaqidaki séylemle aynidur. (z,) dizisinin X in bir Schauder baz

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her bir y € X ig¢in ve her z € F, i¢in

k
h(z,Za,(f)-xn> — 0 (k—o00) vey=sup{z e X, : 2z <y}.
n=1

olmasadar.

Onerme 4.2.1. Saglam zeminli bir X quasilineer uzayinin bir () Schauder bazinin

bitin elemanlary regiilerdir.

Ispat. X bir saglam zeminli quasilineer uzay ve (), X i¢in bir Schauder baz olsun.
y # 0 ve y € X, elemani i¢in; (X saglam zeminli quasilineer uzay oldugundan boyle

bir y eleman1 mevcuttur.)

F, ={y} olup sup{F,} =y

olacagindan

)
Y= E Qp Ty
n=1
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olacak sekilde tek tiirli {a,} - skaler dizisi bulunur.

Burada (z,) dizisinin biitiin terimleri singiiler eleman olamaz. Ciinkii bu du-
rumda y =Y | o, - x, yazilamaz.

Farzedelim ki, z, terimlerinden bazilar1 regiiler eleman olsun. Sozgelimi x;
regiiler, diger terimler singiiler olsun. (Bu durum genelligi bozmayacaktir.) Bu
durumda, her bir z, (n # 1) i¢in, u, < z, olacak sekilde bir u, € X, mevcuttur.

Buradan;
o o0
E Qp - Up j E Qp - Ty
n=2 n=2
yazilir. Ayrica

oo [ee]
o121+ § Oy = Uy X E Qp * Ty =Y
n=2 n=1

olup, y regiiler elemani minimal oldugundan
Y=o '$1+Zan'un
n=2

. o0 o0 o . . o0
yazilir. Buda bize )", ap-un, =Y 5 - 2y, oldugunu verir. Halbuki ) 7, o, -2,
ve Y 2, @y - Uy, sirastyla X'in singiiler ve regiiler elemanlaridir. Bu da bir ¢eligkidir.
Buradan da x,, terimlerinin tiimiiniin regiiler eleman olmasi gerektigi sonucunu elde

ederiz. O

Eger (z,) dizisi sonlu boyutlu ve saglam zeminli bir X quasilineer uzayimin baz
ise (x,) dizisinin biitiin elemanlar regiilerdir. Dogrulugu yukaridaki 6nermenin

ispatina benzer olarak gosterilebilir.

Teorem 4.2.1. Sonlu boyutlu ve saglam zeminli quasilineer uzaylarda bir Hamel baz

aynty zamanda bir Schauder bazdar.

Ispat. X sonlu boyutlu ve saglam zeminli quasilineer uzay ve B = {x1,29,...,2,} C

X, X’in bir Hamel baz1 olsun. Buradan biliyoruz ki her bir y € X i¢in

n
Zak'l"k =y
=1

olacak gekilde ay, ao, . .., oy, skalerleri vardir. Diger yandan her k € [1,n] i¢in {x}}

dizisinin tiim terimleri X’in bir regiiler eleman: olacagmdan > 7 ax -, € X,,

62



buradan da Y ;_, ay -z € F), elde edilir. Eger z = >}, oy - 2, dersek X, X’in

lineer bir alt uzay1 oldugundan

n
z:zakwkjy
k=1

olacak sekilde tek aq, s, ..., «a, skalerleri vardir. Bu durumda
b — T, k<n
0, k>n
olacak gekilde tanmimlanan {x,} dizisi X igin bir Schauder baz olur. [

Teorem 4.2.2. Bir saglam zeminli normlu quasilineer uzay Schauder baza sahip ise

bu normlu uzay ayrilabilirdir.

Ispat. X bir saglam zeminli normlu quasilineer uzay ve {z,,}, X icin bir Schauder
baz olsun. M kiimesi R skaler cisminin sayilabilir yogun bir alt kiimesi olsun. Her

y € X ve her z € F} i¢in
z:ngz)-xi, m; € M

olarak ifade edilebilen biitiin 2z € F,’lerin kiimesi F,, olsun. Burada m, katsayilar1 z
tarafindan tek tiirlii belirlenir. Bu nedenle F,, ve M arasinda birebir bir iligki vardir.

Bundan dolay1 F,, sayilabilirdir.

E=|]JE.
n=1
dersek E sayilabilirdir. Simdi E’nin X’de yogun oldugunu gosterelim. Bir y € X

ve z € I, i¢in
o0
z = Zk‘n - T
n=1

olacak gekilde z tarafindan tek tiirlii belirlenen, R i¢inde {k,} vardir. € > 0 verilsin.

Buradan da bir ng(€) vardir ve her n > ny(e) igin

a €
h | < 2
(Za Z k] .Z']> — 2
7j=1
olur. M, R i¢inde yogun oldugundan 1 < j < n i¢in

€
1k —my| ||z, < 3
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olacak gekilde M’de m; elemanlar1 vardir. Kabul edelim ki bir y € X ve [ € F}, icin

1=5" m"z; olsun. Bu durumda [ € E, C E'dir. Onerme 4.2.1'den
h(zl) < h (z,ij.x]) +h (ij-ij)
j=1 j=1
= h (Z,ij 'ZCj) +h (ij -:L'j,ij 'l’j)
j=1 j=1 j=1

€ n n
S §+ ij-a:j—ij~a:j
7j=1 J=1
€ n
= §+Z|k’j—mj’|\l‘j\|
j=1
€ €
< SH+no—

- 2 2n

bulunur. O halde I € E igin h(z,l) < €'dir. Bu E’nin X’iginde yogun oldugunu

gosterir. O

Tanim 4.2.2. E bir saglam zeminli i¢ ¢carpim quasilineer uzayi, B de (x,,) dizilerin-
den olusan E’de ortonormal bir kiime olsun. B kiimesine asagidaki sarty saglamast
durumunda X “in bir ortonormal bazidir denir. Eger her bir y € E icin; her

z € F,ye karsilik tek tirli belirlenen bir {ca,}o-, dizisi mevcuttur oyle ki

z:Zaﬁlz)-aﬁn vey=sup{z e X, :z=<y}

n=1

“dir.

Ornek 4.2.1. B = {{(1,0)},{(0,1)}} kiimesi Qc(R?) nin ortonormal bir alt kiime-
sidir ve Ornek 3.3.9 geregince Qc(R?) saglam zeminli bir quasilineer uzay oldugun-
dan her y € Qc(R?) igin y = sup {F,} 'dir. Ayrica her y € Qc(R?) ve her z € F,
N

z=oa;-{(0,1)} +az-{(1,0)}
olacak sekilde tek bir oy, an € R mevcuttur. Bu nedenle B kiimesi, Qc(R?) nin

ortonormal bir bazidar.

Uyari 4.2.1. Klasik lineer uzaylarda ortonormal bir kiime lineer bagimsiz olmasina

ragmen lineer olmayan uzaylarda bu dogru olmayabilir. Ornegin; A = {(0,t) : 0 <
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t <1} ve B={(t,0): 0 <t <1} ise {A, B} kiimesi Qc(R?) 'nin ortonormal bir alt
kiimesidir. Fakat A\, Ay € R i¢in

{(0,0)} SN\ -A+X- B

esitligi A = Ao = 1 i¢in de saglanabileceginden {A, B} kiimesi quasilineer bagim-
ludvr. Dolayswyla quasilineer uzaylarda ortonormal bir kiimenin quasilineer bagimsiz

olmasi gerekmez.
Simdi Sonug 4.1.6’dan daha genel bir teorem verelim.

Teorem 4.2.3. (z,), H Hilbert quasilineer uzayinda ortonormal bir dizi olsun. Bu

durumda herhangt bir oo, € F'ven =1,2,..., k saylar: i¢in
k 2
Zan-xn §Z|an|2
n=1 n—1
“dir.

ispat. (x,,) ortonormal bir dizi ve H bir i¢ carpim quasilineer uzay1 oldugundan
2

k k k
Zan'xn = <Zam'xmazan'xn>
n=1 m=1 n=1 Q(R)
k
S Zzam'an'<xmaxn>
m=1 n=1 OR)
k
< Z |t [l H(xmanlQ(R)
n=1
k
2
= 2 laal
n=1
elde edilir. n

Uyar1 4.2.2. Bir Hilbert uzayinda (x,) ortonormal dizisinin her bir elemaninin
birbirine olan uzakhii /2 ye esit olmasina ragmen bir H Hilbert quasilineer uzayinda

(x,) ortonormal bir dizi ise

2
[E H<xn—xmvxn_xm>HQ(R)
< Kz, 2o + 120 2m)llogy + [1{2m, To) o) + [1{2m: Tm) o)
2
= HanQ + llml” + ||<xnaxm>||Q(R) + ||<xm>$n>||Q(R)

= 2
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olacagindan h(z,, x,) < V2 dir. Yani (z,) ortonormal dizisinin her alt kiimesinin

elemanlarimn birbirine olan uzakhg /2 den kiicik ya da esittir diyebiliriz.

Tanim 4.2.3. (z,), E saglam zeminli i¢ ¢carpim quasilineer uzayinda ortonormal

bir dizi olsun. Eger her y € E ve her z € I, i¢in

2= Iz ol - 2% ve y = sup {F}
k=1

saglanwyorsa (x,,) dizisine tam ortonormal dizi denir. Buradaki egitligin manas

1se h, E i¢c carpim quasilineer uzayimin Hausdorff metrigi olmak tzere

h (Z’Z 1€z, z1) | o) mk) =0 (n — o00)

k=1

“dar.

H Hilbert quasilineer uzayinda tipki lineer uzaylarda oldugu gibi her tam ortonor-
mal dizi ortonormal bir bazdir. Simdi z = 7 | [[(z, z) o) -2k nin tek tiirli temsil
edildigini gosterelim. Kabul edelim ki her y € H ve her z € F), i¢in her bir k € [1, 00)
iken ay, # B olmak tizere z = >~ ag-xp ve z =Y 1 By-xy olsun. Boylece Teorem

4.2.3 ve Onerme 4.2.1’den

oo o 2 o0
Z@k'l’k—25k'l’k :Z’ak—ﬁk’
k=1 k=1 k=1

bulunur. Bu da bize her k € N i¢in oy, = 5 olmasi gerektigini sdyler.

2

0=|z—z|"=

Z (ak - Bk) " Tk
k=1

Teorem 4.2.4. H, saglam zeminli Hilbert quasilineer uzay (z,,) de H de ortonormal

bir dizi olsun. (x,) tam ortonormal dizi ise ¥n € N i¢in (x,x,) = 0=z = 0 dur.

ispat. (x,)’de H’de tam ortonormal bir dizi olsun. Béylece her y € H ve her z € F,
icin 2 =327 [[{2, ¥a) [l ) - ¥a olur. Her n € N igin (z,z,,) = 0 ise [[(z,Zn) [ g@) =0

olacagindan z = # bulunur. O

Teorem 4.2.5. (z,), H saglam zeminli Hilbert quasilineer uzayinda ortonormal

bir dizi olsun. Yy € H ve ¥z € F, icin (x,) tam ortonormal dizi ise ||z|* <

oo 2 3 7-
Zn:l H<Zaxn>HQ(R) dir.
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Ispat. (x,) ortonormal dizisi, H Hilbert quasilineer uzayinda tam olsun. Bu du-
rumda her y € H ve her 2 € F, i¢in 2 = 377, [(2,24)[ g - ¥n'dir. Lemma

3.2.1’den
2

2
121" =

Z ||<van>||Q(]R) * T
n=1

bulunur. Teorem 4.2.3’den

2 <> Iz @)
n=1
elde edilir. n

Tanim 4.2.4. I¢ carpum quasilineer uzayinda bir kiimenin her vektérine ortogonal

vektor sadece o kiimenin sifir vektori ise, o kiimeye tam kiime denir.

Ornek 4.2.2. X = Q¢(R) kiimesi Ornek 4.1.1°de tanumlanan i¢ carpum ile bir i¢
carpim quasilineer uzayidir. Bu i¢ carpim ile Qo (R) kimesinin her elemanina dik
vektor sadece {0} elemant oldugundan Qc(R) tam bir kimedir. Yine Qc(R) nin
simetrik elemanlarinin kiimesi olan X4 kiimesinde de her elemana dik olan eleman

sadece {0} oldugundan Xy kiimesi de tamdar.

Onerme 4.2.2. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr ve Y, X ’in bir alt uzays olsun. O

zaman hery € 'Y i¢in
1
2 2\ 3
v LY = [lz =yl < (l=[I” + llylI°) ®
“dir.

Ispat. (0 2+ ya-2+8y) Cafa-a+p-ya)+5-(a-a+8-yy) Co*
(w,2) +a-B-(x,y) +B-a-{z,y) + B2 (y,y) oldugundan a = 1 ve § = —« i¢in

2
lz—a-yl” = [{z—a-yz—a- y)log
< K, $>HQ(R) +o ||<I>y>||Q(R) + a|(z, y>HQ(R) +a® (v, y>HQ(R)

2 2
= =l” + el »llag + o @ v log + o Iyl

elde edilir.
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rlY ve y € Y olsun. Yukarida bulunan egitlikte « = 1 ahmirsa (z,y) = 0

oldugundan
1
2 2\3
lz =yl < (=] + ly[I")

elde edilir. O

Uyari1 4.2.3. Bir lineer uzayin Y alt uzayinda Vy € Y igin || — y|| > ||z|| ise z LY
olmasina ragmen, bir i¢c ¢arpim quasilineer uzaymin Y alt uzayinda Yy € Y i¢in

|z —y|| > ||z|| ise x LY olmayabilir.

Ornek 4.2.3. X = Q¢(R) ve Y = X, olsun. Bu durumda Y, X ’in bir alt uzayidor.
r=[—1,1] € X olsun. ||z|| = 1'dir. Hery € Y i¢inY = X, oldugundan {y} = [y, y|

biciminde yazlabilir. y € R ise

lz =yl ==L, = [yl =I[-1 -y, 1 -yl = sup [-1 —y| =1+y > 1 = |z
yERT

dir. y € R™ ise

e =yl = =11 = [yl = -1 =y, 1 =yl = Sup 1—yl=1-y>1=|=z|
yeR™

olur. Fakat x ¢ Y+ dir.
4.3 I¢ Carpim Quasilineer Uzaylarinda Bazi Yeni Sonuclar

Bir quasilineer uzayin regiiler ve singiiler olmak iizere iki kisima ayirabildigimiz
elemanlar1 vardir. Singiiler olarak adlandirdigimiz kisim igerisinde uzaym x = —x
sartini saglayan elemanlarinin kiimesine uzayin simetrik elemanlarinin kiimesi denir.
Simdi bu gekildeki elemanlar: da kapsayan daha genis, yeni bir kiime tanimlayalim.

Bu yeni kiime ile ilgili baz1 teorem ve ornekler verelim.

Tanim 4.3.1. X bir quasilineer uzay olsun.
Bir y elemanina simerik tsti denir < Bir x € Xy simetrik elemans i¢in © =y dir.

X in simetrik dsti elemanlarimin kimesi X,q ile gosterilir.
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Bir quasilineer uzayda her simetrik eleman simetrik iistii bir elemandir. Fakat
tersi dogru degildir. Ornegin; [—1,2], Q¢ (R) quasilineer uzaymin simetrik {istii bir
elemanmidir. Fakat, [—1,2] # —1-[—1, 2] oldugundan [—1,2], Q¢ (R) nin simetrik bir
eleman1 degildir. Ayrica, [—1,2], Q¢ (R)'nin simetrik {istii bir elemam iken [1,2],

Q¢ (R)’'nin simetrik iistii olmayan bir elemanidir.

Teorem 4.3.1. X bir quasilineer uzay olsun. X 'deki simetrik <sti elemanlarin

kiimesi bir alt uzaydar.

ispat. X’deki simetrik {istii elemanlarin kiimesi A olsun. Her x,y € A ve her « € R
i¢in tanim geregi bir a € Xy vardir ve a < z’dir. Yine bir b € X vardir ve b <X y'dir.
Teorem 3.1.2°den X'in simetrik elemanlarinin kiimesi yani X, kiimesi X'in bir alt

uzayidir ve her a,b € X, i¢gin a +b € X,'dir. (3.1.12)’den
a=zrxveb=<yikena+b=<z+y

ve a + b € Xy oldugundan x + y € A’dir.

x € Ave a € R olsun. Benzer gekilde z € A ise bir a € X, vardir 6yle ki
a = z’dir. (3.1.13)’den her « skaleri i¢in - a < a -  olur. X kiimesi X’in bir alt
uzayl1 oldugundan « - a € X, 'dir. Buradan a - x € A elde edilmis olur. Dolayisiyla

X’in simetrik iistli elemanlarinin kiimesi X’in bir alt uzayidir. O

Teorem 4.3.2. Bir Hilbert quasilineer uzayda simetrik sti elemanlarin kimes:

kapalidar.

Ispat. X bir Hilbert quasilineer uzay ve A, X’in simetrik iistii elemanlarmin kiimesi
olsun. Ayrica, (z,), A da bir dizi ve X’de n — oo iken x,, — z olsun. Bu durumda

T, = = Ve > 0i¢in 3N € N vardir oyle ki Vn > N i¢in
T, S x+al,, T3z, +as, |, <e
olur. Ayni zamanda (x,) € A oldugundan her n € N igin
bir b, € Xy vardir 6yle ki b, <X x,

dir. Bu durumda z,, < z + aj,, ve b, < z,, oldugundan her n € N i¢in b, <X z + aj,,

1
elde edilir. [|af, || < € oldugundan [laf,[| = |[{a%,, a5,) o) < € ve [[{a%n, el log) <
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€2 = ¢ olacak sekilde € > 0 vardir. Buradan her ¢ > 0 i¢in

bn j T+ ain ve <ain7 ain) g Sﬁl (8)

oldugundan, (4.1.6) dan her n € N igin b, < x elde edilir. Tanim 4.3.1 geregince
her n € N i¢in b, € X, oldugundan x € A bulunur. Bu da bize A kiimesinin kapali

oldugunu soyler. O]

Uyar: 4.3.1. Lineer uzaylarda {0} 'dan baska simetrik elemanin olmadigini hatirla-
yalim. Bir nonlineer quasilineer uzayda {0} 'dan baska simetrik elemanlar vardar.
Ayrica bir quasilineer uzayin simetrik elemanlardan olusan bir alt kiimesi sifir

barindirmayabilir.

Lemma 4.3.1. Q¢(R) 'nin simetrik elemanlarimin kiimesi sufir ile quasilineer bagim-

lodar.

Ispat. A € (Q0(R)), olsun. (3.1.10) ve (3.1.11)’den

{0} = 0-4
= (1+(=1)-4
A-A

N

bulunur. A € (Q¢(R)), oldugundan —A yerine A alirsak, [2]’den
{0} € 2A buradan da {0} C A
elde edilmis olur. O

Qc(R)’nin aksine (R)’'nin herhangi bir simetrik alt kiimesi sifir ile quasilineer

bagimli olmayabilir.

Ornek 4.3.1. z = {—1,1} C Q(R) olsun. —z = {—1,1} oldugundan x = —z dir.
Dolayiswyla x, Q(R) 'nin simetrik bir elemamiduvr. Fakat {0} € x’dir.

Onerme 4.3.1. Q¢(R) nin simetrik tsti elemanlarinn kiimesi quasilineer bagum-

ladar.
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Ispat. Qc(R), [1]'de tamimlanan toplama ve skalerle ¢arpma iglemleriyle bir quasi-
lineer uzaydir. {z;},_; C (Q(R))oa ve {\¢},—; C R olsun. Tamm 4.3.1 geregince
her 1 <k < n i¢in

ap € xg
olacak sekilde {ax};_, € (Qc(R))q vardir. Ayrica, Lemma 4.3.1’den Q¢ (R)’nin
simetrik elemanlarinin kiimesinin {0}'1 barindirmasi gerektiginden her bir 1 <k <n
icin
{0} € {ar}
'dir. Buradan her {\;};_, skalerleri i¢in (3.1.13)’den
ve

{O}j)\l{al}+)\2{a2}++)\n{an}§)\1{x1}+)\2{x2}—l—+)\n{xn}

elde edilir. Yani yukaridaki esitsizlik her {A\;};_, € R i¢in saglanir. Buradan da

{xi}r_; C (2c(R))oq kiimesinin quasilineer bagimli oldugu elde edilmis olur. O

Onerme 4.3.2. X bir i¢ carpim quasilineer uzays ise X ’in simetrik elemanlarinin

kiimesi kapaly bir alt uzaydar.

Ispat. X bir i¢ carpim quasilineer uzayimin simetrik elemanlarimin kiimesi Xy =

{r € X : z = —x} kiimesidir. (z,) € Xy ve 2, — = € X olsun. Lemma 3.2.1’den
Ty — T = —Ty — —T

'dir. (z,) € Xy oldugundan her n € N igin z,, = —z,,’dir. Buradan
Ty — T = Ty — —X

olacagindan x = —x olmak zorundadir. Bu da bize x € X; oldugunu gosterir. Xy

kiimesinin X'in alt uzay1 oldugu Teorem 3.1.2'de gosterilmigtir. [

Teorem 4.3.3. X bir i¢ carpim quasilineer uzay ve (z,,) , X uzayinda bir dizi olsun.
Her x,y € X i¢in

ylax,vexr, 2=yl

“dir.
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Ispat. y L x, ve 2, — z olsun. Her n € N i¢in 1{y, zn) lgmy = 0 ve @, — @ ise her

€ > 0 i¢in dng € N vardir &yle ki her n > ng igin

xnjx"f‘aim xjxn+a§n,|] aze‘n|§€

olur. Bir X i¢ ¢arpim quasiliner uzay1 ||-|| normuyla normlu quasilineer uzay oldugun-
dan

Ty 2 a+aj, vell ag, || <€
ise (3.2.5)’den z,, < z elde edilir. Benzer sekilde
xjxn—i—agn Ve” agnH SE:GZ

ise < z,,’dir. Buradan z,, <z , z <z, ve y < y oldugundan (4.1.7)’den

(Tn,y) C (2, y) ve (z,y) C (T, y)

elde edilir. Her n € N i¢in [[(y,zn)[qg, = 0 oldugundan 0 < [[(z,y)[|lguw) ve
{2, y)llqy < 0 elde edilir ki bu da bize [|(z,y)[|qr) = 0 olmasi gerektigini séyler.
Boylece x L y elde edilmis olur. ]

X bir lineer ig garpim uzay1 ve her z,y € X i¢in ||z| = ||y|| ise = + yLz — y’dir.
Fakat X bir i¢ ¢arpim quasilineer uzayi ise bu durum gecerli olmayabilir.
Ornek 4.3.2. Q¢(R) nin her A € Qc(R) igin ||A|| = sup,e 4 |a| normu ile normlu

quasilineer uzay oldugunu biliyoruz. A = [—1,1], B=[0,1] € Q¢(R) ise

[All = sup la| =1 ve [[B]| = sup |bf =1

a€[—1,1] be[0,1]
olur. Fakat
A+B = [-1,1]+1[0,1) =[-1,2]
olacagindan
H<A + B, A— B>“Q(R) = H{CL brae [_17 2]7 be [_27 1]}“Q(R)
= H[_4a Q]HQ(R)
= 4

elde edilir.
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Tanim 4.3.2. (Yar: i¢ carpum quasilineer uzay:) (X, <) kismi sirale kimesi R

cismi tzerinde bir quasilineer uzay olsun.
(L) X xX—=Q(R)
fonksiyonu Vx,y,z € X ve a, B € R i¢in
zr,y € X, ise (x,y) € (Q(R)), =R,
(r+y,2) S(z,2) +{y, 2),
(a-2,y) = a-(,y),
(z,y) = (y,2),
x € X, i¢in (x,x) pozitif reel sayidir ve (0,0) =0 ve (x,z) >0,
.9l = sup { @00 s a € ES b e B |
r2yveu=v=(x,u) C (y,0)
sartlary saglamyorsa (.,.) fonksiyonuna yart i¢ ¢arpwm denir.
Ornek 4.3.3. Q¢ (R?) kiimesinde A, B,C € Qc(R?) alalim.
(A,B) ={ay by : (a1,a2) € A, (by,b2) € B}

i¢ carpima ile Qc(R?) bir yar i¢ ¢arpym quasilineer uzayidwr. Yukarda tanimb ic
carpum iyi tamembdwr. Her A, B € (Qc(R?), i¢in (A, B) € (Qc(R), = R olur. Her

A, B,C € Qc(R?) igin

T

(A+B,C) = {(ag+b1)-c1:(a1,a2) € A, (b1,by) € B, (c1,02) € C}
= {a1-c1+by-c1:(ar,a2) € A, (b1,be) € B, (¢1,¢2) € C}
C {ar-c:(a,a2) € A (c1,¢0) € CY+{by-c1: (b1,b2) € B, (c1,¢0) € C}
= (A,C)+(B,C)
olur. Her A, B € Qc(R?) ve her a € R igin (a - A, B) = a-(A, B) ve (A, B) = (B, A)
oldugu verilen i¢ carpimin tanima geregi kolayca gorilir. Her A, B € Qc(R?) igin
(A, B)llowy = sup{lz|:z € (A, B)}
= sup{|z|:x € {aby:a = (a1,as) € A, b= (by,b3) € B}}
= sup{[{a,b)| : a € Fu,b € Fp}

= sup{H(a,b)HQ(R) ca € Fa,be FB}
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‘dir. (A;A) = {ay-ay: (ar,a2) € A} = {a?: (a1,a9) € A} > 0. Her A,B,C,D €
Qc(R?) igin A < B ve C < D ise (A, C) C (B, D) nin dogrulugunu gésterelim.

(A, C) ={ay-c1: (a1,a2) € A, (c1,c0) € C}

ve
<B,D> = {bl . d1 . (bl,b2> c B, (dl,dg) € D}

olacagindan her (ay,as) € A, (¢1,¢0) € C igin A < B ve C' <X D ise (aj,a2) € B,

(c1,¢2) € D’dir. Buradan da

{a1 *Cp . (al,ag) S A, (Cl,Cg) € C} g {bl . dl . (bl,bg) € B, (dl,dg) € D}

elde edilir.

Uyan 4.3.2. Yukarida tamml i¢c ¢arpim ile Qc(R?) yary i¢ ¢arpim quasilineer
uzayrdr fakat i¢ carpem quasilineer uzayu degildir. Bunun nedeni ise (z,z) = 0 =

x = 0 sartumn saglanmamasidur. Eger (A, A) = 0 ise

(A,A) = {ara;: (ay,a9) € A}
= {a?: (a1,ay) € A}
=0

‘dar. Fakat burada A = 6 degildir.

Teorem 4.3.4. X bir quasilineer uzay ve (.,.), X’de yari i¢ ¢arpvm olsun. Bu

durumda

Iy X—R
1/2
v =l = 2l
normu bir yari-norm taniymlar.
Buradan her yar1 i¢ carpim quasilineer uzay [|z|| =  /[[{z, ¥}[|o(, ile yar1 normlu

quasilineer uzaydir. Ispat: Teorem 4.1.1’den yaralamlarak yapilabilir.
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Teorem 4.3.5. X bir quasilineer uzay ve (.,.), X’de yari i¢ ¢arpim quasilineer

olsun. Yy € X i¢in

fy + X —Q(R)
fy(x) = (z,y)

fonksiyonu (., .) yars i¢ ¢arpuma tarafindan tretilen normla strekli quasilineer fonksiyo-

neldir. Ayrica || f,|| = ||yl ‘dir.

Ispat. Va,y € X ve her a € R igin fy(a-2) = (a-z,9) = a - (z,y) = o - f,dir.
Va,y,z € X i¢in fy(x + 2) = (x + z,9) C (x,y) + (2,y) = f,(z) + f,(2) bulunur.
Ayrica x1 < x5 ve y < y oldugundan yar1 i¢ ¢arpim quasilineer uzay1 6zelliklerinden
(x1,y) C (x2,y) ve buradan da fonksiyon tammindan f,(z1) < f,(x2) olur. Buradan

[, Operatoriiniin quasilineer bir operatér oldugu goriilmiis olur. (4.1.9)’dan

@ llaw = 19 llog
< =l llyll

oldugundan YOI < |1y]| elde edilir. Buradan sup 2@ < |ly|| olacagimdan

[l llzl

1fll < llyll

clde edilir. Dolaywsiyla f, fonksiyonu smirhdir. Lemma 3.2.3'den f, siireklidir.

Ayrica
1 > @l _ 1 9oy _ Dl _
1yl Iyl Iyl
olacagindan || f,|| = ||y|| elde edilir. O

Genel olarak herhangi bir quasilineer uzayda her A\, u € R igin (A +p) - A =
M- A4 p- A esitligi saglanmaz. Ornegin; A = [~2,1] C Q¢ (R) olsun.

1+ (=1)-[-2,1] =0-[-2,1] = {0}
oldugu halde
1-[=2,1] + (=1) - [=2,1] = [-2,1] + [-1,2] = [-3,3]
olur. {0} C [~3,3] oldugundan her A € Q¢(R") igin (A+p) - A C A+ A+ p - Adur.
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Tanim 4.3.3. X bir quasilineer uzay ve a8 > 0 olsun. Bu durumda her x € X igin
(a+p) z=a-x+p x
oluyorsa X ’e homojenize quasilineer uzay denir.

Acik olarak her lineer uzay bir homojenize quasilineer uzaydir. Fakat tersi dogru
degildir.
Teorem 4.3.6. Bir X normlu lineer uzay i¢in Qc(X) homojenize quasilineer uzay

iken Q(X) homojenize olmayan quasilineer uzaydr.

Ispat. Q¢ (X)’in homojenize quasilineer uzay olmasi icin VA € Q¢ (X) ve aff > 0
icin (¢ +8)-A=a-A+ (- A esitliginin dogru oldugunu gostermeliyiz. Q¢ (X) bir
quasilineer uzay oldugundan (3.1.11) sarti geregince (a+ ) AC a- A+ 5 - A'dir.
a € a-A+ - Aolsun. Buradan bir z,y € A i¢in

olur.
(@+8)- |2 oL (4.3.1)
a =\« . - . ..
a+p " Taxp?
olarak yazilabilir. ¢ = 2% ol k=~ + P denirse af > 0 oldugundan
(i) « BER+1g1n&<a+B:>—<1veO< 5 bulunur.

(ii) o, feER" Gina+f<a=1> 2 5 ve 0 < %5 bulunur.
Bu durumda (i) ve (ii) den 0 < ¢ § 1 elde edlhr. Ayni zamanda t + k =
o o T a + o B Zig = 1 oldugundan quasilineer uzaylarda verilen konvekslik tanimi

geregince —%— - x + a+ﬁ -y € A olur. Bu durumda (4.3.1)’den bir z € A i¢in
a=(a+p)-z€ A
elde edilmis olur. |

Ornek 4.3.4. R bir reel normlu lineer uzay olmak tizere Q(R) bir homojenize quasi-
lineer uzay degildir. A = {1,2,3} € Q(R} alalim. 2A = {2,4,6} dwr. Fakat
A+ A =1{2,3,4,5,6} olur. Bu nedenle a8 > 0 i¢in 2A # A+ A’dwr. Buradan

da Q(R) bir homojenize quasilineer uzay olmadigu goriliir.
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Uyar1 4.3.3. Lineer uzaylarda H Hilbert uzay ve Y ’de H 'nin kapali lineer bir alt
uzayr ise Vo € H igin v = y + z olacak sekilde bir teky € Y ve z € Y+ vardwr. Yani
H =Y +Y*’dir. Bu ézellige de lineer uzaylarda Ortogonal Par¢alanis Teoremi
ady verilir. Fakat quasilineer uzay teorisinde bu durum saglanmayabilir. Yani H
Hilbert quasilineer uzay ve Y de H min kapalv quasilineer bir alt uzay ise Vo € H

icin x =y + 2 olacak sekilde biry €Y ve z € Y+ bulunamayabilir.

Ornek 4.3.5. X = Q¢(R) olsun. Bu durumda X bir Hilbert quasilineer uzaydr.
Y kiimesi olarak da Qc(R) nin regiiler elemanlarinin alt kimesini alalim. Teorem
3.1.2°den Y = X, ’'nin X in alt uzayr oldugunu biliyoruz.

(x,) € X, ve x,, > x € X olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in bir ng € N vardir

oyle ki n > ng tken

T, Cx+al,, xCx,+as, |a,| <

N ™

olur. (z,) € X, oldugundan (x,) + (—x,) = 0 olacak sekilde (—x,) € X, vardur.
Lemma 3.2.1°den

—Tp g —T+ (_a’in) ) - g —Tn + (_agn) 9 ||aE || S

m

N

yazlur. (3.1.12)°den

T+ (=) C 2+ (=2) + 0, + (=ay,), @+ (=2) C @0+ (=20) + a3, + (—a3,)

ve i € {1,2} i¢in ||a5, + (—aS,)|| < € oldugundan Hausdorff metrik tanima geregince
x+(—x) = 0 olur. Buradan x € X, elde edilmis olur. Dolayisiyla X,., X 'de kapalidar.
X, X in kapaly bir alt uzayr oldugundan her x € X i¢in x = y+ 2z olacak sekilde

y € X, ve z € X+ bulmaya cahsalim. Once X;- kiimesini bulalum.
)(rL = {ZL‘ €X: ||<x7a>||Q(R) = 07 S XT}
oldugundan X+ = {0} tek nokta kiimesidir. x = [0,5] € X olsun. Bu durumda

[0,5] =y +{0}
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olacak sekilde y € X, bulunamaz. Dolaysiyla Qc(R) nin her elemana, kapaly bir alt
uzayrmn elemant ve bu kapaly alt uzayin dikeyinin elemanimin toplama olarak ifade
edilemez. Sadece bir quasilineer uzayin lineer kisma bu sekilde ifade edilebilir. Bu

da lineer uzaylarda bildigimiz Ortogonal Pargalanis Teoremine denk gelmektedir.

Sonug 4.3.1. Quasilineer uzaylarda ortogonal parcalanmanin saglanmamasinin ne-

deni lineer uzay teorisinde var olan

Y bir H Hilbert uzaymn kapal lineer bir alt uzay ve Y # H ise Y+ # {0}
sartinin quasilineer uzaylarda saglanmamasidir. Yani
H Hilbert quasilineer uzaynda Y, H’nin kapaly altuzay iken Y # H ise Y+ = {0}

olabilir.

Ornek 4.3.6. X = Q¢(R) olsun. Bu durumda X bir Hilbert quasilineer bir uzaydar.
Y = Xy ise Y, X ’in kapal bir alt vzaypdr [14]. Y # X 'dir, fakat Y+ = {0} ‘dor.

Quasilineer uzaylarda ortogonal parcalanma ancak su sekilde miimkiin olabilir.

Teorem 4.3.7. (Kismi Ortogonal Parcalanma) H Hilbert quasilineer uzay ve

Y de H nin kapal bir alt uzayr olsun. Bu durumda ¥Yx € H i¢in
rT-y+z
olacak sekilde Iy € Y ve z € Y+ vardwr. Yani
HOY+Y™

“dir. Ayrica
2 2 2
[zl = [y lI” + (=]

“dir.

Ispat. Y C H oldugundan her y € Y ic¢in y € H'dir ve Y1 kiimesi H'nin kapali

bir alt uzayidir. Bu nedenle her z € Y+ icin z € H'dir. y € Y ve z € Y+ ise
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y+2z €Y + YL olur. Aym zamanda her y,z € H icin y + 2 € H olacagindan
Y + Y1 C H elde edilmis olur. Ayrica her y € Y ve z € Y+ icin

2
lzl™ = [z, 2) o,
> y+2y+2low

2 2
= |yl + ll=|l
bulunur. O

Onerme 4.3.3. H Hilbert quasilineer uzay ve Y 'de H 'nin kapaly bir alt uzayr olsun.

O zaman'Y C Y+ dir.

Ispat. y € Y olsun. O zaman her x € Y+

el =0
'dir ve bu nedenle y € (YL)L’dir. Yani Y C (YL)L’dir. O

H Hilbert quasilineer uzayinin bir Y kapali alt uzay: icin Y+ C Y olmayabile-

cegini gosteren bir 6rnek verelim.

Ornek 4.3.7. X = Qc(R) ve Y = X, olsun. X,, X ’in kapaly bir alt uzayidir ve
Y+ = {0} dwr. Fakat Y**+ = X = Qc(R) 'nin kendisidir. Qc(R) € Y 'dir. Yani
Y+ £ Y dir.

Sonug 4.3.2. Klasik lineer uzaylarda H Hilbert quasilineer uzay ve Y 'de H 'nin
kapaly bir alt uzay: ise Y = Y dir. Fakat bir nonlineer quasilineer uzayda yukarida

verilen ornek geregi Y = Y1+ esitligi saglanmayabilir.

Lemma 4.3.2. H bir Hilbert quasilineer uzay ve ker f = {z € H : f(z) = 0} olsun.

Bu durumda ker f kiimesi H ‘nin kapaly bir alt uzayidir.
Ispat. Her z,y € ker f ve her o, 8 € R icin
flarz+p8-y) < fla-2)+f(B-y)

= a-f(x)+8-f(y)
=0



elde edilir. [1]’den # elemani minimal oldugundan f(«-x+ §-y) = 0 olur. Buradan
da -z + -y € ker f elde edilir. Dolayisiyla ker f, H Hilbert uzaymin bir alt
uzayidir.

x, € ker f ve x,, - x € H olsun. Bu durumda f(x,) = 0’dir. z,, — z ise her

€ > 0 i¢in dng € N vardir ve Vn > ng igin
Tp Sz +al,, TXo,+a5, |a,| <¢€
'dir. (4.1.6)'dan z,, <z + a$,, ve ||a5,|| = € ise
Ty, 3T

bulunur. f bir quasilineer operator oldugundan

flan) 2 fl2) (4.32)
olur. Benzer gekilde her € > 0 igin x <z, + a5,,, |as, || < € ise
r = x,
bulunur. f bir quasilineer operator oldugundan

f(x) 2 flan) (4.3.3)

olur. z, € ker f oldugundan f(x,) = 0’dir. (4.3.2) ve (4.3.3)’den 0 =< f(z) ve
f(z) 2 0 olacagindan f(x) = 0 elde edilmig olur. Boylece x € ker f’dir. Bu da bize

ker f kiimesinin kapali oldugunu soyler. O

Teorem 4.3.8. X bir homojenize quasilineer uzay ve z € X4 ise bir y € X vardwr

oyle ki z =y — y’dir.

Ispat. Tamm 4.3.3’den biliyoruz ki her € X quasilineer uzaymda «, 8 € R* ise
(¢ +pP) -2 =a-z+ - -2’dir. z, X homojenize quasilineer uzaymnm simetrik bir

eleman ise z = —z’dir. Ayni zamanda z = z oldugundan z+z = z— z olur. Buradan

2z = z — z olacagindan z = 5 — % olur. Buradan da istenilen elde edilmis olur.

Eger X bir homojenize quasilineer uzay olmasaydi 2z < z+2 = 2z —z olacagindan

z < g — % olurdu. O
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4.4 I¢ Carpim Quasilineer Uzaylarinda Zemin Kavram

Bu kisimda Tanim 3.3.7’de verilen zemin kavramiyla ilgili i¢ carpim quasilineer
uzaylarinda elde edilen baz sonuclar verilecektir. Tanim 3.3.7"ye gore bir X quasi-
lineer uzaymin bir z elemanmn zemini F, = {y € X, : y < z} kiimesidir. Bir X
quasilineer uzayimin zemini ise o uzaya ait tiim elemanlarin zeminlerinin birlegimin-

den olusan kiimedir ve Fy ile gosterilir [3].
Teorem 4.4.1. X bir i¢ carpim quasilineer uzayr ve A C X olsun. Bu durumda
i) {0} € Fu,
ii) BC Aise Fg C Fyve AX C Btise Fyr C Fpo,
iti) Frop = {0}
"dir.
Ispat. Her z € F, icin ||(z, {0P o) = 0 oldugundan {0} € F31 olur.
B C A olsun. Buradan her b € Bicin b € A olur. Fp = Upyepfpve Fa =
U.ea Fa oldugundan her ¢ € Fp igin ¢ € F oldugunu géstermeliyiz. ¢ € Fgise 3b €
B vardir ve ¢ € Fy’dir. B C A oldugundan b € A, buradan da F, C J,. 4 F, olur.

Boylece ¢ € F4 elde edilir.
Fiy ={r € X, : 2 <{0}} = {0} dr. O

Onerme 4.4.1. X homojenize i¢ ¢carpim quasilineer uzayr ve x € X ise X in zemin

kiimesi olan F, kimesi konveks bir kiimedir.

Ispat. X homojenize quasilineer uzay olsun. Bir z € X i¢in F,, = {a € X, : a < z}
ve her a,b € F, igin

a<zxveb=<z

dir. X i¢ carpim quasilineer uzayi oldugundan her 0 < A <1 i¢in
Ara=xA-xzve(1=XN)-b=2(1-XN)-x

olur. Buradan A-a +(1—=X)-b < A-z+(1—\)-2 bulunur. X homojenize quasilineer

uzay oldugundan her 0 < A <1 igin
Ax+(l1=XN-2z = A+1-N)-z==x
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bulunur. Béylece

Ara+(1=XN)-b=zx
elde edilmis olur. Buradan da A-a+ (1 — \) - b € F, elde edilir. O

Uyar: 4.4.1. Quasilineer uzaywn herhangi bir elemanin zeminin konveks olabilmest
wcin gerek ve yeter sart quasilineer uzayin homojenize olmasidir. Eger yukarida
verilen onermede X uzayr homejenize olmasaydi (a+3)-x # a-x+f-x olabileceginden

F, konveks olmazda.

Teorem 4.4.2. X bir Hilbert quasilineer uzay, M de X ’in konveks bir alt uzay ise

M ’nin zemani olan Fyy’de X ’in konveks tam olan bir alt uzaydur.

Ispat. M konveks oldugundan Vz,y € M veher 0 < a<ligma-z+(1—a) -y €
M’dir. Tanim 3.3.7 geregince a,b € F);ise bir x € M vardir 6yle ki a =< = ve bir
y € M vardir dyle ki b < y’dir. (3.1.13)’den

aa=a-zve(l—a)-b=3(1—-a)-y
bulunur. (3.1.12)’den
aa+(l—a)-bxa-z+(1—a)-y
olur. M konveks oldugundan o -z + (1 — «) - y € M’dir. Buradan
a-a+(l—a)- b=z

olacak sekilde bir z € M bulunur. Ayrica a,b € X, oldugundan « ve [ skalerleri
icina-a+ (1 —a)-be X, dir. Boylece a-a+ (1 —a)-be€ Fy olur.

(an) € Fy ve n — oo iken a, — a € X olsun. Ilk olarak
(an) € Fi ise (z,) € M dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in a,, <,

dir. a, — a ise yakinsaklik tanimi geregince her € > 0 i¢in bir ng € N vardir 6yle ki
Vn > ng igin

anja—‘_ain? ajan+a§n? ||a:n|| SE
olur. a, = z, ve a X a, + a5, oldugundan her n € N i¢in a <X x,, + a5, elde edilir.

|a5, || < € oldugundan her n € N igin (3.2.5)’den a < x,, olur.
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Simdi a € X, oldugunu gosterelim. X bir i¢ garpim quasilineer uzay1 oldugundan
Lemma 3.2.1’den a,, — a ise — a,, — —a ve yine Lemma 3.2.1’den n — oo iken

Gy — a, — a — a olur. Buradan her € > 0 i¢in bir ny € N vardir 6yle ki Vn > nyg igin

Up—ap 2a—a+Fk,, a—a=a,—a,+k5, |k|<e/?

1n> 2n

bulunur. ¥n € N igin (a,) € Fy ve X bir normlu quasilineer uzay oldugundan

0<a—a+k a—a=0+ks, kaanel/Q

In>

iken 0 < a—avea—a =<0olur. (3.1.3)’den a — a = 0 elde edilir. Bu da bize
a € X, oldugunu soyler. Boylece her n € N igin x,, € M iken a € F); olur. Yani F),
kapalidir. O]

Sonug 4.4.1. X bir Hilbert quasilineer uzay, M ’de X in konveks alt uzayr olsun.
Bu durumda M 'nin zemini olan Fy;’de X tn konveks, tam olan bir alt uzayidor.
Burada dikkat edelim ki bir Hilbert quasilineer uzayin bir alt uzay: tam olsun ya da

olmasin zemini her zaman tamdar.
Onerme 4.4.2. X bir i¢c carpym quasilineer uzay ve x € X ise Fy kiimesi kapalidar.

Ispat. (by) € Fpy ve n — oo iken b, — b € X olsun. b, — b ise her € > 0 igin

dng € N vardir oyle ki Vn > ng icin
bTb j b+ cin’ b j bn + an’ ||C'fn|| S 61/2

olur. b, € F, oldugundan her n € N igin b, < z olur. X bir i¢ ¢carpim quasilineer

uzay1 oldugundan
b j bn + an ve ”CEnH2 = ||<C§nﬁcgn>” S € ise b j bn

olur. Buradan

b<b,veb, Jxriseb=zx

bulunur. Simdi b € X, oldugunu gosterelim. X i¢ ¢carpim quasilineer uzay1 oldugun-

dan Lemma 3.2.1’den b,, — b ise — b,, — —b’dir. Buradan

(172
bn = b—l—Cin, bjbn+cgn> ||C§n|| < T
61/2

83



elde edilir. b, € X, oldugundan b,, — b, = 0 olur. Buradan

by — by <b—b+¢, +d,, b—b=by—by+c, +d, |, +d,| < e

In>

bulunur. Boylece i¢ carpim quasilineer uzay1 ozelliklerinden
olur. Benzer sekilde

Q(R)
bulunur. Dolayisiyla 0 <b—0b ve b—b < 0 bulunur. (3.1.3)’den b—b = 0 elde edilir.

Bu da bize b € X, oldugunu soyler. Boylece F),’in kapaliligi gésterilmis olur. O]

Lemma 4.4.1. Bir i¢c ¢carpim quasilineer uzayinin herhangi bir elemaninin zemini
alt uzay olmayabilir. Fakat bir elemanin zemin kimesinin dikey kiimesi her zaman

uzaywn bir alt uzayidor.

Ispat. z € X i¢ carpim quasilineer uzayl i¢in F, = {a € X, : a X z}'dir. a,b € F,
ise tanim geregi

a<zveb=<ux
‘dir. X bir quasilineer uzay oldugundan «, 8 € R i¢in
a-a=a-rvef-bxp[-x
olur. Buradan da
a-a+pf-ba-x+p-x
elde edilir. Her «,f eleman i¢in a - 2 + 8 - = x esitligi saglanmayacagindan
a-a+3-b £ ’dir. Bunedenle X ig ¢arpim quasilineer uzaymimn herhangi bir elemanin
zemini alt uzay degildir. F3X, X’in bir alt uzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. ¢, d €
F-ve z € F, olsun. Her o, 8 € R igin
[{z,a-c+B-d)| < [[(z,a-c)||+](z,8-d)|
= lalli(z, )l + 18]Iz, D)
=0

oldugundan a - ¢+ 8 - d € F'dir. Dolayisiyla Fi, X'in bir alt uzayidir. O]
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Uyar1 4.4.2. Qc(R) quasilineer uzayinin simetrik elemanlarndan olusan herhangi
bir alt kiimesinin zemini bu alt kiimenin bagintiya gore en biyik elemaninin zeminine

esittir.

Ornek 4.4.1. X = Q¢(R) ve M = {[-1,1],[-2,2],[-5,5]} € X olsun. Bu du-

rumda M kiimesinin zemini;

Fy=|J Fa
meM

Fy = U{aGXT:ajm}
meM

dar.
Fy={acX,:aC[-L1}{ J{pe X, :bC[-2.2} | J{ce X, : e C[-5,5]}
={ce X, :cC[-55]}
olur.

Ornek 4.4.2. X = Q¢(R)nin RZ = {[n,0] : n € R~} sag sufur alt kiimesinin

zemint

Frz = U {a € X, :aCn,0]}

neR~

={{a} :a e R7}U{0}

‘dir. Qo(R) 'nin LZ = {[0,n] : n € Rt} sol sifur alt kiimesinin zemini ise

Frz = U {a € X, :a C[0,n]}

neR+

={{a} :a e RT}U{0}
bulunur. Buradan da
FrzUF;={{a}:a€ R }U{{a} :a € R*}
— {{c}:ce R}

elde edilir. Yani Qc(R) 'nin sag sifir ve sol sifir kiimelerinin zeminlerinin birlegimsi
Qc(R) min tim regiler elemanlarinin kimesini verir. Ashnda bu da R’nin kendi-

sidir.

85



Teorem 4.4.3. X bir i¢ carpum quasilineer uzayr ve A, B C X olsun. Ejer AUB =
X ise Fo U Fg = X, ’dir. Fakat tersi dogru degildir.

Ispat. A,B C X icin AU B = X olsun. Zemin tanimi geregince her z € Fy U Fig
icin x € X, oldugu agikardir. x € X, olsun. Bu durumda her z € X, i¢cin z € X ve
AU B = X oldugundan ya x € A ya da x € B’dir.

a) v € Alise Fy = J,c4 Fo oldugundan bir a € A vardir 6yle ki a = 2’dir. Ve
x € X, oldugundan x € F dir.

b) x € B ise Fg = J,cp [p oldugundan bir b € B vardir dyle ki b = 2’dir. Ve
x € X, oldugundan x € Fg’dir.

Bu durumda a) ve b)’den x € F4 U F olur. O

Ornek 4.4.3. X = Q¢(R) i¢ carpim quasilineer uzaypn A = X, U {{0}} ve B = X,
olsun. Burada

AUB=X,U{{0}}UuX, =X

dir. Ve
FyUFp=Fx UFx =X,
bulunur.

Fakat yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Ornegin; A = LZ, B = RZ
kiimeleri Q¢ (R)’nin alt kiimeleridir. Ornek 4.4.2. geregince Fry U Fr; = X, dir.
Fakat

AUB=LZURZ #X

"dir.
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BOLUM 5
INTERVAL VEKTORLER VE INTERVAL DIZI
UZAYLARI

Bu boliimde, farkli bir quasilineer uzay 6rnegi olan IR™ interval uzay: tanitil-
migtir. Ayrica, IR™ quasilineer uzay iizerinde bir norm tanimlanmig ve bu normla
birlikte /R™nin normlu quasilineer uzay oldugu gosterilmisgtir. Yine burada |[3]
ve [12]’den yararlanilarak interval uzaylarimin baz cebirsel 6zellikleri incelenmigtir.
Bundan bagka farkl bir quasilineer uzay érnegi olan Is, Il Il,, Icy ve Ily interval

dizi uzaylar1 tanitilmig ve bu uzaylarla ilgili baz1 cebirsel incelemeler yapilmigtir.

5.1 Interval Vektorler

IR, R'nin tiim kapali araliklarinin kiimesi olsun. Bu durumda IR, R’nin tiim

konveks-kompakt alt kiimelerinin ailesidir.
IR? = {(X1,X5) : X1, X, € IR}
ve boylece
IR" = {(X17X27...,Xn) : X, € IR,]. S 1 S TL}

kiimesine n-boyutlu intervallerin kiimesi ad1 verilir. Sunu belirtelim ki /R™ bir vektor
uzay1 yani lineer uzay degildir. Bundan bagka (X1, Xs,..., X, ...) dizisine interval

dizi adi verilir. Bunlarin yakinsakhg: [17])'de tartigilmigtir.

Ornek 5.1.1. X = (X1, Xs,...,X,) € IR", Y = (Y},Ys,...,Y,) € IR* ve A € R
¢
X+Y =X+, X0+ Ys,... . X, +Y,)
A X=X, A Xo, 00 X0)

wslemleri IR™ kiimesi tizerinde iyt tanimlidir. Bu islemlerle ve

XY e X, CY, 1<i<n

87



bagintisiyla IR™ bir quasilineer uzaydir. Her XY, Z € IR™ ve her o, 3 € R i¢in
X < X oldugu agiktor.
X=YvoveY<Zisel<i<nignX; CY,veY;, CZ olur. X;,Y;, Z; € IR ve
IR bir quasilineer uzay oldugundan X; C Z; olur. Buradan da X = Z elde edilir.
X=2YwveY <Xisel<i<nignX, CY,veY; CX,; olur. X;,Y; € IR ve
IR bir quasilineer uzay oldugundan X; =Y; olur. Buradan da X =Y elde edilir.
X+Y =(X1+Y,Xo+Ys,...,. X, +Y,) dir. Her 1 <i<mn i¢in X;,Y; € IR
oldugundan X; +Y; =Y; + X; olur. Buradan

X+Y = <X1+}/1aX2+}/277Xn+Yn)
- (Y1+X17}/2+X277Yn+Xn>

= Y+X

bulunur.

X+ Y +2)=(X+Y)+ Z oldugu kolayca gésterilebilir.

X+0=(X14+0r, Xo+0g,..., X0 +0,) = (X1,Xs,...,X,) = X olacak ge-
kilde 0 = (O1g, 0w, - - .,0ir) € IR™ mevcuttur. Og =0 dur.

a- (- X)=a-(f-X1,8-Xg,...,0-X,) = (af-Xy,a8- Xo,...,a-X,) =
(af) - X olur.

a-(X+Y) = a- (X1 +Y1,X+Y, ..., X, +Y))
= (- (Xi+Y),a- (Xo+Ys),...,a- (X, +Y,))
= (a-Xi+a-Va- Xo+ta Y, ...;a- X, +a-Y,)
= (a-Xy,a-Xo,...,a-Xp) 4+ (- Yi,a- Yo, o0 +a- Y,)
= a (X1, Xy,..., X)) +a-(Y1,Ys,...,Y,)

= a-X+a'Y

elde edilir.
1-X=1-(X,X0,....X,) = (1-X1,1-X5,...,1- X)) = (X1, Xo,..., X,) =
X 'dir.
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OXZO(X17X27,Xn):(OXl,OXQ,,OXn):(O,O,,O):Q olur.

(a+p8)- X = (a+p) (X1,Xs,...,X,)
= ((a+8) - X1, (a+B) X, ..., (a+ ) Xp)

O./X—f—BX = O{'(Xl,XQ,...7Xn)+/B'(Xl,XQ,...,Xn)

= (Oé'Xl+B'Xl,Oé'X2+B'X27...,O{'XH+B'X7L)

bulunur. X € IR™ iken her 1 < i < n i¢in X;,Y; € IR ve IR bir quasilineer uzay

oldugundan

olur. Buradan da
(a+8)- X <a-X+4-X

elde edilir.

X XYvwveZ XVisel<i<nignX, CY, ve Z; CV; olur. Buradan da
X+ Z; CY; +V; olacagindan X + Z XY +V bulunur.

X XY ise X; C Y, oldugundan o € R i¢in o - X; C « - Y;’dir. Buradan
a-X 2a-Y elde edilir.

Boylece IR", quasilineer uzay olma sartlarine sagladigindan yukarida verilen

wslemlerle ve “=<7 bagintiswyla bir quasilineer uzaydar.

Uyar1 5.1.1. IR? ile Qc(R?) quasilineer uzaylary birbirinden ayri iki quasilineer
wzaydir. Ornegin; A = {(z,y) : 22 4+ y?> < 1} kiimesi Qc(R?) 'nin bir eleman iken
IR? 'nin bir eleman degildir. B = ([1,2],{2}) € IR? iken B ¢ Qc(R?) dir. Buradan
IR? # Qc(R?) oldugunu séyleyebiliriz.

Ornek 5.1.2. X = IR? olmak dizere A = ({1},{2}) olsun. A kiimesi X 'in regiiler

bir elemanadir. Clinki

A+(=4) = ({1}, {2) + (=4)
({1}, {2}) + ({a}, {b})

= ({1} +{a}, {2} + {b})
(

{0}, {0})
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olacak sekilde —A = ({—1},{-2}) € IR? vardwr. X = IR™ olmak iizere

B = {({tr} {bo} ... {ba}) : {0}, € R} =R

kiimest IR™ 'nin tim regiler elemanlarimin kimesidir ve bu kime IR™ 'nin alt uza-

yudur. Ote yandan en az bir 1 < i <n ic¢in a; # b; € R olmak tzere
C= {<[a17 bl] ) [ah b2] yeee [am bn]) L Qg bz S R}

kiimesi IR™ ‘nin singtiler alt uzayidr.

MX,)Y)=inf{r >0: X CY + B,.(0),Y C X + B,(0)}

metrigi /R iizerinde bir metrik tammlar. Agikca goriiyoruz ki IR = Qo (R)’dir.
Ayrica [1]’den IR'nin || X|| = sup,cyx |z| normu ile bir normlu quasilineer uzay
oldugunuda biliyoruz.

Simdi n > 1 olmak tizere IR" {izerinde bir norm tamimlayalim.

Ornek 5.1.3. Ornek 5.1.17de verilen IR" uzay:
X0 = X0 X Xl = s [l G.11)
normuyla birlikte bir normlu quasilineer uzaydr.

Bu norm IR™’de wyi tanymlidir ve bu normla birlikte IR™ bir normlu quasili-
neer uzaydwr. Her X, Y € IR™ id¢in || X|| > 0 oldugu agiktir. Eger || X|| = 0 ise
SUp;<i<n | Xil g = 0 olacagindan 1 < i < n igin || X;||;p = 0 olur. Buradan da IR
bir normlu quasilineer uzay oldugundan her 1 < i < n i¢in X; = Oyr olur. Bu da

bize X = 0 oldugunu soyler.

X +Y[ = [[(Xi+Y,X+Ys,.., X+ 15

= sup ||(Xi+Y;)”I]R

1<i<n

< sup | Xille + sup [|(V)lje
1<i<n 1<i<n

= X[+ 1Y

oldugundan || X + Y| < || X|| + ||Y]| esitsizligi dogrudur.
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Ayrica her o € R igin - X|| = suplla- Xillx = la]sup | Xill g = o X]
bulunur.

X XY = X C Y= 1K < [Vill = sup |1X:]) < sup [Vill = X[ < |V dir

X XY + X, ve || X]| <e= || X = sup| X,

r < € oldugundan || X, || p < €
bulunur.

XY+ X =X, CY, + X, olacagindan IR de | X, || < € iken X; CY; olur.
Boylece X <Y elde edilir.

Ornek 5.1.4. W = ([-1,2],0,3],[-2, —1]) € IR? olsun.

W= sup {I[[1, 2]l ;g , 10, 3]l g » 1[=2, =1l 1 }
= sup{2,3,2}
= 3

bulunur.
érnek 5.1.5. X = ({1}7 [_17 1]) 7Y = ([_17 1]7 {1}) ’ Z = ({1}7 [_1/27 1/2]) € IRQ
olsun. Burada dikkat edelim ki

{1} € [-1,1] fakat [-1,1] € {1}

oldugundan X ile 'Y, C bagintisy ile karsilastirilamaz. Yine

{1} € [~1/2,1/2) fakat [~1,1] & {1}

oldugundan Y le Z, C bagintisy ile karsilastirilamaz. Yani X ile Y wve Y ile Z

baglantisiz elemanlardir. Fakat

{1} < {1} ve [-1/2,1/2] £ [-1,1]

oldugundan Z C X bulunur. Buradan da X ile Z 'nin, IR? 'nin baglantil elemanlar

oldugu sonucuna ulasiriz.

Ornek 5.1.6. IR?, || X|| = sup ;< | Xi|| ;g normu ile bir Banach Q-uzaydar.
X", IR?’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her e > 0 icin AN € N vardwr

oyle ki her n,m > N iken
X" ij—l—AlE, XM an‘i‘AQe, HA]EH S%
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olur. Buradan ||A’|| = sup; HAfEH < § olacagindan her 1 < i < 2 igin ||AZ€H <5

bulunur. Diger yandan IR? bir quasilineer uzay oldugundan her 1 <i < 2 i¢in
X' C XM AlY XM C X4 A% (5.1.2)

olur. Buradan her 1 < i < 2 i¢in HAZEH < 5 oldugundan X', IR’de bir Cauchy
dizisidir. IR tam oldugundan X]' — X, olacak sekilde X; € IR wvardwr. Yani her

€ >0 i¢in AN € N vardwr 6yle ki her n > N iken
n le n 2e j€ €
Xz‘ gXi“‘Bia XigXi+B¢; ||BZ] HIR§§

dir. ||Bi|| < & iken ||B¥| = sup, || B

2 £ olur. Yine burada 1 < 1 < 2

I < 3

icin elde edilen X = (X1, Xs) elemamimy agik olarak IR?nin elemamidir. Ayrica,

(5.1.2)’de n — oo igin limit alirsak
X'CX;+ A+ B, X;CX]+AF+B

ve

145+ Bl < [l Ai]| + || B < e

olur. Buradan da her 1 <1 <2 i¢in

xXn jX+A1€+Ble, X an+A26+B2€, HAjE—i—BjE <e

bulunur. Boylece quasilineer uzaylardaki yakinsaklk tanvma geregince IR? 'de X™ —
X ’dir. Ayrica her 1 <i < 2 i¢in X; € IR oldugundan X = (X1, X5) € IR? bulunur.
Buradan da istenilen elde edilmis olur.

IR? 'nin Q-uzayr olabilmesi ig¢in her X € IR? i¢in | X|| < ||Bx|| tken X C
Bx olacak sekilde bir Bx € IR? bulmalupz. Bx = ([—1,1],[—1,1]) € IR? secelim.

X1 = sup {||[ Xl , [[ Xa|}
< [|Bx]|
— sup |1, 1], =1 [}
= sup{l,1}
=1
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oldugundan
||X1|| < 17 ||X2|| < 1< Xl - [_171]7 XQ - [_1’ 1] ~ (Xl XQ) - ([_1’ 1]7 [_171])
elde edilir.

Sonug 5.1.1. IR"™ yukarda verilen norm ile bir Banach Q-uzayidr.

Ornek 5.1.7. Her X,Y € IR" i¢in IR" uzay

n 1/2
Xl = (Z !IXi\ﬁR)
i=1

normuyla birlikte bir normlu quasilineer uzaydur. Oncelikle bu sekilde taniml norm
her bir 1 <i <n i¢in || X;||,;z € R oldugundan iyi tansmhdir. YX,Y € IR" ve her
o € R igin || X||, > 0 oldugu asikardur. Eger | X, =0< (31, ||Xi||§R)1/2 =0<
S IXilRe = 0 & her 1 < i < nigin || Xi||5g = 0 olacagindan X; = 6 bulunur.

Buradan da X = (X1, Xo, ..., X,) = 0 elde ederiz. Ayrica Minkowski esitsizliginden
" 1/2
IX+Yl, = (Z 1 +EI|§R)
i? ” )
(Souw) (3w
i=1 i=1

= XM, + 1Y,

1/2

IN

elde edilir. ||oo- X||, = a - [|X||, oldugu kolayca gdsterilebilir. Eger X <Y ise her

1 <i<nigin X; CY; olacagindan, || X;||;x < ||Yill ;g olur. Buradan da

n n
2 2 2 2
IXil7e < IYillm= D IXlle < ) 1Yill7
=1 =1

= (Z ||Xi||§]R> < (Z HK‘H%@)
i=1 i=1

= Xy < 1Y,

1/2

elde edilmis olur. Her e > 0 i¢in en az bir X € IR™ vardwr oyle ki X XY + X°€ ve
| X¢|| < € olsun. Bu durumda || X¢|| = (37, ||XZ-6||§R)1/2 oldugundan her 1 < i <mn
icin | X¢||7 < €2, yani || X{|l;n < € olur. Diger yandan IR bir quasilineer uzay

oldugundan X XY + X use her 1 <i <n i¢in X; CY; + X{ bulunur. Buradan da
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IR bir normlu quasilineer uzay oldugundan X; CY; + X ve || X{|| < € iken X; CY;
olur. Boylece her 1 <1 < n i¢in X; CY; oldugundan X <Y bulunur.

IR™ dizerindeki metrik VX, Y € IR" i¢cin
dX,)Y)=inf{r>0: X Y +5.00), Y < X+5.0)}

ve

SH(0) ={X = (X1, Xo,..., X)) || X|| £ 7}
“dir.

Ornek 5.1.8. X,Y € IR" i¢in

n

(X,Y) = Z (X, Y;>IR

i=1
tanimayla IR™ bir i¢c carpim quasilineer uzayidar.

Yukarida tanaml i¢ carpum her i € [1,n] i¢in (X;,Y;) € Q(R) oldugundan iyi
tanembhdur. Her X, Y € (IR™) i¢in X,Y € R" olacagindan yukarida tanvmlanan i¢
carpim reel degerli olur.

Her XY, Z, T € IR" ve a € R i¢in IR bir i¢ carpim quasilineer uzayr oldugun-

dan

n

(X+Y.2) = > (Xi+YiZ)p
=1

Z (<XZ7 Zi>IR + <Y;7 Zi>I]R)

i=1

N

n

= N X Zyp + > Vi Zi) e

i=1 i=1

= (X,2)+ (Y, 2)

bulunur. (o- X,Y) =370 (o Xi, Yi)oy = Doimg o+ (Xi, Yoy = - (X, Y) dir.
(X,Y) = (Y, X) esitligi kolayca gdosterilebilir.
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Her X|Y € IR" i¢in

= sup{lal:a € (X,Y)}

= sup{|a| a € {Z(Xuyz‘)m}}

= sup{ |al: aEZ{xy xEXZ,yEY}}

{
- {3
{

= sup ||:Jey||Q xGFX,yGFy}

XV,

xEFX,yEFy}

bulunur.

(X, X) = 0 ise Y-, (Xi, Xi)g) = 0 dwr. Buradan her 1 < i < n icin
(Xi, Xi)omy = 0 olmase gerektiginden her i € [1,n] i¢in X; = {0} ve X = 6 bu-
lunur. Eger X =6 ise her i € [1,n] i¢in X; = {0} olacagindan (X, X) =0 dur.

Her X € (IR"), dcin (X, X) = >0, (Xi, Xi)qw) olur. Her i € [L,n] igin
(XZ-,Xi)Q(R) > 0 oldugundan (X, X) i¢ ¢carpima pozitif tanvmlidor.

X XY ve Z 2T olsun. Bu durumda her 1 <1 <n i¢cin
X; CY,ve Z; CT;

olur. X;,Y;, Z;,'T; € IR oldugundan ve IR kendi tizerinde tanwyml i¢ ¢arpim ile ig
carpim quasilineer uzayr oldugundan 1 < @ < n igin (X;, Z;) C (Y;,T;) elde edilir.
Buradan da ¢ (Xi, Z;) C Y0 (Y3, Th) yani (X, Z) C (Y, T) olur. Her e > 0 igin

bir X¢ elemani bulunsun oyle ki
X <Y + X ve (X, X CS(0)

olsun. IR™ bir quasilineer uzay oldugundan her 1 < i <mn i¢in X; CY; + X! olur.
Ayrica (X, X) =30 (X5, Xf)qm) oldugundan her 1 <i <mn igin (X{, Xf)gr) C
Sc(0), buradan da | X{|5x < Ve olur. IR, ||-||,p bir i¢ carpim quasilineer uzay
oldugundan her i € [1,n] i¢in X; CY; buradan da X <Y olur.

Dolayisiwyla yukarida tanimle i¢c carpim ile IR™ bir i¢ ¢carpim quasilineer uzayidar.

Teorem 5.1.1. IR"™ quasilineer uzaye ||-||, normuyla bir Banach uzayidur.
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Ispat. X", IR™de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda Ve > 0 icin Ing € N vardir

oyle ki Vn,m > ng iken
Xt X" AY, XX AT, || AT, < e
olur. Buradan her 1 <1 < n igin
X" C XM+ A, XM C X4 AF (5.1.3)
elde edilir. Ayrica

n 1/2
AT ‘7" 2
], - (ZnAz H,R) <
=1

olacagindan her 1 < i <n i¢in

>_llar

=1

bulunur. Béylece her 1 < i < n igin (5.1.3)’den A(X], X™) < € elde edilmis olur.

<l ||Al

<
mwr=¢

Buradan her 1 <7 < nigin X'nin IR’de bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna ulasiriz.
IR tam uzay oldugundan

olacak gekilde X; € IR vardir. (5.1.3)’de m — oo igin limit alimirsa her € > 0 igin

dng € N bulunur 6yle ki her n > ng iken

€
<€ =—

X!CX;+ B}, X, C X'+ B} ||B]|5< Jn

olur. IR, < bagintisi ile bir quasilineer uzay oldugundan
X"< X+ B! X <X"4 B?

elde edilir. Ayrica her 1 <i < n i¢in

1/2
, € ;9 €2 - 2 " 2
ot < = Vot < = ol < (1ol ) <
=1 =1

olacagindan ||B’|| < e bulunur. Buradan da X™ € IR"nin X elemanina yakinsak

oldugu elde edilmis olur. Yani n — oo iken
d(X", X) <e
olur. Her 1 <i <nigin X; € IR oldugundan (X3, Xs,..., X,,) = X dersek X € IR"

olur. Yani X" — X ¢ IR"dir. O
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Teorem 5.1.2. IR"™ bir homojenize quasilineer uzaydar.

Ispat. IR™nin homojenize quasilineer uzay oldugunu gosterebilmek icin her X €
IR™ ve her aff > 0 igin (a + ) - X = a- X + - X oldugunu goéstermemiz gerekir.
X € IR olsun. X = (X1, Xs,...,X,) ve 1 < i < nigin X; € IRdir. IR bir

homojenize quasilineer uzay oldugundan

(a+8)-X = (a+8) (X1, X, ..., X,)
= ((a+8)- X1, (a+8)-Xo,...,(a+B)- X,)
= (- X1+ 8- X,a-Xo+B-Xo,...,a- X+ 8- X,)
= (a- Xy, Xo,...,a- X))+ (- X1, 8- Xo,...,5-X,)
= o (X, Xy X))+ B (X, Xy, X))
= a-X+4-X
elde edilir. 0

5.2 Interval Dizi Uzaylar

Bu kisimda farkli bir quasilineer uzay 6rnegi olan interval dizi uzaylarin tanitila-

caktir. Ilk olarak tiim intervallerin dizi uzay: olan I's kiimesini tanimlayalim.
Is={X =(X,) € IR*: (X,) =(X1,Xs,...,X,,...) € IR*}
bi¢imindeki tiim dizilerin kiimesini /s olarak tanimlayalim.

Ornek 5.2.1. Is kiimesi her X,Y € Is ve A € R i¢in

—|—IX+Y:(Xl+}/1,X2+Yé,...,Xn+Yn,...) (521)
A X=X, X 00X, ) (5.2.2)

1slemleri ve
XY X, QY (5.2.3)

bagintiswyla bir quasilineer uzaydir. Yukarida tanimly islemler Is interval dizi uzayr

tzerinde wyi tamwmbidir. Her XY, Z € Is ve A € R i¢in X = X ’dir. Yine burada
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X 2 Y veY <X Zise (5.2.8)den her 1 < i < oo igin X; C Y; veY; C Z; olur.
Buradan her 1 < i < oo i¢in X;,Y;, Z; € IR ve IR quasilineer uzay oldugundan
X; C Z;’dir. Béylece (5.2.8)’den X < Z elde edilmis olur.

X XY veY <X X olsun. Bu durumda yine (5.2.8)’den her i € [1,00) ig¢in
X, CY,veY, C X; bulunur. X;,Y; € IR ve IR quasilineer uzay oldugundan
X; =Y, dir. Buradan da X =Y elde edilir.

X+Y =(X14+4Y,Xo+Ys,....X,,+Y,,...) dir. Her 1 <i < oo igin X;,Y; €
IR oldugundan X; +Y; =Y; + X; olur. Buradan

X+Y = X1+, X%+, X, +Y,,..)
= M+X,Yo+Xo,.... Y, +X,,...)
= Y+ X
bulunur.

X+ Y +2Z)=(X+Y)+ Z oldugu kolayca gosterilebilir.

X+60=(X14+0rXo+0,...,. X0 +0k,...) = (X1,Xs,..., Xp,...) = X
olacak sekilde 0 = (01w, Orr, - - ., 0rr, . ..) € Is mevcuttur. Oig =0 dor.

a(B-X)=a(f-X1,0-Xoy...,0-Xp,...) = (af - X1,a8 - Xo,...;af - X,,,...) =
(af) - X olur.

a-(X+Y) = a- (X1 +Y1, X0+ Y, ..., X+ Y5, .. )
= (a-(X1+Y),a- (Xo+Ys),....,a- (Xp+Ya),...)
= (a-Xi+a-Ya- Xo+ta - Ye,...;a- X, +a-Y,,...)
= (a-Xy,a-Xo,...,a- Xy, o)+ (- Y, a- Yo, .o +a- Yy, ..
= a (X1, X0, .., X, o) +a- (Y, Y, .. Y, )

= a-X+a Y
elde edilir.

1X = 1'<X1,X2,...,Xn,...)
= (1-X1,1-Xy,...,1-X,,..)

= (X1, Xo, .o, Xy )
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dir.
0-X = 0-(X1, X, ..o, Xnyoo ) = (0-X1,0- Xo,...,0- X,,...) = (0,0,...,0) =0

olur.

(Of"‘ﬁ)X = (Of—Fﬁ)'(Xl,XQ,...,Xn,...)

= ((@+8)-X1,(@+8) Xo,...,(a+B)-X,,...)

ve

(XX+6X = O./'(Xl,XQ,...,Xn,...)+B'(Xl,XQ,...,Xn,...)

= (Oé'Xl+6'X1,06'X2+6'X2,...,Oé'Xn+6'Xn,...)

bulunur. X € Is tken her 1 <1 < oo i¢in X;,Y; € IR ve IR bir quasilineer uzay

oldugundan

(a+p)- XiCa - X;+ 8- X,

olur. Buradan da

(a+p6)- X <a- X+8-X

elde edilir.

X =YvwveZ Vel <i<oicinX; CY;,veZ;, CV,; olur. Buradan da
X+ 7Z; CY;+V; olacagindan X + Z XY + V bulunur.

X XY ise X; C Y, oldugundan o € R iw¢in o - X; C « - Y;’dir. Buradan
a- X <a-Y elde edilir.

Boylece Is interval dizi uzay, (5.2.1), (5.2.2) islemleri ve (5.2.3) bagintiswyla bir

quastilineer uzaydar.

Ornek 5.2.2. XY € Is icin

d(X,Y) ZQZ [%}

ile tanyml metrik ile bir metrik uzaydir. Burada h, IR dzerinde bilinen Hausdorff
metriktir. Her X,Y € Is i¢in Hausdorff metrik tamime gereqi 1 < 1 < oo iken
X;,Y; € IR oldugundan h(X;,Y;) > 0 olur. Buradan d(X,Y) > 0 bulunur. Eger
d(X,Y) =0 ise tanim geregi

LAY ),
20 |14 h(X;,Y))

=1
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olacagindan 1 < i < 00 i¢in

20 |1 +h(X,,Y))]

buradan da h(X;,Y;) = 0 olur. Hausdorff metrik tanimy geregince her 1 < i < oo

wein X; = Y; olacagindan X =Y bulunur.
Her X)Y € Is i¢in d(X,Y) = d(Y, X) oldugu agiktur.

I, = {X = (X,) € IR™: (X,) <oo}

Il uzay1 biitliin sinirh interval dizilerin uzayidir. Bu interval dizilerin sinirl
olmas1 Hausdorff metrige gore diigiiniilecektir.

X =(X1,Xo,...,Xp,...) ise X € Il olup
sup{|| Xil| g} < 00 & X € Il.

Ornek 5.2.3. (5.2.1), (5.2.2) islemleri ve (5.2.3) bagmtisiyla Iloy bir quasilineer
uzaydwr. Her XY € Il ve her A € R i¢in

SUP{HXF"YiHIR} < Sup{”XiHIR—i_HY;“IR}

< sup {|[Xill g} + sup {[[Yill g}

9]

A\

oldugundan (5.2.1)’de tanwmly “+” islemi, Il da iyi tanwmbdur. Yine

SUP{”)\'XiHIR} = SUP{)\HXiHIR}
= Asup{[|Xill g}

< o0

oldugundan (5.2.2)°de verilen skalerle ¢arpma islemi de Il da iyi tanembdir. Bu

islemlerle Il 'un quasilineer oldugu Ornek 5.2.1°¢ benzer sekilde gosterilebilir.
Simdi 7/, iizerindeki normu tanimlayalim.

Ornek 5.2.4. Her X,Y € Il icin

| X = sup [|Xill g

1<i<o0
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normuyla birlikte bir normlu quasilineer uzaydar.
[ X = sup {[| Xnl[ ;g : » € N}

esitligi Il da bir norm tamwmlar. Her X,Y € Ily, ve her A € R i¢in || X|] > 0
oldugu agiktir. Eger | X| = 0 & sup{||X,||g :n €N} = 0 ©Her n € N igin
|1 X0l z = 0 ve X, =0 olacagindan X = 6 bulunur.

IX Y| = X1+ Y Xot Yoreoo, Xt Yoo |
= sup X + Vil € N)
< sup{|| Xallm + [[Yall g : 7 € N}
= sup{[|Xull;p : n € N} +sup{[|Yaljp : n € N}
= I XI+[]Y]]

elde edilir. Buradan

VX = O XA Xy A Xl
= sup {JA- X/l :n € N}
= sup {(Al|Xoll g :n € N}
= Asup {| Xl g s m € N
= x|

bulunur.

X XY wse X; CY; olacagindan ve X;,Y; € IR i¢in kendi normuyla IR bir
normlu quasilineer uzay oldugundan || X;|| jp < [|Yill ;g 'dir. Buradan sup, <, || Xl jp <
SUP)<j<o0 ||Yill g olacagindan || X|| < ||Y'|| “dir.

Her X)Y € Ily i¢in X XY + X, wve || X < € olsun. Buradan || X || =
SUP) <icoo | Xe; || < € olacagindan 1 < i < oo igin || X, || < € olur. Diger yandan

XY +X.ise X; CY, + X, ve IR bir normlu quasilineer uzay oldugundan
X, CYi+ X, ve | Xl Se= X, CY,

bulunur. Buradan da her i € N i¢in X <Y elde edilir.

Dolaypswyla Il yukarida tanimle norm ile birlikte bir normlu quasilineer uzaydar.
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Ornek 5.2.5. Il sinerly dizi uzay

d : TlexIlew—R

(X,Y) = d(X,Y)=sup{h(X;,Y;): 1 <i< oo}

ile tanamly d fonksiyonuyla birlikte bir metrik uzaydar. Yukarida tanimle metrik Il 'da
wi tamambdir. Her XY € Il i¢in Hausdorff metrik tanims geregi 1 < i < oo
iken X;,Y; € IR oldugundan h(X;,Y;) > 0, boylece d(X,Y) > 0 bulunur. Eger
d(X,Y) =0 ise

sup{h(X;,Y;):1<i< oo} =0
olacagindan 1 < i < 00 i¢in

buradan da h(X;,Y;) = 0 dwr. Bu da bize Hausdorff metrik, metrik sartlarin
sagladigindan X; =Y; oldugunu séyler. Buradan da X =Y elde edilmis olur.

Her X,Y € Il i¢in d(X,Y) = d(Y, X) oldugu kolayca gdsterilebilir.

IR dizerinde tanimiy Hausdorff metrik bir metrik tanimladigindan her 1 < i < oo
ve X;Y;, Z; € IR i¢in

olur. Buradan

sup{h(X;Y;):1<i<oo} < sup{h(X;,Z)+h(Z,Y;):1<i<oo}
= sup{h(X;,Z;) : 1 <i< oo}
+sup{h(Z;,Y;) : 1 <i < oo}

olacagindan d(X,Y) < d(X,Z) + d(Z,Y) elde edilmis olur. Dolaysiyla Il d

metrigiyle birlikte bir metrik uzaydur.
Icp={X = (X,) € IR™: (X)) — 0}

Icy ile sifira yakinsak tiim interval dizilerin kiimesini belirtelim. Her X € Ic¢g
icin

lim | X,||z =0& X € Ig
n—oo
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dir. Icg yukarida tanimli islemler ile ve “=<" bagintisi ile bir quasilineer uzaydir. Ic¢

uzerindeki norm ise
Il o Ieg =R

X = | X = sup | X;]| g
€N

seklinde tanimlanir. Icy bu norm ile bir normlu quasilineer uzaydir. I1.,’daki benzer
islemler yapilarak Icy'in yukarida tanimhi norm ile normlu quasilineer uzay oldugu

gosterilebilir.
L= {X = (X,) € IR*: 37 || Xy < 00}

Her X € 11, i¢in
D Xl < 00 & X €11

n=1

‘dir. Il bir vektor uzay: degildir.

Ornek 5.2.6. X = (X1, Xs,...,X,,...) € I, Y = (Y1,Ys,...,Y,,...) € Ily ve
A € R igin (5.2.1)°de taniml

X+Y =X +Y,X+Y. ., X+ Y, )

ve

)\X:(AXl,)\Xg,,)\Xn,)

islemleri Ily kiimesi tzerinde iyi tanwmbdir. Bu islemlerle ve (5.2.3)’de verilen

bagintiswyla Ily bir quasilineer uzaydir. Her X,Y € Ily ve A € R i¢in Minkowsk:

esitsizliginden
0o 1/2 o 1/2
(Z HXnJrYnH?R) < <Z(|!XanR+ HYn\|m)2>
"~ nozol 1/2 ~ 1/2
< (ZHXnH?R) + (Z HYnII?R>
< ()On:1 =
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oldugundan X +Y € Ily’dir. Her X € Ils ve A € R i¢in

1/2

w-xu:(zwxnm) :A(zuxnu;&) -
n=1 n=1

oldugundan X\ - X € Ily olur. Boylece Ily’nin yukarida tanimly islemlerle ve “X7

bagintiswyla bir quasilineer uzay oldugu kolayca gdsterilebilir.

Ornek 5.2.7. Ornek 5.2.67de verilen Ily quasilineer uzay

. 1/2
X1 = (Z IIXiIﬁR) (5.2.4)
i=1

normu tle bir normlu quasilineer uzaydwr. Yukarida tamimle normun iy taniml
oldugu agikardir. Her X € Ily igin || X|| > 0 oldugu agikter. Her XY € Ily icin

Minkowskr esitsizliginden

oo 1/2
vt = (S,
2:01 1/2
< Z<\|Xz-r\m+|m||m>2>
z: s N e
< ZHXZ-H?R) +<ZHW?R)
=1 i=1
= X+ Y]

bulunur. Her X € Ily ve her A € R i¢in

0o 1/2
x| = (zu»xiuik)
=1

~ 1/2
_ (zwxiuiR)
=1
- 1/2
_ A(zn%)
=1

= AlX]

olur. Her X,Y € Iy i¢in X XY ise her 1 <1 < oo i¢in X; C Y, olacagindan
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1 Xill ;e < 1Yill;g bulunur. Buradan da

2 2 2 2
Xl < 1Yillie = Y I1Xllm < D 1Yl

i=1 i=1
2 2

= <Z||Xi”]R> < (ZHYiHIR)

i=1 i=1
= [ X < Y]
elde edilir. Her € > 0 i¢in AX€ € Ily vardwr, oyle ki
XY + X ve [ XYy, <e

olsun. Bu durumda her 1 <i < oo i¢in X; C Y, + X ve

1/2
X, = (Z ||X€||[R> <e

bulunur. Boylece her 1 < i < oo igin || X{|| ;g < € olacagindan ve IR bir normlu
quasilineer uzay oldugundan her 1 < i < oo i¢in X; C Y, elde edilir. Sonu¢ olarak

(5.2.3)’den X <Y oldugu gorilir.
Ornek 5.2.8. Il quasilineer uzay:

dX,)Y)=inf{r>0: X <Y +5,00),Y <X +5.(0)} (5.2.5)
metrigiyle birlikte bir metrik uzaydir. Burada S,(0) = {X € Il : || X|| < r} dor.

Uyar: 5.2.1. Ily quasilineer uzayr (5.2.4) normuyla bir Banach quasilineer uzay:
degildir. Bunun nedeni ise X™, Ils’de bir dizi olmak tizere, Ils quasilineer uzaynda
(5.2.4) normuyla her bir 1 <i < oo i¢in X™ — X iken X — X; olmasina ragmen
X' — X, tken X" - X olmasidwr. Yani her Ve > 0 i¢in Ing € N vardwr éyle ki

Vn > ng tken

Xt X+ AT, X X A AT, <e
ise, (5.2.3)’den her 1 < i < oo igin
XPCXi+ AN, Xy CXP+ AT, A, <

olur. Fakat her Ye > 0 i¢in Ing € N vardur oyle ki Yn > ng tken d(X7, X;) < € iken
. 1/2
| AT = ( falt ||A]THIR> % € olabileceginden X™ — X diyemeyiz.
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Ornek 5.2.9. Il,, Ic, ve Il interval dizi uzaylare saglam zeminli dizi uzaylaridor.
Yani her X € Ily i¢in sup Fxy = X 'dir. Keyfi bir X € Ily alalim.

={Ye(l),:Y=X} ={Yely:Y I X}dir. Il interval dizi uzay
(5.2.3) bagintiswyla bir quasilineer uzay oldugundan her 1 < i < oo i¢in Y; C X;
ve Y; € R, X; € IR olur. IR quasilineer uzayr saglam zeminl bir quasilineer uzay
oldugundan her 1 <1 < oo i¢in sup Fx, = X; bulunur. Buradan da her 1 < ¢ < 0o
icin X = (X1, Xo, X3,...) € Ily iken sup Fx = X olur.

Ornek 5.2.10. Ornek 5.2.6 de verilen Ily quasilineer uzay:

o0

(X,Y) =) (X, Vi) (5.2.6)

i=1
1¢ carpymayla birlikte bir i¢c carpym quasilineer uzaydar.
Oncelikle yukarida tanuml i¢ carpim, her X,Y € Ily icin Schwartz ve Hélder

esitsizliklerinden

KXYV =

fj (X0, Yi) g

< 3 X Ve
=1

IN

Z 1 Xl e Yill im
=1
- 1/2 /o 1/2
(zuxinik) (z umﬁR)
=1 =1

= XY

IN

olup (X,Y) i¢ carpume sinarly olur. (X,Y) nin Q (R) nin bir alt kiimesi olabilmesi
icin (X, Y) 'nin kapale oldugunu gostermeliyiz. (x,), X x Y ’de bir dizi ve x, — xg
olsun. Her n € N i¢in z, € (X,Y) dir. {z,} C (X,
{z,} — {xo} demektir. Ayrica (X,Y) — (X,Y)’dir. Aseev, Lemma 4, a)’dan
{0} € (X.Y) olur. Yani zo € (X,Y)’dir. Buradan (X,Y) = > 7 (X, Vi) €
Q (R) dir.

Her X,Y € (Ily), i¢in X,Y € ly olacagindan her bir 1 <1i < oo i¢in X;,Y; € R
olur. Buradan da (X,Y) =37, (X;,Y))r € (Q(R)), =R bulunur. Her X,Y,Z €

Y) ve x, — o ise Q(R)’de
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11y i¢in

K

<X+Y7Z> - <Xi+Y;'>Zi>nR

1

-
Il

(<Xi’ Zi>IR + <Y;7 Zi)]R)

M

s
Il
i

o0

<Xi7 Zi>IIR{ + Z <)/17 Zi)IR

i=1

|
i]e

I
>

2)+ (Y, Z)

elde edilir. Her X,Y € Ily ve her o € R igin (a- X,Y) = a- (X,Y) ve (X,|Y) =
(Y, X) esitlikleri kolayca saglanar.

Her XY € Ily i¢in zemin tanmima geregince

X logy = {2 (X0 Y m
i=1 a®)
= sup {|a| ta € Z <Xz‘>Yz‘>1R}
i=1
= sup{]a\:aEZ{x-y:xeXi, yEYi}}
i=1

= sup{[(z,y)| : v € Fx, y € Fv'}

elde edilir.

(X, X) =0ise Y .2 (Xi, Xi) ;g = 0 olmasy gerektiginden her 1 < i < oo igin
X; =0 olur. Bu da X =0 olmast demektir. Tersine X =0 ise her 1 <1 < 00 i¢in
X; = 07dir. IR biri¢ carpim quasilineer uzay: oldugundan (X;, X;) ;p = 0 ve buradan
da (X, X) =0 olur. Her X € (Ily), i¢in (X, X) = > (X;, Xi)p = Do) X7 >0
olacagindan (X, X) pozitif reel sayr olur.

Her X, Y, U,V € Ils i¢in X XY ve U XV ise her bir1 <i < oo i¢in X; CY;
ve U; C V; olur. Heri € [1,00) i¢in X;,Y;,U;, Vi € IR ve IR kendi i¢ ¢arpimayla
i¢ carpym quasilineer uzayr oldugundan (X;,Y;) p C (Ui, Vi) ;g bulunur. Buradan da
S (X0 Vi) g © 5% (Ui Vil ami (X,Y) € (U,V) oldugu griilir

Her € > 0 ig¢in bir X< € Ily bulunsun oyle ki X <Y + X ve (X, X¢) C S.(0)
olsun. X XY + X°€ ise Ily bir quasilineer uzay oldugundan her bir 1 < i < oo i¢in

X CY,+ X dir. (X, X) C Sc(0) ise i¢ ¢arpyman tanuma geregi oo (X, X)) m C
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Se(0) olur. (Xf, X)) C S(0) ve IR bir i¢ carpim quasilineer uzayr oldugundan
her 1 <i < oo igin X; CY; + X{ ve HX;H?R <eise X; CY; ve buradan da X <Y
olur.

Boylece, Iy quasilineer uzayiman (5.2.6) ile birlikte bir i¢ ¢arpim quasilineer uzay:

oldugu gosterilmis olur.

5.3 Interval Vektorlerde Baz ve Boyut

Burada, tigiincii boliimde verilen baz ve boyut tanimlarina iligkin interval uzay-

larinda bazi cebirsel aragtirmalar yapilacaktir.

Ornek 5.3.1. (IR?, <) quasilineer uzaymnda A = {([1,2],[-1,3])} C IR? olsun. A,

IR?’de tek elemanly bir kiime olup A mn quasi gerdigi kiime;
QspA = Qsp{([L,2,[-1,3)} = {X € IR?: A+ ([1,2],[-1,3)) < X, A R}

‘dur. Ornegin; ([1,2],[-1,3]) € QspA iken ([—1,3],[1,2]) ¢ QspA’dur. Ciinkii X -
([1,2],[-1,3]) € ([-1,3],[1,2]) olacak sekilde bir A € R mevcut degildir.

Ornek 5.3.2. (IR?, <) quasilineer uzaynda B = {([1,2],[~1,3]), ([-1,0],[-2, —1])} C

IR? olsun. B, IR?’de iki elemanly bir kiime olup B nin quasi gerdigi kiime

QspB = Qsp{([l,Q],[—1,3]),([—1,0],[—2,—1])}
= {X eIR*: )\ - ([1,2],[-1,3]) + A2 - ([-1,0], [-2,-1]) 2 X, A\, A € R}

“dar.
Ornek 5.3.3. (IR?, <) quasilineer wzaymda {([1,2],[—1,3])} kiimesini ele alalim.
({0}, {0}) = A-([1,2],[-1,3))

olmast sadece A\ = 0 olmast halinde mimkindir. O halde {([1,2],[—1,3])} kimesi

quasilineer bagimsizdir. Yine bu uzayda {([—1,1],[—1,0])} C IR? olsun.

<{0}7 {0}) = ﬁ : ([_17 1]7 [_170]>

ifadesi tim B € R sayilary i¢in saglandigindan {([—1,1],[—1,0])} kimesi quasilineer

bagimlidar.
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Sonug 5.3.1. X € IR? i¢gin X = (X1, Xy) dersek X, ve Xy 'nin her ikisi birden
sufire ihtiva eden bir interval ise bu durumda X tek nokta kiimesi IR? de quasilineer
bagimhidur. Eger, Xy veya Xs'nin en az biri sifire ihtiva etmeyen bir interval ise
bu durumda X tek nokta kiimesi IR?’de quasilineer bagimsizdir. Buradan her bir
X" e IR™ i¢in X = (X1, Xo, ..., X,,) dersek X;, Xo, ..., X, intervallerinin her biri
sifire thtiva eden bir interval ise bu durumda X tek nokta kiimest IR™ de quasilineer
bagimly olur. Bu durum, lineer cebirde sifir tek noktasinin lineer bagimiy olmasina
benzer. FEger, Xy, Xo,..., X, intervallerinden en az birt sifiry thtiva etmeyen bir

interval ise bu durumda X tek nokta kiimesi IR™ de quasilineer bagimsizdir.

Ornek 5.3.4. (IR?, <) quasilineer uzaymda {([1,2],[=2,0]), ([=2, —1], [2,3])} kiime-

sini goz ontine alalim.

({0}7 {0}) = )\1 ' ([17 2]a [_27 0]) + >‘2 : ([_Qa _1]7 [27 3])
olmast \y = Ny = 1 i¢in saglamr. Dolayswyla {([1,2],[-2,0]), ([-2,—1],[2,3])}
kiimesi IR? de quasilineer bagimlidar.

Ornek 5.3.5. A = {([1,2],{0}),({0},[3,4))} kiimesi IR? de quasilineer bagum-

swzder. Yani

== (P\l, 2)\1] 5 [3)\2, 4)\2])
olmasy i¢in {0} C [A1,2XM1] ve {0} C [3Xq,4)q] olmasi gerekir. Bu durum ise ancak
ve ancak Ay = Xy = 0 i¢in dogrudur.
A = {{1}} kimesi (Q2c(R), C) quasilineer uzay i¢in bir baz oldugundan ([3]), A

kiimesi IR i¢cin de bir bazdur.

Ornek 5.3.6. B = {({1},{0}), ({0}, {1})} kiimesi IR? icin bir bazdwr. Gercekten;

B Ekiimesi quasilineer bagimsizdar.

({0},{0}) = ar-({1},{0}) + a2 - ({0}, {1})
= (- {1},{0}) + ({0} ;e - {1})
= ({ou},{0}) + ({0}, {a2})
= ({aa} {a2})
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olmast ancak ve ancak {1} = {az} = {0} i¢in yani oy = s = 0 ig¢in mimkindir.

QspB = IR? dir: VX € IR? i¢in

ar- ({13 ,{0}) + a2 - ({0}, {1}) = X

olacak sekilde oy, as € R mevcuttur. B kiimesine IR? 'nin standart bazy denir.

Sonug 5.3.2. {({1},{0},{0}), ({0}, {1},{0}), ({0}, {0}, {1})} Kiimesi IR? icin

bir baz teskil eder. Daha genel olarak {(ay,as), (b1,bs)} kiimesi R? igin bir baz ise
{({ai},{as}), ({b1},{b2})} kiimesi IR? igin bir bazdar.

Ornek 5.3.7. ([-1,1],[0,2]) € IR? nin zemini
A= {<$17x2) S (IRz)T : (xlaxQ) j ([_17 1] ) [072]>}

kiimesidir. ITR? quasilineer uzaymn zemini R? lineer uzayndwr. (—1,0) € A iken
([-1,0],0) ¢ A’dwr. Clinkii ([—1,0],0) elemani IR? 'nin regiiler elemant degildir.

Ayrica, IR™ quasilineer uzayinin zeminit R™ lineer uzayr olur.

Ornek 5.3.8. A = ([-1,1],[0,2]) € IR? elemaninin zemini

Fa = {({n} {v2}) € (IR?), :({m} {ye}) = A}

= {{ntA{mph) eR:—1<y <1,0<y, <1}
seklinde bulunur.

Sonug 5.3.3. IR? = {X = (X1, X5) : X1, Xo € IR} kiimesinin zemini X1 = [ X3, Xi),
Xy = [&7m igin X, E,&,E € R olmak 1izere

Fre = |JFx
= J{Um} A} € (IR?), : Xy <y < X1, X <1 < X5}

‘dir. Daha genel olarak IR" = {X = (X1, Xo,..., X,) : X1, Xo, ..., X, € IR} kiimesi-
nin zemint

Xi= [ X0, X)X = [ X, Xo] o X = [ X, X
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cin &,E,&,E, e ,ﬁ,X_n € R olmak tizere

F[Rn — U FX
X€EIRn
- U v} {2}, {wn}) R X <y <X,
XEIRn X<y <Xy, X, <y, <X,

olur.
Onerme 5.3.1. IR? quasilineer uzay: saglam zeminli bir quasilineer uzaydur.

Ispat. Her X € IR? icin sup Fx = X oldugunu gosterirsek ispat1 yapmus oluruz.
Keyfi bir X € IR? ise IR*nin tamm geregi X = {(X1, X5) : X1, Xy € IR} dir.
Buradan

Fx ={Y =(Y1,Ys) € (IR?) :Y < X}

‘dir. Buradan da Y <X X ise Y] C X; ve Y5 C X5 ve Y7,Y5 € R olur. Boylece

Y1, € Rve X, Xy € IR i¢in IR saglam zeminli bir quasilineer uzay oldugundan
sup Fy, = Xy ve sup Fx, = Xo

bulunur. Buradan da her 1 < i < 2 i¢in IR?, “<” bagmtisiyla bir quasilineer uzay

oldugundan sup Fx = X olur. O]
Sonug 5.3.4. IR" quasilineer uzayr saglam zeminli bir quasilineer uzaydar.
Ornek 5.3.9. IR? quasilineer uzayimin simetrik elemanlarinin kimesi

(IR?), = {X = (X1, Xs) : X1, X2 € (IR),}

‘dir. Ornegin; A = ([—1,1],[-2,2]) € IR? i¢in

—A = —([-1,1],[-22])
= (=111, {-1}[-2,2))
= (=11,[=2,2])
= A

oldugundan A € (IR?),’dir. Fakat B = ({1}, [-2,1]) € IR? i¢in
—-B=- <{1}7 [_27 1]) = <{_1}7 [_17 2]) # B
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oldugundan B, IR*’in simetrik elemans olamaz. IR*'nin (IR?), alt uzayinda X =
([-1,1],[-2,2]) € (IR?), i¢in Fx = 0 olacagindan (IR?), alt uzay saglam zeminli

olmayan bir quasilineer uzaydar.
IR? quasilineer uzaymin simetrik iistii elemanlarimin kiimesi ise
(IRQ)Od = {X =(X1,Xp):birY € (IRz)d icin ¥ < X}

'dir. Tipki (IR?) de oldugu gibi (IR?)_,’de saglam zeminli olmayan bir quasilineer
uzaydir.
Bundan baska 115, Ic, ve Il interval dizi uzaylarinin singiiler alt uzaylari saglam

zeminli olmayan interval dizi uzaylaridir.

Ornek 5.3.10. A = ([0,1],0,0,...) olsun. A € Icy ve

For = {Be(c),:B=A}

IN

= {(¢,0,0,...):0<t <1}
‘dir. Ayrica sup Fy = A’dwr. B = ([—1,1],0,0,...) olsun. B € (Icy), ve
Fp = {Ce((cw),),:C =B}
~ (0,0,0,...)

‘dvr. Buradan sup Fp = 0 bulunur. Dolayswyla (Icy), saglam zeminli olmayan bir

quasilineer uzaydir.

Ornek 5.3.11. R?, [R?, (IR?), ve (IR?) quasilineer uzaylarmn regiiler ve singiiler
boyutlar, siraswyla asagidaki gibidir.
r — dim (R2) = 2ves—dim (]RQ) =0,
2

r — dim (IRQ) = 2ves—dim IRQ) =

( :
r — dim ([RQ)S = 0 ves—dim (IRQ)S 2,
r — dim (IRZ)T = 2 ves—dim (IRQ)T 0.

Ornek 5.3.12. IR? 'nin suraswla simetrik alt uzay (IR?), ve simetrik tsti alt uzay

(IR?),, nin boyutlar ise
r—dim(IR2)d:0 Ues—dim(]]RZ)dzo
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ve
r—dim (IR?) , =0 ve s — dim (IR?)_ =0

‘dir. Burada dikkat edelim ki (IR?), ve (IR?) , alt uzaylarmn singiler boyutlary

sifir olmasina ragmen bu uzaylar lineer olmayan birer quasilineer uzaydirlar.

Ornek 5.3.13. IR? quasilineer uzayrmn

A= (IR?) U{({t},{0}) :t e R}

alt uzay ve As'nin ay = ([1,2],{0}) ve ax = ({0}, [2,4]) elemanlar verilsin.
({0},{0}) =X A1-a1+ A2 - ag kapsamasine saglayan 0’°dan farkly Ay ve Ay skalerleri

olmadigindan {ay, as} kiimesi As’de quasilineer bagimsizdur. Buna gore s — boyA >

2 olur. A, IR?’nin alt quasilineer uzayr oldugundan Sonu¢ 3.3.8 dikkate alimirsa

s — boyA = 2 elde edilir. Yine burada

A ={({t},{0}) - t e R}

oldugundan, A min regiler alt uzayinin boyutu R kimesinin boyutuna denk olur.

Boylece r — boyA = 17dir.

Ornek 5.3.14. R", IR, (IR"), ve (IR"), quasilineer uzaylarimn regiiler ve singiiler
boyutlar, siraswyla asagidaks gibidir.

r—dim(R") = n ves—dim(R") =
(

0
r—dim (/R") = n ves—dim(/R") =n,
r—dim (IR"), = 0 wves—dim(IR"), =n,

0.

S
r

r —dim (/R"), = n ves—dim(/R")

Ornek 5.3.15. Icom (5.2.1), (5.2.2) ve (5.2.3) bagintiswyla bir quasilineer uzay
oldugunu biliyoruz. {0} = (0,0,...) € ¢y olmak tizere X = (Icy), U {0} olsun.

B =1{([1,2],0,0,0,...),(0,[1,2],0,0,...),...}

kiimesi X “in bir alt kiimesidir ve bu kiime quasilineer bagimsizdir. B kiimesinin her-
hangi sonlu sayidaki alt kiimesinin quasilineer bagimsiz oldugunu gosterirsek B nin

quasilineer bagimsiz oldugunu géstermis oluruz.

{(0,0,..)} < Ai-([1,2],0,0,0, ... )+ 20-(0,[1,2],0,0, .. ). . +X-(0,0,0, ..., [1,2],...)
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1se buradan

{(0,0,..)0} =< (A -[1,2],0,0,0,...) + (0,X2-[1,2],0,0,...) +
e+ (0,0,0,. . 0 - [1,2], )
= (L2 (1,2 M- [1,2],0,0,. )
S M=d=...=X=0

olur. Dolayiswyla B kiimesi, X tn maksimum quasilineer bagimsiz alt kiimesi olur.

Buradan da r — dim (X) = 0 ve s — dim (X)) = oo elde edilir. Ayrica
r —dim (Icp) = 0o ve s — dim (I¢g) = 0o

olur.

Ornek 5.3.16. X = (Il), U {(0,0,...0,%,0,0,...,0,1,0,0,...) : k,l € R} olsun.
X kiimesi Iy, quasilineer uzaynin bir alt uzaypndwr. X in regiiler alt uzayinin mak-
simum quasilineer bagimsiz eleman sayisy 2 oldugundan r — dim (X) = 2 dir. Ayrica
X in singiiler alt uzayinin maksimum quasilineer bagimsiz eleman sayist sonsuz

oldugundan s — dim (X) = oo dur.

114



1]

17l

18]

[12]

[13]

[14]

[15]

KAYNAKLAR

S. M. Aseev, Quasilineer operators and their application in the theory of multi-
valued mappings, Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics,
Issue 2, (1986) 23-52.

V. Lakshmikantham vd. T. Gnana Bhaskar, J. Vasundhara Devi, Theory of
Set Differential Equations in Metric Spaces, Cambridge Scientific Publishers,
Cambridge, 2006.

H. Keziban Banazili, On Quasilinear Operators Between Quasilinear Spaces,
M.Sc. Thesis, Inonii University, Turkey, 2014.

E. Kreyszing, Introductory Functional Analysis with Applications, John Wiley-
Sons Inc. New York, 1989.

L. Debnath, P. Mikusinski, Introduction to Hilbert Spaces with Applications,
Elsevier Academic Press, USA, 2005.

A. Wilansky, Modern Methods in Topological Vector Spaces, McGraw-Hill Int.
Book Comp., New York, USA, 1978.

I. J. Maddox, Elements of Functional Analysis with Applications, John Wiley
and Sons, New York, 1973.

Y. Soykan, Fonksiyonel Analiz, Nobel Yayin, Ankara, 2012.
B. Musayev, M. Alp, Fonksiyonel Analiz, Balc1 Yaymlari, Ankara, 2000.
John B. Conway, A Course in Functional Analysis, Springer, New York, 1990.

F. Temizsu, On Some Set-Valued Function Spaces and Analysis of Operators
Between Those Spaces, M.Sc. Thesis, Inonii University, Turkey, 2012.

S. Cakan and Y. Yilmaz, Normed Proper Quasilinear Spaces, Journal of Non-
linear Science and Applications, 8 (2015) 816-836.

S. Cakan, Some New Results Related to Theory of Normed Quasilinear Spaces,
PhD Thesis, In6nii University, Turkey, 2016.

Y. Yilmaz, S. Cakan and 3. Aytekin, Topological Quasilinear Spaces, Ab-
stract and Applied Analysis, vol.2012, Article ID 951374 (2012) 10 pages.
doi:10.1155/2012/951374.

Y. Yilmaz, H. Bozkurt and S. Cakan, An Orthonormal Sets in Inner Prod-
uct Quasilinear Spaces, Creative Mathematics and Informatics, (Kabul
edildi).

115



[16] G. Alefeld and G. Mayer, Interval Analysis: Theory and Applications, Journal
of Computational and Applied Mathematics, 121 (2000) 421-464.

[17] Ramon E. Moore, R. Baker Kearfott and Michael J. Cloud, Introduction to In-

terval Analysis, Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia,
2009.

116



Ad Soyad:

Dogum Yeri ve Tarihi:

Adres:

E-Posta:

Lisans:

Yiiksek Lisans:

Mesleki Deneyim:

Yayin Listesi:

OZGECMIS

Hacer BOZKURT
Gerede / 06.02.1986

Batman Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Boliimii
hacerbozkurt86@Qgmail.com

Atatiirk Universitesi, Erzincan Fen Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Boliimii (2004-2008)

Sakarya Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik A.B.D. (2008-2010)

Batman Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii, Aragtirma Gorevlisi (2010 - -- )

Makaleler

1) Y. Yimaz, H. Bozkurt, S. Cakan, An Orthonormal Sets in Inner Product
Quasilinear Spaces, Creative Mathematics and Informatics. (Kabul edildi)

2) H.Bozkurt, Y. Yilmaz, New Inner Product Quasilinear Spaces on Interval
Numbers, Journal of Function Spaces. (Kabul edildi)

117



3) H. Bozkurt, Y. Yilmaz, Some New Properties of Inner Product Quasilinear
Spaces, Bulletin of Mathematical Analysis and Applications, Vol. 8, Issue
1 (2016), pages 37-45.

4) H. Bozkurt, S. Qakan, Y. Yilmaz, Quasilinear Inner Product Spaces and
Hilbert Quasilinear Spaces, International Journal of Analysis, (2014), Article
ID 258389, 7 pages.

5) H. Demirer, M. Oztiirk, M. Basarir, On Some Maps with P and @ Properties
i Non-Normal Cone Metric Spaces, International Mathematical Forum, Vol.
6, 2011, no. 8, 381-387.

Bildiriler

1) H. Bozkurt, Y. Yilmaz, Some Properties of Orthonormal Sets on Inner Product
Quastlinear Spaces, International Conference on Mathematics and Mathe-
matics Education (ICMME 2016), May 12-14, 2016, Elang, Turkey.

2) H. Bozkurt, Y. Yilmaz, Some New Theorems in Hilbert Quasilinear Spaces,
International Conference on Pure and Applied Mathematics (ICPAM
2015), August 25-28, 2015, Van, Turkey.

3) H. Demirer, M. Oztiirk, M. Bagarir, Normal Olmayan Koniye Sahip Konik
Metrik Uzaylarda P ve Q Ozelliklerini Saglayan Baz Dontisiimler Uzerine, 5. Anka-
ra Matematik Giinleri, 06-2010, 52- ANKARA.

118



