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Ve

Lees 1959 da genel sekli;

W3

DL oy AUy
bK[P(x,t) Bx] = Flx.tsUs 55 @ 3¢

olan non-lineer parabolik kismi diferensiyel denklemler igin diizel-
tilmis geri fark ve Crank-Nicolson yaklagiminin analilik c¢oOziime
yakinsadigini gistermigtir LS] .

Yine 1963 de Douglas ve Jones;

JU WU
-bxz.— F_(K'tsU, "&' 1 H )

seklindeki non-lineer parabolik kismi diferensiyel denklemler 1ig¢in
Crank-Nicolson yaklagimi lizerine kurulan Predictor-Corrector yontemi
ile elde edilen c¢ozimlerin, analitik c¢ozume yakinsadigini ispat
etmiglerdir[4].

Bu galigmada;

YU U W

Burgers denklemi igin Crank-Nieolson  yaklagimi  iizerine kurulan
Predictor-Corrector g¢oziminin yakinsakligl gosterildi ve denklemin
sayisal ¢ozimi yapildi.

Bu caligma alti bdlimden olugmaktadir. Birinci, ikineci ve
clinci bolimlerde sirasiyla; kismi diferensiyel denklemler, sonlu
farklar ve Predictor—turréctor yontemi hakkinda bilgl verilmektedir.

Dordiincu b Liim ise parabolik denklemlerin yvaklagik

cozimlerinin yakinsakligiyla ilgili lemmalar ve teoremlerden olugmak-



tadir. Caligmanin esasini ulusturan begincil biilimde, model probleme

dirdiincti b limde verilen yakinsaklak analizi uyarlanmigtir. Altinca

bolimde de model problemin sayisal c¢Ozumu yapilarak, sonuglar

verilmigtir.



1. GIRIS

Bir kismi tirevli diferensiyel denklem, iki veya daha calk
bagimsiz degigken ile bir veya daha cok baijimly degigkenin, bagimsiz
dejigkenlere gire kismi tivrevlerini iceren bir denklemdir. n tane

bagimsiz ve bir tane bagimli degiskenli, kismi turevli denklemin

genel seldi; x bagims lefjiskenleri ve U = Al th. = B
jenel geklis X,,%5,...,X%  bagimsiz degjigkenleri ve U = 3= ,U =3 .
1 ] 2 2

W U 5 L . = =
U =5 ,...,0 =5= U bagimlyr dedgigkeninin kismi - tlirevlerini
X, 3x % Ax - =43

3 3 n n
agostermek lizere,
Fi L yiy 314 & y a " ) caani = 8
(\(lsz, !xrl’U,le"I‘sz! !anuxlxl?LXlxz )

dir.

Bir veya birden fazla bagimla degjiskeni ve onlarin bir veya
birden fazla bajimsiz degiskenlere gore tiirevlerini igeren denklem
takiming, diferensiyel denklem sistemi denir.

Kismi Liirevli denklemberin fiziksel bilimlerde ve miitiendis-
likte pek c¢ok uygulamalarina rastlanir.

Model problem olarak alinan Burgers denklemi, turbulence
teorisinin basit bir matematiksel modeli olarak ilk defla 1948 de
J.M.Burgers tarafindan kullanlldl[ﬁl. Daha sonra Cole, Burgers
 denkleminin genel ozelliklerini inceleyip; cesitli  uygulama
alanlar: ile (turbelence ve sok dalga teorisi) baglanti kurmaya
@811§t1[3].

Bu caligmadas model problemin coziimiinde kullanilacak olan
sonlu farklar ile Predictor-Corrector yontemi hakkinda bilgiler
verildikten sonra, non-lineer parabolik denklemlerin yaklasik
giizimlerinin yakinsakligr ile ilgili temel tamimlar, lemmalar ve
teoremler verildi. Ayrica model probleme bu verilen vyakinsaklik
analizi uyarlandi ve daha sonra model problemin sayisal g¢ozimu

verildi.



7. SONLYU FARKLAR

Uygulamali bilim dallarinda ortaya cikan problemlerin bir
gofjunda, teorik gozimlerin yanisira pratik yonden onemi glingeglikge
artan sayisal yaklagimlar da kullanilmaya baslanmigtir. Hatta bazi
durumlarda, problemin analitik ciiztimii olsa bile sayisal yontemlerin
kullanilmasiyla g¢bzim, ¢ok daha basit hale getirilebilmektedir.

Genelde, bir diferensiyel denklem halinde ifade edilebilen
problemlerin sayisal cozimiinde en gok kullan lan yontem sontu fark
yaklagsimlaridir. Sonlu farklar ile bir problemlemin cgdziilmesinde
temel mantik, denklemdeki diferensiyeilerin sonlu fark operatorleri
ile yer degistirmesidir, Bu yer degistirme, Taylor serisi acgilimi
kullanilarak gerceklenir. C(ozime gegmeden tnce problem bolgesi
geometrik sekilleri igeren kafeslere boliniir ve problemin yaklasik
coziimi, kafesin her bir kesim noktas1 iizerinden hesaplanir.

Sonlu fark yaklagimlari; Agik(explicit) ve Kapali(implicat)
yontemler olmak tizere iki sinifta incelenir. Agik yontem, Ulx,b+k)
bilinmeyen degerlerini, adim - adim U(x,t) bilinen degerlerini
kul lanarak, direkl t;.ii/_.u r. Dolayisiyla L yoniinde non-i Levativo iglem
yapar. Bir non-lineer probleme uygulanirsa sonugta bir denklem
sistemi verir. Ancak kararlilik stz konusu oldugunda, kisitlamalar
getirdiginden yeterli degildir. Kapali yontem, kararlilik —ve
yakinsaklik bakimindan yeterli olmasina ragmen, bir non-lineer
denkleme uygulandiginda yine non-lineer denklem sistemi
vereceginden, c¢ozimde iterativ iglemler kullanir[1].

Eger herhangi bir U(x,t) fonksiyonu x'e gore dordinci, t'ye
gire ikinci mertebeye kadar diferensiyellenebiliyorsa, bu fonksiyan

icin sonlu fark yaklagimlari agagidaki gibi verilebilir:



b

Bunun icin U(x,t) fonksiyonu, (x,t) civaranda Taylor

serisine acgilirsa;

U(xsax, 1) = U(x,t)+ax %E—('—{x,niz‘—;f' %il;jl(x,[) +(A—:)3%3{x,k)
_;(%)“%’%(K,” - ... (2.1)
U(x-B,E) = Ulxst) - Ax 3o(x,t) +(9-§>19;%(x,u —('&z)g%gfx,t)
f%h‘:ﬁj &) (2.2)
MU

elde edilir. Buradan icin (2.1) denj;

[U(xenx, ) = UGLDT@) ™ + 06ax) = 320x, 1) (2.3)
ve (2.2} den;

[Utx,t) - U(x-8x,8)] (Ax) L+ 0(ax) :Egcx,u (2.4)
agitlikleri elde cdiliv. Burada "0%,  sonsuzs lerimli bir  laylor

serisinin sonlu bir terimde kesildigini, 0(8x) terimi de hatanin
A x—l  oldugunda, Ax ile orantilt  oldujunu  gisterir.  Buna

kesme(truncation) hatasi denir.

Eger (2.1) ve (2.2) denklemleri taraf tarafa cikarilirsa;

W, (ax)P U,
)-— 3 S;{x,t)—...

U{x+ax,t) - U(x-bx,t) = 2Ax —U?Lx,t
bulunur. Buradan yine g—% icin
. -1 2 aU

[UCx+Bx, b)) - Ulx=8x,t)](28x) 7 + 0((ax)") = 3(x,t) (25}

esitligi elde edilir. (2.1) ve (2.2) denklemleri taraf tarafa



top landigrndag

Ulxaax,b) + Uixonx,t) = 200, 0) + (axT Eo(x, 1)
ax

l(ﬂx}4§H

e G;ﬂx.l) -
- i g 5 s O s

sulunur. Bu egitlikten 3 161N

[U(xrax, ) = 20(x, ) + Ulx=0x,£)](Ax) ™ + 0({ax)™)

-S.

=

|

X{X,L) (2.6)

%

esitligi elde edilir(8]. (2.3), (2.4), (Z2.%) ve (2.6) denklemleiine
sirasiyla ileri fark, geri fark, birinci merkezi fark ve ikinci

merkezi fark yaklagimlari denir.

|
Renzer sekilde fonksiyonun %%{x,t) tiirevi igin
-1 3
[U(x, teat) - UGx,0)] @)™+ otat) = 3,0

yaklasimi verilebilir. Bu yaklagimlar sonlu fark operatirleri ile

ifade edilmek istenirsec: Ax = h ve AF = k alinarale,

2Yg k) ZaUx,t) = b7 [Ulx+h,t) - Ulx,0)] + 0(h)

dx T B i s W

—%g(x,t) EV;U(x,t) = h‘Tn(x,t) — U(x=h,t)] + 0(h)

E!(x,t) = SU(x,t) = (2h) 7 Julx+h,t) - Ulx=b,B)] + 0(h%)

Ax X -

gU 2

S0 ) TAUGGE) = h [UCx+h,t) = 20(x,t) + UCx=h,t)]+0(h")

Wi, t) A UGG = k7 UGt - U, D]+ 00k)

seklinde y321labilir[6].



PREDICTOR-CORRE CTOR YUNTEMI

Bir non-lineer denkleme Kapali yontemin uygulanmas:r ile her
bir adimda elde edilen cebirsel denklemler yine non-lineerdir. Faleat
bazi1 genellestirilmig sekillerine Predictor-Corrector yiinteminin
uyqgulanmasi ile bu non-lineerlik ortadan kaldtmlabilir[l],['ﬁ] " [41

Prediclor-Correclor yontemi, prediclor ve corrector Tormili
olmak tizere iki denklemden olugur. Yontemin denkleme uyqgulamasinda
once predictor igin (t+‘% ) inci adimda fonksiyon degerleri
hesaplamir. Sonra da corrector yardimiyla, bu bulunan dederler
kullanilarak istenen (t+k) 1nci1 adimdaki fonksivon dederleri
hesap lantr.

Douglas ve Jones genel seklij;

3y . A2l 3

K’-: Fix,t,U, 'A_\ 2 ?_{': ) (3.1
olan  nmm-=lineer  parabolik  denklemler icin  Predictor-Correclor
yintemini incelediler [4] . Bu calismalarindas

: 2l . al :

2 it _— ) 5.

F o= F1(x,t,l_!} st + [ (66, U) 5+ Falx, b, U) (3.1a)
ve

. TN ] U ;

F = gl(x,L,U, = ) 50t gz(x,t,il, 5 ) (3.1b)

yapisindaki F nin iki genel sinifi icin Predictor-Corrector formil-
lerini verdiler. Buna giore (3.1a) seklindeki F igin predictor

formiiliis

) = |-[~<,l:+ %;U{x,i.J,J’xH(x,l),[ll(x,l+% )

[ o

[_3XU(X,L+

- Ulx,1)] /(k/2)] (3.2)



6

ve correctar formiili;

1 2 . I< I | pss e

SEUlx, bk + U(x,b)] = Flx, b+ 200Gt 5 ), 28 [Ulx, bak)
- 1

+ U0 ], [Ulx, bk) - Ulx, E) ]/ | (3.3)

gseklindedir. (3.1b) sgeklindiki T icin predictor formiilii yine (3.2)

geklindedir. Corrector Formiilii ise

1 1o ; k ’ ke - k
§4§[U'X,t+kJ + U{x,t)] = F[x,t+ ?.U\x,t+ % ),J;ng,t+ 7 ),
[U(x,t+k) = U(x,t)}/k] (3.4)

geklindedir. Biylece (3.1) denklemine (3.2), (3.3) veva (3.2), (3.4)

predictor-cerrector formiillerinin uygulanmasi ile her adimda, bir

Fineer denklem  sistemi elde edilir. Her bir denklem  sadecoe tir;
s ; o . I< 3 k

bilinmeyen igerecefjinden (yani ya U{x—h.t+-3 Y, U{x,t+ 5 )y Ulx+h,t+ 3)

veya U(x-h,t+k), U(x,t+k), U(x+h,t+k) bilinmeyenierini) elde odilen

o lmalk

sistem dclii-diagonal olacakbtir. Bu sistem, lj hilinmeyenler

lizere;

seklinde ifade edilebilir. Gaus climinasyon vyontemi kullanilarak

sistemin ¢ozimi;
(i) by =¢/By 5 by =c. /R, i =2,3,...,N-]

(ii) 4y =D/B qa; = (0,-A,q,



R, =11, = A.b.
! I 1=

- I 1
soklinde bulunur|lt].

Burgers denklemi igin predictor-corrector formiileri
agaigidald gibi verilbir:
Burgers denklemi (3.la) sgeklinde oldutiundan, predictor
formiilit,

-2 = ; < Ry I
vh PUix,te Ej+vh Bx-h, L+ =)

; k.. .
Hx+eh,b+ 5)=-2vh
L

- ., = | =1
S ety B2k T U 20T L Db D)

(o

eaiye v . i
—(2h) TU(x,LiU(x=h, L)
dir. Tlde edilecek denklem sisteminin katsayilar malrisinin, pozitif
2 o . . -
LanambrDadiong garanti albinn almak igin, denklem vh ile boliintir ve

Px‘ = —2[_1+{\-'I<)_|h'£1|. !-\.2 = {ZV)_Jh ve .'3\5 = —riihk"l alinirsa;

e X I
Uty |+ i;,—J + I‘\illi\,i.+ %) + Ulx=h,l+ ,—;)

= A [Ulx+h,t) + Ay - Ulx-h,t)Julx,t)

elde edilir. Corrector formilli ise

[83-2"Ju{x,t+

ot ol

JJUCx+h, Bak)+8 U(x, k)

Kylu(x-h, t+k)

+[H§+2"U{x,t+ 5)]

= ~[E}3~2_IU(x,t+ l;—)]U'f><+h,t)+82l]{v<, E)

—{nj,z-‘ufx,l+.%}]ucx-h,t)



H -
)

' s . ; -2 -
seklindodir.  Burada da yukardaki  nedendens, !J : 2hivh Tk

By = zn(vh"z—k’l} ve B, = vh L alarak secilmistirls].

—



4. PARABOLIK DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERININ YAKINSAKLIGI UZERINE

A4- 1. Temel Tanimiar

Ro: Odxel , Batgl egitsizlikleri ile tammlanan dikdortgen
bilgoeyi ve R de R nin knpargint t;i'}i;t:r‘.r'!sin.
H“tuix{l o E=lF 4 H]EK:“. U<L4i} 5 “Z(Y:l. O<Lgt} dogru
parcalarinmin birlegiml elan B ctmlesine R nin siniry denir.

R

e - wenh fofio oo NY L Tzmle (m=0,1,..00.H) kanedinab doi-
il

rularinin kesisimi ile tamimlanan, R ile orbiilen dikdortgen kafes

bilge olsun. Burada h=1/N , k=T/M dir.

i = i 22 = ; e =
Bhk: ”i(lwﬁk (1=20,1.2) ciimlelerinin bBirlesimine B
kafesinin siniri, R, = K_, -B cimlesine B, nin ici ve
: ’ '’ “hi hik "hk ‘hi ;

a— :z[rx-,r.]!: (:(,F"EEF.H 5 f:rnia:} cimlesinede kafesin m inci satiry denir,
Ayrica EE; Ve dﬁ=cUmIeleride
i L
o= Uk U (1 mk)
moom
ve

Lad
= 1,mi)
1] m JE:] UK 7 .

seklinde banimlansin. B da tammmly bir @ fonksiyonu icin ileri,

File

geri ve merkezi (ark denklemleri asa(idaki gibi verilebilir:

B o(x.1) = [gtxehil) - Hix,t)]/h
Uiix,t) = [B(x,t) - B(x-h,t)]/h
B, (x,t) = [Bx,tek) - #ix,t)[/k
(x,t) = [H0x,t) = Blx,t-k)|/k

B.(x,t) = [B_(x,t) + B_(x,t)]/2
X N

X

[B(xsh,t) - B(x-h,t)|/2h



11

Buradon ileri va geri fark denklemleri arasinda basil fakal

anemil bir baginbining

M {x=h,t) = B_{x,L)
X

X

(x,b-k) = #e(x,b)
M[__._x,!_ k) = y?t,\,{,

seklinde oldudgu kolayves gorvittebilir.
Herhangt O bilgesinde tammis biv § fonksivon icin supremun

FrOme g
el = sopg U]

seklinda verilebiiiv. Ri‘ da tanimir fenksivonlar i¢in uvgun normlar
L
de ssefidaki gibi verilsin:

P » oy
( llm;E}Z - b 2@

Tm

rii;t]{:";z = ( [|n;1:“{3 + (|1

*
Ayrica. ¥ fonksiyonu 1cin a . @, €R olmak lizere B':maxﬁ f
hle
ve W =ming @ olarak segilsin,
“hic

4. 7. Lemmalar

LEMMA 1:
f ve g 1,2,...M tamsayiiar: {izerinde taniml:i non-neqgatil
fonksiyonlar, aytica ¢ azalmayan olsun. Eger € bir sabit ve

=1
F £ ok f e :
= - 5 » <L 150 % » i 3
R i:':i i ( [m\tlmf xp(Clan) dir.



15FAT

V s> tamsavis: igin

T . i 5ol
3 L (Chen) ol {km)” ¢
( s K .
S g it s! < S
J=v 1=
AT
. = max o
i l{<rgm ¢

ile gdsterilirse, (4.2.1) den

= {(Clem ) \j [ g
f g S BT g By

m 4 j! s! i
il = T s= 0
=2 j +1
o < (Ckm)¥ (CkM)” ¢
“ﬁm;&q it st i
14 |
I Py o ST
= g expiikm! + PR
m S F ! m

clide edilivr. g azolinyvas abdaigundon,

f_<g exp(Ulkn) +
TRRLTA

yazilabilir. s nin yeterince biiylk degeri i¢in

zaman yukardaki esitlikiens

SR
!
[1—{L;?} IerUmDXP(Ekm)

bulunabilir. Buradan s—o2  igin

f gf_< xp(Ckm)
o< qmgxpkkk )

elde edilir.

(

Clct)
!

S

S+ ]

<] vardir.

0



LEMMA 2:

¥ Conksoyonu,

Alx, L)z (x,b) = hux,tna(xgj{q FGOx, L) (4.2.2)

Fark denkleminin H; ', da safir ve

1

da bir c¢izimii olsun. Eger U,

B >0, B,»0 ise, veterince kicgik lk agin yalmes 1, H , B -, A ve

Hi?\if ; ya baiilr.
' 1\Ilk
i} —
m.Z . 5t e d 4
lel® <o D AlslD?
I r=1

nlacak sekilde bir § sabiti vardir.
ISPAT :

(B )_ =BG . + B_W.
X X XX % X

cldugundan (£.2.2) fark denklemi:

Ag; =B _ + G (46.2.5)
t A
gekiine indirgenir. Burada
A= A/B (4.2.4)
G =lc+B.4_|/B (4.2.5)
X
v, (4.72.%) denklemi #M:hk  ile carpihir ve R o biftiin g
E ’ hilc

noktalari dzerinden toplama gegilirse,

4 ™ - 2

§ i-G = E - - h! E - i

hkp ,utb = hie | A(Eit) hk ﬂtﬁxi (4.2.6)
ik fuc R

yazilabilir. {1, B

- : ; z Zz . : :
tvzorinde si1fir oldgundan !'li . B lizerinde si1lir-

hle fk

dir. Bundan dolayi, eger toplam bolgesi .'}hl< = Hhk’L] ”IL:I* va qgenigleli-
I “

lirse (4.2.6) nin sai tarafindaki ikinci toplamin deferi deijismez.



0 halde (4.2.6),

,T A_r - 2 A 2 e
hle{:__ HE hL‘pZ A0 - hL,BL g
bl hik bk

o 'fi!_’_, )
tgxﬁ nded )

seklinde yazilabilir. 0, ﬁhk nin dig nda da keyfi olarak tanimlanmis

olabilir. Boyle bir @ fonksiyonu igin

- - {A- ", 4 =
(thx)i B Ltmxi H Li”it
ve

s 2
(B2); = 28.9.: - kB_;
T >

cldugu kolayca gdsterilebiiir. Buradan,

. . 1 z fe (2
- [ - | T ! - - = - a4.2.
08,5 = (el s -7 Bdg - 7 Byt (4,2.8)
elde edilir. Bu ifade (4.2.7) de yerine yazilirsa;
=~ . gl = 2 k 42 v
th Ppb = kg A h*‘? 7 Usi + QT 7 (M)t
T bk ik th
- |1I<§: (-1 ) - (4.2.9)
b x'x
D
H¢

1 z
olur. 4, Bhk ve B

hic iizerinde sifir oldugundan

i
hi (#:0,); = kD [#:(1,0)8_(1,t) - #:(0,8)8_(0,t)] =0
D, ok t=d & % R %
hk
dir. Boylece (4.2.9),

hkz HLE)E_Hth E}% + % hk; (Bg)-t
* R hic

- 2
= A hk é Br +
ot

hk

=

(ST b

(4.2.10)

=
b A



sekline indiryenir. Bursads,
x

- /13 i R

A, = (A/B)_3A,/B

dir. (64.2.10) esitsizligi biraz kuvvetlendirilirse,

olur. Bunun lzerine Schwarz egitsizlifi uygulanirsa;

2 AT BT =2.1/2
7 < (%_ 67) (;ﬂ}: 5%)
hk ‘hik

elde edilir. Buradan,
(4.2.31)

yazilabilir. Yine (4.2.10) egitsizliginden benzer diigtnceyle
M2 - ~
ClE v e = “Z m_ £ z_hkpz ;G
i ‘hk

yazilir ve Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

¢t |"‘|| Y . 2 3 = :

e iM% Z(Exk; TSRO §2)1/2 (4.2.12)
K. . 3
1 hik

elde edilir. Baylece (4.2.11) ve (£4.2.12) den,

(|[ﬂfi|g$ =" kz & ﬁ (||GH) (4.2.13)
*[‘—

Ek

bulunur.

Bix,t) = B(x,t) - B(0,t) = “5; Aoy, t)
y:

cldugundan,



L5

?.EE;'E = h zz:(‘ti; w (y, l‘) £ rrziikrigt v},

=41

™

i L M. 2
<h Zni = (Jlg 1)
L

yazilabilir. (4.2.13) egitsizligi gozonine alinirsa

* v P
il < &2 ki (15115

=l

elde edilir. M keyfi oldufjundan M=m segilirse:

T et
QCTHEE > W[
. i

olur. (4.2.5) den yararlanarak;

ysz1labilir. Buradan da

~—~ -
UETRER 28,7 2 EIID? + 207 iggllg

elde edilip (4.2.14) de kuilamilirsa,

~ .2
|G},
8]

9 i
2 . 8
(HﬁHT) < E:“E |<% (|

it

o :
L ||a§||§mk§ (e

bulunur. Eger (4.2.15) de &zel olarak

*
2 g ?
e o= l™? . €= 114
m 1” : A*[jz* HBXhP‘hic
ar M. o~ . -
_ B3 NT oo r)‘l
9 = pp2 k2 (KD

(4.2.14)
4.2.15)



secilirse lLemma | in saglandiga gorulic. Boylece yeterince kigdk k

igin
- fn__z . ’ v ’N.-!,i'f .ﬁ
Al < e 3 (sl
i re

bulunur. Burada,

*

_ 8B CT
0= A*FZ BXp 1-kC

Y

dir. Eger (4.2.2} denkleminde [E(x,t)ﬁx(x,-&.}}E ifadesi yerine daha ge-
nel olan,

< [B(x,t)ﬁx(x,t)[c + (-0 [Bx, )8 (x,t-k)]¢
alinirsa lLemma 2 genellestirilmis olur. Burada «, 24-1{0 gartini
sajlayan reel bir parametredir.

LEMMA 3

é, ﬁh' da tanimli, Bhk da sifir olan herhangi bir fonksiyon

Kk
TS
Z i m2
||wHR_ < Z’mafgms4(”gih)
e :
dir.
isPat
d, Bhk iizerinde sifir oldufundan,
Nh
2W(x,t) = hi A ly,t) - h> B (y,b)
X X
y= y=x#h
dir. Bu esitlik -

28(x,t) = sgn(y—x)f_(y,t)

h

™
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saklipde vazilabilirv. Burada,
1 z<U
-1 z>0
ile tanimlidir. Yukardaki egitlige Schwarz esitsizligi uygulanirsa,
Nh Nh -
4% (%, 1) < hi [sgn(y-x)lzﬁgiy,t} = h Z ﬁ;(y-t)
= yom
elde edilir ve
2y y ™2 ——
et ¢ (LUl (t=mk)

yarrlabildifjinden,

m,2
el

Hy'l ;J~|’< £ 7 mf{m&t‘i

pulunur.

4, 3. Yaklasgik Gizimlerin Yakinsakligi Hakkinds
Genel yapisij;

y Uy

d (plv b . W U ,
S (Plxst) 3) = Flxyt,U ) (4.3.1)

P ax ' oat

olan non-lineer parabolik kismi diferensiyel denklemi yGzonine
alinsin. U(x,t), B de (4.3.1) denklemini saglayan, R de dirdiincii
mertebeye kadar diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. P(x,t) de
R de dclncli mertebeye kadar diferensiyellenebilen ve P, P* sabit

sayilar clmak izere;

*
0<P <P{x,L)<P (4.3.2)

sartini saflasyan bir fonksiyon olarak verilsin.
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Vine (&4.3.1) in sai tarafindaki F(x,t,z,p,q} fonksiyonu; z,
= b 1 i )
*

p ve g ya gire en azindan birinci mertebe biireve sahip, ayrica a ve

a, sabit sayilar olmak iizere biitin z, p ve q degerleri 1igin

~
flegd
.
R
A
e

LAl
0<a, g b La

olsun. U(x,t) nin yaklagim fonksiyonu; th da

X

[8{>-._.t';;ax(x,t)]_:r[x*t,mf_x,t;-k),ﬁi{x,t-k),;Ji(x,t.)l (4.3.4)

diizeltilmig geri fark denklemini saglayan, Bhk da U(x,Lt) ile uyugan
ve ﬁhk da tamimlanan bir B{x,t) ile gésterilsin. (4.3.4) denkleminde

B(x,t} = P(x+ = ,t) (2.3.5)
olarak secilmistir. Yukardaki gartlar: da gizonlne alarak, yaklasik

chzimin yakinsaklifi hakk:inds gzafidaki teoremi verebiliriz:

TECGRCM 1!

P, F ve U yukardaki sartlari saglayan fonksiyonlar olacak
sekilde verildiginde, yeterince kuglik biitiin k lar igin

1|U—ﬁ||ﬁ = U(k+h2}
hic

dir.

ISPAT :

z(x,t) = Ulx,t) - B(x,t) oclacak gekilde segelim. Yukardaki

kabullerden dolay1

2 AW, 1 h .y 3U,  h
aX(p(x,t) 3}()_ T_‘-[P(X-F ‘—é‘rt) E{X-ﬁ- -;-T’t)
—pPix- i t) Eg{x— D-t)'[ O(hz)
2’ ¥X 2l



yasilabilir ve

‘b U ’ h N

iy (DL i [t 1(;2\
Bxkxf z,t) = Ux\x.h,L) + B{h™)
BU B . P
T 1 = ¥ - (th7)
ax(x z,t) UX(% h,t) + O(h")

oldugundan;

AN

. i .
(P(x,t) E%J = [BOGBU (x,0)] + 0(h?) (4.3.6)

’

elde edilir. (4.3.6) nin kullanilmas: ile (4.3.1);

[ l X

TBOGOIU G0 | =F b, UGG ), 220k, ), Se(x,t))
+ 0(h9) (4.3.7)
clur. Yine

Ulx,t) = U(x,t-k} + 0O(Kk) (4.3.8)
W, _ 2
}XL ,t) = UQ(X,t—k} + O0(k+h™) (4£.3.9)
Wy o BV = Bl &) % B (4.3.10)
at LM == e P

oldugundan;
j 2
- 2. 2R o % =) = Y
F(X)L,U} axy -at) =3 r(X,L,U(x,L k)gUg(x,t k),UL(X,t;)+U(k+h )
vazilabilir. Boylece (4.3.7) denklemi

{B(x,t)ux(x,t)li = FOxG B UGG k) U (X, E-k) , Up (x4 E))

+ 0{k+h?) (B 1Y



vlur. (4.3.11) den {(4.3.4; eikarilir ve ortalame deder  Leoremi
uygulanirsa:

|

T T u 3f 5 i’__ —i¢)
[B(X,L)Ax\x,t)]g = 33 z(x,b-k) + e ZQ(x,t k)
3f 9
+ 7= (x,t) + 0(k+h™) (4.3.12)
t)q C

denklemi elde edilebilir. (4.3.12) denkleminde; birinei, ikinci ve
disrdiincii terimlerin toplamini G(x,t) ile, Gctneii terimin kalsayisin:

da A{x,t) ile gisterilirse

3F F \ L2, .
Gix,t) = %%-z(x,t—k) + %%‘Z;(x,t—k) + O(k+h™} (h.3.13)

9
—
=

Al{x.t) 1,3.14)

o/
L

yazilabilir. Boylece (4.3.12) denklemi,
]’Ei(x,t}zx(x,t)]}Tg = Alx,Blzg(x,t) + G(x,t) (4.3.15)

sekline indirgenir. (4.3.3) ve (4.3.14) denklemlerinden; A _2a >0

olduiju kolayca gériilebilir. Ayrica (4.3.2) ve (4.3.5) den

L3 . hp
0P, <B(x,bL)EP ve IIH,?HRH <3k
e

yazilabilir. z(x,t) Bhk da sifir de@erini aldigindan, Lemma Z nin
*
biitiin gartlari saglanir. 0 halde yalmz T, P, P, a, ve IlaPﬁaxHR ye

bafli-hir 1} sabitivardzr_ dyleki
m.? m " 2
(D™ < QkZ Clisl15) (4.3.16)
r=

ile sinirlidir. Ayrica (4.3.13) dan
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7

P

‘UJEI"Q 0 (keh5)% 4+ 0 ([ 7| | (4.3.07)
0

r=ly
1

yazilabileceginden, (4.3.16) ve (4.3.17) egitsizliklerinin kullanilma-

S

siyles

m-1 ;
(J2liD? ¢ na_Tst®)? 4 mulZ (2l (4.4.18)
=

elde edilir. (4.3.18) ifadesi Lemma 1 den dolay: yeterince kiiguk k

lar icgin
cr M2 A i a2y 2 /
tf[ﬂ[l) < 00, T(k+h™)" exp(0Q,T) (4.3.19)
seklinde yazilabilir. Sonug clarak (4.3.19) ve Lemma 3 den
T 1 1 O
Iib%ﬂ{iﬂ = ||2H§r < 04T expl 5 UQlT;[kh1I
< W

elde edilir.

Ayni sekilde, Yine U{x,t); (&4.3.1) non-lineer parabolik
denkleminin R de, ddrdincli mertebeye kadar tirevlenebilen bir

ciizimii, U(x,l) nin yaklagim fonksiyonu U(x,t) ise; Hhk la
Y § & |<
lB(x,t;ﬁx(x,t}|§ + [BOGRIB O t-k) | = 2F(x,t- 5
[ﬂ(x,t) + H(x,t—k)]/Z,[ﬂQ(x,t) + ﬂg(x,t—k)|/2,
Pl-t(x,-t) ) (4.3.20)

Crank-Nicolson yapisindaki fark denklemini saglayan, ayrica Bhk da

U(x,t) ile uyusan ve ﬁhk da tanimlanan bir fonksiyon olsun. Burada

)

Sl

B(x,t) = P(x+ 0 t-



olarak segilmistir. Benzer gekilde, yukardaki sartlari da adzonine
alarak, Crank-Nicolson yaklasiminin yskinskligy hakkinda asaiidaki

teoremi verebiliriz:
TECREM 2 -

i, F ve U yukardaki sartlari saglayan fonksiyonlar olarak

verildifjinde, yeterince kiigtik bitin k lar igin
Hu-glls = 0(kPan®)
‘hk
dir.

ispPal

z(x,t) = UW(x,t) - P(x,t) olacak sekilde secilsin. Yukardaki

kabullerden dalayi;

2 all ky 1 h ky 23U h lk
x (P 3006t 3) = FlPO Z5t- 5) S5k 30t )
Cpe DKy hy kyr g2
Bix= Zut= 3 5200 5ok= )] » OCRT)

yazilabilir ve
U 1 I F
500t = + UG 2,8) - UG- 2,0)] + 0(h?)

k
UX(X,t— f) =

N | =

i | sty
Ux(x,t) + 5 Ux(x,t—k) + 0(Kk™)

oldudundan

3 U K, ; -
2 5P 50 06t- 50 = [BOGBIU (x,0) ] + [BCx, U (x,t-k)],

Z
+ U(k2+h )



elde edilir. Ayrica;
%g{x,t--%) =
U(x,L—-%)
g%(x t- %J =

oldugundan

[BUx, 06 (x, )] + [BO, B (x, b=k ] = 2F (x, - -

yazilabhilir.

(4.3

+21)

teoremi uygulanirsa,

L

" e i/
2 Ug(x,t) + 5 Uglxt=k) + 0(kZeh?)
z x

7
%]

Ug (x,t) + 00%)

(U(x,t)+U(x,t-k)]/

[B{x,t)zx(x,t)iSz + [Blx,t)z (x

denklemi elde edilir.

G(x

st) =

h—-[z(x t)-z(x,t-k)]/2+2

N3
/||
o™

Ulx,t) +-% U(x,t-k) + U(kz)

E ’

2, [Us (x,t)-U (x,t-k) | /2,
X X

97 9
UE(x,t) ) + 0(k“+h") (4.3.21)
den (4.3.20) cgikarilir ve ortalama deger
’t_k)li
- ﬂ(x,t)zi(x,t} + G{x,t) (4.3.22)

Yine Teorem 1 de

oldudgu gibi

l

QJ

F

I

L%
'C

zy(x,t)-zg(x,t- k)|/2
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olarak segilmisgtir.

ispatin bundan sonraki kismi, Lemma 2 ve lemma 2 nin

genellestirilmis sekli kullanilarak leorem I e benzer olarak yapilir.
Sonug olarak (4.2.1; geklindeki non-liineer parabolik kismi

diferensivel denklemlerin nimerik goziminde, (4.3.4) fark denklemi

kullanilirsa elde edilen vyaklasik ¢Gzim analitik cGzime 0(k+H )

hatasi ile, (4.3.20) fark denklemi kullanilirsa eclde edilen yaklagik

s i s i 2 o .
cozim, analitik gbziime O(k™+h”) hatasi ile yakinsar.



5. MGDEL PROBLEME YAKINSAKIIK ANALEZININ UYARLAMASI

Model preblem olarak; bir boyucliu

2
By AU 3l :
G R e B 2 5.1
Vi s o ¥ U3 (5.1)

Burgers denklemini, 0 < X ¢1 , UG <tg | bblgesinde
U{x,0) = Sinfxx)
U(U,t) & U(l-t} =0

baslangig-sinir degerleri ile gbizéniine alarak, daha tnce 4. biliumde

verilen analizi uyarlayalim:

Ry O0<x <1 ,0K¢K £t ¢ T ile tanmimlanan R dikdortgen

~
b&lgesinin kapanigini versin.
EU :0¢x<1, t=0

By : xs0 , 0<ELT

HZ :x=1 , 0<tb&T
dogru pargalari R bolgesinin sinirlari, ayrica th ile de x=nh
(n=0,1,...,N), t=mk (m=0,1,...,M) koordinat dogrularinin keslm
verieri ile tanimlaman dikdértgen kafes gdsterilsin.

U(x,t), R bdlgesinde (5.1) denklemini saglayan, R de x'e

gore dirdincli ve t ye gore ikinci mertebeye kadar tiirevlenebilen bir

fonksiyon olsun. {5.1) denkleminin predictor formili:
-2 k k k
vh [ﬂ(x+h,t+ Eﬁ—Zﬂ(x,t+—§J+ﬂ(x—h,t+-§)]
- 2 Ak, b £)-00x,1)]

(20) LB (x, 1) [B(xeh, £)-B(x-h, )] (5.2)



seklinde verilebileceliinden Wix,t); IHI< da tanimii, T nin sinirlarm
$ ;

izerinde U{x,t) ile uyusan bir yaklasum fonksiyonudur.

(5.1) diferensiyel denkleminin g¢Gzimi ile (5.2) fark
denkleminin g¢oziml arasindaki fark;

z{x L) = Ulg,t) - Bix, L)
olarak segilsin. U(x,t) .qbzﬂmﬂ igin Taylor serisi agilimindan

faydalanilarak
vh_z[U(x+h,t+ %ﬂ—?U(x,t+ %)+U(x—h.t+-%}!
= 27 Ul tr B0k, 1)]
+(20) M0, B [UCxrh, £) -0 x=h, £)]

+0(k+h?) s 5

fark denklemi elde edilebilic(7], [1].

EdGer (5.3) den (5.2) cikarilir, ortalama defjer teoremi

uygulanirsa;
vh_z[z(x+h,t+ %&—22{x,t+-§)+z{x—h,t+ %J]
= (Zh)_l[U(x+h,t)~U(x—h,t)]z(x,t)
#(20) 7 [2(x+h, £) =2 (x-h, £) U(x,t)
+2k'l[z(x,t+-%)~z(x,t)j+u(k+h2) (5.4)
bulunur ve sonlu fark operatidrleri yardimiyla (5.4),

“A?Z(X,t+ ;):J"U{x,t)z(x,t)+U(x,t)Jﬂz(x,t)+£%2(x,t)+U(k+h2)
A il X X =
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seklinde ifade edilebilir. Yine bu esgitligin birinci, ikinci ve

dirdinci tecimierinin toplamy;

Gfx,tﬁ:J;U{x,t)z(x,t}+U{x,l)J;z(x,t)+ﬂ(k+hzj (5.5)

ile gisterilirse, egitlik
2 k, ) N
uéxrfx,t+ 7 = 5tz(x,t) + G(x,t) (5.6)

sekline indirgenir. z{x,t) fonksiyonu sinirlar {zerinde sifir

oldugundan, lLemma 2 geredince

m\ —
(160,10

v(liz{x,t)ilT}zgukzl !{1;;_2 (5.7)
i £

olacek sekilde yalniz T ye bagly bir G sabiti verdir. (5.5)

egitliginden,

o R o . 17
<|hmx,tn1;> < Q (k+h) +-u1c[|z(xnﬂ§§§ )

elde edilebilecedinden (5.7) egitsizligi,

v(|1z060]™? < ra T(k+h?)? + qa i (206015 (5.8)
Wekilly) € BN il et '

geklinde ifade edilebilir. Lemma 1 den yeterince kiigik k igin
v(||z{x,tﬂ|§)2 € GUUT(k+h2)28XD(QQlT)

elde edilir. Sonug olarak, Lemma 3 den
UG, t) - 86,0 || =266t < 3 aa, Texp( 300, 1) [keh?]

bulunur.



[~

Fenzer gekilde U{x,t) yine, R bolgesinde (5.1) denklemini
satjlaynn, R de x'c gire dordineit ve t ye godre ikinci mertebeye kadar
tiirevienebilen bir fonksiyon olsun. (5.1) denkleminin corrector
formiilii:

vh_zﬂj(x+h,L+k) — 2W(x,tek) + B(x-h,tek) + BOah,t) - 28(x,t) + @(x-h,t)]
T -1 v bl 4 !
= £ [i‘i(\{,—i-lf) = [’J{}\,t)!

Ha) 00t ) [Blxsh, b0~ Boch, tHo)

+fxsh,t) - Fx-h,t)] (5.9)
seklinde yazilabileceginden @{x,t), ﬁhk da tamimli ve R nin

sinirlar: dzerindz U(x,t) ile wuyusan bir yaklasim fonksiyonudur.
(5.1) diferensiyel denkleminin ¢8zini ile (5.9) fark
denkleminin cozimleri arasindaki fark yine
z{x,t) = Ulx,t) - B(x,t)

clarak segilsin. U(x,t} ¢Bzimi igin Taylor serisi agilimindan;
9e, , . ;
viv “fUlxah, tik) = 200, bak) 4 Ulxh, bak) + Ulxah, £) = 2U(x,t) + U(x-h,t)]

. | 1
= & [Ulx,tek) = Ulx,t)]

'S

+(2h)_1U(x,i:+ ) [utxah, tk) = Ulxh, tak)

+1{x+h,t) - Ulx-h,£)] + Q(k24hz} (5.1Q9)

fark denklemi elde edilebilir. Eger (5.10) dan (5.9) cakarilar ve

crtalama deger tecremi uygulanirsa:



2
\-’EI_L::;FL(X-PII.i,ik) ~- 200, ke) + 20, Eak) + 2(x, k) - 22(x,L) + z{x—h,{.}J

= (zn) E_1}(>«-:h,t+k) - U{x-h.t4e) + U(xh,t)

; -1y
= Uhx-h,t}} 3(x,t+-%) + (2h) 7 |2(xsh, tak)
. I g - I',-
- z(x-h,t4k) + z{xah,t) — z0ch,b)] Ulx, L 5}
+ Z'.-:_1 {z(x,l.;k} -z {x,1)] + [I{l‘:‘f-shz) (Y 1)
bulunur ve sonlu fark operatirleri kullanilarak (5.11)
x—{\i[z{x,ti‘k} + z(x,t)] :J;[U(x,t«kk] + Ulx,t) [z(x, b+ l,;—)
¥ ) e I\
rs dxfz(x,t+xj + z{x,t) JU(x,t+ 7)

+ 28, 2(x,t) + 0(kZ+h?) (5.12)

sekline indirgenir. Eg@esr (5.12) denkleminin birinci, ikinci ve

dordincit terimlerinin toplami;
Gix,t) = Jx[l!(x,tﬂk) + UG, b)) 2(x, bt %) + J;([I.’(X,i;-i-k) + z(x,t) Ju(x, b+ I%}
+ 00&%)
ile gosterilirse, (5.12) denklemi
WAL [z06 000 + 206 8)] = 24,206, 8) + G(x,t) (5.13)

geklinde yazilabilir. Lemma 2 ve Lemma 2 nin genellestirilmis sekli

kullanilarek predictor igin yapilan benzer islemler sonucu,



UG, E) - B0, 8) )] = |le(x,0) ] € 0(kZsh®)

oidugu goralir.

Sonug olarak (5.1) denkleminin nimerik g¢oziminde, (5.2)
predictor denklemi kullanilirsa elde edilen @(x,t) yaklagik g¢ozlmi
Ulx,t) analitik coziimine U(k+h2) hatasi ile, {(5.9) corrector denk-

lemi kullanilirsa elde edilen @(x,t) vyaklasik c¢ozimi, U(x,t)

s 3 o 2 ;
analitik ¢izimiine 0(k +h2) halas: ile yakinsar.



6. MODEL PROBLEMIN SAYISAL CUOZUMOU

U U i

WSS & B 0.<x<1,0¢tgT

Burgers denkleminin,

U(’(,U) - 511‘:(17}(}

=
~
o
-
-+
p—
1]

U(i,ti = 0

baslangi¢ ve sinir degerleriyle sayisal ¢bzimi igin; verilen bdlge-
yi x=ih (i=1,2,...N), t=jk (j=1,2,...M) koordinat dogrulari yardi-
miyla dikdortgen kafeslere b&ldiik. Yine U(x,t) anslitik c¢@Bzimine
kars1 gelen P(x,t) yaklagik g¢dziminin herhangi bir grid nokta
zerindeki dederi; h=1/N , k=T/M olmak {zere ﬂ(lh,jk):ﬂjj ile
gisterdik. Boiylece Burgers denkleminin (5.2) predictor ve (5.9) cor-
rector formilleri sirasiylaj

,"2'1
vh lbi+1,j+ 1 e %

ve

\.fh_2 !_ﬂ + @

el el = By se1 * By et Pigg, 7 5t ﬂi—l,j]

s | &
= By - 8 ) (2 Gj,y_% i+1, j+l

-9

i-1,5+1 © mi+l,j - Ej1—1,jJ

seklinde alinarak, yukardse sonlu farklarla ifade edilen sistemin
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bilgisayar programini yazdik ve Elazif Firat Universitesi Bilgi
islem Merkezinde gdzdik.
Vit it ] ¢ Co=i -4 N - i
Cozumler; £=10  segilerek
once

- §5.0001 , h = 1/20 , k = 5/1000

I

<
i

sonra

v = 0.00801 , h = 1/15 g R 5/1000

dederleri igin Double Precision yapilarak elde edildi.

Sanuglar Tableo 1 ve Tablo 2 de verilmigtir.
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SONUG

Prodram;

=g.008 ., v 3 2 ve

e
1

l. v = 0.00481 , h 0.0% ,

2. v = 0.0001 , h = 0.07 , k = 0.005 , r = 1.02

il

degerleri icin galigtaraldi.

IBulur-.ar: degerlerden; v nin bu degeri igin her iki g¢ozimin
birbirlerivle tamemen uyustufu, cdzim grafiginin aym karakteristik
Hzelligi gosterdifi, dolayisiyla cdzimin h degerine bagli colmadigy
abzlenmistir. Elde edilen ¢dzlmler, Miller'in v = 0.0001 , h = 0.Z
k = 0.02 degerleri igin explicit yontemle eslde ettigi c¢ozimle-
de uyusmaktadir. Miller'in ve bizim giizimlerin her ikisinde de t'nin
kiigiile defjerleri igin ilk sok, x = 0.5 civarinda meydana gelmekte, €
srtarken sok dalgzlarida sades dofru kayarak diklesmekte ve nihayet
x = 1 civarinda maksimum dedere ulagmaktadir. Yine t artarken gok-

un saol tarafinda U deferleri azalmaktadar.

Cozimlerimizde maksimum sgok, h = 0.05 igin x = 0.95 de
meydana gelmekte ve U(0.95,5) = 5 degerini almaktadir. h = 0.07 icin
ise x = 0.98 de meydana gelmekte ve U(0.98,5) = 3.984 degerini

almaktadair.

Teorik olarak, h ve k nin kicglik dederleri igin analitik
cézlime daha iyi bir yaklagim elde edilecegi diiglincesiyle, b =0.01
k = 0.0004 . v = 0.0001 secerek g¢ozim aradik. Ancak kullanilan
bilgisayarin yazpisindan dolayl kesin sonuca ulagamadik. Fakat Miller
in ayni degerler igin Predictor-Corrector yontemiyle ulagtiga
U(B.95,5) = 4.9 maksimum defer, bizim l. de elde ettifimiz maksimum
dederle tamamen uyustugu gordlur.

v = 1 alindifinda sok dalgalarinin gozikmeyecedi, v nin



daha kiigiik dederleri icin ise g¢Ozum grafiginin yukarda soOylenen
Gzellikleri, yani maksimun degere » = 1 civarinda ulagilacagr yine
Miller'in galismasinda -;}i':r.‘ii)mijstijr]-.."}].

Buradan, h ve k ne olursa olsun, Predictor-Corrector
yontemi ile eide edilen gzimlerin, x < 0.5 bilgesinde onemsiz
osilasyonlar vaptigi, asil sokun x = 0.5 civarinda meydana geldigi
ve saga dogru gittikce biiydyerek x = 1 civarinda maksimum degeri
aldigy sdylenebilir.

Bunlarin disinda; v'nin ve r = kh™?2 nin detjisik degerleri
icin Predictor-Corrector }ﬁntemiyle elde edilen sonuglarla, Agik
yéntemden elde edilen sonuglarin bir kargilagtirmasi yapilabilirdi.

Ancak yapilan caligmanin Yilksek Lisans Caligmasi icgin
yeterli oldufiu kanaatine varildifindan ve bilgisayar imkaninin
vetersiz clusundan delayi bu caligmaler yapilamadi. Fakat sonugta

her iki c¢Gzimin de birbirleriyle uyustuklari kolayca tahmin

edilebilir{6].
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