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0ZET

Ug bolumden olusan bu galigmanin  birinci  bdlumi, diger
bolimlerin daha kolay anlagilabilmesi igin diferensiyel geometri,
analiz ve kinematikteki bazi temel kavramlara ayrilimistir.

Ikinci bolimde Holditch Teoremi &nce orjinal sekliyle ele
alindic ve bu ginin modern matematik ysntemleri ile bazi ornekler
verilerek derinlemesine bir tahlili yapildiktan sonra teoremin modern
bir ifadesi verildi. Ayrica bu modern ifadeyi kapsayacak sgekilde
Holditeh Teereminin genellestirilmis bir ifadesi verildi. Daha SONCA
1- pérﬂmetreli kapali diizlemsel hareketlerde vyiriinge efrileri igin,
Steiner  formilinin bir genellestirilmesi ve kutupsal atalet
momentleri igin bir formiil elde edilerek aralarindaki iligkiler
incelendi. Bundan sonra ise Holditch Teoremi ve kutupsal atalet
momenti dual anlamda ele alinda.

Bu bblimde ayrica uzayda helisel efrilerin hareket ylkseklikleri
kapali dizlemsel edrilerin sinirladigy bolgelerin alanlariy yardimiyla
hesaplandi ve S-parametreli uzay hareketi esnasinda bir noktanin
olugturdugu ‘.ylzeyin hacmini veren bir formiil verildi.

Uglincti b&lim  galigmanin orjiral kismini olusturmaktadir. Bu
kisimda, Holditch  Teoreminin genellestirilmesi igin kullanilan
metodlardan yararlanarak bu edrilerin kutupsal atalet momentleri igin
oldukgn ilging bagantilar  bulundu. Ayrica  kutupsal atalet

momizntleri ve alarlas arasindaki oranin sabit oldudu gdruldy.



ABSTRACT

This thesis covers three chapters such a way that in the first
chapter to make it to easly understood we give the basic concepts in
differential geometry, amalysis and kinmematijcs.

In the second chapter, firstly Holditch Theorem is considered in
the original form and making analysis of this thesrem with modern
mathematic methods and giving some examples it is given A modern
expression Aand the last theorem is generalized. Then, for the orbits
drawn under l-parameter closed planar motion, the Steiner formula is
generalized and the polar . inertia momentum is obtained and the
relations between them are discussed. After then the Holditch Theoren
Aand the polar inertia momentum are considered in the dual case.

Moreover, in this chapter, the motion heights of the helical
curves in E3 are calculated in terms of the areas of orbits in plane,
For orbit which formed by a point of space under 3-parameter motion
is obtained A formula,

The original part is contained in the third chapter. In this
chapter, by using the methods which have been used to generalize the
Holditch Thecrem, some interesting relations are obtained for the
polar inertia momentums of orbits. Moreover it is seen that the ratio

.

of polar inertia momentum to the area is constant.
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GiRriS

H. Holditch 1B58 yilinda [12] de yayinlanan makelesinde kapalz
bir edri f{izerindeki bir kirisin hareketi esnasinda kiris uUzerindeki
bir noktanin geometrik yerinin ve kapali egrinin dikkate deder bir
Gzelligini kesfetti. Daha sonra 19'uncu yUzyilin ijkinci yarisinda
Holditch'in bu teoremi hakkinda bir gok yayinlar yapildi, kinematilk
ve hareket geometrisinin ilging bir konusu oldu.

E. B. Elliote 1l-parametreli hareketler konusunu genigleterek
l-parametreli kapali kiiresel hareketler Uzerine grlisty. 1948 de W,
Blascke l-parametreli kiiresel hareketlerde Bnemli yeri olan Steiner
noktasi ve Steiner vektérd kavramlarani tanimladi ve l-parametrels
kapala dizlemsel hareketlerdeki Steiner alan formiiliine kargilik gelen
l-parametreli kapali kiiresel hareketlerde bir alan formili verdi.
Bunu takiben 1962 de H. R. Miller l-parametreli kapalia kiresel
hareketler dzerine gAaligmalar yARpAT Ak daha kullanisla ve
genigletilmis bilgiler sundu.

1970 yilinda H. H. Hacisalihoglu l-parametreli dizlemsel
hareketler igin iki sonug verdi ve daha sonra bunlari l-parametreli
kiresel hareketler ig¢in germellestirdi. Yine H. H. Hacisalihoglu
l-parametreli kapali kiiresel hareketler igin bilinen Steiner formili
ve Holditch Teoreminin gizgiier uzayandaki karsiliklarini buldy.

Son yillarda Holditeh Teoremimin dizlemsel hareketlerde ve uzay
hareketlerinde genellestirilmesi (izerine 6zellikle H. R. Miller'in
galigmalari ilgi topladi.

Yiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligsmada, A, Broman'nin
Holditch Tecreminin tahlilini yapan {13] deki galigmasay ve H. R.

, [5] ve [16] esas olarak alinarak efrilerin

Miller'in [14]

sinirladiklarly bdlgelerin alanlari ve bu egrilerin kutupsal atalet



momentleri arasindaki jliskiler incelendi. H. R. Miller'in egrilerin
kutupsal atalet momentleri igin [15] de verdigi formiller, A.

Broman'in [13}] deki metodlari kullanilarak farkli bir yontemle tekrar

elde edildi.



1.BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolim ili %isim halinde dizenlenmigtir. Birinci kisim Glklid
n S ..
uzaylar:, £ de hareketler ve bazi teoremlere, ikinci kisim da diizlem

kinematigine Aayrilmistar.

I.1 OKLID UZAYLARI VE E" DE HAREKETLER

Bu kisimda afin uzaylar, Oklid uzaylar, temel tanim ve
tecremler verilecektir.
I.1.1 Tanim: A bog olmayan bir cimle ve V de bir reel vekttr vzaya
olsun. A nin elemanlarini noktalar ve V nin elemanlarini da vektorler
olarak adlandiriyoruz. Efer bir
YidxA——m> ¥

(F,Q)——— ¢(P,Q)=PQ

donlgiini  AgAfidaki  aksiyomlara saglar ise A cimlesine V jle
birlegtirilmis bir afin uzay denir.
i) YP,Q,Red igin PR=PG+QR dir.
ii) YPed ve VaeV igin PQza olacak bigimde bir tek QeA
noktasi vardar. .
PQ vektorinde P noktasina baglangig noktasa ve Q noktasina da ug
noktasi denir. Ayrica A afin uzayinin boyutu boyA ile gosterilir ve
boyA=zboyV
vlarak tanmimlanir.

A n-boyutlu bir reel afin uzay ve A ile birlestirilmig vektsr
uzayl da standart reel vektdr uzayr IR" olsun. Eder IR vektor
uzayinda Oklid ig garpimi denen

<, >:1RanRQ-—————%9IR

X,¥)— (X,Y>:?:(jyj
NES



iglemini tamimlarsak A afin uzayina n-boyutlu standart bklid UzZAyl

n

denir ve E  ile gbsterilir [1) . Burada X={ XY ve

X aHg sy X
Y:(yl,yz,...,yn) dir. Ayrica

xi:E"———————alR, 14i£n |
fonksiyonlarina da X noktasinin i-yinci koordinat fonksiyonlara
denir.
1.1.2 Tanam: n-boyutlu Bklid uzaya E" olmak Gzere

d:E"sE"———— IR

(X,Y)——-————?d(X,Y):HXY”:((XY,XY>)lJ2

bigiminde tanmimlanan d fonksiyonuna E" de uzaklik fonksiyonu. ve
d(X,Y) dederine de X ile Y noktalari arAsindaki uzaklik denir [2].. -.
I.1.3 Tanam: ECIR bir agik aralik clmak iizere bir
as]——sE"
diferensiyellenebilir dﬁnUgUmU E" de bir edrli olarak adlandirailar.
Burada I aralifi; A,belR ve tel olmak izere a<t<b olarak alinabilir.
t degerine efrinin paremetresi denir [31.
I.1.4 Tanim: n-boyutlu Oklit uzay: E" de (n-1) boyutlu yizey diye E
deki bog olmayan hir M clmlesine denir, dyleki bu ciimle
M={ XeUCE" | f:U———1IR, f(X)=c, U bir agik altcimle, f
dif-bilir.}
dir. E2 de bir l-ylizeye diizlemsel efri, E3 de bir 2-ylzeye sadece
yﬂz;y denir{2].
I.1.5 Tanim: V vektér uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun. Pep
ve veV icin (P,v) sirala ikilisine A afin uzayinin P noktasindaki bir
tanjant vektorid denir. Tfanjant vektsrlerinin cimlesini TA(P) ile
gosterecediz.0halde
TA(P):{(P,V):VPIVEV,PEA )

dar [2].



I.1.6 Tanim: PeE” noktasinda tamimla olan TEn(P) tanjant uzayinin

dual uzAayina hu Pg g noktasinda E” in kotanjant uzayi denir ve
Tgn(P)={¢ | 4t Ten(P)——1R)

geklinde gdsterilir. Her ¢P5TEn(P) vektbrine de £7 in P noktasindaki

bir kovektori denir[Z .

I1.1.7 Tanims Bir o:E" -————*—*UEDTEH(P) doniglimi igin

n

n:PgEnTEn(P)——————a E

geklinde tanimlanan déntslmi ile ﬂo¢=I:En———————————% E" bagintaisa
safilaniyor ise ¢ ye E" {izerinde 1-form denir [4].

n-de@iskenli bir form W= zaldu], A _H (u ,un) seklindedir.

'L!UZ!
Bir W formunun dis tirevi
daj
dW=Z da Adu.=f ——— du.adu.
ool de SN
ile tanimladir. d fonksiyonu agagidaki tzelliklere sahiptir.
i) V ve W iki k-form ise d(V+W)=dV+dW
i3) XelR igin d(AW)=rdw
iii) W bir k-form ve V herhangi bir diferensiyel form ise
dCHav)=dw v+ (~1) nadv
iv) d(dw)=0
dar [2].

1.1.8 Tanim: n-boyutlu bir E" Giclit uzayinin izometrilerinden birisi

f olsun., E" deki bir {x

1,x2,...,xn} dik koordinat sistemine gére f
nin matrisel ifadesi, Ae0(n), yani detA=z+] ve CeIR? olmak (izere
1[4 C T x
1 0 1 1

formundadir. Bu sekilde taniml: f ye E™ de bir hareket Aadi verilir. f
hareketine, detA=+1 ise direkt hareket, detd=-1 ise karsit hareket

denir [3].



I.1.1 Teorem: n-boyutlu bir Oilit Uzay1l E" ve €7 deki bir dik

. . . . n o,
koordinat sistemi {xl,xz,...,xn} olsun. {xl,xz,...,xn} e gdre E in
bir hareketinin mwatrisi

A C

0 1

ise Ae0{(n) matrisi ﬁgin detA, {3%)y%,5-05% } koordinat sisteminin”
E" deki seciliginden bagimsizdar [2].
I.1.2 Teorem: E" in bitin hareketlerinin cimlesi R(n) ise R(n},
doniglimlerin birlesimi iglemine gbre bir gruptur [1].

R(n) kati hareketlerinin ciimlesini ikiye ayirabiliriz.

i) D(n)={f|f:E™———sE") ¢ direkt hareket)

i1) K=t f|fiE—m— ", f karsit hareket}
1.1.9 Tanim: E" @klit uzayinin bir f jzometrisi igin f(0)=0 olacak
sekilde hir 0eE” noktasi varsa f ye 0 noktasi etrafinda E" im bir
ddnmesi denir [1].
1.1.3 Teorem: E" de baglangig noktasi 0 olan bhir dik koordinat
sistemi. {xl,xz,...,xn} olsun. f:En-—u————————%En izometrisi igin:

i) D noktasi etrafindaki bir donme f ise f nin bu dik koordinat

sistemine gére jfadesi X'=AX seklindedir. Burada Ac0(n) ve
X',XsIR? dir.

3i) F bir direkt dinmediré=> X'=AX ve AeS50(n) dir [1].

1.1.10 Tanim: E" de, tl’tZ""’tn IR olmak tizere
T:E———s ", T(X):(:<l+tl,x2+t2,...,><n+tn)

olarak tanimlanan T dbnistimine £ in bir élelemesi denir [1].
I.1.11 Tanam: ICIR sifari ihtiva eden AGlk bir aralik olsun. I dakj
degigsken t ve E" in direkt hareketler grubu R(n) olmak tzere,

elemanlara, e (t)
: A

F= . telR
tig 1



ile - verilen {ft} cimlesine E" in bir l-paremetreli hareketi
denir.Burada A{t)eSO0(n)-deferli ve a(t)elRT—de@erli diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir.Ayrica t zaman anlaminda hareketin paremetresi kabul
edilir[5].Buna gore Ft yi I dan E" ye diferensiyellenebilir bir donisin
olarak disinlyoruz. ‘E&§§li§ip__h5§£;; ~igin_ hareketin yukaridalj
ifadesinde A(t) ve a(t) yerine cofu zaman, sirasi ile A ve =
gdsterimini kullanacagiz.

Ft(X):A(X)+a
ile verilen ft donigimi izometri oldufundan f nin inversini F_lile

t

gdsterirsek, £ nin matrisel ifadesi

t
X AT -ATa X'
1 0 1 1

dir. Bir XeE" noktasinin ft altindaki resmi gn de bir egridir. Bu
egriyi (Xt) ile gBsterelim. Buna gore (Xt) efrisinin herhangi bir
X'{t) noktasi igin

X'(t):ft(x)
yada

X' (£)=A(t)X+a(t)

dir. (Xt) efrisinin teget vektSr alanma

gro _dX' __df(x)

dt ~ dt
! -1 . -1
olup, burada X=f, (X' (t)) dir. (g[) fi~ hesaplanacak olursa
dA T adA T da
A N g
df f"l_
dt t -
] 0
bulupur. Buradan
dA ca

Stz aE At vt:—Sta+ 5

gbsterimini kullanirsai



Vv
<L el t ¢ (1.1.1)
0 ]

elde edilir.
I'lf%? Tanim: (I1.1.1) ile verilem herkete t anindaki ani hareket
denir[é].
1.1.13 Tapim: St=D Qe Vt:U ise ani harekete anji duraklama denir.
I.1.14 Tanim: Stzﬂ vth$D ise ani harekete ani tteleme denir.
I.1.15 Tanam: i'[xso olacak gekilde bir X,¢ E” noktasi varsa anj
harekete ani ddnme ve X,noktasina da ani dinme merkezi déhir[éi.
-‘r1.13a Tépggm: B, XOY diuzleminde bir basit bolge ve o« da bu bilgeyi
ﬁ gevréleyen ve saatin ddnme y8ninin tersine yonlendirilmis bir edri
olsun. P ve 0 fonksiyonlarr B Uzerinde sirekli tiirevlere sahip
forksiyonlar ise

.@P(x,y)dx+0(x,y)dy: ﬂg( —{%}———{%}—)dxdy (1I.1.2)
dir [7].

(I.1.2} formiiline Green Formiilii denir.
B bir basit iribatl: bélge ve o da bu bdlgenin gevre efrisj

olsun. Green Formiili'nden

Iaxdy=fg'dxdy:F
ve "

faydx: fodzcdy:F

olacafindan

F= _%m-ﬁxdy-ydx
olarak elde edilir. Burada F, B bBlgesinin alanidir.
I.1.5 Teorem: M, normali n olan ve sonly  alana  sahip bir
yonlendirilmig ylzey olsun. Kabul edeljmik; bu ylizeyin o« cevre edrisi
kapali, pargali dizgin ve yoni M den indirgenen yon olsun. F, M

Uzerinde sirekli hir vektdr alani ve F nin. bilesen fonksiyonlara, M



nin simr noktasi olmRyan noktalarinda streklj ve kismi tirevlere
sahip olsun. Bu takdirde
&<F,dr>: Ié<;otF,n>ds
dir [7]. Burada dr=(dx,dy,dz) ve ds=dxdy. - dir.
- 1.1.16 Tanam: 1R% da bir edri o= {f(t)| te [a,b]} olsun. D=

-~

{a:t0<tl<...<tn:b}[é,b] nin  bir pargalanwasy olsun. a(D)=
- ji;lf(ti)-f(tj_3| olsun. [a,b] nin mimkin olan bitdn parcalanmalari

igin «f{D) nin en kigiik st sinirina a nin uzunlugu denir ve |e| ile

gosterilir . |a| sonlu oldufu zaman « eﬁrjsine rectifiable efri denijr.

Eger f(tj:(xl(t),xz(t),f..,xk(t)) ise «(D) nin sinirlalaga kolayca
lgﬁrﬁlUr. Boylece la| sonludur gefek ve vyeter gart xi(t)

Fonksiybnlarlnin. hepsi sinirli salinimlay jise. Bu ise bir egrinin

rectifiable olma gartidar [d].

I.1.6 Teorem: Bir V ig¢ carpim uzayinda Vx,yeV igin

<, y> | = Iy I

dir. Bu esitsizlige Schwar; egitsizligi denir. Burada x vektiru igin

X=cy ise sadece egitlik vardir [ 9].

1.1.17 Tanim: 0Orijini 0 olan bir dik koordinat sistemi teshit

edilsin. Orijinden gecmeyen bir ¢ dogrusu ¢izilsin. 0 noktasindsn

L dogrusuna bir dikme inildiginde dikme ayag: H olsun (Sekil 1.1.1).

Sekil 1.1.1

Bir P:(xl,xz) noktasinin &t dodrusu lzerinde olmasa igin  gerek ve



yeter gart <OH,HP>=0 olmasidir.Bu sgart
(xl—hl)hl+(x2-h2)h2:0
veyAa

hi _hp 2
—(ku%_—?-—r—+h2}1f'2l(1+ mh1+h2) - )(2'—(hl+h

geklinde de ifade edilebilir. Bu denklene 4 dofrusunun normal yada

2)1/2
2

hesse formu denir [9].
CI.1.18 Tanaim: IR reel saylln: cimlesi olmak tizere ID=IRxIR iUzerinde
toplama, garpma ve esitlik iglemleri agagidaki gibij tanimlanmig ise
ID cimlesine dual say:ilar sistémi ve ¥(a,a*)eID elemanina da dual
sayl denir:
- Her A:(a,a*),lB:(h,b*) dual sayilara icin;
Toplama: A@B:(a,a*)@{b,b*):(ﬂ+b,a*+b*)
farpma: AeBz(a,a*)a(b,b*)=({ab,ab*+a*h)
Egitlik: Aa=b ve a*=b* jse A ile B esittir denir ve A=B ile
gdsterilir [10].
.1.1.7 Teorem: (ID,e,e) UclisU birimli ve dedisimli bir halka fakat
cisim dedildir {10].
I.1.8 Teorem: (I0°,+) sistemi ID izerinde bir modildur [10].
1.1.19 Tanam: ID-Modiliin elemanlari olan siralr dual Uglilere dual
vektdrler denir Qe a, a*aIR3 olmak Uzere ID-Modilde her bir A dual
vektori
AzA+ga*
geklinde yazilir. Burada e=(0,1) ve €2=0 dir (10].
I1.1.20 Tanam: ID-Modilde bir A dual vektdru igin

<a,a*>

STy

sAy1sina A vektdrlndn adimi veya yUkselisi denir. Reel kismi sifirdan
farkly olan dual vektdre has dual vektdrl adiny verecegiz [10 ).

I.1.21 Tanim: Hareketli bir P noktasinin 0P yer vektdrli ve bu noktays



yerlestirilen bir a birim vektdri jle belirlenen dogrunun paremetrik
denlclemi
Y=X+eRn

gseklindedir (Sekil I.1.2). P noktasa dofru iUzerinde keyfi bir nokta

Sekil I.1.2

ve x vektbrel garpimi gostermek Uzere

a*z=xxa=yxAa
vektidrel moment ini kullanarak dofruyu (a,a*) cifti ile
belirleyebiliriz. a ve a* vektdrlerinin bilegenlerine normlanmig
Plucker dofru koordinatlari denir [2].
1.1.22 Tanim: IR3 de lig¢ bafimsiz paremetreye bagli 53} sayidaki X
dogrularinin ciimlesine 1sin kompleksi denir [10].
I.1;23 Tamam: A bir has dual vektdr olmak lzere

A, x¥>+<{a*, x>=0
denklemini saglayan Xzx+ex* dofrularinin ‘ciimlesine bir lineer 1san
kompleksi denir [10].

I1.1.24 Tanam: A has dual vektdrinin

Su+eu*

A
I1al|
eksenine lineer 1gin kompleksinin ekseni denir [10];

U etrafinda helisel hareket yApAan herhangi bir nokta X jise bu
noktanin yoriingesi adi bir helistir.

1.1.25 Tanim: A has dual vektdrinin



- < A,Aa*>

falZ

Adimina: lineer 1sin kompleksinin adimz denir [10].

I.1.26 Tanim: k=0 ise lineer 1s1n kompleksine dejenere veya singller

lineer 1gin kompleksi denjir. Dejenere bir lineer isin kompleksine A

ekseninin 1sin demeti de denir [10].
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- 1.2 DUZLEM KINEMATICI

Birbiri Uzerine hareket eden ikj dizlem F ve E' oplsun. E
hareketli ve E' de sabit dijzlem olarak kabul edilsin. E ve E°®
dUzlemleri sirAas1 ile {U;el,ez} hareketli ve {U';ei,eé} sabit
koordinat sistemleri ile temsil edilsin.

Bu ‘koordinat sistemlerinin cesitli konumlari, su iki biyliklik
yardimi ile tanimlanabilir:

i) Hareketli sistemin baglangic noktasindan sabit sistemin
hR§lRﬂng noktasina giden 00'=u 8teleme vektdri,

ji) Her ikj koordinat sisteminin birbirine gbre & donme agisi.

X
X
x! € e
eg\ * Z 1
#0
u 2
”
”~
-~
,/
~y B
/, \ >
o’ e!
1

Sekil I.2.1
00'=u vekt8ri hareketli uzéyln koordinat vektorleri cinsinden
uzu e, +ULe, (1.2.1)

bigiminde yazilahilir.
I.2.1 Tanam: E hareketli diizleminin E' sahit duzlemine. gore hareketi
B=E/E' ile gosterilmek iizere B hareketinin 8 donme agisi ve u Gteleme
vektsrinin Uys U, bilegenleri, e=e(t), U1=Ul(t) ve Uzzuzﬁt) seklinde
reel bir t paremetresinin fonksiyonlary iseler B=E/E' hareketine
l-paremetreli dizlemsel hareket denir (11} . Buradaki t, genellikle

zAaman paremetresi olarak alinir.

0=0' oldugu zaman e, ve e, vektorleri ei, eé dofrultularinda
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bilegenlerine ayralabilir ve buradan

e. =cos8e!+si !
1 cos el+SJneez

e,.=-5] o !
2 SJneel oseez

egitlikleri elde edilir.

(1.2.2)

(I.2.1) ve (1.2.2) denklemlerinde, ei ve e% vektorleri sabit

kabul edilerek t paremetresine gore tlirev alinirsa

el:ee2

éZ:-eel (I.2.3)
ﬁ:(&l—uzé)el+(02+ulé)e2

bulunur. (I.1.3) denklemlerine B=E/E' heraketinin tiirev denklemleri.

denir.

E dizleminin kendisi E' dizlemine gore l-paremetreli hareketi
yaparken, bir X noktssi da E dizlemindeki yerini t zamAani ile
defjigtirir. X noktasinin hareketli E diizlemine gore hiz vektériine,
yani X noktasi E deki ydriingesini gizerken sahip oldugu vektdrel hiza
X nokasinmin rdlatif hizi denir ve Ve ile gosterilir. Bu hizi elde
etmek igin

X=X, 84X,
denkleminde, &) ve e, nin sabit oldugu gdz dniine Alinip, tirev almak
sureti ile
vrzilel+ﬁze2 (1.2.4)
elde edilir. Efer X noktasi E de sabit ise vr:G dir.
Simdi
0'X=D'0+0X=-00"+0X
oldufu gdzénine alinarak
X' =-u+x
veya
(I.2.5)

LI , - Y
x"=( u1+xl)eA+( UL +X

1 208,

egitligini yazabiliriz. Bu esitlidin t ye gire tirevi alinirsa X
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noktasinin sabit E' dizlemine gore hiz vektérl elde edilir. Bu hiz
vekttrine X noktasinin mutlak hiz: denir ve v, ile gdsterilir.

(I.2.5) in t ye obre tiirevi ve (1.2.3) ifadeleri gézéniine alinirsa

va:{-ul+(u2-x2)e}el+{—u2+(—ul+xl)6}ez+vr “(I1.2.86)
oldugu gdrilir. Burada
vf={—ul+(u2-x2)e}el+{—u2+(—ul+xl)e}92 (1.2.7)

ile gbsterilen vektdire X noktasinin suridklenme hiz vektdri denir.
Ohalde hizlarin terkibine ait su teorem verilehilir.

I1.2.1 Teorem: Eder X noktasi her ikj sisteme gbre hareketli ise hiz

vektbrleri arasinda

VIVt (I.2.8)

]

badintisi vardar [11].

I1.2.2 Tanim: Dénme agisinin =6 tlrevine B hareketinin agisal

g
dt
hizi denir.

3imdi B hareketinin her t aninda siriklenme hizi sifir olan
noktalari arastiralam.
ve=0 ise (I.2.7) egitliginden

ul—(uz—xz)S:D, ~u2+(-u.+x Je=0

171

olmak zorundadir. 840 oldugundan bu lineer denklem sisteminin tek bir

gGzidmid vardir. Bdylece

=X, =U.+ ——02 U _+ dUZ
P14 5 Y e (1.2.9)
Y du
= = - —Ul- = _—_-L'
Pe™™ =5 Y5,

elde edilir.

1.2.3 Tanim: DP:P:plel-e-pze2 yer vektorine tekabiill eden P:(pl,pz)
noktasina BzE/E' hareketinin t anindaki pol nokasy denir.

I.2.2 Teorem: Acisal hizy sifair olmayan bir harekette; her t aninda,
suritklenme hizi sifar olan yani her iki dizlemde sukiinette kalan bir

tek nokta (pol noktasi) vardir. Her t AnLnA bir pol noktasi kargalik
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gelecedinden B hareketi esnasinda P noktasi her iki E ve E!
dizlemlerinde muhtelif konumlar alir. P noktasinin hareketli E
dizlemindeki geometrik yeri genel olarak bir egridir, bu egriye B nin
hareketli pol edrisi denir ve (P) ile gosterilir. P noktasinin E'
dUzlemiﬁdeki geometrik yerine ise sabit pol edrisi denir ve (P') ile
gosterilir.

I.2.4 Tanaim: Ups U, VE 8 3 bir telR paremetresinin yeteri dereceden

tirevlenebilen fonksiyonlari _olmak {izere Ayn1 toftét1 araliginda
tarif edilmig olsun. Ayrica

u‘j(t+T):uJ.(t), (j=1,2) (1.2.10)

6 (t+T)=0{(t)+2nv 7 (1.2.11)

badintilari saglanacak sekilde T>0 en kiiglk sayl ise; E/E' hareketine
T periyotlu ve v donme sayili l-paremetreli kapali diizlemsel hareket
denir. Burada v bir tamsayidir ve E* ye gire E dizleminim ilk
durumuna gelinceye kadar kag devir yaptigini gdsterir.

E dizlemindeki sabit bir X noktasi E/E' lkkapalil hareketi.
esnasinda E' de kapali bir ydringe cizer. Bu kapali ydringenin F

bt

Aalani Green Formiili gerefince

e st ot et
Fyv= 3 I(xldxz Azdxl) {1.2.12)
dir. Burada
xi xé ]
x',dx'l=| - = di k- dx ! (1.2.13)
. 1772 "27°7"1
_dxl dxé

egitligi gdzonine alimirsa (I.1.12) bagintisi yerine
1
FX::TT‘I[X"dx']
yazilabilir. (I.2.13) ifadesi ve (1.2.5) ve (I.2.7) badantilara ile
birlikte dusgdniiliirse
] l_\2\2,, - — _
[x',dx ]_{Al+42 P =XoP =X Uy 42u2+ulpl+u2p2}de (1.2.14)

elde edilir. Buradsa
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du
- =p 4 —1
P T@E 0 YtPrt g
deferleri yerine yazilirsa

. du2 . dul d
2Py g g PP de

' . 2 2
[x",dx ]:{xl+x2—2x1pl—2x

elde edilir. Bu esitligin her jki tarafinin integrali alinirsa
2 2
2Fx_(xl+x2)fde—2x1fplde~2421p2de+xlfdu2—mzfdul+f(ulpl+u2p2)de(I.ZJj)
elde edilir.
Diger taraftan E hareketli dilzleminin O orijin noktasinain
ydriinge alani hesaplanirsa
ZFD:f(ulpl+u2p2)de
olarak bulunur. Diizlemsel hareket kapali oldugundan; t=0 igin
6{T)=6(0)+2mv 8(T)-e(0)=2nv
T (1.2.16)
fde(t):e(t)|D:8(T)—6(D)=2ﬂv
dir. Ayni sekilde t=0 icin
uj(t+T):ui(t)
esitliginden
uj(T)—Uj(D):O
yazilabilir. Buradan
1
Sdu . (t)=u.(t =u . (T)-u.(0)=0
§E= (0= (D=, 0)
elde edilir. Bulunan bu defjerler (1.2.14) de yerine yazilirsa
— \2 \2 - -
Fx-ﬂv(41+42) Alfpldﬁ xzfp2d6+FD (I.2.17)
bulunur.
vi0 ise S Steiner noktasini elde ederiz.
1.2.5 Tanim: de kitle elementli kitle ortiilmesinde hareketli (P) pol
egrisinin afirlik merkezine Steiner noktasi denir ve S ile

gosterilir. 5 nin koordinatlari s, ve s, olmak Uzere

1

IPjde .
= . =1 .rpjds, (j=1,2) (I.2.18)
fde 27v ¢

s,
J

dir. Burada pAay koordinat eksenlerine gore statik momenti, payda ise
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dé kitle ortilmesinde (P) pol efrisinin bltin kitlesini gosterir.
(1.2.17) formiilinde (1.2.18) gézénine alinirsa

2 2

1728 X =28 % 21y (I.2.19)
Steiner formild elde edilir [11].

F _nv{(

Steiner formiliinden asagidaki geometrik sonuglar verilebilir.
I.2.1 Sonug: Fy sabit kabul edilirse, (1.2.19) dan

2 \2 LY , Eﬂi—L_
1+<2—251,(1—252.<2+- v ——=0 {(1.2.20)

denklemi elde edilir. Bu denklem EAE' hareketinde E hareketli

dizleminin ayni FX ylUzey alanini gevreleyen Y6rﬂnge efrilerini

olugturan bitin X noktrlarinin bir cember {zerinde bulundugunu
gdsterir.

FX=D olarak alanirsa (1.2.20) den
Fo

x2+ 2 X, -2
17 e8) X mes

denilemi elde edilir. Bdylece SuU sonug verilebilir.

=0

I.2.2 Sonug: E nin bir X noktasinin FX alani esas itibariyla (yanj
L/wy garpan farkiyla) hareketli E dizleminin bir (C) gemberine gire X
in kuvveti olarak gdsterilebilir. Bu gemberin merkezji S Steiner
noktasidir ve kuvvetin sifar olmas;yla karekterize edilir.

| B=E/E' diizlemsel hareketi {0;81,82} koordinaf sisteminin
segilisinden bagimsizdir. Bu nedenle 0 orijin noktasy S Steiner
noktAasi alarak segilirse o zaman (1.2.19) formilii

FX:nv(x%+x§)+F (1.2.21)

S
gekline dénlsir.

1.2.6 Tanim: Kapeli E/E' hareketi gsnasinda, E hareketli diizleminde
tesbit edilen bir X noktasinin E' sabit diizleminde olugturdugu (X)
edrisinin de kitle &rtilmesinde sabit dizlemin 0' orijin noktasina

gbre kutupsal atalet momenti

TX:fazde (1.7.22)

dir. Burada a, X noktasinin O eri jin noktasina alan uzakligidair [11] .
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IT1.BOLUM

HOLDITCH TEGREMI VE KUTUPSAL ATALET MOMENTI

Bu bglimde Holditch Teoremi &nce or jinal sgekliyle ele alinacak
ve bu glnidn modern matematik ydntemleri ile bazi Brnekler verilerek
derinlemesine bir tahlili yapildiktan sonra teoremin, modern hir
ifadesi verilecektir. Ayrica bu modern ifadeyi kapsayacak gekilde
Holditch Teoremi'nin bir genellestirilmis ifadesi verilecektir. Daha
sonTA l-paremetreli kapali diizlemsel hareketlerde yoringe edrilerj
igin  Steiner formili genellestirilecek ve ybridnge edrilerinin
kutupsal atalet momentleri jcin bir formiil elde edilerek aralarindaki
iligkiler incelenecektir. Bundan sonra ise Holditch Teoreni ve
kutupsal atalet momenti dual anlamda ele alinacaktir. Bu b&limde
AayricAa uzayda helisel edrilerin hareket yikseklikleri diizlemsel
edrilerin 31n1rladiélbﬁlgelerin alanlari yardimiyla hesaplanacak ve
3-paremetreli hareketler esnasinda bir noktanin meydana getirdigi

yoringe ylzeyinin hacminic veren-birc.formil verilecektir.
I1.1 HOLDITCH TEOREMi

Gegen ylzyilin ortalarinda cambridge de Cajus College'nin
bagkani olan Hamnet Holditch ug noktalari konveks bir edri Uzerinde
hareket eden sabit wuzunluklu bir kirig Uéerindeki bir noktanin
olusturmug oldugu edrinin dikkate defer bir Gzelligini kesfetti. Onun
1858 de yayinlanmis olan ispatinda modern okuyucunun alisik olmadiga
bazi gosterimlerden yararlanmig ve ifade edilmemis bazi kabuller
yapmistir [12] . Teoremin elemanter kismi son derece kolay sgekilde
Aanlagilan tirdendir ve daha genel gsekli diizlemde integralin elemantar

uygulamalary ile ispat edilehilir.
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11.1.1 Klasik Holditch Teoremi

Bir orta dereceli okul dgrencisinin Anlayacagl dlgtide kolay olan
bir problemle ige baglayacagiz. r yAarigapli  bir (C) cemberi
Uzerindeki a+b sabit uzunluklu bir kiris sirasiyla a ve b urunluklu
iki pargaya D noktas: tarafindan bilinsin. Kirig gember etrafinda tam
bir donme yaptigi zaman D nin geometrik yeri bir ig¢ gember olusturur

(Sekil II.1.1). D nin ybriingesi ve {C) gemberi arasinda kalan halka

Selil 17.1.1 Sekil 11.1.2

seklindeki alama bulalim. Ig¢ cemberin yarigapi z olmak Uzere (()
gemberinde kesigen iki kiris D de sirasiyla a, b ve T+z, r-z do8ru
pargalarina bslinir (Sekil II.1.2). (C) cemberinin ig btélgesinde

bulunan BDE ve FDA lggenleri benzer icgenler olduklarindan

_E:Z_.:‘Jlf (11.1.1)
b T+2
dir. Buradan
2 2
ab=r®-z

dir. (C) cemberinin alani nrz ve 1g cemberin slani ise ﬂzz cldudundan
jwrz-ﬂzzzﬁ(rz-zz):ﬂah
bulunur. |
Bu problemin cevabi kirisin cember {zerindeki hareketinden ve

verilen gemberin yarigapindan bafimsizdir. Sadece kirisin D ile

bolinen a ve b parcalarina baglidir [13]. Holditch cember yerine dahs



daha genel bir efri alindifal zaman sonucun dofru kaldigina gordd.
I1.1.2 Holditch Teoremi (Kendi Ifadesi)

Kapali bir efri lzerindeki a+b sabit uzunluklu bir kiris a ve b
uzur:ululclu iki pargaya bglinebilirse kapali efri ve bBlen noktanin
geometrik yerinin alanlari arasindaki fark -nsfh dir.

Holditch yapmis oldufju ispatta verilen o Uzerindeki a+b sabit
uzunluklu kiriglerin hepsinin, kiriglerin =silesinin zarfi olarak

adlandirilan dider bir g efrisine tefet oldugu kabulini yapt: (Sekil

11.1.3(a)). Holditch AB kiriginin bu zarfa deddifi noktay: Q ve

A

(b)

c
Sei<il 11.1.3

kirigin konumu ile defisen AQ dofru. pargasinin uzunludunu da T jle

gostermistir. Kiris iizerinde bir nokta P wve |AP|za, |PB[=b olmak

Uzere kirigin tam bir devir yapmasi sonucunda AQ, BQ ve QP dogru

pargalAariyla siplrilmiis olan alanlarin sirasiyla;
2

1 2T 7 ! 7 7
- Fl—T'{’r ds, Fz--—z—jg’ {a+b-r)“da, F3

olarak yazilabilecedini jddia eder (Sekil II.1.3(b)). AQ, BQ ve

_ 1L /A 2
= TJ; {a-T)"d#

arasindaki  ayn: halka siiplirdigiinden dolayi ilk  iki integral

egittirler. Burada F2 hesaplanirsa

2 1 TI
2 —-%“Iom(ﬂﬂi-r)zd 6= —%—-J’S}aﬂ:)zde— fon(a+b)rd6+ — J'Oz rzde

d 2

1l
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olur. Buradan da
{:TI[‘dS: w{a+h)
olarak elde edilir. Sekil I11.1.3(c) de taranilan ve AP ile siiplrilen

halka gseklindeki b@lgenin alana

X1t 27
F2—F3: % f:w(rz—(a—r)zdezﬂ foz rdo- —;— RZ{) dB:Fl(Fl+b)'n-Fi2ﬁ
F2—F3=ﬂﬁb

clarak elde edilir. Bu da Holditch'in iddiasini ispatlar.
11.1.3 Holditeh Teoremi Uzerine Baza Yorumlar Ve Modern Bir Duzenleme

Holditch yapmig oldufu ispatinda, birkag ispatsiz kabul
yapmigtir. Holditch muhtemelen bir cemberin genellestirilmis durumunu
bir konveks egri olarak almis fakat o bu kabulden bahsetmemigtir.
Unun ispatindaki integral gdsterimleri, sabit bir nokktaya baglanmis
uzunludu slrekli olarak dedisen ve sAaat yoninin tersine hareket eden
bir vektdr tarafindan sipirilen alan icin gegerlidir.

Holditch'in a+b uzunluklu kirislerinin hep zarfa tedet oldugunu
kabul ettigini soéylemistik. Holditceh zacf leaveamny kullanmamagtic. O,
bunun  yerine “kirigin Ardigik konumda kestidi nokta @ olsun”
demigtir. Bu termimoloji muhtemelen Newton tarafindan sunulmustur.

Teoremin ifadesinde dedinilmeyen ©nemli bhir husus da AB
kirisinin wuwzunlugu i¢in bir Ust sinirin gerekli oldufundan
sGzedilnemesidir. Bu eksikligi gidermek icin kenarlari 1 ve 2
vzunluklu bir KLMN dikdértgeni boyuncaﬂ? uzunluklu bir AB kirigini
hareket ettirelim ve kiris izerindeki bir D noktasinin geametrik
yerini inceleyelim (Sekil II.1.4). Kirisin uzunlugu, A ve B
noktalarinin dikdortgenin her bir noktasindan bit kez gececek sekilde
dikddrtgen boyuncAa kaydirilmaya uygun dedildir. AB kirisi Sekil
I1.1.4(a) da gdsterilen konumda haglar ve saatin dénme yodniinin

tersine hareket ederse B, L ye varincaya kadar A ve B nin her ikjside
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Sekil I1.1.4

dikddrtgenin Ust kenari boyunca hareket eder ve sonra B dikdortgenin
sol kenari {izerinde M ye kadar hareket eder (Sekil II.1.4(b)). B ug
noktas: N ye dofru giderken A ug noktasa dikdértgenin Ust kenari
Uzerinde K ya dofiru hareket eder (Sekil I1I.1.4(c)). Daha sonra
kirisin A ug noktasl K dan N ye dofru giderken B noktasi M ye dodru
geri hareket eder. Bitidn mimkin olan yoriingeler g¢izilene kadar
kirigin hareketine devam edilirse D nin geometrik yeri dart dodru
pargasindan (onlarin ikisi gakisiktir) ve dért gember yayindan ibaret
olur (D nin geometrik yeri Sekil II.1.4(d) de nokta ile belirtilmis
efri ile gdsterilmigtir).

gimdi  gedmetrik yer wve dikddortgen arasindas kalan bolgenin

alanini bulalim. Cember yaylara 45°1ik yaylari gorditklerinden, cember

yAaylarinin sinairladifiz toplam alan Z olur. Dikddrtgen igerisinde

meydana gelen V2/2 uzunluklu iki tane ikizkenar lcgenin Aalani ise

—%— dir. Bu durumda dikdéirtgen ve D nin geometrik yeri arasinda kalan
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bélgenin alan1—%ﬁ-+—1~ dir. Halbuki Holditeh'in formiline gire nab:i;

4

dir. Ohalde Holditch'in, A ve B ug noktalarinin o Uzerindeki her
noktaya bir kez isabet ederek her zaman ayni dodrultuda basit bir
sekilde hareket ettifjini kabul ettigini kabul etimig olmasi mimkindir .

Kirig uzunlugu igin bir Ust simir ibtiyaca —%E +y2=l elipsi ve
A=b=0,7, a=b=0,95 ve . aszbzl,1l hali igin D nin geometrik- yerini
gsteren gekil II.1.5 den de gdriliir. Bu durumda D nin geometrik yeri
Aa=b<l jgin basit kapali bir edri, aszb>l igin ise geometrik yer sekiz
seklindedir. Holditch Teoremi'ndeki sonug yAalniz a=b<1 igin sAaglanar.

Bu ornek Holditch'in, muhtemelen D nin geometrik yerini basit kapala

bir efri olarak kabul etmis oldugunu gosterir.

Sekil 11.1.5

Sonug olarak Holditeh kiris zarfinan gekil II.1.1 de tasarlanan
 basit tipten olmayacaginma gozden kagirdi. Ornedin, kare izerindeki
bir uzunluklu kirigi gbzdnlne alalim (Sekil 1I1.1.6). Kirigin hareketi

2,3 213
Ty =]

sonunda zarf efrisi bir kag daldan ibaret olur. Bjir dall'x
astroidinin ilk vyayidir. Diger dallar bu yayin (1,/2,1/2) nokasi
erafinda 90° 1ik dormesiyle elde edilir. Holditch'in ispat: zarfin
uygun hir tanimi gbzénline alinmak gartiyla sekil I1.}.6 daki durumu

kapsamak  Uzere mAanalandiralabilir. sekil II.1.6 kirisin orta

noktasinin geometrik yerini gostermektedir. Kare ve kirisin orta
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Sekil 11.1.6 1 Selil 11.1.7 i

noktAasinin geometrik yeri arasinda kalan bilgenin alanl-g— dir ve bu
Holditch Teoremine uygundur.

Holditch'in yaklagik olarak yaptifl kabulleri tam anlamiyla
Agikliga  kavugturmak ve onun  teoreminin  hangi gartlar Aaltinda
sajlandigini Aaydinlatmak igin teoremi yeniden dikkatli bir sekilde
ifade etmek istiyoruz. 11k olarak bazi tanimlarin yapilmAasi gerekir.
II.1.1 Tanim: x=x(t} ve y=y(t), 0%t€l, sirekli fonksiyonlar olmak
Uzere x=x(t) ve y=zy(t) paremetrik gdsterimine sahip olan diizlemsel
nokta cUmlesine egri denir [13].

I1.1.2 Tanim: t=0 ve t=1 igin ayni noktay: ;eren fakat bunlaran
digindaki t degerleri icin farkli noktalari veren efrilere basit
kapali =gri denir [131.

IT.1.3 Tamim: Bir basit kapali o egrisinin herhangi iki noktasi A ve
B iken AB dofiru pargasinin ig¢ noktalari o izerinde bulunmuyor yada
bitidn noktalari o UGzerinde ise bu o« egrisine kapalil konveks efrj

denirt [13].
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3imdi Holditch Teoreminin modern bir ifadesini verelim.
I1.1.1 Teorem: o, bir kapali konveks efri olsun. Bu egrinin a+b sabit
uzunluklu bir AB kirigi ug noktalari o (izerinde kalacak ve A=A(t),
B=B(t), 0%4t2l, olacak gekilde saatin dénme yoninin tersine hareket
etsin. [AD{=a olacak gekilde AB lzerinde bir nokta D=D{t) alsun. A8
kiriginin ¢=8(t), 04t41, dodrultman agisr, 8(1)=6{(0)+Z7 olmak Uzere
nin siirekli artan bir fomksiyonu olsun. D nin geometrik yeri 8 olmak
tzere, 8 basit kapali bir efdri olsun. Bu takdirde ¢ ve 8 arasinda
kalan bdlgenin alani wab dir.

Bu teorem bundan sonraki verecefimiz teoremin &zel hali

olduflundan ayrica bir ispatini vermeyecefiz.
I1.1.4 Holditch Teoreminin Genellestirilmesi

a nin konveks ve B nin basit kapali edri- olmasi kabulleri
Holditch'in sonucunda gerekli gdrilmesine ragmen bu gartlara
hafifletebilir ve daha genel bir formil elde edebiliriz. Bu durumda
ise Holditch'in: formGld bu genel formiilin.dzel bir hali olur.

11.1.4 Tanim: [u,v] aralifi dzerinde tamimli bir fonksiyon f(t)
olsun. Her {u:to<t1<...<tn:v} pargalanmasa igin

DR CRRICRRY

izl 1 1-2
toplaminin Ust siniri olacak sekilde bir M pozitif reel SAy1S1 VATSA
f ye [u,v] aralig:r Uzerinde sinarli salinimladir denir.
1I.1.2 Teorem: a , x=x(t) ve y=y(t), 0<t£l, paremetrik gdsterimi ile
bir kapali rectifiable egfri olsun. Sirekli simirliy salinamli g=6(t),
0<t£l, fpnksiyonu v bir tam sayi cimak Uzere 6(1)=6(0)+2nv esitligini
saglayacak gekilde verilsin. AzA(t) noktasi e Uzerinde olsun. a ile b
pozitif sayilar olmak Uzere a+b uzunluklu ve &=8(t) dodrultman agila
bir dofiru pargasi AB olacak gekilde B=B(t) noktasi verilsin. A dan A

mesafesinde AB nin bir noktasi D=D(t), 0<t<1, olsun. A noktas:i a y1



Gizerken B ve D nin g¢izmis oldugu egriler sirmsiyla g ve § olsun.
@ , g ve ¢ efrilerinin sinirladiklari alanlar sirasiyla
E; :éxdy, #% :éxdy, Edzéxdy

olmAk Uzere

-1 -
Fa_aﬁa{bF&+aF }-mvab (11.1.2)

©
dir.

Ispat: o nin rectifiable ve & nin sinirli salinimli donlisim olmasi
B ve ¢ min da rectifiable olmAasini gerektirir. Bdylece Fa, Fé ve
F5 tanimladir. 6(1)=e(0)+Znv sgarti, AB dofru pargasinin o Gzerinde
hareket ettiginde A noktasinin tekrar baglama noktasina geri

geldigi sonucunu verir. Burada v tamsayisi ise AB kirisinin dénme

Sayléldlr(géﬁi'lil,aj_ B. noktasa tarafindan olusturulan 3 efrisinin

v

Seldl 11.1.8
sinirladigi bdlgenin alani
Fszéxdyzé(x+bcose)d(y+h51ne)
dir.Burada
I:%xd(sjne}+cosedy ve Ilzécosed(sine)
olarak alinirsa
F_=F +bI+b21
8 8 1

olur. Benzer sekilde
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Fazfxdyzé(x-ncose)d(y—asjne)
veya
_ 2
Fa_F6~ﬂI+ﬂ I1
olur. Buradan ise
bFu+aFB:(a+b)F5+ab(a+b)Il
esitligi saflanar. I1 in
Ilzgcﬁszﬁdezn\;
cldugu gozénine alinirsa
-1 -
Fé- H+b{bFa+HFB} mvab
elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
| Eder « ve 8 .ayni1 efiri-ise (Holditch'in orjinal ifadesinde oldudu
gibi) bu takdirde (I1.1.2) jifadesi
FQ:Fa-—ﬂ\;r—\b (11.1.3)
olur. Burada v=1 olarak alinirsa
FG:FG—-nr-ab (11.1.4)
elde edilir. Ayrica & nmin basit kapali bir egri oldugu kabul edilirse
(II.1.4) denkleminden teorem (II.1.1) yeniden elde edilmis olur.
3imdi bu teoremle ilgili birkag Srnek verelim.

- 1I.1.1 Ornek: Sekil 11.1.9(a).daki piston Uzerindeki D noktasi tara-.

findan olusturulan yériingenin alanini bulunuz.

()

Sekil 1I.1.9
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Lozlim: Pistonun hareketi ile A noktas: agafl yukari dofjru hareket

eder ve bidylece A nin §izdigi o edrisi rectifiable bir efiridir.

Teorem (11.1.2) den ve gekil I11.1.9(b) den

I ==L (b +al } -rvabz— {Osanrl)o0ef oy
§ a+h o R a+h a+h

2

olur. Burada r, B nin ¢izdigi gemberin yaricapidar.

I1.1.2 Urnek: Bir iiggen ve bu Uggenin herhangi bir ylksekliginden
daha kisa olan bir dofru pargasi verilsin. D noktasi dodru pargasini
A ve b pargalarina bdlsin. Dogru pargasi Uggen ilizerinde kalacak
sekilde hareket etsin. D nin geometrik yeri & olmak lizere § basijt

kapali bir edri olsun. Sekil I1.110(A) da gosterilen § ve iggen

arasindaki alan: bulunuz.

Alx )
Z?yz H
' A
i
sing|| D(ngyD)
b N ! 6 ’ -
(a) (b) BOGYy)

Gekil I1.1.10

Goziim: Onemli bir kisitlama olmayan a+b=1 oldufjunu kabul edelis.
F¢ gekil 11.1.10(A) da sol tarafta taranmig bilgenin alani ve 34 de
onun simiri olsum. Sekil II.L10(L) AR dodru pargasinin F& alanini
olusturduktan sonraki konumunu gSstersin. Bu gbsterim kullanilarak
agagidakiler bulunur.

xJ:cosa+sin6cot¢, xzzsinecot¢, yl=0, yz:sine
Ay, B we D noktalnri dofjrudag ve a+b=1 oldufundan

xD:axl+bx2, yD:ayl+hy2

yada



xD:acose+51necot¢, yD=b51ne
olrak yazailar. F¢ alani hesaplanirsa
Th N :
Fo :£¢xdy:{3Tacose+31nscot¢)d(51ne)+g:%%5t¢dy
integral alinip diizenleme yapilirsa

F¢: sz (ﬂ"¢)

olarak bulunur. Benzer sekilde Fy ve F, de

b At
FY: Fj,z} (1-v), Fy= 2] (n—=v)

olaralk elde edilir. Toplam F alani ise

F=Fy +F, +F = "zt’ (31— (¢+y+¥) ) =nab

seklinde elde edilir ki bu da Holditch Teoremini saglar,
I1.1.5 IR’ De Holditch Teoremi Varmidir?

Green Teoremi teorem (I11.1.2) nin ispatinda @dnemli bir unsurdur.
IR2 deki Green Teoreminin IR3 e genellegtirilmisi Stokes Teoremidir.
Stokes Teoremi ve teorem (I1.1.2) deki teknigin Aaymisi kullanilarak
IR3 de @, 8 ve & yiizeyleri igin

V= ;%B{bwl+avs}-u%g-ﬂb(ﬂ+b) (II.1.5)

seklinde bir formil elde edilecedini Umit ederiz. Burada & nin
sinirladigy kapali bir ylizey igindeki hacim Vazéxdydz (benzer sekilde
Vo ve Vgiginde gegerli), v IR’ deki AB nin ddrme sayisi, %;- birim
kiirenin hacmi ve |AB| sabittir. Fakat bu digince tahmin edilen sonucu

vermez. Bunu aksine hir Zrnek vererek gosterelim.

9ekil II.1.11 deki o, B ve & cemberlerinin sinirladiklari

Y

Sekil II.1.11
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alanlar sirasiyla o FB ve Fg olsun. Teorem (1I1.1.2) den

b Apr_ 2 b 2 A 2
FG— m FO: - EFB =TT ‘-m'ﬂ(r‘ﬂ) - _FHETI (I"l“b)
yada
b A -
6~ 7p Fom mpp fe=-mab
olur.

gimdi. benzer gekilde IR3 de o, B ve & kirelerinin hacimleri
sirasiyla V, , VB ve Vi olsun. (II.1.5) denklemi uygulanmirsa ve wv=1

oldugu kabul edilirse

3 (VG_ b y - =R VB):nrj— b ﬂ(r—ﬂ)s- a 1T(1‘+b)3

by a+h "o ;+b a+b a+h
yada
3 (v_- b V - 2y )=_3abrsah(a-b)
Oyt § a+h @ a+b B

elde edilir. Elde edilen bu son ifade T ye bagli olrak dedisir. Ya-
ni gikan sonug kirenin segilisinden bagamsiz defildir.. Bu ise IR?
deli durum ile geligir.. Ohalde IRB_'de‘1nuhtemelen Holditch Teoremi
yoktur ve benzer dislinceyle muhtemelen IR" de de Holditch Teoremi

yaktur [13].
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I1.2 DUZLEM KINEMATIGINDE STEINER FORMULUNUN GENELLESTIRILMES]

Jakob Steiner, hareketli diizlemin bir noktasinin sabit diizlemde
Gizmis oldufu égri trafindan sinirlanan kapali diizlemsel bélgernin
alaninin hesaby igin (1.2.19) formiling vermigtir.

Hrreketli ve sabit diizlemin noktalarini  segilen eksen
sistemlerine giire birer kompleks say1 ile gbsferebiliriz. £ hareketli
dizleminin bir X noktasina X:xl+jx2 ve buna kargilik E' de ise
X':xi+ixé ile gdsterebiliriz. E nin E' ye gore kapali hareketini

X'=Ur+xe’® (I11.2.1)

ile gisterecegiz. Burada U'z=U'(t) ve ¢=8(t) olacak sekilde t reel

paremetresinin fonksiyonlaridir. e dénme Acisinin t ye gdre tirevinin

her t aninda gf +0 oldugunu kabul gdeljm.
£ hareketli diizleminde X:xl+ix2, szl-ixz, S:sl-n»is2 Ve g:sl—js2
olmak Uzere (I1.2.19) Steiner formiliinden
szﬂv{xx—SY—§X}+FU (11.2.2)
yazilabilir. Gergekten;
szxf+x§
SR+§X:251xl+252x2
oldugundan (1I1.2.2) elde edilir.
Simdi
Ur=-Ue'® (11.2.3)

egitligi (I1.2.1) ile birlikte gozonine alnirsa P hareketli ve P°

sAabit  pol ncktalary igin E ve E! koordinat sistemlerine gdre

S1rAsiyla
. du . du!
=U-j ——— '=u .2.4
P=U-j g+ PrEUl+d T3 (11.2.4)

elde edilir. Gergekten (II.2.1) in diferensiyeli alinirsa

dX'=dU"'+i Xe P dere’ Cux
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olur. Burada sirUklenme hizinin sifir cldufiu yer pol noktasidir. Buna

gére
dU'+iXdee’®-p
veya
—dU
X= 2 .
ideel®

olur. (I1.2.3) deki U' deferi yerine yazilirsa

—y-q_; _du
P=X=U-1 U TE

elde edilir. (I11.2.1) den ve

-dur
idse’®

den.

Pr=X'zyr4j U
de

elde edilir. (11.2.3) ve (II1.2.4) birlikte g&zdnline alinirsa
Pr=(P-U)et® (11.2.5)
elde edilir. Gergekten

. ie
Pravie U = (aue?®), dlolen)

de
veya
v_. _du 18
P i J6
olur. {II1.2.4) den
dU_ _p.
1 —ag—‘-(P U)

degeri yerine yazilirsa (I1.2.5) elde edilir. Stejner noktasini

kompleks sayilar cinsinden

/pde _ _SPide . JP2de

S=s,+is,= = , 11.2.6
17927 Trge T Tras sde ( )
geklinde yazabiliriz. Burada
sPde=sUds, Jde=2ny ) (11.2.7)

dir. Gercekten
fPde=sUdp~1rdy

dur ve

t+T

IdU:Ult

:U(t+T)—U(t):D



olur. Ayrica

fde= S'E-FT

=8(t+T)-6(t)=2mv
olarak elde edilir.

simdi v=0 igin (I.2.19) ve (I1.2.2) formillerini tekrar ele
Rlﬂllm._P;pl+i92:IPde:fplde+ifp2de olmak {zere kolayca

szFU-{xlpl+xzpz}:F0- ~%4XP+XE}‘ (11.2.8)
oldufu gorilir. Gergekten;

F :nv{x2+x2}—x rpde-x, rp.dg+F

X 17727 71" 2°"2 0
denkleminde v=0 oldu§u g&zdniine alinirsa (11.2.8) elde edjilir.

E nin iki noktasi X ve Y olsun. Bu noktalarin E de ¢izdigi
yoringelerin alanlariy sirasiyla Fx ve FY olmak iizere XY dofru pargasi
Uzerinde bir Z noktasi alalim. Bu naktanin ybringe alamil da FZ olsun.
X, Y ve Z noktalari dofrudas oldufundan, X ve ¥ pozitif reel sayilar
olmak lzere

Z=2X+uY, A+u=l (11.2.9)
dir. (I1.2.1) den
| 2'=0'+2e’ 304U+ (4 v )l
yada
A SFNA | (I11.2.10)
olarak elde edilir. (1.2.19) formily (I.2.12) formilinden elde
edilmigtir buna gore (I.2.12) ve (I1.2.10) dan

Foz = FIAX'+uY', 26X +udy']

7772
VEeYR
A ! 1 o b 1
Axl+uyl 142+py2
[AX'+uY', AdX'+udY' )=
w1 1 ! \
Adxl+udyl Ad42+udy2

_2\"\'_\]\1 e b ] ] [} L] 2
=X (g d xzdml}+Ap{Aldy2+yldx2-x2dyi—yédxi}+u {yidyé—yédyi}(II.Z.ll)

den dolaya
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FZ“A FX+2AMFXY+p FY (11.2.12)

elde edilir. Burada

FXY:.ﬁ%_f[X',dY']+[Y',dX'] (11.2.13)

veya

Fyy= —%—I{xidyé-xédyi+yidxé-yédxi}de (11.2.14)
dir ve E deki X ile Y noktalarinin karma y&ringe Alanlara olarak
adlandiralar [ 14].

(IT.2.1) de (1I.2.3) yerine yazilirsa

X'=(x-U)e*® (11.2.15)
olur. E hareketli dizleminde sabit bir X noktasinin E' sabit
diizleminde gizilme hazi (II1.2.1) den

dX'=dU"+iXe 8 dg
dir. (11.2.3) den

dX'=3 (U'+Xe ) dg-duel®
olur ve (I1I1.2.4) den

dUe ®-ip g
dir. Burdan da

dX'=i(X"-P')de
olarak elde.édilir. Tekrér (I1.2.1) ve (11.2.4) ile birlikte

X '=3.(X"=P' )do=3 (X-P)e ®dq (11.2.16)
bulunur. Bu ifadeleri elde ettikten sonra (I1.2.13) ve (11:2.14)
formillerine tekrar donelim. (11.2.13) formilQ (I1.2.15) ve (II.2.16)
dan dolaya

Fay® = 0G0, 5= e® 1 [(v-0re?® 5 (xepye® o (17.2.19)
seklinde yazalabilir. Eger

[ne’® be’®)=[a, b)

(11.2.18)

[a, jb]:alb1+a2b2:-€%_(éB+ab)

olduklari g6z &nine Alanirsa (11.2.17) formulii
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-
|

XY_-j%-ﬂ(x-u)(V-F)+(§LU)(Y-P)+(Y-uj(§-ﬁ)+(V;U)(x-P)}de

yada

FXY

halini alir. E nin 0 orijin noktasinin ybringe alani

17

—— JOXY ) de- L SOV (U+P)+ (XaY) (U+P o+ —L- 7 (UBTP ) do

.1 - UpLD
FD_TI(U1p1+u2p2)de- 7 S (UP+UP)do (11.2.19)

oldufjundan ve (I1.2.6) ile (11.2.7) den

_ v Vaxy_ G (Y.Y
FXY_ 5 {XY4+XY=-(X+Y)S (X+Y)S}+FO (11.2.20)
yada
FXY:nv{xlyl+x2y2-(x1+yl)51—(x2+y2)52}+FD (I1.2.21)

olur. Burédan da tekrar X=Y halinde, FXX:Fx olmak Gzere Steiner
formulil elde édilir.

(11.2.12) formiline gdre, eder iki farkli X, Y noktas: igin Fyo
FY ve FXY yoringe alanlari biliniyorsa XY dogrusunun herhangi bir 7
nokktasinin Fz y&ringe Aalani hesaplanabilir.

Simdi E hareketli dizleminin 0 orijin noktasinin S Steiner
noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda S=0 ve FU:FS olacagindan

sznu{x§+x§}+FS

(11.2.22)
FXY:nv{xlyl+x2y2}+F5
olur. v>0, X£S ve X}Y icin
F>F Fo-2F, +F >0 (11.2.23)

X s X Xy y . .

oldufu kolayca gérilir. Gergekten;
2 2
FX—FS_nv{xl+42}>U
ve
Fo-2F +F =mv{(x -y )2+(w -y )2}\ﬂ
X TXY'y “171 t2 T2 Y

oldufiundan (I1.2.23) elde edilir. Daha sonra Schwarz egitsizliginden
Wl 2N 220 . 2_,. YN
(x1+42)(y1+y2)—(xlyl+xzy2) _(xlyz—ylxz) >0

dir. Schwarz egitsizligi ile hirlikte

2 2
FX—FS-H\){,(..[+4<2}
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2 7.
FY-FS-nv{yl+y2}
FXY—FS:nv{xlyl+x2y2}

egitlikleri g&z8niine alinirsa

- oF ) F %
(Fy=Fg) (Fy-F ) (ny F)2o (11.2.24)
yada
2 -3
FXFY—FXY_FS(FX+FY—2FXY) (I1.2.25)
olarak yazalir. FS>U olaral kabul edilirse (II.2.23) den
2 _
FyFy=Fyy>0 (1I.2.26)

olur.

v<O igin benzer denklemler elde edilir. Burada genellikle
egi{sizlik igareti tersine ddner.

Buraya kadar imkansiz olan - v=0 durumunda T periyoduna sahip B
kapalil hareketinde S Steiner noktasi olugmaz. Buna gire karma yoringe

Aalani olarak adlandirlan (11.2.13) formilii

Fyy® _;}rf(uﬁmp)da_ % FUXHY ) (UP)+ (X+Y) (U+P)) d &
yada
R B e
Fyy=F o= = {06V BHETE ) (11.2.27)

olarrk yazilair. Burada
(X+Yl§+(7#71E:2{(x1+y1)91+(x2+y2192}
egitligi gOzdnine alianirsa
=F - L ¢, .
Py = o= 3 {(ml+yllpl+(42+yzlpz} (11.2.28)

elde edilir ki X=Y halinde tekrar (II1.2.8) elde edslir. Simdi

FX_ZFXY+FY=O (I1.2.29)
ve

d(FiY—FXFY)=(Fx~FY)2:{(x1~y11p1+(x2-y2192}220
oldugundan daolaya

FiY"FXFYEU (I1.2.30)

elde edilir.
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sindi varsayimlarimiza bazi jlaveler daha katalim. X$Y olmalk

Uzere FX:FY olsun. Bu takdirde yériinge alanlar: esit eclan noktalar §

Steiner nokta merkezli cember Gzerinde bulunurlar ve (11.2.23}) ifadesi
FX—FXY>D (I1.2.31)
olur.Buradan da (11.2.25) den
», .
FX+FXY..2FS , (11.2.32)
elde edilir.

v=0 halinde kapali B hareketinde X+Y ve FXYzFX olmasi halinde
(II1.2.30) da esitlik hali gegerlidir.

E  hareketli dizleminde bir XY dofjrusu Uzerindeki bir 7
noktasinin ifadesinde a+u=1 parametrelerinden faydalanmigtak., A =1-p
olmak Uzere

Z=(1-H)X+uY
dir. (II.2.12) den dalaya

F :(I-U)ZF +21(1-u)F +u2F
rAR X : XY Y

olur. Buradan sonra XY dogrusu Uzerinde Z:Z0 noktalari jgin Fz

alaninin  en kilglk oldugu deger hangisidir sorusu akla gelir.

dF; .
=0 dan, v>0 durumunda u igin
du
VI o 1mwF 2(1-2u)F,,, +2uF =0
oy o 2UmwE s Z(1-20)F o 2uF
veya
*FX+UFX+FXY—ZUFXY+uFY:U ‘
olur ve buradan
Lo ExPxy
o~ =
Fy ZFXY+FY
elde edilir. (11.2.23) e gére

2
d%F
gz =2(F 2R (4F )50

olur. Bu durumda XY dodrusu Uzerinde Zo:(l—uD)X+uOY ile minumum y8rin-

ge alan FOF -F
F,= 2L XY g

Zg FX—ZFXY+FY
olarak elde edilir.



II1.3 STEINER KITLE ORTULMESINDE KUTUPSAL ATALET MOMENT i

Dizlemde kapali hareketlerin yorlinge efirilerinin kutupsal atalet
momentlerinin hesaplanmasz, ybringe efrileri tarafindan sinirlanmig
olan bdlgelerin alanlarinin hesaplanmasina benzer olarak yapilar.

l-parametreli kapali B=E/E' hareketi (II1.2.1) ile tanimlansan.
E' sabit dizleminin 0 crijinine gore E de belirlenen sabit hir X
noktasinin Steiner anlaminda dg kitle elementi jle ortdlen (X}
egrisinin kutupsal atalet momentini hesaplayalim. E de belirlenen bir
X noktasinin 0' orijin noktasina olan uzakliginin karesi

| X'Y':xi2+xé2
dir. (I1.2.1) ve (I1.2.3) den
XK =XX-XU-KU+UT (11.3.1)
elde edilir. E hareketli dizleminde X sabit bir nokta olmak Uzere X
in yéringesinin de kitle drtiilmesinde E sabit dizleminin 0' orijin
noktasina gére kutupsal atalet moment;.
T =rX'X"da

dir. Bu (I1.3.1) ile birlikte gdzdniine alinirsa

T =279 {XX-X5-X5}1+T

X (11.3.2)

]
elde edilir. Burada TD E hareketli diizleminin 0 orijin noktasinin
Gizmis oldufu edrinin E' nin 0" orijin noktasina ggre kutupsal atalet
momentidir ve

Ty=sUlde
dir.

"X noktasinin J.Steiner tarafindan elde edilen yoringe efrisinin
sinrladiga Fy Alanini  veren (I1.2.19) ifadesi ile burada elde
ettigimiz  (II1.3.2) ifadesi hemen hemen ayni sgekildedir [15]
(1.2.19) ile (II.3.2) karsilagtirilirsa

Ty=2(Fy-F 3+ (11.3.3)



elde edilir.
3imdi E de sabit X, Y noktalarini ve bunlarin clusturdudu XY
dofru pargasi (zerindeki bir Z noktasini ele alalam. Z noktasinin
yorungesinin kutupsal atalet momenti
T,=/7'7'de
dar. (I11.2.10) dan
T :AZT +Z22uT +u2T (II.3.4)
Z X XY Y
olur. Burada TXY:TYx olmak Uzere
Tyy=/ (XY 14Xy ) de (I1.3.5)
dir ve X ile Y noktalarinin yﬁrUngelerinih karma kutupsal atalet
momenti olarak adlandirilar [15].
TXY ifadesini E nin koordinatlarina gére ifade edelim. Bu
durumda (I1.2.1) den
TXY:f{(U'+Xeie)(U'+Ve_ie)+(ﬁ‘¥§e_ie)(U'+Yeie)}d6
olur. (I1.2.3) ve (II.2.6) ile birlikte
TXYzﬂv{xV¥7Y_(X+Y)§-(¥+V)5}+TD (11.3.6)
olarak elde edilir. (II1.2.20) jle (II1.3.6) karsilastirilirsa
(I1.3.7)

Tyy=2(F =)+

Xy~ 0

oldugu kolayca gérilir.
Eger E hareketli diizleminin 0O orjjinlnokt951 S Steiner noktasi
olacalk sekilde secgilirse
TX=2nvx¥+TS
ve (I1.3.8)
Teysme(XV+XY)+T,
esitlikleri bulunur.
3imdi ytringe alanlari igin yapilan irdelemeleri ydringelerin
kutupsal atalet momentleri icin de yapalim. Buna gire v >0, X35 ve
X$Y igin

T,>T

nare TX-ZTXY+T >0 (11.3.9)

Y



O

yada

2
TX—ZTXY+TY_2Hvd >0

dir. Burada

d%=(Y-X) (F-X)
dir. Yani d, X ile Y arasindaki uzakliktar. Bdylece karma kutupsal
Aatalet momentinin defigik bir ifadesi olan

_ 1 2 _

TXY'-TT—{ TX+TY}—ﬂvd (11.3.10)

verilebilir. (I1I1.3.3) ve (II.3.7) den
2

TXY_TD+FX+FY~2FU—ﬂvd (I1.3.11)

elde edilir.

TS>D igin Schwarz egitsizliginden dolaya

2

1.7 XY>

X'y
dir. Gergekten degerler yerine yazilip hesaplanirsa

2 22 Vi 2
T Ty~ Txy=7 ¥ (2x0y,-23,y ) +273T¢d >0

olarak bulunur., (II.3.8) den

T,.,>0

Ty-Te=2mvXX
TY—TS:ZHvYY
TXY-TS:wv{X7+RY)
egitlikleri yazilabjleceginden
. _ 2,
(TxTg) (Ty=Tg)-(Ty -To) 720
egitlifi bulunur. Buradan kolayca

XY XY

oldugu gBrilir.

23
TyTy-T _TS(Tx-gTXY+TY)>U

imdi tekrar (11.3.4) ifadesine dnelim ve A+u=1 olumak (izere
gerekli hesaplamalari yapalam., (11.3.4) de A=l-u dederi kullanilirsa
2 2
TZ—(I-M) TX+2(1—H)UTXY+U TY
olur ve (I1.3.10) dan

TZ:(1-2u+u2)Tx+2(n~u2){—%— (TX+TY)-—TNd2}+u2TY



veya
AT 4T ~Zhpmvd? (11.3.12)
Z X Y
olarak elde edilir. (11.2.23) den alanlar igin
FX~ZFXY+FY:nv{(xl—y1)2+(x2—y2)2h=nvd2
veya .
Fyy= = {F 4F —rvd?) (11.3.13)
XY™ 2 Xy
dir. (I11.3.12) de oldufu gibi (I1.2.12) de =1- konumu yapilarak

(I1.3.13) degeri yerine yazilirsa

+uf -lunvdz (11.3.14)

FZ:}\ FX y

olarak yazalar.
simdi bir an igin X, Y ve Z nin E hareketlj dizleminin birinej
koordinat ekseni tzerinde oldugunu kabul edelim ve
d={XY|, az|zv|= d, b=|XZ|= d, A+h=d

olsun. Bdylece (11.3.12) ve (I1.3.14) den

TZ:'7§_{HTX+bTY}-2ﬂva | (I11.3.15)
ve benzer olarak
Fzz-j%—{HFx+bFY}—wvab (11.3.16)

olarak elde edilir.

simdi Holditch Teoreminde oldugu gibi hir B kapali hareketi
esnasinda d=a+b sabit uzunluklu bip kirigin X, Y ug noktalaryi hir
konveks kapali edri  meydana getirdigini dislinelim. Xy doGirusu
lizerinde [XZ|=a olacak sekilde bir nokta 7 olsun., B  kapala
hareketinde donme §Ay1s1 v=1 olsun. Bu durumda

TX:TY, FX:FY

olacafindan (I1.3.15) ve (II.3.16) formilleri
TmeZ:ZnRh, FX—FZ:nab (I1.3.17)

olur. Burada (I1.3.17) formiller; gerefiince Z noktasinin yoringesi

ile kapali konveks egrinin kutupsal atalet momentleri Aarasindalki fark
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ve halka seklindeki bSlgenin alani hareketten bagimsizdir.
3imdi kutupsal atalet momentlerj igin v =0 durumunu ele alalim.
Bu takdirde
TX:TU—XIUds-XIUde
dir. (I11.2.7) ve P=rPde konumu ile
TX:TO—{XE+XP}
dir ve benzer: olarak
=T - L P+ (X+V
xy=Tg~ =7 {X+Y)P+(X+V)p}
ifadesi elde edilir. v=0 durumunda (I11.3.10) dan

T

_ 1
| TXY"TT—{TX+TY}
olur. TX*TY igin
2 2
(TXY-TXTY)—(TX-TY) >0
olur.

Formiillerimiz wve sonuglarimiz agik hareketlerde de saglanar,
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11.4 DUAL ANLAMDA HOLDITCH TEOREMI VE KUTUPSAL ATALET MOMENTI

v donme sayil:r kapali dizlemsel bir B hareketi esnasinda F
hareketli diizleminde teshit edilen dofrudag X, Y ve 7 noktalarinin
yoringe alanlari igin (II.3) de

FZ: —%—{an+bFY}-nvab
ifadesi verilmigtir. Ayrica (I1.3) de, bu egrilerin E' sabit
dizleminin 0' orijin noktasina gire kutupsal atalet momentleri igin
alanlara benzer olarak

TZ: ~%—{HTX+bTY}—2nuab
formbli verilmistir. X ile Y noktalarinin gizmis oldugu edrilerin
Aayn1 oldugunda ise

TX—TZ:ZUva
oldugu gorilmiistir.

Simdi  dual durqmu inceleyelim. Burada E hareketli dizleminin
sAbit dofrularindan hareket edecediiz wve bunlarin kapali bir B
hareketj esnasindaki zarf egrilerinij inceleyecediz. CAUCHY' nin dogru
demetlerinin  zarflari hakkindaki  formillerin yardimiyla  bazi
formiller buluruz.

nce CAauchy'nin  dofiru  demetler; hakiandaki formUlleri elde
edelim {11]. E hareketl; diizleminde bir g dogrusu

X, COS¥+x,siny=h{y) (I1.4.1)
hesse (normal) formunda verilsin. g dofdrusunun E' sabit dizlemindekj
narmal forsu ise

xicosw'+xésin?':h'
geklindedir. (I1.4.1) de 0O° noktasinin (Ul’UZ) koordinatlari yerine
yAazilirsa

h :h—ulcos?-u251nw
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olur. Burada

y =y, dy'=dg
dir. Yani h ve vy dederieri sabittir. £' sabit dizleminde g nin zarf
egrisinin gevre uzunlugu

L=shde
dir [11]. Buna gére
1 29e

olur. P pol noktasi olmak iizere (11.2.7) den

Lg=fh'de=hfde-coswlu da-sinyfu

Lg:hfde-cosvfplde—51nWIp2de
elde edilir. P pol noktasinin g dofjrusuna olan uzakligi a olmak Uzere
a:h—coswpl—smwp2
olarak bulunur. Buradan
L =fads
g9
elde edilir. g do@rusunun S Steiner noiktAsina olan uzaklifas b olmak

uzere

_ [fads
T ide

dir ve buna gbre g nin zarf ejrisinin gevre uzunlugu

Lg:Z'!T\)h (I1.4.2)
gdsterimine sahip olur. Burada bu vi0 icin gecerlidir.

simdi jse Cauchy'nin ikinci formilinii elde edelim. E hareketli

duzleminde g dogrusunun ve (g) zarfinin defme noktasi X olsun. 0X=zx,
0'X=x", DP=p ve 0'P=p' olmak Uzere sabit ve hareketli dizlemlerdeki
pel edrilerini gizen P dnme poldnin her t anindaki hizlari Aayna
ocldugundan

dp=dp'
dir. X ncktasinin mutlak hiz: dx'/dt, siiriklenme hica drx/dt ve
rolatif hiza da dx/dt jse

dx‘:dfx+dx



baginisi vardir. (g) nin sinirladig: bﬁlgenin Alani

Fg:-%,r[)(' ,dX "]
dir. Burada

[X',dX']:[X'—P',dX‘]+[X'-P‘,dP']+[P',dP']+d[P',dXﬁ
yazilabilir. Ayrica

d{P',X']=[P",dX']-[X',cdP"]
ve

Sd[PIX' i=0
dir. Sindi Fg de X'-P'=X-P, dP'=dP ve dX':de+dX esitlikleri giz
onire alinirsa

o= 7 [Py eXIe - S[X-P,dX]+ 2 s [X-P,dP]+ —~S(P",dP"]

elde edilir. Ayrica

e

X—P:(xl—pl)el+(x2-p2)e2
de:{—(xz-pz)el+(xl-pl)ez}de
oldugundan
2 2,0, 2
[X-P,d X ]'{("fpl) +(,<2—p2) }de=a“de
olur. Bu esitlikte a, P poliniin g dogrusuna olan uzakligi oldufjundan
integrasyon alimaralk

2
£1x-P, dX J=rado=T,,

elde edilir ki buda d¢ kitle srtilmesinde (P) hareketl] pol edrisinin
g dofrusuna-gdre atalet momentidir. E hareketli dizleminde

£{P-X,dX] =/ [P-X,dP] =F

(P) pol egrisinin sinirladida alandir. Benzer sekilde

1 " dp" =
—5-JP7,dP] =F

de (P') sabit pol efrisinin sinirladig: alandir. Ohalde (g) zarf

egrisinin sinirladiga bdlgenin alani

F=F,-F +_L1 b,
o For I To/q (11.4.3)

olarak elde edilir.
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Cauchy'nin bu formdllerini elde ettikden sonra simdi dual duruma
bakalim. Projektif geometride verilen teoremlerin dualleri de teorem
oldufiu gibi yukarida dogrular igin elde edilen formiiller noktalar

igin de elde edilebilir, yani

S

x“FprFpr 7 Tpsx

olur. Burada Tp(x:fazde (P} nin E de sabit bir X noktasina gdre
4

F (I1.4.4)

kutupsal atalet momenti ve az|PX| de X in P ye:olan vzaklafjidair.

E hareketli dizleminin iki sabit parelel 995 9o dogdrusu B
hareketi esnasinda E' sahit dizleminde iki parelel edri olugtururlar.
Iki dofru arasindaki uzaklik 8y 9, ve g, nin P pol noktasina olan

uzakliklara sirasiylAa Ay ve Al S Steiner noktasina uzakliklar: bl

ve b2 olmak lizere A=A +6 ve b2=b1+6 dir. (I1.4.2) den

ngzfazde:f(al+6)de:falde+6fd6

yada

L =L +2nvs (I1.4.5)
9 9
olur. (P) hareketli pol edrisinin 9, dofrusuna giire atalet momenti

T :Iazdezf(ﬂl+5)2d9

/
P,gz 2

yada

+28L +2ﬂv62 (I1.4.6)
9

olarak elde edilir. (I1.4.3) formiliinden (92) nin sanirladigi alan

T =T
P/ P/
99 91

-
ng_FP' FP+ > TP,,.92
veya
F =F +sL +nv62 (11.4.7)

olarak elde ediliv [16].

E hareketli diizleminde sabit 9; ve g, dofjrusu bir X noktasinda
kesigsin ve aralarindaki agl ¢ olsun, g9, ve g, dodrusunun P pol
noktasina olan uzakliklari sirasiyla Al ve A, jle gosterilsin. Burada

|PX|=a olmak lzere
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2 2 2.2
al+az—2alazcosa_a sina (I1.4.8)

badintis: elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali

alinirsa

.2
T +7 -2D cosa=T_ , sin‘ (I1.4.9)
Pllgl P/gz P/glgz P/X

bulunur. Burada
DP/glézthlazde
integrali, (P) hareketli pol egrisinin 9, ve g, dogrularina gére

bolim momenti olarak adlandirilar [(16] . (II.4.3), (II.4.4) ve

(I1.4.9) denklemlerinden

. 2 2
Fgl+ng—DP/glQZCDSQ:FX51H a+(Fp-Fp) (1+cos’a ) (11.4.10)
yada
- 1 z
Fgl+ng"DP,’glg2CDSG'ZFX_ 5= Tp sy (1+cos%e) (IT.4.11)

bafizntisi elde edilir.

£ hareketli diizleminde verilen 9, ve g, dogrusunun X kesisme
noktasindan gegen bir bagka dogru g5 ve bu dodrular arasindaki AgilAar
l+NE+73:O

olsun. E hareketli dizleminde bir 4 noktasinin 9; dofirularina olan

yj:§gjgp (i,j,k=1,2,3 dairesel permitasyon) olmak iizere ¥

uzaklig: qi:IQgil clmak izere

qlsin71+qzsin+2+q3sin73=0 (11.4.12)
bagintisi vardir. Burada Q=P veya (=S, yani q;="; veya qi:bi olarak
segilir ve integral alinirsa .

Lg151n71+L9251n72+L9351n‘%:D (I1.4.13)

elde edilir.

Buna gbBre iki dofrunun zarf egrilerinin gevre uzunluklarinin
bilinmesiyle, bu ortak nokta sAayesinde Uglnci bir dodrunun zarf
egrisinin gevre vzunlugju bulunabilir.

(I1.4.5) uzunluk Formili yardimiyla E hareketlj diuzleminde

parelel herhangi bir h dogrusunun zarf efjrisinin gevre uzunlugdu da



hesaplanabilir. h, X noktasina giire 93 dogrusuna parelel olarak

§ kadar otelenmig bir dofru olsun. Bdylece (I1.4.5) den

_ 1 . .
Lh— W {LQISJ.HT1+LQZSJ.HY2 }+27|'\J6 (II."-‘. 14)

elde edilir.

Holditch  Teoreminin  kabuliine dual kargilik su  gekilde
digiiniilebilir. £ger 9, ve g, dogrularinin zarf efrilerj ayni efri ise
0 ZAmAn,

L =L
%
olur ve dolayisiyla (I1.4.14) ifadesi de

B
L= 2% L nus (11.4.15)
h SJH(Y1+Y2) 94

olur. Bu ifadeyi sade bir gekilde yazmak igin

YUY
. . 1-°2
s cos —£
_ siny,+siny, 3 0s 7
Si”(Yl+TZ) cos 1%
2
oldufu kabul edilirse
L, =AL  +275vé (I1.4.16)
h g1
olur. Eder Lh:Lg +27v8 dederi yerine yazilirsa
3
L
93
—_ =
L
91 , |
olacagindan, Lg fL zarf egrilerinin gevre uzunluklar: orani sadece
30"

Y5 Agilarina bagladar. 9, ve g, nin ortak zarf yériingesi kendi ddnme
SAy1s1 sayesinde B kaprlia hareketinin v dénme sAy1s1nl belirtir ve
zarf egrilerinin edimi Zxy dir [lé].

"Elde edilen bu formiillere benzer olarak zarf efrilerinin atalet
momentleri ve alanlari icin de elde etmeye galigalim. (I11.4,3) ve
(I11.4.4) den dolay:r ve Q;=A; igin (II.4.12) elemanter bagintisina

dayanarak iki tane formil elde edece{iz.

2
sj.nZY1 sin Y2 sinY1 sinT2
1- - i =2 - casy
51N Y3 s1n T3 81nY3 51nY3




bagintisinda
siny.,

Az — 2 i=}l,2
2 sinys

gosterimi yapilarak

2 .2
l—Al-AZ_ZAJAZCOSY3

egitligi elde edilir. (II.4.12) de 9;7R; oldugu kabul edilirse
—ABSinYB:alsinYl+92

olur. Her iki tarafin karesi alinip 8 vya gore integral alinirsa

2 2
=ATT +A, T +2A.A.D (I1.4.17)
/ ' / /
F’;g3 1 P,l_:;_1 2 P,g2 172 P,glg2

elde edilir. (I1.4.3) ve (II.4.4) ifadeler; (11.4.17) de gbzéniine

sinY2

T

alinirsa

2 2
Fg}'Angl+A2ng+(FP'-FP)2A1A2COSY3+A1A2DP/9192 (1I1.4.18)

bulunur. Buradan (1I.4.9) yardimiyla

SlHZYlTP/91+81H2Y2TP/g;Sln2Y3 TP/93+281n7151nY251n73TP/X=D (11.4.19)

elde edilir. Bdylece (I1.4.3) ve (II.4.4) den

81n2yng1+51n272Fg2+51n2Y3F93+281n7181n7281nYB(FX+FP,-FP):O (11.4.20)
esitligi elde edilir.

simdi tekrar Holditch Teoreminin kabullerine uygun olarak g9, ve
9, zarf egrilerinin sinmirladifa bdlgelerin alanlarinin egit olmasina
istiyoruz. Bu durumda F_ =F  placadindan (I1.4.3) den T =7

g 91 9 ’ Play  Pla,
clur. Bdylece (11.4.19) ve (I1.4.20) ifadeleringe sirasiyla Fg :Fg

I =2

ve TPfgl:TP/gz oldggu gozenune alinirsa zarf edrilerinin alanlariy ve
atalet momentleri i¢in Holditch Formgliniin - karsiliklar:i olan

formiller elde edilmig olur. Bu ifadeler elde edilen ygringelerle

birlikte pol efrilerine de bagladar.
11.4.1 Kinematik Fonksiyonellerin Simiflandirilmasa

Simdiye kadar B=f£/F' kapali hareketi esnasinda elde ettidimiz
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kinematik fonksiyonellerin cimlesini KF ile gosterelim. Bunlarin

siniflandirilmasing AgAafrdaki gekilde yapabiliriz.

KF Uzerinde sadece B hareketine bagli  olan kinematil

fonksiyorneller E ve E' diizleminde sadece B sayesinde belirlenmis olan
ve geometrik olarak teskil edilen kavramlardan elde edilen
fonksiyonellerdir. Bunlar birbirj Uzerinde yuvarlanan (P) ve (P') pol

L F, ve F v.b. dir. S ve S' Steiner

P> P TP P

noktalary (P) ve (P') pol efrilerinin Aagarlik merkezleri oldugundan

egrileri ile ilgili olan L

burada ayraca belirtilmemistir.

B hareketinde nokta dogru v.b. gibi elemanlarin ybringelerj ile
ilgili  kinematik fonksiyoneller ise Lg’ Fg’ FX ve TX/P gibi
fonksiyonellerdir.

KF Uzerindeki karma Kkinematik fonksiyoneller ise B kapali

hareketini belirleyen (P) ve (P') pol egrileri ile E ve E' nin

elemanlari tarafindan belirlenen T gibi kinema-

D
‘a? !
P/g P,glg2

tik fonksiyonellerdir.
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II.5 HELISEL EGRILER VE DUZLEM KINEMATICI

Uzayda bir K gatisina gdre bir k helisel egrisinin, helisel
eksen dogrultusunda bir: dik izdlginle diizlemde . incelenmesi aslinda
bir X noktasinin belirledigi OX vektorinin taradigd1 bslgenin yiizey
alaniman  incelenmesine benzer olarak yapilir. Efer K gatisina
olusturan baz vektérlerinin olusturmus oldugu yoringe egrileri
dizleme izdUslrilduginde bir dozlemsel hareketin yé&riinge egrileri
olarak diglnllirse o zaman J.Steiner'in formilleriyle ilgili
teorémler ve uyarilar helisel egriler lizerine uyarlanabilir,

‘Bir igin demeti veya Ué boyutlu projektif uzayin lineer 1sgan
kompleksi PLUCKER dofru koordinatlara yAardimiyla belrlenebilir.
Projektif uzayain 5 dogrularindan meydana gelen bu olusum bir Uklid
vida hareketinin ybriinge normallerinin tamami olarak disiinilebilir.
$imdi S.LIE'nin [17] de yaptigy gibi bitin tegetleri 1510 demetiné
Aait olan dizgin uzay egrilerini gozonine Aalalim. Bu helise] egriler
ilging ©&zelliklere sahiptir. (Grnedin her noktasindakj oskilatsr
dizlem, bir P noktasinin normal dizlen egrileriyle 6rtilir. Helisel
edrilerin bilinen &rnekleri vida ejrileri olarak da deferlendirilen
Uglncl dereceden uzay egrileridir. Kartezyen koordinat sisteminde
z-ekseni bir vida ekseni olarak secilirse o zaman'P(x,y,z) noktasinda
(dx,dy,dz) vektdri dogrultusunda

xdy-ydx=cdz (I1.5.1)
PFAFE diferensiyel denklemi helisel efrileri sajlar [18). Burada c ,
c>0 oldufunda helisel pAarametre, c<0 oldugunda da vida
pAarametresidir.
(I1.5.1) de diferensiyel denklemi verilen by egri, x=x(t),

y=y(t}, toététl, olmak iizere C'-sinifindan diferensiyellenebilirt bir
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edri olsun. (II.5.1) de.integral alinmasiyla

z

—lw-ft(xdy—ydx)+z (11.5.2)
© i o

elde edilir. Geometrik olarak bu z=0 dizlemidir ve K gatisinin
belirlenmesiyle k helisel - edrilerinin gAatisa clarak
defjerlendirilebilir, zZ, integral sabitinin deﬁigtirilmesiyle K
¢atisinin bAaz vektdrlerine iliskin helisel egrilerin bir sinify elde

edilir.

(11.5.2) de integrasyondaki xdy-ydx ifadesi

X dx| |1 0 0
xdy-ydx= =11 b X+dx
y dy| 11 y y+dy

seklinde yazilabilir. Bu elemanter AnAlitik gqeometri formillerine
gore kdgeleri 0, X ve X+dX olan Uggenin yizey alanina egittir. Burada
x=0X yer vektdril ve x+dx de komgu noktaya ait bir yer vekt8ri olarak

diglnilecektir. Biylece

c 1t
—— £2-24)= —§—-£0(xdy—ydx):FDX

ifadesi OX vektdrii tarafindan taranan bélgenin  alani  olarak

(11.5.3)

deGerlendirilebilir. Eder (I1.5.3) de z-z =z, denilirse o zaman

c -
hﬁ—-ZX_FUX (I1.5.4)

elde edilir. Bunu bir teoremle ifade edelim.

11.5.1 Teorem: Dizlemde bir OX vektorlnin taradig: bélgenin alani, K

¢atisina gdre bir k helisel edrisine Aait z, farkinin —%%— ile

X
cAarpilmasiyla elde edilir.
Simdi z=0 dizleminde k ¢rtisimin baz vektsrlerinin olusturmusg
olduu egriyi bir dizlemsel harek;tin yéringesi olarak jfade
edecefiiz. Burada z=0 diizleminin E hareketli ve E' sabit diizlemleri

tarafindan katly olarak Ortiuldigini  distinmemiz yeterlidir., E

hareketli dizlemi {D;xl,xz}, E' sabit dizlemi de {O‘;xi,xé} koordinat
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sistemiyle belirlensin ve E hereketli E' sabit dizlemi {zerine
yerlestirilsin., E nin E! ye gbre donmesi g dénme agisi ile
belirlensin, $imdi asafidaki kolon vektdrlerini gdzdnine Aalalim;

E' sabit diizlemine gtre

! u
0'x=| * , 0p=| !
x1 T

2 s

E hareketli diizleminde jse

u
0X= :l, 00'- 1
X U,
olsun. E deki bir X noktasi igin
cos8 —-5ing
0=
51n8 cosg

bir ortogonal matris olmak {zere

! X u! X =U
1:52 l+[l:9 17

X X

t

2

t

X9

24 L 2742

ifadesi yazalabilir. Ayrica
u, u

l:--Q
u

1

Yo

dir. Eder 6 ve Uss i=1,2, tanmim b&lgelerinin tamaminda t reel ZAaman
paranetresine gbre diferensiyellenebilir tonksiyonlar jse E/E!
hareketi ani dtnme olarak gézénine alinir. & AgisAal hizy ig¢in é:g%—$0

olsun. E hareketli diizleminde P pol noktasinin koordinatlar:
duy duy
et R P R A T

dir. E de teshit edilmis sabit bir X noktasinin yoridngs tedeti

[} f
dxlz-(xz—pz}de y dxzz(xl—pl)de
seklinde bulunur. Ayriea (I1.5.3) yardimiyla 0'X vektsrl tarafindan
taranan bdlgenin alani AagAgrdaki gekilde elde edilir:

FU'X: —%—-¢{x§+x§—291x1—232x2}+F (II.5.5)

0'0
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dir. Burada 0'0 vektdri tarafindan taranan bélgenin alani FU‘U olmak
lzere
2 0i0% £ (pyupep,u,dde, oz gfdeze(t)-alt ), 24 6x £E(p.au. )ds
0'0° 4 ""1717272 ’ ty o’ i ty 71T
o
dir.

I11.5.2 Teorem: A(al,az) merkezli cember dzerindeki XefE noktAalara,
Aym1 z, farkina sahip k helisel edrilerini belirlerler.
E/E' hareketi T>0 periyoduna sahip bir kapali hareket olarak

diglnilirst (I1.5.5) formuld (I1.2.19) formiiline, yani

Fo= ‘2+w2—2 (=28, %, 1+F

XTIV X G280 =28 % 1 4F

esitligine donUsir. (1I1.5.3) e gére

—%— [z(t+T)-z(t)]=F

olarak azilabilir. & gatisinin hareketi baglanga noktasinin
Y S ¢

X

segilisinden bagimsiz oldugjundan

HeHy =z (t+T)-2(t)= —%—-F (11.5.6)

X
ifadesi k helisel efrisinin hareket ylksekligi olAarak
Aadlandirilabilir [18]. Bu integral invaryantina gire FX>D ise HX
minumum  hareket yiiksekligidir. Teorem (11.5.2) yardimiyla E/E"
hareketinde S Steinmer noktasi igin agadidaki teorem verilebilir.
11.5.3 Teorem: 5(51’52)' merkezli .gember {zerindeki . XeE noktalarz,
Aynl H hareket ylksekligine sahip helisel edirileri belirlerler.

Simdi kapali helisel egrileri gbzonine Aalalim. Helisel edri ka-

pali oldugunda HX:D olacagindan FX:O olmak zorundadir. (I1.2.19) dan

21 . 2,
Z—ﬂ—v'FU—rD-O . (11-5.7)

2 2 2
(xlsl) +(42—52) =8)+8
yada daha agik olarak
2 25
[ude ) +{su de) 2Znvs(ugpy+u p, )de
dir. (I11.5.7) denklemi £ bareketli dizleminde § Steiner nekta

merkezli bir kD gemberinin  denklemidir ve bu gemberin noktalara

kapali helisel edrileri belirlerler. Eger rO:U ise ko nerkezine
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blGzillr ve S Steiner noktasi bir kapali kelisel edriyi belirler.
Biylece E hareketli dizleminin bir dofrusuy iizerinde bir kapala
belisel efriyi telirleyen en fazla iki reel nokta vardir. Buna gdre
su teoremi ifade edebjliriz.

I11.5.4 Teorem: Kapali bir helisel edri, helisel eksen dogrultusunda
bir dizleme dik projeksiyonla bir bolgeyi simirlar [18].

Bu ozellikleri saglayan helisel edri drneklerini W.Wunderlich
ortrya koymugtur[19],

(1.2.19) Steiner formiliine dayanan dizlemsel kinematigin
scnuglary bizi (I1.5.6) nin kullanilmasiyla helisel egrilerle ilgili
teorém ve formiillere g&tlrir.

E hareketli dizleminde AB dodru pargasi (izerinde bir nokta X
olnak Gzere (1I.3.16) da

_ _
FX_ 4 {bFA+HFB} nvab
formili verildi. A, B ve X noktalar: tarafindan belirlemen heljsel

ve H, olmak Uzere

egrilerin hareket yiikseklikleri sirasiyla HA’ H ¥

B
(II.5.6) min kullanilmasiyla

_ 1 ah
Hx_ - {bHA+aHB}—2wv z (11.5.8)

bagintisi elde edilir. Eder A ve B noktalari kapali helisel egrileri

belirlerlerse X in belirledigi egdrinin hareket ylksekligi
ab
C

Hx:—va
olur. X ve Y noktalari igin karma alan formiili (I1.3.13) de
_ 1 2
FXY_ —-2-— {FX+FY—?T\Jd }
seklinde ifade edilwmisti. Buna gire kD cemberi lzerinde X ve Y
noktasi igin karma alan FXY:D ise, X ve Y noktasinin belirledigi
helisel efrilerin Hx ve HY hareket yiikseklikleri igin (I1.5.6) dan

dolayz

2
d

HX+HY:2ﬂv
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egitligi bulunur.

E de dofdrudag U¢ nokta igin elde (II.3.16) formilu

kapala
olmayan bir E/E' hareketi icin de elde edilir ve
2 & 1
FO‘X_ 3 {bFU.A+FU,B}— —E—-Hb¢ (I1.5.9)

olarak bulunur. Buna gére, A ve B noktalarinin belirledikleri helisel

edriler sirasiyla k, ve kg olmak lzere (II5.4) ve (I11.5.9) birlikte
gbzoniine alinirsa

1

- _ _ab
ZX' -5 {b2A+HF } o

B ¢

egitligi bulunur.

imdi ise E/E' kapali hareketinde v=0 durumunu inceleyilim, v
. P y

=0
durununda E de

belirlenmis bir X noktasinan

yGringe Aalani igin
(11.2.8) de

FX:FD_{XLPI+K292}

formilh verilmistir. Buradan (I1.5.6) ile birlikte

_ 2 N
Hy=Hg o= 0GR +xap,!

elde edilir. Dogrudas A, B ve X noktalari igin (I1.3.16) ve (I1.5.8)
den dolayi

_ 1 _ 1
FX_ 5 {bFA+AFB} , HX_ 5 {bHA+aHB}
olarak yazilabilir.

Buna gore hareketli E diizleminin herhangi bir

dogrusu lzerinde kapal:i bir helisel egriyi belirleyen bir nokta daima
vardir. o
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II1.6 KINEMATIK DLARAK MEYDANA GELEN KAPALI YUZEYLERiN HACMI

Ug boyutlu Bklid uzayinin kapali hareketinde sabjt vzay R' ve
hareketli uzay da R olsun. R' ve R uzaylarini temsil eden koordinat

sistemleride sirasiyla {0';e!

l,eé,eé} ve {Dje

1°%2%3
<Bi,ej>:<ei,ej>:6ij s 151, j43,
olsunlar. R' ve R ayni sekilde yonlendirilmig, yani bir has ortogonal

ddniglmle birbirlerine donustiirilehilsinler. Buna gore

! €1
lalal —_
E'= 82 ve E= e2
1
€3 €3
olmak iizere
E=AET AAT:ATA:13 (11.6.1)

olacak gekilde bir A ortogonal matrisi vardir. R/R' hareketi tl, t2 Ve
t3 paremetrelerine bagl: olsun. Ohalde d dis tilrevi gostermek tizere
dE=dAE "+AdE!
clur. Burada
E'=A'E ve dE'=0
esitlikleri gbzonine alinirsa
dE:dAATE
e$itlidi elde edilir. Burada
dAAT:Q
denjlirse
dE=nE (11.6.2)
olur. Ayrica AAT:I da diferensiyel alinirsa
dAAT+AdAT:U
veya
Q+QT:U

olur ki buda @ nin antisimetrik matris oldufjunu gésterir. Ohalde
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Q matrisi
0 w3 -,
Q= W4 0 Wy
W - 0
bigiminde yazilir ve
del 0 Wy Myl
de2 =|-ws 0 Wil e,
de3 Wy —y 0 e
matris esitliginden
de._w e.-w.e (i,j,k:l,Z;B, dairesel permiitasyon) (I11.6.3)

k75 Tk

elde edilir. Burada W, ler PFAFF formlaridir ve integrallenehilme
sartlarinl saglarlar. A, l-formlar arasindaki Alterne garpam olmak
Uzere (I11.6.3) den diferensiyel alinir ve d nin 6zellidi kullamilirsa

d{de, )=dw e .+w, rde .-dw .e -w.rde. =0 (11.6.4)
1 b J k

k J Jk

olur. Burada (I1.6.3) gbzdniine alinirsa

(wjhwi+dwk)ej+(kawi—de}ek:U

elde edilir. ej ve e baz vekisrleri oldugundan

dw, =w. Aw .
ki

dwj:WPij ' : ' (I1.6.5)

dw. =w  pAw
i)k

olur. 83 hareketinin Gteleme kismi

0'0=zu= ule +u2e2+u e3

olmak lzere

d0'0=du-=o :clgl+czez+u3 3 (11.6:6)

dir. Burada tekrar diferensiyel alinirsa de =0, yani

de =do el+c Adel+dozez+52Adez+d03e3+o3ﬁd83:0

olur. (1I1.6.3) deki dederler yerine yazilir ve €,» €, ve e. lin baz

2z

vektdrleri oldugu qdzsniine alinirsa



dcj:ojAwP—cPij (i,j,k=1,2,3, dairesel) (11.6.7)

bulunur.

83 hareketine paremetre uzayinda bir kire ile baglantily G
bolgesi karsilik getirilsin ve kapaly yBnlendirilmis R=R(G)= G
ylzeyi tarafindan sinirlandiralmig olsun. Bu takdirde hareketli
" uzayin noktalara sabit uzayda, B3 yardimiyla elde edilen B2 kapal:
uzay hareketi esnasinda vyéringe ylzeyleri olustururlar. Hareketlj
uzayda tesbit edilmis bir nokta X ise

UX:x:xlel+x282+:<383
0'X=x'=D"'0+0X

(11.6.8)

olur. Sabit uzaya gore hareketli wuwzayin dénmesi w vektorii ile
belirlenir ve

WIW B+ Bt e (11.6.9)
dir. (11.6.8) den diferensiyel alinirsa

dx'=du+dx=g+dx
olur. Burada

dx:xldel+x2dez+><3de3
dir ve x vektdrel garpimi gostermek uzere (II1.6.3) den dei degerleri
yeriﬁe yazilirsa

dx=wxx (11.6.10)
elde edilir ve buradan

dx’ zo+wxx (IT.6.11)
bulunur. Bu vektdr hareketlj uzayin baz vektérleri cinsinden
dX':TlBl+T282+1333 ) (11.6.12)
seklinde yazilabilir. Burada

Ti:ci+xjwk—kaj (i,j,k=1,2,3, dairesel) (11.6.13)

dir.

BB hareketi esnasinda hareketli uzayda sabit bir X noktasinin
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meydana getirdigi yilizeyin hacim elementi.
dJ —T1AT2AT3 (11.6.14)

dir. W bir PFAFF formu olmak iizere Stoks'un
S aW= S
G R(Gy
genel formiline gdre bu integrale bir simar integrali goziiyle

. bakilabilir. Baylece

X

egitlidi gBzbnine alinirsa bu integral, hareketli uzayda bir X

szé dJ

noktasinin kinematik olarak meydana getirdidi yéringe ylzeyinin
hacmini verir. Eder (11.6.13) ifadesi (11.6.14) de yerine yazilar ve
integfalde yerine konursa Xg lere gdre bir kuadratik polinom elde
edilir. Ohalde

Jo=f 1

X 5 lATZAT3

ve burada
T{AT AT, %0 A02A03+(o Avl,y Avig ) x +(02Aw3Aw Ix +(o Aw Aw2)<3
+(01A02Aw2+01A03Aw3)x +(02 0 5AW3+0, R0 Aw. )<

+(03A0 (AW +0gho AW )< +(02AW2AW3 T AW AN )xl 5

+(c LAY AW ,=0 ijsz)x +(o Avighw ) =0 phv, hy Yy

3773 23
dir. Uygun bir oteleme ile X lere gére birincj, dereceden lineer
terimlerin katsayilari sifir, yani
61A02AW2+01 3AW3—U
2A03AW +0 AclAWl:U
03ha AW, +o gA a5hw, =0
veyAa
R L e (11.6.15)
olur. Benzer sekilde uygun hir donme jle de karigik terimlerin

katsayilari sifar, yani

UZAWZAWB—UIAWIAWB:U
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A h -G _Aw_A
Ul wl Wy 03 w3 w2 =0

OEAWBAWI—GZAWZHWl:U

VeyR
L o AW_Aw -0 Aw Aw, =0 (11.6.16)
G 1 1k 5T Tk

olur ve gerive

iy UIAUZAUB fgtrlAU 3+f (c Aw Aw3)‘< +f (czl\ )< +J‘ (o AW, Aw )<2

3123
kalir ki
Aj=£ chWjAWP (i,jsk=1,2,3, dairesel) (I11.6.17)
gbsterimi kullanilarsa
J.=J +A X +A Z A xz (I1.6.18)
X0 KotizXs o

elde edilir. Burada

ﬁ dJD—Io A02A03
olup dJD bareketli uzayin 0 orijin noktasinin yoringe ylzeyinin hacim
elementi ve JD da 0 nun ydringe ylizeyinin hacmidir [20]. Buna géite
AgAgadaki teoremi verebiliriz.
II.6.1 Teorem: Ayma JX hacmine sahip y@ringe yiizeylerini olusturan X

noktalari hareketli uzayda bir ¢ kuadratigi Uzerinde bulunurlar,

X

Farkla JX degerleri ig¢in de bu noktalar hareketli uzayda farkla
kuadratikler Uzerinde bulunurlar[20].

Hareketli uzayda iki tane farkly X ve Y noktasini birlegtiren
dogru ilzerinde bir Q noktasi alalim. Bu durumda Ay wpozitif sayilar
olmak Uzere

qi:Axi+uyi, Adpzl (11.6.19)
bafintisz yazllabilir. @ noktasinin ydringe yiizeyinin hacmi
2 2 2
JQ JD+A +A2q2+A3q3
dir. Bu ifadede (I1.6.19) giizéniine alinirsa
3,323 Dy, 4ul (11.6.20)
Q X XY Y U

olarak elde edilir. Burada
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Txy= Iy xSt A Y AR Y gty

olup X ile Y noktalarinin karma yoringe yiizey hacmi olarak

(11.6.21)

adlandirilir [19].

2
Iy=23y Iy =A (c1 yl) +A (<2 yz) +A3 (x5~ ¥3)
VEYA
Jy ZJXY+JY-EA(X -y, ) (11.6.22)
dir. Bu deger (II.6.20) de gdzénine alinirsa
) 3 2
JQ_AJX+UJY—A%EfH(xi-yi) (1I.6.23)

elde edilir.
Buna gdre hareketli uzayda X ve Y nokalari arasindaki D{X,Y)
uzakligini veren bir metrigi agagidaki sekilde tanimlayabiliriz:
2 3 2
D (X,Y)_%ElAi(xi—yi) (11.6.24)
Segilen X ve Y noktalara igin
3 2,
iz IAJ(XJ-Y.) 20
olup olmama durumuna gére ¢e=¥ 1 dederini alacaktir. Tanimlanan bu
metrik yardimiyla (I1.6.23) egitlini
2
JQ:AJX+UJY—5AUD (X,Y) (11.6.25)
seklinde yazilabilir. Hareketli uzayda XY dogru pargasi lzerindeki
bir Q nolktasi igin (I11.6.19) dan
D(X,Q)+D(Q,Y):D(X,Y)

bafintisa vardir. Efer

- _blg,Y) p= D{x,Q)
D(X,y) ’ T D(X,Y)
denilirse
_ 1
Ig BOCVY {D(Q,Y)JX+D(X,Q)JY}—eD(Xeﬂ)D(Q,Y) (11.6.26)

olarak elde edilir ve bu diizlen kinematiginde g¢ok iyi bilinen
Helditeh formiliniin genellestirilmesi olan forniile kargilik gelir {20).
Karma ydringe ylizeyinin hacminin geometrik yorumu igin Aayni ¢x

kuadriginin farkli X ve Y noktalarindan hareket edelim. Bu durumda



tecrem (11.6.1) den dolaya JX=JY olur. Efer P, Q nokta Cifti X, ¥ ye

harmonik ise bu durumda
SLILTERNS
olur. Diger taraftan (II1.6.21) den dolayi

AipiinJPu“JU

olur. Buradan jse

JPQ:JX (I1.6.27)

egitligi elde edilir. Buna gore agafidaki teoremi verebiliriz.
11.6.2 Teorem: ¢y kuadratiginin esglenik biitin P, Q nokta ¢iftleri

igin karma yéringe ylzey haemi JPQ’ ¢X lizerindeki bir naoktanin JX
yOringe ylizey hacmine esittir [20].

9imdi e, Uzerinde iki nokta X ve Y olsun. Buna gdre (I11.6.19)

X
dan dolaya 0 noktasi da ¢X uzerinde bulunur ve teorem (I1.6.1) gen
dolaya Iy =Jy= JQ olur. Bu (II.6.25) de gdzénine alinirsa

D(X,Y)=0 (11.6.28)
gAart1 ortaya cikar. Bunu AgAdida bir teoremle ifade edelim.
I1T.6.3 Teorem: (11.6.24) de tanimlanan  metrige gbre, bir ¢
kuadratiginin iki X, Y noktasi Aarasindaki uzaklik sifirdar [20].

$imdi  harekstli uzayda dogrudag olmayan Xy Y, Z noktalarin:

gozonine Aalalam. Bu Xy Y ve Z noktalarinin o}ugturmug cldudu diiz-
lemin bir Q@ noktasini

qi:xxi+uyi+vzi, A+u+v=l (II.6.29)
olarak ele alalim. (I1.6.18) e gore Q niin y8riinge ydzeyinin hacmj

2
JU JD+41q1+A2q7+43q3

dir. {I11.6.29) un kullanilmasiyla

.2 2 7 "
JQ_A Jx+u JY+v JZ+“AUJXY+2AUJXZ+ZHVJ y7 (11.6.30)

elde edilir. (11.6.22) ve (I1.6.29) ile birlilte

3
JQ_AJX+uJY+vJ —Aug A_(w —y ) -A%€1A (w —z ) -uvZ]A (y —Z )
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elde edilir, X:Xl’ Y:XZ’ Z:X3, A:Al, uzlz ve v:k3 konumu yapilirsa

(£1.6.24) ve (I1.6.25) den dolayi

3 3 2
JozEady =Tel h A DT(X, X, 11.6.31
0521 XiiJ:flJ i’ ( it J} ( )
olarak yazilir. Q noktasinin Xi ve Xk noiktalarindan gegen dogruya

gore dik izdislmii Qj olmak lizere

_ _D(@ Qi) '
A= 'BTQ;TﬁE) (11.6.32)

olarak ifade edilir. (II.6.26) formilinin bir genellestirilmesini
yapmak igin (II1.6.32) deki A, degerlerini (11.6.31) de yerine yazmak
yeterlidir [2f.

Xy Y ve 7 noktalarinin hareketli uzayda aAyni ¢X kuadrati-
gi  Uzerinde oldufu kabul edilirse JX:JY:JZ olacagindan teorem
(11.6.3) veya (I11.6.28) denklemine gore

D(X,Y)=D(X,Z)=0
olur. Buradan ise (I1.6.31) ve (II1.6.32) yardimiyla

D(Q_‘[_,QZ)D(Q]_,Q}) DZ(Y,Z) (I11.6.33)

JX-JQZEZB 0(v,Q2)0(Z,83)

elde edilir ve bu formil Holditch Teoriminin bir genellestiriluesi
olarak gbrillebilir [20]. Ohalde RgAQrdaki teoremi verehiliriz.
11.6.5 Teorem: Knpall Bz‘hareketi-eéna51nda hareketli uzayin farkla
1kl noktasinin ybriinge yilizeylerinin hacimlerj arasindaki fark veya ig
ige bulunan yidriinge yiizeylerinin arasindaki.  tabla gekilli vyiizeyin
hacni sadece (BZ de tanimlanan metrige gore) hareketli uzayda secilen
noktalar arasindaki uzakliga baglidar[20].

Harelketli wzayin iki X ve Y noktalarinin ybringe yilzey hacimleri
(I1.6.18) ve (1i.6.24) formiullerine gére

JX:30+leZ(D,X), JY:JU+52D2(U,Y)

dir. Burada €€y =¢, veyn:a:alz—e§'olnrak alinpmasiyla

e10%(0,x)-02(0, )}

2 2
JX—JY:ElD (U,X)—EZD (0,Y)= (11.6.34)

c10%(0,X)+02(0,Y)?
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olarak elde edilir. Burada 0 noktasl XY dofrusu izerinde kabul
ediliyor. Boylece teorem (I1.6.4) sadece {I1.6.33) denkleni igin
gegerli degil, (11.6.34) denklen; igin de gegerlidir.

Hareketli uzayin. .si1fardan  farkl: Xy Y," Z va: P noktalarinin
yoringe . yiizeylerinin hacmini bulmal igin kullanilan (11.6.18)

formiiline gbre

2 2 2
Al ‘2 xj JX—JD

.2 7 2

Y1 Y2 Y3 Yy -0

22 22 22 J,-J i

1 2 3 770

2 2 2

P Py P3 g

dir. Burada

X-xze 2e +x2e Y= 2e + 2e + 2e
I R R RS T TY181FY 8ty 38,
2-22 2 2 P= 2e + 29 + 2e
SE181T 48125853, P16 tP By tPe

gosterimi kullanilarak determinant son sutuna gdre agilirsa

CD:[X:YsZ]9 Cl:[Y;ZsP]’ C2=[X,Z,P], E3=[X,Y,P]

olmak Uzere

COJP+ClJX+C2JY+C3JZ:(CO+C1+CZ+E3)JD

lineer iligkisi ortaya gikar. Hareketli uzayin X, Y, Z ve P noktalara
sAabit uzayda ayna yiiringe yUéeyinj 01U§tururlnrsa

CD+Cl+C2+C3:U

gartl ortaya gikar.
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I11.BOLUM

KUTUPSAL ATALET MOMENTI

Bu  bdlimde tekrar efrilerin kutupsal atalet momentleri
Arasindaki  iliskileri inceléyeceqiz. Efrilerin kutupsal atalet
-momentleri igin (II.3) de kinematik olarak elde edilen baza
formUlleri farkli bir yéntemle tekrar elde edecegiz.

Bu kaisma elemanter bir problem ile baglayalim. 0 orijin
merkezli, r yarigcapli bir (G) gemberi iizerinde bir kirig D noktasa
tarafindan A ve b pargalarina bslinsiin. Kirig cgember (lizerinde 'saatin
donme yoniunin' tersine tam bir dbnne yAptig1r zaman, D nin geometrik
yeri bir ig gember ortaya caikarir (Sekil II1.1.1). D nin- geometrik
yeri-(§') olmak izere, (C) cemberi ve (C') gemberinin 0 orijin noktasina
gore kutupsal atalet momentleri arasindaki farka hesaplayalim. (C) ve
(C') nin O orijin noktasina gore kutupsal atalet momentleri sirasiyla

TC:;b}2d8=2nr2
ve
T[;,:Jf"zzde:anz
dir. Burada :(1I.1.1) esitlifji gdzénine Alinirsa
Tngg,:Zw(r2—22)=2nab (I1L.1.1)
elde edilir.

simdi gembere gtre daha genel bir egri olan konveks kapali bir
edri  Aalarak scnucun dogru kaldifani gbsteren AgAgrdaki teoremi
verebiliriz.

IIT.1.1 Teorem: o bir kapal:i konveks edri olsun. Bu efirinin a+b sabit
vzunluklu bir AB kirisi ug noktalari o Uzerinde kalacak sekilde iki
nokta A=A(t), B=B(t), 04t4l, olsun ve kirig saatin dsnme - y8ninin
tersine hareket etsin. AB Uzerinde [AD}=a, |DB|=b olacak sekilde bir

nckta D=D(t), D£t€l, olsun. a+b sabit uzunluklu AB kirisinin e=e(t),
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02t£1, do§rultman agisy 6(1)=e(0)+27 olmak iizere t nin artan siirekli
bir- fonksiyonu olsun. D nin geometrik yeri g olmak izere, B basit
kapali bir egri olsun. Bu durumda o ve B min O orijin noktasina gére
kutupsal atalet momentleri arasindaki Fark 2rab dir.
Ispat: « nain O orijin noktasina gidre kutupsal atalet momenti
2 2
Ta"ﬂx(xA+yA)de
yada
2 2
Tu_ﬁ (AB+yB)da
dir. s=a+b olmak lzere gekil I1.1.7 den
2 2 2 : 2
Ta—'%(x8+y8)de_f&((xA+SCOSG) +(yA+351ne) Yda
veya
T =r (12+y2}de+25 J (x cosg+y sjne)de+szf de
o Ta TATY o A AT a
olur ve
ﬂ£xAcose+yAsine)de=—5n (111.1.2)
alarak elde edilir. g nin O orijin noktasina gére kutupsal atalet
moment 3,
2 2 2 . 2
TB_IB(xD+yD)de_Ia((AA+acose) +(yA+a51ne) )ds
VEYA
T =T +2as (x cosg+y sine)de+azf de
B o a A AT @
olur. Burada (II11.1.2) ve
J de=2n
o
oldudu giizéniine alinirsa
T =T -2mab (I1I.1.3)
B «
olarak bulunur.
Bu teoremde o« konveks ve g da basit kapaly bir efri olmasina
ragmen bu sartlari hafifleterek daha genel olan Aagagidaki teoremi

vereniliriz.



11I.1.2 Teorem: x=x(t), y=y(t), 0<t<l, parémetrik gosterimi jile bir
rectifiable edri « olsun. Sirekli simirli salimimliy 6 =5 (t), D<t<],
fonksiyonu v bir tam say: olmak izere g (1)= 6(0)+2mv  esitligini
sadlayacak gekilde verilsin., A=A(t), 0€t£], noktasi « Uzerinde olsun.
A ile b pozitif sayilar olmak lizere a<b vzunluklu ve o= s(t)
. dofirultman agili bir dogru pargasi AB olacak gekilde her t igin
B=B(t) noktasi verilsin. A dan sabit hir a mesafesinde AB nin hir
noktasi D=D(t), D4t41, olsun. A noktasi « uzerjinde bulunurken AB pin
saatin dinme yoninin tersine hareketi esnasinda B ve D tarafindan
Gizilen efriler sirasiyla g ve § ile gosterilsin. Bu takdirde
Te= e (BT, +aT, ) -2mvAb (111.1.4)
dir.
Ispat: o nin rectifiable ve & nin sinirly salinimli déniisim olmasi
B ve § nin da rectifiable edri olmasini gerektirjir. 8(1)=8(0)+2nv
garty, AB dofru pargasinin o Uzerinde hareket ettiginde A noktasinin
tekrar baglama noktasina geri geldifi sonucunu verir (Sekil 1I1.1.8).
Burada v pozitif tam sayisi ise AB kiriginin dénme smyisidir. B ug
noktasi tarafindan olusturulan g efrisinin 0 orijin noktasina gore
kutupsal atalet momenti
7 TB:IB{x2+y2)de;% ((x+bcose)2+(y+bsine)2d8
yada “
TB:fé(x2+y2)de+2bIG(xcose+ysina)de+bzfsds
olur. Burada
| T:ja(xcoss+ysine)de » Tg=ls do
clrak kabul edilirse
TB:T6+2bT+h2Te
elde edilir. Benzer sekilde

2
Ta_TG—ZaT+a Te



olarak elde edilir. Burada
bTa+aTs=(R+b)T6+ab(a+b)Te
ve
TB:IG de=Z7v
oldugu g&zdnine alinirsa (I111.1.4) elde edilir ki bu da ispati
tamamlar.

Buna gire o ve 8 efjrilerinin 0 orjjin noktasina gire kutupsal
Aatalet momentleri biliniyorsa AB dogru PArgast Uzerindeki herhangi
bir noktanin olugturmug  oldugu - edrinin . kutupsal =" atalet : momenti
kolayca.. bulunabilirl-ve hu wedrilerin.. kutupsal atalet momentlerj

Tg- H%E {bTa+ﬂEﬂ:2ﬂuab
farki «  egrisinin segiliginden ve kirisin hareketinden badimsaz
olmakla birlikte sadece AB dofru pargasi Uzerindek; segilen noktanin
ug noktalarina olan uzakligina bagladar.

a=8 olmasi Gzel halinde

TazTé—vaﬂb
olur. v=1 olmasi halinde ise
Ta:Ta-ZﬁHb
olﬁr ki buda teorem (I1I1.1.1) j gerektirir.

ITI.1.1 Sonug: Alanlar ve kutupsal atalet momentleri arasinda

bEG+aFB-(H+b)F5 1

bT&+-‘-‘1TB--(F|+b)T(5 2

orani mevcuttur.

Ispat: Teorem (11.1.2) ve teorem (II1.1.2) den kolayca gorilir.
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