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1. BULOM
I.1 n-BOYUTLU OXKLID Uzavl E"
1.3.Y Yamam (Afin Uzay): Aqﬁ bir climle ve V de F cismi Uzerinde bir

vektdr uzayy olsun. Edfer bir

7 2AxA >V
diniigiimi P,QcA noktalary icin ¥(P,Q)=FlQ geklinde tanimlanmig ve
agagidaki iki aksiyomu sagdliyor ise A elimlesine V ile birlegtirilmis
bir afin uzAy Aadi . verilir.

- - _’ by -
AL, ¥ P,Q,ReA noktalar: igin PR=PU4QR dir.

L3

AZ. VY Ped ve ¥oe ¥ igin Fa:; olacak bigimde bir tek Q&d noktas:
vardir.
Fﬁ vektorinde P noktasina baglangic ve @ noktasina ug
noktasy denir. Ayrica A nan boyutu boyAsboyV olarak tanimlanar.
A bir reel afin uzay ve A ile birlegen vektdr uzaya da V

olsun. Eder V de bir

<, >Vxy >IR
ig-éarplm iglemi tanimlanirsa bu iglem yardimyi ile A da agi, diklik
ve uzunluk gibi metrik Bzellikler tanimlanabilir. Bfylece A afin
uzayi bir Oklid uzay: adini alir.
1.1.2 Tanam: E", n-boyutlu Uklid uzayinda bir nokta X olsun. E" de
bir afin koordinat sistemine gore X noktasinin koordinatlari
(xl,...,xn) olsun.

x,:E" —>IR

i
bilegenlerine e in i-yinel koordinat fonksiyonu denir.

IR"” standard reel afin uzay olmak {izere IR" de bir
<,>:IRMXIR™ — 1R

ig-garpimi ¥ X,YeIR", X=(x yeeesx ), Y2y yeenpy ) dgin



(’>(X’Y)=§f‘iyi
bigiminde tanimlanan ig-garpima IR" de standard ig-garpam veya Uklid
ig-garpimy denir. Standard ig-gacpamin tanimil oldugu IR" vektdr
uzayl ile birlegen IR" afin uzayaina n-boyutlu standard Oklid uzay:
denir ve E" ile gosterilir(Hacisalihoglu 1980).
I.1.3 Yanam (IR" de uzaklik Fonksiyonu):n-boyutlu bir reel ig-garpim
“uzay: V'ile birlegen bir klid uzayi E” olsun. Bir
d:E"xE" ——>1IR
fonksiyonu ¥ X,Y<E" igin, V deki norm §| , § olmak tizere,
d: (X,Y) ——=d(X,Y)=1{ XY ] ‘

bigiminde tanimlanan d ye E" in X ile Y noktalari arasindaki uzaklik
fonksiyonu Aadi verilir. En, n-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan bu
uzaklik fonksiyonuna E" de Dklid metrigi denir.
1.1.4 Tapam: Bir n-boyutlu reel ig-gAarpim uzayr V olsun. V ile
birlegen € tklid uzayinda siral: bir {PgsP s =-sP} nokta n4l—1isi
igin eﬁer{ﬁasl,.;.,ﬁa%n} vektor sistemi V nin bir ortonormal bazi
- ise (Pgs--+>P } ¢atisina bir dik ¢ata {veya Uklid ¢atisi) denir.
Boyle bir cgatida tamimlanan ¢ X, peesaX ) koordinat sistemine dik
koordinat sistemi (veya Bklid koordinat sistemi) &enir. Bu
sistemdeki |

xi:En ——>IR, 1£in
koordinat fonksiyonlarana Uklid koordinat fonksiyonlara denir.
1.1.5 Tamam (izometri): Eln veEzn, sirasy ile, V. ve V, n-boyutlu
ig-garpim uzaylari ile birlegen birer #klid uzaylar: olsunlar. Bir

fiE " —3E,

afin dindglimit Y o ,pe Vl igin

¥ (a),¥(8)>=%a,8>

olacak sekilde bir



' :Vl _>V2

lineer dénugimi ile  birlegiyorsa F ye bir izometri
(Hacisalihoglu 1580}
n dontiglimi izometri ise,

1.1.1 Teorem: Bir r:El“————>E2

. d(FCA),F(B))=d(A,B), ¥ A,8eE "

ii. f bire-bir ve tzerinedir;

denir

iii. E® ve E.7 Biklid uzaylarindaki dik koordinat sistemleri,

1 2

sirasy ile, {xl,...,xn] ve {yl,...,yn} ise f izomektrisi

A= aijﬂsﬂ(n) olmak Uzere

X y e .+ . A c X
1 1 11 i 1 1
) ——>1. = . - - .
y a e c X
n n L nn n n
] 1{ L ... 1 1

bigiminde ifade edilebilir (Hacisalihoglu 19840),



1.2 TOPOLDJIK MANIFOLDLAR

1.2.1 Tanim (Topolojij: X bir ciimle olsun. X in altciimlelerinin bir
kolleksiyenu g - olsun. T kolleksiyonu agadidaki OSnermeleri

safliyorsa ¥ ya X lzerinde bir topoleji ad: verilir (Hacaisalihoglu

1983)
T1. X,p¢%,
T2. ¥ 4,485 ==>AAAsK,

T2. Aiej-,, iel, U eg. "
I.2.2 TYapam (Topolojik Uzay): Bir X ciimlesi Uzerindeki bir?
topolojisinden olusan (X,Z) ikilisine bir topolajik uzay denir.’
I.2.3‘1Eg£g (Homeomorfizm): E”, n-boyutlu Oklid uzayinda iki agik
Altciimie U ve V olmak lzere
| f:U ————§V
fonksiyonu bire-bir, orten, siirekli, tersi var ve tersi. de siirekli
ise bir homeomorfizm adin: alir. Bu durumda U ilé V ye homeomorfik
iki alteiimle denir (Hacisalihoglu 1983).
I1.2.4 Tamam (Hausdorff Uzavi): X bir topolojik uzay olsun. X in.
farklyi P ve §Q noktalarz igin,bx de, sairasi ile, P ve Q noktalarini
igine alan UP ve UQ agik altcimleleri UPnUuzﬁ olacak bigimde buluna-
biliyarsa X topolojik uzayina bir Hausdorff wuzayiy denir
(Hacisalihoglu 1983).
! 1.2.5 Yanum (Topolojik manifold): M bir topolojik uzay olsun. M igin
}agagldakivﬁnermeler dodru ise M ye bir n-boyutlu topolojik manifold
veyAa kisaca topolojik n—manifol& denir (Hacigalihoglu 1983)
Ml. M bir Hausdorff uzayidir.
M2Z. M nin her bir agik altciimlesi én e veya £ in bir agik
altcUmlesine homeomorftur.

M3. M sayilabilir coklukta acik cimlelerle @rtiilebilir.

=



I.2.6 Tanmm (Altmanifold): E" in bir altcimlesi M olsun. Efer ¥ XeM
igin asafjadaki gartlar sajlaniyorsa, M ye E" in bir k-boyutliu
altmanifoldu denir;
i. Mde X aoktHSlnl ihtiva eden bir U agik ciimlesi meveut ve bir
VCE" agik ciimlesi ile U arasinda '

h:UCH ~—>V<E"
diffeomorfizmi vardir.
ii.  hUAM=VN(E x ©1)=yeV]y, , =...zy =0} yani h diffeomorfizmi
altinda UnM ile VA(E¥x 0 ) aynidar (Hicks 1974).
I1.2.7 Tanim: E" n-boyutlu Uklid uzayinin agik bir altciimlesi U olmak
izere bir

f£:0 —IR

fonksiyonunun k-yinca mertebeden bGOLOn kismi turevleri var ve
siirekli iseler f fonksiyonuna Ck sinifindan {k-yinci siniftan)

diferensiyellenebilirdir denir ve feCk(U,IR) ile gﬁsterilir.

'1.2.8 Tamm {Diferensiyellenebilir déniiglim): E", n-boyutlu Dklid uza-
ylﬁln iki agik altciimlesi U ve V olsun. Bir

F:t) —>V¥
X —-———->F(VX)=(F1(X),. ..,fn(}(})

fonksiyonu igin bitin
| Fi:U —>IR, 1£i#n
koordinat fonksiyoniarz Ck sinifindan iseler. F fonksiyonu da U dan
V ye Ck sinifindan bir fonksiyon olur ve
Fka(U,V)

ile gosterilir (Hacisalihodiu 1983).



1.2.9 Tamm {Tanjant uzAayl): n-boyutblu UOklid uzay: £" de bir (n-1)
manifold M olsun. PeM baglangigly bir PV vektori verildiginde
(P,V) ikilisine M nin P noktasindaki bir tanjant vektdrl denir ve
kisAaca VP ile gosterilir. P noktasindaki biitin tanjant vektérlerin
ciimlesi TM(P) olmak ﬁzere,.

(TM(P),Q,IR,-E,.,Q}
altilis1 bir vektdr uvzayidir. Bu uzaya M nin P noktasindaki tanjant
uzayyi denir ve kisaca TM(P) ile gdsterilir (Hacisalihaoflu 1983).
1.2.10 Taram {Vektsr alanlarinin uzay:): E" de bir (n-1)-manifold M
olmak Gzere , _ .

X:H-————BEMTM(P)

. P ——a—bx(P)zxpeTM(P)
seklinde tanimlanan X cperatoriine M Gzerinde bir vekidr Aalani denir,
dyleki,

FoX:M —DM
bir Gzdeglik donlgtmidir. Burada
| 'uégMTM(P) —>M
doniglimii l(XP)zP, XPeTM(P) seklinde tanimlanmigtir. M Uzerinde
biitiin vektdr alanlarinin cimlesi x(M) elmak ﬁzere;
{(x(M),8,IR,+,.,0}

altilis1i bir vekidr wuzayidar. Bu wuzaya M d{izerinde vektdr
alanlarinmin uzayi denir ve kisaca x(M) ile gbsterilir. |
1.2.11 Tanam (Diferensiyellenebilir egri): M bir Cﬁmanifold ve ISIR
bir agik aralik olsun. o:]——M déniigimi diferensiyellenebilir ise
aya M Gzerinde diferensiyellenebilir bir efridir denir (Matsushima
i972}).
1.2.12 Tanam (Adi tiirev): E" de bir ejri boyunca bir Y vektdr

alaninin tiirevi edrinin tedet vekttr alani T olmak tizere



KD -By
gseklindedir (Bootby 1975)
I.2.13 Yamam ( E" de hiperyzey): E", n-boyutlu tiklid uzayinda
(n-1)-boyutlu bir vyiizey veya (n-1)—yiizey diye E” deki bog olmayan
.bir M ciimlesine denir, &yleki bu M cumlesi

M= xeucg"|f:u SEFPIEE ey bir agik altcimle, £ regiler}

X ——————>F(X)=C
bigiminde tanimlanir. n>3 olmasi durumunda M ye bir hiperyiizey de-
nir (Hacisalihoglu 1983).
1.2.1% Yanim (Kovaryant tirev): E” de bir manifold M ve:M lizerinde
bir tanjant vektdr alani ¥ olsun. Y nin M tGzerinde bir o efrisi
boyunca kovaryant tlrevi, e nan hiz vektdrd &=T olmak Uzere

Y
t

Y _ =, &
) = Gt = Dg¥ = DY

o,

|

¥{

[

geklinde tanimlanir (Bootby 1975).

1.2.15 Tamm (Birim normal vektdr alani): E™ in bir hiperylzeyi M

olsun. x(MTL in bir ortonormal bazi {N} iselNlye M nin birim normal

vektidr alani denir (Hicks 1974). Bunlardan biri N} ise diferi {-N}
dir.

1.2,16 Tamm (Riemann manifoldu)}: M bir ¢ manifold olsun. M

iistinde vektSr alanlarinin uzayi x{M) ve reel deferli c”

fonksiyonlarin halkasa C (M,IR) olmak Uzere,
<> (M)xx(M——c™ (M, IR)

gelklinde bir é”_ ig-garpim fonksiyonu tanimli ise M ye bir Riemann
manifoldu denir (Hacisalihoglu 1983). Burada <,>'e M lizerinde
ig-garpim, metrik temstr, Riemann metrifi veya diferensiyellenebilir

metrik denir.



1.2.17 Yamim (Koneksiyon): M bir €% menifold olsun. M ﬁzerinde
vektsr alanlarinin uzayl x (M) olmak izere
D X(H)x X(M) —> x(M)
(X,Y) ——>D(X,Y)=D,¥
fonksiyonu icin

1. ¥ X,Y,Z¢ (M), ¥ F,g<C"(M,IR) igin

D FX+gYZ: fDxZ+gDY z

2. ¥ X,YexM), ¥ FC(M,IR) igin
ﬁﬂ(vzx.l Fly=fD, Y

3. D, €~ sinifindandzir.

4. M nin herbir A b@lgesi uUzerindeki herbir €” simafindan X,Y
vektdr alanlari igin
EXY-BYX: l X, Y !
5. ¥ X,Y,Zex{M) igin
X|<Y,Z> |=<ﬁxv,z>+<v ,'sz>

olmak itizere sadece 1 ve 2 gartlari saglaniyorsa D'ye M Ustinde genel

koneksiyon T)'x'e de X'e giire kavaryant tiirev operatdri demir. Eger
1, 2, 3, 4, 5 gartlarinin timi birdemn saglaniyorsa, D fonksiyonuna M

iistinde bir Riemann koneksiyonu ve ﬁx‘e de X'e gore Riemann

anlaminda kovaryant tiirev operatérii denir (Hacisalihoglu 1983).

1.2.18 Tanum ($ekil operatdri=Weingarten doniiglmii): £7 in bir
n

hiperyiizey: M _\fe M nin birim normal vektdr alani N verilsin. E
deki koneksiyon D olmak lzere, ¥ Xex(M) igin

S: M) — (M)
X —>S{X}=D,N



1.2.22 Tanmm (Asli edrilik): £” de bir hiperytizey M ve

Sax (M)—>x (M)
dontigimti de M ﬁzerinde gekil operatdrd olmak dzere bir P= M
noktasindaki 5 nin karakteristik dederlerine M nin bu noktadaki asli
efrilikleri, bu karakteristik deferlere kargilik gelen karakteristik
vektorlere de M nin P noktasindaki asli efrilik dofrultulari- de-
"nir (Hicks 1974).

¥.2.23 Tanuw (Umbilik nokta): E de bir hiperylizey M ve M Gzerinde

S:x(M) >x(M)

X —>5(X) = D N .

geklinde tanimlanan §ekil operatdriine bir PeM noktasanda kargilik
gelen matris, ¥ XPETM(P) dorultusu icin

S(Xp)z XP, yani S= In—l
geklinde bir skalar matris ise "PeM ye bir umbilik nokta denir
(Hacisalihoflu 1983).

1.2.28 Tanam {Dizlemsel nokta=Flat nokta):

S1 X(M) ——5X(H)
X —>S(X)=DXN

gekil operatérii bir PeM noktasinda V Xj e‘TM(P) dogrultusu igin
5(X)=0, yani S=0,- ise P noktasina M nin bir diizlemsel (=flat)

noktasidir denir (Macisaliholiu 1983).

Herbir flat nokta ayni zamanda bir umbilik noktadir.
Bunun tersi her zaman dofjru dedildir. Yani herbir umbilik nokta

-flat nokta olmayabilir.

10



1.5 SERITLER TEORISI

[.3.1 Tamm (Yﬁzéy geridi): E3 de bir yizey M ve M nin lzerinde bir
efjri @ olsun. a efrisinin noktalari ile bu noktalardaki ylizey
tefetlerinin teskil ettidi geometrik gekle M nin verilen edri boyunca
yiizey seridi denir ve (q,M) geklinde gosterilir (Keleg 1982).

3 . - =
de bir o egrisi verilsin.

1.3.2 Tamm (Serit iig¢ ayaklis): MCE

als)=T ve a(s) nokkasinda M ylizeyinin birim normal vektdr alani N ise
n=NAT

dir. Bdylece elde edilen t[,H,N} ortonormal vektsr alan sistemine

gerit li¢ ayaklisi denir (Keleg 1982).

Serit vektdér akanlarinin tirev. denklemleri- matris. formunda

T ] c -b T
L= -c © a n
N b -a 0 N

olarak yazilir. a, b ve c deferlerine (= ,M) geridinin diferensiyel
inva}}antlarl denir. Burada ¢ ye seridin geodezik egriligi, b ye
nor@al efriligi va a ya da geodezik torsionu denir.
1.3.3 Tamum (Egrilik geridi): E’ de bir (a,M) seridi verilsin. Bu
gseridin geodezik torsionu sifir, yani a=0, ise (a,M) ye bir egrilik
geridi denir (Keleg 1982).

£" de bir hiperylizey M ve M-de bir efiria:I —MeE" 0l-
sun. (a,M) efri-hiperyiizey ikilisine E" de bir gerit denir. Yay
parametresi ile verilmig olan a egrisinin Frenet n-ayaklis:

v,,v V 1

l’ 2""’“
ile verilsin. a(s) noktasinda birinci vektéri Vl(n(s)) olan;ortonor-

mal pozitif yonlii « edrisinin noktalarina oturtulmug g¢atilarin

1l



" 8

ile gosterelim. FO

ks

cimlesini F0 in bir elemaninyi dyle segelimki;

F:(«(s);Zl,Zz,...,Zn)
ve
{Zl(u(s))vzz(q(s))' .o !Zn_l("((s)) }
sistemi Tm(u(s)) tanjant uzayinin bir ortonormal bazi ve Zn(ﬂ(s)) de,
@ erisi boyuncahiperyiizeyin birim normal vektdr alani olsun. Bura-

da lev1 dir. Zi’ 14i4n, vektdr alanlara

{2 _reeer D}
a %) Ll
ortonormal bazi cinsinden
L 3
2.8y Oyic
i E Pijax.
=1 %

seklinde yazilir. [Zl,...,ZATzz ve[-;;—""lzg—]: E dersek
1 n

Z=GE, GeD(n)
olur. <efrisi boyunca bu matrislerin tirevleri alanar diizenlenirse

dz
E:RZ, QTZ-Q

elde edilir. Buda matris formunda agafidaki gibi yazilar.

F . u = =

EEL 0 t : Z [
t 12 in 1

Eig t 07 Z
dt B 12 Tt "2n z
dZn

[ 8¢ | _-tln L o - 0 L L y

1.3.4 Tanam: t, :I ——>IR
- 1]
s

>tij(s), 14i, j=n,
forksiyonlarina (@ ,M) efiri-hiperyiizey ikilisinin(geridin) yiksek mertebeden efjrilik
forksiyonlary ve tij(s) e de of(s) noktasinda (x M) nin yilksek mertsbeden efriligi

denin

12



13

I.4 RIEMANN MANIFOLDLARI ICIN ALTMANIFOLDLAR

1.4.1 Yamm (Genellestirilmig Gaussdenklemi): n-bayutlu Oklid uzaya
E" de bir altmaﬁifdld M olsun. x(M) nin XE") deki ortogonal
komlemani x(M)‘L ve E" in ARiemann koneksiyonu D, M nin Riemann

koneksiyonu D olsun. Bu taktirde
CME™) = ) 8 Xyt
ggitl‘iﬁi geredince, Cm olan ¥ X,YEX(M) igin yazailabilen
DY = BIX,¥) 8 V(X,¥), BIX,¥) €X), V(X,¥) ex(i)"
egitligine genellestirilmis Gaussdenklemi denir (Hicks 19%&).

Buradaki D(X,Y) ve V(X,¥) bilesenlerine DXY nin siras:

ile, teBetsel ve nocrmal bilegenleri denir ve

DY = ted(DyY)

V(X,¥) = nor(DxY)

DX, Y)

ile gosterilir
I1.4.2 Tamam (Weingarten denklemi): Eder M nin herhangi bir normal

vektor almani M ise, butaktirde

B,% = ~(Ag(X)) % D"

dir. Bu egitlife M nin " normal vektér alanlné gore Weingarten denk-
lemi denir (Chen 1973).

Burada; A, M lzerinde TM(X) ~———>TM(X) ye self—adjoint
lineer bir dbniligim ve E;' ise X(M)L normal wuzayindr bir ‘metrik
koneksiyondur. Bundan sonra A gnotasyonunu, lineer donlglmler ve
lineer dénligimlerin matrisleri igin kullanacaiz.

I.4.3 Tanum (Normal paralel vektdér alani): M nin 7 normél vektsr

alani ¥ Xex(M) icin

EXJ7= 0



ise %7 normal vektdr alanina I(M)'L de paraleldir denir (Chen 1973).
X ve Y, M manifoldu Uzerindeki vektdr alanlari, £da no
rmal vektér alani olsun. E° in standard metrik tensdrl de < , >

olmak iizere Gauss ve Weingarten denklemlerinden;

<DyY,g> = < V(X,¥), £

ve
<DxY, E> = A {X),¥>
elde edilir. _

" 1.4-1 Teorem: £ n—buyutlu tklid uzayinda m-boyutlu bir altmanifold M

olsun. 0Ozaman

Dax (M)xX(H) —>x(M)
(X,Y) —-—->EXY = teg(D,Y)
geklinde tamimly D fonksiyont M nin Riemann koneksiyonudur
(Hacisalihoglu 1983) |
1.4.4 TYanam (ikinci teﬁl—el tensr= Genellegtirilmigs . Weingarten
dontgiim) :  n-boyutlu bir Riemann manifoldu E" ve E” in
m—boyutlu' bir altmaAanifoldu M olsun. Ozaman

V2 x(M)x (M) ——> x(M)
{(X,Y) ——V(X,Y) = va-ﬁYx

seklinde tanimli x(M)L degerli simetrik, Z—ED;aryant tensére M nin
ikinci temel tenstril veya -t_:!enellegtirilmigx Weingarten denklemi denir
{Hacisaliheflu 1983). 7 ) : _

I.&.S-M (lkinci temel Forlnlhx;): E", n-boyutlu @klid uzayinda

m-boyutlu bir altmanifold M olsun. Ozaman x(M)- in

¢y = {Nl,...,un_m} :

ortonormal bazy yardimiyla, ¥ X,Yey(M) icin

B,(X,Y) = < V(X,Y),N, >, 12i%n-m

14



I.4.6 Tanaim (i-yinci Weingarten ddnistmi): E, n-boyutlu Gklid
uzayanda m-boyutlu bir altmanifold M olsun. x(MTL in bir ortonormal
bazy

T:{Nl,...,Nn_m,.'r

olmak Gzere,

5, :x(M) >y {M) ‘
x-————asi{x) = tan DxNi' 1£izn

seklinde tanimli Si fonksiyonuna M nin ¥ ye gire i-yinci Weingarten

doniigiinG denir (Hacisalihoglu 1983).

1.4.2 Teorem: n-boyutly bir Riemann manifoldu E" ve £7 in bir
m~bayutla altmanifoldu M olsun. >(M)L in bir ortonormal bazina giire

M nin i-yineci Weingarten donigiinii Si ve ikinci temel formlara

Bl""’Bn—m ise,

i- Bi(GY) = =< S 00,Y >, ¥ X,Yex(M)

1. VOLY) = - E S5 (X),Y ON, ¥ X, Yex(M)
=1 :

dir (Hacisalihoflu 1983).

15



I.5 E" DE HAREKETLER
I.5.1 Tanim: n-boyutlu E" Bklid uzayinin izometrilerinden birisi f
olsun. E" deki bir {xl,...,kn} dik koordinat sistemine gbre f nin

matrisel ifadesi, A 0{(n), yani det A = F1 ve aeIRn1 olmak lizere

Yi [a ,al’x

formundadir. F ye E” de bir hareket adi.verilir. F hareketine ,
det ‘A =+1 ise direkt hareket, det A = -1 ise kargxﬁ hareket denir
(Hac1salih6§lu 1980).

1.5.1 Teorem: n-boyutlu Bklid uzayi E ve E" deki bir dik koordinat

sistemi L PERTERLIN | olsun. {X)5+-29%X} © gbre

A A

3] 1

isé AESO(n) matrisi igin det A, { X ,-..,x_ } dik koordinat sisteminin
Eﬁ deki segiliginden bafamsizdir (Hacisalihoflu 1980).

1.5.2 Teorem: E" in biitiin hareketleri gurubu R(n) ise R{n) ciimlesi,
donisiimlerin bilegimi iglemine g&re bir guruptur (Hacisaliholu

1980).

1.5.2 Tanum: E" Bklid uzayinan hareketlerinin gurubu elan R(n)'e 2

in hareketleri gurubu ve ¥ Re€R{n) hareketine de -E" in bir kata
hAreketi denir(Hac1salih0§iu 1983).

R{n) kata hareketler ciimlesini ikiye ayirabiliriz:
i. D(n) = CF|F:E” — €™, £ direkt hareket ! ve

ii. K(n) = Uf|F:E® — €7, f kargat hareket } . Burada
N R{n)} = D(n) U K(n)

dir.



1.5.3 Tanim: En, n-boyutlu Oklid uzayinxn bicv f izometrisi iéin
f(0) = 0 olacak sekilde bir BgEn noktasr varsa f ye 0 noktasi
etrafinda E7 in Eir ddnmesi denir. Eger { bir direkt hareket ise .f
ye direkt donme, karsit hareket ise F ye kargit donme denir.
1.5.3 Teorem: E° de baglangic noktasi 0 elan bir dik koordinat
sistemi x peserXo olsun. f:E" —>E" izometrisi igin:
i. 0 noktasi etrafindski bir donme f ise f nin bu dik koordinat
sistemine gire ifadesi
- Y = AX
geklindedir, burada A<0(n) ve X,YeIR" dir.
ii. f bir direkt donmedir <==> Y = AX ve Ae50(n} dir (Hacisalihoglu
1980).
1.5.4 Iﬁﬂlﬂ- (Ortogonal dbniigim): V, bir n-boyutlu ig-garpim
uzayl olmak {izere bir
AV ——V
ree; lineer donigimi ¥ X€V igin
< AMK),AY) > = <X, ¥ >

bajintisini safliyor ise A ya bir ortogonal donlgiim denir ve 0(n)
ile gdsterilir (Hacisalihoflu 1980).

8(n) cimlesi ddndgimlerin bilesimi iglemine gére bir
~ guruptur.

I1.5.4 Teorem: E" deki

. n .
<XY > 25 xy:
i=1
ig-garpiminy koruyan ortogonal gurup B(n) ile 0 = (0,...,0}

noktasint sabit birakanhareketlerin grubu(dénme grubu) R{n)
eslenebilir (Hacisalihoglu 1980).

1.5.5 Tanzm (Uteleme): E" de bir f izometrisi icin

n .
X = (xl,---,xn)QE ve a ,...,A €IR olmak lizere

17
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T:€" ———E"
X —>T(X) = (x 48 ,000x 47 )

olarak tanimlanan T dinigiimiine E" in bir Gtelemesi denir. Biylece gu
tanima verebiliriz.

[.5.6 Tamm: E", n-boyutlu Uklid uzayinin bir F izometrisi ve V XeE"
icin F(X) = X4z olacak gekilde bir tek a = Gal,...;rn)sEn noktasa
varsa f ye En in a ile belirtilen bir Stelemesi denir.

I1.5.5 Teorem: ET" de baglangig noktasy O olan bir dik koordinat
sistemi _{xl,...xnl olsun. f:E" —_—-—-———>E" izometrisi 7 = (ql,...,an)

noktasi ile belli olan bir dteleme olsuﬁ. f nin dik koordinat

sistemine gbre ifadesi

veya
Y=zX=+a1a

dir, yani f bir harekettir(Hacisrlihofjlu 19803}.



II. BUOLUM

11.1 E DE 1-PARAMETRELI HAREKET

I1.1.1 Tanim (l-parametreli hareket): ICIR sifiri ihtiva eden agik
veya kapali bir aralik olsun. IGIR deki defigken t ve £" in direkt

hareketler grubu D(n) olmak {izere elemanlari

Y A(L) a(t) X Alt) a(t)
F, = I1.1.1

ile verilen Jf} cimlesine E" in bir l-parametreli haréeketi denir.
Burada A(t)e SO(n) degerli ve a(t) cIRn1 degerli C  sinifindan
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ayrica X,YCIRnI tipinde reel
matrisler ve t zaman parametresidir (Hacisalihoglu 1974).

Ohalde f,_ yi I dan g ye diferensiyellenebilir donigim

t

olarak diigiinebiliriz. (II.1.1) matrisinde t=0 alinirsa
F = (I1.1.2)

tzdeglik dontigiimi elde edilir.
Keyfi bir XeE" noktasi igin (II.1.1) denklemini

ft(X) = A(t) + a(t) {11.1.3)

yazabiliriz. Kisalian hatiri igin A(t) ve =a(t) yerine gofju zaman

A ve a kullanilacaktir. Ohalde (II.1.3) ifadesi

Y = AX + a, AeS0(n), neanl ' (11.1.4)

geklinde yazilar.
9imdi n-boyutlu bir H' = (U;En} uzayini goz @niine alalim.

Bu uzayin noktalarini hareket altinda sabit olarak digiinelim. Diger
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taraftan H = {0;E" } ile hareket altinda sabit  olmayan bir diger

hareketli uzayi ele alalim.

Y ='AX + a ile verilen bir genel harekette sabit bir XeH
noktasimin vesmi Y olsun. Bu genel harekette AX kismina hareketin

" dénme kismi ve a yr da hareketin tteleme kismi denir.

ft doniigtim bir izometri oldufundan ft min inversi daima

meveuttur. ¥tel igin f, inversini Ft_l ile gdsterelim. Buna gére;

1 ] .
E matris formunda

X=a"Y - A laoclu f

X At LAt Yyl AT Lyt
' Fls (11.1.5)

geklinde yazalir.

Bir XsE" noktasinin f, altindaki yéringesi E" de bir
egridir. Bu efriyi (yt) geklinde gosterelim. Buna gbre (yt)
egrisinin herhangi bir Y(t) noktas: igin,

Y(t) = ft(X) = A(EXX(E) + alE)

dir. (y, ) ydriinge efrisinin teget vektdr alam
E b4 g g
dft(x)

gt at (11.1.6)

clup, burada.v(t)zft(x) dir. f, bir izometri oldugundan X:Ftﬁl(Y(t))

olarak’ bulunur. Bulunan bu defjerler (11.1.6) da yerine yazilairsa

y df -1 ’
Y = EE-Ft (Y(t)) (I:1.1.7)

elde edilir. -gg ve F;l deferleri (I1.1.7) de yerine yazilirsa

ﬂt v

daf __
EE-Ftl =

N

(11.1.8)

olarak elde edilir. Burada,



CdA iy L A g
Q= ot AT, Vt = - gt ATa + (11.1.9)

dir. Ohalde gu sonucu verebiliriz.
II.1.1 Sonug: Y ﬁin teget vekidr alanmi ; olmak tizere
; ::nt\" + Vt
dir.
I11.1.2 Tamm {(Ani hareket): (I1.1.8) esitligiyle verilen harekete t
anindaki ani hareket denir (Nomizu 1977).
(11.1.8) ifadesinde g, =0 ve V, =0 ise A=sabit ve a=sabit

t t
olarak elde edilir. Bu ise hareketin olmamasi demektir. Ohalde su

tanim: vérebiiiriz.
11.1.3 TJarmam (Ani duraklnma=standstill)= (11.1.8) esgitligi ile
verilen ani harekette §t=0 ve Vt=0 ise ani harekete ani duraklama de-
nir (Nemizu 1977).
11.1.4 Tamm (Ani Steleme(kayma)=Translation): (II.1.B) egitligi ile
verilen ani hareketinde1e§er 8,=0 ve Vt10'ise ani ha?ekete ani Gtele-
me(kayma) denir. |
Bu durumda biitiin Y ler igin (Xt)y=?=VE dir. Yani bitln

noktalar t aninda ayny hiza sahiptir. _
I1.1.5 Tamm (Ani dénme ve ani dinme merkezi): fly =0 olacak gekilde
bir yer" noktasi varsa ani harekete ani ddnme Qe 30 noktasina da Aani
dsnme merkezi denir (Nomizu 1977)- | |

Sadece dteleme ve sadece dﬁhmeden kaginmak igin gttﬂ ve
vt¢0 olduiiunu kabul'edecegiz. n=3 durumunda ani dénme bir eksene sa-
hiptir, yani (xt)y0=§|y0=0 olacak gekilde bﬁtﬁn‘y0 noktalarini ihtiva
eden bir dodrudur. Buradan su sonucu verebiliriz.
11.1.2 Sonug: (xt)yz(xt)y ise szt(y—yo)=u dir.

. a
Ispat: Sonug (11.1.1) den agiktar.

21



II.1.3 Sonug: @, bir anti-simetrik matristir.

Ispat: A€S0(n) olmak Uzere,

FYLI
n

dir. Her ikiltarafxn t ye gire diférensiyeli alinirsa

T

dA T dA

P

olur. Buradan (I1.1.9) gbz Onine alinirsa
T

nt_-nt

. olarak bulunur. Dolayasiyla 2 anti-simetriktir.

gimdi Y = AX + a ile tammlanan bir l-parametreli

hareketin Y = AX dénme kismini ele alalim. XeH sabik olmak lizere

Y = AX dénme kasminin £ ye gore diferensiyeli alimirsa

¥ o= AX
elde edilir. Boylece

Y = ntY
olarak bulunur. 2 anti-simetrik matrisine A ya kargilak gelen

hafeketin .Darboux matrisi denir. H hareketli uzayinda hafaketin

Darboux matrisi de

dir.
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J1.2 1-PARAMETRELI HAREXETLER DE HIZ VE IVME

H hareketli uzayindaki defjigken bir X noktasinin H hare-
1i ve H' sabit uzaylarina gére hizlarini aragtiralam. (11.1.4)

hareketinde t ye gire diferensiyel alinirsa
Y = A +a+ aX (11.2.1)

elde edilir. VYer vektorii X olan H hareketli uzayindaki bir X noktas:
igin agafidaki tanimlari verebiliriz.
11.2.1 Yanim: (11.2.1) egitligindeki Y ya Mutlak(Absolute) haz,
AX + A ya Stiriklerme(Sliding) bizi ve AX ya da relatif(Relative) hiz
denir (MGller 1963).- f A -

Mutlak hizx Va,sﬁrﬁklenme hizina VF ve relatif hl?l da Vr
ile gisterirsek | -

Vﬂ:Vf'-!-Vr

olarak yazabiliriz.
(11.2.1) ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alinirsa
¥ =3 + A+ 23K + AX | (I1.2.2)
glur. Buradan gu tanimlary verebiliriz.
[1.2.2 TVanm: (11.2.2) esitligindeki V ya Mutlak ivme, AX + W
StirUklenme ivmesi, 23X ya Corioli; ivmesi, AX ya da relatif ivme

denir (Moller 1963).
I1.3 H/H1 HAREKETININ PUL_NUKTALARI {(POL EGRILERI)

H hareketli uzayinin Ht sabit. uzayina gore hareketini

H/HY ile gasterelim. (II.1.4) ifadesinin t ye gire diferensiyeli'
'; = .:\x + F.l + r‘i
idi. Bu ifadede yer vektéri ¥ olan X noktasimn mutlak hizy Y,

stirGklemme hiz AX + a ve relatif hazi da AX. olarak tanimlanmigty.

23
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YeH ve YeH: olmak iizere
AX +a=20 (11.3.1)

sisteminin g¢odziml aynir t aninida H ve H' nin sabit noktalari olacak
dﬂsﬁnﬁlebilen noktalarin yer vekttrleridirler. Bﬁ noktalar t
amindaki ani pol noktalarl olarak adlandirilarlar.

{I1.3.1) siteminin her t amnda bir tek gGzUmdnin

olabjilmesi ic¢cin det A # 0 clmaladir. Bu denklemin cozimii
St .
X=-A"n (11.3.2)
dir. (II.3.2) ifadesi (II.1.4) ifadesinde yerine yazilirsa
-1
Y - - Ry A+ A {1.3.3)

elde edilir. Buradan su btanaimi verebiliriz.

I1.3.1 Tanam (Pol noktalar:z ve pol egrileri): H/H' hareketinde XeH ve
Yeh! orték sabit noktalar olmak {izere her t aninda AX + a = 0
ifédesinin cizimii ile elde edilen

X=-alaveY=z-a*t

a+a
egitlilklerine, 51F391y1a hareketli uzayin hareketli pol noktasa ve
sabit uzayin sésit pol noktasl.adl verilir. Bu'noktalafin geometrik
yerine ise, “sirasayla, hareketin hareketli pol egrisi {(moving
centrode) ve sabit pol eﬁrisi' (fixed centrode) adlari veriiir

(Hacisalihoglu 1971).

(11.3.1) ifadesini (IL.2.1) ifadesinde yerine yazarsak
Y = AX (11.3.4)

olur. Bu ise pol noktalarinda pol efrilerinin hizlari arasindaki

bagintadir. Bu iki e§rinin yay uzunluklari hesaplﬂnlfsa

;j] Y |dt =vl] AX |dt =~/T X Jdt , Aeg(n) .



Py

olur. Iki egrinin ya
bulunur. Dolayi1siyls

egittir. Boylece su

0, (u) = W {11.3.5) |

o
oy

sktdrl vardar.

~egitligi ile tanimla tgaktﬁfﬁng “hareketin Darboux velktdrli veya
facasalihogly 1970).

v
it

agisal hiz vektirii denik
11.3.3 Tanim (Darboﬁx ;
Bu eksen ?Iy = 8 egitligini saglayan Yo

) @
rolan bir dedrudur. _Bu dofiruya -anl dinme

bir eksen olustururlaf

lenir (Hacisalihoglu 1970).

alalam.
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I11.3.4 Tamwm (Kayma=Skidding): (II.1.8) ani hareketi bir ani Gteleme
ise t aninda bir kaymaya (skidding) sahip oluruz.

11.3.5 Tamm(Déndirme=Spinningk(iI.1.8) Ani hareketinin, 9&;0 ve
Y(t) merkezli bir ani dinme oldugunu Farzedelim. ‘W agisal hiza ¥(t)
noktasinda N ye dik ise t aninda bir dﬁndﬁrmgye(spinning) sahip
oluruz.

I1.3.6 Tamm (Yuvarlanma=Rolling}: w,, Y(t) noktasinda N yiizeyine
teget  ise, (11.1.8) ile wverilen ani  hareketine bir

yuvarlanma(rolling) denir. Efer ¥ tel igin ani hareket bir

yuvarlanma ise, { Ft} 1-parametreli hareketine yﬁzeyiﬁin N ylzeyi

iizerinde bir yuvarlanmasidir denir (Nomizu 1977).

Diger taraftan {Ft} bir izometri olduﬁundan‘{F_i} meveut-
tur.Dolayisiyla gu sonucu verebiliriz.
II.3.2 Sonug: Eger {ft} 1-parametreli harsketi M yilizeyinin N ylizeyi
lizerinde bir yuvarlanmasi ise bu taktirde {f‘%} l-parametreli hareké~
ti de N yizeyinin M ylzeyi ﬂzeriﬁde bir yuvarlinmasidir.

gimdi Y = ft(K) = AX +# a ifadesini gbz Gniine alalim.

‘A€S0(n) oldugundan A% s50(n) olup, X = Aly . A_la olarak elde edilir.

t

x;fEI(Y) ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alainir ve dizen-
-1

) " -1 )
lenirse Y sabit oclmak zere X =_g{*-ft(X) olur. Buradan-gg— ve

rt(x) defjlerleri yerine yazilir ve matris garpimi yapilirsa

. -3 .
di -1 da X

X ___.dt-a - A at

1. o 0 1

-1 ' .
olarak bulupur. = =L __yida . s TSty ;
. ®=ge A = A g divelim g -lﬂtA) anti~

- < s . . .
simetrik matnisine A ya kargilik gelen ters hareketin Darboux matrisi

denir.

F bir izometri oldugundan f,(X)=Y ifadesi X=F1(Y) olarak elde edilir.
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ITI. BOLUM

1171.1 Bir KURENIN BIR DUZLEM UZERINDE YUVARL

; 2 .
3-boyutlu Oklid uzaya E> de re S° ve S° nin

X_e5° noktasinda teget dizlemi de I olsun. i “dik koordinat

. . - E L .2
sistemi {xl,ﬁzx}} oyle segilsinki; S
2

X, +x22+x32:l ile, © dizlemi de x;=-1 ile,

v S ’
oimakiizere XD noktasinda baglayan 55 iizer

‘fusisteme gore
XD:(D,O,—I)
siyellenebilir

bir edri (xt) olsun.

E3 de bir (f_} l-parametreli

E r 't aninda X

t

noktasi I dizlemi ile (yt)z(ft(xt))de@me 1ﬁf in ve ani pol

noktalarinin yeri olacak gekilde verilsin. @& eket siiresince

X, ve Yt noktalari, sirasiyla, hareketli {_

E
s
olsunlar. T

‘pol noktalar:

3 = == B
E” deki dik gata {el,ez,ef ; ﬁh

l .

hareket siresince sabit uzay igin bir sab

33:(0,0,1) olsun. I igin bir gati da (e Bu gatiy:r

istemi olarak
alacagiz. ft(SZ) her t aninda Yt noktaslndaii . .oldugundan

f\t(xt) s - 33 . -

dir. 52 yi hareketli ve I y1 sabit uzay 0;?

EE. L1}

2
lirsak, S ve
E nin herbir t aninda ortak sabit noktalar1ﬁﬁ

Y dx 4
at = AGE) AESH

dir. Buradan da gérildigi gibi, iki efrinin Of



(II1.1.4) ile verilen {F_} l-parametreli bhareketi ile

(II1.1.1) gdz @niine alinirsa

A = Yt + e3

elde edilir. Yt=fttxt) ani dénme merkezi oldugundan

{111.1.3)

LAY 9,y o

at = atKede0
dir. X keyfi sabit’ bir nokta olmak Gzere (II.1l.4) ile verilen
ifadenin t ye gore tirevi alinir (I1.1.9) ve (III.1.1) kullanilirsa

dv sy . da
at =%¢les) v g

olur. tt=Ft(Xt) ani dionme merkezi oldufundan _ .

- da
2.(e5) =g

elde edilir. Buradan ise (IIl.1.3) gbz Oniine alinirsa
2y -9
*rzt(ej)_— T | (1ILLe)
olur. I {izerinde yatan -;t agisal hiz vektdrid ile ey vektorlind

{11.4.5) den.

nt(“é}) = :’tﬂ 23 (I11.1.5)

gseklinde yazabiliriz. (111.1;4) ifadasini gz Onlne aldifimizda

- {II1.1.5) ifadesi

dyY + -
- =W

dt th®3

gekline déniglr. Buradan su sonucu verebiliriz.

,III.l.i_§gggg; ﬁt agisal hiz vektérd ile (y,) egrisinin téﬁét vektdri
olan ST tanjant vektéri birbirine diktir. ' |

. Ispat: (III.1.4) ve (I11.1.5) den agiktar.

Bu sonugtan dolay: {dY(dtiwt} dik gatasa {e5.8)} gibi

ayn1 ydnlendirmeye sahiptir.- Simdi g tedet dizlemindeki (yt)

egrisinin (xt) efrisinin agilamindan . ibaret oldufunu gﬁstereiim..

Kabul edelimki { ft} l-parametreli hareketi (II.1.4) ile verilmig

olsun.
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(I11.1.4) ifadesinin t ye giire diferensiyeli alinirsa

dY _ dA dX  da
gt S at’t T Mgt tae (I11.1.6)

clur. Ytzft(xtj degme noktalarimin ve ani pol noktalarimn yeri

ocldugundan
dA da ' S
dtxt +5p =0 . (I11.1.7)

egitligi elde edilir. (IIE.1.7) nin (III.1.6) da yerine yazilmasi
ile 9%y _ dY

A5G0 = g , (111.1.8)

ifadesi elde edilir. Bu ise (x,) nin (yp) nin bir agilimi demektir.

S2 kiiresi Uzerinde bl(t) ve bZ(t) vektdr alAnlarani (xt)

egrisi boyunca aga@iadaki gekilde tanimlayalim.

At(bl(t))=el, At(bz(t))rez (111.1.9)

t=0 ah1nda'f0=1 oldugunu (II.1.2) den biliyoruz. Buna
gﬁre baglangig¢ aninda -
bl(o):el, bz(o)ze2 . (111.1.10)
dir. Dider taraftan At(Xt)z—ej,AéSU(S) oldugundan, .
-1 )
~Xp .= A (eg) - (I11.3.11)

dir. A bir ortogonal dénilgiim oldufundan ¥XcIR® igin

CAXAA D> = <X, ¥ > (111.1.12)
dir. Buna Qire

<by,-X, > =0

< by, X > =0

<b,b,>=z0 .
172 (I11.1.13)

< bl,bl } -1

<b2,b2 > - l

t
dir. Ohalde her t igin b (t) ve'bz(t) vektdr alanlari (x.) ejrisi

< —xt,—x > =1
.

29



boyunca S2 nin teget dizlemleri igin bir ortonormal bazdir.
Dolayaisiyla {bl'bz’_xt} harsket boyunca ele alacadimiz harekstli baz
sistemidir. $Simdi (II1.1.9) ile tanimlanan. A(bi(t)):eI ifadesinin t

ye gire diferensiyeli alinir (II.1.9) ve {III.1.5) kullanalarsa

dbl -
-EE-— = - A (Ntﬁ El)

clur. Benzer gekilde Aé(bz(t))éez ifadesinin t ye gire diferensiyeli
“alimar (I1.1.9) ve (I1I1.1.3) kullanilirsa

GE = - A naey)

bulunur. { Ft} l-parametreli hareketi bir yuvarlanma ise @ t&o
anti-simetrik matrisi ile belirli J; ‘Darboux vektori, ¥ diizlemi
iginde'olacaﬁindan_;t A ;1 ve ;£ A ;2 vektdrel garpami EB yoniinde

olacaktir. Dolayisiyla

db, Codb, ‘

=M% Ve gr T X%y {111.1.14)
bulunur. Boylece agafidaki teorem ispatlanmig olur.
111.1.1 Teorem: bl(t) ve bz(t) vektdr alanlar: 5° nin koneksiyonuna
gire (xt) efrisi boyunca paraleldirler.

Dijer taraftan
< Xy #Xy >=1

ifadesinin t ye gire diferensiyeli alinirsa

dx _
g Cag g 770 o |
olur. Ohalde dx/dt nin X¢ dogrultusunda bilegeni yokturl
Dolayisiyla dx/dt tﬁrevnibl ve bz cinsinden kl,kzeIR olmak Uzere

8% :
at = ¥ (B)by + ky(t)b, (111,1,16)

geklinde yazabiliriz. Buradan agagidaki sonucu  verebiliriz:
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ITI.1.1 Sonug: S2 tizerinde (xt) edrisi boyunca paralel vektér
alanlary bl(t)‘ve bz(t) olsun. Bu taktirde
dx/dt:kl(t)bl+k2(t)b2 ise dy/dt:kl(t)el+k2(t)92
dir.
Ispat: (1I1.1.2) ve {I11.1.2} dan agiktar.

Bl(t) ve bz(t) vektsr alanlari (xt) efrisi boyunca
paralel ve ft(Sz) her ¢ aninda z yA teget oldujundan (ft(Xt)):(yt)
dir. Yani (yt), (xt) nin bir acilaimadir. Simdi S2 kilresinin
r Uzerinde (xt) efjrisi boyunca yuvarlanmasinin var ve tek oldqﬁunu
ispat edelim.

I11.1.Z Teorem: 52 birim kiresi Uzerinde diferensiyellenebilir bir
egri (xt) ve Xu'nukta51nda 52 nin téﬁeb diizlemi 3z olsun. 52 nin
T ijzerinde (xt) edrisi Buyunca bir {Ft} yuvarlanmasa ft(xt)=Yt dedme

noktalarinin ve ani pol noktalarinin geaﬁetrik yeri olacak gekilde

" var ve tektir {Nomizu 1977).

e

/

ispat: 3-bayutlu fiklid uzaya E3 de bir l-parametreli { ft} hareketi
(11.1.4) ile verilsin. bl(t) ve bzgt), bl(o)zel ve bz(o)ze2 olacak
gekilde (xt) efdrisi boyunca S2 nin kaneksiyonuna gdre paralel vektor
Alanlari ve {bl,bz,;xt} bir ortonormal sistem olmak tizere

Aby (£))ze,, Alb,(t))=e, ve A(-x,)=e,

seklinde tanimlansin. Bu ifadelerin t ye gore diferensiyeli alimar

Qe difzenlenirse
. dh1 dbz )
Qt(el):fAGEE_) V? ﬂt(ez)=—A(aE—9 ) {111.1.17)

elde edilir. bl(t) ve bz(t) vektdr alanlara (xt) eﬁrisi.boyunca'sz

nin knﬁéksiyonuna gire parale} olduklarindan

db) do,
dt —A%e Ve oG T A%

dir. Bu ifadeler (III.1.17) de yerine yazilirsa
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szt(el):xle3 ve nt(ez):y.z.f-;»3 |
olarak bulunur. AyricAa A(—xt)=e3 ifadesinin & ye giire
diferensiyeli alanmir ve (II.1.9) ile {IXII.1.15) kullamilirsa

Qt(ej) = ke + koe, _ {111.1.18)

elde edilir. (I1.4.5) egitligi kullanilirsa
2, (e))=w p &)7a eg
2, (e;)=w A ey=h ey » (111.1.19)
.7 _ _
t(ej)-th 93'klel+k232
olarak elde edilir. Burada wtae3;klel+kzez ifadesinin her iki tarafa

ile vektdrel garpilirsa

W, = _k2el + klez {III1.1.20)

€3

clarak bulunur. Ohalde Ft} l-paramatfeli. hareketin”_yuvarlaﬁma
kismina ait agisal hiz vektdrii her t aminda r dizlemi igindedir.
,Ddlaylsiyla {Ft} bir yuvarlammadir. Simdi tek oldufunu gosterelim.

a kolon matrisini at=Yt-_a-s3 geklinde tanimlayalim.Diger

t
taraftan Yt:Ft(&:) ani pol noktalari o}dugundan dY/dt]u=D dir. Bu
egitlik ile sonug II.1.1 géz dniine alinirsa-

QtY-l-Vtzﬂ

olur. Bu ifadede (1I.1.9), (ILI.l.1) egitlikleri yerlerine yazilir

ve dizenlenirse

dA ., | d=
de X *ar - 0

elde edilir. Ohalde ani dinme merkezleri ani pol noktalaridirlar.
Ayrica A ve A nin segilisinden tek tiirlii tanimli olduklari agikardir.

Boylece ft -yuvarlanmasinin var ve tek olduju ispatlanmig olur.
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I11.2 8iRr YUZEYIN BiR DUZLEM GZERINDE YUVARLANHASI

3-boyutlu Oklid uzay; & de keyFi bir ylizey M ve bir XS
noktasinda M nin tefet dizlemi ¢ olsun. (xt) egrisi M ylzeyi
tizerinde diFerensiyéllenebilir bir egri olsun. Degme noktalarinin ve
ani ‘donme merkezlerinin yeri (ft(xt))z(yt} olmak iizere g lUzerinde M

nin bir {Ft} yuvarlanmasini elde edelim.
3

£ de bir dik koordinat sistemi {xl,xz,xs} olsun.

I duzlemi de X  orijinli ve X;=0 olacak gekilde verilsin. (x,)
egrisi boyunca M yizeyinin birim:normal vektsr alani Et ve t=0 aninda

’ de standard_baz sistemi { el,ez,es}'olmak dzere

gq:e} olsun. IR
£ icin bir baz sistemini de {ei,ez} olarak alabiliriz.

{Ft} i-parﬂmetreli hareketi M ylzeyinin & dizlemi Uzerinde
(xt) egrisi boyunca bir yuvarlanmas: olacak gekilde verilsin,

dylekis; Ft(Xt)=¥ noktalary defme noktalara ve ani pol noktalari elsun.

t

Ani pol noktasinda siirliklenme hizi sifir olacagindan

dA dn
at X *ap = 0

bulunur. Bu ifade (II1.1.4) ifadesinin tiirevi =alanarak yerine
yazlirsa dY/dt=A(dX/dt) elde edilir. Ft(M) her _t amnda, 'Yt
noktasinda z ya teget oldujundan

At( Et)=e3 (I11.2.1)

dir. (xt) efrisi boyunca M ﬁzérinde'bi(t} ve bz(t) vektdr alanlarini



A(‘bl(t)} = ey, A(b’z(t))z e, (111.2.2)
geklinde tanimlayalim. {bl(t),bz(t)} sistemi (xt) efrisi boyunca M
nin tedeb diézlemi igin bir bazdir.
) Cegey > = <A (g)A () >=<¢g,8 >=1, Ae50(3)
olduundan < d &/dt, Et > = 0 dir. Bu ise dg/dt nin & dofirul tusundna
bilegeninin olmamas) demektir. (xt) 'eérisi boyunca ('bl;bz} baza

cinsinden d&/dt tirevi

dg _ | - .
at = 4{Bb; + 2, (b, : {111.2.3)

seklinde tek tirlu olarak yazilabilir. (III..Z.l) ifadesinin t ye

gére tdrevi alanar (I111.2.2) ve (II1.2.3) egitlikleri vyerine

yazilirsa

R_t(e:,’) = -ne; -ALe, ' (I11.2.4) _

bulunur. 2 $0 bir anti-simetrik matris oldufundan ll(t) ve A 2(t) nin
her ikisi de ayni anda s:ifir aeﬁildir. Eger a 1% azi:ise- sadece Gteleme
stz konusudur. {ft _}1_—p:_={rametreli hareketini M nin & -ij'zerinde bir
yuvarlanmasi olarak alalim. Bu durumdant jle belirli Ht vektﬁ;ﬁ
fdﬁz;eminde olup saifairdan farkiidir. Wy, Idizleminde yattifindan
| nt(el) =W _Ae ve ﬂt(ez) =w, A e,

nin her ikisi de e, Un yb'n_ﬁijndedir. Dolayisiyla

JQ t(el) = 11'9.3

<R t:(ez) =1, (I11.2.5)

? yle5) = -he) ~2ye

olur. Buradan da Q4 anti-simetrik matrisini

] 0
i A
nt = g 0 2
2 A, D



olarak elde ederiz. $imdi hareketin dénme kismina ait ht Dacboux

s e . - = s _ _ Y . -
matrisini elde edelim. Bunun igin Qt(EB)-wéle3 xlel 7€ ifadesinin
her iki tarafim 63 ile vektorel garpima tabi tutarsak

- X - A ’
we = A.e) 1%2 (11i.2.6)

olarak elde edilir. Difer taraftan (II!.2.2) ifadesinin t ye gire

diferensiyeli alinir, dizenlenirse

dby 3 db
==~ A (g e))ve 2  -1.9

elde edilir. nt(el) ve Qt(ez) nin her ikisi de ey dojrultusunda

vldufundan
P e ve 22,
at - "Mst ot - 5t

elde edilir. Dolmyisiyla gu sonucu verebiliriz.

III.2.1 Sonug: A(bl(t))=el, A(bz(t))=32 ve A(Et)zej_vektﬁr alanlari
olmak iizere dbl/dt ve'dbzfdt tiirevleri Et dofjrultusundadar.

1II.2.1 Teorem: ' A(bi(t))zel, J(bz(t))=e2 fe A('Et)zesl olmak izere

bl(t) ve hz(t) (xt} edrisi boyunca M iizerinde wektdr alanlara

olsunlar. Bu taktirde bl(t) ve bz(t) vektdr alanlari M nin

koneksiyonuna gdre paraleldirler.

ispat: E" in koneksiyonu D ve M nin koneksiyonu da D olsun. Bu
taktirde Gaussdenkleminden
= dx
995?1 = qupl + < S(dt)’bl >3£
dt dt ‘

olur. <S(dx/dt),b1 > =3 derselc - _ -

dbl _
dt :

olur. Buradan da sonug I1I.2.} gz Oniline alinirsa
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elde edilir. Benzer olarak Ddxbz = 0 elde edilir. Bu ise bl(t) ve

bz(t) vektir alanlarinin M & koneksiyonuna gbre paralel oalmas:

demektir.

M Gzerinde diferensiyellenebilir bir egri (x) ve (x,)

nin tegdet vektdr alan: dx/dt elsun. ¢ ¢ ¥ ¢ oldugundan hl(t) ve

xz(t) nin her ikisi de ayni ‘anda sifir dedildir. Dolayisiyla
deg/dt = xl(t)bl + A 2(t)b2 denklemi dx/dt vektoriine gbre gekil
operatdriinii belirtir. Obalde birim normal vektdr alam
-1 ’ )
E t—A (33) . (I111.2.7)

olmak iizere (xt) egrisi boyunca yiizeyin sekil operatdrii

(dxy <& :
S(dt)'dt . ‘ (f11.2.B}

dir. Buradan su sonucu vergbiliriz.
I11.2.2 Sonug: M {izerinde diferensiyellenebilir bir efiri (xt), (xt)
nin tedet vektdr alan: (dx/dt) ve ylizeyin birim normal vektsr alany

gtvolmak dzere

(&) =x ()b, +1,(b)b,
dir.
ispat: A(§?=33 ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alinarak dizenlenir
ve {(III.2.8) kullanilirsa sonug gorilir. .
II;.Z.Slggggg: M Gzerinde diferensiyelienibilir.bir egri (xt)_ve (xt)
nin - teget vektdr alany dx/dt olsun. Bu taktirde A(bl):—e1 §e

olmak iizere

A(b2)=e2
2,dx
I(=2L = Z.d
(dt’bl) =3; ve I (E%’bz)_= 12
dir. '

Ispat: ikinci temel formun tanimindan ve SOnug'III.Z.Z den agiktair.

N
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2,40 oldugundan S(dx/dt)}0 dir. Tersine kabul edelimki

her £ icin S{dx/dt)¢D sarti saflansin. Butsaktirde bl(a}=e1,b2(o):e2
ve A(Et):e3 olacak sekilde SB(3) de At maktrisini tanamlayabiliriz.
Ayrica (yt) egrisi (xt) egrisinin bir agilim: oldugundan (IX.1.4) ile
tanimlx [ft} l-parametreli hareketi (Ft(xt))é(yt) degme noktalarinin
~ yeri olan pol egrileri boyunca bir yuvarlanmadir. Difer taraftan

eder gekil operatdriiniin  karekteristik dederleri; yani asli

edrilikleri sifir degil ise 5(dx/dt){0 dir. Bu da (xt) egrisinin M

nin hig¢ bir flat.noktasindan gegmedidini ifade eder. BﬁyleceAgu
teoremi verebiliriz.

I11.2.2 Teorem: M iizerinde diferensiyellenbilir bir egri (xt) ve
(xt) nin tefet vektdr alani dx/dt _olsun.. Eger (xt) eﬁrisi M
yizeyinin bazi flat noktalarindan gegiyorsa bu noktalarda sadece
tteleme vardar. |
Ispat: < £pr 2=l oldugundan < dE/dt,k, >=Q dir. Bﬁylec;a d&/dt yi
{by,b,1 baz cinsinden

& -
at = A1Py * agbs

seklinde tele tirlid olarak yrzsbiliriz. Hareketin yuvarlanma kismins

ait Darboux vektérii (III.2.6) ile verilir. Yizeye ait gekil
operatsrli.(x.) erisi boyunca

dxy _di
S(GE) = ot

dir. (xt) egrisinin herhangi bir X, noktasy yiizeyin bir Flat noktas:

‘ise bu noktadn sekil operatdrii
dx
S(E[xt) =0

dir. Dolayisiyla

dgy  _
dtixt" 0
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dir. Buradan da Aibl +_h2b2 = 8 olur. Ohalde kl ve 12 fiin her ikisi
de sifir olmalidir. BOylece (II1.Z.6) dan

w =0

|
elx,

elde edilir. Oolayisiyla #,=0 dir. 2.=0 ise (II.1.8) vetanim
(I1.1.4)} den ani'hareket sadece bir 6teleme den ibaret olur. Bu teo-
remden sonra su sonucu verebiliriz.

II1.2.4 Sonug: Bir {Ft} l-parametreli hareketinin M ylzeyinin (xt)
egrisi boyunca g dﬁzlgmi iizerinde yuvarlanma olmasi icin (xt)
- efrisinin-M nin Rigbir flat noktasindan gegmemssi gefekir.

Ispat: (III.2.2) teoremden agikardir. '

III.2.3 Teorem: MCE® bir yﬁzeg;M de diferensiyellenebilir bir efri
(xt) olsun. Xo noktasinda M nin tefet diizlemi I olsun. M.yﬁzeyinin
¢ dizlemi Gzerinde (xt) égrisi boyunca bir {Ft } yuvarlanmasi,
(Ft(Xt)=(yt) defme noktalarinin ve ani pol noktaiarlnln yeri olacak

gekilde var ve tektir (Nomizu 1577).

. Ispat: £’ de bir {ft} 1-parametreli hareketi (11.1.4) ile verilsin.

(xt) efrisi boyunca M yilizeyinin birim mormal vektdr alam £, olsun.

t

koneksiyonuna gdre (II1.2.1) teoremden dolay: paraleldirlef. Ayrica

bl(t) ve bz(t) vektr alanlarx (x )} e@risi boyuncr M nin

{bl,bz} bir ortonormal sistem olmak lizere

.\(bl)zel, r\(bz):ez ve Al %):33
vektir alanlarini gdzonine alslim. Bu egitliklerin t ye gore
diferensiyeli alinarak (II1.1.9) kullanilirsa

- dbl de
ﬂt(el) = —ACEE—J ve nt(ez) = —A(EE—)

elde edilir.. bl(t) ve bz(t) vektsr alanlar: M nin koneksiyonuna gbre

paralel olduﬁundﬂﬁ (11¥.2.1) sonugtan
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db S ‘
= - A —_— -
E - M v a 25t

jun
N

=N

dir. Buw degerler yukaridaki esitlikten yerine yazilirsa
nt(el) = 1133 ve Qt(ez) = 1293
bulunur. AyricAa A(Et)ze3 ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alinirsa

' _ di
Aﬂt(es) = =A op

olur.(II1.2.3) iFadesi gz &nine al1nirsa .

a.leg) = - ‘l?l = A5€y
elde edilir. Béylece Qt nin matrisel ifadesi .
0 a ﬁ]
Rt: e ] 12

dir. Buradan hareketin yuvarlanma kismina ait L Darboux vektdri

A.e

Wy = Aaep — Aey

dir. Ohalde (f l-parametreli hareketinin yuvarlanma kismina ait

t}
Darboux wvektdri her t aninda £ dizlemi igindedir. Dolayisiyla {Ft}
bir yuvarlanmadir. . $Simdi tek oldufunu gisterelim. Bunun igin Ay
kolon matrisini |

A(Xt)zgt, A=Y, -g,

olarak banimlayalim. Yt ani dinme merkezi cldudundan

Y], =0
dir. (II.1.1) sonucu ve (II.1.9) esitlikleri kullanilirsa

dd ., , da

gt ‘¢ * g -0

elde edilir. Ohalde ani dinme merkezleri ani pol noktalaridairlar.



Ayrica A ve » nip segilisinden tek tiirld tanumly
olduklary agikardir. Bﬁyleca'{Ft} yuvarlanmasinin var ve tek oldufu

ispatlanmig olur -

II1.2.4 Teorem: M nin hig bir flat noktasindan gegmeyen

diferensiyellenebilir bir efri (xt) olsun. (yt)z(Ft(Xt)) degme
-naktnlar1n1n ve ani pol noktalarinin yeri olmak tzere XO noktasinda
¥ tefet diizlemi i{izerinde M nin bir tek {ft} yuva;lanma31 yardlr.
ispat: (yt)zgft(xt)) defjme noktalarinin ve ani pol noktalarinin yeri
* . oldugundan (yk) egrisi agik olarak (xt) egrisinin agilimindan
ibarettir. (xt) egrisi M nin higbir flat naktasindan -degmediginden
(111.2.41 sunugtan{Ft} bir yuvarlanmadir. (yt) efrisi (xt) nin bir
agalami oldugundan Yt ani ddnme merkezidir. -Dolaflslyla (I11.2.3)
teoreminden {ft} yuvarlanmas: var ve tektir.

I11.2.5 Sonug: M nin  higbir flat noktasindan  gegmeyen
_diferensiyellenebilir bir (xt) efrisi boyunca bir U(t) vektor
Aalaninin M ﬁin koneksiyonuna gire pﬁralel almAasy igin-gerek ve yeter
gart her t igin At(U(t)) nin bir sabit vektdr olma51dir. '
ispat: b:;a: M {zerinde diferensiyellenebilir bir egri (xt) ve (xt)

nin teget vektor alam dx/dt ve M nin birim normal vekiSr alanma £

olsun. M nin koneksiyonuna gire U(t) vektdr alanlari paralel
oldujundan

DﬂU:U

dt

dir. Dolayisiyla U=sabittir. U sabit oldugundan At(Ut)zsabittir.
At(Ut)=e,.e=sp[ei}
diyelim.
(g@::):At(Ut)=sabit olsun. Bu egitligin t.ye gbre diferensiyeli
alimr (I1.1.9) ve g (e. )= e, zellifi gozdniine alinirsa dU ‘
R § 3 : EE:-AEt

buelunur. Bu ise teoremi ispatlar.
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I11.3 BIR YUZEYIN OIfER BIR YUZEY OZERINDE YUVARLANMASI

Mve N XO naoktasinda birbirlerine tefet yénlendirilmis
iki ylzey olsun. M yiizeyi lizerinde verilen diferensiyellenebilir bir

{xt) edrisi igin (yt)z(ft(xt)) degme noktalarinin geometrik vyeri

olacak gekilde M yilizeyinin N.yﬁzeyi tzerinde bi {Ft} yuvarlanmasina

elde edelim. M nin birim normal vekidr alan Et’ N yﬁzeyinin'birim
normai vektSr alan: e olsun. - it ve n, vektdr alanlarina Xo
"noktasinda £570, olcak gekilde segelim. -

M ylizeyinin N yGzeyi Uzerinde (xt) ejrisi boyunca bir

i 1-parametreli hareketi. (I11.1.4) ile verilsin. M ve N ylizeyleri

her t arinda tefet olduklarindan

MeL) = g | (1I1.3.1)

dir. M yizeyi Uzerinde (xt) egrisi boyunca pamlel iki ortonormal
vektér alam al(t) ve az(t) elsun. N ylizeyi Gzerinde iki vektdr

alanana

by () = A,(2 ()} ve by(t) = ,\t(aztt)) (111.3.2)

geklinde tanimlayalim. al(t) ve az(t} vektSr alanlara M yiizeyi
izerinde (xt) efrisi boyunca paralel ortonormal vektér alanlarz
olduklarindan tiirevierinin tedet diizlemde bileseni yoktur. Bu

nedenle (xt) egrisi boyuncr M nin birim normal vektér alapmy g £

cinsinden
dal ' daz
_— ll(t)Et VBE“t—= lz(t)ﬁt {I113.3)

dt

yazilabilir.
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< Et’€£'> = 1 oldufundan dg/dt nin £ dogjrul tusunda
bilegeni yoktur. Dolayisiyla d g/dt tirevi {al,a2 } ortonormAal

vektidrleri cinsinden

g—t*?:al(t)al sa,(t)a, (111.3.4)

geklinde tek tiirld olarak yazilabilir. Diger taraftan < Et’al >=0
ve < £t,éz(t) > = 0 cldufunda t ye gdre diferensiyel alinir degerleri
yerine yazilairsa

o

1_:-11\!&62:-—12 (111.3.5)

elde edilir.  (I11.3.5) degerleri (III.3.4) de yerine yazilirsa

ds _
s -11;‘11 "12“2 (I11.3.6)
olarak bulunur. Ayrica
< bl’bl >=1
<b;sb, > =10 ' (111.3.7)
< bz,b2 > =1

olarak bulunur. Bu ifedelerin t ye gore diferensiveli alinirsa

-dbl (Ilb2
<'R-,bl):0\le <E'E——,b2>=0
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olur. Bu da dbl/dt,nin bl've dbzldt nin b2 dofirultusunda bilegeninin
olmAamas1 demektir. Dalayisiyla dblldt ve de/dt tirevieri N
yuzeyinin {bl,bZL bazlari cinsinden

db . db

—l;un+xb2ve—=un+ﬂb

5t 1 Gt P 1 (111.3.8)

olarak yazilabilir. { bl’bé] ortonormal baz sistemi oldugundan

< bl,bz >=0

dir. Ba ifadenin t ye gire diferensiyeli alinir. ve (III.S.Bj

egitlikleri- kullanilirsa R=—Kbulunur. BBylece asafjrdaki egitlikler

yazilir.

db,

GE = ugn + Kby
- (111.3.9)

[,

e = ¥t - Kby

Burada |1l=11(t), uzzpz(t) ve K=K(t) diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. Ayraeca (111.3.1) den

< nt,n 14

£

> =‘< A(Et),A(Et) >=<E t

N > =1, A&50(3)

oldufjundan < dn/dt,ﬂt > =10 dir. Dolayisiyla dn/dt nin . dog
rultusunda bilegeni yokfur. Bﬁy;ebe dn/dt  tirevi { bl,bz} baza
: einsinden

90 .6 b, +8 b (111.3.10)
dt 171 272

olacak gekilde tek tiéirld olarak yazilabilir. Dider taraftan

{bl’bZ’"t} ortonormal baz sistemleri- oldugundan <.'lt,b1 > =0,

< “t’b >= 0 dir. Bu ifadelerin t ye gire diferensiyeli alinir ve

2
(I11.3.9) ile (III.3.10) esitlikieri kullanilirsa
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g, = - ve B (111.3.11)

1 9} 2.7 V2
bulunur.  (1I1.3.11) esitlikleri (I11.3.10) da yerine yazilirsAa

dn
=" by - by - (181.3.12)

elde edillr: Bﬁylecg {al,az,ft 1 ve {bl’bz’qé baz 51stem}er1n1n

tiirev vektdrleri, sirasiyla, agajidaki gibidir:

dt ~ 17t
da2 . o

'i g = Aoty (111.3.13)
de '
S A N 2

" db.
——;-z Kb, + u.m
dt 2 i't
db2 .

‘ T -Kbl +u Ay | (111.3.14)
dn ]

e e

Simdi hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisini
hesaplayalim. Bunun icgin At(al(t))ﬁbl(t) fe At(nz(t)):bQ(t)
ifadelerinin t ye gore diferensiyeli alaimir (II,1,9), (II1.3.13) ve

(111.3.14) egitlikleri kullanmilirsa:

2t(b,) = Kb, + (r; — 2 dn
ot z - 1o (I11.3.15)

2 = o .

g(by) =-Kby + gy = Ay

elde edilir. Ayrica At(ét)zri ifadesinin t ye gbre diferensiyeli
alinir (I1.1.9), (III.3.13) ve (III.3.14) esitlikleri kullanilirsa

T (n) = (Ame by (pmidb, (EI1.3.16)

bulunur. Boylece @

g Yo karsilik gelen matris agagidaki gibi olur:
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o Ko =)
2 - -K a (1-1'2-—)%)
- A - ‘

1-h) () 0
Eder 9{#0 ise bu taktirde bhareketin yuvarlanma kismina aiti

Darboux vektdril w, olmak Uzete {11.4.5) gbz onine alinirsa

— - ,...X__ ,
W = 02;‘%)b1-( 1~ bk M (111.3.17)

olarak bulunur. {ft} l—parametreli hareketinin bir yuvarlanma
olmas: durumunda (111.3.17) ile tanimlanan L Darboux vektdrii. (agisal
haz vektérﬁ) N vyiizeyine teget olacagindan normal dogrultusunda
bile§eni. olmayacaktar. Bu nedenle K:(wt,‘lt> dederi sifirdir.
Dolayisayla (I11.3.17) ifadesi

W= (A=) (X -3)b, (111.3,18)

gekline indirgenir. K=0 degeri (III.3.l4) esitliklerinde yerine

yazilirsa
db
—1_un
at - 1t )
y . © (I11.3.19)
db
2. un
dt T 2t

elde edilir. Bﬁylece.agaéldaki teorem ispatlanmig olur.
111.3.1 Teorem: N- ylzeyi lzerinde bir efjri (yt) ve (yf) efrisi
boyunca ortonormal vektdr alanlary :-

B, (t)=a, (a,(t)) vebz(t)zat(az(t)).
~olsun. Efer (11.1.A) ile tanmamly l-parametreli {f, 1 hareketi M
ybzeyinin N ylzeyi Ozerinde bir yuvarlanmasa ise bu taktirde bl(t) ve
bz(t} vektsr ﬁlanl§r1 (yt) efrisi boyunca N nin koneksiyonuna gire

_ paraleldir.



M ve N birbirlerine her t anlnda- tefjet iki ylizey ve
tanjant uzaylari da, siras:iyla, TM(X) ve TN(Y) oléun. M ve N nin
birim normal vektor alanlari da £ Ve mp olsun. Bu taktirde M ve N
ylzeylerinin (xt), (yt) edrileri boyunca gekil operatdrleri agafidaki

- gekilde tanimlanir:

S: TM(X) —-—~§TM(X) «
X —>5(X) = st T :
. (111.3.20)
S: rN(v) _—_-ZFN(Y) 4n
— - n - —
Y >S(Y) = D" = 5¢

‘Burada X ve Y, M ve N {izerinde, sxrasxyia, (xt) ve (yt)
egrilerinin teget vektdr alanlaradir.  (II1.3.13) ve (III.3.14)

egitlikleri géiz &niine alinirsa M ve N nin gekil operatﬁrleri

dxy _dg _ _, _a
SigE) ~a@ T M ™ -
. (111.3.21)
=4y _Qn___u- "
SGae) =ar = 1P T P2

olarak bulunur. Buradan gu teoremi verebiliriz.
111.3.2 Teorem: M ve N yiizeylerinin (f_} l-parametreli hareketi

esnasinda (xt) ve (it) efirileri boyunca sekil operatérleri arasinda
: dxyy o gy

egitligi varsa hareket yalnizca bir Gtelemeden ibarettir.

Ispat: (xt) ve (yt) edrileri boyunca yﬁnlendirilmig iki yiizey M ve N
elsun. M nin birim ﬁormal vektdr alanz Et.ve N nin birim normal
vektdralan: da W, olsun. (xt) ve (yt) efrileri boyunca teget vekttr
alanlara dx/dt €T,(X) ve dy/dteTy(¥) olmak dizere (III.3.13) ve

(111.3.14) den (II1.21) eéitlikleri elde edilir. Bulunan bu esitlik:
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A(S(%%J) = §Kg{3 denkleminde yerine yazilirsa

=t A -
Al”ul ve 2_u2

elde edilir. Bu degerier (III.3.18) Aagisal hiz denlkleminde yerine
yazilirsa

wt:G
bulunur. wtzﬂ oldudundan Qt:D olur. Bu ise (II.1.4) tanimindan {ft}
l-parametreli hafekétinin sadece bir &telemeden (kaymadan) ibaret
olduﬁunﬁ gﬁgterir.

ITE.3.1 ‘Sonug: M ve N yitizeylerinin {Ft} l-parametreli hareketi

esnasinda

T
MS(ED) = Segh, ses003)

seklinde bir esitiigin olmamasi hareketin bir yuvarlanma olmasi igin
_yeterlidif.

Ispat: 113.3.2 teoremden sonug Agiktar.

1Y1.3.2 Sonug: (xt) ve (yt) egfileri,'51ra51yla, M ve.N nin bazi flat
noktalarindan gegiyoréa bu noktalarda sadece Gteleme vardir.

Ispat: (xt) efrisi M nin flat noktasindan gegiyorsa bu nokialarda

tanim geregi
dx
_s(—-—dt|xt) =0

dir. Et’ M nin birim normal vektdr alani olmak iizere

S(dx/dt)=d€/dt oldugundan (1II.3.21) den d%/dt= ~Ha, - Ra,=0 dar.

Bu ifadenin sifir olmasa ﬁ:ﬂ ve 12=0 almasiny gerektirir. Benzer
olarak (yt) efjrisi N nin flat noktalarindan gegiyorsa “1=B ve “zzﬂ
elde edilir. Bu egitlikler (III.3.18) agisal hiz denkleminde yerine
ya2111rsa.'*t=0 bulunur. Dolayisayla %:ﬂ olur. I111.3.2
teoreminden dolay: (ft} l-parametreli hareketi-sadece bir ﬁtelemeden

ibaret olur.

47



48

111.3.3 Sonug: (xt) efrisi boyunca M yﬁzeyfnin birim normal vektor
alanl gk ve (yt) edrisisinin noktalary da N ylzeyinin flat noktalarai
olsun. Bu taktirde M nin N iizerinde bir ft } l-parametreli

vuvarlanmasi mevcuttur.

Ispat: (xt) efrisi boyunca M yiizeyinin gekil operatdrii S olmak {zere

S(EX) 2S5 o - a0 20

dt’ ~ dt ~ 1} 22

dir. (yt) egrisinin noktalari N yiizeyinin flat noktalari oldujundan

II1.3.2 sonucundan

o

—(dyy _ 80 _ _
s(dt) = b

gt = = Py "

dir. Bu ifadenin sifair olmasi %;0 ve “2=D olmakla mimkiindir. Bu

detjerler (I1I11.3.18) agisal hiz denkleminde yerine yazilirsa
=3Pz AP
bulunur. Ohalde wt10 dir. Dolayisiyla g ,30 anti-simetrik matrisi
tanimlanabilir. Bu ise III.3.1 sonucundan {ft} l-parametreli
hareketinin bir yuvarlanma olmasi demektir.
III.3.4 Sonug: Birbirine tefet iki yizey M ve N olsun. Bu
yizeylerden biri dizlem ve difer yiizeyin noktalari da egri boyunca
flat nokta olmasin. Bu durumda yiizeyin diizlem Gzerinde bir {Ft}
yuvarlanmasi mevcuttur.
ispat: Kabul edelim ki N yiizeyi dizlem olsun. N nin gekil operatdri
S olmak iizere
S =0
dir. (xt) efjrisi M nin hiqbir flat noktasindan gecmediginden, gekil
operatdri S olmak ilzere
S(%Ixt) =% 0 dir. Dolayisiyla A(S(%E)) =% 0 olacagindan

A(S(dx/dt) )45 (dy/dt) dir. COmlde I11.3.1 sougtan F bir ywaclamacir.
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iv. BOLUM
IV.1 BIR HIPERYUZEYIN DIGER BIR HIPERYUZEY HZERINDE YUVARLANMASI

£ de yonlendirilmig iki hiperyiizey M ve N olsun. E” de

bir dik koordinat sistemi fXyreensX } Ve (E™) in standard bir baz)

n
M Uzerinde diferensiyellenebilir bir egri (x,) ve M nin

(xt).boyunca birim nermal vekitdr alanm: € e’ N nin (yt) edrisi boyunca
birim normal vektdr alam “t ve XD noktasinda

£ =n
o 0

olsun.

E" de bir {ft} l-parametreli hareketi her t igin (II.1.4)
ile verilsin. 'Ft(ﬁt):Yt noktasinda ft(M) ve N nin tanjant uzaylara
.gakigik olacak gekilds verilsiﬁ.‘ (xt) egrisi boyunca M nin tanjant
uzaylari igin bir baz {ul,;..,un_l} ve her i igin Ugs 1£i4n-1, M nin
koneksiyonuna goire (xt) g@risi boyunca paralel olsun.

N hiperyizeyi ﬁzerinde &i"°"vn—l} vektBr ARlanlarinu
(yt) egrisi boyunéa
vi:A(ui), 1£i%n-1, AeSO(n) (Iv.1.1)
geklinde tanimlayalim. Bu taktirde .
<'vi,vj >=< A(ui),A(ujj >=Ci; u ><0
elde edilir. Gbhalde {VyseeerVo g }da-bir ortonormal sistemdir. ™ ve

N nin her t aninda tanjant uzaylara gakigak oldugundan

A(Et) =n t (1v.1.2)

dir. Boylece hareket boyunca iki ortonormal hareketli baz. sistemi
elde edilmig clur. Bu sistemler, sairasiylsn,

{ ul,...,un_l} ve {vl""’vn—i} (Iv.1.3)



dir. Bu kabul ve notasyonlar altinda (I1.1.8) ile birlikte agafidaki
tanimy verebiliriz.

IV.1.1 Tanwm (Yuvarlanma): Eger 2, donigini, her t igin T\(V,) tan-
jant uzayini Sp{n t] uzayi igine ve Sp{nt} uzayinl da TN(Yt) tanjaﬁt
uzayr igine resmeden bir donilgiim ise, [fe 1-pérametreli hareketine
M nin N Gzerinde (xt) edrisi boyunca, ani pol noktalara Yt=F£(Kt)
olan bir yuvarlanmadir denir.

Bu .tanim n=3 durumunda daha Once verdifimiz tanimlari

vVerir.,

Simdi {u } wve {Vl"'°’vn—1} sistemlerinin t ye

177 Yq
gore diferensiyelierini hesAaplayalim. (xt) egrisi boyunca
ui,ltiﬁn—l, paralel vekt&r alanlari oldujundan M nin koneksiyununa
gﬁré -
ﬁgx_”i = d, 12i2n
dt '
dir. Gausy denkleminden dolayz: dui/dt tirevi €t dogrultusundadir.
Yani
| du; = .
ot = Sk o ciec-(M,IR), 12i2n-1 _ {iv.1.4)

dir. Diger taraftan < EpsEp >=1 ifadesinin t ye giire diferensiyeli

< dg/dt, £, >=D oldufjundan dE/dt nin tiirevinin € _ dofrultusunda

t t
bilegeni yoktur. Yani d& /dt tiirevi TH(xt) tanjant. uzayindadir.

Tanjant uzayinin bazlari ecinsinden dt/dt tiirevi

dg

t:

n-J1
151 X Uy (Iv.1.5)

geklinde tek turlii olarak yazalabilir. < £ prYs >=0, 1¢isn-1,
ifadesinin t ye giire diferensiyeli alaimar (IV.1.4) ve (IV.1.5)

kullanilirsa =X =C. elde: edilir. Biylece agafjadaki egitlikler
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yazilar.
du.
— = .
at it (1Y.1.6)
n-1
d§s _
at = ;:1 i3

Diger taraftan < ViaVy »=1, 1£izn-1, ifadesinin t ye gore

diferensiyeli < dvi/dt,vi >=0  eldugundan dvi/dt tirevinin vy

dotirultusunda bileseni yoktur. Dblay;s;ylé

dv_

i .
}ﬁ;’e Sp{vl"'"vi—l’vi+1""’vn-l’nt}

dir. Bdylece dvi/dt tiirevi

dv n-1
—_— JEI kijvj f bint (Iv.1.7)

geklinde yazilabilir. dyrica <my,n. >=1 ve t ye gire diferensiyeli
< dn/dt,nt >=0 oldufundan dn/dt tirevinin n dofjrultusunda bilegeni

yoktur. Dolayisiyla

dn IR s
Gt sSp{vl,...,vn_l} dir. Bdylece dn/dt, {vl,...,vn_l} bazi 01n31n§en

n-1

dn _

-a'E—‘E mivi (iv.1.8)
i=1

geklinde tek tiirléi olarrk yazilabilir. R TN >=0, 12i2pn-1,
ifadesinin t ye gore diferensiyeli alimar (IV.1.7) ve (Iv.1.8)
kullanilirsa mizubi, 14i“4n-1, elde edilir. Ayrica

vizA(ui), 12i<n-1

ifadesinin t ye gire diferensiyeli alimir (I1.1.9), (IV.1.2) ve

(Iv.1.7) kullanilirsa
' n-1
aQ t(Vi) = 'El kijvj.+ (bidci)lt, 12i¢n-} - (IV.1.9)
elde edilir. 7



Diger taraftan
Ale) =n g
ifadesinin t ye gore diferensiyeli alimr (I1.1.9), {(iIV.1l.6) ve
{IV.1.8) kullanilirsa
. o-l
e ,.(n) = ifl(ci_bi)vi (1v.1.10)

elde edilir. B8bylece agafidaki egitlikler yazalir.

n-1

Q t(vi) = 'fl kijvj + (bi—ci)nt, 12ien-1
= (IV.1.11)
n-1 :

l? t(“t) = K (ci—bi)vi, 12i2n-1
i=]1

1, i=j
Ayrica € v..v. 2=§. .= . ifadesinin t ye gire

R (PR S3
diferensiyeli alinir ve (IV.1.7) kullanilirsa
k.. = - k..
ij ji

elde edilir. 3i=j igin kij=n dir. Bﬁylece,agaﬁldaki egitlikler elde

edilir.
2 t(vl) = 0..v1 + kl,zv2 + k13v3 +"'+kl(n—1)vn-l + (bl-cl)nt
Elé(vz) = —klzvl + 0.v2 + k23v3+"'+k2(n—1ivnkl + (bz—cz)nt

5t t(v3) z _kl3v1 - k23v2 + ﬂ'v3+';'+k3(nfl)vn-l + (bB_c3)nt
p ’ '

) = — - - hY
2 v 15 % (1)1 %2(n-1) Y273 (n-1) V01 eeeOev 4B ey

ﬂt( nt) =(c1—bl) vl+(c2—b2)v2+ vee + (ch—l_bn—l)vn—1+ Q. ny

olarak bulunur. Ohalde 2, yekargilik gelen anti-simetrik matris

agafjrdaki gibi ‘yazilar.
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K1 (a-1)

L(cl_bl)

Boylece

¢

k12 kis ... Ka(a-1) (by-cy)

0 Koz v ee Ko(n-1) (bymcy)

s R T B (by-cy)
Kotn-1) “N3(n-1) --- o (b1 %a-1)
(cybg)  (e5mb5) -onle, 40y 4) O R

nin matrisel ifadesi ¢{ Vl""’vn—l’ ng}

ortonormal baz sisteminin  tiitev vektdérlerimin bilegenleri cinsinden’

Hesaplanmlg

oldu.

V.
i?

tjzn-1, lerden birinin efrinin tegdeti olmasa

halinde kij serit edrilikleridirler. Simdi (df/dt)F-% in matrisel

ifadesini bulalim. - (II.1.8)de biliyoruzki Stelemeyi veren kolon

matrisi —nta + da/dt dir. Bu matrisin bilegenlerini Aye 12i2n, ile

gosterelim.

‘Ozaman harekete karsilik gelen matris (II.1.B) de

_agafjrdaki gibidir.

-

o

-0y

0

e

koneksiyanuna gbre

Ky2

-1y *2(n-1)

cz-b

0

13 K (a-1)

23 .- Ko(n-1)

a .en k3£n_1)

—k3{n—l) «ae

G

-h

n-1

c3—b3 - €1

Q “ e (}]

Eger v, vektdr alanlari (yt)eﬁrisi

b 04 by
i | 1

b.-c A
272 2

- byt A
3%

n-1
a8
An
o 1]
boyunca N nin

paralele iseler, her 1£i, j2n-1 igia (IV.1.12) den.

ki.=ﬂ elde edilir. Bu durumda ﬂt nin matrislerle ifadesinde bi—citﬁ

olmas: hareketin bir yuvnrlénmadan ibaret olmasini gerektirir.
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IV.2 ALTMANIFOLDLARIN DURUMU

n-boyutlu Oklid uvzayi E" de bir X, noktrsinda biri diferine teget
m-boyutlu  iki altﬁanifoldr M wve N olsun. i Uzerinde
diferensiyellenebilir bir (xt) efrisi icin (yt)z(ftgxt)) dedme
noktalaimin yeri olacak gekilde M manifoldunun N manifoldu Gzerinde
{ft} yuvarlanmasini tanimlayacagiz. " in (xt) eﬁris.boyunca bir
1-parametreli {f } hareketi (I1f.1.4) ile verilsin. ft(M) nin her bir

t anind’ Y, noktasinda N ye tefet oldufunu gbz ©niine alalim. (xt)

t
egrisi boyuncr M nin tanjant uzayi TH(XO)_ ve {al(o),...,am(o)}

sistemi de TM(XO) da bir ortonermal baz olsun. M nin normal tanjant
yzAay: TM(XO)L ve {am;l{u),...,nn(oj } sistemi de TM(XOI% de-
bir ortonormal baz olsun. |

N manifoldu Uzerinde {bl(o),...,bm(o)} vekttr alanlarinma
diferensiyellenebilir (y, ) egrisi boyunca

b, (t) = A(m, (£)), 1Zkn, AeSO(m) (1v.2.1)

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

< br’bs >:$ A(Rr).A(as) >=Z ar;as >=6rs’ 1y ,54n

elde edilir. Dolayisiyla {bl,..a,bdg sitemi‘de bir ortonormal
sistendir. (yt) efrisi boyunca N nin tanjant uzayi TN(Yt) ve
'@i""bm} sitemi TN(Yt) de bir ortonormal baz, N nin.normal uzay:
TN(Yt}L ve{ bm+l""’bn} sistemi de TN(Yt)L de bir qréonormal baz
sistemidir. gtqﬂ olmak iizere (II.1.8) ve vyukaridaki kabul ve
notasyonlar altinda agajidaki tanimi verebiliriz.
IV-Z.I‘IEQEQ_(Yuvarlanma): Efer QE#U anti-simetrik dénGgimi her bir t
anindna TN(Yt) tanjant uzayini TN(Yt)‘L normal uzayina ve TN(Yt}L

noreal uzAayaini  da TN(Yt) tanjant wzayina dontigtiriyorsa { fg
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}l—parametreli hareketine M manifoldunun N manifoldu Gzerinde {xt)
edrisi boyunca degme noktalara ve =ni pol noktalara (yt)z(Ft(Xt))
olan bir yuvarlanmasidir denir.

Bylece gu sonucu verebiliriz.
Iv.2.1.Sonug: Slfié bir anti-simetrik dontsim olmak Gzere
_ VX,YGTN(Yt) ve Yih,vVe TN(YtTL igin < nt(x),$ >=0 ve.< ﬂi(u),v >=0 dair.
ispat: IV.2.1 tanimdan agiktir.

ai(t), 1£ifm, M manifoldu {izerinde ai(o) baglangic garta
ile (xt) efjrisi boyunca paralel tefet vektbr alam olsun. E? in
Riemann koneksiyonu D ve M nin Riemann koneksiyonu D olmak {izere

X(E™) = x (M) 8 x(ay-
egitligi gerefince
D =D, A. + V( t,a ), 1Zi<m

dxi T Texi
dt dat

dir. Burada dx/dE, (xt) efrisinin teget vekidr alanadir. ai(t) ler

(xt) egrisi boyunca paralel oldugundan ¥ nin koneksiyonuna gore

Ddxal-ﬂ

dat

dir. fkinci temel formun tamimindan
Vit (x IXT (X)) ——>T (xn)'L

>v(

dt’ ;) dt’a )

dar. -Dd a.=0 oldugundan Gausgdenkleminden

t
A. = (dt,a )

veya

(dt,a )

olur. Bﬁyiece agafjrdaki egitlikler yazalir.



dt (1v.2.2)

Diger taraftan

n
dx L3
V(dt,a )—-z < Sa_(EE-,ni > Aa., 14i‘m

oldufundan -< 5 J(dt) Ay =.xij olmak Uzere

dir. Dolayisiyla (IV.Z.) den

j—m+l Aij 3 y 1£1%m

bulunur. Dhalde dai/dt tiirev vekiér alani normal uzaydadir.

aj(t), m+12j2n, M manifoldu Uzerinde aj(n) baglangig

vektoérii ile (xt) efrisi boyunca paralel normal vektSr alani olsun.

Bu durumda Ddxaj , m#l£jen, ile Weingarten denklemini

at
Dgs = - (5 (dx)) + Eanj , m+1<jn, (1V.2.3)

at "3 dt

geklinde tanjant ve normal bilegenler cinsinden yazabiliriz. éj{t),

m+15j£n; (xt) efjrisi boyunca TM(XO)L normal tanjant uzayinda paralel .

normal vektdr mlanlari oldujundas M nin normal koneksiydhuna gére

535?3 =0 (IV.2.4)
dt
dir. Delaylsiyla
dx
Sa aE? = 7 Paxs
J dt

olur. AyricAa " in koneksiyonunsa gire
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da .
= EEJ- , m+l€jZn, oldudundsn

QQKéj
dt da
. dx i i
S (5 =--l 32
a.(dt T m+1£j<n, (Iv.2.5)

elde edilir. Simdi (II.1.4) ile verilen {Ft } l-pAarametreli
hareketini ele alalim. Ft(M), Yt noktasinda N ye teget oldugundan

bk(t) =-At(ak(t)) , 1Zkzn

ile tammlanan (IV.2.1) ifadesinde fbl(t),...,bm(t)} ler (yt) efrisi
boyunca N ye tedet ve {bm+l""’bn} ler de (yt) efrisi boyunca N ye

normaldir. 11k olarak

b, (£) = A (&, (t)) , 12im, (Iv.2.6)

ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alimir (IV.2.1) ve (IV.2.2)

Ywlianilarsa

db,

i_ ' dx X
i ﬂt(bi) + A(V(dt,ai)) , 1£iZm, | (Iv.2.7)

elde edilir.

N manifoldu tzerinde diferensiyellinibilir bir efri (yt)
ve tefet vektdr alani dy/dt olsun. E" in koneksuyonu D ve N nin
koneksiyonu ﬁaplmak.ﬁzere

X(E") = x(N) B x(NJ-

i egitligi geredince genellegtirilmigs CGaussdenklemini

= o rdy P
EIPi = qu?i +V (dt’bi) , 1%i¢m, (Iv.2.8)
dt dt '
geklinde yazabiliriz. Burada V
VT (Y X (Y,) — T (v )
dy — 9y
(Gibs) PV(5E,b;)
dir. E" in koneksiyanuna gire
. db,
— —— L&
PQZPi = It 1£ifm

57



oldudundan
db.

dt dy'i dt ?
dt

olarak bulunur. (IV.2.7) ve (IV.2.9) ifadeleri kargilagtirilirsa

b.); 1£i<m, (1v.2.9)

= dx
dt

elde edilir.  Halbuki bi’ 1£i<m, (yt) efrisi bdyunca N ye teget

oldugundan yuvarlanmanin tanimindan dolayi nt(b.), N fe normaldir.

Ohalde Qt(b ) nin tanjant uzayda bllesenl yoktur. Ayrlca v(dt’b') ve

V(dt,a ) ikinci temel formlari da (yt) efrisi boyunca N ye normaldir.

Dolayisiyla

qu?i = 0 (Iv.2.11)
dt

olmak zorundadair. Bdylece N nin koneksiyonuna gore bi’ 14i4m, vektdr

alanlari (yt) efrisi boyunca paraleldirler. Dolayisiyla (IV.2.10)

ifadesi

2, (b;) = (%Xb ) - A(V(dt,é )Y, 1£im, (Iv.2.12)

bigimine indirgenir.
ikinei olarak

bj(t)-: At(aj(t)), m+1£j4n

ifadesinin t ye gore diferensiyeli alimr (I11.1.9) ve (IV.Z.5)

kullanxlairsa

db .
BEJ-— 1) (b ) + A (_S ( }), m+l€j2n, (Iv.2.13)
J

elde edilir. b,, m#l2jen, N manifoldu izerinde (yt) efirisi boyunca

normal vektdr mlani olsun. E" in koneksiyonu D ve N nin koneksiyonu

D ve gekil operatéri S olmak dizere quPj Weingrrten denklemini
dt
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- _ dy. 5 -
Dybs = = (5 (G + qéxpj, mel2jn,  (IV.2.14)
dat J dt
seklinde taﬁ ant ve norma bilegenler cinsinden yazabiliriz. e in
db,
koneksiyonun. ?Bre PQZPj = EEJ-, m+1£j<n, oldujundan
dt
db . - d -
b= -G, ED + qubj, meljzn, (1V.2.15)
J dt ' '

olur. Burééﬁ (1v.2.13) ve (IV.Z.16) ifadeleri kargilagtirilarsa

=T dy. (s (&% .
-a,(bi) = szﬁj - Sbj(dt) + At(saj(dt)) (1v.2.16)
3 dt ) ‘

elde edilir:f% Halbuki, bj' m+l£j2n, vektdr alanlari (yt) ejrisi
boyunca N ye_hormal cldufundan yuvarlanmanin tanimindan dolaya ﬁt(bj)
N ye te§etti?. Ghalde nt(bj) nin normal uzayda bilegeni yoktur.

Ayrica Sb_(dtz ve At(saj(dt)) gekil aperatdrleri de (yt) egrisi bo

yunca N ye tq§ettir. Dolayisiyla

F -0
dy
at

olmak zofundgﬁlr. Bu mnedenle N nin normal koneksiyonuna gire bj’

m+l<jzn, véﬁtﬁr alanlari (yt) efdrisi boyunca paralel vektiér

alanlaridar. % Boylece (IV.2.16) ifadesi

t(bj) = At(Sﬂj(g%J) - (Sbj(gfﬂ), m+1Zj4n, (IvV.2.17)

bigimine indirgenir.

':Eylece sU sonug ispatlammig olur.

£ : _— 2 :T.( —
IV.2.1 Somug: @ ,:Tu(Y,) >T(YIT ve BT (YR —T ()

anti-simetrigfdanﬁgﬁmﬁ olsun. Bu taktirde
E?i(t) = At(ai(t)) ve bj(t? = At(aj(t))
seklinde taﬁiﬁlanan bi ve bj vektiér alanlar: N nin tanjant ve normal

knneksiyonuﬁérgﬁre paraleldirier.
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Simdi M manifoldu igin p ve N manifoldu igin

T operatérlerinl Aagagrdaki gekilde tanimlayalim. VXeTM(X) igin

V:TM(X)xTM(X) _—)TH(K)‘L
(X,Y) — V{X,Y)
olmak lizere _
Y —p,(Y) = ¥{X,Y), VYeT,(X)
ve
DX:TM(X)L >TM(X) (Iv.2.19)
~ u >, (U) = - 5,(X), v_uerM(x)"
Benzer olarak N nin herbir Y noktasi ve XeTN(Y) igin
TE TN Ty _ (1v.2.20)
ve
TX:TN(Y)'L ——>T, (V) . (IV.2.21)
u >T (L) = - 5,(X), ‘VU&_‘TN(Y)‘L

geklinde Ty operatoriinii tanimlayalam. Bu operatérleri kullanirsak

(1v.2.12) ve (1V.2.17) esitlikleri, sirasiyla,

- - SLm
ﬂt(bi) = ﬁgx(bi) A At(ggﬁfﬂi)), 1¢i<m,

ve dt dt (Iv.2.22)

- - L

dt dt
egitliklerine dionliglir. Kiasaligain hatairi igin
| Pgx = Pt V® ‘gz:"‘t
dt at '

ifadeleri kullanilair ve (IV.Z2.1} gibzéniine alinirsa

2,.(b;) = 7, (b,) - At(pt(.\"l(bi))), 1£izm .
ve (Iv.2.23)

Bplbg) = Telby) - "‘t("t(“-l(bj))), me1£§<n

H]

'plur. Bu ifade her bi ve her bj igin sajlandifindan

&0



Q =T

v . AtDtAEI (IV.2.24)

elde ediiir. * Bdylece su sonucu verebiliriz.

Iv.2.2 Sﬁgggz QE*O bir anti-simetrik matris oldudundan pt ve T,

dﬁnﬁgﬁﬁlgri de anti-simetrik olmak zorundadir.

-Ispat: I1.1.3 sonugtan agiktir.

: vimdi gu Gzel durumu g8z &niine alalim. E7 de bir
m-buyutlgTaltmaniFold M ve M'nin izerinde bir nokta xd olsun. Ikinci
altmaniféid olarak N yi ve m-dizlem olarak. da Tm(xo)'l alalim.

: XeTM(XO) ve baglaﬁglq noktasindan gegen her hangi bir
efri (xt) olsun: Eger M nim N {zerinde (xt) efrisi ile tanimlanmis
bir {ft£' yuvarlanmasy wvarsa, butaktirde Aozl olacafindan (IV.2.22)
ifadesi -

nt = - D* (Iv.2.25)
olur. Bg XB da V ikinci temel Formun bir kinematik yorumunu verir.
"Ciinkti , V yi tam olarak tanimlamaktadar.

. Eger Eer (xt) egrisi boyunca normal vektrlerin bir alani
ise, bu taktirde |

, Et ;j=£+iqj(t)aj, m+l£j£n, (1Iv.2.26)

yazabili;iz. ‘Burada {am+1(t)’f°"an(t)} (xt) egrisi boyunca M nin

normal .uzryaindaki koneksiyonuna gbre paralel normal  vektsr

alanlérlﬁlrlar. (Iv.2.1) den

n
A(Et) = & q(t)b,, m:l£jn, (Iv.2.27)
J=mel J .

dir. Burada bj(t)zAt(aj(t)) vektdr alanlari (yt):(Ft(Xt)) efdrisi
boyunca - N nin normal koneksiyenuna gore IV.2.1 sonugtan
paraleldirler.

Ft(M) berbir t aninda (yt) edrisi boyunca N ye teget
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oldugundan b, () = A£(ak(t)), I2kZn, vektdralenlariny tanimlayabili-
riz. ai(t), léiém, {xt) edrisi boyunca ai(o) baglangig sartr ile
paralel ortonormal vektdr alanlaray oldugundan < ai Ry >=1 ve t vye
gﬁré- diferensiyeli < dai/dt,ai >=0 dir. Dijer taraftan E£" in
koneksiyonu D ve M nin koneksiyonu D olmak iizere grellestirilmig
Hausy denkleminden

L dx

D =2 ZiZ
dx'i 7 Tdxi dt’ai)’ 1£i%m

dir. Burada

V2 ) = - p <5, (25 1£im, (IV.2.2
g0yt = - <s, (Gp ,ai>aj, <1<m,{1V.2.28)
Jemsl

dir. ai{t) ler paralel vekttr alani oldufjundan M nin koneksiyonuna

gore
Dix_ﬂi:
. n _ dt . dai
dir. Ayrzea £ in koneksiyonuna gire Ddxai :laz—-olduﬁundan
at
e T di :
S+ = Ec;.a., c..=-<X5 (5),a. iz
dt " yomey 1337 L] ayide’ ni>, 1fitm,  (IV.2.29)

olarak elde edilir. Ayrica aj(t), m+1%i4n, ﬂxf) ejrisi boyunca
normal uzayda paralel ortonormal vekidr alani olduguridan < aj,aj >=1

da. -
ve t ye gdre diferensiyeli < .EEl,aj »>=0 olup, M nin normal

koneksiyomma gire 5&¥aj = 0, mtl€jen, dir. E° in koneksiyonuna gé-

- _ da; dt

re ?gﬁfj =g tlrevinin aj, m+1£3j%n, dogrultusunda bilegeni yoktur.

dt
Dolayisiyla

da, m ) )
—-—‘l:zl-.ﬂ. .
dt iog 9E 1 m+1£jn, (Iv.2.30)

yazbiliriz. UDifer taraftan < ai,aj > =0 ,l¢ifm,m+12j4n, oldufun-

dan t ye gore diferensiyeli alinir (IV.2.29) ve (IV.2.30) degerleri
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yerine yazilir ve dazenlenirse xjiz - Cij elde edilir. Biylece su

egitlikler yazalir.

dai n
—-— = I cr..A. R
dt jemel ij J , 1£i=m
. (1v.2.31)
da. m .
gt =75 Sa”i, melgjen

bi(t), 1£itm, (yt) efrisi boyunca ortonormal vektdr
alanlara olduﬁﬁndan < bi’bi >=1 ve t ye gqire diferensiyeli
< dbi/dt,bi >=0 dir.  Dolayisiyla dbi/dt nin bi dogrultusundar

bilegeni yoktur. Boylece

dbi - m n :
2 =Ik b + I x.b., ...
gt "y irT jema 1373 171_m, : (1v.2.32)

geklinde ymzabiliriz. Benzer olarak, bj(t), m+1€jén, (yt) efrisi
boyunca N nin normal uvuzayinda ortonormal vekt@r alanlari oldugundan
< bj,bj->:l ve t ye gire diferensiyeli < dbj/dt,bj >=0 dir. Ohalde

dbjfdt tﬁreyinin,bj, m+l=j=n, dofrultusunda bileseni yoktur.‘i

Dolayasiyla
db, m ' R -
—l-zy.b.+ I k.b ,mlejcn, (1v.2.33)
dt Tyadbl gy s e

olarak yazalabilir. Ayrica (‘bi,bj >=0  ifadesinin t ye gdre
diferensiyeli alimar (I¥.2.32) ve (IV.2.32) esitlikleri kullanalirsa

yjiz—xij olarak elde edilir. Boylece agaGirdaki egitlikler yazilar.
dbi m n
——=I k. b + I x.b_., 1%ifm,
dt j=3 iE T Gemel ij’J )
(Iv.2.34)
db, m

n
E{l'=— E X:..b. + © k.

sh 0 T gy NgeDs o TSI

Ayraca” {IV.2.1) ile taméaimlanan bi(t):At(ai(t)), 1¢i4m,



esitliginin t ye gbre diferensiyeli alaimir {(11.1.9), (1iv,2,31) ve

(Iv.2.34) egitlikleri kullanilirsa

©m n
a,(b.Y =z k. b_+ & (x,.~c_.)b., l£ifm (IV.2.35)
A | r=l ir'r jemel ij 13 3

ifadesi elde edilir. Benzer olarak {IV.2.1) ile tanamlanan
Ej(t)zAt(aj(t)), m+1£j%n, ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alamir

(11.1.9), (1v¥.2.31) ve (1Iv.2.34) egitlikleri kullanilirsa

I n
n.(b.) = 5 (c..-x..)b+ k. b m+l2jen (Iv.2.36)

ifadesi elde edilir. Boylece agafidaki egitlikler yazilar.

m - n : ,
2. (b.) =z k., b+ § (x,.-c..0b., 1£iZm
L e L Y | 3 (1Iv.2.37)
m n
a.(.) =5 (c,.~x. )b, + £ k, b_, mlfjsn
| PROREE = e N M SN | is™s

i
tanimindan dolayi né(bi) normal vektdr alanidir. Dolayisiyla nf(bi)
nin teget bileseni s1fairdir. © Benzer blarak -bj, m+l&jén, - normal
vektor alany piduﬁundan yuvéflnnman1n tanlmlﬁ&an.dolay; Qt(bs) te@gt
yektér ﬂiﬂhldlr. Dolay;slylé nt(bj) nin normal bilegeni sifirdir.

Biylece {IV.2.37) esitlikleri

n .
= —_ L L
a,(b;) --_;:Hl(xij £; 05, 1fifm
p J= . (Iv.2.38)
41
_ _ .
?t(bj) —iil(cij xij)bi’ m+1<jen

bigimine indirgenir. (IV.2.38) ifadesini matris formunda agagidaki

gekilde yazabiliriz.

'h-, 1¢ifm, tedet vekidr alani oldugundan yuvarlanmanin
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I - r . AR -
o)) 0 ~e.. 0 X1l Simed) - -- XS] 21
Up } ..

tGEJ 0 ) * 0 ﬁﬂmﬂ)iﬁﬁml). R I

a b . m m m
e’ | [ColmeD) ™ i(mD) ~ * * Sm(med) Xn(me1) ) - .. o |iPon
ey | . ; p

_t“%? | _CL1XL1 <X 0. - .. a _‘bn ]

Simdi daha dnce tamamladifimz @ ve T operatirlerini tekrar giz orinle

alalam. Bu operattrleri agagidaki gekilde tanimlayalam.

°ﬁ : rm(x) TM(X)‘L '

dt

a, >0 ta Yoy (X e
i . g%(ai)_v(dt,ai), 1_1-m

d

Burada V(EE);—

dx
qt <S5, (dt),ai>aj oldugundan

z
J=m+1 i

- dx :
(a.)__ I c, “"_cij‘<saj(dt)’ai> (Iv.2.39)

dir. AyricAa .
ot

Py ° Ty(XF™ —> 1,(x)

dt

: d .
0 g (aj_)z—Sa _(ﬁ), m+1£ j4n
dt ’ .

a,
J

dir. Bu da Weingarten denklemi olup daha dnceki gibi bilegenleri cin

sinden
m

= £3L
°Q§Faj)_iflljiai’ m+1£j<n
dt -

seklinde yazabiliriz. ?giFai)sTM(x)L ve pgéfaj)e?n(x) oldufundan
' dt dt .
<pdxldt(“i) ,pdx/dt(ﬂj)>= 0,12i=m, m+lZj<n
dir. Bulduumuz deferleri yerine yazar ve t ye gore diferensiyel A-

lar (IV.2.29) ve (IV.2.30) egitlikleri kullanilirsa



’.L].i:-c bujunur. Boylece agadidaki esitlikler yazilar.
n .
pdx(ai) = 5 CyiA: s 1Zifm
T j=m+l Jd
dt (1v.2:40)
p . (A.) =5 c..a, , m+l£jen

- Buradan (IV.2.1) ve (IV.2.4 dan agafidaki esitlikler

elde edilir.

n
_..1 -
Apogely (P3) = 5 cgibe o, 12im
at J=m+l Y, : .
(Iv.2.41)
m
—l _ - -
Aeeaxt (B3 = 2 €85 meagjen
gt J i=1 J
(1V.2.41) den AtotAt“l matrisi agagidaki gibi olur
; L 8 i N - r -
Aty (b)) [. 0 o C1(m+1) ®inl (P2
- _1 . . *
AtptAt (bm) 0 g Calmsl) - ° Can bm
. -1
Aoete T Coa [Cime)t 0 0 Cm(mel) 0 SR I LA
-_1 . - *
[:‘tpt:'\t (bn) ] __cln . “cmn_ 0 . - . U_ __bn -

Difler taraftan bi(t)’ 1<i=#m, vektdér alanlari N {izerinde
(v,) efrisi boyunca (IV.2.1) sonugtan paralel oldugundan N nin
t g

koneksiyonuna gdre

B - Py
QQXPi =0, 1£fifm
dt

dir. Ohalde Gaussdenkleminden dbi/dt Elirevinin bi ler dogrultusunda

bilegent ynktqr. Dolayisiyla dbi/dt tirevini

db n
- = X.-.b, 1%iZm
T pag Py

(IvV.2.42)



bigiminde yazabiliriz. Ayrzea b(t), meltjen, vektsr alanlari N
iizerinde (yt) efrisi boyunca (IV.Z2.1) éonugtan paralel oldufundan N

nin normal koneksiyonuna gire,

'5 b y M+lLjen
_x 37

dir. Bu da dbj/dt tGrevinin bilercbﬁnﬂiuardab&hggrﬁnﬂwohwxh@ruk\
gisterir. Béylece Weingarten denkleminden dbj/dt tiirevini

bilegenleri cinsinden

m

zlyjibi , mlfjen, (Iv.2.43)
j=

%L%

seklinde yazabiliriz. Difer taraftan

2 T — T

>fgxﬁbi) V(dt’b')’ 1£ism
dt

gy
dt

b.
i

’dir. Burada V ikinci temel formu

N
Vb ) = dy
V(dt,bi) ==z < sb.(dt)’bi >bj'
J:m+l J
oldufundan
n
ng(bi) =z 1xijbj-, i <S ( ) h.>, 1fizm, (Iv.2.44)
dt =+ J

yazbiliriz. Ayrica

td.errL —> T Y

dt o _ dy. .z
b >Tg£(bj) _-sbj(dt), m+1< j<n
dt

dir. Bu da Weingarten denkliemi olup bilegenleri cinsinden

(bj) =z y.;b. , mlLien (1v.2.45)



geklinde yazilir. '[gl(bi)ng(Yt)L ve tQXFbJ)GTN(Yt}
dt dt :

- ' . Yy 125
oldugundan < tdy/dt(bi)’Tdy/dt(bj) >=0, 1£ifm ve m+1£j%n

dir. VYukarida elde edilen ifadeler yerine yazilir t ye gqore diferen-
siyel alanir {IV.2.42) ve (Iv.2.43) esitlikleri kullanilirsa
Y 355Xy 5 bulunur. Boylece agafjzdaki egitiikler yazilar.

Jji
n

[ .

ngﬁb.) =.h;;1xijbj , I%itm .

at 4= (IV.2.46)
- m

= 23z
?gﬁ(bj) = ijlxijbi , mslZjZn

(Iv.2.45) égitliklerindgn T, matrisi agagidaki gekilde

yazilir.

_ 1T : : ~F -
© (b)) o 0 *1(m+1) 1a| 1

T f(bm) . 0 0 xm(m+1) ST - bm
?t(bm+l) _*1(m+l) © 0 Xalmel) -0 o bm+1
ft(bn) B __xm “Xoin . o _ D_J _bn _J

T, ve AtptAt_l matrisleri anti-simetrik olup IV.2.2 sonug

ile A, ptat-‘l farkyi ®, anti-simetrik

ispatIanmig olur. Ayrica t ¢ &

matrisini verir. Yani

Y

Sl L S i

oldufiums matrisel olarak ggstermis olduk.
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1v.3 BIR n-BOYUTLY KURENIN YUVARLANMASI

Bundan.ﬁnceki btlimde yaptifimiz islemleri yUksek boyut-

lara genellestirecegiz. (n+l)- boyutlu €7} Bklid uzayinda 5" birim

kiresi

,x12+x22+...+x62:1
denklemiyle verilsin. s" tizerinde on{o,o,...,—l) roktasinda
ba§lafandiferensiyellenbilir bir edri (xt) olsun. - ¥ tefet hiper-
diizlemi xn+1=-1 ile.verilsin. En+1 Oklid uzayinin standard baza
1&1,.-.;e;+1} elsun. Her Lt aminda T dﬁziemi ile defme noktasz
vt=rt(xt) olacak sekilde 1l-parametreli Ft hareketi .Ateso(n+1)

olmak tzere (II.1.4) ile verilmis olsun. Bu durumda

A(X)=-e g

(Iv.3.1)
atzvt+en+l
denklemlerini yazabiliriz. (I1.1.4) ifadesinin t vye gire
diferensiyeli alinarsa
d¥ _ ddA d¥ da

gt Tde ‘e TGt et

olur. S" birim kﬁfesi I! ddzlemine tedet oldqﬁupdan Y£=Ft(xt) olub
her t aninda bu noktalarain géometrik yeri pol éﬁrisini olugturur..
Dolayisiyla Y, ani donme merkezidir. Biylece §|0=D dir. Y, ani
donme merkezi ve (yt)z{Ft(Xt)j degme nokialarinimn ve ani pol noktala
rinin yeri oldufjundan

dA da

dt X Yot 7 0
dir. Biylece
da
Sz.th +.EE' = 0

olarak bulunur. Buradan da (IV.3.1) gézéniine alindiginda
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.~ _da_dY _ o

e len =gt ar » A KeI = Chaa Vo A (1v.3.2)
elde edilir. n>3 igin agisal hizdan bahsedemeyebiliriz. <~ ilizerinde
Ft yuvarlanmasini tanimlamak i@in her bir vektdriu €1 © dinligtii-

) o dy
2  smerari: Q = 91
ren 2, donUgiimiine ihtiyacamiz vardir. Bu gart altinda t(en+l) ot

denklemi 2 _ yi tek olarak tanimlar. s" tzerinde (xt} efrisi boyunca

t

bi(t) vektir alanlarin
A b (E))=e,, IKign (1v.3.3)
séklinde tanimlayalim. bi(t) vekidr alanlar: (xt) efrisi boyunca S
kiiresinin tefdet vektdr alanlaridirlar. Daha Gnceki gibifhi(t) lerin
5" tizerinde S" in-koneksiyonuna gbre paralel dldugunu gﬁsterebiiirii.
Bunun igin (10.3.3) ifadesinin t ye gdre diferensiyeli

alinip diizenlenirse

db,

1 -1
F—-—A Qt(ei} . (IV.3-4)

elde edilir. Rﬁ{éi), L in bir skalar carpimi oldufjundan dbi/dt
" nin S" ye dik oldugu gbrulic. Yani
db.

1
—_———— X
dt £

dir. Dolayisiyla s" in koneksiyonuna gire bi(t) vekt8r alanlari
(xt) efirisi boyunca parmlel vektdr alanlaridarlar. Ayrica s? kiiresi
= ya teget ve Yt:t‘t(x_t) ani pol noktalari olduﬁundan
dX, d¥
AGE)=at
dir. Bu ise (yt) egrisinin (it) efrisini bir ngllm; olmas1 demek-

tir.



v. BULOM
V.1 HOMOTETIK HAREKETLER VE ALTMANIFOLDLAR
V.1.i Yanim (Homotetik hareket): n-boyutlu Bklid uzays E" de
hA A
g 1

ile belirli doniigime E? de bir homotetik hareket denir, burada;
h:hIn bir skalar matris, A<S0{n) ve HGIRni dir. |

Keyfi bir XeE" noktasa igin

F(X) = hA(X} + a
dir.
V.1.2 Tanim (l-parametreli homotetik hareket): JSIR safirz ihtiva
eden bir aralik elsun. h:d ———>1IR fonksiyonu, AcSG(n) matﬁisi ve R
kolon matrisi t ye qgire diferensiyellenebilif olmak Uzere,
elemanlari;
h{t)a(t) a(t)]

F(t) = l (V.1.1)
bigiminde tanimia F(t} cimlesine E" in l-parametreli ‘homotetik
hareketi denir. Her t igih h{t)=sbt ve h{t)>0 alinacaktir. Afrlca
yalnizea dteleme  ve yalnizca donmeyi incelemelerimizin diginda
birakmak igin, sirasiyla, '

dh, . . dA da
th + hEE't 0 ve dt £ 0

kabul edilecektir. h bir skalar matris oldufundan

.dir. 8=hd oldujundan



~d
[ Y

B-lzh_lA—l:%AT

dir. Boylece Il. b&limde tanimladifaimiz ani hareket

He Yy
oF -1 (v
T Fe = _ (v.1.2)
0 0
elde edilir, buradaj
' dB -1 da '
_ g8 - g2 ‘ V.1,
Hy = g B 5 Vg =-Ha + == (v

dir. Ayrica

H, =88 g2 _ (gh h-gg)s“l , AES0(n)

t " dt dt
Ho=g 4 0 ©V.1.8)
W 28hpm1 g _dAT :
olarak glde edilir. Burada &y = GF h ™ ve t %ot A olup, et bir

skalar matris ve.ﬂt bir anti-simetrik matristir.

E" de m-boyutlu iki altmanifold M ve N olsun. W lzerin-
de.diferensiyellenebilir bir egri (xt} ve ai(t),'léigm, (xt} efrisi
boyunca paralel tefet &ektﬁr alani olsun. X0 noktasinca M ve N nin
birbi;lerine teget oldugunu gbzdnine alalam. E" de bir Ft
l-parametreli homotetik 'Bareketi her t igin  (V.1.1) ile ve
Ft(xt)=Yt noktasinda Ft(M) ve N nin tanjani uzaylari gakigik olacak
gekilde verilsin. |

N manifoldq gzerinde (;t) efrisi- boyunca vektor
alanlarim

bk(t) = Bt(ak(t}), 1£k<n ' (v.1.3)

geklinde trmmlayalim. B=hA, A:S0{n) oldugundan
2 s
< bi’br >=h ﬁir £L1,r€m

dir. Diger taraftan
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n

<by,by > = < B(a),8(a;) >

= hz < Aa,,a, >
i’"i
= h2
oldugundan Ibil2 = n? dir. Dolayisiyla [bil = h olur. Buradan

goriildiigi gibi bi(t), 1{igm, vektdr alanlari (yt) edrisi boyunca

ortogonaldirler.

dersek | v, | =1 olur. Dolayisiyla {¥y5---»¥,y bir ortonormal

sistemdir. §imdi (V,1,5) sistemini gézénine alalim. Boylece

) Di bi
ST I
Vv, = AMa) , AshTB, Agign (v.1.8)

elde edilir.
Ayrica aj(t), m+l§j4n, (xt) efrisi boyunca M nin normal
uzayinda paralel normal vekiBr alani olsun.
"N manifoldu tizerinde (yt) egrisi boyunea ﬁormal.vektﬁr
alaninl | .

bj = B(aj) y M+1LE3n

seklinde tanimlayalim. Buradan
<bybg > = < B(a;),8(a) >, melgj,sgn
:hz <A_,Aa_ >
J'’s

_w2
=h ﬁij

ve

<b,b. > =¢ B(aj),B(Aj) >+ mEICHKN

375
=h%¢ a.,a. >
37
2

=h



bulunur. Dolayisiyla {bm+l,...,b } bir ortogonal sistemdir. E£ger

A
b. b, =
Vj =IB%]: El » melgjign
J

dersek {V_ .,...,V I} bir ortonormal sistem olur. $imdi (V.1.5} sis-

temini gdzdniine alalim. Boylece

bj = B(aj) ’bj = th y m+IjEN

iglemler yapilirsa

-

= A(aj) , A =R OB, melCign (V.1.7)

[

olarak elde edilir.
ni(t), igigm, (xt) edrisi boyuncAa paralel oldugundun

(Iv.2.29) dan dolaya

dai n .

= £ ¢,. A, Ligm (v.1.8)
dt 7. €i; HJ s 1§

Jjom+l ) :

yAazabiliriz. Benzer olarak aj(t), m+1£3€n, (xt) efirisi baoyunca

normal uzayda paralel normal vektdr alani eldufundan (IV.2.30) dﬂn

da. m o
N : ]
I ..12_17:}.13.1 s ml&ggn (v.1.9)

yazabiliriz. Diﬁer-taraftﬂn < ai,aj > = 0 ifadesinin t yé gore di-

ferensiyeli alinir (V.1.8) ve (V.1.9) ifadeleri kullamilarsa

i ¥ 7 ®ij elde edilir. BSylece agagrdaki esitlikler yazilir.
J y $ $ :
rda. n
——&-E L ¢..a, -
t j2mel ijj , IKKigm
J (v.1.10)
da, :
_Ji__ %
at L%, melgign

Diger taraftan < Vi,Vi > =1 woldujundan



< dVi[dt,Vi > = 0 dir. Dolayisayla _dVifdt nin Vi dagjrultusunda

bilegeni yoktur. Bdylece dVi/dt tiirevini

dVi m n
—— — %
ot i kirVr + j-,idxijvj , 1<i<m {v.1.11}

r=1
bigiminde yazabiliriz. Ayrica < Vj,Vj > = 1 oldujundan

< de/dt,Vj > = 0 dir. Dolayisiyla de/dt tijrevinin'\-'j dogrulitusun—

da bileseni yoktur. Boylece dv /dt tiirevini

dv. m n
'dldt =Ly..V.+ I k.svs s m+1icn = (V.1.12)

i=} Jii s=m+1

bigiminde yazabiliriz. Diger taraftan < Vi,Vj > = 0 sldudundan bu
ifadenin t ye gbre diferensiyeli alamir (V.1.11) ve (¥.1.12) esit-
likleri kullan;llrsa Yii = 7 %4 elde edilir. Biylece agajidaki

egitlikler yazailir.

rdVi m n )
P =r£1kirvr + j:g+lkijvj y ILigm

9 . (v,1,13)
Efi m n )

bdt =-iiixijvi + s=i+1kiﬁvs M+l jEn

Vi=A(ai) ifadesinin t ye gbre diferensiyeli alipir

(I1.1.9), (v.2.10) ve (V.1.13) egitlikleri kullanilirsa

m n
ga(Vv.) =g k. V_+ g {x,.-c. V., Ki{m (v.1.14)
£t i r=j AT semel ij "i37'J

elde edilir. Benzer olarai Vj = A(aj) ifadesinin t ye gire dife-

rensiyeli alinmar {1I.1.9), (V,1,10) ve (V.1.13) esitlikleri kullanma-

lirsa o ‘ n
Q - - ; 3 _
t(Vj) _iil(cij xij)vi + s:ﬁ+1kisy5' m+1< j¢n (v.1.15)
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elde edilir.

Ry anti-simetrik donigdmi

Qt.

76

: TN(vt} "'""?TN(_Yt)-L ve 8, : TN(Yt)‘L — TN(Yt)

oldugundan Qt(Vi} nin tedet bilegeni ve nt(Vj) nin normal bileseni

si1firdair. Biylece agafjidaki egitlikler yazilar.

J n
f t(vi) =z

o1 557557

.J ’ ivéi(m
<

. m
Q t(Vi) =iil(cij-xij)vi , ml{jén

-

Buradan da g ¢ Ye kargalik gelen matris

-
o s o *me1) S (me1) "
0 X . —C -
a - m{m+1) w{m+l)
Hea(mer) ™ itmed) * ° ° Smlmel) ¥ 1{med) o
- o

o - C -
In “in mn T mn

seklinde bulunur.

ve

Diger taraftan

ot Ty(X) —=> TM(X)L‘

dx
a; e (;) = Vigpay

bt TXIm —> Ty(x) .
a, —>p (a) = -5 (2%
J £t ﬂj dt

(v.1.16)

“*1n""1n

e
mn mn

clarak tanimlsnan Py operatoriini gbzbnine alalim. Bu ifadeleri bi-

lesenleri cinsinden (IV.2.39) ve (IVv.2.40) egitliklerinde ulduﬁu



gibi -

n ,
pt(a.) =z €5 3?5 2 1§igm
d J=mel | : (V.1.17)
m
t(RJ) 1 ST m+1j¢n

bigiminde yazabiliriz. Ayrica

< pt(ﬂi)sp (aj) >=0

dir. (V.1.17) egitligi yerine yazilair t ya2 gire diferensiyel =~linip

diizenlenicse GI='_cij bulunur. Btylece agafidaki esgitlilder
yazilir.
n
z i
Pelny) = T eigry o Mk
4 (v.1.18)
= E i
p (aJ} - lcljal , melgign

Diger taraftan Vi(t), 1€igm, vektdr alanlar: N Gzerinde
(yt) efrisi boyunca IV.2.1 sonugtan paralel oldugundan N nin

koneksiyonuna giire

Pey's
dt

diri Ghalde Gauss denkleminden dVi/dt tiirevinin Vi dofirul tusunda

= 17, IKigm

bilegeni voktur. Dolayisiyla dvi/dt tirevini

dv, n
1

bigiminde yazabiliriz. Benzer olarak Vj(t), mI{jCn, vekisr

alanlary N lzerinde (yt) efrisi boyunca IV.2.1 sonugtan paralel-

oldufundan N nin normal konsksiyoenuna gire

_LJ = 0, m+ljén

dir. Bu da d¥_/dt tiirevinin Vj dogrultiusunda bilegeninin olmadigina

FE——':‘j:ng"ijVj , 1gigm (V.1.19)
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gosterir. Bd&ylece Weingarten denkleminden de/dt tlrevini

" bilegenleri cinsinden

dv . m
L - Iy..V. .
dt ic1 Jl i, mlgi¢n (v.1.20)

gseklinde yazabiliriz. Diger taraftan

P T — Ty
d

>Tt(‘"i) = V(Eiti,

Tt

v, Vi)

ve

Tt TN(Yt7L —> T (Y ) ‘ ‘

vy V) = Vjc-glti)

olarak tanimlanan Ty operatdriini gﬁiﬁnﬁne alalim. Bu ifadeleri
bilegenleri cinsinden (IV.2.44) ve (IV.2.45) esitliklerinde oldugu
gibi

1t(Vi) g X, .V., 1I{igm

Jj=m+l i3y
(v.1.21)

T (V ) = Ellevl » mELLG¢n

bigiminde ymzabiliriz. Ayrica r£ nin tanimindan dolavx

dir. (v.1.21) egitlifi yerine yazilair t ye gbre diferensiyel alinip

diizenlenirse . yjiz_xij bulunur. Bbylece agafidaki esitlikler
yazilair.
n
Tv.) = & . s I igm
LE AR '3 :
(v.1.22)
" (V } = Z leV , mlKn

i=1

(v.1.22) egitliklerinde Ty ye karsilak gelen matris
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[ o N g X{mel) . 1
0 - 0 *o(mel) © ° ° Xan
T,=
£
TUma) T mlmel) 0 - -0
In 0 Xan g ... 0

geklinde olur. Diﬁer taraftan (V.1.5) ve (V.1.10) egitliklerinden
. n
- _ g )
AtPtAt (Vi) '=m+1cijvj’ Lgigm
‘ - (V.1.23)

m
cijvi,m+1$j$n

AP A TNy =z
bt J i=}1

elde edilir. Boylece AP, A ™' in matrisi asagidaki gibi olur.

ittt
0 B 0 ©1(mel) .- ClrJ
Ao ATY - ° - 0 “m(mel) * ° ° San
vttt T
0

—cl(m+l) ot TCmtmel) o Tt

[cln Tt T Tron 0 - 0]

- -t 15 Q, i -
Buradan T AtptAt farki alindigindan ¢ Ye esit eldu

- so_ cey e . —_— _ -1 : 38 =0 | &
§u gdriliicr. Yani 82T —A P A dir. Difer taraftan H. =8, M

-1 ' dh,, -1
& - - & 8 =(—=— =
oldugundan Ht = Bt + Ty AtptAt olur. Efer t (dt)h © dersek

Ht ye karsilik gelen matris agaﬁldaki gibi olur.
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o . _ _ n
K o 0 xl(m+1) cl(m+1)"'x1n “in
W= 0 ot * “m{m+1) " "m{m+1)* " *nn"Cma
¢
“Ume) Ume2) 77 Cm(mel) Cmmal) _ o 0
-cln—x1n = %an %o o T i A

ﬁzellolnrak h=1 olmas:x halihde E%:U oiqp thﬂt olur. .
Bu ise bize daha &nceki bﬁlﬂmlerde' verdigimiz  yuvarlanma-
hareketlerinin tamaminin uygun boyutlar ve manifoldlar segilmek
sartiyla bu hareketin ©zel halleri oldufunu- gésterir.

Ayrica bu bﬁlﬁmde tanimlanan hareket daima  reglilerdir. n-
nin tek veya cift oclmasi yuvarlanma hareketini deﬁigtirmez; Burﬁaa

hareket bir altmaniFoldun diger bir altmanifold ilizerinde diferensi-

yellenebilir bir efri boyunca kayarak yuvarlanmadir.,



gzery

Bu c¢alismAa agafidaki giﬁi dizenlenmistir: Birinci ve
ikinci bﬁlﬁmler diferensiyel geometri ve kinematidin temel kavramla-
rinA ayrilmagtar.

Uglincit bdliimde, E3 de bir kilre veya yiizeyin yuvarianma31—
nin modelleri incelendi.

D&rdiine bﬁlﬁmde, onlar yﬁkse#,boyutlara gensllestirildi
ve bir hiperylizeyin difer bir hiperyiizey iizerinde yuvarlanmas:
incelendi.  Ayrica, Eh de bir m-boyutlu M altmanifoldunun dider bir
m-boyutlu N altmanifoldu {izerinde yuvarlanmasi tartigilda.

Beginci bdlim galismanin orijinal kismidir. Burada
m-boyutlu bir M altmanifoldunun diger bir m-boyutlu N altmanifoldu
izerirde yuvarlanmasimi E de homo;gt;k hareketlerehggngllestirdik.

Ozel olarak h=1l oclduju zaman dsrdiinctt bslimde verilen sonuglari elde

ederiz.
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ABSTRACT

This study is organized as follows: Section I and II are
devoted to the basic and necessary concepts in diFferentf%l geometry
and kinematics,

In section IYI, the .model of roll;ng A ball and a
surface in E3, h%s been given.

In section IV, the model given in sectinn_III, extended
to higher dimensions and studied the rolling of a hypersurfaces on
another hypersurfaces. He aiso discused the rolling an

m—-dimensional submanifold M on ancther m-dimensional N in E”.

In section V¥ which is the original part of thse study

where extended the rolling an m-dimensional submanifold M on another
m~dimensional submanifold N in E” to homothetic motions.
Inspecial case, when h=1 we obtain the results given in

section 1V.
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