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OZET 

Bu callemada, zamana ba~ll bolgeyi. uygun koordinat donU-

eUmU kullanarak, 6abit bolgeye donU~tUren problemlerde 

ortaya Clkan baelanS1C de~erinin seclmi incelenmis ve bu 

8ecim. iklboyutlu BOnSUZ kare priZmanlli katllaemaSl ile 

ilgili hareketli 8 1nlr 

uygulanml.f;;tlr. 

deAer problemi Uzerine 

itK4"!lTD ~J" ..., • .!"~~} '/.-, ­
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ABSTRACT 

In this study. the method based on the coordinate trans-

formation which converts the physical domain into a inva-

riant one i6 examined in Buch a way that how the choice 

of initial values effect the numerical procceS6. 

Than. a test problem. two-dimensional solidification 

problem 1s taken to show the effect of initial values on 

it . 
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SERBEST VE HAREKETLt SINIR DE~ER PROBLEI1LIlRt 

ARASINDAKi tL:i:~KtLER 

1.1 Girie 

Ge nel olarak tanJ.ml amak iste r sek. serbes t 61.nlr 

problemle1'1ne h areketli B l n 11' problemlerin i n [t (zaman)..,.co] 

ic in limitidi r denir . Orne~in . hil' eu mU51u~unu acal'-

Bak h aVa-f;U ortaJ:.: yU,;;eyini bil' serbest 811111' alarak bil' 

bareketli Sllllr problemi e lde ederiz. Fakat };;;1($8 b il' 

7.aman sonra hareket sUrelt11 h.;o.1e gelece~inden bu Ola.Yl 

8erbest 611111' problem! o l arak forrnlillend iriria . Bize yol 

goste rmesi aC 1Blndan, oncelikle serbest 61nlr de~er 

problemle rinin bir blblografyasJ.nl orta ).'a koymc.k ve 

Tablo 1 . 1-de gorUldU~U sibi. bu biblografyadaki ce$itli 

uygulama 6allo.1a 1'1 araslndaki referans l arJ.I1 yaklaf;; lk da~l-

I1mlnl. gostermek g e r el;:ir [1]. 

Tablo 1.1 Uygulama sahalar1.na gore 6erbest S lnlr problem-

lerinin r e f e ranslar 1.n 1.n dalt 111ml 

Uygul ama Sa has1-

Akl.~kanlar mekaDi~i 

G~zenekli akl.m 

Ela6t lk .ekl1 deA16tlrme 

16~ y aYl1 1ml ve dlfil Ziyon ' 

Elektro magnetlzma 

Gravitasyon 

Re ferans YUzdesi 

58 

1 0 

15 

1 

5 

2 

tj\Jtj~1) Of~! ~ '~ ····~~:~~r 
,..Jl:f;l~L KOIC~h l..~ -::.'· 



:" imY.::lsa l r <! Glw iyon !al' 

Bi rleem i e a l a nlar 

Kontrol t eoris i 

O};:,timiz8SYOn 

Mat:ematil.:;el gene11e mele r 

1 

5 

1 

1 

1 

100 

Ve rilen t a bloda referans l ar In sadece )'ak1ae lk %1' nin 161 

yaY l11ml ve difUzyon l a ilgili olma6 1 G a~ 1rt lcl gelecek ­

t iro Bunu me ydana geti r e n nede nle ri Qoy l e Bl.ra1aya bi1i­

riz. 

i) I S 1 y aY111m1 ve difUzyonla ilgili h a reket l1 e.ln1r p ­

r oble mlerine ait l itcratUrlerin co~u b il' boyutlu problem­

l e rle i l gilidir. hatta uzay boyutunda ele a lma k col\: 20r-" 

dur o Yine de. e~er. bir boyutlu hareketl i 8ill1r prc blemi ­

n1n limit1 mevcu ts8. 0 zaman nispeten ~nemBlz b i r prob­

l e m ola n bil' boyutlu serbest 81nlr prob l emine uya l'. 

ii) Bi r cok 1lg-inc ve zor h a reke tli 81.n1r problemleri 

ilg ine o lma yan l imi t cozUmle r e sahiptir. Orne~ in. e~e r 

bir t ermOBU Sloak su i le do ldurup. ieine bir buz kUpU a ­

tarBak c ok kar1$l..k bi r h a r eke t li SlJ1U' problemi gozle ­

riz. Fakat, limitte bir k ap do lu6U 11 1k 6U elde ederiz. 

Tablo 1.1 ' de verilen neden. 1S1 y aY1l1m1 v e difUzyon a­

lanla r1ndaki serbeBt B1n1r problemlerinin ne k ada r az 

ortaya c1ktlA1D1 gostermez. f a kat 61n1rS1Z serbest prob­

lemlerinln deAi6ikiiAlnl vurgular. Bunlar1n hepsi hare ­

ketl1 61n1r problemlne neden o lur . 



1 . 2 Proble m: DUnYD.lun r,!agnetlk kliresi 

GUIH:.: t3 ylize y indcn ayr l l a r ak d e ' l yaya carpan y l' \ lenmis 

p a rtH::Uller in ak 1m 1 gUne~ rilzgar 1 01ara10; adland 1l·111r . 

Partiklille r dilnyanll) magnetik 318n 1 t.araf1ndan Bapt1r 111r-

1a1" ve blagnetik kUre olarak adland1r 1 1an dUnyan1n et. r a-

f1ndaki bir bolgeye giremez l e r . 11agnetl1l: klirenin B1n1r1 

bil' Berbe5t slnlrdlr . bu magnet l k a r a olarak bilinir ve 

uydular yardlmlyla deneyse l olarak gozlemlenmi$tir . Kaba 

yaPlda bil' kUtle Uzerine yUkl3ek h1zdaki gaz al'>:lml f;iok 

}~aviBi adl veri len yapJ.Yl olusturu r ve serbeBt Blnlr ta-

nlm1na gire n katIe Uzerind e sUpe!"Bonik ve Bubsonik bol -

gelere aY1r1r(Seki l 1. 1) . 

-----?> 

~ 
G.U~~ S 

~U.1. (,~1 
-?> 

.s0'l'; KA Vi~i 

t-I',A. r. N ET ;!<. AR.A 

).\ 1I,.4tJ E T i K. \l UKE 
(Cr u .• e." .. .... 2. ;:."" ... i' . .... .. .:.L, Ll Ol' .. " ·' 

0 1",0J.'3 ' "''''3e. ) 

Sekil 1 . 1 DUnyanln maenet i k k Ur esl 

Eu gline~ l eke l e ri veya gUne~ a l ev l e ri y UzUnden gUnee 

r Uzgarlllda ki a n i de~ iQme lerin magn e t i k kUre Uzerine etkl -

l e rini t an ll1l1a yan btSy l e s e rbest 6 1111r prob lemi. benze r 

6e rbe st S lnlr problemlerinin ca116mas l i c in fikir 

verir . Simdi de bu til r proble mle rin c~zUmleri Uzerine b a -

Zl bilg i ler ve relim. 



1.3 CCizUlillcr ln Kar{;.r l ~1 1M1 . Varll.t1 ve Teklii11 

Bunlar hat"eket.li 61n1.r Pl'oblemlerinin limiti o!aro.it 

serbest 61112!' proble mlnln uygun veya uygun olmayan bll' 

Qoz UmU SlraSlnda r..e ydana gelen ozel durumlard1r. 

1.3 . 1 Kararslz serbest 61n1r problem! 

E~er bir serbeet 81.n1r problemi kal'arS1Z ise. onu bir 

. harel;:etli B1U11" probleminin limiti olarak yakla6t1rlilak 

col;: 20r ve bazende imkans 1zd 1r. Ama ak IF.dcanlar rnekani~ inde 

serbest Slnlr proble~ ler inil1 karars1z oldu~una dair dik­

kate aJ.lnabilir . kan1tlar da vard1r [2J . Once !:ararS1Z bir 

serbest BlUlr probleminln matematiksel zorlulclar goste r­

dl~i dUt;;UnUlebilir . fakat peryodik gelieen dal ~alar; ya­

ni de~ismez sekilde selisen 6U Sibi bil' SlVll1111 yUzeyin­

deki dalgalar orn€.,~ inde durum daima boyle de#lildir . Da1-

galarln koordinat eksen1er inin hal"eketl ~zelli~iyle 

i1gi1i bil' problem goz online a11n1r68 . serbest 61n11" 

problemi elde edi1ir. Peryodik ge1ieen dalgalarln var11~1 

1920' Ii Yl.lla1'da kan1tlanmlf~t1r. Son Yl.llarda y,?,P11an a-

rastlrmalarda 

ne~i vsrdll' [ 1]. 

bu ispatln varll~lnln cok daha fazla 01'-

Bunun1a 1 :e: peryodik geli.sen dalga-

1a1'111 kararslz oldu~una dai. 

rik bilg i1e r vardl.r [3 .4.5J 

~~m deneyse l. hem de teo-
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E~er serbest 6~n l. r prcoleroleri birde n fazla ct)zUm ve -

riyol'lars8. mUmltU n olan yollardan birisi de. bullman 0 0 -

zUmlel'den birisinin problemin fiziltBel anlamda ifade 

... dilebilroesl aranacak ozellil~ler arasl.ndad 11'. Yaklae lk 'ro 

Yl1 Kadar once serbest 6 HllX problerolerinin birden fazla 

coatimU matematikciler e bUy Uk bil' sUrpriz gib! geliyordu. 

Eu konu Uzerine Call1;>malarHu sUrdUren bilim adam l a rl 

}'8v tlkl a rl call6malar 6onucunda. il~i veya d aha fazla cij-

zUmUn varl~lnl g(5stermi61erdir. 

Bir borda a~lzllAl. ; veril e:eklindeki k aba bil' tUpUn 

ek l enmesinden meydana g~lir (::;iekil 1.2) , EE!er kap ell lIe 

dol durulursa fi U tUplerden d16arl~{a akar . LitaratUrde ge-

neIde dlkkate allnan akma Sek!l 1. Z . e. da g~Bterilen inee 

tabaka 6e klinde akmadlr. Bu durumda fl(: k lran 6U tUpUn i-

cine dokunmadan d~6arlya akar. tklnci btl:' tip 

o .. '.=:": ~":'.']':": - - - - -- - - - - - - -
- . --- .~ - . -

~-:: --· su:-- ---:----- - - _ . - . 

.-. - _. ~- --- .. --- - - -- --- -_. __ ._ --
-::.-::.--- - - . '- . - -~ -

-- - - - - .- - _ .. 

a. Tabaka 6eklinde 
akma 

HAVJ,. 

--.. ill " .. ::: ~ -~- - :--- ...... - - - _ . _. - -. - - -- - - . - -. _- - .-- - ---_ . _ ---- - -. _ ------- ­_. - -. - -- --­-- - - - - -. - - _ . . - ~.---

~---.= ~~- ~ = .::~:: ::-:: -_ ._- - - - ---

b. Dalgall akma 

Sekil 1.2 Bir borda aglz11~lndan akma 

a kma 

Sekil 1 . 2.b'de g6rUlen kopUklU ve dalgal~ bir akmad~r.Bu 

ikinci t i p akma eek line I1taratUrde bazen rastlanlr [6J. 

Fakat h a ng i eartlar a ltlnda oluGtu~u verilmez. Buradaki 



d Gn e y alet inin tiipun bOYlltlar~ deneme i/ .:! nl..lma o lu ils 

bulunmuei...ur . Kablll bOyutl.:I .l.'l il3e , 5 birim genir;:;lHiinde 17 

bh:im u z unluBunda ve 2 4. birim ~· :jkseklie indedlr[2] . TlipUn 

ucundan tapa C ~kar lldl.A ~nda g ozlene n a l!O:ma da lgalld ~r. Bu­

nunla birllkte ;.UcUk bir boru lIe tlip{tn d~6 geris inden 

h a va UflenirBe s u tUp cidarlar~ndan uzall: la~ l r ve akroa 

inee t abaka Gekline di)nU~Ur . Dalga ll akmayl. elde etmek 

iein Ufleme durdurulur. 
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I I . E(J r.tii1 

Sl~ m3EST VK ;;ARElU1:TIli 5IN IR PRO:' T.lEMLEHHU N C'JZULiU }.(: l H 

RULLANILAN R~ZI NUHERiK YON'I'EMLER 

Bu boli.i.dde uygula!llal~ bilim da l la rlllda kullanlJan ve 

k ~6men cozilmleri roe\'cut olan problemler le, QtszUro leri h :;. ;: ­

klnda Ba e t bilgi verilecek t ir . 

Bir maddede 1.6~n1n yaYlllJIl~ veya 6o~urulma61 lIe 

maddenin dilter bir hale donU~mesi oneIll li bir problem gru­

bu olusturur . Boyle durumla r bir katln l n erimes!. dcnmasl 

ve",:;a 1 6 1YS ba~ll. lcim~ra5al reaks i yona gi rmesinde de ortaya 

Clkabilir . Genelc.e bu tip problemlerle ilgili ilk 

y a Ylnlar kutup buzum.m ka11nllAulln bulunmas l. lIe !lg11i 

c a ll.emalar yapan J . Stefenra aitti r [1]. 

Problemlerin ()zelli~ i. it! evr csi ara6 Hldaki ay 1.1' 1-

l;"!l.n bi r hareketl! yUzey olU6udur. Bu d u rumda ya pl1acak i6 

hareketli Slnll'ln hesap l anmaSldlr. Bir cok telnl.ik PloblE;m 

bir faz de~ 16im1 ile ilg-ill h b.re ketli yuzeyin yer 

dec.i~tirme6ini ieap ettlrir. KatIe ~'ada ene r j 1nin 

y a y llma Sl ile bu gercel~ l enir. 

Eu probiemiere uygu lama a l anIarlna gore ornel~le r 

verilirse ; buz olu6urnu probiero l eri jeofizikt e ve buz U­

retiminde o ldukoa 6nemlidir. gen i e kaya kUtle l e rinin 

50Aumasl ile ilgili cailsmalar ise jeoloj ide geni6 yer a­

llr . Yakln zamania rda lse metallerln kat l1a6tlr llmas lnda . 

dBkUmUnde. kaynak yapllmaslnda. aerodlnamlk 18 1nma ve di ­

Aer kuvvetler in altlnda, fUze1er in kaplanmaslnda veya 1a-



ser 1.$ H) 1.11 H1 metal lei-de k l> 1 1.-1n l. lmas l.ncla ol-taya Yl.ka.r:t slir~ 

lS161l1 ln c ideril.; _61 problemleri 

oluf)tul'ur . Stefan tipi Pl'oblemlerin diger ilg1 cel~en alanl 

b aS lnc altulda BU l~ullanar8.l~ gozenekli l::aya l ardan petrol 

C 1.kar llmaG ld 1r . 

Difuzyonu ilgilendiren bir cole problem le rde benzE;r 

forma sahiptir. Boyle problemlere daha col:;: biyo!o j i ve 

kimya endUstriBinde rastIanll.'. 

Serbest. ve ho.rel:etli Sln ll.' probleUilerinin Qoztim ybn~ 

temlerine gecmeden once bunlarla ilglli orne-kler vere l im . 

Ol!lek 2.1 

S.::blt bil' bas lnc altrnda , lki bo:{utlu ideal bir ak 1Q.kan, 

bir hava kabarclii1 u3erinden ,;,.K lyor . Burade. yalnlz yUzey 

ge rilimi olup, yer ceklmi ihmal edilmektodlr . Kabul ede~ 

limki u hlZ potansiyeli oIsun , oyle ki, 61V1 icindeki h1Z 

~-u ile verilir. 

llekil 2.1 tki boyut l u ideal bir "klek~nlll hava kaba rCl~ 1 

Uzerinden akmasl 

Q:=RZ de hava kabarcl~l d161nda tanlmlana n bolge, 

r: =HBva kabarcl~l yUzeyi u CZ(Q) 

u ye r a6a~ldakileri 6a~lBr: 



R.ilinell. Sl.nl.r problemi: 

" .. 

Q da ( a na denkleffi ) 

b) (1) gradu~ (1. 0 ), x ~+y~~ w zibi 

(ii) a u/'dn;::O , r= Q da (akllll cizgisi) 

Bilinmeyen 6:ln J.r ko,;;:ullar l : 

r da (kuvvetlerin dengesi) 

b) Q basi t irtibat!l olarak birlestlrilir . ( ilave k o f;;U 1 ) 

Allc..liti1;: cozUmlerl olan bir co};: se rbeS't 61.1'111' problem le-

ri:nde oldu~u glb i , coaUm l er gene-Ide komp l ex f onks iyonl ar 

teorisi lIe irade edilebilir.1S55~de Me Leod olaSl c6zUm-

lerden birieini as{;:.!t l.oakl gib i verdi. 

r : ={z=g(t) : t=~a ,O s eS2K } 

k l g et) a~a~ldak l g ibl t an l.m!anmlst lr. 

g(t ) =2 T (t-2/3t-l/27 t ') 

Burada U nun aCl11ml yapl1maml~t lr . 

Ornek 2 . 2 

Bir boyutlu tek - fazll ae:a~ ldak i Stefan proble mini goa 0-

ntlne alalU'l. Bu proble m ilk defa 1860 Ylilarlnda Neumann 

t a raf waan ince!enUlietir. ya r l sonsu,?; 

uzunlukta ve x el~seni Uzerine yatlrl1an lei 6 U dolu bir 

tUP. ki d onma noktas~dadlr. t=O zaman~da ve x=o da a n i-

den -1 · C dUeUrU l mektedir ve bu derecede BUrekli 

tutulmaktadlr . Do laY161yla, tUpUn 1cindek1 6U donmaya 

ba6 1ayaCa~lndan . buz-su 61111rl a6aAldaki eekilde 

g6ste r ilebi l ecektir . 

x=x(t) t?:o X(O) =o 
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Suy un (acukll.l1 111 111, O° C de ea-, it kald}.g l. far z ed iliyo:r: 

bo:,: lece cadece t.,\;~dak .1.. ~' lC f. ',1 J ' , 111 tan lhl l nnmas ::...na iht.i yac 

duyu luyor (bOy l ece t e k faz oluJ:: ) . l1ateHatlkee l 

form'J la8yonu: 

f.l::={(X , t) : O<x <X (t ) , O<t <C) }C R~ ( bUB bol geGi ) 

r : ={ (X ( t ),t) : O~t (m } ( su-bua a r a yUzey i ) , U€C~(Q) 

1:i U, buzdaki Bl.caJ~ll.ktl.r . U ve r Gl;iagldakiler i eatlar. 

Bilin e n S1n 1r p r o b l emi: 

a } 1'2 d a . a ul a t. ~ Ur~ (an a c..e nk l e m 181 dcn li:!emi) 

b ) ( i) u( O, t )=-l ( tUpUn s ol sonunda ki slcal:;1 1k) 

(i i) u ( X(t). t)=O . r da (donma slcak l l.~1nda su-buz 

a r ayUzey i) 

Bili!lIlieyen SL'111' kOI;iUl la rl.: 

a) ou/ox=L dX(t)/d t 

L 6uyun l ate n t 1 8 1 6 1 (bil' sablt). L , birimi O° C d e 6uyun 

bir . gramll1m donmas l. i o in t a n1mla: .11'. Bu bili:-lnley en 6 1nlr 

p r obleminin eozlimU. YUI\ar1da ki orne kte ve rile n problemin 

cozUro yonte mi ne benzer eek i l de bul ~ a(;tui lir . tlgili 

dlfe r e nsiye l d e nlt l e min coz UmU. 6 J.n 1r so.rt lar ~nd.an birin i 

saf. lar ve ilg ili parametre yi l eerir ve daha eonra seeilen 

parametre ye gore geri kala n Blnlr ~a rtlarl 6a~ lat l11r. 

Coz.urn: 

X(t), =2P(t U(x,t), =- 1+erf(x/2(t)/erf(P) 

P de nklemin birim po zitif kokUdUr. e =(n LPe rf(P), ve 

e rf(x) hats fonksiyonunu tanlmlar. Bu seeilen o1'nekler 

bilinmeyen 6l.nl..r probleminin fark11 yaZl1161arla 

tan1m l ana n gosterim!eridi r a ncak anal itik eozUmlerinin 
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bil i n moa i r,ill't1 i la. Bi l ir!m8~'e ! . p.~n H~ p l' o bL':tmlQl 'in'-" lita­

rat e!.'d c BlI~c~a r astlanll.' . Btl litvra-U:_' Un nli!li e .. :): ana l i ::; le 

dire k ilgisi cok faz } .dl.l" cUnkU een e ll il: le 6 zel bilimi:e­

yen 8 unr proble mleri g(Sz onUne a l ll1 lr. Sadell:: lStirme 

ri s k1 g030nline alindlilllda, diYebillriz J\ i, yUzYllln Se·C­

kin matemat ikcilerinin callJ;ima l arl. 6onuclmd a, fiz ikse l p-

rohlem l e rle ili~k i kurularak bunlarl.n lOate',lat lksel 

tanlIIl l a r1 " iyi t an l.mll." olarak e lde 6dilmistir. BUllun BO-

nucunda cili an genel kur a l, c (Szu.m (u, r) '11 i n mlimkUn 

o l a bildigince . 

c lroa lld 11'. 

(verilerln elverdi~ i oranda) " smooth" 

Bilinmeyen 5l.n lr pobleroler i bir cok ortamda aC l.ga 

cl.kmasl.na l'a~wen , ge ne l de en ook s lirekli ort-aml 8.!' 

mekani~ 1 ndek i problemlerden o!u6ur l ar, Eu probleml e rdeki 

S:l..nl.l' de~eri . bu ort.s.mda bil' ara yUz e y oldu~unda, bu yu­

zeyde sUreksizlik o labilir. veya tekllli ~ in ve tekil yti­

z6y l e rin olu~t~u yerlerde meydana gelir, 

Bu tekill ik bil' cok nedene dayanabilir . or nf!i1in; 

-iki fark l l. roate ryal yanyana bulunabl1il~. su ve hava 

gibi . 

- lia teryal fa rkll. f a zlarda olabilir. su ve buz e: ibi. 

- Materyalin 6zellikleri sUrekeiz olarak baz~ de~ i~ken lere 

baA11 olabilir. OrneUn, materyal, bir I;ritik de~er stre­

se ulaet l.A1 zaman, plastikten e lastiAe de~i6iro olabilil', 

- H1zda yada baS1ncta bil' Slcrama olabilil', 60k geci6i 

sibi . 

Ak1~kan mekaniklerinde. sUrekli ortam mekanlAi bilinmeyen 
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SlJll. l" problc rrti l ic cok ink ortaya Clkar . ( Jetler, lwva 

)'i".:tbarClklarl. , g e minin j31 . dalga l anmalarda) gozC tek l l 

a1:.113 (gozenekli kum lcinde n akle;) ve faz delHl;lti r me n'tek­

hanl~i (eritlCle ,Ie dondurma) Sib1 li teratUrde bir cok 

yay r;ln ornek vard ~r . 

2. 1 NUmeril;: Y5ntemler 

Hartketl i BIDlr de~e r problemlerinin C(SZUi:IU. oncelikle 

s1n1rlarl biline n probleml erin c ozUmUnU lcerdi~ i l o in . bu 

tip problem l e r e uygul anan nUmer ik yontemler ee; as olarak 

hareke tli 81n1-r dege r problemle ri lIe llgi ]! ytlntc!ulere de 

adapte edi l e bilir . Bu da gorUlebilece~i gib i bir tel:: ~Toll a 

olmayl.p , bu 6 1n11'1n yap151na ve probl em in diger 

k OG'u lla rlna g(jre ceeitlilik arzeder . DolaY16 1.yla , hare­

ketll 61nlr deKer problemlerini c(Szerken . dlkkat edilecek 

t e mel hU6uslar a~aA~daki gibi ozetlenebilir . 

-Problem or j inal Y8Plda cuzUlfueye cal .l~ 11 1r > bu du,"umc..::. 

hareketll 6 .l.nlr aClk ~eki lde. hes8plam8 boyunca aproksi me 

e dilir . Bu yakla~ lm ln adl genelde "Deneme Yanllma"' 

yontemi olarak bilinen yl$nteme biz! g(l,tUrUr. Ozel o l a rak 

hareketl i S1.n1r deAer problemle rinde bu yontem '" Front-T­

rack i ng" yontemi o l a r ak adlandlrl.11r. 

- DiAer b i r teme l yak l a6lm ise probl em Uze rinde matematik­

sel de~i6ik l ik le r yaP l larak ha r eketli Blnlr gizli bir h a ­

le g e tirilir. f akat bunun 60nucu o l a r ak daha karma6lk ya­

Pllar1n c(SzUlmesi gerekebilir . Bu yakla61m l cin a6a~lda 
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131n~flanan YLint(;ID ' e re Ii teratUrdc s ~kGa rastlsl1ltlak t.: .0. 11'­

la1'. 

2.1 . 1 Front-flxing=(Hare kct.U. 81nlrm 6abitlee;tir.ilm(~6 i) 

yontemi 

Eu yaklat;nmda bilinmeyen bolge bilinen bir bo!geye 

donUetlil-UlUr, bu donUr.;Um problerue ek bir karma~a eetiY5e 

bile, bilg isayar !::ullanlmlnda bliyUk bil' BakLYICa do~urmG:_ z. 

Bu BUIlfIn en oneml i yontemi IHH'dur. 

2 . 1.2 Analit1k donU~uI.'i ler: 

Eu donU6-Um1er, conformal donUeUlIller glbi donU~Umleri 

icerir ve gene lde 60nucta problemin e6G~~eri 

integral denk lemleri e lde edlilr. 

2 . 1 . 3 Flxed-doma in=(Sablt-btHge ) donU~Umleri 

olan 

BaZl durumlarda, 

"weak "=(zaYlf) 

sm~r1a 11e:111 

cozUmU 

pl'oblemin gene l cozUmil veya 

elde edilebilir oyleki hareketll 

bolgeler ctlzUm bolges1 icerieinde 

olarak ifade edilebilir . Bu 61nlf problemler lee enthalpy 

yontemleri ve varyasyonel e6iteiz11kler iBimlerl altlnda 

bilinirler. 

5irodi, YUkarlda tanlmladl~ lrolz y~ntemleri biraz daha 

gen16 olarak vermeye callQa l lm . 
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2 . 2 fr ont 'I'rackir:n l onte mleri 

Eu yonte rll ler . 6crbe s t 61n11' p1'ob l emle i."i n de 61i:::ca 

kullan],l an "denerne- yan 11ma" yon t eroinin bu p roble mle rde ki 

anologudu r . Ea as olarak pnoble min or j inal 1~oo rdinatlar 1 

lwruno,rak, ha.reket li 61n 1r ac lk olarak hesaplama boyunca 

yak 181;; l.k olar at b u lunmaya call1'311 1. :," . 

Bu ytintemin en ook kul l a1111anlarJ.ndan birkaC 1: 

2.2 . 1 l1ethod of line6 

Eu yi:)ntem genl.;; olan~k Meyer t a raIlndan [ 6] kul-

lanl ldl.. Teme l d(h;;Unce zaman de~ i~l:en ini a~~ l'l.k la;<;.t lr-

nlc.d an. i barettir . Sonuots. klsm i diferanBiye l denk l en he r 

zaman adlrn l i01n bir dizi bir boyutlu serbest Sln 11' deAe r 

probl ero ine donU6Ur. 

2.2 . 2 Bonnerot ve Jarn~t yontemi 

Bonnerot ve .Tamet [9J 5tefan prob l em l e rini sUrek-

siz soniu e l amanla r kullanarak oozlime kavu6turmu6tur. 

do laY1Siyle yontemin yeterli esnekl i~i oeeit il problem-

l er loin gBsterilebilir. 

2.2 . 3 Lynch y~ntemi 

Lynch [10J de form e olmus elamanlar~ bularak bir 

yontem gelistirdl . Oyleki. bu yonteme sonlu-elamanla rln 
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zamana go r e d ._ f orme olma2 1.. yt;n temi de de nilabili r. Bu 

yonte nde bil' cok ar.:\fs t ~r;Jac l taraflndan t erc ih ed ~ l en bil' 

yontemdir. 

2 . 3 Front-Fixing.:: (Hare ke tli 61n lr 1n Babi tleet irl1mesi) 

Yontemi 

Buradaki dUeUnce, orjinal bolgesinde cozUmU zor olan 

p roblemlerL dab.a baBit bi r bolgede fakat daha karmal) lk 

denklemler kullanara k co zUme l\: avu~turmay 1. aroaclar. 

DolaY161y!a dUsUnUlen d o nUsUm o;:;e llikle bl1inmeyen bolg ,; ­

yi bil i nen bolgeye (WnU~ · tUrlir. Ta biatl)rla bu tip dtinli$ .... \ IQ­

l erin say 161. da a z u Jlsanm8.yacak kada r coktur . Fa kat 

bunlar~ 101nde en bellrginle ri: 

2 .3.1 Bas it enalitik d5nUsUroler 

~ -e d5nUsum l e ri 

Bu donU6Um gene Ide iki boyutlu ak16kanlarda olusan 

prob l emlerde aC1ga Clke rl1m16tlr . Aklm fonksiyonu e, hlZ 

potansiyel1 ~ 

z:x+ly, komleks 

harmonik ee: lenik 

dllzlemde bir 

fonksiyonlard lr . E~er 

noktaY l g(:5steril"se ve 

f(z)=~(z)+ie(z) i.e f, z'nin analitik bir fonksiyonudur , 

dolaY161yle x ve y bUyUklUkle rl 

Xt,,+Xe9=O 

Y¢J' +Ye9 =0 

denklemlerinl sa~lar. Bunlardan herhangl birlnln verl1me-
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(x, y ) ...... ( '!J , 6) 

dcnil6UmU Q bolgesini ~ - e dUziem i Uzerindeki bolgeye do­

nil6tiiriir . 

2.3 . 2 KarmaSl}:;' analitik yBn"iemler 

Bu )'onteml ':;rin en belirgin (5rne~L IEoter l!l l-'iigration 

metodu o l arak bi linen yBntemdir ve stefan poblemleri 

iize rine uygulamalarlnl Crank ve Qall6tlrdlklarl uygula ­

m l~ lardlr. Bu yBnte m son derece makul bil" ;.% ontemdir , GY ­

l ek i mesela. ba~ l mll de laf. ken J.6 1 U ball l.ms lZ G.e~ ieken 

o l a rak donU~Umde yerini a1 11'. fa kat 80nue ta e l ue ed i1en 

klsmi diferansiyel denk lemler ne yaz1k ki non- lineerdir. 

Bu dez avantaj lIla ra~men slkea kullanlla n bir Y"onte mdir 

ve ook ba~ar111 uygu1amal a rl vardlr. 

2.3 .3 Brute-force d6nU6Umleri 

Birt;:ok durumlarda hsreket11 ve 6erbes t B1n1l" deker 

prob1emlerindek i billnmeyen Slnl.r de~erleri b l1inen 

61n1r1ar Uzerine donUetUrUlerek QozUlmeye Qa11e111r ve 

Bonucta elde edilen diferanslyel denklemin katsaY1lar~ bu 

bilinmeyen Sl nlrla rl deAieken olarak it;:erir. ilk bak16ta 

o ldukca tehlikeli bir yBntem sib i gBrUnen bu y~ntemln bir 

cok bae.arl11 uygulamalar1 vard1r. Bu y~ntemln tszel tsrneAi 

olarak Landau d($nU~UmU verilebilir ki Stefan probl em le-
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rinde 8ll~Qa l,:ullanll ml.t;l tll'. 

2 .4 Anali tik D~nlleUmle r 

Eu tip Pl'oblemle r icin bir cok ana l itik yonteJll 

gelistir ilme sine ra~roen bunlal' 1n araf>1nda en basal'11 1 

olan 1. kon fo l'ma1 d1)nUsUm1erdir. Bu donil $Umle rin teo l'iei 

18Ge'de He1mho ld3'un : Ol'mlilleri i l e o r taya t;lk[;Jle·tlr ve 

asa~lda.kl a vantajlar1 icerir. 

-An a lit ik cozumU kapa ll formda e l d e etmeye yara r. 

-Cozumden k a li tatif 80nuc lar C l ke.rmaya yal' at'. 

-Bu c()zU~lerden }Teni formulle r Uretrilek mUmkiln olab i li r 

oylek ~ ; b u yen i yapl.lar nUmerik OO2iUm l erde kola-.;'·-:a kull3.­

nllabilir1e r. 

-Baz ! ozel probleml erde bUyUk ko l ay l lk l a r Ba~ larlar . 

2 . 5 Varyasyone l Es itf : zlikler 

Varyo6yonel e sits1z1ikler teorisi h a r eketli 8 1.nl.l' 

de~er proble ml e r ine bUyUk bil' bar;;ar l ile uYl!u l anml.stu' v e 

bi l' cok avanta jlarl mevcuttur . 

-S l.kca r ast l anan. bil' cok fizikse l dUsUnce i ceri s inde 

varyoByonel e61t.lz1lklerl lcerdl~ lnden uygulamru< kolay­

l aS lr . 

-He men hemen matematikse l literatUrde en genis yer alan 

matematik dalld1r ve bir c o k dul'umda h areketli 61nl.r 

delier problerolerini bu yolla v arl 1.k ve te}r.ll~ ini d e i6 -



pat l am&l;: I;jUmkUn o labi] I:wttc:i ir . 

- Varyosyonel et;.>itslzUkleri Q0zmek loin 6tkili nUme rik 

y<Snte mler mevcu ttur ve bir o o k du rumla rda ¥onte min tam 

QozUme y ak~n 6adl~1. bi l inmektedi r. Eu y tsntem h akk p da 

geni s b llgi; Kinderlehrer 'Ire 5tampaeh ia [11 ]; Elliot ve 

Ock e ndon [ 12] ; Friedman [13 ] 'da n elde e dilebilir. Bu 

yontem i n ni.1merik &n a 11201 101n ise ba k ullz; Gl owinski. 

Lions. Tremo1 ie ree. [1 4 ]. 

2 .6 Enthalpy Fo~mUla6yonu 

Enth a lpy yontel!)i a ~a~ l da vel'ilen iki eS8.S ti zE;rtne 

kurulmustu r . 

1. Yeni b ag l.lil5lZ de~ l~I::.en , entho.py H. 

=u, eAer u<O 

H(u)= <[ O.Ll. e~e r u=O 

=u+L. et~r u >O 

olarak tan lIDlan lr . uolaYls1yla H, u'nun ook deil~henJ.i 

fonksiyonudur. 

2 . Ent halpy l oin dife r ans lyel denl'i: lero gellQtl r ilmietir. 

Fizil:: 01a1'ak enthalpy t oplam u iceri~ini t eme il eder . do­

laY16lyla, u denklemini 6a~lama61 gerekti~i dueUnillUrse; 

6H/~t=a'u/at' 

eeitli~i yazalabili1'. Fakat bu denklem kullanl111'ken U=O 

da H' 111.n bir at l a ma yaptl.Al. dU6UnUlmelidir . Bu 

yonte minde, varyoByonel eeitBizlikle1'de olduAu sibi 

yeterli teoriBi bulunma maktadlr. Di~e1' yandan, ba20l 
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a r a l3tuomacl.la r bu )'On t efilin hareltetli 81.nll'1 t am o l ul'ak 

~:p .t° ok G i me (; dc a~ed ~ g ini ileri GUrmektedirler ° 
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III, BOLUI1 

tK:t 1l0YUTLU HAREKETLt 51: .IR DEC>ER PROBLEl1LERtNt N 

KOORDtNAT DONOf.;OllLERi iLE COZUHLERt 

3. 1. G1rie 

Diferane.iyel denklemlerin ct$zUmU verilen bir bolgede 

be llrli 61.nll.~ ~artlarl-nl. 6a~lamak kOf;;uluyla elde edildi-

~inde. ortaya c~kan problemlere 62n1r def e r problemi ad1 

verilir. Fakat bil' cok uygu l amall. problemde. c (:)zUm 

bblges inin bil' l~l.snn veya tamam 1 yer ve pozisyon olarel::ta 

bilinmeye bil i r . Bu dU l:-umda aC1l'.a Cl.kan Pl'obleCi'l!e,re cenel 

adlyla s6rbest veya haL'eketll Bl1l1!.' del1er P l"ob lemi aa l. 

\~erilir . Problemir, " steady state " elma durumunda . probleG 

~erbe6 t 61nll' deAer proble~ i. e~er C0zum zamana ba~ll bir 

yap l. 10e1'11'6e o ze1 olarak hareketli fil.lll r deger prob lemi 

ad U11 al l1'. Bu iki durumda da problem ! er in c($,zUmU loin 

serbest ve ya hareketl l 5l.nU' Uzeri~de , ek ko~ul lara 

ihtiyac do~ar, bu koaullardan b1 r is i 6~nl.rlJl bel irlenme-

sinde , di~er i ise cozUmU tamamlamada ge reklidir . 

Hareketli s unr del1. er probleml eri J . Stefan' dan (159 0) 

60nra genellikle Stefan problemi o larakta an l.lmakt a oIup , 

u ygulamada hidro l o ji, makina ve kimya milhend isliU, mole-

killer b lyolojl. fizlk. me talurji. VB. a lan lar ~nda aCl~a 

Clkmaktad~rlar . Konuyla iisili gene l refe r ans l ar i c i n 

Crank [ 15 ) ; Furze l and (16); Ockendon ve Hodgkins [17 ); 

Albrecht, Collotz ve Hoffman [18]; Fasano ve Premlcerio 



21 

(19] ml1racaat edil .... bilecek e6erl '~r.ar . 

Eu <:allemada o ze l ola raI:;. 6onB l~ Z uzunlukt:ak i kare 

prizmanul baGlanglcta bil' 81V ~ lIe. dcldul"tllup da.ha Bonra 

dls yuzeyindeki 161nln birde n donma noktasl.na dUGUrUIUp 

BUrekli ve sabit bil' Elcalr;: llitta tutulruaSlyla ortaya Ql.kan 

hareke tli 61n11' de~e r probleminin Q()ZUlflU uzerine nUme rik 

yakla61IDlar incelenmi~tir . 

Eu tip problemlere gen ,~ l fakat 11ginc olan y al; l al;)lnl . 

uygun d()nU~Um altlnda hareket li 61n11'1 sabltlestil'roek 

olarak Ii teratiirde geniI;; bir yer ayr Ilnnst lr. Lando.u [20] 

bu donUsUmlerin oncUlUg(~nU ~ \ pm1.6, de:.h5. 60nra BE;.5.ubou ff 

[21J ve Ferris ve Hill [ 22] bir bo;.'utlu har~!:etli 6ln11' 

de~e r problemini bu yakla6l:nla COzlllU6 1erdir. tk l bo¥utlu 

pl"oblemle r icin uygun donUsUm kullananlar iee Furzel::"nd 

[16J. Saitoh [ 23], Duda ve di~. [ 24] gibi ara6tlr~acllar 

ve onlarJ.n kulland1~ ~ referan61ard~r. Fakat bu yaJtla~ lm­

l or 1n heme n hepsinde ya probleme ba~ll l olara k ycya dtsnU­

eUmlerden aCl~a c~kan baz~ aksakilitiar olmuetur. Fakat en 

belirgini olan ve bUtUn koordinat donUsUml erinde ortak 

olan donUeilmden sonra ortaya C1kan problemlerin genellik­

I e baslangl.C de~erlerine ba~lmll cozUm icermeleridir. 

Eu call6Mamlzda, ozel oiarak yukarlda tanlIDladl~lmlz 

ladl~lm12i problemi allP, uygun koord i nat donUsUmU altlnda 

bae1anSlc deAer1erinin 6eciminin na811 0laca~1 Uzerine 

yap~lan arastlrmaYl sonuclandlrmaya ca ll.st lk . 



3 . 2 t-iode l Pl'ob16M 

Sonsuz uzunlukta bir kar e prizma . ba~l anglcta e l'iJOe 

lS181na sahip bil' ak 1c1 Slvly l a doldul'uluyor. IS1 d IS yli-

zey Uzerinde aniden dUI;OUrUlilp 61f ll'ln altu:l.da bi r f>lcak-

11.l{ta sabi t olarak muhafaza ediliyor. l1atel!Jatil~8e l. f or-

mo.lasyon loin farzede l im ki. prizlnanln kar e kesiti -l::;x ~ l 

araslnda tanlmlansln . U(x , Y , t ) b ir (x, y) nol~ta6Ll1da her-

hangi bir t zar.Jan1J!da l S lY·1 gostermek uzere lSl ta~lr.l.a 

denklemi D 1:':; lge6i U2.e rinde 

Ut=Uxx+Uyy (3 . 1) 

eeklinde verilebilir . D bolges i i 6e 

0=0 d a f ( x,y)"(x'- 1) (y' -1 ) (3 . 2) 

sabit 61n1r lIe kapa l ~ olarak tanlmla nm16tll' , ±k i cislm 

ara slndaki ortak yUzey 

t>o loin U=l de ~ (x .y . t)=O (3.3) 

eek l inde tan l rulanl r . [I(x, Y, t) =O el:;ris in ln va r llA l lIe 

k a tl-61.Vl yUZeyleri 81'ftSlndak i orta.l-: yUzey Boster! l !r . 

Her hang ! b il' t zaman l nda ~(x ,y. t ) bilinmez , 

toO da ~ (x , y ,t)= f(x, y ) = O (3 . 4) 

d lr . Bun l a r a i lave t en (3) i c in diter b i r k06ulda 

i ( x , y , t)=O da a u /an=-/3v. (3 . 5) 

n, normal, vnyUze yle r a r a8 1ndaki o r tak yU zey i n n ytinUn-

dek i hlZ de r ecesi. ~ i se faz de~i6 im inde o l a n materya lin 

1 6181na ba All b i r sabitt lr . Eksenle r deki en uygun slmet r i 

lo i n d lagonallik l e ilgili R iIe t a nlmlanan bo I ge gOZ onU-

ne a llnd lAlnda R=[x,y l O ~y~ l • y~x~ l ] eeklinde olur. 

y =O da Uy=O 
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y·o 11---------,,;C 
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r-ik-",--1"""," j 't 1 , . 
.... u F J 

Seki l 3.1 Df5nUeUmden 6nceki bolge 

3.3 Koor dina t DBntieU~U 

(3 .. 7) 

Simdi donU~ U: Un d aha lyi anlal;nlabi lmes l 1ein , acnma 

i6 1emin i n baslamsslndan belirli bir zaman sonro. hareketli 

SL~lr ADrnin Sek il 3.1"de g~rUldU~U gibi OlmaS lnl gOZ 

(:$ nilne a lallm . Bura da A ve D noktalarl slraslyla 81111r111. x 

eksenini ve diagonal! ke8ti~i noktalard lr . DolaYlslyla 

i5tenen gerekli bo l ge. ABeD (Q) o l arak veri1-::n bb l gedir 

ve bu benge dotal olarak. hareketl i Blfl l.rdan dolaYl za-

manIa de~ ieim goste recektir. ilk amaclID1Z, bu bolgeye uy-

gun d5nUsUm uygulay l.p b61ge}Ti zamandan baJ; lm8l.Z kl1mak, 

diAer b1r d e yisle, hareke tll 61n1r1 sabitlesti rme k 010. -

caktlr . Problemin siroetris i g~Z 6nUne allnlrsa . cozUm 

b51geal olarak aBC (R) b51geainl almak yeterll olacakt1r. 

Sonuc olarak bu bolgede. hareketli B lIllr 1 8abi tle6tirme 

d U6Uncesi de goz onUne a11nlr6a d6nU6UmUn 



t .:::t. Y=- y ve 

X=1-[(1 - x)( 1-y)/1-6(y,t)] 

ola cag 1 ac lkt 1r . 

OBC Ucgense l bolge R lIe t anlmlanan bolgedir . DA 

yUze yi DO diagonal i Uze rine donii t;i tUriJ.l e l'ek i8 tenilen bol-

ee e lde edilil'. Bu d~nii6Um yap 11dlktan 60n1'o. denli: l emle r 

6(y .t) SxSl. Y5XS l. t>D 

6(y,t) a~a~ ldaki }cosullarl 6a~ lar. 

{

E(y,t) ege r EE(y , t»y 
s(y ,t)= 

y. di~er durumlarda 

(3.3) 

ise 

vee x ::€(y.t), ~=O ara yUzeyinin alt.ernetif formudur. Simdi 

(1 ) denklemine d6nU~Um uyg ulan1rs8. 

Ut=[(1-X)/(1- s)]", (Ux)y., + [(1-Y)'/ (1-6)'](UXX ), .• 

(3 . 9 ) 

sekline gellr . Hareltetli ara yUzeye d()nU6Um uY'g ul<- '11rs a 

6, =l/P[(Ux)·+( U,)' ]/Ox denkleml 

s, =l/M[ (1-Y )'/(1-6 )' ](Ox) ;., +(U, )'x, t) 

/[(l-Y)/(l - s ) ] (Ux),t , , (3.10) 

seklini allr. YSY!) icin X=Y de 6t, ::~{ ve diAer durum larda 

51flrdl.r. 

Eu donUsUmler 60nucunda ise 61nlr k06ullarl. 

X= 1 yUzeylnde u=o (3.11) 

ve 

x=y de ve YSYb de ll=l (3.121 

hallne gellr. DonUsUm 60nucunda R b()lgemlz 



-' 

R= [ X ,Y : O:::; Y:Sl, Y:S: X:S l ] r;>e\{line ! e lil.' ve u ygun ~X 

ve l W 'hrin seQim i i l e Xi =Xo +l6.X. l =O(l)N , Xo=O , Xu.::1 ve 

Yj =Yo +jO, Y, J=O(l)N. Yo:. =0 . YH = 1 grid nol talar 1. 

tanl.mlanarak . ardl.l Z81118n a r a ilklarl 1 le t ...... =tc +lO l:51~' l e l' 

icin hesap l amala r bae l atl.llr ki. to nUme r ik hesaplall'la.da 

ba$ l ane: 1C z aman 1. vetJ.. de zaman arall~l.dlr . Farz ede limkl . 

D1'ylnci zaman. dilim i nde 161 de~er l eri biliniyor . 0 zaman 

gene l (X,Y.t) g r id noktas l le in aClk Bonlu farl;: denklemi 

l{ul lanllar8.k m+l ' inc! z amandaki 16 1 delterl erini de hesa p 

f------------" e: 

."S . •. • .••.•. '{~ 
• - I • ,+ 

A"'ri-4-;"-+-<'"-, 

u=o 

i-I 

5e kil 3.2 DtsnUf;Slimden s onral{i Do l ge 

edebl1iriz m'y inci zamandaki lBlya U de rsek m+l'inc i 1 B1 

de~erini ; 

"'+1 ... .. ... '" IlX (O;j -O',j )/At=(1-X ; ) / (1-6j )[(O;.~ -o,_\jl(Z 1 

(st-o; )(6t+[ (l - Yj )·((1 -6:;)·][ (0;:':rZU~+((,~/6X·l 

j=O(l)N ve 

{

J (1 )N- 1. e~er Yj >Y, 

i = 
j+1(1)N- 1. e&er Yj "YD 

i se 

(3. 13) 



Uwj ::' O, j =O ( l)H ve OJ.j =1, Yj :S Y!) icin b t:. labillriz . 

• l; .l ca J~ (13) denkle !ninln i k 5.ncl tarafHl.da bl11nmeye n 6 de-

terleri gorilnUr, bunu he , ,plamak loin (3.10) denklelllinln 

fo niu fark goster imi lIe 

,.,.1 ,., ~ '" "'.... ~ 
( Sj -6j )/llt= -2/!l{[(i -Yj )'/(1-0j )Z)[(llj<'.j - llj .j )/LlXl-

+«(1.)'. 
I J .J 

M ~ 

l/{[(l - Yj )/(1-oj))[(lljH.j - Uj.j )/AX]) (3. 14) 

Yj Sf I. lIe tl'mlmlanl.l: . 

Y>Yr. bolgesi icin d6nli~Uro yaPll maa ve btl. bolge loin 

...... ,. % • 
S j ae.to; e rl , 

(3.15 ) 

i le hes&p edilir . (3.13) ve (3 . 14) denklemler inin U:J.ncl 

:nmlarlnda u.,. ve Un tUrevJ e ri ge lil'. Bunlal'l b1).lebilt1ek 

icinde a$a~ldaki a lgorltma i z l eni r. 

1'ekrar Sekil 3.1~e donU!dU~Unde ; her hang i bil' t za -

manl ioin x-y dUzleD.linde hareketli ara yUzey ys-de lie 

farkll Datta L,H,H yi goz online alallID. d (L. E). dUl.F) ve 

d(N.G) uzak l lklarl donU6Umden Bonra d(L.E') . dU{,F') ve 
, . 

d(N.G) uzakllklarlna donU6Ur. X- Y dUzleminde Y=Yj de bir 
, 

Para noktasilll goz o::lUne a l al l m ve bu nokta 5eki l 3.1'de 

donU~Um uygulanmayan x- y dUzleroinde y=Yj de P nokt asHI8 

kar6111k selsin . 5ekil 3 . l'de y=Yj-' ve y=Yj+,iCin sabit tu­

tulan x'e karslilk 61raslyla Q ve R'ye kar6111k gelsln. 

Setil 3.2'de X- Y dUzlemlnde donU6Um uygu l a na n Q've Rnok -
I , , I 

talarl daha sonra Q ve R l I e tanlmlanlr . Q v e R noktala-

rlIldaki U deAeri lineer interpolasyon kuIlan~larak hee8P 

edilir . Bunun lein p,l'nUn donUe Um geo irmedlbtl f arzedilerek 

bu n oktaya gl)re; 



~ rn ~ 

Uq :;:: U; qj·i + [ ( U :.j_1 - U:_I.j _{ ) /6,X) 

,{1- X;_, [ (1 - oj )(1 -Yj--<)) /[ (1 -sj'tl(1 -Yj ) ](1-X; )} 

(3 ,1 6) 

j=l( l )N- l ve 

f
j (1) N- I. 

j -

j+l(1 )N- 1. 

ile tarllmlan1r . Benzer o l arak. 

j =O(1)N- 1. i=j+1(1)N-1 l oin . 

'{l -X;., [(1-o';)( 1 - Yj.,))/[(1-s;, j(1-Yj ) ](1-X ;)} (3 ,17) 

Btu'ada hesaplanan U~· ve Ui degerler inden fayda la:la-

rJik tiC flokta formUlilnden, 

(U,,); = (U,,-2Up'+U.il /(t:.y )' (3 , 18 ) 

Ulrev deAerle ri hesap e di lir. Benzer 6ekilde U blrinc i 

t Ur evi , M noktas l. Babi t al marak bir geri f ;; r k fo rmUlU i -

1.e hesap edilir. 

Yj ~y~ lcin 
rn ~ m 

0"; = Uj .. 1,j. r + [ (Uj+ 2,j .. , - Uj-H,,l f- I ) IbX J 

x{1-Xj+'- [ (1-oj ) (1 - Yj.<ll / [ (1-6j.,) ( 1-Yj )) (I-X:.{)} 

( 3,19) 

de nklem i 

(3 ,20) 

denk l e minde yerine konularak Bonuea gldilir. 

Yuka r1dak l denk l emlerin verilen bolge l cinde nokta-

Bal cozUmUnU bilgis8yarla bulmak lein. a6 a~ l.da verilen 

algor i tman 1n uygu l anmaS l gerekme kted ir. Bu durumda 

istenen a lgorltma ; 



1 ) to Zar(,arl1nda ba~l.:mg H;: de~cr lerlnln bl1inwes i HC 1'e L i t'. 

( Bunun ic i n uy gun sec iro y aP llabilir.) 

il) lIy ve U"'i t Urevleri bnslang lC d el1e r leri y a rd l !n l il e 

he sap e dili r. 

iii) Hareltetli ylizey hes a p edi lirken I cozUm bolges inin 

donu.s Um y a pl1an b61genin d161n a ta~lP ta6madl~1 kontrol 

edil ir. E~e r Yj ~Yhi8e (L ) denk l emi ku llan 1111'; "rj~Ybi5e. 

(15) den k leminden fayda l anl1a r a k hareketl i 81n 11' In yer i 

heaapl a nlr, 

iv ) Hesap edi len tUrev <ie~erleri ve hareketli Blnlr de­

~erlerin in kulla nllmaS lYla g e nel l.Ei l de:' )tlemi QozUlur . 



II' . BOLD,. 

Hodel problemlmizde ba61e,ng~c deserle rinin etklle -

r1n1 e(~rmek il,:~in ct)zUm btngE.~Binl 8U"a61yla 8x=%=-O. 1 ve 

i'oc=4j=O.5 olarak kafeslere bOHindll, Zl .nan ad1.ml lcin 

l.\t:::O.OOOl ve ~t;:::O . 00004 alarak c0zUm elde etme ye oa11-

B(51ge iCE:risindekl her kafeB noktaslnda t=O zamanl 

icin ku l lanaca~lnllZ U 1B1. deterlerini elde etmek lein , 

probl€:m~.a orjinal yapl.Bl da g<:>z onune &l1nara k ill:inci 

derece pollnomlarla ternsi l edl1ehilecek cebirsel yapl.l &-

rlD allnmaSl ka r a rlastlrlldl. Bu yaPllat'ln utoetilmer;i 1n-

te!"polasyon islemi gerektirece~ :!. it;in yaPllarl. kl,rarken, 

a) Pol lnoID lnterpol~syonu 

b) BolOnmUe, farklar Newton interpolas¥onu 

0) Bo lUnmUes farklarla Aitken lnterpolasyonu 

a ld lk . 

Teorik olarak . koordinat donUeUIllU kull an~lm~$ 

hareketll Slnlr de~er p~oblemlerlnin klsa zaman cozUm l e­

rin i elde etmenin kolay olmad~l bilinmesine ra~Tllen> ama-

Cl..III1Z polinomlarll1 yakwsamasl. (veya lraksamasl) veya 6a-

lUllltl yapmalarl durum!ar1I1a g ts re ampirik sonuelardan teo-

rlk s onuclar elde etmeyl amac lad~Uldan oncelikle denenen 

lnt e rpo l as¥onlardan elde edilen cee i t li t de~erleri lcin 

~61 (U) sonuelar ~n 1 vermesi ge rekti~i dU6UnUldU: 

SlraSlyla sonuclar Tablo 4.1 ve Tablo 4. 2 de~16ik 

fix ve bt defer l eri lcin ayrlklaet lrmadan do laYl olu6an 
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J.: <:.t rk l~l)_ l<. l a r~ He~? ton :lnte rpo l iJGyonu i .ci n \: el'lj~ ,::j ~ ttdir . 

Tablo 4..3 ve T.::.b10 4.4. r de yL e det:i:::lj ~ b:..x. ve b..t ctc ­

gerlcr i 1c1n Aitk e n inte1~polasyonu:'dan e ldc edile n sonuc-

18.r ver i l rllek ted ir. 

Tablo 4. . 5 ve Tablo 4 . 6 r da aynl ~ eyler ba Bi t po l i nom 

tckn l.~ i ile e lde c dilen inte rpo la::; yonlar i C).n veri l mi s ­

t i l'. 

Tablo 4 . 7 r de i s e lite r a tlirdeki 80nuc lar ile bu a r 8o$ ­

t~rma.da elde edi l e n 80nuvlar karl;> ll atii t lr ll !O ~F,; t l.r . 

GCi zle lille r i mi z Bonuc u n d a , a yr l ll: l ae.tl. r madan gele n de ­

~ i~ im in 60nucu etk ile ye cek kadar faz l a olmed l~l f:;; l:: at , 

a~' r ' F l a~t. 1.rma S~~T~ 61. srtt lkca t ab i olal:ak )ra k l.n. S <?Nan ~r! 

b ira z d31~a gee oldu~u s ap t a nmJ.$tl I" (Bu Yc~~"ln6 ~ t:la ist enen 

Bcnuca o lan ya kll1 eama o l maY lp ve rile n de~erler l o in 6ay ~­

l a rln ulae t lB l y anJ...:'t l c l y a.!u.nsama o.ete r l e ridir) . 

Da ha 60nra yBnt e mler in yo.p~6 mdan ge l e n f o. rk 2. 111kla ­

r l gormek l oin Tablo 4 . 2 . Tab lo 4. 4 ve Tablo 4. 6 r dah·i U 

de~ €;rle rln in deg i(;d~i ince l enm i ~ . bas ).t. p o l inor in t~ rl.)o ­

l asy""onunda n e lde e di l en s onuc l a rlll salln lmla rulln d Her 

i kisine g o r e daha fazla o l du~ u, a.ola Yl 8 1yl a elde ed ilen 

ya.k ll1Sa:na n l n c ok daha yanl1t lc l olabi lece~ l 60nuc una va ­

r l lt}l~tlr . Nel-Jt o n ve Altlte n int erpo l a s yonunun yakl.llB&ma ­

l a rlnl.ll ik inci d e rece oldu~ u teorik o l a r a k billnme lerlne 

r al men bu de~erin bile ye terli olamadl~l. p r obl em in 

yapl..fill1dan gele n dezavantaj 1n bu eekl1de sec imierie orta ­

dan kaldlrllamayaCa~ l 50nucuna var11mlstlr . Bu dUe Unc ede n 

ha r eketle UeUnc U de receden yak lnSamaB l o l a n veya de~ i~ i k 
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ozolliklore nald.p ol a n i l1 t e r po!aayon formiill'lIJ.'i dl'~ 11 8nme ­

r,)it;1, sonl..~~u n de~ if3!i)eyece~ i cU.ieU!-lUh ' tctUr. 

Simdi bu tip probl em l el'e b afj : .:mglC' de~erler!nin 

n a sl1 Uretilebilecel! in i arast.lrall.ill: 

i) De neysc l BonuQl ar , e~er varsa. al l nar ak probleme bas­

langle de~eri olarak seci l e b i ltr . 

ii) Deneyse l s onuolarl elde etruek mlimkUn deai18e. proble­

min or jinal boyutlarda bir-ili:i l'.:ls a zaman adll1H i~in co­

zUlerek uygun d onUsUro a1 t l nda. koordinat 0,onUe,U"!l:U 

y apl1r.nl;j probleme b a $ !anglC der e ri olarak secilebili r . 

iii} Anali tik y c ntemler kullan 11arak p roblemin k l sa za­

man. cczUnill ya p!.labl1ir . 

Sonuc olsrak . bu teklif edile n i ··5.~ langlC de nerler i­

nin de birinin di~erlerine g ore lyi veya daha a z iyi 

olduklar l durum l arda o l abilir . Orne~in . analitik baelan­

glC de~ c.r fo rmiilU 0 eek ilde olab i li r ki n Umerik yak las l.!ll 

i cin kulla nl1amayabl 1ir . Bunun d~~ lnda p roblemde ya:"n l an 

kUclik bi r modlfikasyon bu fOi"mU lti kullan ~lmaz kllabilir 

ve ya a n al itik formUll e r Clk a rl11rken baz l. kabuller Y8Pl.l­

dl.~l icin bu k a bul ler proble min batUn cozUm a6amalarlnda 

a ynl esnek ligi sosteremeyebilir. 

Alte rnatif olara k sundullumuz problem in orj ina l bo­

yu t taki kl.sa zaman cozUmU. verile n problem in c o k boyutlu 

olm8s1 durmunda proble mi 0 haliyle cozUme kavu6turmada 

belki de mUmkUn o lmayabilir. DolaY1Sl.yla . bir genelleme 

y a p1.1mak istenirse. p robleme ba~l.mll olarak bulunabilen 

uygun b a ela nglC deAeri kulla nJ.ml. denemekten ba6k a daha 



sonuctur. 

Ta blo 4 .1 B61linmUe farkla r Ne~lton interpolas yonu 
----- - ------------- - - --- - --- - - - ------- ----- - -----

x=O .l t =O.O OOl 
x 

t 0.0 0.1 0.2 0 .3 0. 4 
--------------------------------------------- - - --
0.02 0 . 77 8 4 0. 682 3 0.5852 0. 488 2 0 . 39 11 

0 .8556 0.7599 0. 6525 0. 544 3 0.4359 
0 .0 4 0 .739 7 0 . 6 364 0.531 2 0 . 4258 0.3206 

0 . 8533 0 . 7186 0.601 2 0. 4818 0. 362 5 
0 .05 0 . 7788 0 . 6827 0 . 5856 0. 488 4 0. 39 13 

0 .7604 0 . 6530 0. 5446 0. 436 1 0. 3278 
0 . 1 0.74 06 0 . 63 73 0. 5318 0. 42&3 0 . 3209 

0 . 71 9 5 0.6020 0. 4 8 25 0 . 3629 0 . 24 34 
0 .15 0.7011 0 . 56 78 0. 4713 0 . 354;9 0 . 2386 

0.6750 0 . 5 431 0. 4086 0 . 274 1 0 . 1252 
0 . 2 0.6583 0 . 5305 0 . 3994 0. 2683 O. ! 225 

0 . 6 152 0 . 4699 0 . 3146 0.1 420 0. i.32 8 

Tablo 4.2 BtHUnmUs f arklar Newton inte rpolas}'onu 
- ---- - ------------ -- ------ -- -- -- - --- - --- - --- ---- -

x=0. 05 t =O. OCOO4 
x 

t 0.0 0 . 1 0. 20 0.3 0. 4 
--- - --------- - ---------- - --- - --- - --- - -- -- --------
0.02 0. 8529 0. 7614 O. , 666 0 . 57 17 0 . 476 9 

0.8530 0 . 80 47 0 . '1 044 0.6042 0. 5039 
0 . 04 0.808 1 0 . 7204 0.62 49 0 . 5296 0. 4 340 

0 . 8530 0 . 7662 0.6645 0.613 8 0.5630 
0.05 0.8531 0 . 76 15 0.6667 0.5718 0 . 4769 

0.8516 0 . 7547 0 . 6544 0.55 41 0. 4538 
0. 1 0.8084 0.7206 0 . 6251 0.5295 0 . 4341 

0.8095 0.7156 0.6140 0.51 23 0 . 46 15 
0.15 0.7691 0.6842 0.5873 0.4904 0. 3933 

0.7722 0.6803 0.5765 0.47 26 0.3688 
0 . 2 0 . 7339 0.6510 0.5519 0.4527 0.3536 

0.7384 0.6477 0.5408 0 . 4338 0 . 3269 
--------- - - -- -- - ------ - - - - -- - - -- - -- - -- - -- - --- -- --



Tablo 4.3 Bi..,\lUnmils farkla rla Aitken interpolafiyonu 

t 

0.02 

0.04 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

0.0 

0.7784 
0.8756 
0.7397 
0 . 8533 
0 . 7788 
0.7604 
0 . 7406 
0 . 7195 
0 . 7 011 
0.6750 
0 . 6583 
0 . 6152 

x=O.l 
x 

0.1 

0.6823 
0.7599 
0 . 6364 
0.7186 
0.6827 
0.6530 
0.6313 
0.6020 
0.5878 
0 . 5431 
0.5305 
0 . 4699 

t=O.OOOl 

0 . 2 

0 . 5852 
0.6525 
0.5312 
0.6012 
0.5856 
0.5446 
0.5318 
0.4825 
0.4713 
0 . 4086 
0.3994 
0 . 3H6 

0.3 

0 . 4882 
0 . 5443 
0.4258 
0 . 4818 
0.4884 
0 . 4361 
0.4263 
0 . 3629 
0 . 3549 
0. 2741 
0 . 2683 
0.1420 

0 . 4 

0 . 3911 
0.4359 
0 . 3206 
0 . 3625 
0.3913 
0 . 3278 
0.3209 
0.2434 
0.2386 
0 . 1152 
0 . 1225 
O. 1 . 28 

Tabl o 4.4 B~lUnmU6 farklar la Aitken interpolasyonu 

t 

0.02 

0 . 04 

0 . 05 

0.1 

0.15 

0.2 

0.0 

0.8529 
0 . 8530 
0.8081 
0.8530 
0.8531 
0.8516 
0 . 8084 
0.8095 
0.7691 
0.7722 
0.7339 
0 . 7384 

x=0.05 

0.1 

0.7614 
0, 8 041 
0 . 7204 
0.7662 
0.7615 
0.7547 
0.7206 
0.7156 
0.6842 
0. 6803 
0.6510 
0.6477 

t=0.00004 

0.2 

0.6666 
0 . 70 44 
0.6249 
0.6645 
0 . 6667 
0.6544 
0.625 1 
0.6140 
0.5873 
0.5765 
0.5519 
0 . 5408 

0.3 

0 . 5717 
0.604 2 
0 . 5296 
0.6138 
0.5718 
0.5541 
0.5295 
0 . 5 123 
0.4904 
0 . 4726 
0.4527 
0. 4338 

0.4 

0 . 4769 
0.5039 
0.4340 
0.5630 
0.4769 
0 . 4538 
0.4341 
0.4615 
0.3933 
0 . 3688 
0 . 3536 
0 . 3269 
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T8.b l o 4.5 Polinom t.elmi~i int.erpo l as yonu 
------------------------- ---------- - - - -----------

x=O.l t=O . OOO l 
x 

t 0 .0 0.1 0.2 0.3 0.4 
---------------- ----- ------------ - ---- - ----------
0 . 02 0.7847 0.6184 0 . 4726 0.3459 0. 2384 

0.5501 0.7841 0.6133 0.4632 0. 2236 
0 . 04 0 . 7611 0.5955 0.4503 0.3236 0 . 2 154 

0 . 8431 0 . 7593 0.5850 0 . 4314 0.2964 
0.05 0.7851 0 . 6187 0.47 28 0 . 3460 0. 23 8 4 

0 . 7844 0 . 6137 0.4634 0 . 3324 0. 2207 
0 .1 0 . 7619 0.596 1 0.4507 0. 3239 0. 2156 

0 . 7602 0 . 5857 0.4318 0. 2966 0.18 00 
0.15 0.7389 0 . 569 4 0.1203 0. 2892 0.1759 

0 . 7343 0 . 54 98 0.3662 0 . 2406 0.0964 
0 . 2 0 .7145 0.5351 0 . 37 62 0 . 2346 O. OS40 

0.6967 0 . 4962 O . 31 ~) 4 0. : 263 0.1058 
- - - -------- -- - ------ - ---- - ----------- -- - - --------

Tabl o 4 . 6 Polinom telmi~i interpo laByonu 
-------- - -------------- - - ------- ----- -- --- -- --- - -

x=0.05 t =0 .00004 
x 

t 0.0 0. 1 0.2 0.3 0.4 
------- - ---------------------------- - -- - ------- --
0 .02 0.8510 0.6809 0.5303 0.3984 0. 285 3 

0.8560 0.7655 0.604 2 0.4617 0.3379 
0.04 0.8082 0 . 6482 0.50 43 0.3782 0.2698 

0 . 8510 0 . 7308 0.575 7 0.4384 0 . 3188 
0.05 0. 85 10 0.6809 0.5303 0.3984 0. 2853 

0.8541 0.6825 0.5306 0.3974 0 . 28 30 
0.1 0.8083 0.6482 0 . 501;4 0.3782 0.2698 

0.8139 0.6512 0.504 9 0.3765 0.2658 
0.15 0.7715 0.6204 0.4814 0.3594 0.2541 

0 . 7790 0.6240 0.4816 0 . 3561 0.2477 
0 . 2 0 . 1392 0.5956 0 .4600 0.3405 0.2312 

0 . 7480 0 . 5995 0 .4594 0.3354 0 . 2218 
-- - ----- ----- - - - --- -- ---- - --- - ------- - -- - --------

Not:Her bir t zaman di l imlnde deler ler j::l ve j::2 ioin 
verl1m i eti r . 

JII(RfU ~fl81TE.~1 
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Tablo 4. . "( TJi teratUrdeki sonu.clarla bu ar;.;.f;i.tlrm~da elde 
e dile n sonuclar~n kar~11a(Stlrma81 

Crank Crank Gupta Ara~t u' ~ ada e lde edilen 
ve ve ve sonuclar 

Gupta Crowley Kumar x-.- y =O.l x= y =0.05 
t (26 ] [ 2 '{ ] (28] t=O . OOO l t=D.00004 

0.05 0.8125 0 . 775 0.8125 0 . 7788 0.8531 
0.10 0.6979 0.676 0 . 6982 0.7406 0.8 08 4 
0 . 15 0 . 6157 0 . 601 0.6 156 0.7 01 1 0 .7691 
0 . 20 0 . 5473 0 . 536 0.5463 0 . 6563 0 . 73 39 
0 . 25 0.4565 0.47 7 0 . 4837 0 . 6002 0.7 020 
0.30 0.4302 0 . 420 0 . 4244 0 . 5426 0.6'{28 
0 . 35 0.3766 0 . ;;5 4 0. 3663 0 . 4455 0.6457 
0 . 40 0.3337 0 . 308 0 . 30'{8 0 . 2809 0.6199 
0 . 45 0.2816 0 . 249 0 . 2495 0 . 5949 
0 . 5 0 0 . 188 0 . 1894 0.5703 
0.55 0 . 119 0.1271 0 . 5 ~5 2 
0.60 0 . 0562 0 . 5190 
0 . 65 0 . 4897 
0 . 70 0.4604 
0.75 0 . 412 3 
0 . 80 0 . 36 19 
0 . 85 0.27 85 
0 . 90 0.1357 
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