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OZET

Bu caligmada, zamana baglil bolgeyi, uygun koordinat dénii-
slimli kullanarak, sabit bdlgeye déniistliren problemlerde
ortayva c¢ikan baslangic deferinin secimi incelenmis ve bu
secim, 1ikiboyutlu sonsuz kare prizmanin katilasmasi ile
ilgili hareketli sinir deger problemi lizerine

uvgulanmistair.




ABSTRACT

In this study, the method based on the ccordinate trans-
formation which converts the physical domain into a inva-
riant one ie examined in such a way that how the choice
of initial values effect the numerical proccess.

Than, a test problem, two-dimensional solidification
problem 1is taken to show the effect of initial values on

it.
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1.EB0LUM

SERBEST VE HAREEKETLiI SINIR DEZER PROBLEMLERXI

ARASINDAEI ILiSKiILER

1.1 Giris

Genel olarak +tanimlamak istersek, serbest sinar
problemlerine hareketli sinir problemlerinin [t{zaman)-»>=]
icin limitidir denir. Ornefin, bir su muslufunu acar-
sak hava-su ortsk ylzeyini bir serbest sinir alarsk bir
hareketli eginir problami elde ederiz. Fzakat Ekisa bir
zaman sonra hareket slirekli hale gelecefinden bu clay:
serbest sinir problemi olarak formilillendiririz. Bize yol
gbstermesi acisindan, Sncelikle serbest sinir deer
problemlerinin bir Dbiblografvasini ortaya koymzk ve
Tablo 1.17°de g&riildlifd gibi, bu bibleografvadaki c¢esitli
uygulama sahalari arasindaki referanslarin yaklasik dagl—

limini gostermek gerekir [1].

Teblo 1.1 Uygulama sshalarina gbre serbest sinir problem-

lerinin referanslarinin dagilimai

Uygulama Sahasi Referans Yillzdesi
Akigkanlar meksmiii 55
Gézenekli akim 10
Elastik gekil degistirme 15
Is1 vayilimi ve diflizyon 1
Elektro magnetizma &

Gravitasyon A




A

Yimyasal reakesivonrlar 1

Birleemis alanlar 5
Kontrol teorisi 1
Ovtimizasyon 1
Hatematil sel genellemeler 1

100

Verilen tabloda refersnslarin sadece vaklasik %1'nin is21
vayvilimi ve difilizyvonla ilgilil olmasi gasirtica: gelecek-
tir. Bunu meydana getiren nedenleri s8yle siralayabili-
ri=s.

i) Isi yvayilimi ve diflizvonla ilgili hareketli sinir p-
roblemierine ait literatiirlerin cofu bir boyutlu problem-
lerle ilgilidir, hatta vzay boyvutunda ele almak ¢ok zor-
dur. Yine de, efer, bir boyutlu hareketli sinir prcblemi-
nin 1limiti mevcutsa, o zaman nispeten Onemsiz bir prob-
lem olan bir boyutlu serbest einir problemine uyar.

ii) Bir ¢ok ilging ve zor hareketli sinir problemleri
ilging olmayan limit ¢ozlimlere sahiptir. Ornegin, eger
bir termosu sicak su ile doldurup, Iicine bir buz kiipl a-
tarsak c¢ok karisik bir hareketli sinir problemi gdzle-
riz. Fakat, 1limitte bir kap doclusu 111k su elde ederisz,
Tablo 1.1°de verilen neden, 1s1 yayilimi ve difilizyon a-
lanlaraindaki serbest sinir problemlerinin ne kadar az
ortaya ciktigini gdstermez, fakat sinirsiz serbest prob-
lemlerinin degfigikligini vurgular. Bunlarin hepsi hare-

ketli sinir problemine neden olur.



1.2 Problem:bDilnvaenin mernetik kiliresi

Gilnes ylzeyinden ayrilarak diyvava carpan Vyilklenmis
rartikiillerin akimil glines riizgarai olarak adlandirailair.
Partikiiller dinyanin magnetik alani tarafindan saptairailar-
lary ve magnetik kiire olarak adlandirilan diinyanin etra-
findaki Dbir bélgeye giremezler. Hagnetik kiirenin sginiri
bir serbest sinirdar. bu magnetik ara olarak bilinir ve
uydular vardimivla denevsel olerak gdslemlenmistir.Kaba
vapida bir Eiltle {izerine yiksek hizdaki gaz akimi sck
kaviel adi verilen yapiyvi oclugturur ve gerbest sinir ta-
nimina giren klitle izarinde slipersonik ve subsonik h&l-
gelere avirar(Sekil 1.1).
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Sekil 1.1 Dlnvanin magnetik kiiresi

Bu giines lekeleri veya glines alevleri wiizlinden gines
rlizgarindaki ani defigmelerin magnetik kilire Uzerine etki-
lerini +tanimlayan bdyle serbest sinir problemi, benzer
serbest sinir problemlerinin c¢aligmasa i¢in fikir
verir. $imdi de bu tir problemlerin ¢dzlmleri lizerine ba-

z1 bllgiler verelim.



1.3 Cozinmlerin Ksrariilafii,Varlifa ve Teklifi

Bunlar hareketli sainair problemlerinin limiti olarak
gerbest sinar probleminin uygun veya uygun clmayan bir

efziimii sirasinda mnayvdana gelen 6zel durumlardair.

1.3.1 Karareiz serbest sinir problemi

Efer bir serbest sinir problemi kararsiz ise, cnu bir
"hareketli sinir probleminin limiti olarak vyaklastirmak
¢ok zor ve bazende imkaneizdir.Ama akigkanlar mekanigfinde
gerbest sinir problemlerinin kararsiz oldufuna dair dik-
kate 21linabilir, kanaitlar da vardir [2].0nce karars:z bir
serbeet einir probleminin matematiksel zorliuklar gistsr-
digi dilglinlilebilir, fakat peryodik gelisen dal=zalar; ya-
ni degiemez sekilde gelisen su gibi bir sivinin ylizeyvin-
deki dalgalar Srnegfiinde durum daima boyle degildir. Dal-
galarin koordinat eksenlerinin hareketi Gzelligivle
ilgili bir problem gdz dniine alinirsa, serbsst siniy
prablemi elde edilir. Peryodik geligen dalgalarin varliga
1620711 yillarda kanitlanmistir. Scn yillarda yapilan a-
ragstirmalarda bu 1ispatin varliginin ¢ok daha fazla &6r-
negi vsrdir[1]. Bununla l -z peryodik geligsen dalga-
larin ksrarsiz olduguna dai. 1em deneyeel, hem de teo-

rik bilgiler vardir[3,4,5]
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1.8.2 Birde: fezla o8zl ola: eerbest sainar pro.cmleri

EEer serbest sinir prcolemleri birden fazla cdzim ve-
rivorlarsa, mnimkin olan yollardan birisi de, bulunan -
ziimlerden birisinin problemin fiziksel anlamda ifade
«dilebilmesi aranacak Szellikler arasindadir.Yaklagik 70
v1l kadar &nce serbest sinir problemlerinin birden fazla
¢Hzlinll matematikeilere billyilk bir elirpriz gibi geliyordu,
Bu konu {izerine calismalarini siirdliven bilim &adamlara
vyantiklari c¢caliemalar sonucunda, iki veyva daha fazla ¢d-

aiimlin varligini g&stermislerdir.
Ornek:Borda sfizli8a

Bir Dbeorda agfizlii; wvaril geklindeki kaba bir tiipin
eklenmesinden meydana g=lir (Sekil 1.2). EBer kap su ile
doldurulursa su tiiplerden disariyva akar. Litaratiirde ge-
nelde dikkate alinan akma S$ekil 1.2.z2 da gdsterilen ince
tabaka geklinde skmadir. Bu durumda fiskairan su tiplin i-

¢ine dokunmadan disariva aker.ikineci bir tip akma

HAVA

b. Dalgalil akma

akma

Sekil 1.2 Bir borda agizlifindan akma

Sekil 1.2.b"de goriilen kdpilklll ve dalgala bir akmadair.Bu
ikinci tip akma sekline litaratiirde bazen rastlanair [6].

Fakat hangi sartlar altinda olustugu verilmez. Buradaki



daney aletinin +ipin boyuvtlari dsneme yenailma .olu ils
bulunmugiur. EKabin boyutlaoci: ise, 5 birim genislifinde 17
birim vzunlugunda ve 2¢ birim yviksekligindediri(2]. Tiiptn
ucundan tapa c¢ikarildigainda gbzlenen akma dalgalidir. Bu-
nunla birlikte ilclik bir boru 1le tiplin das gerisinden
hava {({iflenirse su tlip cidarlarindan uzaklasir ve akma
ince tabaka gekline donliglir. Dalgali akmayi elde etmek

icin Ufleme durdurulur,



1120501
SEEBEST VE ARERETLI SINIR PRC: LEMLERININ CLZUNU 3CIN
RULLARILAN EX1ZI ROMERIK YONTEMLER

Bu b&litiade uygulemall bilim dallarainda kullanilan ve
Eismen c¢dzlimleri meveut olan problemlerle, ¢@zimleri he' -
kinda Szet bilgi verilecektir.

Bir maddede 1sinin yayvilimi veya soBurulmasi ile
maddanin difer bir hale donilismesi Snemli bir problem gru-
bu clugsturur. Biyle durumlar bir katinin erimeei, dcnmasi
veya 1siya baZla kimyasal reasksiyona girmesinde de ortaya
¢ikabilir, Genelde bu tip problemlerle 1lgili ilk
vayinlar kutup buzunun kalinlifinin bulunmasi ile ilgili
caligmslar yapan J.Stefan"a aittir ([7].

Froblemlerin &zellifi, iki evresi sraeindakl ayiri-
:in bir hareketli ylizey olusudur. Bu durumda yapilacak is
hareketli sinirin hesaplanmeeidir. Bir cck teknik pioblen
bir fTaz aQefisiml 1ile ilgilii hareketli ylizeyin vyer
defistirmesini icap ettirir. Kiitle wvadsa enerjinin
vayilmasi ile bu gerceklenir.

Bu problemlere uyzulama alanlarina gdre &rnekler
verilirse; buz olusumu problemleri jeofizikte ve buz -
retiminde oldukca Onemlidir, genie kaysa kfitlelerinin
sofumasl ile ilgili calismalar ise jeolojide genis ver a-
lir. Yakin zamanlarda ise metallerin katilasgtirilmasinda,
a8klmlinde, kaynak yapilmasinda, aerodinamik 1sinma ve di-

Zer kuvvetlerin altinda, flizelerin kaplanmasinda veys la-
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ser asinainin metallerde kvllanalmssanda ortaya caiksn str-
iy e 1sisinin giderils -8l tnemli problemleri
olusturur.Stefan tipi problemlerin diger ilgl c¢eken alana
basaing altinda su kullanarsk gdzenekll kayalardan petrol
¢ciEarilmasidir.

DifGizyonu ilgilendiren bir c¢ok problemlerde benzer
forma wsahiptir. Béyle problemlere daha cok biyoloji ve

rimra endistrisinde rastlanair.

o
1

[0

b=t ve hareletli sinir problamlerinin ¢dziim vén-

L

temlerine gecgmeden Once bunlarla iigili Srnekler verelin.

Ornek 2.1

Szbit bir hasing altinda, 1iki boyutliu idsal bir zkiskan,
bir hava kabarcifi iizerinden skiver. Burada yalniz ylsey

gerilimi olup, vyer cekiml ihmsal edilmektedir. Kabul ede-
1iwki u hiz peitansivell clsun, dyle ki, sivi icind=ki hiz

gﬂh ile verilir.

Sekil 2.1 iki boyvutlu ideal bir skigkasnin hava kabarcifi

fizerinden skmasa

(2:=R*¥ de hava kabarcigi disinda tanimlanan bdlge,
IT':=Hava kabarcigi ylzeyi u C=(Q)

u ve I' agsaBidakileri saflar:



Zilinen sanair problemi:
a) Tu=Uy, +Uyy =0, Q da (ana denklem)
b) (i) gradu= (1,0), xT+y*> o gibl

(ii) su/2n=0, I's Q@ da (akim c¢cizgisi)
Bilinmeven sinir kosullara:
a) lerad u|Z=-2Ty, T da (kuvvetlerin dsngesi)
b) @ basit irtibatli olarak birlestirilir. (ilave kosul)
Analitik c¢8ailimleri olan bir cok serbest sinir problemle-
rinde oldufu gibi, c¢dzimler genelde kKomnplex fonksiyvonlar
teorisgi ile ifade edilebilir.1855 7de Ve Leod olazsi ¢dzlin-
lexréen birisini apagidaki gibi verdi.
Fri={z=g{t): t=e'® . 0=B=Z2w }
Ei g(t) agafidaki gibi tanimlanmistar.
g(t)=2T (t-2/3%t-1/27¢)

Burada U nun acilimi yapilmamaistir,
Ornek 2.2

Bir boyutlu tek-fazli apafidaki Siefan problemnini gz &-
niine alalim. Bu problem ilk defa 1860 yillarinda Neumann
tarafindan incelenmigtir. Yalaitilmas vari sonsuz
uzunlukta ve x ekseni {izerine yatirilan i¢i su dolu bir
tiip, ki donma noktasindadir, t=0 zamaninda ve x=0 da ani-
den -1 °C dlstirilmektedir ve bu derecede  slirekli
tutulmaktadir. Dolayisaiyla, tiplin icindeki su donmaya
baglayacakindan, buz-su sinira agagi1daki gekilde
gbsterilebilecektir.

x=x(t) t=0 X(0)=0



Suyun sicakliginin, 0°C de ga -1t kaldigi farz ediliyor
bylece gadece Lazsdakl =i1¢catla’ in tanimlanmasina ihiiyag
duyuluvor (b&ylece ek faz olur). Matenatiksel
formilasyonu:
Q:={(x,%) : 0<x<¥(t), O<t¢w }CTR* (busz biilzesi)
C:={(X(%),t) : 0=t<m } (su-buz ara ylizeyvi), UeCz(Q)
ki U, buzdaki sicakliktir. U ve T asafidakileri saflar.
Bilinen sinir prcblemi:
a) Q da, du/dt=U;x (ana denklem ig1 denklemi)
b) (1) wu(0,t)=-1 (tipin sol scnundaki sicaklik)

(ii) u(XZ(t),v)=0, T da (donma =e1caklifinds su-buz
arsyizeyi)
Bilinmeyen sinir kosullara:
a) u/9x=L di(t)/dt
L suyun latent. 1s1s1 (bir sabit). L, birimi 0°C de suyun
bir graminin donmssi igin tanimlz ar. Bu bili:wmeyen sainar
probleminin ¢&alinll, vyuksridaki Srnekte verilen problemin
obziim yontemine benzer sgekilde bul: nablilir, iflgili
diferensiyel denklemin ¢8zlnli, sinir gsritlarindan birini
saflar ve 1lgili parsametreyl icerir ve daha sonra se¢ilen
parametreye gbre geri kslan sinir gartlari saflatilar.
Cézlim:
X(t):=2R4t U(x.t):=—1+er£(x/2{t)/erf(ﬂ)
P denklemin birim pozitif k&klUdir. e =4n LBerf(B), ve
erf(x) hata fonksiyonunu tanimlar. Bu secilen O&rnekler
bilinmeyen E1nlr probleminin farkla vazilislarla

tanimlanan gdsterimleridir ancek analitik ¢8zimlerinin



bilinmazi rarta ila. Bilinmeye: sinir problemlevine lits-
rattfrde sikea rastlanar, Bu literatii ~in nlime: 'k analiszsle
direk ilgisi ¢ok fazl dir clinkli genellikle dzel Dbilinge-
ven sinir problemleri gz online alinir. Sadelegitirme
riski géazdniine alindifainda, diyeblliriz ki, yilsyilin eec-
Ein matematikeilerinin calismalari sonuvcunda, fiziksel p-
roblemlerle ilieski kurularak bunlarin matenatiksel

tenimlara "iyi taniml:r” olarak elde edilmistir. Bunun so-

nuacunda ¢cikan genel kural, ceslim (u.T')'nin minkin
clabildiZince, (verilerin elverdigi oranda) “snooth”
clmalaidar.

Bilinmeyen sainir poblemleri bir cok ortamda acgiBa
¢i1kmasina ragmen, genelde en cok slirekli ortanlar
mekanifindeki problemlerden olusurlar. Bu problemlerdeki
sinir degeri, bu ortamda bir ara ylzey oldugunda, bu yi-
zeyde slreksizlik olabilir, veya takillifin ve tekil yi-
zeylerin olustuiu yerlerde meydana gelir.

Bu tekillik bir cok nedene dayansabilir, &rneiin;
-iki farkli materyal yanyans bulunabilir, su ve hava
gibi. .

-Hateryal farkli fazlarda olsbilir, su ve buz gibi.
-Materyalin &zellikleri slireksiz olarak bazi defiskenlere
baZli olabilir. Ornegin, materyal, bir kritik deger stre-
se ulasti81 zaman, plastikten eclastiBe deZisim olabilir.
-Hizda yada Dbasincta bir sicrama olabilir, sok gecisi
gibi.

Lkiskan mekaniklerinde, siirekli ortam mekanigi bilinmeyen



ginir problemi ile c¢ok sik ortaya c¢ikar. (Jetler, hava
kEaharecaiklsri, geminin 1izil, dslgalsnmalarda) gosciekli
akig (g8dzenekli kum iginden akig) ve foz defistirme mek-
hanifi (eritme ve dondurma) gibl literstiirde ©bir c¢ok

vavein drnek vard:r.

2.1 Himerik YOntemler

Hareketli sinar defer problemlerinin ¢dzlimil, Onecelikle
ginirlari bilinen problemlerin ¢dziimiinii icerdigi icin, bu
tip problemlere uygulanan nlimerik véntemler esas olarak
hareketli sinair defer problemleri ile ilgili yéntenlere de
cdapte edilebilir. Bu da gériilebilecegil gibi bir tek yolla
clmayip, bu 51nirin yapisina ve  problemin diger
rogullarina gbre cegitlilik arzeder. Dolayisiyla, hare-
ketli sinir defer problemlerini c¢ézerken, dikkat edilecek
temel hususlar asapidaki gibi Szetlenebilir.

-Problem orjinal yapida ¢&zliluneye calisilir, bu durumdéa
hareketli sinir ac¢ik sekilde, hesaplama boyunca aproksime
edilir. Bu vyaklasimin &d1l genelde “Deneme Yanilma”
vénteml olarak bilinen y8nteme bizi gdtlrlr. Ozel olarak
hareketli sinir deger problemlerinde bu yéntem “"Front-T-
racking” ydntemi élarak adlandarailar.

-DiZer bir temel yaklasim ise problem izerinde matematik-
sel degisiklikler yapilarak hareketli sinir gizli bir ha-
le getirilir, fakat bunun scnucu olarak daha karmagik ya-

pilarain ¢8zlilmesi gerekebilir. Bu vaklagim i¢in agafida



giniflanan yénten =re literatirde sikea rastlanmaht:odir-

i

lar.

2.1.1 Front-fixing=(Hareketll sinirin szbitlestirilmesi)

vintemi

Bu vyaklasimda bilinmeven bdlge bilinen bir bilgeve
dénlistirildyr, bDu doniislim probleme €k bir karmasa getirzs
bile, bilgisavar kullaniminda bivik bir sakinca dofurmss.

Bu sinifin eén dnemli yv&ntemi IMM dur.

2.1.2 Anslitik dénilslnler:

Bu donisiimler, conformal dénilislimler gibi dénlistimleri
igerir ve genelde gsonugta problemin esdsferi clan

intesgral denklemleri elde edilir.

2.1.3 Fixed-deomain=(Sabiit-b8lege) dénilslimieri

Baza durumlarda, problemin  genel c¢Szlni veya
"weak"=(zayif) c¢ozliinl elde edilebilir Oyleki hareketli
sinirla 1ilgili Dbdélgeler ¢dzlm bdSlgesi Iic¢erieinde agak
clarak ifade edilebilir. Bu sinif problemler ise enthalpy
yvontemleri ve varyaeyonel egitsizlikler isimleri altinda
bilinirler.

oimdi, yukarida tanimladiZimiz ydntemleri birsz daha

genig olarak vermeye calisalim.



2.2 Front Traecking ¥ontemicri

Bu yontemier, serbest sinir problemlerinde sikea
kullanilan "deneme-yanilma®” ydnteminin bu problemlerdeki
anolofudur, Esas olarak problemin orjinal koordinatlara
korunarak, hareketli sinir s¢ik olarsk hesaplama boyunca
vaklasik olarak bulunmaya calisali:.

Pu yontemin en ¢ck kullanilanlarindan birkaga:

2.2.1 Methcd of lines

Bu yo6ntem genis olarsk Meyer tarafindan [8] kul-
lznildi. Temel diigiince zaman deZiskeninil ayraiklizstir-
nadan ibarettir. Sonugts kismi diferansiyel denklem her
zaman adiml icin bir dizi bir boyutlu serbest sinir defer

prcblemine déniisir.

2.2.2 Bonnerot ve Jamet yinteml

Bonnerot ve Tamet [2] Stefan problemlerini slirek-
siz sonlu elamanlar kullanarak e¢dziime kavusturrustur,
dolavisiyle ydntemin yeterli esneklifi cesitli problem-

ler igcin gtsterilebilir.

2.2.3 Lynch y&ntemi

Lynch [10] deforme olmus elamanlara bularak bir

yontem gelistirdi. Oyleki, bu ybnteme sonlu-elamanlarin

lnonuﬂﬂﬂﬂ!!ﬂlﬂl
Merke2 E@téphanesi
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zamana gore deforms olwasa yintami de  denilebilir.  Bu
yvontende biv ¢ok arastiriaeci tarafindan tercih ed:len bir

vontendir.

2.3 Front-Fixing=(Hareketll einirin esabltlegtirilmesi)

Yéntemni

Buradaki disiince, orjinal bdlgesinde c¢dzlimli zor clan
problemleri, daha bagit bir b&lgede faskat daha karmasik
denklemler kullanarak c¢dzline kavugturmaya amac¢lar,
Dolayisiyvla diigliniilen dénfistim Ozellikle bilinmeven bBdlg. .-
¥i bilinen bélgeye ddnl:tlridr. Tabiatiyla bu tip ddniigiim-
lerin savisyr da azimsanmayacak kadar coktur. Fakat

burrlarin icinde en belirginleri:

2.3.1 Basit snalitik déniglinler

£-8 doniislimleri

Bu donilislim genelde iki boyutlu akiskanlarda olugan
problemlerde acifa cikerilmistar. Akim fonksiyonu 8, haiz
potansiyeli @& harmonik egslenik fonkelyonlardar. Efer
z=x+1y, komleks dlzlemde bir noktayil gésterirse ve
f(2z)=%(z)+1i6(2) ise f, 2z"nin analitik bir fonksiyonudur,
dolayisiyle x ve y bliylUkliikleri

X¢p+Xge=0

Ygp Ve =0

denklemlerini saglar. Bunlardan herhangi birinin verilme-
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2i halinds;
(x’}’)':’ (4}?:0)
dénislimii Q béleesinil ©-8 dizlemi Uzerindeki bBlgeye do-

niistiriir.

2.3.2 Rarmesik analitik yéuniemler

Bu yo6ntewml=rin en belirgin &drnefi, Iscoterm Higration
metodu olarak Dpilinen yontemdir ve stefan poblemleri
izerine uygulamalarini Crank ve calaistirdiklara uygula-
migliardir. bBu yéntem son derece makul bir piontemdir, &y-
leki mesela, bafimli defisken 1s1i U bsfimsiz defisken
olarzk doénliclimde yerini alir, fzkat sonucts elde edilen
kiemi diferansiyel denklemler ne yazik ki non-lineerdir.
Bu dez avantajina rafmen sik¢a kullanilan bir ydntemdir

ve ¢ok basarili uygulamalari vardar.

2.9.3 Brute-force donilislimleri

Bircok durumlarda hareketll ve serbest sinir deger
problemlerindeki bilinmeyen sinir defierleri bilinen
sinarlar Uzerine donligtlirlilerek c¢ozlilmeye calisilir ve
sonucta elde edilen diferansiyel denklemin katsayilari bu
bilinmeyen sinirlari defisken olarak icerir. 1ilk bakista
oldukca tehlikeli bir y®ntem gibi gdriinen bu ydntemin bir
¢ok basarili uygulamalari vardir. Bu ySntemin 8zel 8rnegi

olarak Landau dénliglimll verilebilir ki Stefan problemle-
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rinde sikea kullanilmagtir.

2.4 Analitik Ddnlglimler

Bu +tip praeblemler idiegin bir e¢ck analitik yénten
gelistirilmesine ragmen bunlarain srssinda en basaraila
olana konformal donflglimlerdir. Bu dénleiimlerin teorisi
1868 "de Helmholdz 'un ‘ormiilleri ile ortava cikmistir ve
asagidaki asvantajlara icerir.

-Analitik ¢dziinld kapali formda elde etmeye yarar.
-C&zatimden kalitatif sonuclar c¢ikarmaya yarar.

-Bu c¢8stinlerden yeni forrmiiller Uretmsek miimkin eolsbilir
Gryleki; bu yeni yapilar niimerik c¢dzfimlerde kolarzca kulla-
nilabilirler,.

-Baz1 6zel problemlerde biiyldk kolayliklsr sasglarlar.

2.5 Varyvasyonel Egite’zlikler

Varyosyonel egitsizlikler teorisi hareketli einir
defer problemlerine bliylik bir bagari ile uygulanmigtir ve
bir c¢ok avantajlari mevcuttur.

-Si1kg¢a rastlanan, bir c¢cok fiziksel dislince icerisinde
varyosyonel esitsizlikleri icerdifinden uygulamak kolay-
lagar.

-Hemen hemen matematiksel literatliirde en genis yer alan
matematik dalidir ve bir ¢cok durumda hareketli sinir

defer problemlerini bu yollas varlik ve tekligini de is-
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patlamaik mimkin olabilmektedir.

~Varyosyonel esiteizlikleri c¢dsmek igin etkili nluserik
yvéntemler meveuttur ve bir ¢ok durumlarda ydntemin tam
¢dzine yskinsadifia bilinmektedir. Bu yOntem halkkinda
genig bilgi; Kinderlehrer ve Gtampaehia [11]; Elliot ve
Ockendon [12]; Friedman [13] dan elde edilebilir. Bu
véntemin nidmerik anslizi i¢in ise bakinaiz; Glowinski,

Licns, Tremolieres [14].

2.6 Enthalpy Fermiilssyonu

Enthalpy v&ntemi assfida verilen iki essg lzerine
kurulmugtur.
1. Yeni bagimsiz defisken, enthapy H,
=u, eBer u<d
H(u)= €[0,L], efer u=0
=u+L, efz2r u>l
olarak tanimlanir. Dolayisiyvla H, u'nun cgeok degiskenli
fonksiyonudur.
2. Enthalpy ic¢cin diferansiyel denklem geligtirilmistir.
Fizik olarak enthalpy toplam u icerigini temsil eder, do-
layaisiyla, u denklemini saglamas1 gerektiii disliniliirse;
SH/9t=9U/3t*
esitlifi yazilabilir. Fakat bu denklem kullanilarken U=0
da H® nin bir atlama yaptiZi dlisinllmelidir. Bu
yonteminde, varyosyonel esitsizliklerde oldugu gibi

veterli teorisi bulunmamaktadair. Difer wandan, baza



arastirmacrlar bu yéntemin hareketli siniri tam olarsk

aproksime edemed Sinl ileri siirmektedirler.



I1IY.BOLUM
KT FOYUTLU HAREEETLI S5I. IR DEZER PROBLEMLERININ
KOORDiHAT DONUSUNLERI ILE COZUMLERIL

3.1. Giris

Diferansiyel denklemlerin ¢&zlimd verilen bir bélgede
belirli sinir sartlarini saZflamak kosuluyla elde edildi-
£inde, ortaya cikan problemlere eginir defer problemi ada
verilir. Fakat bir c¢ock wuygulamsalil problemde, c¢dzlim
bblgesinin bir kismi veyva tamam: yer ve pozisyon olarakta
bilinmeyebilir. Bu durumda acifza ¢ikan problemlere genel
adiyvla eerbest veva hareketll sinir defsr proebleml adyi
verilir. Problemin "steady state” olma durumunda, problen
gerbest sinir defer problemi, efer c¢dzlim zZamana bafli bir
vaprl Iigerirse $zel olarak hareketli sinir defer problemi
adini alar. Bu iki durumda da problemlerin ¢Oazlimli ic¢in
serbest veya hareketlil sainir {zerinde, ek kogullara
ihtiyac doZar, bu kosullardan biriei sinirin belirlenme-
sinde, diferl ise ¢dzlinlli tamamlamada gereklidir.

Hareketli ginir defer problemleri J. Stefan’dan (1880)
sonra genellikle Stefan problemi colarakta anilmakta olup,
uygulamada hidroloji, makina ve kimya mithendislifi, mcle-
killer biyvoloji, fizik, metalurji, ve. alanlarinda aciga
¢ikmaktadirlar. EKonuyla 1lgili genel referanslar icin
Crank[15]; Furzeland [16]; Ockendon ve Hodgkins [17];

Albrecht, Collotz ve Hoffman [18]; Fasano ve Premicerio
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[19] nlraczat edilibilecek eserler.ir.

Bu ¢aligmada &zel olzarak, sonsuz uszunlukitaki kare
prizmanin baglangicta bir siva ile dcldurulup dazha sonra
dig ylszevrindeki 1sinin birvden donma ncoktasina disliriilip
slirekli ve gabit bir sicaklikta tutulmssaiyvla ortava ¢aikan
hareketll sinir defer prebleminin ¢dzlinlt zerine nimerik
vaklagimlar incelenmigtir.

Pu tip problemlere genc:l fakst ilging elan waklasainm,
uygun dénlisiim altinda hareketli esiniril sabitlestirmek
olarak literatiirée genis bir yver ayrilmistir. Landsu [20]
bu  dénislUmlerin SncUlisginl y apmis, dahs sonra Bsauboulf
{21] ve Ferris ve Hill [22Z] bir boyutlu hareketli sinir
defer problemini bu yaklasimla cézmilslerdir. iki boyutlu
problemler i¢in uygun dénlsiim kullananlar ise Furzeland
[16], Saitoh [23], Duda ve diE. [24] gibi arastirmacilar
ve onlarain kullandigi referanslardar. Fakat bu vaklagim-
larin hemen hepsinde va preblem= bagli olarsk veva dénii-
glimlerden ag¢ifa ¢ikan bazi sksakliklar olmugtur. Fakat en
belirgini olan ve blitlin koordinat dénliglimlerinde ortak
olan dodniisiimden sonra cortaya ¢ikan problemlerin genellik-
le baslangi¢ deferlerine bafimli ¢bzlim icermeleridir,.

Bu ¢alismamizda, Ozel oclarak yukarida tanimladifiimiz
ladifimiz problemi alip, uygun koordinat dénlsimii altinda
beglangi¢c deferlerinin sec¢iminin nasil colacagi dzerine

vapilan arastirmayil sonuclandirmaya calastik.
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3.2 Hocel Problem

Soneuz uzunlukta bir kare prizma, baslangicta erine
isi1sina sahip bir =2kici siviyla dolduruluyor. Isi dis yii-
zey Uzerinde anlden dlsiiriilip sifirin zltindas bir sicak-
likta sabit olarak muhafssza edilivor., Matematiksel, for-
miilasyon icin farzedelim ki, prizmanin kare kssgiti -1=x=1
araginda tanimlansin. U(x,y,%t) bir (x,¥) neckissinda her-
hangi Dbir 1 zawaninda isiyvl gostermek lzere i1s1 tasina
denklemi D IiSlgesi Gazerinde

Ut=Uxx+Uyy (3.1)
peklinde verilebilir. D bdlgesi ise

U=0 da f{x,y)=(x*-1)(¥*-1) (3.2)
e&bit einar ile kapzli olarak tenimlanmistir. Iki ecisim
arasindaki ortzk vilizey

t>0 igin U=1 de &(x,y,t)=0 (3.3)
seklinde tenimlanir. &(x,y,%t)=0 efrisinin varligi ile
kati-sivl ylizeyleri arasindaki ortak yilizey godsterilir.
Her hangi bir t zamaninda &(x,y,%t) bilinnmesz,

t=0 da o(x,v,t)=£(x,y)=0 - (3.4)
dir. Bunlara ilaveten (3) icin diZer bir kecgulda

T(x,y,t)=0 da 3 u/dn=-pv, (3.5)
n, normal, v, ylizeyler arasindakl ortak ylizeyin n yoniin-
deki hiz derecesi, B ise faz degisiminde olan materyalin
1s8181na bafli bir sabittir. Eksenlerdeki en uygun simetri
i¢in diagonallikle ilgili R ile tanimlanan bblge gdz &ni-

ne alindiginda R=[x,v| 0=y=1 , yv=x<1 ] seklinde olur.

TES!
v=0 da Uy=0 WONU PYVERSITES
Merkez Kut e
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Sekil 3.1 Dédniislimden ¢Enceki bélge

3.3 Ecoordinat Donlzsiinl

Simdi doénlici: dn daha iyi anlasilabilmesi icin, donma
isleminin baslamasindan belirli bir zaman sonra hareketli
sinir AD"'nin $ekil 3.17de gdriildiiEld gibi oclmasina géz
niine alalaim. Burada A ve D noktalari siresaiyla sinirin x
eksenini ve diagonali kestifi noktalardir. Dolayasiyla
istenen gerekli bdlge, ABCD (Q) olarak verilen bélgedir
ve bu bblge doEal olarak, hareketli sinirdan dolayi za-
manla defisim gdsterecektir. Ilk amacimiz, bu bélgeye uy-
gun doniislim uygulayip bdlgeyi zamandan bafimsiz kilmak,
difer bir deyisle, hareketll siniri sabitlestirmek ola-
caktir. Problemin simetrisi gz Online &alinirea, ¢ézim
b8lgesi olarak OBC (R) bSlgesini almak yeterli olacaktar.
Sonu¢ olarak bu bdlgede, hareketll sinari sabitlegtirme

dislinceei de gtz ¢tnllne alinirsa ddnilistimiin



t=t, Y=y ve
X=1-[(1-x)(1-y)/1-8(y.L)]
clacafii aciktar.

OBC dUcgenssel bélse R ile tanimlanan bdlgedir. DA
vizeyi DO cdiagonali lUzerine dontistlirilerek istenilen bol-
ge elde edilir. Bu d¥niistim yspildiktan sonra denklemler
geasg1daki sekli alirlar.

s(y,t)=x=1, Y=X=]1, >0 (3.8)
s{y¥,t) agafidaki kosullari saBlsr.
{E(Y.t) efer €€(y,t)>y ise
s(y,t)=
¥, Gifer durumlsarda
ve x=€(y,t)., €=0 ara ylzeyinin alternstif formudur. $imdi
(1} denklemine d&nlslim uygulanirsa,
R de,
Ut=[(1-X)/(1-8) 18 (Ux)y, +[(1-Y)*/(1-8)3 3 (Uxx)y,
+(Uyy Jas (3.9)
gsekline gelir. Hareketli ara ylzeye ddénliellm uvgulenirsa ;
8, =1/B[(Ux)*+(U4)*]1/Ux denklemi
8, =1/B{[(1-Y)*/(1-8)%1(Ux)§, +(Uy)*x,t}
/0(1-Y)/(1-8)1(Ux)y b, (3.10)
seklini alair. Y=Y, icin X=Y de s¢ =€ ve dier durumlarda
sifardar.

Bu donlislimler sonucunda ise sinir kogullarai,

X=1 ylzeyinde U=0 (3.11)
ve
X=Y de ve Y=Y, de U=1 (3.12)

haline gelir. Dénlistim sonucunda R bBlgemiz



R=[¥,Y: 0=2Y=1, Y=¥X=1 ] gekline :clir ve uvgun AX
ve &Y "lerin secimi ile X;=X,+iAX, i=0(1)N, Xo=0, X,=1 ve
Yj =Yo +3AY, J=0(1)B, Yo =0, ¥u =1 grid no!taleara
tanimlanarak, ardil zaswman araliaklari ile t,=to+mhL’ler
icin hesaplamalar baslatilair ki, +to. nlmerik hesaplamada
baslangi¢ zamani veAt de zaman aralifidir. Farz edelimki,
m vinei zaman diliminde 181 degerleri biliniyor. Q0 zaman
genel (X,Y,t) grid noktasi icin acik sonlu fark denklemi

kullanilarek m+l ineci zamandaki 1g1 deferlerini de hesap

Y E9
Y=1 -
¥k
4573 I
N A & Yo !
M‘ V‘ K o I+

5 2

‘: / Au’ -.‘. ?’ | 3 R
4 .07 . ’ J =4

w=1 : :
wu=0

I x=4
-1 i vt ¥ %

Sekil 3.2 Doniislimden sonraki bdlgs

edebliliriz m’'yinci zsmandaki 1siys U dersek m+l"inci 181
deferini;
(U5 =05} )/06=(1-X; ) /(1-8] ) [ (Uij-Uisyj) /24X ]
(e]™-83 )/O6+[ (1-Y; )=/(1-8] )* ][(U:IJZUG"'U:{J/AXEJ
+H(Uyy )T (3.13)
3=0(1)N ve
J(1)N-1, eker gi>Yb ise

J+1(1)N-1, eBer Yj=Y)



Uiy =0, J=0(1)N ve U3j=1, Y;=Y,; icin bulabiliriz.
Lacak (13) denkleminin ik inci tarafinda bilinmeven s de-
ferlerl gértnlr, bunu he splamak icin (3.10) denkleminin
ronlu fark gésterimi ile
(& 6] ) /nt=-2/B{L(1-Y; )= /(1-8] )= I[ (Uiay;-U5Ty ) /AX 1%
+(Uy )55 }/{[(l—ﬁj)/(1—5})][(U$¢3—Uﬂj)A&X]} (3.14)
Y; =Y ile tanimlanar.

¥>Yy Dbdlgesi icin dénlislin yapilmaz ve bu bélge igin

s7 'degeri,

g} =87 =(1-Y; )" (3.15)
ile heesp edilir., (3.12) ve (3.14) denklemlerinin ikinei
yanlarinda Uy ve Uyy tlirevleri gelir. Bunlara bulebilﬁek
iginde asaBidaki slgoritma izlenir.

Tekrar Sekil 3.1i7e donilildliflinde; bher hangi bir © za-
mani  icin x-y dlizleminde hareketli ara ylzey ys-de ¢
farkli nclta L,M,N yi g&z Online alalim. d(L,E), 4d(M,F) ve
d(H,G) uzakliklari dénislimden sonra d(ﬂ,§3, d(M:F3 ve
d(H:G3 uzakliklarina d¥nliglir. X-Y dizleminde Y=Y) de bir
P’ ara noktasini g8z &aline alalim ve bu nokta Sekil 3.17de
déniiglim uvgulanmayan x-y diizleminde y=Y; de F noktasina
karsilik gelsin. Sekil 3.17°de y=Yj; ve y=Yjy i¢cin sabit tu-
tulan x"e karsilik sirasiyla @ ve R'ye karsilik gelein.
oekil 3.2°de X-Y dilzleminde d&nlislim uygulanan Q've R nok-
talari daha sonra Q’ve R ile tanimlanir. @ ve R noktala-
rindaki U deferi lineer interpolasyon kullanilarsk hesap

edilir.Bunun ic¢in P"nﬂn dénllelim gecirmedifi farzedllerek

bu noktaya glre;



Ug=Utsj4+ 0 (UTj0 04 j-c) /AX]
X{l—KLr[(1“§§)(1-Y}4)]/E(1-sﬂ4)(1—Y3 }J(1-X: )}
(3.16)

J=1(1)R-1 ve

) J(1)B-1, Yj>Yy

1-{j+1(1m-1, Y, <Y
ile tanimlanir. Benzer olarsk,

3=0(1)H-1, i=j+1(1)R-1 ie¢in,

UZ =00 5e1 +0 (UN jei-Ui5ee JAX]

2 {1-Xig [C1-8] ) (1-Y;,4) 1/70(1-8134) (1-Y; ) 1(1-X;)} (3.17)
Burada hesaplanan Ug ve Up deferlerinden faydalana-
rak ¢ nokta formiliinden,

(Uyy )y =(Ug-2U0p+UZ) /(AY)*= (3.18)
tlirev deferleri hesap edilir. Benzsr gekilde U birinci
tiirevi, M noktasi sabit alinarak bir geri feérk formili i-
le heepap edilir.

Y; =Y, icin

UG =05 ot +[ (Usez, vt —Uog 300 ) /DX

x{1-Hjea—[(1-67) (1-Y500) /0 (1-€5 ) (1-Y5 ) I(1-X:4) }
(3.19)
denklemi

(U )= (Uy-Uw) /AY (3.20)
denkleminde yerine konularak sonuca gidilir.

Yukaridaki denklemlerin verilen b&lge ic¢inde nokta-
sal c¢OzlUmlindl bilgisayarla bulmak ic¢in, asafida verilen
algoritmanin uygulanmasi gerekmektedir. Bu durumda

istenen algoritma;
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i) to Zamaninda baslangig deferlerinin bilinmesi gerel ir.
{Bunun i¢in uygun sec¢im yapilabilir.)

i) Uy ve Uyy tlirevlieri baslangic deferleri yardima ile
hesap edilir.

iii) Hareketli ylizey hesap edilirken, ¢&zlim bdlgesinin
dGnliglim yapilan bdlgenin digina tasip tasmadifl kontrol
edilir. Eger Y;=Yyise (1:) denklemi kullanilir; YzYpise,
{15) denkleminden fzydalanilarak harekestli sinirin yeri
hesaplanar.

iv}) Hessp edilen tilirev deferleri ve hareketli sinir de-

gerlerinin kullanilmasiyvla genel 181 derkleml odziiliir.
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SGEUCLAR VE TARTISHA

Model preblemimizde bselangi¢e deferlerinin etkile-

rini pgérmek icin c¢dzlim b8lgesinil sirasivlia Ax=8+0.1 ve

lx=A0.5 olarak kafeglere b&llindll, =z:a3an adim1r igin

At=0.0001 wve AL=0,00004 alarak cbzim elde etmeve c¢ali-
5311da,

BSlge icerisindeki her kafes noktasainda =0 szamana
i¢in kullanscafimiz U 1s1 degerlerini elde eirek icgin,
problemin orjinal yapisl da g&z &nine a&linarak ikinei
derece polinomlarla temsil edilebilecek cebirsel vyapile-
rin alinmasi Esrarlastirildi. Bu yeprlarin iretilmeesei in-
terrolasyon islemi gerektirecefi icin yepalara kurarken,

a) Polinor interpolasyonu

b) Bélinmlg faerklar Newton interpolasyonu

c) BSllnmiis farklarla Aitken interpolasyonu
aldak,

Teorik clarak, koordinat ddniiglimil knllanilmas
hereketli einir defer problemlerinin kisa saman cdzlimle-
rini elde etmenin kolay olmadifi bilinmesine rafmen, ams-
cimiz polincomlarin yakinsamssil (veya 1iraksamasl) veya sa-
linim yapmalari durumlarina gdre empirik sonuclardan teo-
rik sonuclar elde etmeyi amscladiZindan &ncelikle denenen
interpclasyonlardan elde edilen c¢esitli +© deferleri icin
181 (U) sonuglaraini vermesl gerektifi disiniildi:

Sirasiyla sonuglar Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 defisik

Ax ve At deferleri icin ayriklastirmadan dolayi olusan



=0

Ffarklailaklara Hewlon interpolasyonu icin vermeltedir.

Tablo 4.3 ve Tablo 4.4°de vi:e defisik Ax ve At de-
Zerleri icin Aitken interpolasyonu::dan elde edilen sonug-
lar verilmektedir.

Table 4.5 ve Tablo 4.6 das eyni eseyier bhasit polinom
teknifii ile elde edilen interpolasyvonlar icin verilmis-
tir.

Tablo 4.7°de ise literatliirdeki sonuglar ile bu aras-
tirmada elde edilen eonuglar kars:ilastirilmistair.

Gézlemlerimiz sonucunda, ayriklastirmadan gelen ds-
Eisimin sonucu etkileyecek kadar fazlas olmadifar f=kat,

xr

sayvisl artitikea tabil clarsk vakinsamanin

’.‘
o
G
[
o
L
et
’-‘
[
k3
1)

birez dsha geg olduiu saptenmistair (Bu yakinsama Iistenen
scnuca olan yvakinsama olmayip verilen degerler icin sayi-
laran ulastifas yeni tica yvakinsama deferleridir).,

Daha sonra ydntemlerin yarisindan gelen farklilikla-
ri gz8rmek icin Tablo 4.2, Tablo 4.4 ve Tsblo 4.6 °dski U
deferlerinin defigimi incelenmis, basit poliner intearpo-
lasyonundan elde edilen scnug¢larin salinimlarinin difer
ikisine g8re dsha fazla clduiu, dolayisiyla elde edilen
vakinsamanin ¢ok deha yaniltici olabilecefi scnucuna va-
rilmistir. Newton ve Aitken interpolasyonunun yakinsama-
larinin ikinci derece oldufiu teorik olarak bilinmelerine
ragmen bu degerin Dbile yeterli olamadifi, problenrin
vapisindan gelen dezavantajin bu geklilde seg¢imlerle orta-
dan Ealdirailamayacagl sonucuna varilmistir, Bu dlslnceden

hareketle liclincli dereceden yakinsamasi olan veyva defieik



Gzzlliklere  esahip olan interpolasyon formiGlleri denenme-
mis, ponucun defismeyecegi diglinile igtilr.

Simdl bu tip problemlere basg sngie deferlerinin
nesil idretilebilecefin: aragitiralaim:

i} Deneysel sonuclar, efer varsa, alinarak probleme basg-
langic degeri olarak secilebilir.

ii) Peneysel sonuclari elde etmek wimkiin defilse, proble-
min orjinal bowutlarda bir-iki kiga szamen adimi icin ¢d-
zlilerek uvgun dénilislim altinda, Eoordinat dinfisiimi
vapilmis probleme baslangic deleri olarak seg¢ilebilir.
iii) Ansalitik y8ntemler kullanilarak problemin kisz za-
man ¢dzilml yapilabilir.

Sonu¢ olarzk, bu teklif edilen Paglangi¢ deferleri-
nin de birinin diferlerine gbre iyi veva dsha sz iyi
clduklari durumlarda olabilir. Ornefin, analitik baglan-
gic defer formlilld o sekilde olazbilir ki niimerik vaklasim
icin kullanilamayabilir. Bunun disinda rroblemde yamilan
klicik bir modifikasyon bu fermlili kullanilmaz kailabilir
veya analitik formliller c¢ikarilirken bazi kEabuller vapil-
difi igin bu kabuller problemin biitiin ¢dzlim azamalarinda
ayni esneklifi gdsteremeyebilir.

Alternatif olarak sunduZumuz preblemin orjinal bo-
yuttaki kisa zaman ¢ozlimii, verilen problemin ¢ok boyutlu
olmasil durmunda problemi o haliyle c¢dzlime kavugturmada
belkl de mimkiin olmayabilir. Dolayvisiyla, bir genellenme
vapilmak istenirse, probleme bafimli clarak bulunabilen

uygun baglangi¢ degeri kullanimil denemekten baska daha



zaflakla bir ¢&zim olmadaga bu galigmnadan zlde ettigimiz

scnuetur,

Teblo 4.1 Bolinmis farklsr Bewton interpclasyonu

x=0.1 t=0.0001
X

t 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.02 0.7764 0.6823 0.585% 0.4882 0.3211

0.6556 0.7588 0.6525 0.5443 0.4359
0.04 0.7387 0.8364 0.5312 0.4258 0.3206

0.8533 0.7186 0.6012 0.4818 0.3625
0.05 0.7788 0.6827 0.5856 0.4854 0.3913

0.7604 0.6530 0.5446 0.4361 0.3278
.3 0.7406 0.6373 0.531¢& 0.4263 C.3208

0.7185 0.6020 0.4525 0.36Z¢ 0.2434
0.15 0.7011 0.5878 0.4713 0.364 C.23¢€6

0.6750 0.5431 C,4086 0.2741 0.1252
0.2 0.6583 0.5305 0.3824 0.2683 0.71225

0.e1d2 0.4698 0.3146 0.14Z0 0.1328

Teblo 4.2 Bolinmis farklar Newton interpolasvonu

x=0.05 t=0.000G4
b4

t 0.0 2.1 0.20 0.3 G.4
G.02 0.852¢ 0.7614 0.°666 0.5717 0.47689

0.8530 0.68047 0.7044 0.6042 0.5038
0.04 0.6081 0.7204 0.6249 0.5286 0.4340

0.8530 0.7662 0.6645 0.6138 0.5630
0.05 0.6531 0.7615 0.6667 0.5718 0.4768

0.8516 0.7547 0.6544 0.5541 0.4538
0.1 0.8084 0.7206 0.6251 0.5285 0.4341

0.8085 0.7156 0.6140 0.5123 0.4615
0.15 0.7691 0.6842 0.56873 0.4904 0.3933

0.7722 0.6803 0.5765 0.4726 0.3688
0.2 0.7338 0.6510 0.5519 0.4527 0.3536

0.7384 0.6477 0.5408 0.4338 0.326¢



Tableo 4.3 Bdlinnils farklsrla Aitken interpolasyonu

x=0.1 $=0.0001
X

t 0.0 0.1 0.2 0.2 0.4
0.02 0.7784 0.6823 0.55852 0.4882 0.3811

0.8756 0.7598 0.6525 0.5443 0.4359
0.04 0.7387 0.6364 0.5312 0.4258 0.3206

0.85833 0.7186 0.6012 0.4818 0.3625
0.065 0.7788 0.6827 0.5866 0.4884 0.3913

0.7604 0.6530 0.5446 0.4361 0.3278
0.1 0.7406 0.6373 0.5318 0.4283 0.3209

0.7185 0.6020 0.4825 0.3628 0.2434
0.15 0.7011 0.5878 0.4713 0.3548 0.2386

0.6750 0.85431 0.4086 0.2741 0.1152
0.2 C.6583 0.5305 0.39¢64 0.26E3 0.1225

0.6152 0.4602¢ 0.3148 0.1420 0.1°28

Tablo 4.4 BSlinmils farklarla Aitken interpolasyonu

x=0.05 %=0.00004
e

t 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.02 0.88&2¢ 0.7614 0.6666 0.5717 0.4769

0.8530 0.5047 0.7044 0.6042 0.5039
0.04 0.8081 0.7204 0.6248 0.52¢6 0.4340

0.8530 0.76862 0.6645 0.6138 0.5630
0.05 0.8531 0.7615 0.6667 0.571¢8 0.4768

0.8516 0.7547 0.6544 0.5541 0.4538
0.% 0.8084 0.7206 0.6251 0.5285 0.4341

0.8085 0.7156 0.6140 0.5123 0.4615
0.15 0.7691 0.6842 0.5873 0.49804 0.3933

0.7722 0.6803 0.5765 0.4726 0.3688
0.2 0.7338 0.6510 0.5518 0.4527 0.3536

0.7384 0.6477 0.5408 0.4338 0.3269



34

Tablo 4.5 Pelinom teknigl interpolasyvonu

x=0.1 t=0.0001
X

t 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
.02 0.7647 0.6154 0.4726 0.345¢ 0.2384

0.8501 0.7841 0.6133 0.4632 0.223
0.04 0.7611 0.5855 0.4503 0.3236 0.2154

0.8431 0.7593 0.5850 0.4314 0.28864
G.05 0.78561 0.8187 0.4728 0.3460 0.2384

(G.7844 0.6137 0.4834 0.23324 0.2207
0.1 0.761 0.5961 0.4507 0.35239 0.2156

0.7602 0.56857 0.4318 0.2566 0.18C0
D.15 0.7388 0.5€824 0.4203 0.2882 0.175¢2

0.7343 0.5498 0.3862 0.2408 0.0864
0.2 0.7145 0.5351 0.3762 0.2345 0.0240

0.€867 0.4882 0.31.4 0.7263 0.1056

Not:Her bir t zaman diliminde deBerler j=1 ve j=2 ic¢in
verilmistir.

SIONU UNTVERSITES!
Blpskez Bu. . anes!



Taeble 4.7 Literatiirdeki sonuclarla bu arestirmzda elde
=dilen sonuclarin karsilastirmasa

Crank Crank Gupta Arastivrads elde edilen
ve ve ve sonuglar
Gupta Crowley Kumar x= y=0.1 x= y=0.056
T [261] [27] [28] t=0.0001 £t=0.00004
0.056 0.8125 0.775 0.81%25 0.7768 0.8531
0.1iC 0.6878 0.676 0.6882 0.7406 0.85084
0.15 0.6157 0.601 0.6156 0.7011 0.7681
0.20 0.5473 0.536 0.5463 0.6583 0.7338
0.256 0.4565 0.477 0,4837 0.6002 a.7020
0.30 0.4302 0.420 0.4244 0.5426 0.6728
0.35 0,3766 Q.35 0.3663 0.4455 0.6457
0.40 0.3337 0.308 0.3078 0,2809 0.6188
0.45 0.2816 0.2498 0.2455 - 0.58489
0.20 - 0.188 0.18¢24 - 0.5703
8.85 - 0.118 01271 - 0.5452
0.c0 - - 0.0562 ~ 0.5160
0.65 - - - - 0.4827
0.70 - - - -~ 0.4604
0.75 - - - - 0.4123
0.8 - - - - 0.3619
0.85 - - - - 0.2785
€.80 - - - - 0.1357
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