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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum "Banach Uzaylarinda Baz Dizi Uzaylarinin
Kopyalar1 Uzerine" baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir: dii-
secek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin
kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gos-

terilenlerden olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Ramazan KAMA



OZET

Doktora Tezi

BANACH UZAYLARINDA BAZI DiZi UZAYLARININ KOPYALARI
UZERINE

Ramazan KAMA

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
76+v sayfa
2017

Danmigsman: Prof. Dr. Bilal ALTAY

Bu tez 5 boliimden olugmaktadir. Tezin ilk boliimiinde, konunun literatiir-
deki 6nemi ve tarihsel gelisiminden s6z edilmistir.

Ikinci béliimde, diger boliimlerde yararlamilacak olan temel kavramlar ve
teoremler verilmigtir.

Uciincii béliimde, bu calismanin alt yapisini olusturan tamamlayic altuzay-
lar, izdiigtimler, bazlar, temel diziler ve serilerin yakinsakligi konular1 detayli ola-
rak incelenmigtir. ¢y uzaymin kopyasini ve tamamlayict kopyasini igeren Banach
uzaylarinin karakterizasyonu verilmigtir. Son iki kisimda ise bir 6nceki kisimda
yapilan karakterizasyonun bir uygulamasi olarak vektor degerli Banach uzayla-
rindaki ¢alismalara yer verilmistir.

Tezin orijinal olan sonuglar1 dérdiincii ve beginci boliimlerde verilmigtir.

Dordiincii boliimde, cs yakinsak dizilerin uzayini iceren Banach uzaylarinin
bir karakterizasyonu caligilmigtir.

Son boéliimde ise bir X normlu uzayindaki bir dizi ve ¢, ¢y uzaylarinin Ce-
saro etki alanlar1 kullanilarak bazi yeni dizi uzaylar1 tanimlanmigtir. Daha sonra
bu dizi uzaylar1 ve X uzayindaki zayif ve zayif* sartsiz Cauchy serileri yardimiyla

X uzaymin tamhgi ve barrelledligi karakterize edilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Banach uzay1, Dizi uzay1, Kopya, Tamamlayici kopya,

Temel dizi, Sartsiz yakinsak seriler, Zayif sartsiz Cauchy serileri.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis
ON COPY OF SOME SEQUENCE SPACES IN BANACH SPACES
Ramazan KAMA

Inénii University
Gradute School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
76+Vv pages
2017

Supervisor: Prof. Dr. Bilal ALTAY

This thesis consists of five chapters. In the first chapter of the thesis, it is
mentioned about the importance in the literature and historical development of
the subject.

In the second chapter, basic concepts and theorems to be used in other
chapter have been given.

In the third chapter, complemented subspaces, projections, bases, basic se-
quences and convergence of the series that constitute the sub-structure of this
work have been examined in detail. The characterization of the Banach spaces
including the copy and complemented copy of the space ¢y have been given. In
the last two parts, the works in vector valued Banach spaces as an application of
the characterization obtained in the previous part have been given.

The original results of the thesis have been given in the fourth and fifth
chapters.

In the fourth chapter, a characterization of Banach spaces containing the
cs space have been studied.

In the last chapter, by using a sequence in a normed space X and matrix
domain of Cesaro summability method in /., and ¢y some new sequence spa-
ces have been introduced. Later, the completeness and barrelledness of normed
space X through its weakly and weakly™ unconditionally Cauchy series have been

characterized.

KEYWORDS: Banach space, Sequence space, Copy, Complemented copy, Ba-
sic sequence, Unconditionally convergent series, Weakly unconditionally Cauchy

series.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Bx . X uzaymin kapali birim yuvari,

c . Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzayn,

Co . Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzayn,

€00 : Sonlu sayida terimi hari¢ geriye kalan biitiin terimleri

sifir olan dizilerin uzayn,

cs : Yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzayi,

CM : M kiimesinin tiimleyeni,

C : Kompleks sayilar kiimesi,

dim X : X uzaymin boyutu

D(T) : T operatoriiniin tanim kiimesi,

G(T) : T operatoriiniin grafigi,

|J| . J kiimesinin kardinalitesi

L . p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzayn,
loo . Kompleks terimli sinirli dizilerin uzayi,

M+ N : M ve N kiimelerinin toplami,
M@&N : M ve N kiimelerinin direkt toplami,

M : M kiimesinin kapanisi,

N(T) : T operatoriiniin cekirdegi,

N . Dogal sayilar kiimesi,

R(T) : T operatoriiniin deger kiimesi,

R . Reel sayilar kiimesi,

Rt : Porzitif reel sayilar kiimesi,

sgn z .z kompleks sayisinin igaret fonksiyonu

Sx : X uzaymin birim kiiresi,

T(X) : X lizerinde tanimli olan bir 7" operatoriiniin goriintiisii,
T\ . T operatériiniin F kiimesine kisitlanisi,

T : T operatoriiniin adjoint operatorii,

T-! : T operatériiniin tersi,

[z (@) dizisinin gerdigi kapali lineer uzay,

X xY : XileY kiimelerinin kartezyen ¢arpima,

X* ;X uzaymin siirekli duali,

X ;X uzaymin 2-inci duali,

w : Kompleks terimli biitlin dizilerin uzayi,

Aa : A matrisinin \ uzayindaki matris etki alani,



1 GIRIS

Klasik Banach uzay1 teorisi, Banach’m 1932’de basilan kitab [1| ve Lvov’da
act1gl okulundaki ¢aligmalar: sonucunda ortaya ¢ikmigtir. Bu teori, kitaptaki Ba-
nach uzaylarinin yapisi iizerine olan sorulari cevaplamak amaciyla siirdiirtilen
aragtirmalar yardimiyla gelistirilmistir. Bu konu {izerine yapilan aragtirmalarin
altin ¢agi, 1950 ile sirasiyla 1977 ve 1979 yillarinda Lindenstrauss ve Tzafriri’nin
kitaplarimin |2, 3] basimina kadar gegen stire olarak kabul edilebilir. Hala bir gok
aragtirmacinin aktif sekilde c¢alistigi bu konu hakkindaki temel eserler bahsedilen
zaman araliginda bilim camiasina sunulmustur.

Bu ¢aligmalar arasinda bir Banach uzayimin herhangi bir dizi uzayinin kop-
yasini ya da tamamlayic1 kopyasini igerip icermediginin karakterizasyonu onemli
bir yer tutar. Bu amag dogrultusunda Taylor [4], ¢ uzayimin ¢q uzay tizerine iz-
diistimii mevcutsa, bu izdiisimiin normunun 2’ye denk ya da 2’den daha biiyiik
olmasi gerektigini belirtmigtir. Daha sonra Phillips [5], {s, uzaymin genigleme
(injective uzay) ozelligine sahip oldugunu gostererek /., uzaymin ¢ uzay iizerine
izdiistimiiniin olmadig1 sonucunu elde etmistir.

Sobezyk [6], Taylor'in yukarida verdigimiz sonucuna ek olarak ¢ uzaymin ¢
uzay1 iizerine izdiisimii mevcutsa, bu izdiigiimiin normunun 2’ye denk ya da 2’den
daha kiiciik oldugunu gostererek, ¢ uzaymin ¢y uzayi iizerine normu tam olarak
2 olan izdiiglimiiniin var oldugunu gostermis ve daha sonra "Sobczyk Teoremi”
olarak bilinecek olan ¢y uzayinin ayrilabilir injective uzay oldugunu kanitlayarak
bu alana ¢ok biiytik bir katkida bulunmugtur. Ayrica Sobczyk, Phillips’in buldugu
sonuctan faydalanarak /., uzayinin cq uzayi iizerine izdiistimiiniin olmadigini elde
etmis ve bunun sebebinin /,, uzaymin ayrilabilir olmamasindan kaynaklandigi
sonucuna varmigtir.

McWilliams [7] ise {4, uzayimin ayrilabilir altuzaylarinin ¢ tizerine izdiisii-
miiniin mevcut ve normunun 3’e denk oldugunu gostermistir.

Ik olarak Bessage ve Pelczynski [8], ¢y uzaymi iceren Banach uzaylarmin
temel karekterizasyonunu, zayif sartsiz Cauchy serileri ve temel dizileri kullana-
rak vermigtir. Daha sonra Pelczynski [9], ¢y ve £, (1 < p < 00) dizi uzaylarinm
tamamlayic1 sonsuz boyutlu altuzaylarinin bu uzaylara izomorfik oldugunu ispat-
layarak Banach uzay teorisinin gelisimine biiyiik bir katki saglamigtir.

Vektor degerli fonksiyonlarin Banach uzaylari lizerine olan ¢aligmalar, Ba-
nach’in kitabindan kisa siire sonra Birkhoff [10, 11|, Boas [12], Bochner |13, 14],
Clarkson [15, 16], Day [17, 18], Dunford [19, 20|, Gelfand [21], Pettis [22, 23|, Phil-
lips [5, 24)’in de i¢inde bulundugu matematikgilerin klasik galigmalari ile baglamig
ve Grothendieck [25, 26|, Dinculeanu [27, 28|, Diestel ve Uhl [29], Kwapien [30],
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Maurey [31, 32|, Pisier [33], Bourgain [34, 35, 36|, Talagrand [37, 38| ve daha bir
¢ok yazarin ¢abalariyla giiniimiize kadar gelismine devam etmigtir. Buna karsin
vektor degerli fonksiyon uzaylarindaki ¢y ve [y uzaylarimin kopyalariin arasti-
rilmasindaki baglangi¢ noktasi olarak, 70’li yillardaki Hoffmann-Jorgensen [39],
Kwapien [30] ve Pisier’in [33] ¢aligmalar1 oldugu soylenebilir.

Kwapien [30], (1 < p < o0) igin LP(u, X) uzaymin ¢y uzaymin kopyasini
icermesi i¢in gerek ve yeter sartin X uzaymin co'in kopyasini ihtiva etmesi ge-
rektigi Onermesini ispatlamigtir. Pisier [33] ise, (1 < p < o0) igin LP(u, X),
uzaylnin bir kopyasini igermesi igin gerek ve yeter sartin X uzaymnin /; uzayinin
kopyasini icermesi gerektigi ifadesinin dogrulugunu gostermistir.

Rosenthal [40], I; uzaym igeren Banach uzaylarimin bir karekterizasyonunu
vermigtir. Bu karakterizasyon literatiirde "Rosenthal I, teorem:” olarak ge¢mek-
tedir. Kalton [41], ¢y ve [ uzaylarmin simirh-lineer operatorler ve kompakt ope-
ratorler uzayina gomiilebilirligini tartismigtir.

E. ve P. Saab [42], "C(K, X) uzaymin /; uzayinin tamamlayict bir kopyasini
igermesi igin gerek ve yeter sart X uzayi [; uzayimin tamamlayic1 kopyasini igerir"
onermesinin gegerli oldugunu gostermigtir. Daha sonra Cembranos [43], K ve X
sonsuz boyutlu ise C'(K, X) uzaymin ¢y uzayma izomorfik olan tamamlayici bir
altuzay1 icerdigini ispatlamigtir.

Ronglu [44], ¢y uzaymin kopyasim igermeyen Banach uzaylarinin bir karak-
terizasyonunu operatorler yardimiyla vermistir.

Emmanuele [45] de, X uzay1 ¢y uzaymin bir kopyasini igeren bir Banach
uzay1 ise Lebesgue-Bochner integrallenebilen fonksiyonlarm L?(]0, 1], X) (1 < p <
00) uzaymin c¢o'mn bir tamamlayici kopyasini igerdigini gostermigtir.

Dowling [46] ¢aligmasinda, X’i kompleks bir Banach uzayi, kompleks diiz-
leminin birim ¢emberini 7" ve birim acik diskini D alip, D {izerindeki X-degerli

biitiin analitik fonksiyonlarin kiimesini H?(D, X) ve
HY(T,X)={f e I’(T,X): f(n)=0,YneZ}

olarak tanimlayip, "X uzay1 ¢y uzaymin bir kopyasini igerir ise H?(T', X') uzay1 ¢
uzayinin tamamlayict bir kopyasini igerir" énermesinin gegerli; fakat bu sonucun
HP(D, X) igin gegerli olmadigini, H?(D, {,) drnegini vererek gostermigtir.
Drewnowski [47], C(K, X) uzaymin [,,’un bir kopyasin igermesi i¢in gerek
ve yeter sartin C'(K) uzaymim ya da X uzaymm [,,’un bir kopyasini igermesi
gerektigini gostermigtir. Diger taraftan, Mendoza [48] ise, "(1 < p < 0o0) olmak
tizere, L,(p, X) uzaymin [, ’un bir kopyasim igermesi igin gerek ve yeter sart X

uzayl lo, uzaymin bir kopyasini igerir" énermesinin dogrulugunu gostermistir.



Leung-Rabiger [49], "(£2, ¥, 1) o-sonlu tamamen atomik bir 6l¢iim uzay:
olmak tizere, Lo (i, X) uzay1 ¢y uzayinin tamamlayici bir kopyasini igermesi igin
gerek ve yeter sart X uzayi ¢y uzayimin tamamlayici bir kopyasini igerir" ifadesini
ispatlamigtir.

Ayni zamanda Mendoza [50], (1 < p < o0) igin L,(u, X) uzaymm [;’in
tamamlayici bir kopyasini icermesi i¢in X uzayinin /;’in tamamlayici bir kopyasini
icermesi gerektigini gostermigtir. Bombal [51] ise, "(€2, X, 1) tamamen atomik bir
ol¢iim uzay1 ve 1 < p < oo olmak tizere, L,(p, X) uzay1 ¢y uzaymin tamamlayict
bir kopyasini icermesi icin gerek ve yeter sart X uzayl ¢y uzayinin tamamlayici
bir kopyasini igerir" onermesini ispatlamistir.

Ronglu ve Qingying [52|, ¢o uzaymin kopyasimi igermeyen tam yerel konveks
bir X uzayindaki her zayif sartsiz Cauchy serisinin sartsiz yakinsak oldugunu
ve cp’dan X uzayma olan her siirekli ve lineer operatoriin kompakt oldugunu
gostermistir.

Diaz [53], "(€2, 2, p) o-sonlu bir 6lgiim uzay1 olmak tizere, Lo (1, X) uzayi cg
uzaymin tamamlayici bir kopyasini icerirse, X uzay1 da ¢y uzayinin tamamlayici
bir kopyasini igerir" ifadesini ispatlamigtir.

Ronglu ve Cho [54], yerel konveks uzaylarda zayif sartsiz Cauchy serilerinin
karakterizasyonunu yapmgtir. Junde ve Ronglu [55] ise yerel konveks uzaylardaki
sartsiz yakinsak serilerin bir karakterizasyonunu vermis ve bir X barel uzayinin
co’'1n kopyasini icermemesi durumunda denk oldugu sartlari elde etmigtir.

Ferrando [56, 57|, baz1 vektor degerli fonksiyonlarin Banach uzayinda ¢
uzayimin kopyasi ve tamamlayici kopyasi iizerine olan yeni sonuclar ortaya ¢ikar-
migtir.

Aizpuru ve Fernandez [58|, baz1 yeni dizi uzaylar1 tanmimlayarak, bir X Ba-
nach uzaymin cy’in kopyasini icermesi durumunda sarth yakinsak ve zayif sartsiz
Cauchy serilerinin yeni bir karakterizasyonunu elde etmigtir. Ayni zamanda bu
iki bilim adami [59, 60], bu yeni dizi uzaylarin yardimiyla bir normlu uzayin
tamhgini ve barrelledligini karakterize etmistir. Aizpuru ve arkadaglar [61, 62,
Cesaro ve hemen-hemen yakinsaklik yardimiyla sartsiz yakinsak ve zayif sartsiz
Cauchy serilerinin yeni bir karakterizasyonunu yapmaigtir.

Bu doktora tezinde, cs yakinsak dizilerin uzayimin kopyasini iceren Banach
uzaylarinin karakterizasyonu ve tanimlanan bazi yeni dizi uzaylar1 yardimiyla ¢
uzayinin kopyasini igeren bir X normlu uzayindaki zayif ve zayif* sartsiz Cauchy
serileri kullanilarak, X uzayimin tamhiginin ve barelledliginin bir karakterizasyo-

nunun yapilmasi amaglanmaktadir.



2 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde yararlanilacak olan temel kavramlar ve
teoremler verilecektir. Vektor uzayi, topolojik uzay, normlu uzay gibi bazi kav-

ramlarin bilindigi kabul edilmistir.

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. [63| (X,d) bir metrik uzay ve (z,), X uzaymda bir dizi olsun.
Eger, her ¢ > 0 ve m,n > ng olan biitiin n,m € N'ler i¢in d(z,,x,,) < € olacak
sekilde bir ng = ng(e) € N bulunabiliyorsa, (x,) dizisine (X, d) metrik uzaymda

bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.2. [63] (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

sahipse, bu uzaya tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.3. [63] Bir (X, | -||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X uzayinin
bir elemanina yakinsiyorsa, bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

X bir normlu uzay olmak tizere,
Bx ={r € X :||z]| < 1}
kiimesine X uzayimin kapali birim yuvari,
Sx={zxe X || =1}
kiimesine ise X uzayimin birim kiiresi denir.

Tamim 2.1.4. [63] X ve Y, K cismi {izerinde tanimli normlu uzaylar olsun. Bu

durumda 7' : X — Y fonksiyonu, her 1,25 € X ve her A\, u € K igin
T(Azy + pxa) = NT'(21) + pT'(x9)

kosulunu sagliyorsa, bir lineer doniisiim ya da bir lineer operator adini alir. X

uzaymdan Y uzayina olan biitiin lineer operatorlerin kiimesi L(X,Y) ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. [63] X, K cismi {izerinde bir normlu uzay olmak tizere, T : X — K
lineer bir operator ise 1" operatoriine X uzayinda lineer fonksiyonel denir. Yani

lineer bir fonkiyonel reel veya kompleks degerli lineer operatordiir.

Tanim 2.1.6. [63] X, K cismi {izerinde bir normlu uzay olsun. X uzaymnda ta-
nimli biitiin lineer fonksiyonellerden olusan L(X, K) uzayma X uzaymnin cebirsel

duali denir ve X ile gosterilir.



Tanim 2.1.7. [64] T': X — Y lineer operatorii verilsin.
NT)={xe X : Tz =0}
kiimesine T' operatoriiniin sifir uzay1 veya g¢ekirdegi denir.

Tamim 2.1.8. [63] X ve Y, K cismi {izerinde normlu uzaylar ve 7' : X — Y

lineer bir operator olsun. Her x € X icin
[Tzlly < Ml x

olacak gekilde sabit bir M sayist mevcut ise T" operatoriine sinirli-lineer opera-
tor denir. X uzayindan Y uzayina olan biitiin sinirli-lineer operatorlerin kiimesi
B(X,Y) gosterilir. Ozel olarak, X =Y ise B(X) ile gosterilir.

Tamim 2.1.9. [65] 7" : X — Y smurhi-lineer bir operatér olsun.
1T = inf{M >0 |[Tz|y < M|jz|x, Ve € X}

esitsizligini saglayan en kiiciik M sayisina 7' operatoriiniin normu denir. Bu ta-
nima denk olarak, sinirli-lineer bir 7" operatoriiniin normu,

Tx
17 = sup 1221

, veX
w20 |17

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.10. [66]/ X bir Banach uzayr ve T € B(X) olsun. Eger, |T| <1
ise (I —T) opeartérimin (I —T)™' € B(X) tersi mevcut ve

1
1— [T
||

= -7)" < —=
17|

(7 —1)~

esitsizliklers saglanar.

Tanim 2.1.11. [63] X, K cismi iizerinde bir normlu uzay olsun. X uzaymda
taniml biitiin siirh-lineer fonksiyonellerden olugan B(X, K) uzayma X uzaymin

siirekli duali denir ve X* ile gosterilir.
Tamm 2.1.12. [65] X bir Banach uzay1 ve T' € B(X) olsun. Her f € X* ve her
r € X icin
(T"f) (@) = f(Tx)
seklinde tanimlhi 7™ operatoriine T' operatoriiniin adjoint operatorii denir ve ad-

joint operator X* uzayinda sinirli-lineer bir operatordiir.

5



Tamm 2.1.13. [66] (X, d) bir metrik uzay ve M, N C X olsun. Her ¢ > 0 ve her
bir x € M igin d(z,y) < ¢ olacak sekilde bir y € N varsa, N'ye M kiimesinin X
uzay1 i¢indeki e—neti denir. Eger, NV kiimesi sonlu ise N’ye M kiimesinin sonlu

bir e—neti denir.

Tamm 2.1.14. [63] (X, d) metrik uzaymimn bir M alt kiimesinin, her £ > 0 igin

sonlu bir e—neti varsa, M kiimesine total simirlidir denir.

Tanmim 2.1.15. [67] (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. M iizerindeki her
dizinin limiti M’de olan yakinsak bir alt dizisi varsa M kiimesine X’de kompakt

bir kiime denir.

Tanim 2.1.16. [68] (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. Eger, M kiimesinin
kapanist olan M kompakt ise M’ye X uzaymda 6n kompakt kiime denir.

Tamim 2.1.17. [68] X, Y Banach uzaylari ve 7' : X — Y lineer bir operator
olsun. Eger, T" opeartorii X uzaymin her sinirli kiimesini Y uzaymin bir 6n kom-
pakt kiimesine gotiiriiyorsa, T"ye kompakt (veya tamamen siirekli) lineer operator

denir. X uzayindan Y uzayina olan biitiin kompakt lineer operatorlerin kiimesi
K(X,Y) ile gosterilir.

Onerme 2.1.18. [68] X, Y Banach uzaylar, ve T : X — Y lineer bir operatir
olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:

(i) T operatori kompakttur.
(ii) T(Bx), Y uzayimn én kompakt bir alt kimesidir.

(11i) B, X uzaywnin sinarl bir alt kiimesi ise T'(B) kiimesi Y uzayinn total sinarl

bir alt kimesidir.

(iv) X wuzayindaki her siarl (v,) dizisinin (Tx,;) yaknsak olacak sekilde bir

(wn;) alt dizisi mevcuttur.

Teorem 2.1.19. [66] X, Y Banach uzaylar ve T : X — Y lineer bir operator
olsun. X veya Y wzay sonlu ise K(X,Y) = B(X,Y) olur.

Teorem 2.1.20. [6/] Bir normlu uzaywn kapaly birim yuvarimin kompakt olmast

i¢in gerek ve yeter sart uzayin sonlu boyutlu olmasidar.

Tanim 2.1.21. [67] X, Y Banach uzaylar1i ve T : X — Y lineer bir operator
olsun. dim 7'(X) < oo ise T operatoriine sonlu boyutlu operatér ya da sonlu

rankli operator denir.



Teorem 2.1.22. [67] X normlu uzayindan Y Banach uzayina tanemb (T,) kom-
pakt lineer operatorlerin dizisi bir T operatoriine dizgin yakinsak ise T operatori

kompakttur.

Tamim 2.1.23. [68] X, Y Banach uzaylar1 ve T' : X — Y lineer operatorii
verilsin. T" operatorii X uzaymin her simirh kiimesini Y uzayimin bir zayif 6n

kompakt kiimesine gotiiriiyorsa, T ye zayif kompakt lineer operator denir.

Onerme 2.1.24. [68] Herhangi bir X Banach uzayindan bir Y Banach uzayina

olan her kompakt lineer operatér zayf kompakttur.

Tamm 2.1.25. [69] X, Y normlu uzaylar ve T : X — Y lineer bir doniigiim
olsun. T déniisiimii bire bir ve hem T hem de T siirekli ise 7' : X — Y bir

izomorfizm (izomorfizma) olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.26. [70] 7, X Banach uzayindan Y Banach uzay i¢ine sinirli bir ope-
rator olsun. Her £ C X sonsuz boyutlu altuzay: i¢in 7' : E — T'(E) izomorfizm

olmuyorsa, T" operatoriine kesin singiiler operator denir.

Tamm 2.1.27. [67] X ve Y normlu uzaylar ve T': D(T") — Y lineer bir operator

olsun. T" operatoriiniin grafigi
G(T) ={(z,y) 2w € D(T),y = Tux}
X x Y normlu uzayinda kapali ise T"ye kapali lineer bir operator denir.

Teorem 2.1.28. [67] X, Y normiu uzaylar ve T : D(T) — Y lineer bir operator
olsun. T' operatérinin kapaly olmast i¢in gerek ve yeter sart (x,) C D(T') olmak

uzere, T, — x ve Tz, — y iken, x € D(T) ve Tx =y olmasidur.

Tamim 2.1.29. [67] X, Y metrik uzaylar ve T': D(T') — Y bir doniisiim olsun.
D(T) iizerindeki her agik kiimenin 7" altindaki goriintiisii Y'de agik ise T"ye agik

bir dontigiim denir.

Teorem 2.1.30. [6/, Hahn-Banach Teoremi] X bir reel vektor uzay: ve
p: X — R fonksiyonu

(i) Her x,y € X vektori i¢in p(x +vy) < p(x) + p(y),
(i) Her x € X wvektori ve t > 0 sayst i¢in p(tz) = tp(z)

kosullarni saglasin. Bir M C X altuzay dzerinde tanmimlanmas reel degerli bir f
lineer fonksiyoneli her x € M igin f(x) < p(x) esitsizligini saglasin. f fonksiyo-
nelinin her x € X i¢in F(x) < p(x) esitsizligi ile her x € M i¢in F(z) = f(x)

esitsizliging saglayan bir F' lineer genislemest vardur.
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Teorem 2.1.31. [67, Diizgiin Swnarlilik Prensibi] X bir Banach uzay, Y bir
normlu uzay ve T, : X — Y sunrh-lineer operatorlerin bir dizisi olsun. (T,)

dizisi ve her x € X 1i¢in, ¢, bir reel say olmak tizere,
| Thx|| < ca n=12...
egitsizligi saglansin. Bu durumda, (||T,,||) normlarindan olusan dizi sinwrlhdar, yani
|1Th] <e¢ n=1,2,...
olacak sekilde bir ¢ sayist vardr.

Teorem 2.1.32. [67, A¢ik Déndigiim Teoremi, Ters Swmirlilik Teoremi/ X ve Y
Banach uzaylar, olmak tizere, T': X — Y simirli-lineer bir operator ise T bir agik

dondisiimdiir. Buradan T bire-bir ve érten bir operator ise T~ siirekli olur.

Teorem 2.1.33. [67, Kapali Grafik Teoremi] X veY Banach uzaylar: ve D(T') C
X olmak dzere, T : D(T) — Y kapali-lineer bir operator olsun. Eger, D(T)

kiimesi X wzayinda kapalr ise T operatori sinirhdar.

Tanim 2.1.34. [69] X, Y normlu uzaylar ve T': X — Y lineer bir déniigiim
olsun. Her x,y € X icin

[Tx = Tylly = [lz —ylx

oluyorsa 7' : X — Y bir izometridir denir. 7" doniiglimiiniin lineer olmas1 duru-
munda her z € X i¢in

ITz]ly = llzllx

esitliginin saglanmasi 7"nin izometri olmasi icin yeterlidir.

Onerme 2.1.35. [68] T, X normlu uzaymdan Y normlu uzayma bir lineer ope-

rator olsun.
(i) T ’nin bir izomorfizma olmasu i¢in gerek ve yeter sart
sllzll < [[Tx] <t
esitsizliging saglayan s ve t pozitif sabitlerinin mevcut olmasudar.
(ii) T bir izometrik izomorfizma ise T' bir izomorfizmadar.

(i5i) X bir Banach uzayr ve T bir izomorfizma ise T(X) Banach uzayidr.



Tanim 2.1.36. [66] (z,,), X normlu uzayinda herhangi bir dizi olsun. Her z* € X*
icin

lim z*(z,) = 2" (x¢)

n—oo

olacak gekilde bir zq € X varsa, (x,) dizisi xy noktasma zayif yakisar denir.

Tamim 2.1.37. [66] X normlu bir uzay ve M C X olsun. Her z* € X* fonksiyo-
neli i¢in
{z*(z) 1z € M}

say1 kiimesi sinirli ise M kiimesine zayif simirl kiime denir.

Teorem 2.1.38. [66]/ X bir normlu uzay ve M C X olsun. M kiimesinin sinarl

olmast i¢in gerek ve yeter sart zayf sinwrl olmasidar.

Tamim 2.1.39. [70, 66] X bir normlu uzay ve (z,) C X olsun. Her z* € X*
fonksiyoneli i¢in

(" (n))

bir Cauchy dizisi ise (z,,) dizisine X uzaymnda zayif Cauchy denir.

Tanim 2.1.40. [66] Normlu bir X uzayindaki her zayif Cauchy dizisi, X uzaymda

zayif yakinsak ise X'’e zayif tamdir denir.

Tamm 2.1.41. [71] (z¥), X* normlu uzaymdaki simirh-lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Her z € X i¢in

lim z7 (z) = 2" (2)
n—oo

olacak sekilde bir z* € X* fonksiyoneli varsa, (z) dizisi «* fonksiyoneline zayif*

yakinsar denir.
Tanim 2.1.42. [68] X bir normlu uzay ve M C X* olsun. Her z € X i¢in
{z*(z) : " € M}
kiimesi K {izerinde sinirh ise M’ye zayif* sinirhh kiime denir.
Tamim 2.1.43. [68] X bir normlu uzay, M C X ve N C X* olsun.
M+ = {z*:2* € X*, her bir x € M i¢in 2*(x) = 0},
tN = {x:z € X, her bir 2* € N i¢in 2*(z) = 0}

seklinde tamimlanan M~ kiimesine X* uzaymda M nin sifirlayicist (annihilator)

ve - N kiimesine X uzaymda N’nin sifirlayicist (annihilator) denir.



Tanim 2.1.44. [72] X bir vektor uzay1 olmak tizere, 0 < ¢t < 1i¢in tC'+(1-t)C C
C oluyorsa, C' C X’e konveks kiime denir.

Tanim 2.1.45. [73] Her x € X ve |t| < ¢, i¢in tx € A olacak gekilde ¢, > 0

varsa, A C X’e emici kiime denir.
Tanim 2.1.46. [72| |a| <1 i¢gin @B C B oluyorsa, B C X'e dengeli kiime denir.

Tanim 2.1.47. [72] = € X noktasimi igeren her agik kiimeye, x noktasmin bir

komsgulugu denir.

Tamim 2.1.48. [72] (X, 7) topolojik uzay ve 7/ C 7 olsun. 7'nun her eleman 7’

elemanlariin birlegimi seklinde yazilabiliyorsa, 7/ simifina 7 igin bir baz denir.

Tanim 2.1.49. [72] 2 € X noktasimin komguluklarimin bir sinifi v olsun. z’in her

komsulugu ~'nin bir elemanini icerirse, v’ya x noktasinin bir yerel bazidir denir.

Tanim 2.1.50. [20] X topolojik uzayma, asagidaki ozelliklerden (i) ve (i4)’yi
saglarsa Hausdorff uzayi veya (T%) uzayi, (i) ve (iii)’yi saglarsa regiiler uzay veya

(T3) uzayy, (i) ve (iv)’yi saglarsa normal uzay veya (7}) uzay1 denir:
(i) Bir tek noktay iceren kiimeler kapalidir.
(ii) = ve y farkli noktalarimn her ¢ifti ayrik komguluklara sahiptir.
(iii) Her A kapali kiimesi ve her x ¢ A noktasi ayrik komguluklara sahiptir.
(iv) Her A ve B ayrik kapal kiimeleri ayrik komguluklara sahiptir.
Tamm 2.1.51. [72] X vektor uzay: tizerindeki bir 7 topolojisi
(i) X vektor uzaymim her bir noktas: kapali bir kiime,
(ii) Vektor uzayi iglemleri 7 topolojisine gore siirekli

sartlarim sagliyorsa, 7’ya X uzayinda bir vektor topolojisi ve X uzayina da bir

topolojik vektor uzay: denir.

Tamim 2.1.52. [72]| Elemanlari konveks olan bir yerel baza sahip topolojik vektor

uzayina yerel konveks uzay denir.

Teorem 2.1.53. [73] Her topolojik vektor uzay bir regiiler topolojik uzaydir. X
topolojik vektor uzayinda asaqidaki sartlar denktir:

(i) X bir Ty uzayidar.
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(11) {0} kapalv bir kiimedir.
(111) Her bir x # 0 i¢in x & U olacak sekilde 0" bir U komsulugu varder.

Tanmim 2.1.54. [73] Bir topolojik vektor uzayi igin Teorem 2.1.53’deki denk olan
sartlar saglanirsa, bu uzaya ayrilmig (separated) uzay denir. Ayrilmig bir topolojik

vektor uzayr bir Hausdorff uzayidir.

Tamim 2.1.55. [72] X ve Y topolojik vektor uzaylar: ve S C L(X,Y) olsun. Y
uzaymda 0'1n her V komsulugu i¢in f(U) C V (her f € S i¢in) olacak sekilde X

uzayinda 0’in bir U komsgulugu varsa S doniigiimiine eg stireklidir denir.
Tanim 2.1.56. [73] Mutlak konveks, emici ve kapali bir kiimeye barrel denir.

Tanim 2.1.57. [73] Her barreli 0’ bir komgulugu oldugu yerel konveks ayrilmig

uzaya barrelled uzay denir.

Teorem 2.1.58. [73] X bir yerel konveks ayrilmis uzay olsun. Asaqidaki sartlar
denktir:

(i) Herhangi bir yerel konveks Y wuzayr i¢in X 'den Y 'ye sirekli lineer donii-

stimlerin her noktasal sinirl olan S ailesi es streklidir.
(11) X barrelled uzaydr.
(11i) X* wzayimn her zayf* sinirly alt kiimesi es streklidir.

Tamm 2.1.59. [74] K = R veya K = C olmak tizere, K degerli biitiin dizilerin
kiimesi

w={r=(zk):2:N=>Kk— x(k)}

ile gosterilir. w kiimesi,

4+ o wXxw = w 0 Kxw — w

((z(k)), (y(K)) — (x(k) +y(K)) (A, (z(k))) = (Az(k))

ikili islemleri ile K cismi tizerinde bir vektor uzayidir. w’'nin herhangi bir alt vektor

uzayina bir dizi uzay1 denir.
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Ornegin [75, 76],

b = {z=(2x(k) ew: iléIN) |z(k)| < oo},
c = {z=(z(k) ew: l};n;ox(k) =1[,l e R},
co = {z=(2(k) ew: l};n;ox(k) =0},
coo = {xr=(x(k)) €w:In, € N,Vk > n, i¢in, x(k) = 0},

n

> k)

k=0

bs = {z=(z(k) €w: iléIN)

< o0},

cs = {x=(z(k)) €w: lim (ix(k)—l) =0,l € R},

n—o00
k=0

b, = {x=(x(k) €w: > |a(k) —z(k—1)|” < 00,0 < p < oo},
k
by = {z=(a(k)) €w: ) |z(k)]" < o00,0<p < oo}

kiimeleri birer dizi uzayidir.

Tamm 2.1.60. [74] \ ve p iki dizi uzay1 ve A = (a(n, k)) (n, k € N) reel ya da
kompleks sayilarim bir sonsuz matrisi olmak {iizere, bir z = (x(k)) € A dizisi ve

her n > 1 i¢in

y(n) = (Az)(n) = ) a(n, k)z(k)
k=1
serisi yakinsak ise Az = ((Az)(n)) doniigim dizisi (2’'in A—doniigiim dizisi)

mevcuttur denir. Eger, her x € X\ igin ((Az)(n)) dontisiim dizisi mevcut ve
((Az)(n)) € p ise A matrisi A dizi uzaymdan p dizi uzayma bir dontisim ta-

nimlar denir ve A € (A, p) ile gosterilir.

Tamim 2.1.61. [76] A bir dizi uzay1 olmak iizere sonsuz bir A matrisinin \ uza-

yindaki matris etki alani olan A4 kiimesi
A ={z=(z(k)) ew: Az € \}
olarak tanimlanir.

Tamm 2.1.62. [76] Her n, k € N i¢in

%, 1<k<n,
eln. k) = 0, k>n

seklinde tammlanan C) = (c¢,;) matrisine 1-inci mertebeden Cesaro ortalamasi

denir.
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Tamim 2.1.63. [76] A vektor topolojisine sahip bir dizi uzay: olsun. Her ¢ € N
i¢in A tizerinde p;(z) = x(i) seklinde tanimlanan p; : A — C koordinat doniigtimii

siirekli ise A dizi uzayina bir K-uzay1 denir.

Tamim 2.1.64. [74] X bir K-uzay1 ve cgg C A olsun. ¢pp uzayr A iizerinde yogun
ise A bir AD-uzay olarak adlandirilir.

2.2 Olgiim Uzaylar:

Tamim 2.2.1. [77] G agik bir kiime olsun. Eger, (a,b) acgik araligi G i¢inde olup
u¢ noktalar1 G kiimesine ait degilse, yani (a,b) C G ve a,b ¢ G ise bu araliga

G’nin bir bilegen araligi denir.

Teorem 2.2.2. [77] G a¢ik kimesinin herhangi iki bilesen aralige ya ayriktir ya

da birbirine esittir.

Tamim 2.2.3. [77] (a,b) agik araligimn uzunlugu (b — a), (a,b) araliginin olgi-
miidiir. Bu say1, A(a,b) = b — a gseklinde yazilir ve A(a,b) > 0’dur.

Tanim 2.2.4. [77] Bog olmayan smirh agik bir G kiimesinin 6lgiimii AG, tiim

bilegen araliklarinin uzunluklar1 toplamina esittir.

Tanim 2.2.5. [77] H bog olmayan siirh kapali bir kiime ve S = [A,B], H
kiimesini igeren en dar aralik olsun. C's H, S kiimesinin H kiimesine gore tiimle-

yeni olmak iizere, CsH = S — H agik kiimedir ve A\CgH 0l¢timii tanimhdir. Bu
durumda A\H = B — A — A\CsH olur.

Tamm 2.2.6. [78] E siurh bir kiime olmak tizere, E kiimesini igeren biitiin simrh
acik kiimelerin Ol¢limlerinin en biiyiik alt sinirina F kiimesinin dig 6l¢iimii denir
ve \*E ile gosterilir. Yani G acik bir kiime olmak iizere,
ANE = inf \G
GDOE

olarak tamimlanir.

Lemma 2.2.7. [78] Bir kiimenin \* dus dl¢iimi alt toplamsallik ézelligini goste-

rir. Yani E kiimesinin alt kiimelerinin bir (A,) dizisi igin

() < S

olur.
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Tamim 2.2.8. [78] E sinrh bir kiime olmak tizere, £ kiimesinin kapsadigi biitiin
kapali kiimelerin 6l¢iimlerinin en kiigiik iist sinirina E kiimesinin i¢ ol¢limii denir

ve A\ F ile gosterilir. Yani H kapali bir kiime olmak iizere,

ME = sup \H
HCE

olarak tamimlanir.

Lemma 2.2.9. [78] E surl bir kime ve A C E olsun. Bu durumda A\ A <
N A’dar.

Tamm 2.2.10. [77| E siurh bir kiime ve A C FE olsun. A kiimesinin dig 6l¢iimii ve
i¢ Ol¢limii egitse A kiimesine Lebesgue 6l¢iilebilir veya o6l¢iilebilir denir. Buradan

AA = M\ A = \*A ortak degerine, A kiimesinin 6l¢limii denir.

Tamim 2.2.11. [77] A, reel sayilarin sinirhi dlgiilebilir bir alt kiimesi ve f: A — R

bir fonksiyon olsun. Her r € R i¢in
{reA: flx)>r}
kiimesi Ol¢iilebilirse f fonksiyonuna A kiimesinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon denir.

Tanim 2.2.12. [79] X herhangi bir kiime ve F C X olsun. Her z € X igin

(x) 1, z€kF
€Tr) =
Xe 0, z¢F

seklinde tanimli fonksiyona E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Tamim 2.2.13. [80] S, kiimelerin bogtan farkli bir ailesi olsun. S agsagidaki sartlar

saglarsa bir o-halkasi olarak adlandirilir:
(i) E€ Sve FeSise CpF €S,
(i) k=1,2,...1i¢in £}, € Sise J, Ex, € S.

Tamim 2.2.14. [79] Q herhangi bir kiime ve 3, Q'nin alt kiimelerinin bogtan
farkl bir ailesi olsun. ¥ agsagidaki sartlar1 saglarsa 2'min alt kiimelerinin bir o-

cebiri olarak adlandirilir:
(i) AcXise CAe X,
(i) k=1,2,...1i¢in A; € ¥ ise |, Ay € %.

Tanim 2.2.15. [78] Q bir kiime ve 3, sayilabilir birlegim altinda kapali olan 'nin
alt kiimelerinin bir ailesi (o-cebiri) olsun. Her bir A € ¥ kiimesini reel bir say1iya

gotiiren fonksiyona kiime fonksiyonu denir.

14



Tamm 2.2.16. [78] ¥ iizerinde tanimh bir p kiime fonksiyonu asagidaki sartlary

saglarsa, bir 6l¢lim olarak adlandirilir:

(i) A€ ¥icin 0 < p(A) < oo (yar pozitif tamml),

(i) u(@) =0 (basit durum),

(iii) A C B € ¥ olmak iizere, u(A) < pu(B) (monotonluk),

(iv) X' ikiger-ikiger ayrik elemanlarimin dizisi (A4,) i¢in A = [J -, 4, ise

pw(A) =3 1(A,) (sayilabilir toplamsallik).

Tanim 2.2.17. [81] © bir kiime ve X, Q’nin alt kiimelerinin bir o-cebiri ise (2, %)
ikilisine bir olciilebilir uzay denir.

Tamm 2.2.18. [81] 3, ’nin alt kiimelerinin bir o-cebiri ve u, ¥ iizerinde tanimh
bir 6l¢iim (sayilabilir toplamsal) ise (€2,%, u) tigliisiine bir dlgiim uzayr denir.

() < oo ise (£2, %, 1) uzayma sonlu olgiim uzay1 ve p'ye sonlu bir 6lgim denir.

Tanim 2.2.19. [82] p, bir S o-halkas: tizerinde (negatif olmayan sayilabilir top-
lamsal) bir 6l¢iim olsun. Agagidaki sartlar1 saglayan bir E € S kiimesine p igin

bir atom denir:
(i) p(E) >0,
(ii) F € X olmak tizere, u(F) N p(E) =0yada u(E — F)=0.

Tamim 2.2.20. [82] Pozitif 6lglimlerin her 6lgiilebilir kiimesi bir atom igerirse

Ol¢limiine tamamen atomik denir.

Tanim 2.2.21. [81] Olciilebilir bir A kiimesinin parcalanisi, birlesimleri A kii-

mesinde olan ayrik 6l¢iilebilir kiimelerin sonlu olan (A;); ailesidir.

Tamm 2.2.22. [29] X bir Banach uzayi, Q bir kiime ve 3, Q’nin alt kiimelerinin
bir o-cebiri ve F' : ¥ — X bir fonksiyon olsun. ¥’nin ayrik iki elemani ) ve F,
icin

F(EyUE,y) = F(E)) + F(FE,)

oluyorsa F' fonksiyonuna sonlu toplamsal vektor 6l¢iimii denir.

Tamm 2.2.23. [29] F sonlu toplamsal bir 6lgiim ve (E,,), ¥'nin ikiger-ikiger ayrik
elemanlarinin bir dizisi olmak tizere | J.”; £, € ¥ olsun. X Banach uzayinin norm
topolojisi iizerinde,
F (U E) =Y F(E)
n=1 n=1

oluyorsa F' fonksiyonuna sayilabilir toplamsal bir vektor olgiimii denir.
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Tanim 2.2.24. [29] F : ¥ — X bir vektor ol¢iimii olsun. F’nin varyasyonu,
|[FI(E) = sup Y IF@)
Aell
seklinde tamimlanan F € X kiimesi {izerinde deger alan negatif olmayan genis-
letilmig | F'| fonksiyonudur, burada; supremum, >’'nin ikiger-ikigser ayrik eleman-
larinin sonlu bir sayisi i¢in £ kiimesinin biitiin II boliinmeleri {izerinden alinir.

|F|(£2) < oo ise F Ol¢iimiine sinirh varyasyonlu bir él¢iim denir.

Tanim 2.2.25. [29] F' : ¥ — X bir vektor 6lglimii olsun. F’nin yar1 varyasyonu,
[F)(E) = sup{|«"F|(E) : 2" € X7, [la"]| < 1}

seklinde tanimlanan E € Y kiimesi iizerinde deger alan negatif olmayan genigle-
tilmig || F'|| fonksiyonudur, burada; |z*F|, *F reel degerli dl¢iimlerin varyasyo-
nudur. ||F||(£2) < oo ise F' 6lgiimiine sinirl yar1 varyasyonlu bir 6lglim denir. F
Ol¢limiiniin varyasyonu, Y iizerinde monoton sonlu toplamsal bir fonksiyon ve F
Ol¢limiiniin yar1 varyasyonu, > iizerinde monoton alt toplamsal bir fonksiyondur.
E e ¥ ign ||F|(E) < |F|(F) esitsizligi saglanir.

Teorem 2.2.26. [29] Sinarly varyasyonlu bir vektor dlgiminin sayilabilir toplam-
sal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu ol¢tiimiin varyasyonun sayilabilir toplamsal

olmasidar.

Tamim 2.2.27. [29] £, Q’'nin alt kiimelerinin bir bolgesi ve F' : ¥ — X bir vektor

olglimii olsun. ¥'nin verilen ikiger-ikiger ayrik elemanlarmin bir (£,) dizisi i¢in

S F(E,)

serisi norm {iizerinde yakinsak ise F' 0l¢limiine kuvvetli toplamsal bir 6l¢iim denir.

Tanim 2.2.28. [29]| {F, : ¥ — X/7 € T} kuvvetli toplamsal vektor él¢iimlerinin
bir ailesi olsun. ¥’nin verilen ikiger-ikiger ayrik elemanlarmin bir (FE,,) dizisi igin

7 € T {izerinde,

=0

lim
n—o0

> Fi(En)

oluyorsa {F, : ¥ — X/7 € T} ailesine diizgiin kuvvetli toplamsal 6l¢iim denir.
Bu durumda o-bolgesi iizerinde sayilabilir toplamsal vektor olgiimleri kuvvetli

toplamsaldir.

Tanim 2.2.29. [77| Bir S ozelligi, herhangi bir F kiimesinin sifir lgtimlii bir Fj
alt kiimesi digindaki biitiin noktalarda saglaniyorsa, S ozelligi E {izerinde hemen

hemen her yerde (hhhy) saglanir denir.
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Tamm 2.2.30. [29] X Banach uzay, (§2,3, ) sonlu 6lgiim uzay1 ve f: Q — X

bir fonksiyon olsun. Buradan

f= Z LiX E;
i=1

olacak sekilde, x1, s, ..., 2, € X ve E1, Fy, ..., E, € ¥ bulunabilirse f fonksiyo-

nuna basit fonksiyon denir.

Tamim 2.2.31. [29] X Banach uzay, (§2,%, ) sonlu 6lgiim uzayi ve f: Q — X

bir fonksiyon olsun. Buradan
lim||fu— fl =0 1= hhhy

olacak gekilde basit fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi mevcutsa f fonksiyonuna p-

olgiilebilir fonksiyon denir.

Tamm 2.2.32. [29] X Banach uzay, (2,3, 1) sonlu 6lgiim uzay1 ve f: Q — X
bir fonksiyon olsun. Her bir 2* € X* i¢in z* f sayisal fonksiyonu pu-0l¢iilebilir bir

fonksiyon ise f fonksiyonuna zayif p-0lciilebilir fonksiyon denir.

Tanim 2.2.33. [29] f : Q@ — X p-dlciilebilir bir fonksiyon olsun. Basit fonksi-

yonlarin bir f,, dizisi
i [ 12— fldge =0
noJo
olacak sekilde bulunabilirse f fonksiyonuna Bochner integrallenebilir fonksiyon

denir. Bu durumda her bir E € ¥ icin [, fdu integrali

/E fp = Tim /E Fudp

Simdi, Bochner integrallenebilir fonksiyonlarin kisa bir karakterizasyonunu

seklinde tanimlanir.

veren teoremi verelim.

Teorem 2.2.34. [29] u-olgiilebilir bir f : Q — X fonksiyonun Bochner integral-

lenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

/ 1 lldp < oo
Q

olmasidar.

Tanim 2.2.35. [29] X bir Banach uzay1 ve (€2, 3, ) sonlu bir 6lgiim uzay1 olsun.

/ 1 ldu < oo
Q
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seklinde tanmiml biitiin X degerli Bochner integrallenebilir f fonksiyonlarinin

uzayl L,(p, X) (1 < p < 00) ile gosterilir. L,(p, X) uzaymdaki norm

11l = ( / HfHdu);, f e L. X)

seklinde tanimlanir. Bilinen hesaplamalarla L, (i, X') uzaymin ||.||, normu altinda
Banach uzay1 oldugu gosterilebilir. Ayni zamanda basit fonksiyonlar L,(u, X)
(1 < p < o0) uzayinda yogundur.

Tamim 2.2.36. [83] X bir Banach uzay:1 ve K kompakt bir Haussdorf uzay1 olsun.
f: K — X tammmh X degerli biitiin siirekli fonksiyonlarin Banach uzay1 C'(K, X)

ile tanimlanir. C(K, X) uzaymdaki norm,

[flle = sup{[f()] : t € K}

seklinde tanimlanir.
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3 TAMAMLAYICI ALTUZAYLAR ve SERILER

Bu boliimde, doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alismanin alt yapisini olus-

turan konular detayl olarak verilecektir.

3.1 Tamamlayici Altuzaylar

Bu kisimda, [64]'de ifade edilen tamamlayici altuzaylar ve izdiigiim opera-

torleri arasindaki iligki verilecektir.

Tanim 3.1.1. X bir vektor uzay1 ve M, N C X olsun. Her bir x € X i¢in y € M
ve z € N olmak iizere, x = y + z tek bir gekilde yazlabilirse X uzayma M ve
N'nin direkt toplami denir ve X = M @ N ile gosterilir.

Tanim 3.1.2. X bir vektor uzayi olsun. Tanim bolgesi X olan ve bu uzay1 kendine

doniigtiiren bir P : X — X lineer operatori
PoP=P*=P

esitligini sagliyorsa izdiistim operatorii adini alir. Herhangi bir x € X vektorii i¢in
y = Pr € R(P) C X olarak alalim. Kolayca goriilebilecegi gibi P bir izdiigiim
operatori ise

Py = P(Pz) = P*vr=Pr=y

bulunur. Yani P|ppy = I|gp) olur.
Ispat: tanimdan acik bir sekilde goriilen asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.1.3. X wektor uzayinin M ve N altuzaylarinin toplams olan bir Y

altuzayr ancak ve ancak M NN = {0} ise bu altuzaylarin direkt toplamader. Yani
Y=M+NiginMNN={0}<Y=Ma&N.

Teorem 3.1.4. Bir X vektor uzayinda P : X — X bir izdisim operatori olsun.
X = R(P)® N(P) bagintisy gegerlidir.

Ispat. Herhangi bir # € X vektérii i¢in y = Px € R(P) olsun ve

z = r—y

= z— Pz
vektori tanimlayalim. Buradan

Pz = P(z— Px)

= Px— Pz
= Pr— Px
= 0
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olur. Dolayisiyla, z € N(P) olarak elde edilir. Buna gore, her x € X vektoriinii,
r=y+z yeRP) ve zeN(P)

seklinde yazabiliriz. Yani X = R(P) + N(P) bagmtisi gecerlidir.
Simdi, y vektoriini y € R(P) N N(P) olarak segilsin. y € R(P) oldugundan
y = Px olacak sekilde x € X vektorii vardir. Dolayisiyla

Py = P(Px)
= P
= Pz
=Y
bulunur. Ote yandan y € N(P) oldugundan Py = 0 ve boylece y = 0 olur. Yani

R(P)N N(P) = {0} olarak elde edilir. Bir énceki teoremden, X = R(P) @® N(P)
olur. O

Izdiisiim operatorii bir uzaym her vektoriinii tek sekilde iki bilegene ayirir,
Bir bilegen vektortin P altindaki goriintiisiidiir ve vektoriin R(P) altuzayina izdii-
siimii olarak adlandirilir. Oteki bilesenin izdiigiimii sifirdir. Bir X vektor uzaymda

P : X — X izdiisim operatorii agagidaki ozellikleri saglar:
(i) I — P: X — X operatorii de bir izdiigiim operatoriidiir.

(i) M = {x € X : Pr = z} altuzaymi tanimlayalim. Bu durumda M = R(P)

olur.
(iii) R(P) = N(I — P) bagmntisi gegerlidir.
Onceki bilgilerden asagidaki teoremi ispatsiz verebiliriz.

Teorem 3.1.5. Bir X vektor uzayr M ve N altuzaylarinin direkt toplama olarak
yazilabiliyorsa M = R(P) ve N = N(P) = R(I — P) olacak sekilde bir tek
P X — X wzdustimi vardr.

Kapali operatorler kavrami araciligl ile bir normlu uzayda tanimlanacak
olan lineer bir P izdiisiim operatoriiniin bazi 6zellikleri kolayca elde edilebilir.
Cebirsel yap1 goz oniline alinarak yukarida bu 6zellikler incelendi. Simdi, normlu

uzaylardaki baz1 6zellikler incelenecektir.

Teorem 3.1.6. X bir normlu vektér uzay ve P : X — X kapaly bir izdisim
operatori ise R(P) deger bolgesi kapalidar.
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Ispat. Bir z € R(P) vektoriinii ele alalim. Buna gore, z elemanmin her V acik
komgulugu iginde y = Pz olacak sekilde bir y € R(P) vektori bulunur. Py =y
oldugundan (y,y) € G(P) yazabiliriz. Buradan (y,y) vektorii (z, z) vektoriiniin
X x X’deki V' x V' agik komsulugu i¢indedir. Yani (z, z), G(P)’nin yigilma nok-
tasidir. G(P) kapali oldugundan (z,z) € G(P) gikar ve Pz = z olur. Bdylece
z € R(P) olarak elde edilir. O

Teorem 3.1.7. X bir normlu vektor uzay ve P : X — X strekli bir izdisim

operatori ise R(P) deger bolgesi ve N(P) sifur uzayr kapaldar.

Ispat. N(P) = {z € X : Px = 0} = P7'({0}) seklinde tanimhdir. Bir metrik
uzayda tek nokta kiimesi kapali ve P siirekli oldugundan P~'({0})’da kapahdur.

Diger taraftan, P siirl ise
11 = P)a|| = [lo = Pz|| < llz]| + [[Pz]} < (1 + C)[l«]

oldugundan [ — P izdiigtim operatorii de smirhidir. Buradan N(I — P) kapal ve
béylece R(P) = N (I — P) oldugundan R(P) kiimesi de kapali olacaktir. R(P) de-
ger bolgesi ve N(P) sifir uzaymin kapali oldugunu gostermek igin diger bir yol ise;

Pz, € R(P) ve Px, — y olarak alinirsa P izdiiglim operatoriiniin siirekliliginden
P(Pwx,) = Pz, = Px, — Py

olacagindan Py = y elde edilir. Béylece R(P) kapali olur. N(P) sifir uzayinin
kapali oldugu da aym sekilde gosterilebilir. 0

Teorem 3.1.8. X bir normlu vektor uzay ve P : X — X bir izdiisim operatori

olsun. R(P) ve N(P) kapali ise P kapali bir operatirdir.

olsun. Buradan

lim (I — P)x, = lim (x, — Px,) =2z —vy

n—o0 n—oo

olarak elde edilir. Boylece Pz, € R(P), x, — Pz, € N(P) ve bu uzaylar kapal
oldugundan = —y € N(P) ve y € R(P) olur. Dolaysiyla, Py =y ve
P(x—y) = Px— Py
= Pr—y
=0

esitlikleri saglanir. Yani Px = y ve bdylece P kapali bir operator olarak elde
edilir. O
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Teorem 3.1.9. X bir Banach uzayr ve P : X — X bir tzdisim operatori olsun.
R(P) ve N(P) kapali ise P stirekli bir operatérdiir.

Ispat. Teorem 3.1.8’den, P kapali bir operatérdiir. X bir Banach uzay1 oldugun-

dan kapali grafik teoremi kullanilirsa P siirekli bir operator olur. O

X bir Banach uzay1 ve M kapali bir altuzay ise M = R(P) olacak sekilde
bir P izdiisim operatorii daima vardir. Ancak bu operator her zaman siirekli
olmayabilir. P’nin siirekli olmasi igin X = M @ N bagintisini saglayan N kapali

altuzay1 bulunmahdir. Boyle uzaylarin var olmadigi érnekler gozlenmistir.

Tanim 3.1.10. X normlu uzayinin kapali olan bir M altuzay: verildiginde,
X=M®&Nve MNN ={0}

olacak sekilde diger bir kapali /V altuzay: bulunabilirse M’ye X uzayinda tamam-
layic1 altuzay denir. Bu tamima denk olarak, M, X uzayindaki siirekli ve lineer
olan bir P izdiistim operatoriiniin goriintii kiimesi ise M altuzay1r X uzayinda
tamamlayicidir. Clinkii, P : X — X siirekli lineer bir izdiiglim operatori ise Te-
orem 3.1.7°den R(P) ve N(P) kapal olur. Diger taraftan, P : X — X izdiisiim
operatorii oldugundan X = R(P) @& N(P) = M & N yazlabilir. Béylece M al-
tuzay1 X uzayinda tamamlayici olur. M altuzayima N altuzayimin tamamlayicis

denir.

Agagidaki teoremin ispat1 yukarida verilen teoremlerden kolayca elde edile-
bilir.
Teorem 3.1.11. Herhangi bir X Banach uzayimn bir altuzayinin tamamlayice

olmast i¢in gerek ve yeter sart bu altuzayn X 'de sinarl-lineer bir izdisim ope-

ratorinin gorinti kimesi olmasidir.

3.2 Bazlar ve Temel Diziler

Bu kisimda, baz ve temel dizi kavramlar: verilecek ve bu kavramlar ile ilgili

onemli teoremler yer alacaktir.

Tamim 3.2.1. [65] X bir vektor uzayr ve S C X olsun. X uzaymn her vek-
torii S kiimesinin elemanlarinin sonlu lineer kombinasyonu seklinde yazilabilirse

S kiimesine X uzayinin gereni denir.

Tamim 3.2.2. [65] X, K cismi tizerinde tamimh bir vektor uzayr ve A C X
olsun. A kiimesinin farklh elemanlarimn her sonlu {zi, z,,...,z,} alt kiimesi ve
her {a(1),a(2),...,a(n)} C K dizisi i¢in

a(l)zy + a(2)ze + ... + a(n)z, =0
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esitligi ancak ve ancak

olmas1 halinde saglaniyorsa A kiimesi lineer bagimsizdir denir.

Tamim 3.2.3. [65] X, K cismi {izerinde tammli bir vektor uzayr olmak tzere,
A # () lineer bagimsiz bir kiime ve £ C X olsun. Bu takdirde A C F C X iken F
lineer bagimsiz degilse A kiimesine X uzayi icin bir Hamel baz1 denir. Bu yiizden

bir Hamel baz1 maksimal lineer bagimsiz bir kiimedir.

Teorem 3.2.4. [65] En az iki elemana sahip olan her vektor uzay: bir Hamel

bazina sahiptir.

Teorem 3.2.5. [65] X, K cismi dzerinde tanimly bir vektor uzayr ve A kiimesi

X i¢in bir Hamel bazi olsun. Her bir x € X i¢in sonlu tane o € A disinda sifir

T = Zf(a).a

esitligini saglayan bir tek f: A — K fonksiyonu vardwr. Yani x, A’nin elemanla-

degerini alan ve

rinan sonlu lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

Tanmim 3.2.6. [70] X bir Banach uzay1 olsun. X uzayidaki bir dizinin kapali
lineer gereni [x,], X uzaymn tamamlayic1 bir altuzay1 ise bu diziye X uzaymda

tamamlayicidir denir.

Tanim 3.2.7. [84] X bir Banach uzay:i olsun. (z,,) C X ve (zf) C X* olmak

n

lizere,

0, i#]

oluyorsa bu iki dizi biortogonaldir denir.

. 1, 1=y o
:ci(a:j):{ (i,7=1,2,...)

Tamm 3.2.8. [70] (z,), X Banach uzaymda bir dizi olsun. Bu takdirde
(1) (zy,) ile (x}) dizileri biortogonal,

(ii) Her bir z € X i¢in x = > 2, ¥ (x)xy,

n=1*"n

olacak gekilde (z¥) C X* dizisi varsa (z,) dizisine X uzaymin Schauder baz

denir.

Tanim 3.2.9. [70] (z,,), X Banach uzaymn bir Schauder bazivez = > 7 |z (2)z,
olsun. z} (z) # 0 olan n tamsayilarimin altkiimesine z’in destegi denir ve supp(z)

ile gosterilir. |supp(z)| < oo ise & sonlu desteklidir denir.
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Baz tamimindan agagidaki énerme ispatlanabilir.

Onerme 3.2.10. /[85] X bir Banach uzay ve (x,) C X olsun. (x,) dizisinin X

uzayrmn bazr olmast icin gerek ve yeter sart
(1) Her n € N i¢in x, # 0,

(i) Her (a(n)) C R sonlu dizi ve n < m olmak dizere, her n,m pozitif tam

saylary i¢in
n

Z a(i)z;

i=1

<K

Z a(i)z;

olacak sekilde K > 0 sabiti mevcuttur,
(11i) X =[x,,n € N]
kosullarinin saglanmasidar.

Bazlar ve projeksiyonlar arasindaki baglantinin verildigi asagidaki 6nermeyi

ispatsiz verecegiz.

Onerme 3.2.11. [70, 86] (x,,), X Banach uzaynda bir baz olsun. Her bir N igin

Py : X — X projeksiyonunun kismi toplamlar dizisi

Py (Z a(n)xn> = Z a(n)z,

seklinde tanimlanirsa

sup || Pyl < o0
N
olur.

Tamm 3.2.12. [85] (z,,), (Pn)nen projeksiyonlarin dizisi ile iligkili olan bir X

Banach uzaymin baz olsun. Bu takdirde
(i) K =supy ||Py|| sayisi, (z,) bazinin baz sabiti,
(ii) (x,) dizisinin baz sabiti 1 ise (x,) monoton baz,
(iii) Her n € N igin ||x,| = 1 ise (x,) normalize edilmis baz,

(iv) Her n € N i¢in 0 < inf, ||2,|| < sup, ||z,| < oo ise (z,) yar1 normalize

edilmis baz

olarak tamimlanirlar.
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Tamm 3.2.13. [2| (z,,), X Banach uzayindaki herhangi bir dizi olsun. (z,,) dizisi
kendi kapal lineer gereni [x,] i¢in bir Schauder baz ise (z,) dizisine temel dizi

denir.

Bir Banach uzayimin elemanlarimin bir dizisinin temel dizi oldugunu fark

etmek i¢in kullanilan agagidaki teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 3.2.14. [71, 87, Grunblum Kriteri] (x,), X Banach uzayinda sifirdan
farkl vektorlerin bir dizisi olsun. (x,,) dizisinin temel dizi olmasu i¢in gerek ve ye-
ter sart (a(n)) skalerlerinin herhangi se¢imi ve herhangi m < n pozitif tamsayilar

1cin
m

Z a(i)w;

i=1

n

Z a(i)x;

i=1

<K

esitsizliging saglayan K > 0 sabitinin bulunmasidir.

Tamm 3.2.15. [2] "> 7 a(n)x, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart Y >°  a(n)y, serisinin yakinsak olmasidir" onermesi saglaniyorsa, (x,) ve

(yn) bazlar (temel dizileri) denktir denir.

Teorem 3.2.16. [70] (x,,) ve (y,) bazlariman (temel dizilerinin) denk olmasu igin
gerek ve yeter sart her bir n € N i¢in Tz, = y,, olacak sekilde T : [x,] — [y,) bir

izomorfizmanin mevcut olmasidir.

Ispat. X = [x,] ve Y = [y,] olarak alalim. Her bir n € N i¢cin Tz, = v, olacak
sekilde T : X — Y bir izomorfizma oldugunu kabul edelim. 7" bir izomorfizma

oldugundan biitiin (a(n)) C R sonlu dizileri igin

% S am)ya|| < Y- am)a| < 3 a(n)y,

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir. Bu ise (z,) ile (y,) dizilerinin denk olmasi
demektir.

Tersine, (x,) ve (y,) dizileri denk olsun. Bu durumda 7" : X — Y operatorii

T <Z a(n):pn> = Za(n)yn

n=1 n=1

olacak gekilde tanimlanirsa T operatorii bire-bir ve 6rten olur. (u;) C X olmak

tizere X uzaymda u; — u ve Y uzaymda Tu; — v oldugunu kabul edelim.

Buradan u; =Y > xk(u;)z, ve u = i (u)z, olarak yazilrsa (z,) ve (y,)

ile iligkili biortogonal fonksiyonlarin siirekliliginden, her n € N i¢in
o (ug) = a7, (u) ve y, (Tuy) = x,(ug) = Y, (v)
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olarak elde edilir. Limitin tekliginden, her n igin z*(u) = y*(v) olur. Buradan
Tu = v elde edilir ve boylece kapali grafik teoreminden, T operatori siirekli

olur. O

Agagidaki 6nermenin ispat1 6nceki teoremden kolayca elde edilebilir.

Onerme 3.2.17. [85] (x,) ve (y,) bir Banach uzayinda iki temel dizi olsun.

Asagidaki onermeler denktir:

(i) (x,) ve (y,) dizileri denktir,

(11) Butiin (a(i)) C R sonlu dizileri i¢in

=1 ] < | S e <€ |[Yatiw

olacak sekilde C > 0 sabiti vardur,

(111) [z, n € N] ve [yn,n € N] izomorfiktirler.

Tamim 3.2.18. [2] (z,), X Banach uzaymm bir bazi olsun. ry = 0, (r,) tam

sayilarin kesin artan bir dizisi ve (a(n)) skalerler olmak iizere,

Tk

2z, = Z a(j)zj, keN

J=rk—1+1
seklinde tanimli X uzayindaki sifirdan farkh (z,,) vektorlerinin dizisine (z,) ba-

zinin bir blok temel dizisi denir.

Lemma 3.2.19. [70] (), X Banach uzay i¢in K baz sabitine sahip bir baz ve
(zk), () bazaman bir blok temel dizisi olsun. Bu takdirde (zy,) dizisi K 'ya denk

ya da K ’dan daha ki¢ik bir baz sabiti ile bir temel dizi olur.

Ispat. k € N olmak {izere 2, = 1 @(3)7j, (2,) baznn bir blok temel dizisi

olsun. Bu durumda herhangi (b(n)) skalerleri ve herhangi m < n tamsayilari igin

> b(k)z

k=1

Tk

= D ook) D al)r

m
k=1 J=rg-1+1

— I S bkal)e

k=1 j:Tk,1+1

= Z c(j)z;
j=1

Z c(j)z;
j=1

> b(k)z,

k=1

, burada; rp_1 +1 < j < ryise ¢(j) = a(j)b(k)

IN

K
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olarak elde edilir. Yani (z) dizisi Grunblum kriterini saglar ve béylece (z), en
fazla K baz sabitli bir temel dizi olur. O

Tanim 3.2.20. [70] X ve Y Banach uzaylari olsun. (z,) C X ve (y,) C Y olmak
tizere, her n € N icin T'x,, = y,, olacak sekilde T": X — Y terslenebilir operatorii
varsa bu iki diziye (X, Y)’ye gore kongruenttirler denir. (z,,) ve (y,) dizileri X =Y

0zel durumunda yukaridaki 6zellikleri saglarsa bu iki dizi kongruenttir denir.

Teorem 3.2.21. [70, 2, Kig¢ik Karmagiklik Prensibi/ (x,), X Banach uzayinda

K baz sabitine sahip bir temel dizi olsun. (y,) C X dizisi i¢in

Hﬂan
egitsizligi saglamirsa (x,) ve (y,) dizileri kongruenttir. Ayrica
(i) (x,) baz ise (y,) 'de bazdur.
(i) (yn) bir temel dizidir.
(111) [x,] tamamlayic ise [y, de tamamlayicidar.

Ispat. (z%) C [v,]*, (z,) dizisinin biortogonal fonksiyonelleri olmak iizere her

n > 2 ve herhangi x € [z,] igin

n n—1
k=1 k=1
ifadesine sahibiz. Buaradn
[z (@)znl| = [|Su(x) — Suei(2)]]
< 2K|z

ve boylece ||zf]|||zn] < 2K olur. n =1 igin ||z7]|||z1|| < K oldugu kolayca gorii-
liir. 2} fonksiyonellerinin yerine Hahn-Banach geniglemesi olan Ei fonksiyonelleri

alinsa bile, yukarida elde edilen egitsizlikler saglanir. Simdi, her bir z € X i¢in

r) =+ ) T (@)(yn — za)

doniigiimiini tanimlayalim. Bu durumda

Alxn) = oo+ Zﬁ(xn)(yn — )

= Un
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ve

1Al < 1+ZH~’C 1yn — 2al

‘/'En
= 1496
oldugundan A : X — X, A(x,) = y, ile simurh bir operatordiir. Buradan
lA=1I < Y l=illlyn — @l =6
n=1

< 1

olarak bulunur. Teorem 2.1.10°dan, I — (I — A) = A operatoriiniin tersi vardir ve

1
-1
[A™]] T=A=T]
= (1-9)7"

olur. Sonug olarak, A(z,) = y, olacak sekilde A : X — X terslenebilir operatorii
elde edilir. Boylece Tanim 3.2.20’den, (x,) ve (y,) dizileri kongruenttir. O

Bu teoremin bir uygulamasi olarak "Bessaga-Pelczynski Se¢me Prensibi"
diye bilinen asagidaki énermeyi verecegiz. Bu 6nermenin ispatinda kullanilan tek-

nik "gliding hump" (ya da "sliding hump") olarak adlandirilir.

Onerme 3.2.22. [70, 71, Bessaga-Pelczynski Se¢me Prensibi] (x,), X Banach
uzayiman K baz sabitine sahip bir baz ve (x}) C X* olsun. (y,) C X dizisi

(i) inf,, [|(ya)| > 0,
(11) Her k € N i¢in lim, o 25 (yn) =0

sartlarim saglasin. Bu takdirde (x,,) baziman bir (zi,) blok temel dizisine kongruent
olan (yn,) C (yn) dizisi vardir. Aymi sonug, (y,) dizisinin sifira zaypf yakinsak;

fakat norm yakinsak olmadige durumda da elde edilir.

Ispat. o = inf, ||(y,)]| > 0 ve 0 < v < i oldugunu kabul edelim. (x,) baz

4
oldugundan
m m-+n
St < & |5 athyn
k=1 k=1

esitsizligi ve (yn,) C (yn) dizisi icin

Yny = Z xlt (ym)xk
k=1
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geniglemesi saglanir. n; = 1 ve ry = 0 olarak segilsin. Buradan S,,, (x,) bazinin

m-~inci kismi toplami olmak {izere

[e. 9]

k=r1+1
v

2K

Hym - Srlym H =

olacak gekilde r; € N vardir. (i7)’den, her k£ € N i¢in lim,,_,o 2} (y,) = 0 oldugun-
dan

T1

Z xZ(yn)xk

k=1

=0

lim S,,y, = lim
n—oo n—oo

ve bu yiizden

1Sy s |

T1
D (Yna) T
k=1
via

2K
esitsizligini saglayan ny > ny vardir. Aym sekilde, (x,) dizisi X ig¢in bir baz

oldugundan (y,,) dizisi

Yny = Z xz (ym)xk
k=1

genislemesini saglar. Bu yiizden

o0

k=ro+1

UQCY

2K

Hynz - SrzynzH =

<
olacak sekilde ry > 7 segilebilir ve lim,,_, Sy, ¥, = 0 oldugundan

T2
D i (Yna) 1
k=1

U3Cl

2K

[1Srs Y

<

esitsizligini saglayan ng > ng vardir. Béyle devam ederek,
Tk—1
k=1

UkCY

2K

HSkaﬂynk ” =
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ve

[e.e]

S wilya)m

k=Tk+1

UkOé

2K

||ynk - Srkynk || -

olacak sekilde ry = 0, tam sayilarin bir (ry) dizisi ve (y,,) C X elde edelir. Her
bir £ € N i¢in

zk = Srkynk - Srk,lynk

Tk

= Y )

kz'r‘k,1+1
olarak tanimlayalim. (z), (z,) bazinmn bir blok temel dizisidir. Boylece Lemma

3.2.19’dan (z), K’dan daha kiigiik bir baz sabiti ile temel dizi olur. Diger taraftan,

Tk—1

ol = [+ 2+ T sitnn

k=1 k= Tk— 1+1 k= T‘k+1

Tk—1
< <z+ 3 ) (o) + ]
k 1 k Tk+1
< vEa L Ve vEa ol
— z
= 2K ' 2K F
ve bdylece
UkO[
2] > a— Na
v
> g — (1)
= o K
> a(l —v)

olur. Ayrica,

sz‘ - ynk” < ”ynk - SmynkH + HSkaﬂ/nk”
3 o (2)
2K

olarak bulunur. Buradan (1) ve (2) esitsizlikleri kullanmlirsa

||Zk Yn || -1 -
2Ky ——— = < 2(1—w) 2,
Z By 2
1
= 2(1—v)"!
(I —v) v —
= 2u(l—v)?

2
8
9

30



ifadesi elde edilir. Teorem 3.2.21°den, (y,, ) dizisi (2x) dizisine kongruent bir temel
dizi olur. v istenildigi kadar kiiciik alinabileceginden, (y,, ) dizisinin baz sabitini
K’ya yakin olarak alabiliriz. Ayn1 zamanda, (z;) dizisi X uzayinda tamamlayici

bir dizi ise (y,, ) dizisi de tamamlayicidir. O

3.3 Serilerin Yakinsaklig:

Bu kisimda, niimerik ve vektor degerli serilerin yakinsaklig: ile ilgili genel
bilgiler verilip, serilerin elemanlarinin tekrar diizenlenmesi konusu ele alinacaktir.

[88] nolu kaynakda yer alan serilerin temel 6zellikleri verilecektir.

Tanim 3.3.1. Elemanlar1 reel sayilar kiimesine ait olan terimlerin sonsuz bir

sayisinin toplami seklinde ifade edilen serilere niimerik seriler denir.

Tamm 3.3.2. Her k € N igin (k) € R olmak tizere, Y .-, |z(k)| serisi yakinsak

ise bu seriye mutlak yakinsak seri denir.

Tamm 3.3.3. Her k& € N i¢in z(k) € R olmak {izere, ;- , z(k) serisi yakinsak;

fakat mutlak yakinsak degilse bu seriye sarth yakinsak seri denir.

Tanim 3.3.4. Bir A kiimesinin kendi {izerine olan 1-1 ve 6rten doniigiime per-

mitasyon denir ve 7 : A — A seklinde ifade edilir.

Teorem 3.3.5. Her k € N i¢in x(k) € RT ve > 72 x(k) serisi bir S saysina
yakinsak olsun. Bu takdirde dogal sayilar kiimesinin herhangi bir m permiitasyonu

icin Yoo, x(w(k)) serisi yakinsak ve toplamu S saysina esittir.

Ispat. Elemanlar1 yeniden diizenlenen serinin kismi toplamim ST = Y7 z(7(k))

olarak tanimlayalim. Serinin terimleri negatif olmadigindan

ST<SI<... <5 < ... vesupS; <S
k

n

oldugu kolayca gortiliir. .S} dizisi artan ve tstten smirh oldugundan bir S™ < .S
saysina yakinsaktir ve bu yiizden Y~ z(w(k)) = S™ < S olur.

Diger taraftan, > .-, x(k) serisi ile >~ , z(m(k)) serisinin rolleri degistirilip
ve yukaridaki yol takip edilirse,

D ak)=S<S"=> a(n(k))
k=1 k=1
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak, S = S™ olur. 0

Teorem 3.3.6. > .- x(k) serisi mutlak yakinsak ise > ;- x(k) ve dogal sayi-

larin herhangi bir m permitasyonu i¢in y .- x(m(k)) serileri yakinsaktir, ayrica

Yopox(k) = >0, x(m(k)) esitligi gegerlidir.
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Ispat. Herhangi bir x € R icin

ve

olsun. > 27 x(k)T ve > 7, x(k)” serileri goz Oniine alimirsa bu seriler negatif

olmayan sayilarin serileridir ve

Yoalk) <Y fa(k) ve Y (k)T < Y (k)

oldugundan bu seriler yakinsaktir. Y o> a(k)T = ST ve Y oo (k)" = S~ oldu-
gunu kabul edelim. Boylece Teorem 3.3.5’den herhangi bir 7 permiitasyonu igin

Yorex(mw(k))T ve Yoo x(m(k))” serileri yakinsaktir ve ayni zamanda

> a(m(k)t =St ve Y a(n(k)” = 5"
k=1 k=1

olur. Buradan Y ;- z(n(k)) = >_;o, x(w(k))" — > 7=, z(n(k))” oldugundan

> a(w(k) =St -5

0
k=1

olarak elde edilir. Boylece Y o x(m(k)) serisi yakinsak olur. Agikga, Y oo x(k)

serisi de yakinsaktir ve toplami ST — S~ sayisina esittir. O

Sarth yakinsak serilerin 6nemli bir karakterizasyonunun elde edildigi Ri-

emann Teoremini ispatsiz verecegiz.

Teorem 3.3.7 (Riemann Teoremi). Y ;- x(k) reel sayilarin sarth yakinsak bir

serisi olsun. Bu takdirde

(i) Herhangi bir S € R i¢in Y-, x(mw(k)) = S olacak sekilde bir m permiitas-

yonu bulunabilir.
(ii) > o, x(0(k)) = 0o olacak sekilde bir o permiitasyonu bulunabilir.

Tanim 3.3.8. X Banach uzaymin elemanlarinin bir serisi, X uzayina ait olan
terimlerin sonsuz sayidaki toplami seklinde ifade edilir.

Bir sey hatirlatmak gerekirse, bu toplam aligilmig sekildeki bir toplam degil-
dir. Ciinkii, bir Banach uzayindaki toplama sadece terimlerin sonlu bir sayisi i¢in

tanimhidir. Bu toplamin anlam kazanmasi i¢in kismi toplam tanimi verilecektir.
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Tanim 3.3.9. > 7, xy serisinin n-inci kismi toplami, bu serinin ilk n teriminin

(n < c0) toplamudir ve S, = >} _, zy seklinde ifade edilir.

Tanim 3.3.10. Bir serinin kismi toplamlar dizisi X uzayimin normuna gore ya-
kinsaksa bu seriye yakinsak seri denir. Bu dizinin limiti lim, S,, = S, serinin
toplami olarak adlandirilir. Ayrica (S,,) dizisi X uzaymda zayif yakinsak ise bu

seriye zayif yakinsak seri denir.

Tanim 3.3.11. 220:1 x, serisinin kalan kismi R, = S — 5, seklinde ifade edilir.
Bagka bir deyigle, R, kalani, x,.1 + z,.2 + ... toplamina egittir. Yakinsak bir

seride n biiyiidiik¢e kalan kisim sifira yaklagir.

Tanim 3.3.12. Bir serinin pargasi (segmenti) ardigik terimlerinin sonlu sayisimin

bir toplamidir; yani >, . #x = Sp — S

Teorem 3.3.13 (Cauchy Yakinsaklik Kriteri). ), @) serisinin yakinsak olmast
icin gerek ve yeter sart serinin segmentleri dizisinin sifira yakinsak olmasidar,

yani

n

> =

k=m+1

=0

lim
m,n— oo

dur.

Ispat. S, — S oldugunu kabul edelim. Buradan

n

>

k=m+1

= ”Sn - Sm”

olur ve boylece Cauchy sarti saglanir.
Tersine, Cauchy sart1 saglansin, yani lim,, 0 ||Sn — Sim|| = 0 olsun. X
tam oldugundan kismi toplam dizisi yakinsaktir. Bu ytizden ), x) serisi yakinsak

olur. 0
Tanim 3.3.14. > 7 |lax]| < oo ise Y, xy serisine mutlak yakinsak seri denir.
Teorem 3.3.15. Mutlak yakinsak her seri yakinsaktur.

Ispat. ", my serisi mutlak yakimsak olsun. Y 5, ||zx|| < oo oldugundan Cauchy

kriterini kullanirsak,

n
lim > gl =0
m,n—00

k=m+1

33



elde edilir. Ucgen esitsizliginden,

n

> n

k=m+1

n

< 3

k=m+1

olacagimdan lim,, ;e HZZ:m 41 ka = 0 ve boylece Cauchy kriterinden, >, xy

serisi yakinsak olur. O

Tanim 3.3.16. X bir Banach uzay1 olmak tizere, >~ x, serisi terimlerinin
herhangi dizilimi i¢in yakinsak oluyorsa sartsiz yakinsak seri olarak adlandirilir.
Bu tamima denk olarak, her 7 permiitasyonu i¢in ) " | @, serisi yakinsak ise

> >° | @y, serisine sartsiz yakinsak seri denir.

Niimerik serilerde sartsiz yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik birbirine denk-
tir. Genel durumda, bir Banach uzayindaki bir seri mutlak yakinsak iken sartsiz
yakinsaktir; fakat tersi dogru degildir. Ornegin;

X = /{5 ve k-mnc1 koordinat: sifirdan farkl olan dizi
xr = (0,0,...,0,k71,0,...)

olsun. Y., xy serisi, terimlerinin herhangi bir dizilimi i¢in

11 1
S=(1z,z...,— ...
(72737 7n7 )

elemanma yakinsar. Fakat, >~ |z serisi mutlak yakinsak degildir.

Tanim 3.3.17. ), z; serisi yakinsak; fakat sartsiz yakinsak degilse sarth ya-
kinsak seri olarak adlandirilir. Yani ), x, serisi sarth yakinsak ise, en az bir m

permiitasyonu igin ), &) serisi wraksaktir.

Bu tanim niimerik seriler i¢in verilen tanimdan farkhdir. Clinkii, niimerik

serilerde mutlak ve sartsiz yakinsaklik denktir.

Teorem 3.3.18. X Banach uzayindaki )", x), serisi sartsiz yakinsak ise bu seri-

nin tekrar dizilimlerinin hepsi ayni toplama sahiptir.

Ispat. > Tk serisinin sartsiz yakinsak; fakat S # S olmak {izere, e =95
ve 7 permiitasyonu icin ), &rx) = S’ oldugunu kabul edelim. Hahn-Banach
teoreminden, f(S) # f(S') olacak sekilde bir f € X* fonksiyoneli bulunabilir.
> f(x)) niimerik serisinin toplami 7 permiitasyonuna gore degistiginden bu seri
mutlak yakinsak olamaz. Béoylece ), f(xy) serisi sarth yakinsak bir seri olur
ve buradan Riemann Teoremi (Teorem 3.3.7) kullamlirsa, ), f(2x)) serisinin
iraksak oldugu bir ¢ permiitasyonu bulunur. Bu durumda f siirekli oldugundan
Dok Tk serisi de wraksak olur. Bu ise > . Tk serisinin gartsiz yakinsak olmasi ile

geligir. O
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Sartsiz yakinsak serilerin ¢aligmalar1 Tanmim 3.3.16’ya dayali oldugundan
baz1 zorluklar ¢ikar. Bundan dolay: sartsiz yakinsak serilerin tanimina denk olan

daha kullanigh bir tanim verilecektir.

Tanim 3.3.19. Bir Banach uzaymin elemanlarinin ), x, serisi verilsin. Bu du-
rumda «(k) = £1 katsayilarmim herhangi se¢imi i¢in ), o(k)zy serisi yakinsak

oluyorsa ), xj, serisine mitkemmel yakinsak seri denir.

Teorem 3.3.20. [70, 2/ Bir Banach uzayindaki ), xy serisi i¢in asagidakiler
denktur:

(1) >, xk serisi sartsiz yakinsaktor,

(ii) >, xy serisi alt serisel yakinsaktir, yani (ny) tam sayilarimn her artan

dizisi igin Y, T, serisi yakinsaktur,
(iii) Y, xy serisi mikemmel yakinsaktor,

(iv) F, {n+ 1,n+2,...} kiimesinin herhangi bir sonlu alt kiimesi olsun. Her
e >0 i¢in

2

jEF

<é€

olacak sekilde bir n € N vardur.

Ispat. Sadece (i) = (iv) oldugunu gdsterecegiz.
(1v)’deki ifadenin saglanmadigini kabul edelim. Bu durumda en az bir ¢ > 0

ve her n € N i¢in

ZZL‘j ZE

JEF

olacak gekilde {n + 1,n + 2,...} kiimesinin sonlu bir F,, alt kiimesi bulunabilir.

ny =1 ve Ay = F,,, olsun. ny = max 4; ve
Bi={ni+1,...,n0}\ 4

olarak segilsin. Ayni gekilde Ay = F},,, n3 = max Ay ve
By ={na+1,...,n3}\ A,

alarak devam edilirse bir (ny) dizisini ve {ny + 1,...,ng11} = Ap U By kismu
elde edelir. Buradan 7 permiitasyonu A;’'nin By’dan 6nce geldigi sekilde alinirsa

Cauchy yakinsaklik kriterinden, ), z.( serisi iraksak olur. U

Sartsiz yakinsakligi gerektiren asagidaki teorem ispatsiz verilecektir.
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Teorem 3.3.21. [70, Orlicz-Pettis Teoremi] ., xy, bir X Banach uzayindaki her

alt serisi zayif yakinsak olan bir seri ise Y, xy sartsiz yakinsak bir seridir.

Teorem 3.3.22. [84] Herhangi bir X Banach uzayindaki ), x) serisinin sartsiz
yakinsak olmasy i¢in gerek ve yeter sart her (t(k)) € Lo i¢in Y, t(k)xy serisinin
yakinsak olmasidar.

Ispat. t(k) = %1 i¢in Y, t(k)z), yakinsak iken, Y, 2 serisinin sartsiz yakinsak
oldugu Teorem 3.3.20’den elde edilir.

> & Tk, serisi sartsiz yakinsak olsun. X uzay: tam oldugundan Cauchy krite-

rini kullanarak, ), t(k)z; serisinin yakinsak oldugunu gésterelim. Buna gore

k=m

n

> t(k)ay

k=m

= sup
:B*EBx*

n

< sup |t(k)| sup Z‘x*@k”

m<k<n T*EBx* f—

olacagindan, teoremin ispati i¢in

lim sup Z |z*(zg)] =0

m—r0o0 JB*EB)(* k<m

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. ), x; serisi sartsiz yakinsak oldugundan Te-
orem 3.3.20 (iv)’den, € > 0 verildiginde, min F' > m. olmak iizere, herhangi bir

F C N sonlu alt kiimesi igin

<€

>

keF

olacak gekilde bir m. € N vardir. Sabit olan bir 2* € Bx~ i¢in Rex*(x)) kismini

goz Oniine alalm. n > m > m, olarak segilerek
Ft={m<k<n:Rexz*(x;) >0}
ve
FT={m<k<n:Rex*(z;) <0}

kiimeleri olugturuldugunda

Z |Rex*(xy)] = |Rex” (Z :ck>

+ |Rea (Z xk>|

keF+ keF-
< g TE|| + E SL’k|
keF+ keF—
< 2¢

olarak elde edilir. Benzer sekilde, Y, |Imz*(x))| < 2¢ bulunur. Béylece ispat

tamamlanir. O

36



Tanim 3.3.23. [8] X bir Banach uzay1 ve ), x5, X uzaymin elemanlarmimn bir

serisi olsun. Her z* € X* i¢in
oo
> et ()| < oo
k=1

ise ), xy serisine zayif sartsiz Cauchy seri denir. Bu tanima denk olarak, her
7 permiitasyonu icin ), @) serisi zayif Cauchy ise ), x) serisine zayif sartsiz

Cauchy seri denir.

Asagida verilecek olan lemma zayif sartsiz Cauchy serilerinin temel 6zellik-

lerini icermektedir.
Lemma 3.3.24. [70, 71] Asaqidaki sartlar denktir:
(1) >, xk zayf sartsiz Cauchy seridir,

(ii) Herhangi birt = (t(k)) € lo dizisi i¢in

n

> (k)

k=1

sup
n

< C.sup [t(n)

olacak sekilde C > 0 sabiti vardur,
(iii) Herhangi bir t = (t(k)) € co dizisi i¢in Y., t(k)zy serisi yakinsaktir,

(iv) Dogal sayilarin herhangi bir sonlu F alt kiimesi ve herhangi bir + isareti
¢in

<C

Z:l:ﬂ?k

olacak sekilde C > 0 sabiti vardar.

Ispat. (i)'nin saglandigin kabul edelim ve
k=1

S = {zn:t(k)xk € X it = (k) € loo, |t] o < 1}

kiimesini tanimlayalim. Herhangi bir ¢t = (¢(k)) € B,_, ve herhengi bir 2* € Bx~

icin

3

x( t(k:)xk>| < Jat(E(D)z)] + .+ 2" (EHn) )]
= | (@)] + ...+ [H(n)a (z)]
< supt(n)| Y |o* (i

" k=1

= C.sup|t(n)|
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esitsizligi elde edilir. Buradan S kiimesi zayif sinirli ve boylece sinirli olur. Bu da
(74)'nin dogrulugunu gosterir.
(71) saglansin ve (t(k)) € ¢ olsun. Bu durumda m < n olarak alinirsa

n

> t(k)ay

k=m

< C. sup |[t(k)|—0

m<k<n

olur. Béylece Cauchy yakinsaklik kriterinden " .° | t(k)xy, serisi yakinsak olur.
(7ii) saglanirsa
Tico— X, t(k) = T(tk) =Y t(k)zy
k

operatoriinii tanimlayabiliriz. T" agikca lineerdir. Ayni zamanda

n

> ti(k)ze — > t(k)
k=1

k=1

n

> (t(k) = t(k))z

k=1

< 3710k — k) ] - 0
k=1

olacagindan, 7" simirh bir operatordiir. Boylece B, lizerinde T"nin degeri siirhdir.
Zke £, formundaki vektorler B, tizerinde 7"nin degerleri arasindadir ve bu
da (1) sikkim ifade eder.

Son olarak (iv) saglanirsa herhangi bir z* € B+, dogal sayilarin herhangi
sonlu bir F' alt kiimesi ve herhangi + igaretleri icin

Yo la@)] = ) Eat(an)

keF keF

IN

keF

IN
Q

olur ve boylece ispat tamamlanir. O

Onerme 3.3.25. [70] Bir X Banach uzayindaki her sartsiz yakinsak seri zayif

sartsiz Cauchy seridir.

Ispat. > . Tk serisi sartsiz yakinsak ise her 7 permiitasyonu i¢in ), xr() serisi
yakinsaktir. Herhangi bir 2* € X* icin ), 2*(2~q)) serisi yakinsak olur. Niimerik

serilerde sartsiz yakinsaklik ile mutlak yakinsaklik denk oldugundan

> et ()| < oo

olarak elde edilir ve boylece ), x) zayif sartsiz Cauchy seri olur. 0
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Yukaridaki 6nermenin tersi her zaman saglanmayabilir. (e,), ¢y uzaymin
standart bazi olmak tizere, ) e, zayif sartsiz Cauchy seridir; fakat sartsiz ya-
kinsak degildir.

3.4 ¢y Uzaym igeren Banach Uzaylari

Bu kisimda, ¢y uzaymin kopyasini ya da tamamlayict kopyasini iceren Ba-
nach uzaylarinin karakterizasyonu verilecektir. Burada, ¢y uzaymin standart ba-
zina denk olan temel diziler co-dizisi olarak adlandirilacaktir. Ilk olarak, kopya ve

tamamlayic1 kopya tanimlar: verilecektir.

Tamim 3.4.1. [83] X ve Y Banach uzaylar1 olmak tizere, X uzay1 Y uzayma
izomorfik bir altuzaya sahipse X uzay1 Y uzaymin bir kopyasini igerir denir.
Ayrica X uzay1 Y uzayina izomorfik tamamlayic1 bir altuzaya sahipse X uzay1 Y

uzayimin tamamlayici bir kopyasini igerir denir.
Simdi, ¢p'in £, uzaymmin tamamlayic1 altuzayr olmadigini gosterelim.

Lemma 3.4.2. [70] Her sayilabilir sonsuz S kiimesi, herhangi iki elemans sonlu

kesisime sahip olan sonsuz alt kiimelerin sayilamaz bir {A; }ier ailesini igerir.

Ispat. S kiimesi [0, 1] arahgimdaki rasyonel sayilar olarak alahm ve Z = [0,1]\ S
olsun. Her : € 7 ve n € N igin

Qqn — 1%, N — 00

olacak sekilde (g,) C S dizisi segilirse A; = {(¢n) : ¢, — ¢} seklindeki kiimeler, 4
irrasyonel say1 oldugu icin sayilamaz-sonsuz elemanl ve ¢ # j iken A; N A; sonlu

kesigimli olacagindan, lemmanin sartlarini saglar. O

A, dogal sayilarin herhangi bir alt kiimesi olmak {izere, o, uzayimn £, (A)

altuzayn,
loo(A) = {x = (x(k)) € los : k & A ise x(k)= 0}

seklinde tanimlansin.

Teorem 3.4.3. [70] Her x € ¢y igin Tax = 0 olmak tzere, T : Ly — Lo s170770
bir operator olsun. Bu takdirde her x € {(A) i¢in Tx = 0 olacak sekilde dogal

saylarin sonsuz bir A alt kimesi vardar.

Ispat. Bunu gormek icin Lemma 3.4.2’de verilen dogal sayilarin sonsuz alt kii-

melerinin {A,;};e7 ailesini goz 6niine alalim ve boyle kiimeler igin T'z; # 0 olacak
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sekilde x; € (o (A;) elemanlarinin bulundugunu kabul edelim. Normalizasyon ile

her ¢ € 7 i¢in ||z;||cc = 1 olarak kabul edelim. Z sayilamaz oldugundan
I, ={i€Z:(Tx;)(n) # 0}

kiimesinin sayillamaz oldugu n € N mevcuttur. Benzer sekilde, Z,, sayilamaz ol-

dugundan

2= {i e s o) = 1|

kiimesinin de sayillamaz oldugu & € N vardir. Buradan Z,; kiimesi sayillamaz
olacak sekilde n ve k sabitlensin. J, Z, x'min sonlu bir alt kiimesi ve |J| = m

olsun. Bu durumda
y=3"sgn [(Tz;)(m)]e;
jeJ

olarak alinirsa y’nin se¢iminden dolayz,

(Ty)(n) =Y sen [(Ta;)(n)](T;)(n) =

jed

(3)

m
k

olur. i # j iken A; N A; sonlu oldugundan, w sonlu destekli ve ||z|| < 1 olmak

iizere, y = w + z olarak yazabiliriz. Bu yiizden T iizerindeki hipotezden dolay1
T(y) =T(w)+T(z) =T(z)

ve boylece | T(y)|| < |||zl < ||T]| olarak elde edilir. Bu ise (3)’deki ifadeden
dolay1,
m < k|||

olmas1 demektir. Bu ifade, Z,, ,'nin her sonlu alt kiimesi i¢in saglanacagindan, Z,,
kiimesinin sonlu oldugu elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Boylece ispat tamamlanir.
O

Teorem 3.4.4. [70, Phillips-Sobczyk Teoremi] { uzayindan cy uzayina sinarl

bir izdiistim operatori yoktur.

Ispat. P : ls — ¢ strh bir izdiisiim operatérii olsun. T = I — P operatoriinii

g6z Oniine alalm. P : ¢, — ¢y siirh bir izdiistim oldugundan her x € ¢; igin
Pr=xveTx=(—-P)x)=0
olur. Bu ylizden 7' = I — P operatériine Teorem 3.4.3'i uygularsak her x € ((A)
icin
Tr=({—-P)x)=0
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olacak gekilde dogal sayilarin sonsuz bir A alt kiimesi elde ederiz. Buradan her
x € Uy (A) icin
Pr==x

oldugu aciktir. Bu ise bir ¢eligkidir. O

Simdi de, ¢y uzaymin kopyasini iceren Banach uzayinin karakterizasyonunu

verelim.

Teorem 3.4.5. [71] (z,) yart normalize edilmis bir dizi ve Y .| x, zayif sartsiz
yakinsak bir seri olsun. Bu durumda (x,) temel dizisi ¢y uzayiman birim vektor

bazina denktir. Yani [z, uzayr co uzayina izomorfiktir.

Ispat. (z,) bir temel dizi ve Y, t(n)z, serisi yakinsak olsun. (> _, t(k)zy) bir
Cauchy dizisi olacagindan

-1

t(k)zp — Y (k)

k=1 k=1

n

3

[t(n)[lznll =

dizisi, n — oo iken limit alinirsa sifira yakisar. Buradan inf,, ||z,| > 0 oldugun-
dan t(n) — 0 olur, yani (t(n)) € ¢y’dir. Boylece (t(n)) € ¢o i¢in ), t(n)e,, serisi
yakinsak olur.

Tersine, (t(n)) € ¢y olsun. (e,,) dizisi ¢y uzay1 i¢in bir Schauder bazi oldugun-
dan, ) t(n)e, yakinsaktir. (x,) bir temel dizi ve )z, zayif sartsiz yakinsak seri
oldugundan Lemma 3.3.24 kullamlirsa, ) ¢(n)z, serisi yakinsak olur. Boylece

ispat tamamlanir. O

Teorem 3.4.6. [8, Bessaga-Pelczynski Teoremi] X bir Banach uzayi olmak tizere

asagqidaks sartlar denktir:
(i) X wzayinda sartsiz yakinsak olamayan bir zayf sartsiz Cauchy seri vardar,

(ii) inf, ||z, || > 0 olacak sekilde X wuzayinda bir zayf sartsiz Cauchy ), x,

serisi vardar,
(i1i) X uzayr co uzayina izomorfik olan bir altuzays igerir.

Ispat. (i) = (ii). Y, @, serisi zayif sartsiz yakinsak; fakat sartsiz yakinsak degilse,
indislerin en az bir (,,) permiitasyonu igin ) |z, serisi yakinsak degildir. Cauchy

yakinsaklik kriterinden,

dn+1

E Ty,

i=qn+1

inf >0
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olacak gekilde indislerin artan bir (g,) dizisi vardir. Buradan

olarak alimirsa, )y, serisi zayif sartsiz yakinsak olur ve boylece (i¢) sart1 elde
edilir.

(it) = (4¢it). inf,, ||z,|| > O olmak tizere ) w, serisi zayif sartsiz yakinsak
olsun. Zayif sartsiz yakinsak serinin tanmimindan, (z,) dizisi sifira zayif yakinsak

olur. Boylece her z* € X* i¢in
inf ||z,| > 0 ve z*(x,) — 0

oldugundan Bessaga-Pelczynski se¢cme prensibinin (Onerme 3.2.22) sartlar sagla-
nir, dolayisiyla (x,,, ) alt dizisi bir temel dizi olacak sekilde (ny) dizisi mevcuttur.
Bu durumda infy, ||z, || > 0 ve ), ,, sartsiz yakinsak bir seri oldugundan (z,, )
dizisi, Teorem 3.4.5’in sartlarini saglar. Boylece X uzayi ¢y uzayina izomorfik olan
[, ] altuzayim igerir.

(¢13) = (). T : ¢g — X bir izomorfizma ve z,, = Te, olsun. ) e, serisi
sartsiz yakinsak olmadigindan, izomorfizma kullamilirsa, ) x, serisi de sartsiz
yakinsak olmaz. Diger taraftan, ) e, zayif sartsiz yakinsak ve bu 6zellik izo-
morfizma altinda degismez kaldigindan, ) w, serisi de zayif gartsiz yakinsak
olur. O

Son olarak, ¢y uzaymim tamamlayic1 kopyasini igeren Banach uzaylarinin
karakterizasyonunu verelim. Oncelikle Sobczyk teoreminde (Teorem 3.4.9) kulla-

nilacak olan agagidaki sonuca ihtiyag¢ vardir.

Onerme 3.4.7. [89] Bir X Banach uzaymdan co uzayma olan siarh-lineer
operatorler, X* uzayinda sifira zaypf* yakinsak olan dizilere karsilik gelir. Yani
T : X — ¢ stirekli ve lineer bir operator olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € X
icin T'(x) = () (x)) ve x}, — 0 zayf yakinsak olacak sekilde (x}) C X* dizisinin

bulunmasidar.

*
n

) € X* igin 27 — 0 zayif* yakinsak olsun. Buradan (z7(x)) € ¢y ve

Ispat. (v n
boylece
T:X —cy, T(zx)=(z)(x))

n

operatorii iyi tanimh olur. 7" operatoriiniin lineerligi aciktir. Diger taraftan

IT(x) = sup|(z7(x))]

neN

(sup ux;u) lal
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olur. Her z € X i¢in z () — 0 oldugundan (z) smurh bir dizidir. Diizgiin smir-
lilik prensibinden, sup,, ||} | < oo olur. Béylece T" operatorii siirekli ve lineerdir.
Ayrica

IT]| = sup [T

[l=]|<1

= sup sup|z}(z)]
Jall<1 n

= sup sup |z ()]
n el <1

= sup |||
n

olur.
Tersine, T" operatoriiniin siirekli ve lineer oldugunu kabul edelim. Buradan

her (1, z9,...,%,,...) C X igin
P,: X —-K, Pyr1,x9,...,%,,...) =T,

standart izdiisim operatoriinii tamimlayalim. Bu durumda P, o T : X — K

operatorii stirekli ve lineerdir. Buradan z}, = P, o T olarak alinirsa x € X icin

T(x)=T(x1,29,...,%n,...)
= (P (T(x)), (T (2)), ..., P(T(x)),...)
= (Bu(T(2)))
= (2 (7))

esitligi elde edilir. Bu yilizden her x € X i¢in Tz € ¢y oldugundan (4)’deki ifade-
den, (z%(x)) — 0 olur. O

n

Sobczyk teoreminin ispatinda kullanilacak olan agagidaki lemmay ispatsiz

verecegiz.
Lemma 3.4.8. [70/ X bir Banach uzayu olsun.
(i) X ayrilabilir ise Bx- zayf* topolojiye gire metriklenebilirdir.

(i1) (z7) C X*, X igin aywran bir dizi olsun, yani her n € N i¢in 2} (z) = 0
tken x = 0°dwr. Bu takdirde X uzayiman her zayf kompakt alt kiimesi zayf

topolojiye gore metriklenebilirdir.

Teorem 3.4.9. [70, Sobczyk Teoremi] X ayrilabilir bir Banach uzayr olsun. E
uwzayr X in kapaly bir altuzayr ve T : E — co swnarly bir operator ise f|E =T ve

IT|| < 2||T|| olacak sekilde T : X — co operatrii vardar,
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Ispat. Genelligi bozmayacagmdan ||T|| = 1 olarak kabul edelim. Onerme 3.4.7’den
T operatorti, baz (f¥) C E* fonksiyonelleri i¢in

T(x) = (fu(x))

seklinde tamimlanabilir. Ayrica her n i¢in f — 0 zayif* yakinsak ve || f|| < 1'dir.

Hahn-Banach teoreminden, her bir n € N icin

[zl <1 ve anle = 1,

olacak sekilde z; € X* mevcuttur. X ayrilabilir oldugundan Lemma 3.4.8 goz
ontine alinirsa By« zayif* topolojiye gore metriklenebilirdir. p, Bx iizerinde zayif*
topoloji ile iiretilen metrik olsun. Buradan

lim p(z}, Bx- N EX) =0

n—oo

oldugunu gosterecegiz. Bu durum saglanmazsa, en az bir € > 0 ve her k£ € N i¢in

p(z? Bx-NEY) >¢

ng?

olacak gekilde (z;, ) C (z) vardwr. x;, — z* zayif* yakinsak olmak iizere,
J

(z;, ) C (x, ) olsun. Her bir e € E igin

ng .
k]

" (e) = li]m :c;kj (e) = li]m f;kj (e) =0

oldugundan z* € Bx- N E* olur. Boylece her j icin

plxr ,x%) >¢ (5)

ne .’ iy
k]

olarak bulunur. Diger taraftan, p(-, Bx-NE+) > ¢ fonksiyonu By- iizerinde zayif*
siirekli oldugundan

lim p(az}, ,Bx-NE")=p(a*,Bx-NE") =0 (6)

j—s00 J
olur. Agik¢a, (5) ve (6)’da bulunan ifadeler ayni anda saglanmaz. Boylece goster-
mek istedigimizi elde etmis oluruz.

E+ zayif* kapali oldugundan By~ N E+ kiimesi zayif* kompakt olacagindan
her bir n i¢in
p(a;,,v,) = play, Bx- N E™)

n’-n

olacak gekilde v} € Bx: N E+ elemanm segebiliriz. y* = a7 — v} ve X uza-

yida T operatérii T(z) = (y*(z)) seklinde tammlamrsa y* — 0 zayif* yakinsak
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oldugundan Tr e ¢o olur. Ayrica her bir z € X i¢in

IT@I = suply; ()]

sup(;,(7) — v ()

< sup ([ ]| + [l ) 1]
< 2|
olacagmdan ||T| < 2 olarak bulunur. O

Sonug 3.4.10. [70] E, X ayriabilir Banach uzaymman kapale lineer bir altuzaiy
olsun. Bu takdirde E uzay co uzayina izomorfik ise X uzayndan E uzayina bir

P izdiisiim operatori vardar.

Ispat. T : E — ¢o bir izomorfizma olsun. Sobczyk teoreminden (Teorem 3.4.9),
T operatoriiniin
Tle =T ve |T|| <2|T|

olacak sgekilde bir T:X — o geniglemesi vardir. Buradan
P=T"'T

operatoriiniin X uzayindan F uzayima bir izdiisim ve [|P| < 2 oldugu kolayca

goriiliir. 0

Onerme 3.4.11. [83] (z,) dizisi X uzayinda bir co-dizisi olsun. (x,) dizisinin

tamamlayict dizi olmast i¢in gerek ve yeter
zr (L) = 6(n,m)
sartine saglayan bir (z2) C X* zayf* sufir dizisinin bulunmasidor.

Tamamlayici ¢y dizilerini bulmak ic¢in kullanilacak temel kriter asagidaki

teorem olacaktir.

Teorem 3.4.12. [85] > | x,,, X Banach uzaymda zayif sartsiz yakinsak bir seri
olsun. (x,) dizisinin tamamlayict bir co-alt dizisine (temel diziye) sahip olmasu
i¢in gerek ve yeter sart

Tn(n) 72 0

sartine saglayan bir (z3) C X* zayf* sufir dizisinin bulunmasidor.
Ispat. S°°° | x,, X Banach uzaynda zayif sartsiz yakinsak bir seri ve (%) C X*
24 () 0
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olacak sekilde bir zayif* sifir dizi olsun. n € N i¢in
|25 (2n)| > 0

olacak gekilde 6 > 0 mevcut oldugunu kabul edelim. Buradan T operatoriinii,
Onerme 3.4.7'deki gibi (xF) ile iligkili sinirli-lineer bir operator olarak alalim. Bu

durumda 7" operatorii her z € X i¢in

T:X —c¢, T(x)=(z)(x))

n

seklinde tanimlanabilir.

Simdi, >°° @, ve Y7 T'(x,,) serilerinin Teorem 3.4.5’in sartlarin sagladi-
g1 gosterecegiz. 1k olarak, (x,,) dizisini géz 6niine alalim. Teoremin ifadesinden,
> | @y, serisinin zayif sartsiz Cauchy oldugu goriiliir. Diger taraftan, 7' opera-
tortiniin simrhihgindan, ||Tz|| < C.||z|| olacak gekilde bir C' > 0 sayis1 vardir.
Kabulden,

0<6<||Tx,| <Oz

oldugundan her n € N igin

0< 2 =6 <ol

olarak elde edilir. Bu ise (z,) dizisinin yar1 normalize edilmig olmasi1 demektir.
Simdi de, T'(x,) dizisini goz ontine alirsak, |z (z,)| = |T(x,)| > § oldugundan
T(x,) dizisi yar1 normalize edilmig olur. Buradan Y~  x, zayif sartsiz Cauchy

seri oldugundan her y* € ¢f; = [; i¢in

Sy (e = SOIT ()]
= 3 Ja (@)
< o

olarak elde edilir. Boylece (z,,) ve T'(x,,) dizilerinin her ikisinin de ¢o-dizisi oldu-
gunu kabul edebiliriz. T'(x,) = (y,) olarak alalim. F', (z,) dizisinin kapali-lineer

gereni ve G de, (y,,) dizisinin kapali-lineer gereni ise
T|F P — G, T(xn) = (yn)

seklinde tamiml operator bir izomorfizma olur. Sonug 3.4.10’dan, (y,,) dizilerinin
kapali lineer spani olan G uzay1 ¢y uzayinda tamamlayici olur. P : ¢¢ — G bir

izdiisim olsun. Bu durumda
(T|p) toPoT: X - F
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seklinde taniml operator bir izdigiimdiir. Sonug olarak (x,) dizisi, X Banach
uzayinda ¢y uzaymin birim vektor bazina denk olan tamamlayici bir dizi olur.

Boylece ispat tamamlanir. O

3.5 L,(u, X) Uzay: Uzerinde ¢y Uzaymin Tamamlayic1 Kopyasi

Bu kisimda, ilk olarak Rademacher fonksiyonlar: ve limitlenmis kiime kav-
ramlar1 tanimlanip ana teoremin ispatinda kullanilacak olan 6nemli bir lemma

verilecektir.

Tamm 3.5.1. [83] Her ¢ € [0, 1] ve her n € N igin
ra(t) = sgn (sin(2"7t))

ile tamiml fonksiyonlara Rademacher fonksiyonlar1 denir. Bu fonksiyonlar [0, 1]
arahginda Lebesgue dlgiilebilirdir ve A{r, = 1} = A{r, = —1} = 3 olarak hesap-

lanir.

Tamm 3.5.2. [45] M, X Banach uzaymin smirh bir alt kiimesi olsun. Her bir
() C X* zayif” sifir dizisi i¢in

lim sup |z ()| =0
nozeM

oluyorsa M kiimesine limitlenmis bir kiime denir.

Teorem 3.4.12'nin farkli bir versiyonu olan agagidaki lemmay1 ispatsiz vere-

lim.

Lemma 3.5.3. [/5] X Banach uzay ¢y uzayiman birim vektor bazina denk olan
limitlenmemis bir (x,,) dizisini icerirse X uzayi ¢y uzayiman bir tamamlayict kop-

Yasiny icerir.

Teorem 3.5.4. [45] (0,3, ) tamamen atomik olmayan bir dlgim uzayr olsun.
X Banach uzayi co uzaywmn bir kopyasine iceriyorsa Ly(p, X) (1 < p < 00) uzays

co wzayrman bir tamamlayicr kopyasing i¢erir.

Ispat. ¢y uzaymm birim vektér bazina denk ve L,(u, X) uzaymda limitlenmeyen
fonksiyonlarin bir dizisini inga edecegiz ve bdylece Lemma 3.5.31in ifadesiyle ispat
tamamlanacaktir.

z} (x,) = d(m,n) olmak iizere, (z,) dizisi X uzayinda ¢y uzaymin birim

*

*) dizisi X* uzayinda simirli olsun. Lebesgue olgiimiine sahip

bazina denk ve (z
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[0, 1] araligimin diigiiniilmesi yeterlidir. Buradan (r,) Rademacher fonksiyonlari

yardimiyla L, (p, X) uzaymdaki bir (f,,) dizisini

fn =TpTn

ve (L,(p, X))* uzaymdaki bir (f) dizisini
fu=ratn

olarak tanimlayalim.

(fn) dizisinin ¢y uzaymin birim bazina denk bir dizi oldugunu gosterecegiz.
(), ¢o uzaymin birim bazinin bir kopyasi oldugundan reel sayilarmm her (a(7))
sonlu dizisi i¢in

s

Z a(i)z;

i=1

hq max |a(i)] <

<
1<i<s ha max |a(d)

1<e<s

X
esitsizligini saglayan hq, he € RT vardir. Her ¢ € N igin [0, 1] tizerinde |r;(t)| = 1
oldugundan

S

> ali)rit)z;

i=1

<
h1 max |a(i)] <

< he max |a(7)|, t€[0,1]

1<i<s

X

olsun. Bu durumda

hy max |a(7)

< hy max |a(7)|
1<i<s

1<i<s

LP (MvX)
olur. Bu ise (f,,) dizisinin ¢y uzaymin birim bazina denk olmasi demektir. Buradan

her n € N igin
= [ o =1
0,1

oldugu goriiliir. Boylece geriye sadece f — 0 zayif* yakinsak oldugunu gostermek

kalir. h € L,(p, X) alimirsa her n € N i¢in

il = | [ (o)t

g

IN

olur. (z}) smurh ve

lim
n

/M h(t)'r’n(t)du" 0

lim f(h)
olarak elde edilir. Burada h keyfi oldugundan f;; — 0 zayif* yakinsak olur. Bu da

oldugundan

ispat1 tamamlar. O
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3.6 C(K,X) Uzayr Uzerinde ¢, Uzaymmin Tamamlayic1 Kopyasi

Bu kisimda C(K, X) uzaymin co'in tamamlayici kopyasimi daima icerdigi

gosterilecektir. Ik olarak, ispatta kullamlacak olan agagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.6.1. [20, Urysohn Teoremi/ X bir normal uzay ve A, B kiimeleri X
uzayvnan ayrik kapal alt kimeleri olsun. Her x € A i¢in f(x) =0 ve her x € B

icin f(x) =1 olacak sekilde f: X — [0, 1] sirekli bir doniisim vardar.

Teorem 3.6.2. [43] K sonsuz boyutlu kompakt bir Hausdorff uzay: ve X sonsuz
boyutlu bir Banach uzay: olsun. Bu durumda C (K, X) uzay co uzayina izomorfik

tamamlayice bir altuzay igerir.

Ispat. X sonsuz boyutlu oldugundan her n igin ||z%|| = 1 olmak {izere, X* uza-

yinda sifira zayif* yakinsak bir (z7) dizisi vardir, yani her z € X igin
xr(zr) — 0

dir. Diger taraftan, K sonsuz boyutlu oldugundan K uzaymin ikiser-ikiser ayrik

bog olmayan agiklarinmn bir (G,,) dizisi vardir. (z,,) C X, n € N igin
2 (@) = 1 ve o]l < 2

olacak gekilde bir dizi olsun. Her bir n i¢in ¢, € G, dizisini segelim. Buradan
T:C(K,X) — ls operatoriini

olacak gekilde tanimlayalim. 7" operatoriiniin sinirli-lineer oldugu agiktir. Ayrica
feCK)verxe Xise T(f(.)x) = (f(t,)z}(x)); fakat her bir n i¢in

|f (), ()] < LIl ()]

olacagindan
lim £ (1), () = 0
olur. Buradan

{f)z: feCK),xe X}

kiimesinin lineer gereni C'(K, X) uzayinda yogun oldugundan 7' operatorii ¢

degerli olur. Urysohn teoreminden (Teorem 3.6.1), her bir n € N igin

fo(tn) =1, fu(K\ Gr) = {0} ve || fu]] =1
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olacak gekilde f,, € C(K) vardir. o, dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesi ise

> haQaa|| = sup | falt)an
neo tekK neo
= sup | fult)zn|
tGUnEJGn
< 2

olur. Boylece Lemma 3.3.24’den, 7 | f,.(.)z,, C(K, X) uzayinda bir zayif sartsiz
Cauchy seridir. Fakat, her n € N igin

T(f()wn) = en

oldugundan > >°  T'(f(.)zn), ¢o uzaymmda sartsiz yakinsak olmayan bir seridir.
Bessaga-Pelczynski teoreminden (Teorem 3.4.6), T'|y : H — T(H) orten bir izo-
morfizma olacak gekilde ¢y uzayma izomorfik, C'(K, X) uzaymin bir H altuzay:
vardir. Sobczyk Teoreminden (Teorem 3.4.9), T'(H) altuzayi ¢y uzaymda tamam-
layici olur. Buradan

P ey — T(H)
siirekli bir izdiigiim operatorii ise

P:(T|H)_1OP10T

C(K,X) uzayindan H {izerine siirekli ve lineer bir izdiigiimdiir. Bu ise C'(K, X)
uzayinin ¢y uzayina izomorfik tamamlayici bir altuzay: icerdigini gosterir.
O
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4 ¢s UZAYINI ICEREN BANACH UZAYLARI

Bu boliimde, bir Banach uzayimin yakinsak serilerin uzayi c¢s’nin kopyasini
igermesinin gerek ve yeter sart1 verilecektir. Bunu vermeden 6nce bu boliimiin

girig kisminda baz hazirliklar yapilacaktir.

4.1 Giris

Yakinsak seri tegkil eden dizilerin kiimesini

cs = {:c = )Ew: Zx yakmsak}

=1

ile tanimladigimizi hatirlatalim.

Teorem 4.1.1. cs kiimesi dizilerde toplama ve skalerle ¢arpma islemleriyle bir

vektor uzayr olusturup,

D alk

k=n

|z]|es = sup
n

normu tle bir Banach uzay teskil eder.

Ispat. cs'nin vektor uzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. = (x(n)) € ¢s igin

> (k)

n

i, > (k)

k=1 k=1
< 1

< Jim|) ()

k=1
< sup|) (k)

"o k=1
ve n > 2 olmak iizere, herhangi bir n € N icin

e’} e’} n—1
Zx(k: < Zx + Zx(k:

k=n k=1 k=1

oldugundan ||z||.s = sup,, |>_,.,, x(k)| < oo, yani simirh olur. ||.||.s'nin ¢s uzaymda

bir norm tegkil ettigini gosterelim.

(i) [|lz]les = 0 ise her n € N icin > p  x(k) = 0 olur. Oyle ise her n € N i¢in

=> ak)— > x(k)=0-0=0

olacagindan = = 0 olarak bulunur.
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(ii) o € K olmak {izere

|az|es = sup
n

Z ax(k)
> (k)
k=n

= |afsup
n

= |a|l|z]|es
olur.

(iii) y = (y(n)) € cs olmak tizere

oo

lz+ylles = sup |>_(x(k) +y(k))
k=n

< sup |y a(k)

n

+ sup

[e’e)
k=

> y(k)

n

= [|zlles + |¥lles

olarak elde edilir. Boylece (cs,||.||cs) bir normlu uzay olur. Simdi ise (cs, ||.||¢s)
uzayimin tam oldugunu gosterelim.

(x,) C cs bir Cauchy dizisi olsun. Yani her ¢ > 0 ve her n,m > n. igin
|z, — zm|| < e olacak gekilde en az bir n. € N vardir. (z,) dizisinin k-nct

bilesenini (x,(k)) ile gosterelim. Buradan her € > 0 ve her n,m > n. i¢in

2 (8) =20 = |3 (D) = 2n@) = 3 (@al0) = an(0)
< 3@l = @) +| 3 (@) —:cm<z’>>|

< 2|z — T < 2¢

esitsizligini saglayan en az bir n. € N vardir. Bdylece herhangi bir £ € N icin
(z,(k)) € K skalerlerin dizisi bir Cauchy dizisi olur. K tam oldugundan her
k € N i¢in z,(k) — x(k) olur. Buradan her n,m > n. i¢in

[e.9]

> (@alk) =z (k)

k=i

sup <e

7

oldugundan her n, m > n. ve herhangi bir ¢ € N i¢gin

[e.9]

> (@alk) =z (k)

k=i

<e
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olarak elde edilir. Oyle ise n — oo iken limite gecilirse her € > 0, her m > n. ve

her 7 € N i¢in

[e.9]

> (k) = (k)

k=i

<e

olacak gekilde en az bir n. € N vardir. Bu durumda x,, — x olur. Diger taraftan,

! k=i

sup Zx

k=i

lz(®)] = sup > a(k)
(F)

IA

— @y (k)| + sup

oldugundan = € c¢s ve boylece (cs, ||.||es) uzayr tam normlu bir uzay olur.

Teorem 4.1.2.

-1 , k=n-1
bn(k) = 1, k=n (n,k=1,2,...)
0 , digerler:

olmak tizere, {b,} C cs kiimesi cs uzayr i¢in bir Schauder bazidur.

O

Ispat. (b%), (b,) dizisinin biortogonal fonksiyonelleri olmak iizere, (b,) dizisinin

¢s uzaymin bir bazi oldugunu gormek i¢in her bir x = (z(n)) € ¢s igin

T = i br (z)by,
n=1

oldugunu ispatlamamiz gerekiyor. (b)) fonksiyonellerini hesaplarsak

b;: <i6k>, (k?EN)

k=n

olarak elde edilir. Buradan herhangi bir N € N verildiginde

=Y bi@ba| = || Y bh(x)b,

cs n=N+1

= [ ) > (k)

n=N+1 k=n

= v (BN + 1)+ ) + by (@(N+2)+ ... ) + ...
= |—(@N+D)+a(N+2)+...),z(N+1),...|

= sup|0,z(N+1)+...,2(N+2)+...,...]
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olarak hesaplanir. Boylece n > 2 i¢in

>, 2, )

k=ni=N+k—1

sup =0 (N — o0)

olacagindan (b,,) dizisi c¢s uzay1 i¢in bir bazdir. O

Ayrica hatirlatalim ki; her bir n € N igin ||b,||cs = 1 oldugundan (b,) dizisi
cs uzaymin standart bir bazidir. Asagidaki teoremi vermeden once cs* ile [; ve

cs** ile Iy, uzaylarinin izomorfik oldugunu not edelim.

Teorem 4.1.3. ) b,, cs uzaynda zapf sartsiz Cauchy seridir; fakat sartsiz

yakinsak bir seri degildir.

Ispat. >, by, serisinin genel teriminin limiti sifira gitmediginden, yakinsak degildir

ve bdylece sartsiz yakinsak olamaz. Diger taraftan, her z* € ¢s* igin

Sl bl = Yl (en — en )]
< Ylat(en)l+ Yl (en)]

ve ) e, serisi ¢y uzaymda zayif sartsiz Cauchy seri oldugundan yukaridaki top-

lam sonlu olur. Bu yiizden ) b, zayif sartsiz Cauchy seridir. 0

4.2 c¢s Uzayinin Kopyasinin Karakterizasyonu

Bu kisimda ilk olarak cs uzayidaki sinirli-lineer operatér ve kompakt opera-
torlerin karakterizasyonu, sirasiyla zayif sartsiz Cauchy ve gsartsiz yakinsak seriler
yardimiyla yapilacaktir. Daha sonra, cs'nin sonsuz boyutlu bir altuzaymin cs
uzayina izomorfik ve c¢s uzayinda tamamlayic1 oldugu gosterilecek ve son olarak,

bolimin ana teoremi verilecektir.

Teorem 4.2.1. (z,), X Banach uzayinda bir dizi olsun. Hern € N i¢in Tb,, = z,,
olmak izere, T : cs — X swmrli-lineer bir operator olmast i¢in gerek ve yeter sart

>, Tn serisinin zayf sartsiz Cauchy olmasidar.

Ispat. Her n € Nicin Tb,, = x,, olmak iizere, T : c¢s — X simurli-lineer bir operator

olsun. Her bir z* € X* igin

Sl = 3 [ (Th)]
= STt (b))
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esitligi elde edilir. Adjoint operatoriiniin 6zelliginden, T*x* € c¢s* ve (b,,) dizisi cs
uzayinda bir zayif sartsiz Cauchy seri tegkil ettiginden yukaridaki toplam sonlu-
dur. Buise ), serisinin zayif sartsiz Cauchy olmasi demektir.

Tersine, ), serisi zayif sartsiz Cauchy olsun. Buradan

T :copp— X, TazZ(Za(i)) T,

k=1 i=k

doniigiimiinti tammlayalim. Buradan her & € Nicin >, (30, (i) zp € X

olacagindan T doniigiimii iyi tanmimhdir. Simdi

S = {Z <Z a(i)) € X 1 a=ali) € o, ||ofle < 1}

k=1 i=k

kiimesini tanimlayalim. Her 2* € X* icin

. (Z (§;<>) ) ‘ _ (§;<>> P+t (

gt

04(%')) " ()

< (Za@)) )|+ (Z a<z‘>> o (z0)
= 1Zhen <Za(z)> Z|x*<xk)|

olur. Buradan ), serisi zayif sartsiz Cauchy serisi oldugundan

(B ()50

esgitsizligini saglayan M > 0 sayis1 vardir. Bu esitsizlikten, S kiimesi zayif sinirh

< M. max
1<k<n

ve bdylece norm smirh olur. ¢s AD-uzay 6zelligine sahip oldugundan 7" operatorii
T:cs > X

sinirli-lineer operatoriine genisletilebilir. Diger taraftan, her bir 7 € N icin

k=1 i=k

olur. O

Teorem 4.2.2. X bir Banach uzay ve )y, x, zayif sartsiz Cauchy seri olsun.
Bu takdirde ), x, serisinin sartsiz yakinsak olmasy i¢in gerek ve yeter sart her

n € N i¢in Tbh, = x,, olmak tizere, T : cs — X operatorinin kompakt olmasidar.
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Ispat. >, Tn sartsiz yakinsak bir seri ve Sy, by, bazi ile iligkili kismi toplam izdii-

siimii olsun. T" operatoriiniin kompakt olmasi i¢in
lim |7 —T5S,| =0 (7)
n—oo

oldugunu gostermemiz yeterlidir. ¢ > 0 verildiginde, sartsiz yakinsak serilerin
ozelliginden (Teorem 3.3.20), K; {n+1,n+2,...} kiimesinin sonlu bir altkiimesi

olmak tlizere

olacak gekilde n = n. sayisim bulabiliriz. Simdi, 2* € By« i¢in Re z*(xy) kismin

gbz oniine alalim. n > m > n. olacak sekilde secelim ve ayni1 zamanda
Kt ={m<k<n:z*(x) >0}

ve
K- ={m<k<n:z"(xy) <0}

kiimelerini olugturalim. Buradan ||z*|| < 1 igin

+

keK
< sup $*<Z$k>+ sup $*<Z$k>|
T*EBx* z*EB x* _
keK+ keK
= || 2o | [ 2
keK+ keK—
< € n €
— — =
- 2 2

esitsizligi elde edilir. Buradan a = (a(n)) € B, ise her * € X* ve n > m i¢in

2" (Too — TS ()| = |a* (zn: (f:my) TR — Y (i a(i)) xk)

k=1 \i=k k=1 \i=k

- (2, (Ze0)=)
(ga@) S et

k=m+1
olur. c¢s AD-uzay Ozelligine sahip oldugundan 7T : ¢s — X genigletilebilir ve

< max
m+1<i<n

< ¢

boylece

T —TS,|| = sup |=°(T—T8S,)a)

T*EBx*
3

IN
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olarak elde edilir. Béylece (7)’deki ifade saglanir.

T operatoriin kompakt oldugunu kabul edelim. Buradan
T es™ - X C X™

operatoriinii goz oniine alalim. T™* operatoriiniin B¢+ kiimesine kisitlanigi zayif*-
norm siireklidir. Bu yilizden her 7 permiitasyonu icin »_~ | br(,) serisi c¢s™ uza-
ymnda zayif* yakinsak oldugundan her 7 permiitasyonu i¢in » | @, serisi X
uzayinda yakinsak olur. Bu ise Y > | z, serisinin X uzaymda sartsiz yakinsak

olmas1 demektir. O

Teorem 4.2.3. (z;), cs uzayinda normalize edilmis bir blok temel dizi olsun. Bu
takdirde (zy) dizisi (by) baz ile izomorfiktir ve [zx], cs uzayinin tamamlayics bir

altuzayidar.

Ispat. (z;) blok dizisini

Tk

= > a(jb, keN

J=ri—1+1
seklinde tanimlayalim. Ayrica 0 = rg < 7 < ry < ... pozitif tam sayilar ve
(a(j)) (j € N) skalerler olmak iizere, ||z;||cs = sup,, ,yi1<j<r, |@(j)| = 1 olsun.

Ik olarak (z;) ile (by) dizilerinin izomorfik oldugunu gosterelim. Herhangi bir
c(1),¢(2),...,¢(m) (m € N) skalerleri igin

Z c(k)zy,

k=1

up [e(k)|  sup o))

S
1<k<m rg—1+1<j<rg

esitsizligi saglanir. Boylece (z;) ile (bg) dizileri izomorfik olur. Simdi [z;] nin cs
uzaymda tamamlayic1 oldugunu gostermek igin P : ¢s — [z;] operatoriini inga
edelim ve smirli-lineer bir izdisiim operatorii oldugunu gosterelim. (bg) dizisine

biortogonal olan fonksiyonelleri,

olarak elde etmigtik, yani

1 =k



olur. Simdi,

Tk Tk
doolell=1 ve > cliai) =1
j:'f‘k71+1 j:'f‘k,1+1

olacak gekilde (¢(7)) (rk—1 + 1 < j <) skalerlerini segelim. Buradan

Tk

G= > i)

J=rk-1+1

olarak alirsak

Izilless = || D c)b]

ve

T e
) = ) ) dia(i)bi(by)
i=rm-1+1 j=ry_1+1
1, m=k
N { 0, m#k
ifadelerini elde ederiz. Bu yiizden (z;) ile (zi) dizileri biortogonal olur. Béylece P

izdiisim operatoriinii,

P(a) =) zi(a)z,

seklinde tamimlayabiliriz. P operatoriiniin lineerligi aciktir. Diger taraftan her bir

a = (a(n)) € cy igin

oo oo
1P(@)les = |ID zi(@)ze]| < Y zi@)by
k=1 k=1
Tk
= s (@) = swp | D ebi(a)
1<k<n 1<k<n|._
J=rr—1+1
Tk (o]
= sup | Y e(f))ali)
1<k<n|,._ _—
J=rK-1+1 i=j
Tk Tk ()
< s Y ) sw | S S al)
1<k<n . 1<k<n|._ .
J=rp—1+1 J=re—1+l i=j
= [lorfles
olacagindan P operatorii sinirhi olur ve bdylece ispat tamamlanir. O
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Teorem 4.2.4. Y, cs uzaywnin herhangi sonsuz boyutlu kapaly bir altuzayr olsun.
Bu durumda cs uzayina izomorfik ve cs uzayinda tamamlayicr olan Y ‘nin kapals

bir Z altuzayr vardar.

Ispat. Y uzay1 sonsuz boyutlu oldugundan her n € N icin ||y, || = 1 olmak iizere

1<k <nigin

b (yn) = 0

olacak sekilde (y,) C Y dizisi vardir. Eger bu ifade saglanmazsa, baz1 k < n
indisleri i¢in b} (y,) # 0 olur. Buradan

Sy:es—Y, Sy <i Oz(n)bn> = Za(n)bn

n=1 n=1

kismi toplam izdiisiimiinii tanimlayalim. Bu operator lineer ve stireklidir. Buradan

y # 0 olacak gekilde y € Y dizisini alirsak bazi k < n indisleri i¢in

b (yn) 7 0

oldugundan en az bir M € N igin Sy(y) # 0 olur. Bu yilizden Sy, operatorii
1 — 1 ve boylece agik doniisiim teoreminden izomorfizma olur. Fakat, Y uzayi
sonsuz boyutlu oldugundan bu imkansizdir. Bessaga-Pelczynski se¢gme prensibin-
den, (b,) bazinin (zx) blok temel dizisine izomorfik olan (y,,) C (y,) altdizisi
vardir. Teorem 4.2.3'den, (z) ile (b,) izomorfik ve [z;], cs uzayinda tamamlayici
oldugundan Kiigitk Karmagiklik Prensibi goz 6niine alinirsa, (y,, ) bir temel dizi,

(Yn, ) ile (b,) izomorfik ve Z = [y, ], ¢s uzaymm tamamlayic1 altuzay: olur. O

Teorem 4.2.5. T : cs — X svmrh-lineer bir operator ise asagidaki sartlar denk-

tir:

(i) T kompakttar,

(i) T zayrf kompakttar,
(i1i) T kesin singilerdir.

Ispat. (i) = (i1). Agik bir sekilde goriiliir.
(74) = (i4i). T'nin kesin singiiler bir operator olmadigini kabul edelim. Bu

durumda cs uzayinin

T:Y =-T(Y)
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orten bir izomorfizma olacak sekilde sonsuz boyutlu kapali bir Y altuzay: vardir.

Buradan T zayif kompakt ve T—! sinirh oldugundan
TT'=1

birim operatorii zayif kompakt olur. By zayif kompakt ve boylece Y uzayr yan-
simali (refleksif) olur. Fakat Y, c¢s nin kapal bir altuzayi ve ¢s yansimal uzay
olmadigindan, Teorem 4.2.4 kullanilirsa bu bir ¢eligkidir.

(¢4) = (i). T kompakt olmasin. Teorem 4.2.2°den, ) Tb, serisi sartsiz

yakinsak olmaz ve boylece Teorem 3.3.20’den, her n € N icin

Z Tby,

keFy,

> €

olacak gekilde € > 0 ve tam sayilarin ayrik sonlu altkiimelerinin bir F,, dizisi var-
dir. z, = Y, cp Thy olarak alahm ve (z,,) ile (b,) dizilerinin izomorfik oldugunu
gbsterelim. ), . by, cs uzaymnda sifira zayif yakinsak oldugundan (x,,) dizisi de

X uzayinda sifira zayif yakinsak olur. Boylece
|zn| > € ve z, = 0

zaylif yakinsak oldugundan Bessaga-Pelczynski se¢gme prensibinin gartlar: saglanir.
(x,,) dizisinin K baz sabitine sahip bir temel dizi oldugunu farzedelim. Buradan

a = (a(n)) € cy igin

Z a(n)x,

Z a(n) Z Tby,

kEF,
< IThswla) 3 3 b
neN n=1keF, |l
= Tl |3 et
n=1
ve diger taraftan,
ia(n)bn < 2K i a(n)z,
n=1 n=1

esitsizlikleri elde edilir. Bu yiizden (z,) dizisi ¢s uzaymin (b,) bazina denk ve
boylece (Z reF, bk) ile denk olur. Yani T operatorii kesin singiiler olamaz. Bu ise

ispat1 tamamlar. O

Simdi, yukarida elde ettigimiz sonuclardan faydalanarak bu boliimiin ana

teoremini verecegiz.
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Teorem 4.2.6. X Banach uzayndaki her zaypf sartsiz Cauchy serinin sartsiz

yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart X in cs uzayinin kopyasint icermemesidir.

Ispat. X uzay1 cs uzayinin kopyasini icermesin ve >, Tn, X uzaynda zayif sartsiz

Cauchy seri olsun. Teorem 4.2.1’den, her n € N i¢in Tb,, = z,, olmak {izere,
T:cs > X

sinirli-lineer bir operator vardir. Diger taraftan, X’in c¢s uzayinin kopyasini iger-
memesi demek, X uzaymin cs uzayina izomorfik hi¢ bir altuzaymin olmamasi
demektir. Teorem 4.2.4 gbz Oniine alinirsa, cs uzaymin her sonsuz boyutlu al-
tuzayl cs'nin bir kopyasini igerdiginden, 7" kesin singiiler bir operator olmalidir.
Buradan Teorem 4.2.5’1 kullanirsak, 7" operatorii kompakt olur ve boylece Teorem
4.2.2’den, ) x, sartsiz yakinsak bir seri olur.

>, by serisi cs uzaymda zayif sartsiz Cauchy; fakat sartsiz yakinsak olma-

digindan teoremin tersi kolayca elde edilir. 0
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5 ¢y UZAYININ KOPYASINI ICEREN NORMLU UZAYLARIN TAM-
LIGI ve BARELLEDLIGI

Bu boliimde, bir X normlu uzayindaki bir dizi ve /., ¢y uzaylarinin Cesaro
etki alanlar1 kullanilarak baz yeni dizi uzaylar1 tanimlanacaktir. Daha sonra, bu
dizi uzaylar1 ve X uzayimdaki zayif ve zayif* sartsiz Cauchy serileri yardimiyla,
X uzaymin tamhigi ve barelledligi karakterize edilecektir.

5.1 Giris

Bir a = (a(k)) dizisinin Cesaro doniisiimii her n € N i¢in

k=1

seklinde tamimlanan 7, = (7,(n)) dizisi olsun. Cesaro dizi uzaylan ile ilgili baz
galigmalar [90, 91, 92, 93, 94, 95| numarali ¢galigmalarda yer almaktadir. x = (xy),

X normlu uzaymdaki ve z* = () ise X* uzaymdaki bir dizi olmak iizere,

SC(z) = {a = (a(k)) € (low)c : Y _ 7a(k)ar, X uzaymda yakimsak } ,

SCy(z) = {a = (a(k)) € (le)c : ZTa(k‘)ZL‘k, X uzaymda zayif yakmsak} :
k

ve
SCyp(z*) = {a = (a(k)) € (lx)c : ZTa(k):pz, X" uzayinda zayif* yaklnsak}
k

kiimelerini tanimlayalim. SC(x), SCy(z) ve SCy«(x*) kiimeleri, vektor uzay is-

lemleri ile lineer uzaylardir. Ayrica,
lallse = l[Callo

normu ile normlu uzay olurlar.Buradan X Banach uzay1 ¢y uzaymin kopyasini

icermezse,
(i) >,z zayf sartsiz Cauchy serisidir.
(ii) >, =k sartsiz yakinsak seridir.

(iii) SC(z) = SCy(z) = (o) c-

sartlar1 denk olur. Aksi belirtilmedikce X Banach uzayinin ¢y uzayiin kopyasini

icerdigi kabul edilecektir.
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5.2 SC(z) Uzayr Yardimiyla Tamlik

Bu kisimda, ), @, zayif sartsiz Cauchy seri olmak tizere, SC(z) uzay1 yar-

dimiyla X normlu uzayimin tamhg: karakterize edilecektir.

Teorem 5.2.1. X Banach uzayinda ), xy, serisinin zayf sartsiz Cauchy olmast

icin gerek ve yeter sart SC(x) uzayiman tam olmasidar.

Ispat. > Tk, X uzaymda zayif sartsiz Cauchy seri olsun ve S kiimesini

S:{zn:a(k:)xk: \a(k;)|gl,k:1,2,...,n;n€N} (8)

k=1

seklinde tamimlayalim. Lemma 3.3.24’den, S kiimesi sinirli olur. Her s € S i¢in
|Is|| < K (K > 0) oldugunu kabul edelim.

(am), SC(x) uzaymdaki bir Cauchy dizisi olsun. SC(z) C ({so)c Ve ({oo)c
Banach uzay1 oldugundan a,, — ag (m — o) olacak sekilde a = (ag(k)) € ({o)c

vardir. Bu yiizden € > 0, her m > mg ve k € N i¢in

T (k) = Ta (R)] < 5=

olacak sekilde my € N mevcuttur. 2£|7, (k) — 74, (k)| < 1 oldugundan

n

— (Tap, (k) — Tap(k))zr € S

ve boylece m > my icin

(Far (k) = 7op () 1| <

k=1

esitsizligini elde ederiz. Her bir m € N igin (a,,) dizisi SC(x) uzaymda oldugundan

n > ng igin

olacak gekilde bir (y,,) C X dizisi vardir. Her p > ¢ > mg ve n € N i¢in

lgo = yall < || D 7, (B)zr — | +
k=1

n

+ D (7o (k) = 7 (K)) i

k=1

Z Taq (k)xk - yq
k=1

£
< -+

5_'__
3737T37°¢

c
3
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olacagindan (y,,), X uzaymda bir Cauchy dizisi olur. Béylece ¢ > 0 ve her bir
m > my 1¢in

19
||ym - yOH < g

ifadesini saglayan yo € X vardir. my = max{mg, m;} olarak alirsak n > ng ve
m > msy 1¢in

n

Y (Tag (k) = T (k)

k=1

+ ZTam<k)xk —Ym
k=1

IN

Z Tao (k)xk — Yo
k=1

+ [|Ym — yol|

< §+£+§—5
3 3 3

olarak elde edilir. Yani (ag) € SC(x) ve bu yiizden SC(x) uzay1 tam olur.

Simdi, SC(z) uzaymin tam; fakat ), x; serisinin zayif sartsiz Cauchy ol-
madigin kabul edelim. Bu durumda ¢ uzayinda »_,_, ag(k)zy serisinin yakin-
sak olmadig1 ay = (ag(k)) dizisi vardir. Buradan 7, (k) = ao(k) olacak sekilde
bo = (bo(k)) € (co)c dizisi bulunabileceginden

Z Tbo(k’)l‘k
k=1

serisi de yakinsak degildir. by = (by(k)) ¢ SC(z) ve boylece (co)c € SC(z) olur.
Diger taraftan, [94, Teorem 2.4]’den, (cy)c bir AD-uzay1 oldugundan

lim (k) = bo(k)

m—0o0

olacak gekilde cqo uzayinda bir y = (y,,(k)) Cauchy dizisi vardir (ayn1 zamanda
SC(z) uzaymdadir). Bu yiizden SC(x) uzay1 tam degildir. Bu ise bir geligkidir

ve bdylece ispat tamamlanir. O

Teorem 5.2.2. X normlu uzayimn tam olmast i¢in gerek ve yeter sart X uza-

yindaki her ), xy, zayif sartsiz Cauchy seri i¢in SC(x) uzaywmin tam olmasidur.

Ispat. Gerek sart Teorem 5.2.1’den elde edilir. Biz yeter sart1 elde edelim.
X uzaymin tam olmadigimi kabul edelim. Bu durumda X uzayinda mutlak

yakinsak; fakat yakinsak olmayan bir ), xj, serisi vardir. Her k£ € N icin

1
< RS
Jaall < 7

olsun. Buradan y = (y) dizisini

kx, , k tek ise,
Yk = i
—kxy, , Kk cift ise
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olacak gekilde tanimlayalim ve

% , k=1Iise,
b(k) = 2, k#1vek tek ise,
=2l ke Gift ise

ile tamimlanan b = (b(k)) € (co)¢ dizisini géz Oniine alalim. ), y, zayif sartsiz
Cauchy seri olur; fakat ), 7,(k)yy serisi yakinsak degildir. Bu da, (co)c € SC(y)
olmasi demektir. Boylece SC(y) uzay1 tam degildir. O

5.3 SCy(r) Uzayr Yardimiyla Tamhk

Bu kisimda, ), ) zayif sartsiz Cauchy seri olmak tizere, SCy(z) uzay:

yardimiyla X normlu uzaymnin tamhg: karakterize edilecektir.

Lemma 5.3.1. X Banach uzayinda ), xy, serisinin zayif sartsiz Cauchy olmast
icin gerek ve yeter sart (co)c € SCy(x) olmasidur.

Ispat. Y, xy, serisi zayif sartsiz Cauchy olsun. Lemma 3.3.24’den, a = (a(k)) € ¢

olarak alirsak, >, 7,(k)zy serisi yakinsak ve boylece zayif yakinsak olur. Bu
yiizden b = (b(k)) € SCy(x) olarak elde edilir.

Tersine, (co)c € SCy,(x) oldugunu kabul edelim. Her b = (b(k)) € (co)c
dizisi icin ), 7,(k)x serisi zayif yakinsak olur. §imdi, pozitif tam sayilarn artan
bir (ny) dizisi igin

2(n) = { m(n) , n=nyg ise,

0 , n#mnygise
dizisini tanmimlayalim. Buradan ) | z(i)z; = Y, _, 7(ix)x;, serisi zayif yakinsak
ve bu yiizden >}, 7,(k)zy alt serisel zayif yakinsak olur. Orlicz-Pettis teoremin-

den, Y, 7(k)zy sartsiz yakinsak seri olur. Buradan ), 7,(k)xy, serisi yakinsak ve

boylece ), xy, serisi zayif sartsiz Cauchy olarak elde edilir. O

Teorem 5.3.2. X bir Banach uzayi ve ), i, X uzaymda bir seri olsun. SCy(x)
uzayrmn tam olmass i¢in gerek ve yeter sart y_, xy serisinin zayif sartsiz Cauchy

olmasidar.

Ispat. Gerek sart, Lemma 5.3.1’den kolayca elde edilir.
> x Tk, X uzaymda zayif sartsiz Cauchy seri olsun. (8)’de tammladigimiz S
kiimesi sinirhi oldugundan her s € S igin [|s|] < K olarak alalim. (a,,), SCy(z)
uzayindaki bir Cauchy dizisi olsun. ({«)c uzaymda a,, — ag (m — o) olarak
alalim. Buradan € > 0, her m > my ve k € N i¢in
€

|Tam(k) - Tao(k)| < 3—K
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olacak sekilde mg € N vardir. 3K /e|r,,, (k) — T4, (k)| < 1 oldugundan

n

— (Tap, (k) — Tap (k) . € S

ve boylece m > my icin

(Far (k) = 7ap () | <

k=1

olarak elde edilir. Diger taraftan, n > ngy ve her * € X* i¢in

<

Wl M™

Z Ta,, (K)2* (z1) — 2" (Ym)

olacak gekilde (y,,) C X dizisi vardir. Ayrica, Hahn-Banach teoremini kullanirsak
lyp — yoll = |2*(yp — y,)| olacak sekilde 2* € X* bulunabilir. Her p > ¢ > mg ve
n € N i¢in

lvp — yall = |2 (vp — yo)| <€

olacagindan (y,,), X uzayinda bir Cauchy dizisi olur. Béylece £ > 0 ve m > my

icin
€
I — w0l < &
olacak sekilde yo € X vardir. my = max{mg, m;} olarak alirsak, n > ngy ve

m > msy 1¢in

Y Ta(B)a (x) =2 (o) < D (Tag (k) — Ta,, (k) " (x)
k=1

T[> (R () — 27 (y)

k=1
< : + : + c - €
33 3
ifadesi elde edilir. Buradan (ag) € SC,(x) olacagmmdan SC,(x) uzay: tam olur.

O

Lemma 5.3.3. X normlu bir uzay ve Y, vy, X uzayinda sartsiz Cauchy sert
olsun. Bu takdirde SC(x) = SCy(x) olur.

Ispat. SC,(z) C SC(z) kapsamasii géstermemiz yeterlidir. a = (a(k)) € SC,(z)

olarak alirsak her z* € X* i¢in

Z T.(k)z* (xg) = 2" (2)

00
k=1
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olacak gekilde z € X vardir. Diger taraftan, ), z; serisi X uzayinda sartsiz

Cauchy oldugundan
Z T (k)z = 2
k=1

olacak gekilde z** € X** vardir. Boylece, limitin tekliginden z** = x olarak elde
edilir. Yani a = (a(k)) € SC(z) olur.
O

Teorem 5.3.4. X normlu uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart X uzayin-

daki her Y, xp zayf sartsiz Cauchy serisi igin SCy(x) wzayinan tam olmasidor.

Ispat. Teorem 5.2.2'nin ispatindaki gibi, X uzaymin tam olmadigini kabul edelim.

X uzaymda
(co)e € SC(y)

kapsamasin saglayan bir ), y; zayif sartsiz Cauchy seri bulabiliriz. Bu yiizden
SC(y) uzay1 tam degildir. ), yj sartsiz Cauchy seri oldugundan Lemma 5.3.3’i
goz ontine alirsak, SC(y) = SC,(y) olur. Boylece SC,,(y) uzay: tam degildir. [

5.4 SCy«(z*) Uzayr Yardimiyla Barelledlik

Bu kisimda, ), x; serisi X* uzayinda zayif sartsiz Cauchy olmak {izere,

SCp(x*) uzay1 yardimiyla X normlu uzaymm barelledligi karakterize edilecektir.
Teorem 5.4.1. X bir normlu uzay ve ), xj, X* uzayindaki bir seri olmak tzere,
(1) >, xr, X* uzaynda zayf sartsiz Cauchy seridir,
(ii) SCu+(2") = (lo)c
(1it) Her x € X igin Y, |zi(x)] < oo

olsun. Bu durumda (i) = (i) = (iii) saglanwr. Ayrica, X normlu uzaywmn bir

barrelled uzay olmast igin gerek ve yeter sart (iii) = (i) olmasidr.

Ispat. (i) = (ii). b = (b(k)) € (I)c dizisini alahm. Y, x}, X* uzaymda zayif
sartsiz Cauchy seri oldugundan ), 7,(k)zj serisi de X* uzaymda zayif sartsiz
Cauchy olur. S, = >_;_, (k)z; olmak tizere, (S5,) dizisi X* uzaymda smirh ve
X* uzaymndaki zayif* topoloji igin bir Cauchy dizisidir. Béylece ), 7,(k)x}, serisi
zayif* yakinsak olur.

(17) = (ii1). SCyu+(2*) = (ls)c olsun. Her z € X ve b = (b(k)) € (o)
igin Y ,_, m(k)x} serisi yakinsaktir. Buradan 7,(k) = sgn zj(x) olarak alrsak,

Y lzi(x)| < oo olur.
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Simdi, X bir barrelled uzay olsun. (iii) = (i) oldugunu gésterelim. Buradan

S = {Za(k)x};: la(k)| <1, k=1,2,...,n; neN}

kiimesini tanimlayalim. S’ kiimesi noktasal sinirli ve boylece X* uzayimnin norm
topolojisi i¢in simirh olur. Bu ylizden ), z serisi X* uzaymda zayif sartsiz Ca-
uchy olarak elde edilir.

(7i1) = (i) saglansin; fakat X barrelled uzay olmasm. Bu durumda sinirh
olmayan bir zayif* simurh A C X* kiimesi vardir. Buradan & € N igin (z}) C A
dizisini

lopll > 2%
olarak alalim. Boylece £ € N i¢in y; = Q%x}; olarak alirsak, her x € X igin

yi(x) serisi mutlak yakinsak olur. Diger taraftan, her k£ € N igin
k Yk
lyzll > 2*

oldugundan », Q%y,j serisi yakinsak degildir. Béylece ), y; serisi X* uzaymda
zaylf sartsiz Cauchy olamaz.

O
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