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ONUR SOZU
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Bu calismada, baslangic ve smir kosullari ile verilen lineer olmayan genellestirilmis
Rosenau-KdV ve konuma gore parcalanmis genellestirilmis ikili Rosena-KdV denklemlerinin
yaklagik coziimlerini elde etmek icin sonlu fark yontemleri iizerine temellenen korunumlu
Crank-Nicolson kapali sonlu fark semalar1 verildi.

Bu tez bes bolim halinde planlandi. Birinci boliimde genellestirilmis Rosenau-KdV
denkleminin kendisiyle birlikte literatiirde mevcut olan bazi temel calismalarindan kisaca
bahsedildi. Ayrica, bu boliimde tezde ele alinacak iki problem verildi.

Ikinci boliimde, Taylor seri acilimi yardimiyla elde edilen tiirevlere sonlu fark yaklasim
formiilleri ile birlikte tezde kullanilacak olan notasyonlar sunuldu.

Uciincii boliimde genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminin yaklasik coziimlerini elde
etmek i¢in korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark yontemine dayanan iki niimerik sema
verildi. Sadece bir yontemin von Neumann yontemiyle kararlilik analizi yapildi. Ayrica, bu
boliimde sunulan niimerik semalarin dogrulugunu ve giivenirliligini kontrol etmek i¢in iki test
problem g6z Oniine alind1 ve ayni1 parametreler kullanilarak hesaplanan bazi hata normlari ile
birlikte enerjinin korunumu ve semalarin dogruluk mertebeleri cizelgelerde sunuldu. Bunlarla
birlikte, hesaplanan niimerik sonuclarin problemlerin dogru fiziksel davranislarini ne kadar iyi
temsil ettiklerini gostermek i¢in baz1 grafikler verildi.

Dordiincii boliimde, {igiincii boliimde verilen benzer ¢aligmalar konuma gore parcalanmig
genellestirilmis ikili (coupled) Rosenau-KdV denklemine uygulandi.

Tezin son boliimii olan beginci boliimde ise liciincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen
sonuclar kendi aralarinda kargilastirilarak bir kisa sonugla birlikte ileriki ¢alismalar hakkinda
oneride bulunuldu.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Rosenau-KdV Denklemi, Genellestirilmis Ikili
Rosenau-KdV Denklemi, Korunumlu Crank-Nicolson Sonlu Fark
Yontemi, Rubin-Graves Yaklasimi, von Neumann Kararlilik Analizi
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In this study, conservative Crank-Nicolson implicit finite difference schemes based on
finite difference methods are given to obtain approximate solutions of nonlinear generalized
Rosenau-KdV itself and space split generalized coupled Rosena-KdV equations with initial and
boundary conditions.

This thesis is planned as five chapters. In the first chapter, the generalized Rosenau-KdV
equation itself as well as some of its main studies available in the literature are briefly
mentioned. Also, in this chapter two problems to be taken into consideration throughout the
thesis are introduced.

In the second chapter, finite difference approximation formulas for derivatives obtained with
the help of Taylor series expansion and notations to be used in the thesis are presented.

In the third chapter, two numerical schemes based on the conservative Crank-Nicolson
implicit finite difference method are given to obtain approximate solutions of the generalized
Rosenau-KdV equation. Stability analysis of only one method is also performed by the von
Neumann method. Besides, in order to check the accuracy and reliability of the presented
numerical schemes, two test problems are considered and some error norms calculated using the
same parameters with conservation of energy and accuracy orders of the schemes are presented
in the tables. Moreover, some graphs are given to show how good the computed numerical
results represent the correct physical behavior of the problems.

In the fourth chapter, similar studies given in the third chapter are applied to the space split
generalized coupled Rosenau-KdV equation.

In the fifth chapter that is the last chapter of the thesis, the computed results in the third
and fourth chapters are compared, and a brief conclusion and suggestion for future studies are
made.

Keywords: Generalized Rosenau-KdV Equation, Generalized Coupled Rosenau-KdV
Equation, Conservative Crank-Nicolson Finite Difference Method, Rubin-Graves
Approximation, von Neumann Stability Analysis
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1. GIRIS

Icinde bulunulan gercek hayatin akisi icinde dogada ortaya ¢ikan fiziksel fenomenlerin bir kisnu
genellikle lineer olmayan kismu diferansiyel denklemlerle modellenir. Basta matematikgiler
olmak iizere bir cok miihendisin ilgi odagi olan bu tip denklemlerin gerek analitik gerekse
yaklagik ¢oziimlerini bulmak son derece zor ve zahmetlidir. Ancak bu tip denklemlerin yaklagik
coziimleri ile ilgilenmek analitik ¢oziimleri ile ilgilenmekten daha kolaydir. Bu sebeple lineer

olmayan olusum denklemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in literatiirde bir cok niimerik yontem vardir.

Son yillarda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin soliteri dalga veya soliton
coziimleri fizikcilerin ve uygulamali matematikcilerin oldukca ilgisini ¢ekmigtir. Solitary
dalgalarin kesfi bilim insanlarina bu kavrami incelemek ve arastirma yapmalar1 konusunda ilham
kaynag1 olmustur. Pratik onemi nedeniyle ozellikle akigkanlar mekanigindeki dogrusal olmayan
dalga fenomenleri kat1 hal fizigi, plazma fizigi ve dogrusal olmayan optik gibi yine bir¢ok
dogrusal olmayan dinamik sistemde popiilerlik kazanmistir. Bu fenomenlerin dogrusal olmayan
dinamikleri ile birlikte diger fiziksel davraniglarin1 anlamak icin genellikle dogrusal olmayan

evrimsel kismi diferansiyel denklemler kullanilir. Bu baglamda,
ut + I/tbtx + uXx_x - 0

olarak verilen ve dogrusal olmayan bir evrimsel kismi diferansiyel denklem olan KdV denklemi
[1], dogrusal olmama ve dagilim arasindaki dengeyi iceren dinamik sistemlerde 6nemli bir
rol oynar. Bu denklem, uzunlamasina astigmatik dalgalarin, manyetik akigkan dalgalarin,
plazmadaki iyon akustik dalgalarin, dogrusal olmayan dagiticit ortamda hareket eden bir kristal
kafes iizerindeki akustik dalgalarin ve zayif dogrusal olmayan uzun dalgalarin yayilmasinda
genis uygulama alanina sahiptir. Ancak iyi bilinen KdV denklemi dalga-dalga ve dalga-duvar
etkilesimleri problemini ¢c6zemez. Bu sorunun iistesinden gelmek icin P. Rosenau [2], yogun

ayrik bir sistemin dinamigini tanimlayan yiiksek mertebeden tiirevli
Uz + Uy + Uy + Uyxre = 0

Rosenau denklemi olarak bilinen denklem modelini gelistirdi. Denklemin ¢6ziimiiniin varligi ve
tekligi hakkindaki teorik sonuglar Park [3] tarafindan aragtirilmig ve verilmistir. Bu denklemin
tam ¢oziimlerini bulmak kolay olmadigi icin genellikle niimerik yontemler lizerinde ¢alismalar

yapilmugtir.



Daha sonra Zhou [4], lineer olmayan Rosenau denkleminin daha fazla fiziksel davraniglari-
nin anlagilabilmesi ve degerlendirilebilmesi i¢in u,y, viskoz teriminin dahil edilmesini 6nerdi.

Bu denklem, iyi bilinen KdV ve Rosenau denklemlerinin bir kombinasyonu olan
Uz + Uy + Uy + U + ttty = 0

biciminde verilen bir denklem olup genellikle Rosenau-KdV denklemi olarak adlandirilir [5].

Yukarida verilen her ii¢ denklem
U + Oty + Qutyy + Bbxr + YUl )y =0; x € [a,b], t€][0,T] (1.0.1)

olarak verilen genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi olarak bilinen denklemden elde

edilebilir. Bu denklem i¢in baglangi¢ ve sinir sartlari sirasiyla
u(x,0) =up(x), xé€la,b] (1.0.2)

" u(a,t) =u(b,t) =0, t€][0,T]
ux(a,t) = uy(b,t) =0, t€|0,7T]

dir. Burada, u = u(x,t) degiskeni dogrusal olmayan dalga profili; x ve ¢ sirasiyla konumsal ve

(1.0.3)

zamansal degiskenler; 0, &, B ve y reel degerli sabitler ve p (p # 0, 1) bir pozitif tamsayidir.
Acikea, (1.0.1) denklemi p =2 oldugunda 6 = =0ve ¢ = y= 1 igin
U+ Ully + Uy, =0
iyi bilinen aligtlmig KdV denklemine, 6 = =y =1 ve o = 0 igin
U+ Uy + Ully + Upyry = 0
iyi bilinen alisilmis Rosenau denklemine ve 6 = o = 3 = y =1 igin
Uy~ Uy + Uy + U + ttty = 0

iyi bilinen aligilmis Rosenau-KdV denklemine doniigiir.

p # 2 durumunda ise denklem parametrelerin secimine gore literatiirde mevcut olan
genellestirilmis KdV, genellestirilmis Rosenau ve genellestirilmis Rosenau-KdV denklemlerini

Verir.

Rosenau-KdV denkleminin analitik ve niimerik ¢oziimleri igin literatiire girmis bazi

caligsmalarina deginilecek olunursa; Zuo [4] denkleminin periyodik ve soliteri dalga ¢oztimlerini

2



bulmak icin Secant ve Tanjant yontemlerini kullandi. Esfahani [6] Sech-Ansatz yontemi ile
genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminin soliter dalga ¢oziimlerini elde etti ve denklem icin
iki invaryant verdi. Ebadi [7] ve Saha [8] calismalarinda denklemin topolojik soliton ¢oziimlerini
elde etmek icin bir yaklagim (ansatz) metodunu kullandilar. Ayrica, bu denklemin birkag soliton
¢ozlimiinii daha bulmak i¢in (G'/G)-agilim ve exp-fonksiyon yontemlerini de uyguladilar.
Zheng ve Zhou [9] genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi icin bir ortalama lineer sema
gelistirdiler. Wongsaijai ve Poochinapan [10] ii¢ seviyeli ortalama agik sonlu fark yaklasimiyla
denklemin niimerik ¢dziimlerini aragtirdilar. Wang [11] ve Hu [12] {i¢ seviyeli lineer korunumlu
sonlu fark yontemi ile denklemin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Ayrica enerji ve kiitle
korunumunu arastirdilar. Hu vd. [13] calismalarinda iki seviyeli lineer olmayan korunumlu sonlu
fark yontemi ile denklemin niimerik ¢oziimlerini arastirdilar. Zhou vd. [14] denklemin ¢oziimii
icin lineer olmayan korunumlu acik sonlu fark yontemini kullandilar. Luo vd. [S] genellestirilmis
Rosenau-KdV denkleminin baglangi¢-sinir deger problemi i¢in korunumlu bir Crank-Nicolson
sonlu fark semasi onerdiler. Son yillarda, Ucar vd. [15] denklemin niimerik ¢dziimlerini kiibik

Galerkin B-spline sonlu eleman yontemi ile elde ettiler.

1.1 Model Problemler

Bu calismada, (1.0.2) ve (1.0.3) baslangi¢ sartlarin1 saglayan yiiksek mertebeden tiirevli
lineer olmayan (1.0.1) ile verilen genellestirilmis Rosenau-KdV denklemindeki parametrelerin
0 =0a=B =1vy=1 0zel se¢imi i¢in elde edilen asagidaki iki model problem g6z Oniine

alinacaktir.

1.1.1 Problem 1

Bu problemde, (1.0.1) ile verilen
U + Uy + Uy + Uy + (P)y =0, x € [a,b], t€]0,T] (1.1.1)
genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi

u(x,0) =up(x), x¢€la,b] (1.1.2)

u(a,t) =u(b,t) =0, t€l0,T]

uy(a,t) = uy(b,t) =0, t€[0,T] (1.1.3)

baglangic ve sinir sartlariyla ele alindi. Burada p > 2 bir tam say1 olup (1.1.2) ile verilen u(x,0) =

up(x) baglangi¢ sartt



p =3i¢in

1 1 | =544l
uo(x):u(x,O):Z1 —15 4 3v/41sech? 2 +T\/_x , X€la,b]

ve
p=>35icin

uo(x) = u(x,0) = Q/%(—S +1/34)sech <% -5+ \/3_4x> , X€la,b]
dir [5].

Bu baglangi¢c-siir deger problemlerinin tam ¢oziimii,

p =3i¢in
1 1 /-5 41 1
u(x,t) = —\/ —15+3+/4lsech? | = +—\/_ x——(5+V4l)
4 4 2 10
ve p =35 i¢in
4] 4 1 1
u(x,t) = E(—5+\/3_4)sech 3 —5+/34 X_E(5+\/3_4)t
dir [5].
1.1.2 Problem 2
Bu problemde ise (1.0.1) ile verilen
U + thy + ey + Uy + (UP)x =0, x € la,b], t€][0,T] (1.1.4)

genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi
V = Uxxx

degisken degistirmesi ile

U+ uy+v+vg+ (W), =0, (p>2 birtamsay1)
V— Uy =0

(1.1.5)
olacak sekilde konum yoniinde parcalanmis ikili (coupled) diferansiyel denklem sistemine
doniistiiriilerek ele alindi. Boylece, Problem 1°den bu coupled sistemin baslangi¢ ve sinir sartlar
sirastyla
u(x,0) =up(x), v(x,0)=vp(x), xE€]la,b] (1.1.6)
4



veE

u(a,t) = u(b,t) =0,  v(a,t) =v(b,1)

0, r€]0,T]
0, vx(a t)= =

o(b,t) =0, t€l0,T] (1.1.7)
dir. Burada vo(x) = e (x,0) , v(a,t) = uxe(a,t), v(b,t) = tpr(b,1) vi(a,t) = uxx(a,t) ve
Vx(b,t) = Mxxxx(b,t) dir.

Bu tezde yukarida verilen her iki problemin Lou vd. [5]’nin makale ¢alismasinda Onerilen
korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark yontemi ile ¢oziilmesi amaglanmaktadir. Yonteme
gecmeden once (1.1.1) ve (1.1.5) denklemlerindeki (u#”), nonlineer terimi yerine bu tezde
kullanilacak olan Yaklagim 1 ve Yaklasim 2 olarak adlandirilan asagidaki iki yaklasimi verelim.

Yaklasim 1: Bu yaklagimda (u”), nonlineer terimi yerine Lou vd. [5] tarafindan 6nerilen

(up) . pil{(unﬂ/z)p 1( n+1/2)ﬁ+ [(u"mH/Z)P]A}

X
yaklagimi ele alindi.

Yaklasim 2: Bu yaklagimda ise (#”), nonlineer terimi yerine

() = 5 (") " 4+ 8 ()"
=4 ((up_l)nufl +(p—1) (ul’_z)nuﬁu"“)

—(p—1)5 )"+ 5 (uuy)"
olarak verilen Rubin-Graves tipi lineerlestirme alind1 [16].
Bu tezin geri kalan boliimleri s0yle planlandi: Tezin ikinci boliimii, Taylor seri a¢ilimindan
elde edilen tiirevlere sonlu fark yaklasim formiilleri ile birlikte tezde kullanilacak olan

notasyonlara ayrildi.

Tezin {i¢iincii boliimiinde, Problem 1’in once Lou vd. [5]’nin calismasi temel alinarak
(u”)x nonlineer terimi i¢in Onerilen Yaklagim 1 ile birlikte makale de sunulan korunumlu
Crank-Nicolson kapali sonlu fark semasi (Sema 1) verildi. Sonra, (u”), nonlineer terimi i¢in
Yaklasim 2’de verilen Rubin-Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak yine Problem 1’in
korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark semasi ($Sema 2) elde edildi. Bu kisim tezin 6zgiin

calismasindan birini olusturmaktadir.

Tezin diger 6zgiin ¢aligmasini tegkil eden dordiincii boliimde ise sirasiyla Sema 3 ve Sema 4
olarak adlandirilan, (#”), nonlineer terimi i¢in Yaklasim 1 ve Yaklagim 2 kullanilarak, Problem

2’nin korunumlu Crank-Nicolson kapal1 sonlu fark semalar1 sunuldu.

Uciincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen niimerik semalarin dogrulugunu ve

giivenirliligini gostermek icin ayni parametreler kullanilarak hesaplanan niimerik sonuclar

5



kendi aralarinda ve ayn1 zamanda diger arastirmacilarin elde ettikleri sonuglarla karsilastirildi.
Bu baglamda, ayrik noktalarda hesaplanan L, ve L. hata normalari ile beraber enerjinin
korunumu ve semalarin dogruluk mertebeleri karsilastirilmali olarak ¢izelgelerde verildi. Ayrica,
elde edilen niimerik sonuglarin problemin dogru fiziksel davranisini ne kadar iyi sergiledigini

gostermek icin bazi dalga profillerinin grafikleri sunuldu.

Tezin son boliimii olan beginci boliimde ise bir kisa sonug ile birlikte ileriki caligsmalar

hakkinda kisa bir oneri de bulunuldu.



2. SONLU FARK YONTEMI VE TUREVLERE FARK YAKLASIMLARI

Bu boliimde, Problem 1 ve Problem 2’nin niimerik ¢oziimlerini iiretecek olan literatiirde iyi
bilinen sonlu fark yontemleri iizerine temellenmis korunumlu Crank-Nicolson kapal1 sonlu fark
semalar1 verilmeden 6nce sonlu fark yontemiyle birlikte tiirevlere sonlu fark yaklagimlarindan

ve tez boyunca kullanilacak olan gosterimlerden bahsedilecektir.

2.1 Sonlu Fark Yontemi

Sonlu fark yontemi, uygun baslangi¢c ve sinir sartlariyla verilen ozellikle lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerden olusan problemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin en
eski yontemlerden biri olmasina ragmen halen giiniimiizde yaygin olarak kullanilan bir niimerik

yontemdir. Sonlu fark yonteminde takip edilen adimlar ve iglemler kisaca sOyle siralanabilir:

e Ik olarak, uygun baslangi¢ ve simr sartlarim saglayan u(x,z) bilinmeyenli bir kismi
diferansiyel denklemden olusan bir problemin (x,7) € [a,b] x [0,T] olarak verilen ¢oziim
bolgesi x konum degiskeni yoniinde a =xp < x] < -+- < Xp—1 <Xy =b, h=(b—a)/M,
Xm = a—+mh, m=0(1)M ve t zaman degiskeni yoniinde t, =nk, k=T/N, n=1(1)N
olacak sekilde ayriklastirilir yani sonlu sayida kafeslere boliiniir. Kafeslerin kesim noktalari
tizerindeki herhangi bir (x,,,#,) grid noktasindaki u(x,7) nin yaklagik degeri icin genellikle
upy, veya iy, , gosterimlerinden biri kullanilir. Buna gore u),, u(xy,,,)’ye bir yaklagimdir. Yani

ul > u(xpy, t,) dir.

* Sonra, problemde goriilen tiirevler yerine Taylor serisinden elde edilen uygun sonlu fark
yaklagimlar1 yazilarak matris cebirsel denklem sistemiyle sonuclanan niimerik sema elde

edilir.

* Daha sonra, matris cebirsel denklem sisteminden elde edilecek olan ¢oziimlerin hangi sart
veya sartlar altinda baslangi¢ ve sinir deger probleminin analitik ¢6ziimiine yakinsayacagi
incelenir. Bu ise yakinsaklik olarak bilinir. Bunun icin Lax’in denklik teoreminden
faydalanilir. Bu teoreme gore bir sonlu fark yonteminden elde edilen yaklasik ¢oziimlerin
denklemin analitik ¢oziimiine kabul edilebilir dogrulukta yakin kalmasi icin gerekli ve yeterli
sart yontemin tutarl ve kararli olmasidir. Sonlu fark yonteminde 4 ve k sifira giderken O(h)

ve O(k) ile birlikte daha yiiksek mertebeden hatalar sifira yaklasacagindan yontem dogasi



geregince genellikle tutarlidir. Dolayisiyla Lax’in denklik teoerimden yontemin yakinsaklig:

icin sadece kararliligin1 incelemek yeterlidir.

* Son olarak, cebirsel denklem sistemi ile sonuglanan yakinsak sema direkt yada indirekt
¢oziim tekniklerinden biri kullanilarak c¢oziiliir. Boylece ele alinan baslangi¢ ve sinir deger
probleminin m = 0(1)M ve n = 0(1)N olmak iizere u(x,,,t,) grid noktalarindaki «}, yaklasik

¢Oziimii elde edilmis olur.

Bu tezde, Rosenau-KdV denklemin niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilacak olan
korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark yontemine gecmeden once denklemde goriilen
u(x,t) fonksiyonunun gesitli mertebeden tiirevleri yerine alinacak olan sonlu fark yaklagimlarini

verelim.

2.2 Iki Degiskenli Fonksiyonun Tiirevlerine Sonlu Fark Yaklasimlar

u(x,t), n-inci mertebeden tiirevleri mevcut siirekli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir

(Xm,tn) grid noktasindaki u(x,#)’nin yaklagik degeri u)}, ile gosterildiginden 2 > 0 ve k > 0

yeterince kiiciik pozitif reel sayilar olmak iizere, u(x,t, + k) = u';H!

u(xy —hty) =u" _, dir

m—1 :

s (X +hyty) =y Ve

Tleri Fark Yaklasimlar:

* u(x,t, + k) fonksiyonunun bir (x,,,#,) noktasi civarinda Taylor seri agilimi

u k% 9%u K 33u
M(Xm,tn +k) = ”(xm7tn) +kE(xmaln) + EW@W%) + ga_ﬁ(xmﬁn) + -

dir. Bu esitlik yukaridaki notasyonlarin kullanilmasiyla
du k? 9%u k3 d3u
UZ{H = MZ ‘|'k§(xmatn) + Ew(xmatn) + gﬁ(xmatn) +---

olarak yazilir. Bu son esitlikten % cekilirse

ou\" utt' —ut  k J%u k% d3u
E)m =Tk 2gp mi) tygE i)+
ok)
veya
0 n n+l _ n
a_;t) =4 O(k) 2.2.1)



biciminde u(x,#) nin (x,,,,) grid noktasinda ¢’ye gore birinci basamaktan tiirevi igin O(k)

mertebeden ileri sonlu fark yaklagimi elde edilir. Burada O(k), seriyi sonlandirirken yapilan

hata olup kesme hatas1 olarak adlandirilir. Kesme hatasi, kismi tiirevle sonlu fark yaklagimi

arasindaki fark olarak tanimlanabilir. K — 0 iken O(k) — 0 oldugundan % i¢in (2.2.1) sonlu

fark yaklagimi tutarhdir. kK > 0’1n yeterince kiigiik bir pozitif say1 olmas1 durumunda kesme

hatas1 daha da kiiciik olacagindan ihmal edilebilir.

* u(xy + h,t,) fonksiyonunun (x,,,#,) noktasi civarinda Taylor seri agilimi

h? 0%u

dir. Bu esitlik yukaridaki notasyonlarin kullanilmasiyla

u

h? 0%u

ot ) = o) 2 o)+ T L o)+ L (e 1)
U(Xm yIn) = U\ X, In Xmyln Py Xmyln a7 Xmyln
ox 21 dx? 31 0x3

h3 93u

1 = b+ A () + 27 =5 (Vs t) + 57 =5 () + -+ (2.2.2)
olarak yazilir. Bu son esitlikten % tiirevi i¢in
du\" ., —uy  hdu h? 9%u
B ), = g ) 5 T )+
oh)
veya
ou\" ul ., —uj,
%) = L O(h)
m

h

biciminde u(x,) nin (x,,,#,) grid noktasindaki x’e gore birinci basamaktan tiirevi i¢in O(h)

mertebeden ileri sonlu fark yaklagimi elde edilir. Burada O(%) kesme hatasi olup # — 0 iken

O(h) — 0 oldugundan ihmal edilebilir.

Cizelge 2.1°de verilen yiiksek basamaktan tiirevler i¢cin O(h) mertebeden herhangi bir n-inci

zaman adiminda ileri fark yaklasimlar1 yukaridakine benzer sekilde elde edilebilir.

Cizelge 2.1 : Ileri Fark Yaklagimlari

| | Mgy | U | Mgy | M
W3 1] 1
20%u\"
30°u
hy)m -1 03 -3 1
4 n
hreg) 1| 4 | 6 | -4 1

Geri Fark Yaklasimlar

Yukaridakine benzer sekilde u(x,, — h,t,) fonksiyonu (x,,t,) noktasi civarinda Taylor seri

9



acilimi

du h? 9%u h3 d3u
u(xm — ]’l,tl’l) = u(xm,t,,) — hg(xm,ln) + Eﬁ(xm,tn) 3' a 33 (xmatn) + ..

dir. Bu esitlik, yukaridaki notasyonlarin kullanilmasiyla

\ du h? 0%u h3 9%u
wy | =u, —ha (X, ")+2_!W(xm’t”) 31 9 3(xm,tn)+ . (2.2.3)

seklinde yazilabilir. Buradan

81/[)" Uty hd%u h? d3u

o n g i) 3y s G ) £
o(n)
veya
ou\"  uy—ul
%), ==t vou
m

biciminde u(x,7)’nin (x,,7,) grid noktasindaki x’e gore birinci basamaktan tiirevi icin O(h)

mertebeden geri sonlu fark yaklasimi elde edilir.

Cizelge 2.2 : Geri Fark Yaklasimlari

48 Uppig | g3 | Upo | Upi | Um

h3% 1)1
h2g§3m” 2 |1

y)m - +0(h)
395u\"
h qx?’)m -1 3 301
W) |1 4 4 |1

Yiiksek basamaktan tiirevler i¢in Cizelge 2.2°de verilen O(h) mertebeden herhangi bir n-inci

zaman adiminda geri fark yaklagimlar1 yukaridakine benzer sekilde elde edilebilir.

Merkezi Fark Yaklasimlari
(2.2.2) denkleminden (2.2.3) denklemi cikarilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

du u h? 0%u h? 0%u
MZ1+1—MZ1_1—M —u" —|—l’la (Xm,tn)+ha (xm,l‘n)—f—gﬁ(xm,tn)—EW(X,”,I,J
h 33u W 33u

+31 g5 om0+ 57 3 o) -

du h3 93u h 9%u
=2h£(xm,tn)+23' a 3(Xm,t )—{-25%()@”,1},)—{-

veya
ou\" u' ., —u"_, h?du h* 9u
0 ), = g g )+ St ¢
0(2)
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ya da
Ju\" Uy Uy 2
— | = O(h
3x> " 2h +O)
mertebeden merkezi sonlu fark yaklagimi elde edilir.

biciminde u(x,#)’nin (x,,,t,) grid noktasinda x’e goére birinci mertebeden tiirevi i¢in O(h?)

Cizelge 2.3’de verilmistir.

Ileri ve geri sonlu fark yaklasimlarina benzer sekilde yiiksek basamaktan tiirevler icin elde
edilecek olan O(h?) mertebeli herhangi bir n-inci zaman adiminda merkezi fark yaklagimlari

Cizelge 2.3 : Merkezi Fark Yaklagimlar

Upp—p | Uy | Upy | Uiy | Upyyo
2n94)" 1 (o] 1
20%u\n
h ?}l)m 1 2 1 +O(h?)
3 n
2h (Z—xgt)m -1 2 2 1
= 4 | 6| 4 1
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3. 1-BOYUTLU GENELLESTIRILMIS ROSENAU-KdV DENKLEMININ
KORUNUMLU CRANK-NICOLSON KAPALI SONLU FARK SEMALARI

Bu béliimde, (1.1.1)-(1.1.3) ile verilen Problem 1 yani

ut+ux+uxxx+uxxxxt+(up>x :07 X c [avb]7 S [Oa T]

u(x,0) =up(x), xE€la,b]
u(a,t) =u(b,t) = O, t€[0,T]
ue(@,t) = (by1) =0, 1€ [0,7]

problemi goz oniine alindi. Bu problemin yaklasik c¢oziimlerini bulmak icin korunumlu

Crank-Nicolson kapali sonlu fark yontemi iizerine temellenmis iki niimerik sema verildi.

Bu semalardan biri (Sema 1) Luo vd. [5]'nin makalesinde Onerdigi sema olup digeri
(Sema 2) ise Problem 1 icin bilindigi kadariyla ilk defa bu tezde sunulan semadir. Sema
2’nin dogrulugunu ve giivenirliligini gostermek icin p = 3 ve p = 5 durumlarinda Problem
I’den elde edilen iki test problem goz Oniine alindi. Sema 2’den ayriklastirilmis noktalarda
hesaplanan sayisal sonuglar (L, ve L. hata normlari, enerjinin korunumu ve semalarin dogruluk
mertebesi) bu boliimiin sonunda "Niimerik Sonuglar" kisminda kendi aralarinda ve aym
parametre degerleri kullanilarak diger bilim insanlarinin kullandiklari niimerik yontemlerden
elde ettikleri sonuclarla kargilastirildi ve cizelgelerde verildi. Ayrica hesaplanan niimerik
coziimlerin siirekliligini ve problemin dogru fiziksel davranisini ne Olciide iyi temsil ettigini

gostermek icin bazi dalga grafikleri de ¢izildi.

3.1 Sema 1

Bu sema tamamen Lou vd. [5]’nin makalesi temel alinarak hazirlandi. Lou vd.
caligsmalarinda, (1.1.1) ile verilen genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminde (u”), lineer

olmayan terimi yerine

(uP)x

2 (),
< et il )
[

ux—i—Hp(up)
uP g+ ()]

1 {<uﬁf“2>P—1 e [y }

X

‘m +‘"c+‘"c+‘~+‘
<SI

<
+

yaklasimimi kullandilar ve Problem 1 i¢in asagidaki kapali bi¢cimde verilen korunumlu

Crank-Nicolson kapali sonlu fark semasini 6nerdiler:

(U )y + (e + (e H)e 4 () e+ (WP ) = 0 3.1.1)
12



ud) = uo(xm) (3.1.2)
0

ugy =uy, =0
N SR (3.1.3)
()¢ = (1) =
+(1/2
Burada (u)y, (u®)z, (ul,)z, (u); tiirev operatorleri ve uy, n(1/2)
u o —ull ' —u
(’/%)x — m+1h n7 (le))Z — m hm 1 ,
u" l_”nfl Mn+1_un
() = =g, () = =2,
1/2 n+1 n
ur(172) _ 2+um (3.1.4)

olarak tanimlanan operatorlerdir. Bu operatorlerin kullanilmasiyla problemde goriilen tiirevler

yerine

(u%)xxfit ke # [(un—i-l " ) _4(un+l r unil) +6(u’r1n+1 - u’:n) —4(u"m‘:_11 _ u"erl)

1
2 (i —up )],
n
(tm ")z = ﬁ [(unm_:—ll F unmtll) + (U1 — ”21—1)] J

1 1 1
¢ = # [(”Zfrz = ”Z:lz) F 2(”211 3 ”Zztl) A (U — Uy, o) —2(uy — ”szl)] J

(up))e:%{(uzjrl/Z)p_l(u:tnnLl/z)ﬁ_'_[(u}r111+1/2)p_1(unm+1/2)]£}

1
. p n+1/2 p—1 (Mnmt_ﬁruﬁ,ﬂ) o ( l+um 1)
= 559 (wm ) 4h

4h

n+1/2\p— 1 (u nmtrll+ulnn+1) n+1/2\p— 1 ( :ln+11+um )
+ | () i (i) a7

U1 U1
(3.1.5)
yaklagimlari yazilirsa,

+1/2 +1/2 p— +1/2\ p—
A IR L (O i L O e L (3.1.6)

olmak iizere, (3.1.1) ile verilen denklemden n = O(1)N ve m = 1(1)M — 1 i¢in

1 1 1 4 1 1 _ At 1 1 1

<m—m) "5+ <—W—E+W—WW) w1t <kh4+k> '

4 1 1 A+u 1 1 +1

+(_W+E_W+4_h> nmil+<kh4+m)”nm+2 (3.1.7)

= (#JFW) Uy, + <_7+E o +A+w> Uy 1+ <kh4 + 1) Uy
T <_$ —at # - }Lﬂl) Uiy + (kh4 4h3> A
biciminde (M + 3)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan cebirsel denklem sistemi elde
edilir. Bu sistemin bir tek ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in denklem sayisinin bilinmeyen sayisina
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esit olmasi gerekir. Acikca m = 1 ve m = M — 1 i¢in sistemde problemin ¢dziim bolgesi icerisine
diismeyen n-inci ve (n+ 1)-inci zaman adimlarinda karsilasilan (x_1,#,),(x_1,t, + k), (Xp41,%)
ve (Xpr41,2, + k) hayali noktalarinda ’nun u” |, u’f{l s Upgyq VE u;’,;jrl] hayali degerleri problemde

verilen

u(a,t)=u(b,t)=0 ve uz(a,t)=uz(b,t)=0

sinir sartlarinin kullanilmasiyla yok edilebilir. Soyle ki,

n n n+1 n+1
n LS R | n+1 L R |
() = 5= ve (”m ) 2= 2h

olmak iizere uz(a,t) = 0 dan

n o _ ,n n+l _  n+l

u' =ul ve u" =ul
ve uz(b,t) = 0 dan

n+1 n—+1

Uppp = Uy Ve Uy = Uy
dir. Bunlar (3.1.7)’de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(o + og)utt ! + a4u"mill + Ocsu”mfz = (Bt + B3)uy, + Bawy, |+ Bsuy,,, m=1

n+1 n+1 n+1 n+1 n+l __ n n
o u —l—OCzu —|—063um +a4um+1 +a5um+l - ﬁlum72+B2um71

+Bsttyy, + Bauy, | + Bsity, m=2(1)M—2
o+ opu L+ (0 + as)uli = Bt + BT+ (By + Bs)utt, m=M—1
(3.1.8)
bulunur. Burada

W = g = 7

_ 4 1 1 A 14
G R
- ", S 1 A, K
O£4= h4+]4h W“_m—}_m)

a5 = kh4 T aps
ﬁl kh4 + 4h3’
o= h4+4h+ 7+ ant 3

53 kh4+k’
B 1,1 A _p
4= kh4 14h 2183 dh T 4
Bs = s — 2

dir.

Luo vd. [5] calismalarinda (3.1.8) ile verilen korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark
semasinin yerel kesme hatasinin O(h? 4 k%) ve dogruluk yani hesaplama mertebesinin ikinci
mertebeden oldugunu gosterdiler. 7 — 0 ve k — 0 iken O(h? + k?) — 0 olacagindan (3.1.8)
sonlu fark yaklasimi (1.1.1)-(1.1.3) denklemleriyle verilen Problem 1 ile tutarli olacaktir.
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(3.1.8) ile verilen (M — 1)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan cebirsel denklem

sistemi matris formunda

[ o+ o4 s O O O O 0 1T u'1’+1 T
0 o a3 o4 o5 0 0 0 ugﬂ
0 0 o op oz Q4 05 ur31+1

o O O3 04 O5
0 o o (04} (071
0 0 0 0 0 0 0 o o aztas | | il |

) e
[ Bi+Bs B+ Bs O 0 0 O 0 [ w ]
0O B B B Bs 0 O -0 ul
0 0 B B2 Bs Bs Bs U’
(3.1.9)
Bi B B Bs B
0 B B B PBa
. 0 0 00 0 0 0 Bi B Bs+Bs] L "u_
N -~ e ——
B un

veya kisaca

AZH—H — Bu"

olarak ifade edilebilir.

fterasyona baslamak icin u° baslangic vektoriine ihtiyag vardir. Bu vektor problemde (3.1.2)

ile verilen

ud = uo(xm), m=1(1)M—1
baslangic sartindan kolayca elde edilir.

Acikea, (3.1.9) cebirsel denklem sistemi (3.1.6) ile verilen nonlineer terimleri icerdiginden
lineer degildir. Dolayisiyla bu sistem direkt ¢oziim yontemlerinden biri yardimiyla ¢oziilemez.
Bu tip sistemler i¢in etkin bir niimerik yontem olan Newton-Raphson yontemi kullanilarak
yaklasik coziimler elde edilebilir. Ancak bu calismada direkt yontemler yardimiyla ¢coziimlerin
elde edilmesi amaglandigindan (3.1.8) cebirsel denklem sisteminde goriilen (3.1.6) ile verilen
nonlineer terimler yerine herhangi bir direkt ¢oziictiniin kullanilmas1 esnasinda her bir zaman

adiminda & = u"* olmak iizere
2
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olarak verilen i¢ iterasyon uygulandi. Bir sonraki zaman adimina ge¢meden ayni zaman
adiminda nonlineer terimleri daha da iyilestirmek i¢in yukaridaki i¢ iterasyon birka¢ defa
tekrarlandi. Ilerleyen her bir zaman adiminda cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii siirecinde

benzer islemler yapilarak istenilen 7 zamanindaki yaklasik ¢oziimler bulundu.

Hesaplama esnasinda Matlab sembolik programinda kullanilan i¢ iterasyonun kodlari
okuyucuya kolaylik olmas1 bakimindan asagida verildi:

for n=0:N % zaman iterasyon dongiisii

u=u"

for k=1:5 % ic iterasyon

~(nyd) _ B
A )

for m=1:M-1 % konum dongiisii

Ai"=Bu" % sisteminin A ve B katsayilar matrislerini olustururken

1
(ﬁnm+2 )P~ olarak hesapla

1
%ol = —l(ﬂﬁj)"_l olarak hesapla

)P~ 1 olarak hesapla

Ai"=Bu" % denklem sistemini ¢6z ve yeni #'"’yi bul

end

un+1 n

|

% Boylece (n+ 1)-inci zaman adimindaki x" ! degerleri bulunur.

end

3.1.1 Kararhlk Analizi

Bu kisimda,1-boyutlu genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi icin verilen korunumlu
Crank-Nicolson kapal1 sonlu fark semasinin kararlili§1 von-Neumann yontemiyle arastirildi. Bu
yontemle kararlilik soyle incelenir: i = /—1, ¥ mod sayis1 ve & gii¢lendirme ¢arpani olmak

iizere, (3.1.9) ile verilen semanin genel satirinda (x,,,#,) ayrik noktalardaki i}, yerine

up, = Enermh (3.1.10)
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yazilir. Semanin kararlh olmast igin gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir. (3.1.10) esitligi (3.1.8)

fark denkleminin genel satirinda yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
5n+1{(k#_#)eiy(m—z)u(_I%_ﬁJr%_%_%)emm—l)u(k%Jr%)eiymh
4 1 2 A MY 1)h 1 1\ iy(m+2)h
+(—ghtd -t ) T (g gy ) YD
—gn [(W 4h3>ei}/(m—2)h+< A +h— %Jr%j”_vz) eiYm=1h (%Jr%) irmh

4 12 A B iy(mtl)h A1 1) piv(m+2)h
+< [ VR T T 4h>e( )+<k )e( )

(3.1.11)

elde edilir. 27 > 0’nin yeterince kiiciik bir pozitif say1 olmasi durumunda (3.1.6) ile verilen

+1/2yp +1/2\ p— +1/25
e LT N RS . o

esitlikleri i¢in
max{A,u,y} =K (3.1.12)

almabilir. (3.1.12) esitligi (3.1.11)’de kullanilirsa

&n—i—leiymh -kh ( 2iyh _|_e—217/h) + 1 (e2i7/h _e—2i7/h) _ 4 e

zyh —iYh K (iyh _ —ivh 6 1
—g (M=) (M =) + g

— éneiymh kh4 (

)
2ivh te Zzyh) 1 (eZiyh _ e—2iyh) _ % (eiyh +e—iyh) _ ﬁ (eiyh _e—iyh)
)

2 (,ivh _ ,—iyh\ _ K (ivh _ ,—iYh
a3 (e e M) — 4 (e e
bulunur. Bu son esitlik,

e® = cosO +isin®

Euler formiilii yardimiyla

& [(kh“ cos(2yh) — kh4 cos(yh) + kh4 +z ) +i (% sin(2yh) + ﬁ sin(yh)

423 sin(yh) + 4h sm(yh)) =
_ (3.1.13)

[(kh“ cos(2yh) — kh4 cos(yh) + kh4 + = ) - i(# sin(2yh) + £ sin(yh)

3 sin(yh) + 35, s1n(7h))_

olarak yazilabilir.

A= kfl4 cos(2yh) — kh4 cos(yh) + k24 +1 ve B= 4h3 sin(2yh) + 4 2 sin(yh) — 4h3 sin(yh) + 4h K sin(yh)
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olmak iizere (3.1.13)’den
E| = }3;—%} (3.1.14)

elde edilir. Kararlilik i¢in gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir. Agikga , (3.1.14)’den

=1

olup boylece (3.1.9) ile verilen fark semasi sartsiz kararhidir.

3.2 Sema 2

Yukarida Lou vd. [5] tarafindan Onerilen korunumlu Crank-Nicolson yontemi hakkinda
yukarida verilen hazirliklardan sonra tezin 6zgiin kisimlarindan biri olan bu kisim da (u”)y
lineer olmayan terimi yerine Yaklasim 2’de verilen Rubin-Graves tipi lineerlestirme kullanilarak
(1.1.1)-(1.1.3) ile verilen Problem 1’in niimerik semas1 elde edilecektir. (1.1.1) denklemindeki
lineer olmayan (u”), terimine, 6nce Crank-Nicolson ve sonra Rubin-Graves tipi lineerlestirme

yaklagimi uygulanirsa
()= B a0 )" )

=2 (™))" wt + (p—1) (wP=2) " wu 1) 3.2.1)

elde edilir [16]. Bu yaklasim (3.1.1) ile verilen

() + () ez + ()5 + (™) e+ () = 0

korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark denkleminde yerine yazilirsa, n = O(1)N ve m =

1(1)M — 1 olmak iizere,

1/2 1/2 _ n+1 _ n+1
(e + () e + () + (™) e+ 2 W by (el e
o (32.2)
(p— 1)l 2y (Bt et s (2—p)(u%_1)u¥] 0

bulunur. Bu denklemin baslangi¢ ve sinir sartlar1 (3.1.2) ve (3.1.3)’den

dir.



(3.1.4) ile verilen fark yaklagimlart (3.2.2)’de kullanilirsa, n = O(1)N ve m = 1(1)M — 1
olmak iizere,
-1
(ﬁ 423) o+ [_ﬁ —a T 2_/113 — )" + [kh“ + gt (g ”:ln—l)] !
4 1 1 -1 1 1 1 1
| ] + (e +m> '
u

1o 1), 4 1 1) 6 4 1), n _4 1L, 1 ),n
kh4+4h->um—2+< ST 2h3> m-17T kh4+k>“m+< Kh? 4h+2h3>um+l
1

kh

fark denklemi elde edilir. Burada
Vo= (p— 1)) Ve o= (2— p) ()"

olmak iizere, bu fark denkleminin herhangi bir zaman adiminda m = 1(1)M — 1 igin (M +

3)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu

sistemin bir tek ¢oOziimiiniin olabilmesi icin bilinmeyenler sayisinin denklem sayisina esit

olmasi1 gerekir. Agikca m =1 ve m = M — 1 i¢in sistemde problemin ¢6ziim bolgesi icerisine

diismeyen n-inci ve (n+ 1)-inci zaman adimlarinda goriilen (x_1, tn) (x—1,tn+ k), (Xpg41,10) Ve
n+1

(Xm+1,tn + k) hayali noktalarinda w'nun ” |, u™", ujy, | ve uM +1 hayali degerleri problemde

verilen

u(a,t)=u(b,t)=0 ve ug(a,t)=uz(b,t)=0

sinir sartlarinin kullanilmasiyla yok edilebilir. Soyle ki,

n n n+1 n+1
n L | n+1 I |
T ve (“m )x = 2h
olmak iizere u¢(a,t) = 0 dan
W o=u ve utl =yt
1= 1 =W
ve uz(b,t) = 0 dan
n _.n n+1 n+1
Upppg = Uy V€ Uppg = Uy
dir. Burada
o — L L
1 Wt A .
__ 4 1 P (P
0=~ — a5+ o — 4 )"
Oz = 6 + 1 + P ( —u" )
3= 7@ Tr T an Vm Uy m—1):
—_4 1 _ 1 , pP=\n — 1 4 1
O4=—gata 3 + 45 (um )" 05 = wE T s

1 1
Bl A T 230
kh 4h
4
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olmak iizere (3.2.3) fark denklemi

1 1 1
(061—1—063)14%+ +064u2i1—|—065u:‘;;2 = (ﬁ1+ﬁ3)ufn+ﬁ4u;;+] +[35ufn+2, m=1
1 1 1 1 1
OCluth + O‘Z”Ztl + (Xguf,‘1+ + (X4u:;:‘_1 + 0‘5“3111 = ﬁluzi_z + ﬁzu%_l
+ﬁ3u%+ﬁ4l’%+l+ﬁ5"%+l> m=2(1)M—2

onultty + oultth + (0 + as)ultt = Bt + Boult T + (B3 + Bs)ulkt, m=M—1

(3.2.4)
olarak yazilabilir. Boylece, (3.2.4) fark semas1 (M — 1)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden

olusan ¢oziilebilir bir cebirsel denklem sistemi olup matris formunda

[y +o03 o4 as 0O O O O o 7T u’f“ T
0 a oz o4 o5 0 O 0 ug“
0 0 o op oz Q4 05 ugﬂ

o O O3 0Oy (07
0 o o o3 (0]

0 0 0 0 0 0 0 o o aztas | |
A ﬂntl
[ Bi+Ps Bs Bs O O O O O 17 ut ]
0 B Bs Bs Bs O O 0 il
0 0 Bi B Bs Bs Bs u3
(3.2.5)
Bi B Bs Bs  Bs
0 Bt B Bs Pa i
| 0 0O 0 0 0 0 0 B B Bs+PBs ] [ Um—1 |
N ~ e e’
B u'

veya kisaca

Aul’H—l — Bun
olarak ifade edilebilir.

Yine burada da iterasyona baslamak icin u® baslangi¢ vektoriine ihtiyag vardir. Bu vektor

problemde (3.1.2) ile verilen
U0 = up(xp), m=1(1)M—1

baslangi¢ sartindan kolayca elde edilir.
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3.3 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, Sema 2’de (3.2.5) ile verilen
Aun—i—l — Bu"

matris cebirsel denklem sisteminden Problem 1’in yaklasik coziimleri elde edilecektir.

p =3 ve p=>5icin Problem 1’in analitik ¢dziimii bilindiinden yaklasik ¢6ziimlerin analitik
cOziime ne kadar yakin oldugunu 6lgmek igin sirasiyla ortalama hata ve maksimum hata olarak

bilinen

N
L, = \/h Y (ulgm —yim)2 - ve Lo, = max | ulf™ — i |
m=0
hata normlari ile birlikte

b
e e R T e e

a

Mertebe(L) = log, (L(2h,2k)/L(h,k))

olarak tanimlanan enerjinin korunumu ve semanin dogruluk mertebesi hesaplanacaktir. Burada

tam

uam ye ytm

sirastyla tam ve niimerik ¢oziimler olup L ise Ly ve L. hata normlarindan birini

temsil eder.

Bilindigi iizere niimerik hesaplamalarda problemin c¢oziim bdlgesinin sonlu olmasi
ve parametrelerinin reel sabitler alinmasi gerekir. Bundan dolayi, bu tezde yapilan tiim
hesaplamalarda p = 3, p = 5 ve [a,b] = [-60,90] alindi. Diger parametreler ise daha sonra
secilecektir. Bu tez calismasinda biitiin hesaplamalar, AMD Ryzen 7 3700U (Radeon Vega
Mobile Gfx 2.30GHz) bilgisayar ile Matlab R2015a sembolik programlama dili kullanilarak
elde edildi.
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Cizelge 3.1 : Problem 1’in k& = 0.05 icin Sema 2’den elde edilen L, ve L. hata

normlari.
p=3 p=>5

h T Lyx100 Lox10° Ly x10° L.x10°

0.25 10 3.50756 132926 4.56583 1.70857
20 6.64923 245619 9.09586  3.34599
30 9.52458  3.44237 13.72656 4.95056
40 12.25205 4.36228 18.53943  6.58865

0.125 10 0.96980 0.36766 1.29348  0.48643
20 1.84137 0.68063 2.57751 0.95041
30 2.64143  0.95507 3.89077 1.40571
40 3.40179 1.21235 5.25596 1.87274

0.0625 10 0.33516 0.12722 0.47568 0.18094
20 0.63815 0.23594 0.94767 0.35114
30 091803 0.33200 1.43069 0.51863
40 1.18520 0.42248 1.93286  0.69029

Cizelge 3.2 : Problem

normlari.

1’in

h = 0.125 i¢in Sema

2’den elde edilen I, ve L., hata

p=3

P=>

L2 X 103

Lo x 103

Lz X 103

Lo X 103

0.01

10
20
30
40

0.85149
1.61460
2.31293
2.97510

0.32260
0.59669
0.83632
1.06017

1.09914
2.19050
3.30651
4.46669

0.41193
0.80556
1.19265
1.58963

0.005

10
20
30
40

0.84779
1.60752
2.30268
296179

0.32119
0.59407
0.83261
1.05541

1.09308
2.17844
3.28833
4.44216

0.40973
0.80104
1.18601
1.58082

0.0025

10
20
30
40

0.84687
1.60575
2.30011
2.95846

0.32084
0.59341
0.83169
1.05423

1.09156
2.17543
3.28379
4.43603

0.40918
0.79991
1.18436
1.57862
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Cizelge 3.5 : Problem 1’in p = 3 i¢in Sema 2’den elde edilen enerji korunumu.

Y Ontem T

Ei’l

E" E"

En

h=k=0.25

h=k=0.125 h=k=0.0625

h=k=0.03125

Sema 2 10
20
30
40

1.68248986907
1.68244724538
1.68240700287
1.68236896522

1.68253858565 1.68254607473
1.68253385714 1.68254552340
1.68252927066 1.68254498085
1.68252481812 1.68254444661

1.68254742594
1.68254735785
1.68254729464
1.68254722934

[5](Sema 1) 10
20
30
40

1.68252899329
1.68252899328
1.68252899327
1.68252899325

1.68254308255 1.68254661108
1.68254308255 1.68254661095
1.68254308255 1.68254661102
1.68254308254 1.68254661095

[9] 10
20
30
40

1.68252899331
1.68252899331
1.68252899331
1.68252899331

1.68254308255 1.68254661103
1.68254308256 1.68254661113
1.6825430825 1.68254661113
1.68254308256 1.68254661112

1.68254749462
1.68254749389
1.68254749311
1.68254749364

[14] 10
20
30
40

1.68252899331
1.68252899331
1.68252899331
1.68252899330

1.68254308256 1.68254661116
1.68254308255 1.68254661119
1.68254308254 1.68254661109
1.68254308254 1.68254661129

1.68254749396
1.68254749500
1.68254749564
1.68254749510

Cizelge 3.6 : Problem 1’in p = 5 icin Sema 2’den elde edilen enerji korunumu.

Y Ontem T

En

E" E"

En

h=k=0.25

h=k=0.125 h=k=0.0625

h=k=0.03125

Sema 2 10
20
30
40

3.11051055794
3.11033659635
3.11016671004
3.11000088313

3.11068339009
3.11066315538
3.11064311319
3.11062327443

3.11070758792
3.11070516615
3.11070275493
3.11070035490

3.11071142601
3.11071112522
3.11071083985
3.11071054220

[5](Sema 1) 10
20
30
40

3.11067490241
3.11067490240
3.11067490240
3.11067490240

3.11070293879
3.11070293879
3.11070293879
3.11070293879

3.11070996430
3.11070996426
3.11070996417
3.11070996435

[9] 10
20
30
40

3.11067490241
3.11067490241
3.11067490240
3.11067490241

3.11070293879
3.11070293880
3.11070293880
3.11070293880

3.11070996429
3.11070996430
3.11070996415
3.11070996416

3.11071172144
3.11071172043
3.11071171717
3.11071171899
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06
t=10 t=20 t=30 t=40

=10 =20 =30 1=40 0s

X 0
-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

(@) p=3ve h=k =0.125 i¢in analitik ¢oziim grafigi. (b) p =3 ve h =k = 0.125 icin niimerik ¢6ziim grafigi.

t=10 t=20 1=30 =40

t=10 =20 t=30 t=40

(¢) p =5 ve h =k =0.125 i¢in analitik ¢6zlim grafigi. (d) p =5 ve h =k = 0.125 icin niimerik ¢6ziim grafigi.

Sekil 3.1 : Problem 1’in analitik (soldakiler) ve Sema 2’den elde edilen niimerik
(sagdakiler) ¢oziimlerinin farkli 7 zamanlarinda dalga profilleri.

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2’de sirasiyla p = 3 ve p = 5 icin zaman adim uzunlugu k£ = 0.05
aliarak 4 konum adim uzunlugunun kii¢iilmesi ve konum adim uzunlugu ~ = 0.125 alinarak
zaman adim uzunlugunun kiigiilmesi durumlarinda farkli 7 zamanlarinda (7 = 10, 20, 30 ve
40 icin) Problem 1’in Sema 2’den hesaplanan L, ve L. hata normlart verildi. Cizelgelere

bakildiginda hesaplanan hata normlarinin yeterince kiigiik oldugu ve en onemlisi ayn1 bitig 7
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zamanlarinda & ve k degerlerinin kiiclilmesi durumunda hata normlarinin da gittikce azaldigi

acikca goriilmektedir.

Cizelge 3.3’de sirasiyla p =3 ve p =5 i¢in Problem 1’in Sema 2’den elde edilen L, ve Lo,
hata normlar1 ile birlikte bu normlardan elde edilen dogruluk mertebeleri verildi. Cizelgelerden
goriildiigii tizere konum adim uzunlugu 4 ve zaman adim uzunlugu k degerleri kiigiiliirken L, ve
L. hata normlarinda herhangi bir 7 zamaninda kiiciilmektedir. Yine cizelgelerden goriildiigii
gibi L ve L. hata normlarinda hesaplanan hata mertebeleri, teorik degeri 2’nin ¢ok yakin

civarindadir.

Cizelge 3.4°de Problem 1’in sirasiyla p =3 ve p =5 icin T = 40 bitis zamaninda Sema 2’den
elde edilen L. hata normu ve dogruluk mertebesi verildi. Ayn1 parametreler i¢in hesaplanan
L. hata normu [5, 9, 14] referanslarinda verilen sonuglarla karsilastirildi. Cizelge 3.4°de acgikca
goriildiigli tizere Sema 2’den hesaplanan L., hata normlar1 % kiigiiliirken azalmakta olup diger

arastirmacilarin verdikleri sonuglarla uyum icindedir.

Cizelge 3.5 ve Cizelge 3.6’da sirasiyla p =3 ve p =5 i¢cin h = k = 0.25, 0.125, 0.0625
ve 0.03125 degerleri i¢in 7' = 10, 20, 30 ve 40’da hesaplanan enerji korunumu ayn1 parametre
degerleri icin [5,9,14] de verilen sonuglarla kargilastirildi. Cizelgelerden goriildiigii iizere Sema
2’den elde edilen enerji korunumunun 7 zamani artarken neredeyse degismeden sabit kaldig1 ve

diger aragtirmacilarin verdikleri sonuglarla iyi uyum igerisinde olduklar1 goriilmektedir.

Ayriklagtirilmig grid noktalarinda farklt 7 zamanlarinda Problem 1’in Sema 2’den elde
edilen niimerik ¢oziimlerinin dalga profilleri analitik ¢6ziim ile birlikte Sekil 3.1°de verildi.
Niimerik ¢oziimler analitik ¢6ziime oldukga yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek
kadar birbirilerine yakin olup Sekil 3.1°den niimerik ¢oziimlerin agik¢a problemin siirekliligini

ve dogru fiziksel davranisini sergiledigi goriilmektedir.
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4. KONUMA GORE PARCALANMIS 1-BOYUTLU GENELLESTIRILMIS

ROSENAU-KdV DENKLEMININ KORUNUMLU CRANK-NICOLSON KAPALI
SONLU FARK SEMALARI

Bu boliimde, (1.1.5)-(1.1.7) denklemleriyle verilen Problem 2, yani

u+uc+v+vy+ W)y =0, (p>2Dbirtamsay)

u(x,0) =up(x), v(x,0)=wvo(x), x€ [a,b]
u(a,t) =u(b,t) =0, v(a,t)=v(b,t)= t€10,7T]
uy(a,t) = ux(b,t) =0, vy(a,r) = vy( t) 0, r€][0,T]

problemi ele alindi ve bu problemin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in iki niimerik sema

verildi.

Bu semalardan biri (Sema 3) Lou vd. [5]'min makalesinde tek denklemle verilen
genellestirilmis Rosenau-KdV denklemi icin 6nerilen korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu
fark yonteminin konuma gore pargalanmus ikili (coupled) denklem sistemi formuna uygulanmasi
sonucunda elde edilen semadir. Diger sema (Sema 4) ise Rubin-Graves tipi lineerlestirme teknigi

yardimiyla tiretilen semadir.

Bu semalar yani Sema 3 ve Sema 4, Problem 2 i¢in bilindigi kadariyla ilk defa bu caligmada
sunulan semalar olup her birinin dogrulugunu ve giivenirliligini géstermek icin p =3 ve p =95

durumlarinda Problem 2’den elde edilen iki test problem g6z 6niine alindi.

Her iki semadan, ayriklastirilmis noktalarda hesaplanan yaklasik sonuclar ( L, ve L., hata
normlari, enerjinin korunumu ve her bir semanin dogruluk mertebesi) boliim sonunda "Niimerik
Sonuglar" kisminda kendi icerisinde ve ayni parametre degerlerinde diger bilim insanlarinin

sunduklar1 yontemlerden elde ettikleri sonuglarla karsilastirildi ve ¢izelgelerde verildi.

Ayrica, ¢oziimlerin siirekliligi ile birlikte problemin dogru fiziksel davranisini ne kadar 1yi

temsil ettigini gdstermek icin dalga profilleri grafikler halinde sunuldu.

4.1 Sema 3

(1.1.5) ile verilen ikili (coupled) denklemin korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark

yaklagimi

n+1/2_( 12y

4.1.1)
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dir [5]. (4.1.1) yaklagiminda lineer olmayan (u”), terimi yerine Lou vd. [5] tarafindan onerilen

(up))e:#{(uxrl/z)p1(urr2+1/2)£+ [(ufnﬂ/z)p]}

yaklagimi kullanilirsa
( )t+< n+1/2) + (VZ+1/2) _|_ (v%%a‘_'_ pf_] {(M21+1/2)p_1(u:1n+1/2)£+ |:(u21+1/2)pi|)€} — 0
(4.1.2)

elde edilir. (4.1.2)’de goriilen tiirevler, (3.1.4) ile verilen fark operatorlerinin kullanilmasiyla

n+1/2\ 1 n+1 n+1 n
<Ltm >)€ — 4n (um+1 +um+1 um—l) )

n+1/2  yrtlyn
Vi =7

+1/2 1 1 1 1
(”2 / >m = # (s — 1, 5) = 20,y — D) + (i — 1ty ) = 2(uyy — td, )]
(4.1.3)

olarak yazilabilir. Bu esitlikler, (4.1.2)’de yerlerine konur ve gerekli diizenleme yapilirsa

1 Aw ontd W] Atu R 1 ntl n+1 AR
( ah 4h> W+ g, +<4h+ Wt — vt + vt 4 et

(4.1.4)
Atv\ n 1.n /1+u n 1.n . 1 .n
(4;;7L ) Up 1+ gl — 4h+ Uy 1 Zkhvm—l_zvm+2khvm+1
ve 1 n+l 1 n+l +1 1 on+l 1
1 n o n 1 n u" n-+
3 Un—2 " 23 Um—1 T 23U T U2 T2 W
4.1.5)
. 1 n 1 n 1.n
L 2+2h3”m 1 2h3”m+1+W”m+2_ivm
ikili fark denklemleri elde edilir. Burada
_p n+1/2 _p ontl/2\p 1 _p ontl/2v5
A= +1( o= p+1(”m+1 )P ve y= p+1(um71 )P (4.1.6)

dir.

(4.1.4) fark denklemi (2M — 2)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan cebirsel denklem
sistemiyle sonuglanirken, (4.1.5) denklemi (2M)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan
sistemle sonuclanmaktadir. Ancak bu ikili sistemin bir tek ¢Oziimiiniin olmasi sistemin
katsayr matrislerinin karesel olmasiyla miimkiindiir. A¢ikca, m =1 ve m = M — 1 i¢in

(4.1.5) denkleminde problemlerin ¢dziim bolgesinde olmayan n-inci ve (n+ 1)-inci zaman
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n+1 n+1

s upyy ve uy, -, degerlerinin yok edilmesiyle bu sorunun

seviyelerinde ortaya ¢ikan u” |, u

iistesinden kolayca gelinebilir. $oyle ki,

un-H _un+1

n
(un) — Y1 U ve (u}r;rl)j: m+12hm—l

sinir sartlarindan

n __..n n+1_ n+1 n _.n n+1 n+1
U_y =uyp, Uy =Up oy Uy = Uy VO Uppyp = Uy g

olur. Bunlar (4.1.5)’de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.1.4) ve (4.1.5) ile

verilen ikili sistem sirasiyla her biri (M — 1)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olugan

1 1
pzu;‘f] —l—p3unm—’_;_1 + szfn+l + G3V2‘1—:_1 = Ku, + K3u2+1 — oV, + O3V, m=1
pl”?ntll +p2u;171+1 +P3”z1111 +len+l +62Vn+1 —|—G3VZ—:_11 _ Klun—i—l + Kzu +1
+K3Ltz:;11 + len—H szn+1 + 63\12—:11, m=2(1)M -2
piu "“ |+ poult! ~|—le"+1 + o =k |+ kUl + ot — ooV, m=M-—1
“4.1.7)
| +1 +1 1_ —
all/l:[n+ — OCzqul — Oélu"m+2 —f—ﬁﬂ/z:r = —OClufn + OCQM:;H_I + Otlulez — BIVZ” m=1
+l +1 +1 +1 1 _
oqu’ k) u” Otzunm+l — (Xlunm+2 + ﬁlvfj = —0 u”m_2 - (quzl_ll
+opul  +oqull o, — Brvit, m=2(1)M -2
au "H >+ Oczu’“rl ot —I—ﬁlv}’j:rll = —Qqu,,_,— Uy + uy —Bvy ., m=M-1
(4.1.8)

formunda karesel sisteme doniisiir. Burada

1Ay 1 Aty _
Pr=—z—"an > Ki=z+72, O1="55
1 1 1
P2= % K = 7, 02 = 73,
_ 1, Atp 1 Atu 1
P3=zm+tm, ®=—z 7 9=
1 1
o a3 ﬁlzfa
1
& =23
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olup

p2 p3 K K3
pP1 P2 p3 Ki K K3
Pt P2 P3 Ki K K
R= : , S=
pPr P2 p3 KI K K3
pr p2 p3 Ki K2 K3
| pP1 P2 i K K|
_Gz 03 | _061 -0 —0 |
o] Oy O3 o 0 -0 —o
01 Op O3 (041 (04) 0 —0h —0
M = , N=
O O O3 (04] (07 0 —0h —0q
O;p O» O3 (04] (04) 0 — 0
o] O o o0 —0
B
Bi
B
P=
Bi
B
I Bi]
T
u= [ul u usz ... Uy uM,l}
ve
T
V= [Vl V2o V3 ... Vm VM,1]

olmak iizere, (4.1.7) ve (4.1.8) ikili denklem sistemi matris formunda

R M En+ 1 B S M Zn
N P| |yt 7 |-N —P| |V
olarak ifade edilebilir.

Bu sistem, (2M — 2)-bilinmeyenli (2M — 2)-denklemden olusan ¢oziilebilir bir lineer
denklem sistemidir. Cebirsel denklem sisteminde goriilen (4.1.6) ile verilen nonlineer terimler
yerine herhangi bir direkt ¢oziiciiniin kullanilmasi esnasinda her bir zaman adiminda & = u"

olmak uizere
(n+%) _ En +ﬂn
2
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olarak verilen i¢ iterasyon uygulandi. Bir sonraki zaman adimina ge¢meden ayni zaman
adiminda nonlineer terimleri daha da iyilestirmek i¢in yukaridaki i¢ iterasyon birka¢ defa
tekrarlandi. Boylece ilerleyen her bir zaman adiminda cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii

siirecinde benzer islemler yapilarak istenilen 7 zamanindaki yaklasik ¢éziimler bulunur.

4.1.1 Kararhlk Analizi

Bu kisimda (4.1.7) ve (4.1.8) fark denklemleriyle verilen niimerik semanin von Neumann
yontemi yardimiyla kararlilik analizi verildi. Bu yontemle kararliligin incelenmesinde (4.1.7) ve
(4.1.8)’nin genel satirinda herhangi bir (x,,,7,) grid noktasindaki !, ve v};, degerleri yerine, W)

ve W, harmonik genlikler olmak iizere,

n— W EneMh ve v =WhEeh (W £0, Wh #0) (4.1.9)
yazilir. Bu yontemle semanin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
~1<E<

olmasidir.

Once (4.1.7) fark denklemini ele alalim. Bu denkleminin genel satirinda ", ve v?, yerlerine

(4.1.9) ile verilen esitlikleri yazilirsa

gn—i-l [(_ﬁ l&W) i(m— 1)yh+ elmyh_i_(4h_|_l+lll> (m—H))/h] 114

+§n+l [ 2]1(/16 i(m— 1)7/h+ letm7h+ € (m—|—l)yh} Ws

(4.1.10)
:5 [4h+ Ay i (m—l)yh_i_%eimyh_ <4h + 7L+l//> (m+1)yh} 114]
gn [ 211<he i(m—1)yh _ %eimyh+ ﬁei(mﬂ)yh] W,
bulunur. Buradan gerekli diizenlemelerden sonra
£ eimh [(‘ﬁ _%V) e—ivh 1 <4h n ),+l[/> o }Wl
(4.1.11)



elde edilir. 27 > 0’1n yeterince kii¢iik bir pozitif say1 secilmesi durumunda (3.1.6) ile verilen

+1/2yp +1/2\ p— +1/2 p_
R A TR B R e

esitlikleri i¢in
max{A,u,y} =K (4.1.12)
almabilir. (4.1.12) esitligi (4.1.11)’de kullanilirsa
§ (— LK emimth 4 2K gimvh L YWy + & (— khe*’myh + 5™+ 5) Wa
(et L)W (gl e )

elde edilir. Bu son esitlik, ¢?® = cos 6 + isin 8 Euler formiiliiniin kullanilmasiyla

E [M2K2isin(yh) + L] Wy + & [o4-2isin(yh) + 1] Ws

= [ 12E2isin(yh) 4+ 1] Wi + [ 55 2isin(yh) — 3| Wa

veya gerekli diizenlemeler yapilirsa
{2 2isin(yh)] (E+1)+ 1 (E— 1)} Wy
+ { shp2isin(yh) (€ = 1)+ [ 3+ + 2 cos(y) | (& + 1)} Wo =0
olarak yazilabilir.

Simdi de (4.1.8) ile verilen fark denklemini ele alalim. Yukaridakine benzer sekilde bu

denklemin genel satirinda u};, ve v, yerlerine (4.1.9) ile verilen esitlikleri yazilirsa

n+1 imyh ( _1_,—2iyh _ —iYh 4 2 iyh _ 2ivh n+11 zmyh
Entle (4h3e 4h3e + ;=€ 4h3e Wi+& W

_gnyimyh (1 _—2iyh | 2 _—ivh _ iYh o 1 2iyh _ g£nl jimyh
=&"e ( 43¢ +2i5¢€ 4h3e + e Wi —Emae™ W,
veya gerekli diizenlemelerden sonra

¢ [ L (Rt — g2y L 2 (oih iyh)} Wi+ ELw,
_ [4;13 ( 2iyh _ —2i7/h) _# (eiyh_e—iyh)} W —%Wz
elde edilir. Bu son esitlik, e/® = cos 8 4 isin 8 Euler formiiliiniin kullanilmastyla
3 [ 2h3lsm(2}’h) 3zsm(}’h)] Wi +§ Wy = [ 3lSIH(2’}/h) — —3zsm(yh)] W, — %WZ

veya bir takim cebirsel islemlerden sonra

{[ Lisin(yh) — 3ls1n(27h)} (é+1)}Wl+%(é+l)W2:O
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olarak yazilabilir.

Yukarida elde edilen (4.1.7) ve (4.1.8) denklemlerin ortak ¢6ziime sahip oldugundan birlikte

coziilecektir. Bunlarin olusturdugu sistem

{[H%2isin(yn)] (E+ 1)+ 1 (E—1)}W,

4 { [ 2isin(yh)] (€ —1) + [% + 5+ z—izcos(yh)] &+ 1)}Wz =0

[( Lisin(yh) — 3tsm(2yh)) (§+1)} Wl+%<§+1)W2:0

formunda homojen bir cebirsel denklem sistemidir. Bu sistemin en az bir W) # 0 ve W, # 0
¢Oziimiiniin mevcut olmasi ancak ve ancak sistemin katsayilar matrisi determinantinin sifir

olmasi ile mimkiindiir. Buradan
(E+1) (% = Auks ) + (82— 1) (M~ Zaks) =0
karakteristik denklemi elde edilir. Burada

M=1 A= (Hg1)2isin(yh), A3 =5z2isin(yh), A=3, As= jsisin(yh)— lsisin(2yh)

h3

=

olmak iizere karakteristik denklemin koklerinden biri acikca

&r=—1
olup
& =1 4.1.13)
dir. Diger kok ise
(&+1) (B~ ks ) + (&= 1) (M —Maks) =

denkleminden elde edilir. Bu denklemde A;, A, A3, A4 ve As’in yukarida verilen esitlikleri

yerlerine yazilirsa

& [H‘;il{l sin(yh) — 2h3 isin(yh) — #isin@yh) + 5 1 klﬁ sin?(yh) + 2](17 sin(yh) sin(2}/h)}

= [ 2K isin(yh) + 2h3zsm(}/h) 4h3zsm(2}/h) +1— 7 Sin 2(yh) + 2kh4 sin(yh) sm(Z}/h)]

bulunur. Buradan bir takim cebirsel iglemlerden sonra

O1=1— kh4 sin?(yh) + 2kh4 sin(yh)sin(2yh) ve Q, = EKisin(yh)— 3lsm(}/h) 3lSln(th)

olmak uizere

_ O1+i0s
52 01—i0>
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elde edilir. Buradan

& =1 4.1.14)
dir.

Kararlilik igin gerek ve yeter sart || < 1 ve |&| < 1 olmasidir. Boylece (4.1.13) ve

(4.1.14)’den agik¢a |&;| = 1 ve |&;| = 1 olup Sema 3 sartsiz kararlidir.

4.2 Sema 4

(4.1.1)’de verilen korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark semasinda lineer olmayan
(uP), terimi yerine (3.2.1)’de verilen Rubin-Graves lineerlestirme teknigi kullanilirsa

2 1/2 Wit —unt!

)+ (i PY e vt 2 () 4+ 8 {(uﬁz Ly (Ll el )
+(p_ 1)(up*2)n(unm+l_uﬁ1fl) n+1 + (2 )( p— l)u :| —0
m o U P % )

vz+1/2 B (u21+1/2)

XXX — 0

+1/2

elde edilir. Bu esitlikte u;, ugz, v, e tirevleri ve Vi yerine (4.1.3) verilen yaklagimlar

yazilir ve gerekli cebirsel islemler yapilirsa

=

_L_rPl 1 n+1 _on n+1 1 p—1 n+1
2~ an(m )" ] ty, 2+ [f+ o (g — )]+ [4h+4h( )" | !
1 n+1 n+1 n+l _ 1 n 1.n 1. n 1 .n _1.n 1 .n _
— gVt v+ 2khvm+1 = -1 T tUm = %1 T V-1~ 2Vm T 3 V1 (4(0511)

Ve

1 . n+l 1 rH—l n+1 1 n—|—1 n+1
A Um—2 ~ 54 Jr2h?”m+1 wUm2 12 2

4.2.2)

1 .n 1 n 1 n 1 n 1.n
w3 Um—2 T U1~ 25U T U2~ 2Vm

ikili fark denklemleri bulunur. Burada
Yin = (p — 1)(up_2)” ve @, = (2 —p)(up_lux)”

dir.

(4.2.1) fark denklemi (2M — 2)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan cebirsel denklem
sistemiyle sonuglanirken, (4.2.2) denklemi (2M)-bilinmeyenli (M — 1)-denklemden olusan
sistemle sonu¢glanmaktadir. Ancak bu ikili sistemin bir tek ¢oziimiiniin olmasi sistemin katsay1
matrislerinin karesel olmasiyla miimkiindiir. Acikca, bu sorunun iistesinden m =1 ve m =

M — 1 i¢in (4.2.2) denkleminde problemlerin ¢oziim bolgesinde olmayan n-inci ve (n+ 1)-inci
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n+1 n+1

zaman seviyelerinde ortaya ¢ikan u” |, ™", uy, | ve uy,; ", bilinmeyenlerinin yok edilmesiyle

gelinebilir. Soyle ki,

(u,) U1 U1 ve (u}r;rl)j _ ”nm-:—llz_huztll

sinir sartlarindan

n __..n n+1_ n+1 n _.n n+1 n+1
U_y =uyp, Uy =Up oy Uy = Uy VO Uppyp = Uy g

dir. Bunlar (4.2.2)’de yerlerine yazilir ve gerekli cebirsel islemler yapilirsa, (4.2.1) ve (4.2.2)

denklemleri

1 1
gult + et + oVt + O3Vt = lauly + M3ul, | — OaVi + O3V,

m+1 —{—,LL3MZJ;11 +len+1 +62vn+1 +G3vnmi117
e et ot F o = w4 woull, + o — oVl
ve
ot — Oczu,’i:fl - OCIMZTQ + BVt = —aqull, + opul |+ oqul,, — Bivi,
onut ™ + ol — opulth — oqult + Bt = —aqul_, — i,
—|-062urnl1+1 + OC1um+2 ﬁlvﬁ'l,
o u n+1 Lt un+1 alun+1+ﬁ1vz;rrll — —061MZ1_2 052”,7, 1
biciminde bulunur. Burada
& =—g5— ﬁ(uﬁl)", =g, O1=—n,
82:%+ﬁ7’m(“2+1 umfl)ﬂ .U'Z—%7 62:%’
83=ﬁ+m(uf3fl)", U3 =—2: O3= 5,
o) = 4}1137 Bl - %7
Oh = — L
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m=2(1)M—2

m=M-—1
(4.2.3)

+ oy, —Prvy, , m=M—1

4.2.4)



olup

& & w2 M3
& & & Hi Ha H3
& & & Uy U3
K = . . . , L= . -
& & & Hy Uy M3
& & & Hi Mz H3
i € ] i M H2
-62 O3 1 -061 —0h —0q 1
Op Op O3 (0 0 —0r —0q
01 Oy O3 (04] (0] 0 —0h —0
M= ., N=
01 O O3 (04] (07 0 —0h —0q
Op Op O3 (041 (0%) 0 —0h
01 02 o 0 —0
B
B
B
P =
B
B
I Bil
T
u= [ul u usz ... Uy uM_l}
ve
T
V= [Vl Vo V3 ... Vg VMfl]

olmak iizere (4.2.3) ve (4.2.4) ikili denklem sistemi matris formunda

K M Zn—H B L M Zn
N P En—i—l “|=N —P V!
olarak ifade edilebilir. Bu sistem, (2M — 2)-bilinmeyenli (2M — 2)-denklemden olusan

coziilebilir bir lineer denklem sistemidir.

fterasyona baslamak icin u® ve v* baslangic vektoriine ihtiyag vardir. Bu vektérler problemde
(1.1.6) ile verilen
u(x, 0) = I/t()(X), V()C, 0) = V()(X), X e [Cl,b]
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baslangic sartlarindan kolayca elde edilir.

4.3 Niimerik Sonuclar

Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.3’de swrasiyla p = 3 ve p = 5 icin Problem 2’in Sema 3
ve Sema 4’ten elde edilen L, ve L. hata normlar ile birlikte bu normlardan elde edilen
dogruluk mertebeleri verildi. Cizelgelerden goriildiigii iizere konum adim uzunlugu 4 ve zaman
adim uzunlugu k degerleri kiigiilirken L, ve L. hata normlarinda herhangi bir 7 zamaninda
kiigiilmektedir. Yine ¢izelgelerden goriildiigii gibi L, ve L. hata normlarinda hesaplanan hata

mertebeleri, teorik degeri 2 nin ¢ok yakin civarindadir.

Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.4’de Problem 2’in sirasiyla p =3 ve p =5 icin T = 40 bitis
zamaninda Sema 3 ve Sema 4’ten elde edilen L., hata normu ve dogruluk mertebesi verildi. Ayni
parametreler i¢in hesaplanan L., hatasi [5,9, 14] referanslarinda verilen sonuglarla karsilastirildi.
Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.4’dan agikca goriildiigii iizere Sema 3 ve Sema 4’ten hesaplanan L
hata normlar 4 kiigiilirken azalmakta olup diger arastirmacilarin verdikleri sonuglarla uyum
icindedir.

Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6 sirasiyla p =3 ve p =5 i¢in h = k = 0.25, 0.125, 0.0625 ve
0.03125 degerleri i¢in T = 10, 20, 30 ve 40’da hesaplanan enerji korunumu ayni parametre
degerleri i¢in [5,9,14]’de verilen sonuglarla karsilastirildi. Cizelgelerden goriildiigii tizere her iki
semadan elde edilen enerji korunumunun 7" zamani artarken neredeyse degigsmeden sabit kaldig:

ve diger aragstirmacilarin verdikleri sonuclarla iyi uyum icerisinde olduklar1 goriilmektedir.

Ayriklagtirilmis grid noktalarinda farkli 7 zamanlarinda Problem 2’in Sema 3 ve Sema
4’ten elde edilen niimerik ¢oziimlerinin dalga profilleri analitik ¢oziim ile birlikte Sekil 4.1 ve
Sekil 4.2°de verildi. Niimerik c¢oziimler analitik ¢6ziime olduk¢a yakin oldugundan grafikleri
de ayirt edilemeyecek kadar birbirilerine yakin olup her iki sekilden niimerik ¢oziimlerin
analitik ¢oziimler gibi agik¢a problemin siirekliligini ve dogru fiziksel davranisini sergiledigi

goriilmektedir.
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Cizelge 4.5 : Problem 2’nin p = 3 i¢in Sema 3 ve Sema 4’ten elde edilen enerji

korunumu.
E" E" E" E"
Yontem T h=k=0.25 h=k=0.125 h=k=0.0625 h=k=0.03125
Sema 3 10 1.6825786321 1.6825555695 1.6825497376 1.6825482755
20 1.6825848148  1.6825572001 1.6825501506 1.6825483790
30 1.6825845176  1.6825571452  1.6825501385 1.6825483764
40 1.6825860968  1.6825603154  1.6825538712 1.6825522614
Sema 4 10 1.68254108021 1.68255117443 1.68254920780  1.6825482105
20 1.68250550382 1.68254813559 1.68254907340  1.6825482479
30 1.68246529983 1.68254351990 1.68254852014  1.6825481792
40 1.68244436002 1.68257309690 1.68258867763  1.6825906573
[5](Sema 1) 10 1.68252899329 1.68254308255 1.68254661108
20 1.68252899328 1.68254308255 1.68254661095
30 1.68252899327 1.68254308255 1.68254661102
40 1.68252899325 1.68254308254 1.68254661095
[9] 10 1.68252899331 1.68254308255 1.68254661103 1.68254749462
20 1.68252899331 1.68254308256 1.68254661113 1.68254749389
30 1.68252899331 1.6825430825 1.68254661113 1.68254749311
40 1.68252899331 1.68254308256 1.68254661112 1.68254749364
[14] 10 1.68252899331 1.68254308256 1.68254661116 1.68254749396
20 1.68252899331 1.68254308255 1.68254661119 1.68254749500
30 1.68252899331 1.68254308254 1.68254661109 1.68254749564
40 1.68252899330 1.68254308254 1.68254661129 1.68254749510

Cizelge 4.6 : Problem 2’nin p = 5 i¢in Sema 3 ve Sema 4’ten elde edilen enerji

korunumu.
E" E" E" E"
Yontem T h=k=0.25 h=k=0.125 h=k=0.0625 h=k=0.03125
Sema 3 10 3.1107790166  3.1107291129  3.1107165477 3.1107139579
20 3.1107857015 3.1107309814  3.1107170405 3.1107140326
30 3.1107852423  3.1107309324  3.1107169992 3.1107139796
40 3.1107874717  3.1107357045  3.1107219212 3.1107161910
Sema 4 10 3.11061955919 3.11070989521 3.11071419270  3.1107136426
20 3.11045469645 3.11069171975 3.11071227186  3.1107133859
30 3.11028556810 3.11067175534 3.11070982488  3.1107130521
40 3.11017193922 3.11075423590 3.11082694810 3.1108267644
[S](Sema 1) 10 3.11067490241 3.11070293879 3.11070996430
20 3.11067490240 3.11070293879 3.11070996426
30 3.11067490240 3.11070293879 3.11070996417
40 3.11067490240 3.11070293879 3.11070996435
[9] 10 3.11067490241 3.11070293879 3.11070996429 3.11071172144
20 3.11067490241 3.11070293880 3.11070996430 3.11071172043
30 3.11067490240 3.11070293880 3.11070996415 3.11071171717
40 3.11067490241 3.11070293880 3.11070996416 3.11071171899
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p =3 ve h=k=0.125 icin analitik ve niimerik (b) p=3ve h =k =0.125 i¢gin yiizey grafigi.
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p =5 ve h=k=0.125 icin analitik ve niimerik
coziimler.

(d) p=>5ve h=k=0.125 igin ylizey grafigi.

Sekil 4.1 : Problem 2’nin analitik ve Sema 3’den elde edilen niimerik ¢oziimlerinin
farkli zamanlarda dalga profilleri.
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(a) p =3 ve h =k = 0.125 i¢in analitik ve niimerik (b) p=3ve h =k =0.125 i¢gin yiizey grafigi.
¢cOziimler.

(¢) p =5 ve h =k = 0.125 i¢in analitik ve niimerik (d) p =5 ve h=k=0.125 icin ylizey grafigi.
coziimler.

Sekil 4.2 : Problem 2’nin analitik ve Sema 4’ten elde edilen niimerik ¢6ziimlerinin
farkli zamanlarda dalga profilleri.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, once genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminin ve sonra konuma gore parcalanmis
genellestirilmis Rosenau-KdV denkleminin korunumlu Crank-Nicolson kapali sonlu fark

yontemiyle yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin dort farkli niimerik sema verildi.

Her iki denklemdeki (#”), lineer olmayan terimi yerine Luo vd. [5] tarafindan 6nerilen
yaklagimla birlikte bilindigi kadariyla ilk defa bu tezde uygulanan Rubin-Graves tipi
lineerlestirme teknigi kullanildi. Sunulan semalarin dogrulugunu ve gecerliligini gostermek icin
p =3 ve p =15 durumlarinda ele alinan iki test problem, x € [—60,90] alinarak farkli &, k ve
T zamanlarinda ¢oziildii. Hesaplanan L, ve L. hata normalar1 kendi aralarinda ve ayrica ayni
parametre degerleri icin [5] ve [17] referanslarinda verilen sonuclarla Cizelge 5.1 ve Cizelge
5.2’de kargilastirildi. Cizelgelerde sunulan semalardan elde edilen sonuglarin kendi aralarinda

ve diger [5, 17] referanslarinda verilen sonuglarla iyi uyum icinde olduklar1 goriildii.

Ayrica, Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2 ile birlikte iiclincii ve dordiincii boliimlerdeki
cizelgelerden h ve k degerleri kiigtildiikkge L, ve L., hata normlarin kiiciildiigii ve yaklasik
coziimlerin beklenen yakinsaklig1 saglayarak analitik coziime gittikce yaklastigr goriildii.
Bunlarin da 6tesinde enerji korunumu E™’nin artan zamanla hemen hemen sabit kaldigi, her
bir semanin hesaplanan dogruluk mertebesinin teorik degeri olan 2’ye olduk¢a yakin oldugu
ve verilen grafiklerden ayriklastirllmis noktalarda elde edilen yaklagik ¢oziimlerin problemin
dogru fiziksel davranisini sagladig1 ve ayrica siireklilikle birlikte analitik ¢oziimlerle iyi uyumlu

oldugu goriildii.

Her ne kadar tiim semalardan elde edilen sonuclar kendi aralarinda ve diger arastirmacilarin
verdikleri sonuglarla karsilastirilabilir yakinlikta olsalar da genellestirilmis Rosenau-KdV
denkleminin konuma gore pargalanmis formu i¢in sunulan Sema 3 ve Sema 4’ten hesaplanan

sonuglarin daha iyi oldugu goriildii.

Sonu¢ olarak, bu tezde sunulan semalar fizik, miithendislik ve uygulamali matematikte
karsilagilan tek denklemle verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerle birlikte
ozellikle kismi diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢oziimlerini bulmada rahatlikla

kullanilabilir.
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Cizelge 5.1 : Problem 1 ve Problem 2’nin p = 3 i¢in Sema 1, Sema 2, Sema 3 ve Sema
4’ten elde edilen L., hata normu

Sema 2 Sema 3 Sema 4 [5](Sema 1) [17]
T h=k Lox10° Lwx10° Lox10° L.x10°  L,x10°
10 0.25 2.44517 2.25675 2.23668 2.53343 2.56674
0.125 0.61389 0.56567 0.56119 0.63597 0.64439
0.0625 0.15366 0.14150 0.14035 0.15918 0.16128
0.03125 0.03842 0.03538 0.03509 0.04033
20 0.25 4.53178 4.05442 4.17977 4.40914 4.48735
0.125 1.13935 1.01872 1.04922 1.10927 1.12931
0.0625 0.28520 0.25494 0.26254 0.27770 0.28273
0.03125 0.07132 0.06375 0.06564 0.07070
30 0.25 6.38131 5.60001 5.95065 6.03109 6.15513
0.125 1.60487 1.40762 1.49470 1.51828 1.54976
0.0625 0.40179 0.35237 0.37402 0.38021 0.38811
0.03125 0.10047 0.08812 0.09351 0.09707
40 0.25 8.12598 7.03142 7.62792 7.53941 7.70544
0.125 2.04496 1.76915 1.91701 1.89987 1.94252
0.0625 0.51188 0.44323 0.47969 0.47584 0.48655
0.03125 0.12799 0.11084 0.11992 0.12169

Cizelge 5.2 : Problem 1 ve Problem 2’nin p =5 i¢in Sema 1, Sema 2, Sema 3 ve Sema
4’ten elde edilen L., hata normu

Sema 2 Sema 3 Sema 4 [S](Sema 1) [17]
T h=k Lo, x 10° Lo, x 10 L., x 10° Lox10°  L.x10°
10 0.25 3.58472 2.90797 3.30431 3.43739 3.61271
0.125 0.90115 0.72984 0.82622 0.86417 0.90887
0.0625 0.22544 0.18257 0.20652 0.21631 0.22753
0.03125 0.05636 0.04566 0.05162 0.05690
20 0.25 6.95266 5.54952 6.19364 6.31248 6.67461
0.125 1.74525 1.39426 1.54998 1.58976 1.68217
0.0625 0.43634 0.34898 0.38721 0.39816 0.42138
0.03125 0.10903 0.08729 0.09673 0.10539
30 0.25 10.27603 8.11994 9.27005 9.13274 9.67548
0.125 2.57813 2.04316 2.31767 2.30402 2.44308
0.0625 0.64414 0.51158 0.57843 0.57728 0.61231
0.03125 0.16088 0.12796 0.14443 0.15318
40 0.25 13.68543 10.74798 12.41694 12.02040 7.70544
0.125 3.43406 2.70794 3.10692 3.03743 1.94252
0.0625 0.85727 0.67864 0.77509 0.76141 0.48655
0.03125 0.21400 0.16973 0.19344 0.12169
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