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İNÖNÜ ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

4-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HİPERYÜZEY AİLELERİ
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HAZİRAN 2022
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Çiğdem TURAN

ii
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Şekil 4.2 : Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

4-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HİPERYÜZEY AİLELERİ

ÇİĞDEM TURAN

İnönü Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

61+vii sayfa

2022

Danışman: Prof. Dr. Hacı Bayram KARADAĞ

Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışma 4 bölümden oluşmaktadır.
Birinci bölümde, tezin amacı ifade edilerek yüzey aileleri ile ilgili Öklid ve Öklid dışı

uzaylarda daha önce yapılmış olan geodezik ve asimptotik eğriler tarafından oluşturulan
çalışmalar hakkında bilgiler verilmiştir.

İkinci bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler
ifade edilmiştir.

Üçüncü bölümde, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında verilen α(s) eğrisinden geçen
yüzeylerin Frenet çatısı yardımıyla parametrik denklemi ifade edilmiştir. Daha sonra null
olmayan Frenet vektörlü spacelike ve timelike ortak izogeodezik ve izoasimptotik eğrilere sahip
yüzey aileleri oluşturulmuştur. Ayrıca çalışmayı destekleyecek örneklere yer verilmiştir.

Dördüncü bölüm, çalışmanın orijinal kısmını oluşturmaktadır. 4-boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ve timelike
α(s) eğrisinin hiperyüzey üzerinde ortak izogeodezik ve izoasimptotik olması için gerekli
ve yeterli koşullar verilerek hiperyüzey aileleri oluşturulmuştur. Daha sonra çalışma bazı
örneklerle desteklenmiş ve örnekleri verilen bu hiperyüzeyler belirli iz düşüm yöntemleri
kullanılarak 3-boyutlu uzaya iz düşürülerek grafikleri çizilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Hiperyüzey aileleri, izogeodezik, izoasimptotik, 4-Boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayı
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Çiğdem TURAN

Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences

Department of Mathematics

61+vii pages
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Prepared as a postgraduate thesis, this study consists of four chapters.
In the first chapter, the purpose of the thesis is expressed and information is given about the

studies on surface families created by geodesic and asymptotic curves, which have been done
before in Euclidean and non-Euclidean spaces.

In the second chapter, some basic definitions and theorems to be used in oncoming chapters
are explained.

In the third chapter, parametric equation of surfaces passing through α(s) curve given in
3-dimensional Lorentz-Minkowski space is explained with the help of Frenet frame. Then,
surface families with spacelike and timelike common isogeodesic and isoasymptotic curves
with non-null Frenet vectors have been generated. Moreover, examples to support the study are
included.

The fourth chapter forms the original section of the study. Hypersurface families are
formed by giving the necessary and sufficient conditions so that spacelike and timelike α(s)
curve in 4-dimensional Lorentz-Minkowski space is isogeodesic and isoasymptotic common
on hypersurface. Afterwards, the study has been supported with some examples and these
surfaces, whose examples have been given, were projected into 3-dimensional space using
certain projection methods and their graphs have been drawn.

Keywords: Hypersurface families, isogeodesic, isoasymptotic, Lorentz-Minkowski 4-space
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1. GİRİŞ

Diferansiyel geometride geodezik ve asimptotik eğriler önemli yer tutmaktadır. Farklı uygulama

alanlarında kullanılan özel eğriler olarak bilinen geodezik ve asimptotik eğrilerden sırasıyla

bahsedelim. Geodezik eğriler, yüzey üzerinde herhangi iki nokta arasındaki en kısa yol

olarak tanımlanır. Geodezik eğriler, imalat endüstrisinde diferansiyel geometri, teorik fizik ve

tasarımlarda önemli bir rol oynamaktadır. Örneğin imalat sanayisinde ayakkabı tasarımı, çadır

imalatı, elbise dikimi, yol yapımı ve boyama gibi çeşitli uygulamalarda geodezikler zaman

ve malzeme açısından avantaj sağlamaktadır. Asimptotik eğri ise normal eğriliği sıfır olan

bir eğridir. Asimptotik eğriler yüzeylerin analizinde asli doğrultuların manyetik sapmalarını

belirlemek için faydalı bir araç olup diferansiyel geometri, astronomi, astrofizik, mimari ve

computer aided design gibi farklı alanlarda uygulama alanlarına sahiptir. Ayrıca Contopoulos

"Asymptotic curves and escapes in Hamiltonian systems" isimli çalışmasında Lyapunov

yörüngelerindeki asimptotik eğrilerin bulunması durumunda, yıldız sistemindeki yıldızların

kaçan yörüngelerinin bulunabileceğini göstermiştir [1]. Geodezik ve asimptotik eğriler ile ilgili

bazı çalışmalar aşağıda yer verilmiştir.

Wang ve arkadaşlarının ayakkabı üretim maliyetini düşürmek için yaptıkları "Parametric

representation of a surface pencil with a common spatial geodesic" isimli çalışması, eğriler ve

yüzeyler teorisinin bir uygulaması olarak düşünülebilir. Bu çalışmada yüzey üzerindeki bir eğri

ve bu eğrinin Frenet çatısı yardımıyla belirli bir karakteristik özelliğe sahip yüzey ailelerinin

parametrik temsili incelenmiştir. Ayrıca parametrik olarak ifade edilen bu yüzey aileleri üzerinde

eğrinin geodezik olması için gerekli koşullar incelenmiştir [2]. Wang ve arkadaşlarının bu

çalışmasından sonra konuyla ilgili 3 ve 4 boyutlu farklı uzaylarda birçok araştırma yapılmıştır.

Örneğin birçok araştırmacı 3 boyutlu Öklid ve Öklid dışı uzaylarda bu konu üzerinde geodezik

eğrilerle ilgili çalışmıştır. Öklid uzayında Rashad ve Abdel [3] ortak asimptotik eğriye sahip

yüzey ailesini inceleyip gerekli ve yeterli koşulları oluşturmuştur. Ayrıca Bayram, Güler ve

Kasap [4] ortak asimptotik eğrili yüzey ailesi bulma problemini incelemiştir. Kasap ve ark. [5]

yüzeylerin parametrik ifadesini ortak uzay geodeziğinin Frenet çatısının katsayılarını, sapma

fonksiyonlarını kullanarak bazı sonuçlar vermiştir. Daha sonra Bayram ve Kasap ise [6] ve

[7] de sırasıyla, 4-boyutlu Öklid uzayında ortak izogeodezik ve izoasimptotik eğrilere sahip

hiperyüzeyleri incelemiştir. Bu çalışmalara ek olarak Öklid uzayında yüzey aileleri üzerine

çalışmalar yapılmıştır ( [8], [9], [10]).
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Yüzey aileleri ile ilgili Öklid uzayından farklı olarak Minkowski ve Galilean uzaylarında

da çalışmalar mevcuttur. Kasap ve Akyıldız [11] da, 3-boyutlu Minkowski uzayında ortak

bir geodezik eğriye sahip olan yüzey ailelerini elde ederek sapma fonksiyonları için yeterli

koşulları vermiştir. Şafak ve Kasap [12] ise ortak null geodezik eğrili yüzey ailesini incelemiştir.

Bu çalışmalara ek olarak 3-boyutlu Minkowski uzayında Şaffak ve arkadaşları [13] yüzey

ailelerini ortak bir asimptotik eğri ve üç tür sapma ölçek fonksiyonları ile vermiştir. Minkowski

uzayında yüzey aileleri ile ilgili diğer bazı çalışmalar da görülebilir (bak [14], [15]). Ayrıca

Galilean uzayında da hiperyüzey aileleriyle ilgili çalışmalar yer almaktadır. Örneğin 3-boyutlu

Galilean uzayında Yüzbaşı ile Bektaş [16] ve Yüzbaşı [17] da sırasıyla, ortak geodezik ve ortak

asimptotik eğrilerden geçen yüzey aileleri üzerine çalışmıştır. 4-boyutlu Galilean uzayında Yoon

ve Yüzbaşı [18] da verilen ortak izogeodezik eğrili hiperyüzey aileleri üzerine çalışmıştır. Bu

çalışmalara ek olarak Galilean uzayında yüzey ailesi ile ilgili olarak çalışmalar da mevcuttur

( [19], [20]).

Bu çalışmada, ilk olarak 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında verilen bir α(s) eğrisinden

geçen hiperyüzeylerin parametrik denklemi, eğrinin Frenet çatısı yardımıyla ifade edilmiştir.

Daha sonra 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike ortak izogeodezik ve izoasimptotik eğrili hiperyüzey aileleri

oluşturulmuştur. Bu hiperyüzey aileleri üzerinde null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike

ya da timelike bir eğrinin hem parametre eğrisi hem geodezik hem de asimptotik eğri olması

için gerekli ve yeterli koşullar elde edilmiştir. Bulunan bu koşullar, özel sapma fonksiyonları

yardımıyla yeniden inşa edilmiştir. Son olarak elde edilen koşullar sayesinde ortak izogeodezik

ve izoasimptotik eğrili hiperyüzey aileleri için örnekler oluşturulmuş ve bu örneklerle verilen

hiperyüzeyler üç boyuta iz düşürülerek grafikleri çizilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ele alınacak konu için temel teşkil eden kavramlar verilecektir.

Tanım 2.0.1. V bir reel vektör uzayı olsun. 〈,〉 : V ×V →R dönüşümü ∀a,b ∈R ve ∀→u ,→v ve
→
w

∈V için,

i. 〈−→u ,−→v 〉= 〈−→v ,−→u 〉

ii.〈a−→u +b−→v ,−→w 〉= a〈−→u ,−→w 〉+b〈−→v ,−→w 〉

iii.〈−→u ,a−→v +b−→w 〉= a〈−→u ,−→v 〉+b〈−→u ,−→w 〉

özelliklerine sahip ise 〈,〉 dönşümüne V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form

denir [21].

Tanım 2.0.2. V bir reel vektör uzayı ve 〈,〉 : V ×V → R, bir simetrik bilineer form olsun. Eğer,

∀−→v ∈ V için 〈
−→
ζ ,−→v 〉 = 0 olacak şekilde V nin en az bir

−→
ζ 6= 0 vektörü varsa; 〈,〉 simetrik

bilineer formuna V de dejeneredir, aksi halde non-dejeneredir denir [22].

Tanım 2.0.3. En, n−boyutlu standart reel vektör uzayı üzerinde −→u ,−→v ∈ En için

〈−→u ,−→v 〉=−
q

∑
i=1

uivi +
n

∑
i=q+1

uivi

eşitliğiyle verilen q− indeksli skaler çarpım ile birlikte En uzayına bir yarı-Öklidyen uzay denir

ve En
q ile gösterilir. Burada 1 ≤ i ≤ n olmak üzere, sırasıyla ui ve vi ler −→u ve −→v vektörlerinin

bileşenleridir [23].

Tanım 2.0.4. Eğer bir V yarı-Öklidyen uzayının indeksi q = 1 ise V ye Lorentz uzayı denir. Eğer

V yarı-Öklidyen uzayının indeksi q≥ 1 ise V ye Minkowski uzayı denir. Lorentz uzayı Minkowski

uzayının özel bir halidir [24].

Tanım 2.0.5. Bir reel vektör uzayı V olsun. V üzerinde

g : V ×V → R

olarak verilen g dönüşümü bilineer, simetrik ve non-degenere ise g ye V uzayı üzerinde bir skaler

çarpım, (g,V ) ikilisine de skaler çarpım uzayı denir [23].

Tanım 2.0.6. V bir skaler çarpım uzay ve −→u ∈V olsun.

‖−→u ‖= (|g(−→u ,−→u )|)
1
2

eşitliği ile tanımlı ‖−→u ‖ reel sayısına−→u vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de birim

vektör denir [23].
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Tanım 2.0.7. En
1 , n−boyutlu Lorentz-Minkowski uzayı olsun. ∀−→u ,−→v ∈ En

1 için

g(−→u ,−→v ) = 0

ise −→u ve −→v vektörleri Lorentz anlamında diktir (ortogonaldir) denir [21].

Tanım 2.0.8. V bir Lorentz-Minkowski uzayı olsun. ∀−→u ∈V için,

g(−→u ,−→u )> 0 veya −→u = 0 ise −→u ye spacelike vektör,

g(−→u ,−→u )< 0 ise −→u ye timelike vektör,

−→u 6= 0 iken g(−→u ,−→u ) = 0 ise −→u ye lightlike(null) vektör denir [23].

Tanım 2.0.9. I, R nin bir açık alt aralık olmak üzere α : I → En
1 şeklinde C∞

sınıfından diferansiyellenebilir bir α dönüşümüne En
1 Lorentz-Minkowski uzayında bir

diferansiyellenebilir eğri adı verilir [25].

Tanım 2.0.10. α : I→ En
1 herhangi bir eğri olmak üzere −→α ′(s) hız vektörü sırasıyla, spacelike,

timelike veya null ise α eğrisine spacelike, timelike veya null eğri adı verilir [25]. Böylece α

eğrisinin hız vektörü −→α ′ olmak üzere

i)
〈−→

α
′,−→α ′

〉
> 0 ise α ya spacelike eğri

ii)
〈−→

α
′,−→α ′

〉
< 0 ise α ya timelike eğri

iii)
〈−→

α
′,−→α ′

〉
= 0 ise α ya null eğri

denir [26].

Tanım 2.0.11. M2, En
1 nin bir alt kümesi olsun. ∀p ∈ M2 noktası için En

1 Lorentz-Minkowski

uzayında aşağıdaki koşulları sağlayan bir V alt komşuluğu ve bir U ⊂ R2 açık alt kümesinden

V ∩M2 ⊂ En
1 üzerine bir z : U →V ∩M2 dönüşümü mevcutsa M2 ye bir yüzey denir.

i. z dönüşümü türevlenebilirdir.

ii. z dönüşümü bir homeomorfizmadır.

iii. z dönüşümü regülerdir [27].

Tanım 2.0.12. En
1 , n− boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında bir yüzey M2 olsun. ∀ p ∈ M2 ve

∀wp ∈ TPM2 için g(up,wp) = 0⇒ up = 0 önermesi sağlanıyorsa M ye En
1 de non-degenere

yüzey denir [23].
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Tanım 2.0.13. M2, En
1 de bir yüzey olsun. M2 üzerine indirgenen metrik pozitif tanımlı ise M2

ye En
1 uzayında spacelike yüzey denir [23].

Tanım 2.0.14. M2, En
1 de bir yüzey olsun. M2 yüzeyi üzerine indirgenen metrik Lorentz metriği

ise M2 ye En
1 uzayında timelike yüzey denir [23].

Tanım 2.0.15. En+1
q , yarı-öklidyen uzayın n − boyutlu bir altmanifolduna En+1

q de bir

hiperyüzey denir [21].

Tanım 2.0.16. M ⊆ E4
1 bir hiperyüzey ve α bu hiperyüzey üzerinde bir eğri olsun. −→α ′′ vektörü

∀s ∈ M noktası için M ye dik ise α ya M üzerinde bir geodezik eğri denir [28]. Diğer bir

ifadeyle α eğrisinin M hiperyüzeyi üzerinde bir geodezik olması için gerek ve yeter şart ∀

s ∈ I için α(s) eğrisinin
−→
N (s) normali ile hiperyüzeyin −→n (s,x0,y0) normalinin paralel (yani,

(−→n (s,x0,y0)//
−→
N (s)) olmasıdır [29].

Tanım 2.0.17. M ⊆ E4
1 bir hiperyüzey ve α : I→M regüler bir eğri olsun. ∀ s ∈ I için−→α ′(s) hız

vektörü α(s) noktasında M hiperyüzeyinin bir asimptotik vektörü ise α eğrisine, M hiperyüzeyi

içinde bir asimptotik eğri denir. α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir asimptotik eğri

olması için gerek ve yeter şart
〈

∂n(s,x0,y0)
∂ s ,T (s)

〉
= 0 olmalıdır [30].

Tanım 2.0.18. φ : D⊆ E3→ E4
1

(s,x,y)→ φ(s,x,y) ile tanımlanan φ(D)⊆ E4
1 hiperyüzeyi verilsin. Hiperüzey üzerinde

x = x0 ve y = y0 sabitler için φ(s,x0,y0) = α(s),

s = s0 ve y = y0 sabitler için φ(s0,x,y0) = γ(x),

s = s0 ve x = x0 sabitler için φ(s0,x0,y) = β (y)

eğrilerine sırasıyla, s− parametre eğrisi, x− parametre eğrisi ve y− parametre eğrisi denir

[28]. E4
1 de φ = φ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde izoparametrik bir eğri sabit s, x veya y parametre

değerlerine sahip olan eğrilerdir. Diğer bir deyişle s0, x0 veya y0 öyle parametrelerdir ki

φ(s,x0,y0) = α(s), φ(s0,x,y0) = γ(x) veya φ(s0,x0,y) = β (y) dır.

E4
1 de φ = φ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde α(s) eğrisinin izogeodezik olması demek hem

geodezik hem de parametre eğrisi olması demektir [5].

E4
1 de φ = φ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde α(s) eğrisinin izoasimptotik olması demek hem

asimptotik hem de parametre eğrisi olması demektir [13].
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Tanım 2.0.19. Eğer bir hiperyüzey üzerindeki indirgenmiş metrik bir Lorentz metrik ise E4
1 de

bir hiperyüzey bir timelike hiperyüzey olarak adlandırılır. Bu durumda hiperyüzeyin normali bir

spacelike vektördür [31].

2.1 E3
1 ve E4

1 de Temel Tanım ve Teoremler

Bu bölümde, Lorentz-Minkowski uzayı E3
1 (ve E4

1 ) de kullanılacak temel tanımlar ile

ortak izogeodezik veya izoasimptotik eğriye sahip yüzey (ve hiperyüzey) aileleri oluştururken

yararlanacağımız null olmayan Frenet vektörlere sahip eğriler için Frenet takımı ve türev

denklemleri verilecektir.

Tanım 2.1.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında

−→
A = (a1,a2,a3) ve

−→
B = (b1,b2,b3) vektörler

olsun. E3
1 de skaler çarpım ve vektörel çarpım sırasıyla,

〈−→A ,
−→
B 〉=−a1b1 +a2b2 +a3b3

ve
−→
A ∧−→B =

∣∣∣∣∣∣
−−→e 1

−→e 2
−→e 3

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ (2.1.1)

şeklinde tanımlanır. Burada −→e 1,
−→e 2 ve −→e 3 vektörleri E3

1 Lorentz-Minkowski uzayında

standart baz vektörleridir [31].

E3
1 Lorentz-Minkowski uzayındaki α(s) eğrisi boyunca hareket eden Frenet takımı{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
ve eğrinin null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da timelike

olması durumuna göre Frenet türev denklemleri aşağıdaki gibi hesaplanılır.

İlk olarak, kabul edelim ki α = α(s) eğrisi spacelike olsun. α spacelike bir eğri iken α

eğrisinin asli normal ve binormal vektörlerinin spacelike veya timelike olmalarına göre E3
1

Lorentz-Minkowski uzayında Frenet takımı
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
ve türev denklemleri aşağıdaki

gibi elde edilir.

Durum 2.1.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri ve bu eğrinin

binormali timelike olsun. Bu durumda binormali timelike olan α eğrisinin α(s) noktasındaki
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Frenet takımı
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
−→
T =−→α ′,

−→
N =

−→
T ′∥∥∥−→T ′∥∥∥ ,

−→
B =

−→
T ∧−→N ,

k1 =
∥∥∥−→T ′∥∥∥ ,

k2 =−
〈−→

N ′,
−→
B
〉

ve türev denklemleri 
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B ′(s)

=

 0 k1 0
−k1 0 k2

0 k2 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B (s)

 (2.1.2)

dir.

Durum 2.1.2. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri ve bu eğrinin asli

normali timelike olsun. Bu durumda aslinormali timelike olan α eğrisinin α(s) noktasındaki

Frenet takımı
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
−→
T =−→α ′,

−→
N =

−→
T ′∥∥∥−→T ′∥∥∥ ,

−→
B =−−→T ∧−→N ,

k1 =
∥∥∥−→T ′∥∥∥=√−〈−→T ′,−→T ′〉,

k2 =
〈−→

N ′,
−→
B
〉

ve türev denklemleri 
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B ′(s)

=

 0 k1 0
k1 0 k2
0 k2 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B (s)

 (2.1.3)

dir.

İkinci olarak, farz edelim ki α = α(s) eğrisi timelike olsun. Bu eğri bir timelike eğri iken

α eğrisinin asli normal ve binormal vektörleri spacelike olacağından E3
1 Lorentz-Minkowski

uzayında Frenet takımı
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
ve türev denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir.
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Durum 2.1.3. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir timelike eğri olsun. Bu durumda

α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet takımı
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B ,k1,k2

}
−→
T =−→α ′,

−→
N =

−→
T ′∥∥∥−→T ′∥∥∥ ,

−→
B =−−→T ∧−→N ,

k1 =
∥∥∥−→T ′∥∥∥ ,

k2 =−
〈−→

N ′,
−→
B
〉

ve türev denklemleri 
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B ′(s)

=

 0 k1 0
k1 0 k2
0 −k2 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B (s)

 (2.1.4)

dir.

Ayrıca E3
1 de

[−→
T ,
−→
N ,
−→
B
]

olarak verilen Frenet vektörleri sırasıyla, tanjant, asli normal ve

binormal vektör alanları olarak adlandırılır. k1 ve k2 de sırasıyla, α eğrisinin α(s) noktasındaki

birinci ve ikinci eğriliklerini ifade eder ( [31], [32]).

Tanım 2.1.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında

−→
A = (a1,a2,a3,a4),

−→
B = (b1,b2,b3,b4) ve

−→
C =

(c1,c2,c3,c4) vektörler olsun. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında skaler çarpım ve vektörel çarpım

sırasıyla,

〈−→A ,
−→
B 〉=−a1b1 +a2b2 +a3b3 +a4b4

ve

−→
A ∧−→B ∧−→C =−

∣∣∣∣∣∣∣∣
−−→e 1

−→e 2
−→e 3

−→e 4
a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.1.5)

şeklinde tanımlanır. Burada −→e 1,
−→e 2,
−→e 3 ve −→e 4 vektörleri E4

1 Lorentz-Minkowski uzayında

standart baz vektör alanlarıdır [33].

E4
1 Lorentz-Minkowski uzayındaki α(s) eğrisi boyunca hareket eden Frenet takımı{−→

T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2,k1,k2,k3

}
ve eğrinin null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da

timelike olması durumuna göre Frenet türev denklemleri aşağıdaki gibi hesaplanır.
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Teorem 2.1.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri olsun. Bu durumda

α eğrisinin α(s) noktasındaki
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2,k1,k2,k3

}
Frenet takımı

−→
T =

−→
α ′∥∥−→α ′∥∥ ,

−→
N =

∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′−g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′−g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥ ,
−→
B 1 =

−→
N ∧−→T ∧−→B 2,

−→
B 2 = µ

−→
T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥−→T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ ,

k1 =

∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′−g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥∥∥−→α ′∥∥4 ,

k2 =

∥∥∥−→T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ .∥∥−→α ′∥∥∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′−g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥ ,
k3 =

g
(−→

α (ıv),B2

)
∥∥∥−→T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ .∥∥−→α ′∥∥

dir. Burada
[−→

T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2

]
matrisinin determinantını +1 yapmak için µ =+1 ya da µ =−1

olarak alınır [33].

Teorem 2.1.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir timelike eğri olsun. Bu durumda

α eğrisinin α(s) noktasındaki
{−→

T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2,k1,k2,k3

}
Frenet takımı

−→
T =

−→
α ′∥∥−→α ′∥∥ ,

−→
N =

∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′+g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′+g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥ ,
−→
B 1 = µ

−→
N ∧−→T ∧−→B 2,

−→
B 2 = µ

−→
T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥−→N ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ ,
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k1 =

∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′+g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥∥∥−→α ′∥∥4 ,

k2 =

∥∥∥−→T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ .∥∥−→α ′∥∥∥∥∥∥∥−→α ′∥∥2
.−→α ′′+g(−→α ′,−→α ′′).−→α ′

∥∥∥ ,
k3 =

g
(−→

α (ıv),B2

)
∥∥∥−→T ∧−→N ∧−→α ′′′∥∥∥ .∥∥−→α ′∥∥

dir. Burada
[−→

T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2

]
matrisinin determinantını +1 yapmak için µ =+1 ya da µ =−1

olarak alınır [34].

Ayrıca E4
1 de

[−→
T ,
−→
N ,
−→
B 1,
−→
B 2

]
olarak verilen Frenet vektörleri sırasıyla, α eğrisinin α(s)

noktasındaki tanjant, asli normal, binormal ve trinormal vektör alanları olarak adlandırılır [33].

Şimdi de E4
1 de α = α(s) eğrinin spacelike ve timelike olması durumuna göre Frenet türev

denklemlerini elde edelim.

İlk olarak, kabul edelim ki α = α(s) eğrisi spacelike olsun. α spacelike bir eğri iken α

eğrisinin asli normal, binormal ve trinormal vektörlerinin spacelike ve timelike olmalarına göre

E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında Frenet türev denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir.

Durum 2.1.4. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri ve α eğrisinin asli

normali timelike olsun. Bu durumda asli normali timelike olan α eğrisinin α(s) noktasındaki

Frenet türev denklemleri
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B ′1(s)−→
B ′2(s)

=


0 k1 0 0
k1 0 k2 0
0 k2 0 k3
0 0 −k3 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B 1(s)−→
B 2(s)

 (2.1.6)

dir.

Durum 2.1.5. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri ve α eğrisinin

binormali timelike olsun. Bu durumda binormali timelike olan α eğrisinin α(s) noktasındaki

Frenet türev denklemleri
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B
′
1(s)−→

B
′
2(s)

=


0 k1 0 0
−k1 0 k2 0

0 k2 0 k3
0 0 k3 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B 1(s)−→
B 2(s)

 (2.1.7)

dir.

10



Durum 2.1.6. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir spacelike eğri ve α eğrisinin

trinormali timelike olsun. Bu durumda trinormali timelike olan α eğrisinin α(s) noktasındaki

Frenet türev denklemleri
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B
′
1(s)−→

B
′
2(s)

=


0 k1 0 0
−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3
0 0 k3 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B 1(s)−→
B 2(s)

 (2.1.8)

dir.

İkinci olarak, kabul edelim ki α = α(s) eğrisi bir timelike eğri olsun. α bir timelike

eğri iken bu eğrinin asli normal, binormal ve trinormal vektörleri spacelike olacağından E4
1

Lorentz-Minkowski uzayında Frenet türev denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir.

Durum 2.1.7. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) bir timelike eğri olsun. Bu durumda

α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet türev denklemleri
−→
T ′(s)
−→
N ′(s)
−→
B
′
1(s)−→

B
′
2(s)

=


0 k1 0 0
k1 0 k2 0
0 −k2 0 k3
0 0 −k3 0

 .

−→
T (s)
−→
N (s)
−→
B 1(s)−→
B 2(s)

 , (2.1.9)

olarak elde edilir.

Burada k1, k2 ve k3 sırasıyla, α eğrisinin α(s) noktasındaki birinci, ikinci ve üçüncü

eğriliklerini ifade eder [32].
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3. E3
1 LORENTZ-MINKOWSKI UZAYINDA NULL OLMAYAN ORTAK

İZOGEODEZİK VE İZOASİMPTOTİK EĞRİLERE SAHİP YÜZEY AİLELERİ

E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında sapma fonksiyonları ile null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri ve bu eğrinin Frenet vektörleriyle yüzey aileleri oluşturulacaktır.

Bu eğrinin parametre, geodezik ve asimptotik eğri olma durumlarına göre yüzey aileleri 3 alt

başlıkta incelenecektir.

E3
1 de Ψ=Ψ(s,x) parametrik bir yüzey olsun. E3

1 de α(s) eğrisinden geçen parametrik yüzey

Ψ(s,x) : [C1,C2]× [P1,P2]→ E3
1

Ψ(s,x) = α(s)+u(s,x)
−→
T (s)+ v(s,x)

−→
N (s)+w(s,x)

−→
B (s) (3.0.1)

şeklinde verilmiş olsun. Burada u(s,x),v(s,x) ve w(s,x) ∈ C1 sapma fonksiyonları ve
−→
T (s),

−→
N (s),

−→
B (s) ise α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet çatısıdır.

3.1 E3
1 de Parametre Eğrilere Sahip Yüzey Ailelerinin Normal Vektörleri

Bu bölümde, (3.0.1) yüzey ailelerini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi olabilmesi için

gerekli ve yeterli koşul ifade edilecektir. Ayrıca (3.0.1) yüzeyinin parametre eğrisinin, spacelike

eğri olması halinde iki ve timelike eğri olması halinde bir durum olmak üzere toplam üç durumda

normal vektörü hesaplanacaktır.

E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında (3.0.1) yüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğri

olması için Ψ(s,x0) = α(s), olacak şekilde ∃ x0 ∈ [P1,P2] bulunması, öyle ki

u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) = 0, (3.1.1)

C1 ≤ s≤C2

olması gerekli ve yeterlidir. Buradan

∂u(s,x0)

∂ s
=

∂v(s,x0)

∂ s
=

∂w(s,x0)

∂ s
= 0 (3.1.2)

olduğu görülür.

Ψ(s,x) yüzeyinin normal vektörü

−→n (s,x) =
∂Ψ(s,x)

∂ s
∧ ∂Ψ(s,x)

∂x
(3.1.3)
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dir. Buna göre Ψ(s,x) yüzeyinin −→n (s,x) normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet vektörleri

cinsinden
−→n (s,x) = β1(s,x)

−→
T (s)+β2(s,x)

−→
N (s)+β3(s,x)

−→
B (s) (3.1.4)

şeklinde ifade edilir.

Şimdi de E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında yüzeyin α(s) parametre eğrisinin, null olmayan

Frenet vektörlere sahip spacelike veya timelike eğrili olma durumlarına göre yüzey ailelerinin

normal vektörü elde edilecektir.

İlk olarak E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında (3.0.1) yüzeyini oluşturan α(s) bir spacelike

parametre eğri olsun. Bu eğrinin asli normal ve binormal vektörlerinin spacelike ve timelike

olmalarına göre E3
1 de yüzey ailelerinin normal vektörü hesaplanacaktır.

Durum 3.1.1. Bu durumda E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında (3.0.1) ile verilen yüzey ailesinin

α(s) parametre eğrisi asli normal vektörü timelike (yani, g(
−→
N ,
−→
N )=−1) olan bir spacelike eğri

olsun. Bu yüzey ailesinin −→n (s,x) normalini bulmak için ilk olarak (3.0.1) ile verilen Ψ(s,x)

yüzeyinin kısmi türevleri alınacaktır. Bunun için (2.1.3) eşitliği yardımıyla (3.0.1) yüzey ailesinin

kısmi türevleri

∂Ψ(s,x)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
−→
B (s)

ve
∂Ψ(s,x)

∂x
=

∂u(s,x)
∂x

−→
T (s)+

∂v(s,x)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x)
∂x

−→
B (s),

olarak elde edilir. Elde edilen bu kısmi türevler, (2.1.1) ve (3.1.3) formüllerinde yerine yazılırsa

Ψ yüzeyinin (3.1.4) ile verilen normal vektörünün bileşenleri

β1(s,x) =
∂w(s,x)

∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)

− ∂v(s,x)
∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)

β2(s,x) =
∂w(s,x)

∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)

− ∂u(s,x)
∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
13



β3(s,x) =
∂v(s,x)

∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)

− ∂u(s,x)
∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)

olarak elde edilir. Burada (3.1.1) ve (3.1.2) eşitliklerini sağlayan x0 değeri alındığında

β1(s,x0) = 0,

β2(s,x0) =
∂w(s,x)

∂x ,

β3(s,x0) =
∂v(s,x)

∂x ,

(3.1.5)

elde edilir. Bu durumda yüzeyin normal vektörü

−→n (s,x0) =
∂w(s,x)

∂x
−→
N (s)+

∂v(s,x)
∂x

−→
B (s)

olarak bulunur.

Durum 3.1.2. Bu durumda E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında (3.0.1) ile verilen yüzey ailesinin

α(s) parametre eğrisi binormal vektörü timelike (yani, g(
−→
B ,
−→
B ) =−1) olan bir spacelike eğri

olsun. α(s) eğrisinin geçtiği yüzey ailesinin −→n (s,x) normalini hesaplamak için (3.0.1) verilen

yüzeyin kısmi türevleri alınıp (2.1.2) Frenet türev formülleri kullanılırsa

∂Ψ(s,x)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

− k1v(s,x)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
−→
B (s)

ve
∂Ψ(s,x)

∂x
=

∂u(s,x)
∂x

−→
T (s)+

∂v(s,x)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x)
∂x

−→
B (s),

olduğu görülür. Ayrıca (2.1.1) ve (3.1.3) formüllerinden yararlanılırsa, Ψ yüzeyinin (3.1.4) ile

verilen normal vektörünün bileşenleri

β1(s,x) =
∂w(s,x)

∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)

− ∂v(s,x)
∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
,

β2(s,x) =
∂u(s,x)

∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
− ∂w(s,x)

∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

− k1v(s,x)
)
,
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β3(s,x) =
∂u(s,x)

∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

+ k2w(s,x)
)

− ∂v(s,x)
∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

− k1v(s,x)
)
,

olarak hesaplanır. Şimdi β1(s,x), β2(s,x) ve β3(s,x) de (3.1.1) ve (3.1.2) eşitliklerini sağlayan

x0 değeri alındığında 

β1(s,x0) = 0,

β2(s,x0) =−∂w(s,x)
∂x ,

β3(s,x0) =−∂v(s,x)
∂x ,

(3.1.6)

olarak elde edilir. Bu durumda yüzeyin normal vektörü

−→n (s,x0) =−
∂w(s,x)

∂x
−→
N (s)− ∂v(s,x)

∂x
−→
B (s)

olarak bulunur.

İkinci olarak E3
1 de (3.0.1) yüzeyini oluşturan α(s) bir timelike parametre eğrisi olsun. Bu

eğrinin asli normal ve binormal vektörlerinin spacelike olmalarına göre E3
1 de yüzey ailelerinin

normal vektörü hesaplanacaktır.

Durum 3.1.3. Bu durumda E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında (3.0.1) ile verilen yüzey ailesinin

α(s) parametre eğrisi bir timelike (yani, g(
−→
T ,
−→
T ) =−1) eğri olsun. Bu yüzey ailesinin −→n (s,x)

normalini hesaplamak için (3.0.1) ile verilen Ψ(s,x) yüzeyinin kısmi türevleri alınıp (2.1.4)

Frenet türev formülleri kullanılırsa

∂Ψ(s,x)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

− k2w(s,x)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
−→
B (s)

ve
∂Ψ(s,x)

∂x
=

∂u(s,x)
∂x

−→
T (s)+

∂v(s,x)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x)
∂x

−→
B (s)

olarak hesaplanır. Ayrıca (2.1.1) ve (3.1.3) formüllerinden yararlanılırsa, Ψ yüzeyinin (3.1.4)

ile verilen normal vektörünün bileşenleri

β1(s,x) =
∂v(s,x)

∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
− ∂w(s,x)

∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

− k2w(s,x)
)
,
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β2(s,x) =
∂u(s,x)

∂x

(
k2v(s,x)+

∂w(s,x)
∂ s

)
− ∂w(s,x)

∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)
,

β3(s,x) =
∂v(s,x)

∂x

(
1+

∂u(s,x)
∂ s

+ k1v(s,x)
)

− ∂u(s,x)
∂x

(
k1u(s,x)+

∂v(s,x)
∂ s

− k2w(s,x)
)
,

olarak elde edilir. Şimdi (3.1.1) ve (3.1.2) eşitliklerinden x0 değeri alındığında

β1(s,x0) = 0,

β2(s,x0) =−∂w(s,x)
∂x ,

β3(s,x0) =
∂v(s,x)

∂x ,

(3.1.7)

elde edilir. Bu durumda yüzeyin normal vektörü

−→n (s,x0) =−
∂w(s,x)

∂x
−→
N (s)+

∂v(s,x)
∂x

−→
B (s)

olarak bulunur.

3.2 E3
1 Lorentz-Minkowski Uzayında Null olmayan Ortak İzogeodezik Eğrilere Sahip

Yüzey Aileleri

Bu bölümde, E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike veya timelike ortak izogeodezik eğrili yüzey aileleri oluşturulacaktır. E3
1 de yüzey

ailelerinin ortak izogeodezik eğrilere sahip olması için gerekli teorem ifade edilip ispatı

yapılacaktır. Teoremde verilen koşullar, sapma fonksiyonları kullanılarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrıca bu çalışmayı destekleyecek örnek verilecektir.

E3
1 de parametrik bir yüzey (3.0.1) şeklinde verilmiş olsun. E3

1 de herhangi bir yüzey üzerinde

verilen bir eğrinin izogeodezik olması için biliyoruz ki bu eğrinin yüzey üzerinde hem parametre

hem de geodezik eğri olması gerekir.

İlk olarak E3
1 de (3.0.1) yüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi olması için

Ψ(s,x0) =α(s) olacak şekilde ∃ x0 ∈ [P1,P2] bulunabilmesi, yani önceki bölümde verilen (3.1.1)

ve (3.1.2) koşullarının sağlanmasıdır.

İkinci olarak Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde α(s) eğrisinin bir geodezik olabilmesi için gerek ve

yeter koşul ∀ s ∈ I için α(s) eğrisinin
−→
N (s) normali ile Ψ yüzeyinin−→n (s,x0) normalinin paralel

yani −→n (s,x0)//
−→
N (s) olmasıdır [29].
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E3
1 de null olmayan Frenet vektörlere sahip bir eğri α(s) olmak üzere aşağıdaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.2.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda, α = α(s) eğrisinin (3.0.1) parametrik

denklemi ile verilen Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde bir izogeodezik olması için gerek ve yeter şart

u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) = 0,

∂w(s,x0)
∂x 6= 0,

∂v(s,x0)
∂x = 0

(3.2.1)

olmalıdır.

İspat: E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da

timelike bir eğri α = α(s) olsun. Bu durumda (3.0.1) parametrik denklemi ile verilen Ψ(s,x)

yüzeyinin −→n (s,x0) normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet vektörleri cinsinden

−→n (s,x0) = β1(s,x0)
−→
T (s)+β2(s,x0)

−→
N (s)+β3(s,x0)

−→
B (s) (3.2.2)

olsun. Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde bir parametre eğri α(s) ise, keyfi x = x0 parametresi için

Ψ(s,x0) = α(s) dir. Böylece

u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) = 0,

∃x0 ∈ [P1,P2] , C1 ≤ s≤C2,

eşitliği ifade edilir. Ayrıca, α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde geodezik olması için

yüzeyin−→n (s,x0) normal vektörü ile α(s) eğrisinin asli normali
−→
N (s) birbirine paralel olmalıdır.

Bu durumda

β2(s,x0) 6= 0, β3(s,x0) = 0, (3.2.3)

x0 ∈ [P1,P2] , C1 ≤ s≤C2,

olur. Ψ(s,x) yüzeyinin −→n (s,x0) normal vektöründeki (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) bileşenlerinden

(3.2.3) eşitliği göz önüne alınarak (3.2.1) elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur.

Sapma Fonksiyonu

Bu alt kısımda, işlemlerde kolaylık sağlaması ve dizayn problemlerinin iyi analiz

edilebilmesi için yüzey denkleminde verilen u(s,x),v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonları
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özel seçilerek yüzey üzerindeki eğrinin izogeodezik olabilmesi için gerekli ve yeterli şart

incelenecektir.

Kabul edelim ki u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonları, h(s), k(s), r(s), U(x), V (x),

W (x) ∈C1 ve h(s) 6= k(s) 6= r(s) 6= 0 olmak üzere aşağıdaki gibi

u(s,x) = h(s)U(x),

v(s,x) = k(s)V (x),

w(s,x) = r(s)W (x),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2,

verilsin. Böylece:

Sonuç 3.2.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (3.2.1) dan α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi

üzerinde izogeodezik olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

U(x0) =V (x0) =W (x0) = 0,

r(s)
∂W (x0)

∂x
6= 0,

k(s)
∂V (x0)

∂x
= 0,

x0 ∈ [P1,P2], C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

Şimdi de elde edilen teorik sonuçları destekleyen null olmayan Frenet vektörlerine sahip

timelike izogeodezik eğrili yüzey aileleri için örnek verilecektir. Ayrıca bu örnekte verilen

izogeodezik eğrili yüzeyin grafiği çizilecektir.

Örnek 3.2.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) = (sinhs,coshs,0) eğrisi verilsin. α eğrisi

birim hızlı timelike bir eğridir. Böylece α eğrisinin Frenet vektörleri (2.1.4) eşitliğinden

−→
T (s) = (coshs,sinhs,0) ,
−→
N (s) = (sinhs,coshs,0) ,
−→
B (s) = (0,0,1) ,
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olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x) = sx+ s2x,

v(s,x) = x2s,

w(s,x) = x2 + sx,

fonksiyonları alınırsa; x0 = 0 ve s 6= 0 noktaları için (3.2.1) şartları sağlanır. Böylece (3.0.1)

den yüzey ailesi

Ψ(s,x) =

 coshs
(
sx+ s2x

)
+ sinhs(x2s+1),

sinhs
(
sx+ s2x

)
+ coshs(x2s+1),

x2 + sx

 (3.2.4)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu yüzey α(s) eğrisini izogeodezik olarak kabul eden yüzey

ailesinin bir elemanı olur.

Elde edilen ortak izogeodezikli yüzeyin grafiği aşağıdaki gibidir.

Şekil 3.1 : Ortak izogeodezikli (3.2.4) yüzey ailesinin bir elemanı

3.3 E3
1 Lorentz-Minkowski Uzayında Null olmayan Ortak İzoasimptotik Eğriye Sahip

Yüzey Aileleri

Bu bölümde, E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike veya timelike ortak izoasimptotik eğrili yüzey aileleri oluşturulacaktır. E3
1 de
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yüzey ailelerinin ortak izoasimptotik eğrilere sahip olması için gerekli teorem ifade edilip

ispatı yapılacaktır. Teoremde verilen koşullar, sapma fonksiyonları kullanılarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrıca bu çalışmayı destekleyecek örnek verilecektir.

E3
1 de parametrik bir yüzey (3.0.1) şeklinde verilmiş olsun. E3

1 de herhangi bir yüzey üzerinde

verilen bir eğrinin izoasimptotik olması için bu eğrinin yüzey üzerinde hem parametre hem de

asimptotik eğri olması gerekir.

İlk olarak E3
1 de (3.0.1) yüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi olması için

Ψ(s,x0) = α(s) olacak şekilde ∃ x0 ∈ [P1,P2] bulunabilmesi, yani önceki bölümde (3.1.1) ve

(3.1.2) koşulları sağlanmalıdır.

İkinci olarak α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde bir asimptotik eğri olması için〈
∂
−→n (s,x0)

∂ s
,
−→
T (s)

〉
= 0 (3.3.1)

olmalıdır.

E3
1 de null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike veya timelike bir eğri α(s) olmak üzere

aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda, α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde

bir izoasimptotik olması için gerek ve yeter şart

u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) = 0,

∂w(s,x)
∂x = 0,

∂v(s,x)
∂x 6= 0

(3.3.2)

olmasıdır.

İspat: E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da

timelike α = α(s) eğrisi (3.0.1) parametrik denklemi ile verilen Ψ(s,x) yüzeyinin −→n (s,x0)

normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet vektörleri cinsinden (3.2.2) ile verilmiş olsun. Ψ(s,x)

yüzeyi üzerinde bir parametre eğri α(s) ise, keyfi x = x0 parametresi için Ψ(s,x0) = α(s) dir.

Böylece

u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) = 0,

∃x0 ∈ [P1,P2] , C1 ≤ s≤C2,
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eşitliği ifade edilir. Ayrıca, α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi üzerinde asimptotik olması için (3.3.1)

kullanılırsa

β2(s,x0) = 0, β3(s,x0) 6= 0, (3.3.3)

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x0 ≤ P2,

olur. Ψ(s,x) yüzey ailesinin (3.2.2) ile verilen−→n (s,x0) normal vektörünün β1(s,x0), β2(s,x0) ve

β3(s,x0) bileşenleri yüzey üzerindeki izoasimptotik α eğrisinin α(s) noktasındaki null olmayan

Frenet vektörlerinin spacelike ve timelike durumlarına göre (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) gibi

bulunur. Bu durumda (3.3.3) eşitliği göz önüne alınırsa (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) den (3.3.2)

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur.

Sapma Fonksiyonu

Bu alt kısımda, işlemlerde kolaylık sağlaması ve dizayn problemlerinin iyi analiz

edilebilmesi için yüzey denkleminde verilen u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonları

özel seçilerek yüzey üzerindeki eğrinin izoasimptotik olabilmesi için gerekli ve yeterli şart

incelenecektir.

Farz edelim ki u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonları, h(s), k(s), r(s), U(x), V (x),

W (x) ∈C1 ve h(s) 6= k(s) 6= r(s) 6= 0 olmak üzere

u(s,x) = h(s)U(x),

v(s,x) = k(s)V (x),

w(s,x) = r(s)W (x),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2,

olsun. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.3.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (3.3.2) den α(s) eğrisinin Ψ(s,x) yüzeyi

üzerinde izoasimptotik olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

U(x0) =V (x0) =W (x0) = 0,

r(s)
∂W (s,x0)

∂x
= 0,
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k(s)
∂V (s,x0)

∂x
6= 0,

x0 ∈ [P1,P2], C1 ≤ s≤C2,

olmalıdır.

Şimdi de elde edilen teorik sonuçları destekleyen null olmayan Frenet vektörlerine sahip

timelike izoasimptotik eğrili yüzey aileleri için örnek verilecektir. Ayrıca bu örnekte verilen

izoasimptotik eğrili yüzeyin grafiği çizilecektir.

Örnek 3.3.1. E3
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s)=

(√
2s,sins,coss

)
eğrisi verilsin. α eğrisi

birim hızlı timelike bir eğridir. Böylece α eğrisinin Frenet vektörleri (2.1.4) eşitliğinden

−→
T (s) =

(√
2,coss,−sins

)
,

−→
N (s) = (0,−sins,−coss) ,
−→
B (s) =

(
1,
√

2coss,−
√

2sins
)
,

olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x) = sx+ s2x,

v(s,x) = x2 + sx,

w(s,x) = x2s,

fonksiyonları alınırsa; x0 = 0 ve s 6= 0 noktaları için (3.3.2) şartları sağlanır. Böylece (3.0.1)

den yüzey ailesi

Ψ(s,x) =


√

2
(
sx+ s2x+ s

)
+ x2s,

coss
(

sx+ s2x+
√

2x2s
)
− sins

(
x2 + sx−1

)
,

−sins
(

sx+ s2x+
√

2x2s
)
− coss

(
x2 + sx−1

)
,

 (3.3.4)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu yüzey α(s) eğrisini izoasimptotik olarak kabul eden yüzey

ailesinin bir elemanı olur.

Bu örnek ile verilen ortak izoasimptotikli yüzeyin grafiği aşağıdaki gibidir.
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Şekil 3.2 : Ortak izoasimptotikli (3.3.4) yüzey ailesinin bir elemanı
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4. E4
1 LORENTZ-MINKOWSKI UZAYINDA NULL OLMAYAN ORTAK

İZOGEODEZİK VE İZOASİMPTOTİK EĞRİLERE SAHİP HİPERYÜZEY AİLELERİ

E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da

timelike bir eğrinin Frenet vektörleriyle hiperyüzey aileleri oluşturulacaktır. Ayrıca sapma

fonksiyonları yardımıyla hiperyüzey yeniden inşa edilecektir. Hiperyüzey üzerindeki bu eğrinin

parametre, geodezik ve asimptotik eğri olma durumlarına göre hiperyüzey aileleri 3 alt başlıkta

incelenecektir.

E4
1 de Ψ = Ψ(s,x,y), parametrik bir hiperyüzey olsun. E4

1 de α(s) eğrisinden geçen

parametrik hiperyüzey

Ψ(s,x,y) : [C1,C2]× [P1,P2]× [M1,M2]→ E4
1

Ψ(s,x,y) = α(s)+u(s,x,y)
−→
T (s)+ v(s,x,y)

−→
N (s) (4.0.1)

+w(s,x,y)
−→
B 1(s)+q(s,x,y)

−→
B 2(s),

şeklinde verilmiş olsun. Burada u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) ∈ C1 sapma

fonksiyonları ve
[−→

T (s),
−→
N (s),

−→
B 1(s),

−→
B 2(s)

]
ise α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet çatısıdır.

4.1 E4
1 de Parametre Eğrilere Sahip Hiperyüzey Ailelerinin Normal Vektörleri

Bu bölümde, (4.0.1) hiperyüzey ailelerini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi

olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul ifade edilecektir. Ayrıca (4.0.1) hiperyüzeyinin parametre

eğrisinin spacelike eğri olması durumunda üç ve timelike eğri olması durumunda bir olmak üzere

hiperyüzeyin normal vektörü toplam dört durumda hesaplanacaktır.

E4
1 de (4.0.1) hiperyüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi olması için

Ψ(s,x0,y0) = α(s), olacak şekilde ∃ x0 ∈ [P1,P2] , ∃ y0 ∈ [M1,M2] bulunabilmesi, yani

u(s,x0,y0) = v(s,x0,y0) = w(s,x0,y0) = q(s,x0,y0) = 0, (4.1.1)

C1 ≤ s≤C2

olması gerekli ve yeterlidir. Buradan

∂u(s,x0,y0)

∂ s
=

∂v(s,x0,y0)

∂ s
=

∂w(s,x0,y0)

∂ s
=

∂q(s,x0,y0)

∂ s
= 0 (4.1.2)
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olduğu görülür.

Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörü −→n (s,x,y)

−→n (s,x,y) =
∂Ψ(s,x,y)

∂ s
∧ ∂Ψ(s,x,y)

∂x
∧ ∂Ψ(s,x,y)

∂y
(4.1.3)

dir. Buna göre Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin −→n (s,x,y) normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet

vektörleri cinsinden

−→n (s,x,y) = β1(s,x,y)
−→
T (s)+β2(s,x,y)

−→
N (s) (4.1.4)

+β3(s,x,y)
−→
B 1(s)+β4(s,x,y)

−→
B 2(s)

şeklinde ifade edilir.

Şimdi de E4
1 de hiperyüzeyin α(s) parametre eğrisinin, null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike veya timelike eğrili olma durumlarına göre hiperyüzey ailelerinin normal vektörü elde

edilecektir.

İlk olarak E4
1 de (4.0.1) hiperyüzeyini oluşturan α(s) parametre eğrisi bir spacelike eğri

olsun. Bu eğrinin asli normal, binormal ve trinormal vektörlerinin spacelike ve timelike

olmalarına göre hiperyüzey ailelerinin normal vektörü hesaplanacaktır.

Durum 4.1.1. Bu durumda E4
1 de (4.0.1) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisi asli normal

vektörü timelike (yani, g(
−→
N ,
−→
N ) = −1) olan bir spacelike eğri olsun. Bu hiperyüzey ailesinin

−→n (s,x,y) normalini bulmak için ilk olarak (4.0.1) ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin kısmi

türevleri alınacaktır. Bunun için (2.1.6) eşitliği yardımıyla hiperyüzey ailesinin (4.0.1) kısmi

türevleri

∂Ψ(s,x,y)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
−→
B 1(s)

+

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
−→
B 2(s),

∂Ψ(s,x,y)
∂x

=
∂u(s,x,y)

∂x
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂x

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂x

−→
B 2(s)

ve

∂Ψ(s,x,y)
∂y

=
∂u(s,x,y)

∂y
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂y

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂y

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂y

−→
B 2(s)
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olarak elde edilir. Elde edilen bu kısmi türevler, (2.1.5) ve (4.1.3) formüllerinde yerine yazılırsa

hiperyüzey ailesinin normal vektörünün (4.1.4) deki β1(s,x,y), β2(s,x,y), β3(s,x,y) ve β4(s,x,y)

bileşenleri

β1(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

+
∂v(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
,

β2(s,x,y) =
∂u(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂u(s,x,y)

∂y
∂q(s,x,y)

∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
,

β3(s,x,y) =
∂u(s,x,y)

∂y
∂v(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂q(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂u(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

26



ve

β4(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂y

∂u(s,x,y)
∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

olarak bulunur. Bu ifadelerde (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerini sağlayan x0 ve y0 değerleri göz

önüne alınırsa

β1(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

+
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s
= 0,

β2(s,x0,y0) =
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

=
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
,
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β3(s,x0,y0) =
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

ve

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂w(s,x0,y0)

∂y
∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

olduğu görülür. Böylece Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörü

−→n (s,x0,y0) =

[
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y

]
−→
N (s)

+

[
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

]
−→
B 1(s)

+

[
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

]
−→
B 2(s)

olarak bulunur.

Durum 4.1.2. Bu durumda E4
1 de binormali timelike (yani, g(

−→
B 1,
−→
B 1) = −1) olan (4.0.1)

hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisi bir spacelike eğri olsun. Bu hiperyüzey ailesinin
−→n (s,x,y) normalini bulmak için (4.0.1) ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin kısmi türevleri alınıp
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(2.1.7) Frenet türev formülleri kullanılırsa

∂Ψ(s,x,y)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
−→
B 1(s)

+

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
−→
B 2(s),

∂Ψ(s,x,y)
∂x

=
∂u(s,x,y)

∂x
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂x

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂x

−→
B 2(s)

ve

∂Ψ(s,x,y)
∂y

=
∂u(s,x,y)

∂y
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂y

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂y

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂y

−→
B 2(s)

olarak hesaplanır. Ayrıca (2.1.5) ve (4.1.3) formüllerinden yararlanırlırsa, (4.1.4) ile verilen

Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörünün β1(s,x,y), β2(s,x,y), β3(s,x,y) ve β4(s,x,y)

bileşenleri sırasıyla,

β1(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

+
∂v(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
,

β2(s,x,y) =
∂w(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂u(s,x,y)
∂y

∂q(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂w(s,x,y)
∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
,
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β3(s,x,y) =
∂q(s,x,y)

∂y
∂v(s,x,y)

∂x

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂u(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

ve

β4(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂y

∂u(s,x,y)
∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

+ k2w(s,x,y)
)

olarak bulunur. Bu ifadelerde (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerini sağlayan x0 ve y0 değerleri göz

önüne alındığında

β1(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

+
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s
= 0,
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β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

=
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
,

β3(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

ve

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂w(s,x0,y0)

∂y
∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
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olarak elde edilir. Bu durumda Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörü

−→n (s,x0,y0) =

[
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

]
−→
N (s)

+

[
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

]
−→
B 1(s)

+

[
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

]
−→
B 2(s)

olarak bulunur.

Durum 4.1.3. Bu durumda E4
1 de trinormal vektörü timelike (yani, g(

−→
B 2,
−→
B 2) = −1) olan

(4.0.1) ile verilen hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisi bir spacelike eğri olsun. Bu

hiperyüzey ailesinin−→n (s,x,y) normalini bulmak için (4.0.1) ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin

kısmi türevleri alınıp (2.1.8) deki Frenet türev formülleri kullanılırsa

∂Ψ(s,x,y)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
−→
B 1(s)

+

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
−→
B 2(s),

∂Ψ(s,x,y)
∂x

=
∂u(s,x,y)

∂x
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂x

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂x

−→
B 2(s)

ve

∂Ψ(s,x,y)
∂y

=
∂u(s,x,y)

∂y
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂y

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂y

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂y

−→
B 2(s)

olarak hesaplanır. Ayrıca (2.1.5) ve (4.1.3) formüllerinden yararlanılırsa, Ψ hiperyüzeyinin

(4.1.4) ile verilen normal vektörünün β1(s,x,y), β2(s,x,y), β3(s,x,y) ve β4(s,x,y) bileşenleri

β1(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

+
∂v(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
,
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β2(s,x,y) =
∂w(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂u(s,x,y)
∂y

∂q(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂w(s,x,y)
∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)
,

β3(s,x,y) =
∂u(s,x,y)

∂y
∂v(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂q(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂u(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

ve

β4(s,x,y) =
∂u(s,x,y)

∂y
∂v(s,x,y)

∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

+
∂w(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

+
∂w(s,x,y)

∂y
∂u(s,x,y)

∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂x

∂w(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

− k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

+ k3q(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂w(s,x,y)
∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)
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olarak bulunur. Burada (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerini sağlayan x0 ve y0 değerleri göz önüne

alındığında

β1(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

+
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s
= 0,

β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

=
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
,
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β3(s,x0,y0) =
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

ve

β4(s,x0,y0) =
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

+
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂w(s,x0,y0)

∂y
∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

elde edilir. Böylece Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörü

−→n (s,x0,y0) =

[
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

]
−→
N (s)

+

[
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

]
−→
B 1(s)

+

[
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

]
−→
B 2(s)

olarak bulunur.

İkinci olarak E4
1 de (4.0.1) hiperyüzeyini oluşturan α(s) parametre eğrisi bir timelike eğri

olsun. Bu eğrinin asli normal, binormal ve trinormal vektörlerinin spacelike olmalarına göre

hiperyüzey ailelerinin normal vektörü hesaplanacaktır.
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Durum 4.1.4. Bu durumda E4
1 de (4.0.1) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisi bir timelike

eğri (yani, g(
−→
T ,
−→
T ) = −1) olsun. Bu hiperyüzey ailesinin −→n (s,x,y) normalini hesaplamak

için (4.0.1) ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin kısmi türevleri alınıp (2.1.9) deki Frenet türev

formülleri kullanılırsa

∂Ψ(s,x,y)
∂ s

=

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)
−→
T (s)

+

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)
−→
N (s)

+

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
−→
B 1(s)

+

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
−→
B 2(s),

∂Ψ(s,x,y)
∂x

=
∂u(s,x,y)

∂x
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂x

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂x

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂x

−→
B 2(s)

ve

∂Ψ(s,x,y)
∂y

=
∂u(s,x,y)

∂y
−→
T (s)+

∂v(s,x,y)
∂y

−→
N (s)+

∂w(s,x,y)
∂y

−→
B 1(s)+

∂q(s,x,y)
∂y

−→
B 2(s)

olarak hesaplanır. Ayrıca (2.1.5) ve (4.1.3) formüllerinden yararlanılırsa, Ψ hiperyüzeyinin

(4.1.4) ile verilen normal vektörünün β1(s,x,y), β2(s,x,y), β3(s,x,y) ve β4(s,x,y) bileşenleri

aşağıdaki gibi elde edilir:

β1(s,x,y) =
∂w(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

+
∂v(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂y

∂w(s,x,y)
∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂v(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
,
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β2(s,x,y) =
∂w(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂u(s,x,y)
∂y

∂q(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂w(s,x,y)
∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂q(s,x,y)
∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)
,

β3(s,x,y) =
∂u(s,x,y)

∂y
∂v(s,x,y)

∂x

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
+

∂q(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂q(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂q(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
k3w(s,x,y)+

∂q(s,x,y)
∂ s

)
− ∂q(s,x,y)

∂x
∂u(s,x,y)

∂y

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

ve

β4(s,x,y) =
∂v(s,x,y)

∂x
∂w(s,x,y)

∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂x
∂v(s,x,y)

∂y

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

+
∂u(s,x,y)

∂y
∂w(s,x,y)

∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)

− ∂u(s,x,y)
∂y

∂v(s,x,y)
∂x

(
k2v(s,x,y)+

∂w(s,x,y)
∂ s

− k3q(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂x

∂v(s,x,y)
∂y

(
1+

∂u(s,x,y)
∂ s

+ k1v(s,x,y)
)

− ∂w(s,x,y)
∂y

∂u(s,x,y)
∂x

(
k1u(s,x,y)+

∂v(s,x,y)
∂ s

− k2w(s,x,y)
)
.
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Burada (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerini sağlayan x0 ve y0 değerleri kullanılırsa

β1(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

+
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s
= 0,

β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

=
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
,

β3(s,x0,y0) =
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂ s

+
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂q(s,x0,y0)

∂ s

− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
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ve

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
+

∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂ s

+
∂u(s,x0,y0)

∂y
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

− ∂u(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂ s

− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

(
1+

∂u(s,x0,y0)

∂ s

)
− ∂w(s,x0,y0)

∂y
∂u(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂ s

=
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

olarak elde edilir. Böylece Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin normal vektörü

−→n (s,x0,y0) =

[
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y

]
−→
N (s)

+

[
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

]
−→
B 1(s)

+

[
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

]
−→
B 2(s)

olarak bulunur.

4.2 E4
1 Lorentz-Minkowski Uzayında Null olmayan Ortak İzogeodezik Eğrilere Sahip

Hiperyüzey Aileleri

Bu bölümde, E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike veya timelike ortak izogeodezik eğrili hiperyüzey aileleri oluşturulacaktır. E4
1 de

hiperyüzey ailelerinin ortak izogeodezik eğrilere sahip olması için gerekli teorem ifade edilip

ispatı yapılacaktır. Teoremde verilen koşullar, sapma fonksiyonları kullanılarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrıca bu çalışmayı destekleyecek örneklere yer verilecektir.

E4
1 de parametrik bir hiperyüzey (4.0.1) ile verilmiş olsun. E4

1 de herhangi bir hiperyüzey

üzerinde verilen bir eğrinin izogeodezik olması için hiperyüzey üzerinde bulunduran α(s)

eğrisinin hem parametre hem de geodezik eğri olması gerekir.

İlk olarak E4
1 de (4.0.1) hiperyüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin parametre eğrisi olması için

Ψ(s,x0,y0) = α(s), olacak şekilde ∃x0 ∈ [P1,P2] , ∃ y0 ∈ [M1,M2] bulunabilmesi, yani önceki

bölümde (4.1.1) ve (4.1.2) koşulları sağlanmalıdır.
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İkinci olarak α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir geodezik olması için gerek ve

yeter koşul ∀ s∈ I için α(s) eğrisinin
−→
N (s) normali ile Ψ hiperyüzeyinin−→n (s,x0,y0) normalinin

paralel yani −→n (s,x0,y0)//
−→
N (s) olmasıdır [29].

E4
1 de null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike veya timelike bir eğri α(s) olmak üzere

aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1. E4
1 de α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da timelike bir

eğri olsun. Bu durumda, α = α(s) eğrisinin (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde bir izogeodezik olması için gerek ve yeter şart

u(s,x0,y0) = v(s,x0,y0) = w(s,x0,y0) = q(s,x0,y0) = 0,

∂w(s,x0,y0)
∂x

∂q(s,x0,y0)
∂y − ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y 6= 0,

∂q(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y − ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x = 0,

∂v(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y − ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y = 0

(4.2.1)

olmasıdır.

İspat: E4
1 de (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde null olmayan

Frenet vektörlere sahip spacelike veya timelike bir eğri α = α(s) olsun. Bu durumda Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyinin −→n (s,x0,y0) normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet vektörleri cinsinden

−→n (s,x0,y0) = β1(s,x0,y0)
−→
T (s)+β2(s,x0,y0)

−→
N (s)+β3(s,x0,y0)

−→
B 1(s)+β4(s,x0,y0)

−→
B 2(s),

(4.2.2)

olarak yazılabilir. Eğer α = α(s), Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir parametre eğri ise, keyfi

x = x0 ve y = y0 parametreleri için Ψ(s,x0,y0) = α(s) dir. Böylece

u(s,x0,y0) = v(s,x0,y0) = w(s,x0,y0) = q(s,x0,y0) = 0,

∃x0 ∈ [P1,P2] , ∃y0 ∈ [M1,M2] , C1 ≤ s≤C2,

eşitliği ifade edilir. Ayrıca, α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde geodezik olması

için hiperyüzeyin −→n (s,x0,y0) normal vektörü ile α(s) eğrisinin
−→
N (s) asli normali birbirine

paralel olmalıdır. Bu durumda

β2(s,x0,y0) 6= 0, β3(s,x0,y0) = β4(s,x0,y0) = 0, (4.2.3)

x0 ∈ [P1,P2] , y0 ∈ [M1,M2] , C1 ≤ s≤C2.
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olur.

Eğer (4.0.1) denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisinin

asli normali timelike (yani, g(
−→
N ,
−→
N ) = −1) olan bir spacelike eğri ise bu durumda Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyinin −→n (s,x0,y0) normal vektörünün (4.2.2) eşitliğindeki β1(s,x0,y0), β2(s,x0,y0),

β3(s,x0,y0) ve β4(s,x0,y0) bileşenleri

β1(s,x0,y0) = 0,

β2(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y − ∂w(s,x0,y0)
∂x

∂q(s,x0,y0)
∂y ,

β3(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂y

∂v(s,x0,y0)
∂x ,

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y − ∂w(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y

(4.2.4)

dir.

Eğer (4.0.1) denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisinin

binormali timelike (yani, g(
−→
B 1,
−→
B 1) = −1) olan bir spacelike eğri ise bu durumda Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyinin −→n (s,x0,y0) normal vektörünün (4.2.2) eşitliğindeki β1(s,x0,y0), β2(s,x0,y0),

β3(s,x0,y0) ve β4(s,x0,y0) bileşenleri

β1(s,x0,y0) = 0,

β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y ,

β3(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x − ∂q(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y ,

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y − ∂w(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y

(4.2.5)

dir.

Eğer (4.0.1) denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisinin

trinormali timelike (yani, g(
−→
B 2,
−→
B 2) = −1) olan bir spacelike eğri ise bu durumda Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyinin −→n (s,x0,y0) normal vektörünün (4.2.2) eşitliğindeki β1(s,x0,y0), β2(s,x0,y0),

β3(s,x0,y0) ve β4(s,x0,y0) bileşenleri

β1(s,x0,y0) = 0,

β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y ,

β3(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂y

∂v(s,x0,y0)
∂x ,

β4(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y − ∂v(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y

(4.2.6)
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dir.

Eğer (4.0.1) denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzey ailesinin α(s) parametre eğrisi bir

timelike eğri ise bu durumda Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin −→n (s,x0,y0) normal vektörünün (4.2.2)

eşitliğindeki β1(s,x0,y0), β2(s,x0,y0), β3(s,x0,y0) ve β4(s,x0,y0) bileşenleri

β1(s,x0,y0) = 0,

β2(s,x0,y0) =
∂w(s,x0,y0)

∂x
∂q(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y ,

β3(s,x0,y0) =
∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y − ∂q(s,x0,y0)
∂y

∂v(s,x0,y0)
∂x ,

β4(s,x0,y0) =
∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y − ∂w(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y

(4.2.7)

dir. (4.2.3) eşitliği göz önüne alınırsa (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve (4.2.7) den (4.2.1) elde edilir.

Böylece teorem ispatlanmış olur.

Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda, işlemlerde kolaylık sağlaması ve dizayn problemlerinin iyi analiz

edilebilmesi için hiperyüzey denkleminde verilen u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma

fonksiyonları özel olarak seçilip hiperyüzeyi üzerindeki eğrinin izogeodezik olması için sonuçlar

verilecektir.

I. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları, h(s), k(s),

r(s), b(s), U(x,y), V (x,y), W (x,y), Q(x,y) ∈C1 ve h(s) 6= k(s) 6= r(s) 6= b(s) 6= 0 olmak üzere

u(s,x,y) = h(s)U(x,y),

v(s,x,y) = k(s)V (x,y),

w(s,x,y) = r(s)W (x,y),

q(s,x,y) = b(s)Q(x,y),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2,

olarak seçilirse şu sonuç verilebilir.

Sonuç 4.2.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)
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hiperyüzeyi üzerinde izogeodezik olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

U(x0,y0) =V (x0,y0) =W (x0,y0) = Q(x0,y0) = 0,

r(s)
∂W (x0,y0)

∂x
b(s)

∂Q(x0,y0)

∂y
−b(s)

∂Q(x0,y0)

∂x
r(s)

∂W (x0,y0)

∂y
6= 0,

b(s)
∂Q(x0,y0)

∂x
k(s)

∂V (x0,y0)

∂y
−b(s)

∂Q(x0,y0)

∂y
k(s)

∂V (x0,y0)

∂x
= 0,

k(s)
∂V (x0,y0)

∂x
r(s)

∂W (x0,y0)

∂y
− r(s)

∂W (x0,y0)

∂x
k(s)

∂V (x0,y0)

∂y
= 0,

x0 ∈ [P1,P2], y0 ∈ [M1,M2], C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

II. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları h(s,x), k(s,x),

r(s,x), b(s,x), U(y), V (y), W (y), Q(y) ∈C1 olmak üzere

u(s,x,y) = h(s,x)U(y),

v(s,x,y) = k(s,x)V (y),

w(s,x,y) = r(s,x)W (y),

q(s,x,y) = b(s,x)Q(y),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2

olarak seçilirse aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.2.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde izogeodezik olması için gerek ve yeter şart

h(s,x0)U(y0) = k(s,x0)V (y0) = r(s,x0)W (y0) = b(s,x0)Q(y0) = 0,

∂ r(s,x0,)

∂x
W (y0)b(s,x0)

∂Q(y0)

∂y
− ∂b(s,x0,)

∂x
Q(y0)r(s,x0)

∂W (y0)

∂y
6= 0,

∂b(s,x0,)

∂x
Q(y0)k(s,x0)

∂V (y0)

∂y
−b(s,x0)

∂q(y0)

∂y
∂k(s,x0)

∂x
V (y0) = 0,

∂k(s,x0)

∂x
V (y0)r(s,x0)

∂W (y0)

∂y
− ∂ r(s,x0)

∂x
W (y0)k(s,x0)

∂V (y0)

∂y
= 0,

x0 ∈ [P1,P2],y0 ∈ [M1,M2], C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

43



III. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları h(s,y), k(s,y),

r(s,y), b(s,y), U(x), V (x), W (x), Q(x) ∈C1 olmak üzere

u(s,x,y) = h(s,y)U(x),

v(s,x,y) = k(s,y)V (x),

w(s,x,y) = r(s,y)W (x),

q(s,x,y) = b(s,y)Q(x),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2

olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.3. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde izogeodezik olması için gerek ve yeter şart

h(s,y0)U(x0) = k(s,y0)V (x0) = r(s,y0)W (x0) = b(s,y0)Q(x0) = 0,

r(s,y0)
∂W (x0)

∂x
∂b(s,y0)

∂y
Q(x0)−

∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
6= 0,

∂q(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
− ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x
= 0,

∂v(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y
− ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y
= 0,

x0 ∈ [P1,P2],y0 ∈ [M1,M2], C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

Örnekler

Bu alt kısımda, elde edilen teorik sonuçları destekleyen null olmayan Frenet vektörlerine

sahip spacelike ya da timelike izogeodezik eğrili hiperyüzey aileleri için örnekler verilecektir.

Ayrıca bu örneklerde elde edilen hiperyüzey ve üzerindeki izogeodezik eğriler 3-boyutlu uzaya

iz düşürülerek grafikleri çizilecektir.
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Örnek 4.2.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) = (sinhs,coshs, s

2 ,
√

7s
2 ) eğrisi verilsin. α

eğrisi birim hızlı spacelike bir eğridir. α eğrisinin binormal vektörü timelike olup, α eğrisinin

Frenet vektörleri (2.1.7) eşitliğinden

−→
T (s) =

(
coshs,sinhs,

1
2
,

√
7

2

)
,

−→
N (s) = (sinhs,coshs,0,0) ,

−→
B 1(s) =

(
√

2coshs,
√

2sinhs,

√
2

4
,

√
14
4

)
,

−→
B 2(s) =

(
0,0,−

√
14
4

,

√
2

4

)

olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x,y) = s2y+ xs,

v(s,x,y) = y2 + x2s,

w(s,x,y) = xs+ y,

q(s,x,y) = x+ ys.

fonksiyonları alınırsa; x0 = y0 = 0, s 6= ∓1 noktaları için (4.2.1) şartları sağlanır. Böylece

(4.0.1) den hiperyüzey ailesi

Ψ(s,x,y) =



(1+ y2 + x2s)sinhs+(s2y+ xs+
√

2(xs+ y))coshs,

(s2y+ xs+
√

2(xs+ y))sinhs+(1+ y2 + x2s)coshs,

s
2 +

1
2(s

2y+ xs)+
√

2
4 (xs+ y)−

√
14
4 (x+ ys),

√
7s
2 +

√
7

2 (s2y+ xs)+
√

14
4 (xs+ y)+

√
2

4 (x+ ys),


(4.2.8)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu hiperyüzey α(s) eğrisini izogeodezik olarak kabul eden

hiperyüzey ailesinin bir üyesi olur.

Elde edilen bu hiperyüzeyin 3-boyutlu uzaya iz düşürülmesiyle oluşan hiperyüzeylerin

grafikleri aşağıdaki gibidir.
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(a) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyüzeyinin
x-eksenine göre iz düşümü

(b) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyüzeyinin
y-eksenine göre iz düşümü

(c) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyüzeyinin
z-eksenine göre iz düşümü

(d) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyüzeyinin
t-eksenine göre iz düşümü

Şekil 4.1 : Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyüzey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
düşümleri
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Örnek 4.2.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) = (

√
3sinhs,

√
3coshs,s,s) eğrisi verilsin.

α eğrisi birim hızlı timelike bir eğridir. Böylece α eğrisinin Frenet vektörleri (2.1.9) eşitliğinden

−→
T (s) =

(√
3coshs,

√
3sinhs,1,1

)
,

−→
N (s) = (sinhs,coshs,0,0) ,

−→
B 1(s) =

(
−
√

2coshs,−
√

2sinhs,
−
√

6
2

,
−
√

6
2

)
,

−→
B 2(s) =

(
0,0,

√
2

2
,−
√

2
2

)

olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x,y) = s2y+ xs,

v(s,x,y) = y2 + x2s,

w(s,x,y) = xs+ y,

q(s,x,y) = x+ ys.

fonksiyonları alınırsa; x0 = y0 = 0, s 6= ∓1 noktaları için (4.2.1) şartları sağlanır. Böylece

(4.0.1) den hiperyüzey ailesi

Ψ(s,x,y) =



(
√

3+(y2 + x2s))sinhs+(
√

3(s2y+ xs)−
√

2(xs+ y))coshs,

(
√

3(s2y+ xs)−
√

2(xs+ y))sinhs+(
√

3+(y2 + x2s))coshs,

s+(s2y+ xs)−
√

6
2 (xs+ y)+

√
2

2 (x+ ys,

s+(s2y+ xs)−
√

6
2 (xs+ y)+

√
2

2 (x+ ys,


(4.2.9)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu hiperyüzey α(s) eğrisini izogeodezik olarak kabul eden

hiperyüzey ailesinin bir üyesi olur.

Elde edilen bu hiperyüzeyin 3-boyutlu uzaya iz düşürülmesiyle oluşan hiperyüzeylerin

grafikleri aşağıdaki gibidir.
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(a) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzeyinin
x-eksenine göre iz düşümü

(b) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzeyinin
y-eksenine göre iz düşümü

(c) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzeyinin
z-eksenine göre iz düşümü

(d) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzeyinin
t-eksenine göre iz düşümü

Şekil 4.2 : Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyüzey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
düşümleri
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4.3 E4
1 Lorentz-Minkowski Uzayında Null olmayan Ortak İzoasimptotik Eğrilere Sahip

Hiperyüzey Aileleri

Bu bölümde, E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike veya timelike ortak izoasimptotik eğrili hiperyüzey aileleri oluşturulacaktır. E4
1 de

hiperyüzey ailelerinin ortak izoasimptotik eğrilere sahip olması için gerekli teorem ifade edilip

ispatı yapılacaktır. Teoremde verilen koşullar, sapma fonksiyonları kullanılarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrıca bu çalışmayı destekleyecek örneklere yer verilecektir.

E4
1 de parametrik bir hiperyüzey (4.0.1) şeklinde verilmiş olsun. E4

1 de herhangi bir

hiperyüzey üzerinde verilen bir eğrinin izoasimptotik olması için bu eğrinin hiperyüzey üzerinde

hem parametre hem de asimptotik eğri olması gerekir.

İlk olarak E4
1 de (4.0.1) hiperyüzeyini oluşturan α(s) eğrisinin bir parametre eğrisi olması

için Ψ(s,x0,y0) =α(s) olacak şekilde ∃x0 ∈ [P1,P2] , ∃ y0 ∈ [M1,M2] bulunabilmesi, yani önceki

bölümde (4.1.1) ve (4.1.2) koşulları sağlanmalıdır.

İkinci olarak α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir asimptotik eğri olması için〈
∂
−→n (s,x0,y0)

∂ s
,
−→
T (s)

〉
= 0 (4.3.1)

olmalıdır.

E4
1 de null olmayan Frenet vektörlere sahip bir eğri α(s) olmak üzere aşağıdaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.3.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda, α = α(s) eğrisinin (4.0.1) parametrik

denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir izoasimptotik olması için gerek ve yeter

şart 

u(s,x0,y0) = v(s,x0,y0) = w(s,x0,y0) = q(s,x0,y0) = 0,

0 = ∂w(s,x0,y0)
∂x

∂q(s,x0,y0)
∂y − ∂q(s,x0,y0)

∂x
∂w(s,x0,y0)

∂y ,

0 6=
(

∂q(s,x0,y0)
∂x

∂v(s,x0,y0)
∂y − ∂q(s,x0,y0)

∂y
∂v(s,x0,y0)

∂x

)2

+
(

∂v(s,x0,y0)
∂x

∂w(s,x0,y0)
∂y − ∂w(s,x0,y0)

∂x
∂v(s,x0,y0)

∂y

)2

(4.3.2)
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olmasıdır.

İspat: E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike ya da

timelike α = α(s) eğrisi (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen Ψ(s,x,y) hiperyüzeyinin
−→n (s,x0,y0) normal vektörü, α(s) eğrisinin Frenet vektörleri cinsinden (4.2.2) ile verilmiş olsun.

Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde bir parametre eğri ise, keyfi x = x0 ve y = y0 parametreleri için

Ψ(s,x0,y0) = α(s) dir. Böylece

u(s,x0,y0) = v(s,x0,y0) = w(s,x0,y0) = q(s,x0,y0) = 0,

∃x0 ∈ [P1,P2] , ∃y0 ∈ [M1,M2] , C1 ≤ s≤C2.

eşitliği ifade edilir. Ayrıca, α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde asimptotik olması için

(4.3.1) kullanılırsa

β1(s,x0,y0) = β2(s,x0,y0) = 0, β
2
3 (s,x0,y0)+β

2
4 (s,x0,y0) 6= 0, (4.3.3)

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x0 ≤ P2, M1 ≤ y0 ≤M2

olur. Ψ(s,x,y) hiperyüzey ailesinin −→n (s,x0,y0) normal vektörünün (4.2.2) eşitliğindeki

β1(s,x0,y0), β2(s,x0,y0), β3(s,x0,y0) ve β4(s,x0,y0) bileşenleri (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve

(4.2.7) gibi bulunur. Bu durumda α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y) hiperyüzeyi üzerinde izoasimptotik

olması için hiperyüzeyin −→n (s,x0,y0) normal vektöründeki (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve (4.2.7)

bileşenlerinden (4.3.3) eşitliği göz önüne alınarak (4.3.2) elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış

olur.

Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda, işlemlerde kolaylık sağlaması ve dizayn problemlerinin iyi analiz

edilebilmesi için hiperyüzey denkleminde verilen u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma

fonksiyonları üç farklı durumda tanımlanarak her bir durum için hiperyüzey üzerindeki eğrinin

izoasimptotik olması için sonuçlar verilecektir.

I. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları, h(s), k(s),

r(s), b(s), U(x,y), V (x,y), W (x,y), Q(x,y) ∈C1 ve h(s) 6= k(s) 6= r(s) 6= b(s) 6= 0 olmak üzere
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u(s,x,y) = h(s)U(x,y),

v(s,x,y) = k(s)V (x,y),

w(s,x,y) = r(s)W (x,y),

q(s,x,y) = b(s)Q(x,y),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2,

olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde izoasimptotik olması için gerek ve yeter şart

U(x0,y0) =V (x0,y0) =W (x0,y0) = Q(x0,y0) = 0,

∂W (x0,y0)

∂x
∂Q(x0,y0)

∂y
=

∂Q(x0,y0)

∂x
∂W (x0,y0)

∂y
,

0 6=
(

k(s)
∂V (x0,y0)

∂x
r(s)

∂W (x0,y0)

∂y
− r(s)

∂W (x0,y0)

∂x
k(s)

∂V (x0,y0)

∂y

)2

+

(
b(s)

∂Q(x0,y0)

∂x
k(s)

∂V (x0,y0)

∂y
−b(s)

∂Q(x0,y0)

∂y
k(s)

∂V (x0,y0)

∂x

)2

,

x0 ∈ [P1,P2], y0 ∈ [M1,M2] C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

II. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları h(s,x), k(s,x),

r(s,x), b(s,x), U(y), V (y), W (y), Q(y) ∈C1 olmak üzere

u(s,x,y) = h(s,x)U(y),

v(s,x,y) = k(s,x)V (y),

w(s,x,y) = r(s,x)W (y),

q(s,x,y) = b(s,x)Q(y),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2

olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 4.3.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde izoasimptotik olması için gerek ve yeter şart

h(s,x0)U(y0) = k(s,x0)V (y0) = r(s,x0)W (y0) = b(s,x0)Q(y0) = 0,

∂ r(s,x0,)

∂x
W (y0)b(s,x0)

∂Q(y0)

∂y
=

∂b(s,x0,)

∂x
Q(y0)r(s,x0)

∂W (y0)

∂y
,

0 6=
(

∂b(s,x0,)

∂x
Q(y0)k(s,x0)

∂V (y0)

∂y
−b(s,x0)

∂q(y0)

∂y
∂k(s,x0)

∂x
V (y0)

)2

+

(
∂k(s,x0)

∂x
V (y0)r(s,x0)

∂W (y0)

∂y
− ∂ r(s,x0)

∂x
W (y0)k(s,x0)

∂V (y0)

∂y

)2

,

x0 ∈ [P1,P2],y0 ∈ [M1,M2] C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

III. Çeşit Sapma Fonksiyonları

Bu alt kısımda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonları h(s,y), k(s,y),

r(s,y), b(s,y), U(x), V (x), W (x), Q(x) ∈C1 olmak üzere

u(s,x,y) = h(s,y)U(x),

v(s,x,y) = k(s,y)V (x),

w(s,x,y) = r(s,y)W (x),

q(s,x,y) = b(s,y)Q(x),

C1 ≤ s≤C2, P1 ≤ x≤ P2, M1 ≤ y≤M2

olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.3. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α = α(s) null olmayan Frenet vektörlere sahip

spacelike ya da timelike bir eğri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan α = α(s) eğrisinin Ψ(s,x,y)

hiperyüzeyi üzerinde izoasimptotik olması için gerek ve yeter şart

h(s,y0)U(x0) = k(s,y0)V (x0) = r(s,y0)W (x0) = b(s,y0)Q(x0) = 0,

r(s,y0)
∂W (x0)

∂x
∂b(s,y0)

∂y
Q(x0) = b(s,y0)

∂Q(x0)

∂x
∂ r(s,y0)

∂y
W (x0),
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0 6=
(

b(s,y0)
∂Q(x0)

∂x
∂k(s,y0)

∂y
V (x0)−

∂b(s,y0)

∂y
Q(x0)k(s,y0)

∂V (x0)

∂x

)2

+

(
k(s,y0)

∂V (x0)

∂x
∂ r(s,y0)

∂y
W (x0)− r(s,y0)

∂W (x0)

∂x
∂k(s,y0)

∂y
V (x0)

)2

,

x0 ∈ [P1,P2], y0 ∈ [M1,M2] C1 ≤ s≤C2

olmalıdır.

Örnekler

Bu alt bölümde, elde edilen teorik sonuçları destekleyen null olmayan Frenet vektörlerine

sahip spacelike ya da timelike izoasimptotik eğrili hiperyüzey aileleri için örnekler verilecektir.

Ayrıca örnekleri verilen hiperyüzeyler 3-boyutlu uzaya iz düşürülerek grafikleri çizilecektir.

Örnek 4.3.1. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) = (

√
11s
3 ,

√
2s
3 ,
√

2coss,
√

2sins), 0≤ s≤ 2π

eğrisi verilsin. α eğrisi birim hızlı spacelike bir eğridir. Böylece α eğrisinin Frenet vektörleri

(2.1.7) eşitliğinden

−→
T (s) =

(√
11
3

,

√
2

3
,−
√

2sins,
√

2coss

)
,

−→
N (s) = (0,0,−coss,−sins) ,

−→
B 1(s) =

(√
22
3

,
2
3
,−sins,coss

)
,

−→
B 2(s) =

(
−
√

2
3

,
−
√

11
3

,0,0

)

olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x,y) = s2(x−2)+ y2,

v(s,x,y) = (s2 + x2)y,

w(s,x,y) = (x2−4)(y2 + s),

q(s,x,y) = sxy2
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fonksiyonları alınırsa; x0 = 2, y0 = 0, s 6= 0, noktaları için (4.3.2) şartlar sağlanır. Böylece

(4.0.1) den hiperyüzey ailesi

Ψ(s,x,y) =



√
11s
3 +

(
s2(x−2)+ y2) √11

3 +(x2−4)(y2 + s)
√

22
3 −

√
2

3 sxy2,

√
2s
3 +

(
s2(x−2)+ y2) √2

3 +(x2−4)(y2 + s)2
3 −

√
11
3 sxy2,

coss
(√

2− (s2 + x2)y
)
− sins

(
(x2−4)(y2 + s)+

√
2
(
s2(x−2)+ y2)) ,

sins
(√

2− (s2 + x2)y
)
+ coss

(
(x2−4)(y2 + s)+

√
2
(
s2(x−2)+ y2)) ,


(4.3.4)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu hiperyüzey α(s) eğrisini izoasimptotik olarak kabul eden

hiperyüzey ailesinin bir elemanı olur.

Parametrik denklemler ile verilen bu hiperyüzeyin 3-boyutlu uzaya iz düşürülmesiyle oluşan

hiperyüzeylerin grafikleri aşağıdaki gibidir.
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(a) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyüzeyinin
x-eksenine göre iz düşümü

(b) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyüzeyinin
y-eksenine göre iz düşümü

(c) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyüzeyinin
z-eksenine göre iz düşümü

(d) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyüzeyinin
t-eksenine göre iz düşümü

Şekil 4.3 : Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyüzey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
düşümleri

Örnek 4.3.2. E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında α(s) = (

√
2sinhs,

√
2coshs,sins,coss), 0≤ s≤

2π eğrisi verilsin. Bu eğri bir timelike eğridir. Böylece α eğrisinin Frenet vektörleri (2.1.9)

eşitliğinden

−→
T (s) =

(√
2coshs,

√
2sinhs,coss,−sins

)
,

−→
N (s) =

(√
6

3
sinhs,

√
6

3
coshs,

−
√

3
3

sins,
−
√

3
3

coss

)
,

−→
B 1 (s) =

(
−coshs,−sinhs,−

√
2coss,

√
2sins

)
,

−→
B 2(s) =

(
−
√

3
3

sinhs,
−
√

3
3

coshs,
−
√

6
3

sins,
−
√

6
3

coss

)
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olarak hesaplanır. Sapma fonksiyonları olarak

u(s,x,y) = s2(x−2)+ y2,

v(s,x,y) = (s2 + x2)y,

w(s,x,y) = (x2−4)(y2 + s),

q(s,x,y) = sxy2

fonksiyonları alınırsa; x0 = 2, y0 = 0, s 6= 0, noktaları için (4.3.2) şartlar sağlanır. Böylece

(4.0.1) den hiperyüzey ailesi

Ψ(s,x,y) =



sinhs
(√

2+
√

6
3 (s2 + x2)y−

√
3

3 (sxy2)
)

+coshs
(√

2
(
s2(x−2)+ y2)− (x2−4)(y2 + s)

)
,

coshs
(√

2+
√

6
3 (s2 + x2)y−

√
3

3 (sxy2)
)

+sinhs
(√

2
(
s2(x−2)+ y2)− (x2−4)(y2 + s)

)
,

sins
(

1−
√

3
3 (s2 + x2)y−

√
6

3 (sxy2)
)

+coss
((

s2(x−2)+ y2)−√2(x2−4)(y2 + s)
)
,

coss
(

1−
√

3
3 (s2 + x2)y−

√
6

3 (sxy2)
)

+sins
(√

2(x2−4)(y2 + s)−
(
s2(x−2)+ y2)) ,



(4.3.5)

olarak elde edilir. Dolayısıyla bu hiperyüzey α(s) eğrisini izoasimptotik olarak kabul eden

hiperyüzey ailesinin bir elemanı olur.

Parametrik denklemleri ile ifade edilen bu hiperyüzeyin 3-boyutlu uzaya iz düşürülmesiyle

oluşan hiperyüzeylerin grafikleri aşağıdaki gibidir
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(a) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyüzeyinin
x-eksenine göre iz düşümü

(b) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyüzeyinin
y-eksenine göre iz düşümü

(c) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyüzeyinin
z-eksenine göre iz düşümü

(d) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyüzeyinin
t-eksenine göre iz düşümü

Şekil 4.4 : Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyüzey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
düşümleri
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5. SONUÇ

Bu çalışmada, E4
1 Lorentz-Minkowski uzayında null olmayan Frenet vektörlere sahip spacelike

ve timelike eğrilerden geçen hiperyüzeylerin parametrik denklemi, bu eğrilerinin Frenet çatıları

yardımıyla ifade edilerek spacelike ve timelike eğrilerin hiperyüzey üzerinde ortak izogeodezik

ve ortak izoasimptotik olması için gerekli ve yeterli koşullar verilerek hiperyüzey aileleri

oluşturulmuştur. Sapma fonksiyonları yardımıyla da elde edilen bu koşullar sadeleştirilmiştir. Bu

çalışma ve kaynaklarda verdiğimiz bu konu ile ilgili pseudo null eğrilerden geçen hiperyüzeyler

elde edilerek uygulamada kullanılacak bazı sonuçlar verilebilir. Ayrıca bu metodlar diğer bazı

farklı uzaylara da genelleştirilebilir. Bu nedenle, ümit ederiz ki çalışmamız bu konu üzerine

araştırma yapanlara referans olacaktır.
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• Turan, Ç., Altın, M. ve Karadağ, H. B. (2022). 4-Boyutlu Lorentz-Minkowski uzayında null
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