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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma 4 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, tezin amaci ifade edilerek yiizey aileleri ile ilgili Oklid ve Oklid digt
uzaylarda daha Once yapilmis olan geodezik ve asimptotik egriler tarafindan olusturulan
calismalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
ifade edilmistir.

Ugiincii boliimde, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda verilen «(s) egrisinden gegen
yiizeylerin Frenet catist yardimiyla parametrik denklemi ifade edilmistir. Daha sonra null
olmayan Frenet vektorlii spacelike ve timelike ortak izogeodezik ve izoasimptotik egrilere sahip
yiizey aileleri olusturulmustur. Ayrica ¢calismay1 destekleyecek drneklere yer verilmistir.

Dordiincii boliim,  ¢alismanin  orijinal ~ kismin1  olusturmaktadir.  4-boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ve timelike
o(s) egrisinin hiperyiizey iizerinde ortak izogeodezik ve izoasimptotik olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosullar verilerek hiperyiizey aileleri olusturulmustur. Daha sonra calisma bazi
orneklerle desteklenmis ve Ornekleri verilen bu hiperyiizeyler belirli iz diisim yontemleri
kullanilarak 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilerek grafikleri ¢izilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperyiizey aileleri, izogeodezik, izoasimptotik, 4-Boyutlu
Lorentz-Minkowski uzay1
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Prepared as a postgraduate thesis, this study consists of four chapters.

In the first chapter, the purpose of the thesis is expressed and information is given about the
studies on surface families created by geodesic and asymptotic curves, which have been done
before in Euclidean and non-Euclidean spaces.

In the second chapter, some basic definitions and theorems to be used in oncoming chapters
are explained.

In the third chapter, parametric equation of surfaces passing through o(s) curve given in
3-dimensional Lorentz-Minkowski space is explained with the help of Frenet frame. Then,
surface families with spacelike and timelike common isogeodesic and isoasymptotic curves
with non-null Frenet vectors have been generated. Moreover, examples to support the study are
included.

The fourth chapter forms the original section of the study. Hypersurface families are
formed by giving the necessary and sufficient conditions so that spacelike and timelike o(s)
curve in 4-dimensional Lorentz-Minkowski space is isogeodesic and isoasymptotic common
on hypersurface. Afterwards, the study has been supported with some examples and these
surfaces, whose examples have been given, were projected into 3-dimensional space using
certain projection methods and their graphs have been drawn.

Keywords: Hypersurface families, isogeodesic, isoasymptotic, Lorentz-Minkowski 4-space
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride geodezik ve asimptotik egriler onemli yer tutmaktadir. Farkli uygulama
alanlarinda kullanilan 6zel egriler olarak bilinen geodezik ve asimptotik egrilerden sirasiyla
bahsedelim. Geodezik egriler, yiizey iizerinde herhangi iki nokta arasindaki en kisa yol
olarak tamimlanir. Geodezik egriler, imalat endiistrisinde diferansiyel geometri, teorik fizik ve
tasartimlarda 6nemli bir rol oynamaktadir. Ornegin imalat sanayisinde ayakkabi tasarmi, ¢adir
imalati, elbise dikimi, yol yapimi ve boyama gibi cesitli uygulamalarda geodezikler zaman
ve malzeme agisindan avantaj saglamaktadir. Asimptotik egri ise normal egriligi sifir olan
bir egridir. Asimptotik egriler ylizeylerin analizinde asli dogrultularin manyetik sapmalarini
belirlemek ic¢in faydali bir ara¢ olup diferansiyel geometri, astronomi, astrofizik, mimari ve
computer aided design gibi farkli alanlarda uygulama alanlarina sahiptir. Ayrica Contopoulos
"Asymptotic curves and escapes in Hamiltonian systems" isimli calismasinda Lyapunov
yoriingelerindeki asimptotik egrilerin bulunmasi durumunda, yildiz sistemindeki yildizlarin
kacan yoriingelerinin bulunabilecegini gostermistir [1]. Geodezik ve asimptotik egriler ile ilgili

bazi ¢caligmalar asagida yer verilmistir.

Wang ve arkadagslarinin ayakkabi liretim maliyetini diisiirmek icin yaptiklar1 "Parametric
representation of a surface pencil with a common spatial geodesic" isimli ¢caligmasi, egriler ve
yiizeyler teorisinin bir uygulamasi olarak diisiiniilebilir. Bu ¢alismada yiizey iizerindeki bir egri
ve bu egrinin Frenet catis1 yardimiyla belirli bir karakteristik 6zellige sahip yiizey ailelerinin
parametrik temsili incelenmistir. Ayrica parametrik olarak ifade edilen bu yiizey aileleri tizerinde
egrinin geodezik olmasi i¢in gerekli kosullar incelenmistir [2]. Wang ve arkadaslarinin bu
calismasindan sonra konuyla ilgili 3 ve 4 boyutlu farkli uzaylarda bircok arastirma yapilmstir.
Ornegin bircok arastirmaci 3 boyutlu Oklid ve Oklid dis1 uzaylarda bu konu iizerinde geodezik
egrilerle ilgili calismuistir. Oklid uzaymda Rashad ve Abdel [3] ortak asimptotik egriye sahip
yiizey ailesini inceleyip gerekli ve yeterli kosullar1 olusturmustur. Ayrica Bayram, Giiler ve
Kasap [4] ortak asimptotik egrili yiizey ailesi bulma problemini incelemistir. Kasap ve ark. [5]
yiizeylerin parametrik ifadesini ortak uzay geodeziginin Frenet catisinin katsayilarini, sapma
fonksiyonlarini kullanarak bazi sonuglar vermistir. Daha sonra Bayram ve Kasap ise [6] ve
[7] de sirasiyla, 4-boyutlu Oklid uzayinda ortak izogeodezik ve izoasimptotik egrilere sahip
hiperyiizeyleri incelemistir. Bu calismalara ek olarak Oklid uzayinda yiizey aileleri iizerine

calismalar yapilmistir ( [8], [9], [10]).



Yiizey aileleri ile ilgili Oklid uzayindan farkli olarak Minkowski ve Galilean uzaylarinda
da calismalar mevcuttur. Kasap ve Akyildiz [11] da, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ortak
bir geodezik egriye sahip olan yiizey ailelerini elde ederek sapma fonksiyonlar: i¢in yeterli
kosullar1 vermistir. Safak ve Kasap [12] ise ortak null geodezik egrili yiizey ailesini incelemistir.
Bu calismalara ek olarak 3-boyutlu Minkowski uzayinda Saffak ve arkadaglari [13] yiizey
ailelerini ortak bir asimptotik egri ve {i¢ tiir sapma 06lcek fonksiyonlari ile vermistir. Minkowski
uzayinda yiizey aileleri ile ilgili diger baz1 calismalar da goriilebilir (bak [14], [15]). Ayrica
Galilean uzayinda da hiperyiizey aileleriyle ilgili calismalar yer almaktadir. Ornegin 3-boyutlu
Galilean uzayinda Yiizbasi ile Bektas [16] ve Yiizbasi [17] da sirasiyla, ortak geodezik ve ortak
asimptotik egrilerden gecen yiizey aileleri iizerine calismustir. 4-boyutlu Galilean uzayinda Yoon
ve Yiizbagi [18] da verilen ortak izogeodezik egrili hiperyiizey aileleri iizerine ¢alismistir. Bu

caligmalara ek olarak Galilean uzayinda ylizey ailesi ile ilgili olarak ¢alismalar da mevcuttur

([19], [20D).

Bu ¢alismada, ilk olarak 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda verilen bir a(s) egrisinden
gecen hiperyiizeylerin parametrik denklemi, egrinin Frenet catis1 yardimiyla ifade edilmistir.
Daha sonra 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike ortak izogeodezik ve izoasimptotik egrili hiperyiizey aileleri
olusturulmustur. Bu hiperyliizey aileleri lizerinde null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike
ya da timelike bir egrinin hem parametre egrisi hem geodezik hem de asimptotik egri olmasi
icin gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir. Bulunan bu kosullar, 6zel sapma fonksiyonlari
yardimiyla yeniden insa edilmigtir. Son olarak elde edilen kosullar sayesinde ortak izogeodezik
ve izoasimptotik egrili hiperylizey aileleri i¢in ornekler olusturulmus ve bu orneklerle verilen

hiperyiizeyler ii¢c boyuta iz diisiiriilerek grafikleri ¢izilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ele alinacak konu i¢in temel tegkil eden kavramlar verilecektir.
Tanim 2.0.1. V bir reel vektir uzayt olsun. (,) : V XV — R doniigiimii Va,b € R ve ‘v’;, Vove w
€V igin,
i (W, V)= (V. )

ii.(ad +bV , W) =a(d,W)+b(V, W)

i (W ,aV +bW) = a(W, V) +b(W, W)
ozelliklerine sahip ise (,) dongiimiine V reel vektor uzayt iizerinde bir simetrik bilineer form
denir [21].

Tamm 2.0.2. V bir reel vektor uzayi ve {,) : V x V. — R, bir simetrik bilineer form olsun. Eger,
%
VV eV icin (§ ,7) = 0 olacak sekilde V nin en az bir ? # 0 vektorii varsa; (,) simetrik

bilineer formuna V de dejeneredir, aksi halde non-dejeneredir denir [22].

Tammm 2.0.3. E", n — boyutlu standart reel vektor uzayi iizerinde 7, Ve E" icin

q n
(7,7> — —Zuivi-i- Z u;v;
i=1 i=g+1
esitligiyle verilen q — indeksli skaler carpim ile birlikte E" uzaywna bir yari-Oklidyen uzay denir

ve Ej ile gosterilir. Burada 1 < i < n olmak iizere, sirastyla u; ve v; ler U ve V vektirlerinin

bilesenleridir [23].

Tamim 2.0.4. Eger bir V yari-Oklidyen uzayimn indeksi g = 1 ise V ye Lorentz uzay: denir. Eger
V yari-Oklidyen uzayinin indeksi g > 1 ise V ye Minkowski uzayt denir. Lorentz uzay: Minkowski

uzaymin ozel bir halidir [24].
Tanim 2.0.5. Bir reel vektor uzayr V olsun. V iizerinde

g:VxV =R

olarak verilen g doniisiimii bilineer, simetrik ve non-degenere ise g ye V uzayi iizerinde bir skaler

carpum, (g,V) ikilisine de skaler ¢carpim uzayi denir [23].
Tamm 2.0.6. V bir skaler carpum uzay ve U €V olsun.
1
1| = (le(,)))?

esitligi ile tammli H7|| reel sayisina U vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan vektore de birim

vektor denir [23].



Tamm 2.0.7. E{', n— boyutlu Lorentz-Minkowski uzay olsun. V7, Ve EY icin
g(,V)=0
ise W ve V vektorleri Lorentz anlaminda diktir (ortogonaldir) denir [21].

Tamm 2.0.8. V bir Lorentz-Minkowski uzay: olsun. Vi eV icin,
g(W, W) >0veya U =0ise U ye spacelike vektor,
g(U, ) <0ise U ye timelike vektor,
U #0iken g(W, W) = 0 ise W ye lightlike(null) vektér denir [23].
Tanmm 2.0.9. I, R nin bir ac¢ik alt aralik olmak iizere o : 1 — E{ seklinde C”

sinifindan  diferansiyellenebilir bir o dobniigiimiine EY Lorentz-Minkowski uzayinda bir

diferansiyellenebilir egri adi verilir [25].

Tanm 2.0.10. o : [ — EY herhangi bir egri olmak iizere a’ (s) huz vektirii sirastyla, spacelike,
timelike veya null ise o egrisine spacelike, timelike veya null egri adi verilir [25]. Boylece o

egrisinin hiz vektorii A" olmak iizere
i) <§>', 7'> > 0 ise o ya spacelike egri
ii) <ﬁ/, ﬁ'> < 0ise o ya timelike egri
iii) <ﬁ’, 7/> =0 ise o ya null egri
denir [26].

Tamm 2.0.11. M?, EY nin bir alt kiimesi olsun. Vp € M? noktast icin EY Lorentz-Minkowski
uzayinda asagidaki kosullart saglayan bir V alt komsulugu ve bir U C R? acik alt kiimesinden

VAM? C EY iizerine birz : U —V NM? déniisiimii meveutsa M? ye bir yiizey denir.
i. z doniisiimii tiirevlenebilirdir.
ii. z doniigtimii bir homeomorfizmadir.
iii. z doniisiimii regiilerdir [27].
Tamm 2.0.12. E}, n — boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda bir yiizey M? olsun. ¥ p € M? ve

Yw, € TpM? icin g(up,wp) =0 = u, =0 onermesi saglaniyorsa M ye E} de non-degenere

yiizey denir [23].



Tanm 2.0.13. M2, EY de bir yiizey olsun. M? iizerine indirgenen metrik pozitif tammly ise M?>

ye E{ uzayinda spacelike yiizey denir [23].

Tamm 2.0.14. M?, E{ de bir yiizey olsun. M? yiizeyi iizerine indirgenen metrik Lorentz metrigi

ise M? ye E | uzaywmnda timelike yiizey denir [23].

Tamm 2.0.15. E;“L], yari-oklidyen uzaymm n — boyutlu bir altmanifolduna EZI‘“ de bir

hiperyiizey denir [21].

Tamm 2.0.16. M C Ef bir hiperyiizey ve o bu hiperyiizey iizerinde bir egri olsun. A" vektorii
Vs € M noktast icin M ye dik ise o0 ya M iizerinde bir geodezik egri denir [28]. Diger bir
ifadeyle o egrisinin M hiperyiizeyi iizerinde bir geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart ¥
s € Ligin a(s) egrisinin ﬁ(s) normali ile hiperyiizeyin T (s,xo,yo) normalinin paralel (yani,

(7(s,x0,y0)//ﬁ(s)) olmasudir [29].

Tanim 2.0.17. M C E{ bir hiperyiizey ve a : [ — M regiiler bir egri olsun. ¥ s € I igin 3/(5) hiz
vektorii o.(s) noktasinda M hiperyiizeyinin bir asimptotik vektorii ise o egrisine, M hiperyiizeyi
icinde bir asimptotik egri denir. o/(s) egrisinin ¥ (s, x,y) hiperyiizeyi iizerinde bir asimptotik egri

olmasi icin gerek ve yeter sart <W, T(s)> = 0 olmalidir [30].

Tanim 2.0.18. ¢ : D C E3 — E}

(s,x,5) = O(s,x,y) ile tammlanan ¢ (D) C E} hiperyiizeyi verilsin. Hiperiizey iizerinde

X = xo vey =Yg sabitler icin ¢ (s,x0,y0) = o(s),
s = 50 ve y = yq sabitler i¢cin ¢(so,x,yo) = y(x),

s = 5o ve x = xq sabitler i¢in ¢ (so,x0,y) = B(»)

egrilerine sirasiyla, s — parametre egrisi, x — parametre egrisi ve y — parametre egrisi denir
[28]. Ef de ¢ = ¢(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde izoparametrik bir egri sabit s, x veya y parametre
degerlerine sahip olan egrilerdir. Diger bir deyisle so, xo veya yoy Oyle parametrelerdir ki

¢ (s,x0,¥0) = 0(s), 9 (s0,x,y0) = ¥(x) veya ¢(so,x0,y) = B(y) dir

E} de ¢ = ¢(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde ai(s) egrisinin izogeodezik olmast demek hem
geodezik hem de parametre egrisi olmasi demektir [5].

E} de ¢ = ¢(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde o.(s) egrisinin izoasimptotik olmast demek hem

asimptotik hem de parametre egrisi olmasi demektir [13].



Tamm 2.0.19. Eger bir hiperyiizey iizerindeki indirgenmis metrik bir Lorentz metrik ise Ef de
bir hiperyiizey bir timelike hiperyiizey olarak adlandirilir. Bu durumda hiperyiizeyin normali bir

spacelike vektordiir [31].

21 E 13 ve I f de Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, Lorentz-Minkowski uzay1 E13 (ve Ei‘) de kullanilacak temel tanimlar ile
ortak izogeodezik veya izoasimptotik egriye sahip yiizey (ve hiperyiizey) aileleri olustururken
yararlanacagimiz null olmayan Frenet vektorlere sahip egriler i¢in Frenet takimi ve tiirev

denklemleri verilecektir.

%
Tanmm 2.1.1. E13 Lorentz-Minkowski uzaymda A = (ay,as,a3) ve ? = (b1,by,b3) vektorler

olsun. E 13 de skaler carpim ve vektorel ¢carpim sirastyla,

%
(A ,?) = —a1b +axby + a3bs

ve
| 7 e
ANB=| a @ a @.1.1)
by by b

seklinde tamimlanir. Burada 71,?2 ve 73 vektorleri E13 Lorentz-Minkowski uzayinda

standart baz vektorleridir [31].

Ef‘ Lorentz-Minkowski uzayindaki o/(s) egrisi boyunca hareket eden Frenet takimi
{?7ﬁ,§,k1,k2} ve egrinin null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da timelike

olmas1 durumuna gore Frenet tiirev denklemleri asagidaki gibi hesaplanilir.

Ik olarak, kabul edelim ki & = a(s) egrisi spacelike olsun. o spacelike bir egri iken o
egrisinin asli normal ve binormal vektorlerinin spacelike veya timelike olmalarina gore E13
Lorentz-Minkowski uzayinda Frenet takimi {?, ﬁ, ?,kl,kz} ve tiirev denklemleri asagidaki
gibi elde edilir.

Durum 2.1.1. E]3 Lorentz-Minkowski uzaymmda o = a(s) bir spacelike egri ve bu egrinin

binormali timelike olsun. Bu durumda binormali timelike olan o egrisinin o(s) noktasindaki



Frenet takimi {?, ﬁ, ?, ki, kz}

ve tiirev denklemleri

; v

) |=| -k 0 Kk |.| N(s) (2.1.2)
B

dir.

Durum 2.1.2. E13 Lorentz-Minkowski uzayinda oo = a.(s) bir spacelike egri ve bu egrinin asli

normali timelike olsun. Bu durumda aslinormali timelike olan o egrisinin o(s) noktasindaki
Frenet takimi {?,ﬁ,?,kl,kz}
T="4,

?/
N T
™

B=-TAN,
ki = H?’ — /- <?/,?/>,
k2:<ﬁ’,?>

Y

ve tiirev denklemleri

‘s) | =k O ko |.| N(s) (2.1.3)
B
dir.

Ikinci olarak, farz edelim ki o = () egrisi timelike olsun. Bu egri bir timelike egri iken
o egrisinin asli normal ve binormal vektorleri spacelike olacagindan E 13 Lorentz-Minkowski

uzayinda Frenet takimi {?, ﬁ, ?, ki, kz} ve tiirev denklemleri agsagidaki gibi elde edilir.



Durum 2.1.3. E13 Lorentz-Minkowski uzayinda o = o.(s) bir timelike egri olsun. Bu durumda

o egrisinin o(s) noktasindaki Frenet takimi {?, ﬁ, ?,kl ,kz}

T=1,

7/
N T
I~

B=—-TAN,
h:”?,
kyz—<ﬁﬁﬁ>

)

ve tiirev denklemleri
T
N l=lk 0 k| gw (2.1.4)
dir.

Ayrica El3 de [?, ﬁ, ?} olarak verilen Frenet vektorleri sirasiyla, tanjant, asli normal ve
binormal vektor alanlart olarak adlandirilir. k; ve k; de sirastyla, o egrisinin ¢(s) noktasindaki

birinci ve ikinci egriliklerini ifade eder ( [31], [32]).

%
Tamm 2.1.2. EiL Lorentz-Minkowski uzayinda A = (ay,az,a3,as), ? = (b1,by,b3,b4) ve 8 =

(c1,¢2,¢3,c4) vektorler olsun. E f Lorentz-Minkowski uzayinda skaler carpim ve vektorel carpim

swrastyla,
%
<A ,§> = —a1by1 + axby +azbs + asby
ve
2 T 7 P
— _ al a as ag
ANBAC = e 2.1.5)
cl ¢ 3 C4
_)

seklinde tamimlanir. Burada 71,72,73 ve €4 vektorleri E? Lorentz-Minkowski uzayinda

standart baz vektor alanlaridir [33].

Eit Lorentz-Minkowski uzaymndaki o(s) egrisi boyunca hareket eden Frenet takimi
{?,ﬁ,?l,ﬁz,kl,kz,kg} ve egrinin null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da

timelike olmas1 durumuna gore Frenet tiirev denklemleri asagidaki gibi hesaplanir.



Teorem 2.1.1. £ f Lorentz-Minkowski uzayinda oo = a(s) bir spacelike egri olsun. Bu durumda

o egrisinin o/(s) noktasindaki {?, ﬁ, ?1 , ﬁz,lq ,kz,k3} Frenet takimi

7_
[[e]’

HQ/H 3// ﬁ/ ﬁ//) ﬁ
HHH/H o — H/ 3//)
E —ﬁ/\?/\?z,
3 _ TANANG"
THEaN |

. HH/H ﬁ// 3/ 3//)3
N [ |
|7 AN A" o
HHH/H o — 3/ ﬁ//) 3/
g(ﬁ(w)ﬁz)
T[T AN AT

dir. Burada [?, ﬁ, ?1 , ﬁz] matrisinin determinantint +1 yapmak icin t =+1yada yu=—1
olarak alinir [33].

Teorem 2.1.2. Ei‘ Lorentz-Minkowski uzayinda o = o(s) bir timelike egri olsun. Bu durumda

o egrisinin o(s) noktasindaki {?, ﬁ, ?1,?2,k1,k2,k3} Frenet takinu

7_
[[e]’

@A @@
[ @+ g(a", @),
Bi=uNAT AB,,
EF#L7AVA3”
HﬁAﬁAﬁm’




o I[P " +g(a", @"). "
e |
| 7AW @@
a/|P A"+ g(drdn).
o t(@m)
SIS ZNED

Y

ky =
i

dir. Burada [?, ﬁ, ?1 , ?2] matrisinin determinantini +1 yapmak icin 4 =+1yada p=—1
olarak alinir [34].

Ayrica Ef de [?,ﬁ,?l,ﬁz] olarak verilen Frenet vektorleri sirasiyla, @ egrisinin o(s)

noktasindaki tanjant, asli normal, binormal ve trinormal vektor alanlari olarak adlandirilir [33].

Simdi de E f de oo = a(s) egrinin spacelike ve timelike olmasi durumuna gore Frenet tiirev

denklemlerini elde edelim.

Ik olarak, kabul edelim ki & = a(s) egrisi spacelike olsun. o spacelike bir egri iken o
egrisinin asli normal, binormal ve trinormal vektorlerinin spacelike ve timelike olmalarina gore

E f Lorentz-Minkowski uzayinda Frenet tiirev denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

Durum 2.1.4. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o, = o(s) bir spacelike egri ve o, egrisinin asli
normali timelike olsun. Bu durumda asli normali timelike olan « egrisinin o(s) noktasindaki

Frenet tiirev denklemleri

7'(s) 0k 0 07 [ TG
NG | _ |k 0 k 0 N(s) 016
B (s) 0k 0 k| | By -
Bys) | L0 0~k 0] [ By

dir.

Durum 2.1.5. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = a(s) bir spacelike egri ve o egrisinin
binormali timelike olsun. Bu durumda binormali timelike olan o egrisinin o(s) noktasindaki

Frenet tiirev denklemleri

7’(s) 0 ki 0 O ?(S)
NG | _ |~k 0 &k 0 N(s) (2.1.7)
B (s) 0 ko 0 ks Bi(s) B
?/Z(S) 0 0 k3 0 32(5‘)

dir.
10



Durum 2.1.6. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = a(s) bir spacelike egri ve o egrisinin
trinormali timelike olsun. Bu durumda trinormali timelike olan o egrisinin Q(s) noktasindaki

Frenet tiirev denklemleri

7'(s) 0 & 0 07 [T
NG | _ |~k 0 &k o N(s) 018
B (s) 0 —k 0 ks | | By(s) .
B)(s) 0 0 ks 0] | By

dir.

Ikinci olarak, kabul edelim ki @ = o(s) egrisi bir timelike egri olsun. « bir timelike
egri iken bu egrinin asli normal, binormal ve trinormal vektorleri spacelike olacagindan Ei‘

Lorentz-Minkowski uzayinda Frenet tiirev denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

Durum 2.1.7. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = o.(s) bir timelike egri olsun. Bu durumda

o egrisinin o/(s) noktasindaki Frenet tiirev denklemleri

(5) 0 k 0 07 [T
/(s) ki 0 ky N

5) 0 —k 0 k| | B,
) 0 0 —k; O 7

)

, (2.1.9)

olarak elde edilir.

Burada ki, ky ve k3 swrasiyla, o egrisinin os) noktasindaki birinci, ikinci ve iiciincii

egriliklerini ifade eder [32].
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3. E; LORENTZ-MINKOWSKI UZAYINDA NULL OLMAYAN ORTAK
IZOGEODEZIK VE iZOASIMPTOTIK EGRILERE SAHIP YUZEY AILELERI

E 13 Lorentz-Minkowski uzayinda sapma fonksiyonlar1 ile null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri ve bu egrinin Frenet vektorleriyle yiizey aileleri olusturulacaktir.
Bu egrinin parametre, geodezik ve asimptotik egri olma durumlarina gore yiizey aileleri 3 alt

baslikta incelenecektir.
E; de ¥ = ¥(s,x) parametrik bir yiizey olsun. E; de a(s) egrisinden gegen parametrik yiizey

‘P(s,x) . [C17C2] X [Pl,Pz] — E13
W(s,x) = au(s) +u(s,x) T (s) £ v(s,x) N (s) + w(s,x) B (s) (3.0.1)

seklinde verilmis olsun. Burada u(s,x),v(s,x) ve w(s,x) € C! sapma fonksiyonlar1 ve ?(s),

ﬁ(s), ?(s) ise a egrisinin ¢(s) noktasindaki Frenet ¢atisidir.

3.1 E13 de Parametre Egrilere Sahip Yiizey Ailelerinin Normal Vektorleri

Bu boliimde, (3.0.1) yiizey ailelerini olusturan o(s) egrisinin parametre egrisi olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli kosul ifade edilecektir. Ayrica (3.0.1) yiizeyinin parametre egrisinin, spacelike
egri olmasi halinde iki ve timelike egri olmas1 halinde bir durum olmak iizere toplam ti¢ durumda

normal vektorii hesaplanacaktir.
E; Lorentz-Minkowski uzayinda (3.0.1) yiizeyini olusturan ¢(s) egrisinin parametre egri
olmast i¢in W(s,x0) = a(s), olacak sekilde 3 xy € [P, P,] bulunmast, dyle ki
u(s,xp) = v(s,xp) = w(s,xo) =0, (3.1.1)

CI<s<(

olmasi gerekli ve yeterlidir. Buradan

du(s,xo)  dv(s,x0)  dw(s,xo)

=0 3.1.2
ds ds ds ( )
oldugu goriiliir.
Y(s,x) yiizeyinin normal vektorii
v v
7 (s,x) = 228H) \ IP(s¥) (3.1.3)

ds ox
12



dir. Buna gore W(s,x) yiizeyinin 77 (s,x) normal vektorii, ot(s) egrisinin Frenet vektorleri
cinsinden

T (s,x) =By (s,x)?(s) + ﬁz(s,x)ﬁ(s) + B3 (s,x)?(s) (3.1.4)
seklinde ifade edilir.

Simdi de E} Lorentz-Minkowski uzayinda yiizeyin o(s) parametre egrisinin, null olmayan
Frenet vektorlere sahip spacelike veya timelike egrili olma durumlarina gore yiizey ailelerinin

normal vektorii elde edilecektir.

flk olarak E; Lorentz-Minkowski uzayinda (3.0.1) yiizeyini olusturan c(s) bir spacelike
parametre egri olsun. Bu egrinin asli normal ve binormal vektorlerinin spacelike ve timelike

olmalarina gore E 13 de ylizey ailelerinin normal vektorii hesaplanacaktir.

Durum 3.1.1. Bu durumda El3 Lorentz-Minkowski uzayinda (3.0.1) ile verilen yiizey ailesinin
o.(s) parametre egrisi asli normal vektirii timelike (yani, g(ﬁ, ﬁ) = —1) olan bir spacelike egri
olsun. Bu yiizey ailesinin 7?(5,)() normalini bulmak icin ilk olarak (3.0.1) ile verilen ¥P(s,x)
yiizeyinin kismi tiirevleri alinacaktir. Bunun icin (2.1.3) esitligi yardimiyla (3.0.1) yiizey ailesinin

kismi tiirevleri

oW (s,x) _ <1 + Iu(sf) —|—k1v(s,x)) 7 (s)

ds ds
+ (klu(s7x) + % +k2w(s,x)> ﬁ(s)

+ (kzv(s,x) + awéi’x)) B(s)

ve

d¥(s,x) 8u(s,x)? av(s,x)ﬁ 8w(s,x)?
ox  0x () + dx () + ox (s):
olarak elde edilir. Elde edilen bu kismi tiirevier, (2.1.1) ve (3.1.3) formiillerinde yerine yazilirsa

Y yiizeyinin (3.1.4) ile verilen normal vektoriiniin bilesenleri

Bi(s,x) = W (klu(s,x) + % +k2w(s,x)>

Ba(s,x) = W (1 + w —I—klv(s,x))

~ Qu(s,x) (kzv . aw<s,x)>

ox ds

13



Bs(s,x) = —avésx,x) (1 + —augss,x) —l—klv(s,x))
_ du(s,x) av(s,x)

I (klu(s,x) + e —|—k2w(s,x)>
olarak elde edilir. Burada (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerini saglayan xo degeri alindiginda
([ Bi(s,x0) =0,

Ba(s,xp) = 24485 (3.1.5)

| Bs(s,x0) = 2400,

elde edilir. Bu durumda yiizeyin normal vektorii

T (s,x0) = 8W(§i,x) ﬁ(s) + avé.;,x) ﬁ(s)

olarak bulunur.

Durum 3.1.2. Bu durumda El3 Lorentz-Minkowski uzayinda (3.0.1) ile verilen yiizey ailesinin
o(s) parametre egrisi binormal vektorii timelike (yani, g(?, ?) = —1) olan bir spacelike egri
olsun. o(s) egrisinin gegtigi yiizey ailesinin 7(s,x) normalini hesaplamak icin (3.0.1) verilen

yiizeyin kismi tiirevleri alimip (2.1.2) Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

w — (1 + % —k1V(s,X)) 7 (s)

Av(s,x)

Js
+ (kzv (5,%) + M) B(s)

+ (km(s,x) + +k2W(s,x)> N(s)

ds

ve

o¥(s,x) 8u(s,x)7 dv(s,x) aw(s,x)?
ox  ox (s)+ dox ﬁ@) + dx (s);
oldugu goriiliir. Ayrica (2.1.1) ve (3.1.3) formiillerinden yararlanilirsa, ¥ yiizeyinin (3.1.4) ile

verilen normal vektoriiniin bilesenleri

Bi(s,x) = W (klu(s,x) + % +k2w(s,x)>

av((?s);x) (kzv 5. 8wa(i,x)> |

Balsun) = 255 (har(on) + 2200 )

Bwa(i,x) (1 . 8ugi,x) _klv(&x)) |

14



Bs(s,x) = a”é“;’x) (klu(s,x) i % i kzw(s,x)>

- avg;x) (1 + a”éss’x) —kw(s,x)) ,

olarak hesaplanir. Simdi By (s,x), B2(s,x) ve B3(s,x) de (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerini saglayan

xo degeri alindiginda
( B] (S,X()) = 07

Ba(s,x0) = —2451), (3.1.6)

. B3(s,x0) = _%?

olarak elde edilir. Bu durumda yiizeyin normal vektorii

_ dw(s,x) Av(s,x)
W (s,30) = =5 N (5) - S22 B (s)

olarak bulunur.

Ikinci olarak El3 de (3.0.1) yiizeyini olusturan ¢(s) bir timelike parametre egrisi olsun. Bu
egrinin asli normal ve binormal vektorlerinin spacelike olmalarina gore E f de yiizey ailelerinin

normal vektorii hesaplanacaktir.

Durum 3.1.3. Bu durumda E13 Lorentz-Minkowski uzayinda (3.0.1) ile verilen yiizey ailesinin
o.(s) parametre egrisi bir timelike (yani, g(?, 7) = —1) egri olsun. Bu yiizey ailesinin 7 (s, x)
normalini hesaplamak icin (3.0.1) ile verilen Y(s,x) yiizeyinin kismi tiirevleri alimip (2.1.4)

Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

9¥(s,x) _ <1+M+k1v(s,x)) 7 (s)

ds ds
8‘}((;:6) —kzw(s,x)> ﬁ(s)

+ (kzv(s,x) + W) B(s)

+ (klu(s,x) +

d¥(s,x)  du(s,x) av(s,x) Iw(s,x)
ox  Ox ?<S)+ dx ﬁ(s)+ dx ﬁ(s)

olarak hesaplanir. Ayrica (2.1.1) ve (3.1.3) formiillerinden yararlanilirsa, ¥ yiizeyinin (3.1.4)

ile verilen normal vektoriiniin bilegenleri

Bi(s,x) = % (kzv(s,x) + W)
aw(s,x) av(s,x)

0 <k1u(s,x) + 5 kzw(s,x)) ,
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Bs(s,x) = @ (kzv(s,X) + W)
2D (20 ).
B3 (s,x) = W (1 " w +k1V(S7X))
~ du(s,x) dv(s,x)

o (klu(s,x) + P kzw(s,x)> )
olarak elde edilir. Simdi (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden xq degeri alindiginda
B1(s,x0) =0,

Ba(s,xp) = —2uds0) (3.1.7)

\ ﬁ3(s,x0) — ng;,x)’

elde edilir. Bu durumda yiizeyin normal vektorii

7 (s,%0) = _8wa(i,x) N(s)+ avf;);x) B(s)

olarak bulunur.

3.2 E13 Lorentz-Minkowski Uzayinda Null olmayan Ortak izogeodezik Egrilere Sahip
Yiizey Aileleri

Bu boliimde, E13 Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike veya timelike ortak izogeodezik egrili yiizey aileleri olusturulacaktir. Ef’ de yiizey
ailelerinin ortak izogeodezik egrilere sahip olmasi icin gerekli teorem ifade edilip ispati
yapilacaktir. Teoremde verilen kosullar, sapma fonksiyonlart kullanilarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrica bu calismay1 destekleyecek ornek verilecektir.

E 13 de parametrik bir yiizey (3.0.1) seklinde verilmis olsun. E f’ de herhangi bir yiizey iizerinde
verilen bir egrinin izogeodezik olmasi i¢in biliyoruz ki bu egrinin yiizey iizerinde hem parametre

hem de geodezik egri olmas1 gerekir.

Ik olarak E13 de (3.0.1) yiizeyini olusturan «(s) egrisinin parametre egrisi olmasi igin
W(s,x0) = a(s) olacak sekilde 3 xo € [P}, P»] bulunabilmesi, yani 6nceki boliimde verilen (3.1.1)
ve (3.1.2) kosullarinin saglanmasidir.

Ikinci olarak W(s,x) yiizeyi iizerinde o (s) egrisinin bir geodezik olabilmesi icin gerek ve
yeter kosul V' s € I igin o(s) egrisinin ﬁ(s) normali ile W yiizeyinin 77 (s,xo) normalinin paralel
yani 77 (s,x0)// ﬁ(s) olmasidir [29].
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El3 de null olmayan Frenet vektorlere sahip bir egri o(s) olmak iizere agagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 3.2.1. Ef’ Lorentz-Minkowski uzayimda «(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda, o = o(s) egrisinin (3.0.1) parametrik

denklemi ile verilen Y (s, x) yiizeyi iizerinde bir izogeodezik olmast icin gerek ve yeter sart

( M(S,X()) = V(S,X()) = W(S,X()) =0,
d
i) 4, (3.2.1)
dv(s.xg)

\ dx =0

olmalidir.

Ispat: El3 Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da
timelike bir egri a = a(s) olsun. Bu durumda (3.0.1) parametrik denklemi ile verilen ¥(s,x)

yiizeyinin 7 (s,x0) normal vektérii, o(s) egrisinin Frenet vektérleri cinsinden
7 (s,x0) = Bi (s,xo)?(s) + ﬁz(s,xo)ﬁ(s) + B3 (s,xo)?(s) (3.2.2)

olsun. W(s,x) yiizeyi iizerinde bir parametre egri o(s) ise, keyfi x = xo parametresi icin

Y (s,x0) = a(s) dir. Boylece
u(s,xp) = v(s,xp) = w(s,xo) =0,

HX()G [P11P2]7 Cl SSSCQ,

esitligi ifade edilir. Ayrica, oo = a(s) egrisinin Y(s,x) yiizeyi iizerinde geodezik olmasi icin
yiizeyin 70 (s,%0) normal vektérii ile o(s) egrisinin asli normali ﬁ(s) birbirine paralel olmalidr.

Bu durumda
Ba(s,x0) #0,  Bs(s,x0) =0, (3.2.3)

xo € [P,P], C1<s5<C(Cy,

olur. ¥(s,x) yiizeyinin 7(s,x0) normal vektoriindeki (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) bilesenlerinden

(3.2.3) esitligi goz oniine alinarak (3.2.1) elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Sapma Fonksiyonu

Bu alt kisimda, islemlerde kolaylik saglamasi ve dizayn problemlerinin iyi analiz
edilebilmesi igin yiizey denkleminde verilen u(s,x),v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonlari

17



ozel secilerek ylizey tlizerindeki egrinin izogeodezik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart

incelenecektir.

Kabul edelim ki u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonlari, h(s), k(s), r(s), U(x), V(x),
W (x) € Cy ve h(s) # k(s) # r(s) # 0 olmak iizere agagidaki gibi

Ci<s<C, PL<x<P,

verilsin. Boylece:

Sonug 3.2.1. E]3 Lorentz-Minkowski uzayinda oo = o/(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (3.2.1) dan a(s) egrisinin ¥(s,x) yiizeyi

iizerinde izogeodezik olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

U(xo) =V (x0) = W(xp) =0,

() 20) g
k(s)% =0,

xo € [P, P), C1<s< G
olmalidir.

Simdi de elde edilen teorik sonuglar1 destekleyen null olmayan Frenet vektorlerine sahip
timelike izogeodezik egrili yiizey aileleri icin 6rnek verilecektir. Ayrica bu Ornekte verilen

izogeodezik egrili ylizeyin grafigi cizilecektir.

Ornek 3.2.1. E; Lorentz-Minkowski uzayinda o (s) = (sinhs,coshs,0) egrisi verilsin. & egrisi
birim hizli timelike bir egridir. Boylece o egrisinin Frenet vektorleri (2.1.4) esitliginden

7(5‘) = (coshs, sinhs,0),

ﬁ(s) = (sinhs,coshs,0),

B(s)=(0,0,1),
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olarak hesaplanmir. Sapma fonksiyonlari olarak

u(s,x) = sx+s%x,

v(s,x) = x°s,

w(s,x) = X%+ sx,

Sfonksiyonlart alinirsa; xy = 0 ve s # 0 noktalart icin (3.2.1) sartlart saglamir. Béylece (3.0.1)
den yiizey ailesi
coshs (sx+ s%x) +sinhs(x’s + 1),
Y(s,x) = [ sinhs (sx+s%x) +coshs(x’s+1), (3.2.4)
X%+ sx
olarak elde edilir. Dolayisiyla bu yiizey o(s) egrisini izogeodezik olarak kabul eden yiizey

ailesinin bir elemani olur.

Elde edilen ortak izogeodezikli yiizeyin grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.1 : Ortak izogeodezikli (3.2.4) yiizey ailesinin bir elemani1

33 Ef Lorentz-Minkowski Uzaymnda Null olmayan Ortak Izoasimptotik Egriye Sahip
Yiizey Aileleri

Bu boliimde, Ef’ Lorentz-Minkowski uzaymda null olmayan Frenet vektorlere sahip

spacelike veya timelike ortak izoasimptotik egrili yiizey aileleri olusturulacaktir. Ef’ de
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yiizey ailelerinin ortak izoasimptotik egrilere sahip olmasi i¢in gerekli teorem ifade edilip
ispat1 yapilacaktir. Teoremde verilen kosullar, sapma fonksiyonlart kullanilarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrica bu calismay1 destekleyecek ornek verilecektir.

E 13 de parametrik bir yiizey (3.0.1) seklinde verilmis olsun. E 13 de herhangi bir yiizey lizerinde
verilen bir egrinin izoasimptotik olmasi i¢in bu egrinin yiizey iizerinde hem parametre hem de

asimptotik egri olmas1 gerekir.

Ik olarak E13 de (3.0.1) yiizeyini olusturan c(s) egrisinin parametre egrisi olmasi i¢in
W(s,xp) = a(s) olacak sekilde 3 xo € [P;, P;] bulunabilmesi, yani 6nceki bolimde (3.1.1) ve
(3.1.2) kosullart saglanmalidar.

Ikinci olarak a(s) egrisinin (s, x) ylizeyi iizerinde bir asimptotik egri olmast igin

<@,?@> ~0 (3.3.1)

olmalidir.

E 13 de null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike veya timelike bir egri o (s) olmak iizere

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.1. El3 Lorentz-Minkowski uzayinda o(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda, o(s) egrisinin ¥(s,x) yiizeyi iizerinde

bir izoasimptotik olmasi icin gerek ve yeter sart

([ u(s,x0) = v(s,x0) = w(s,x0) =0,
Imisx) (33.2)
ov(s,x

\ 7 A0

olmasidrr.

Ispat: E13 Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da
timelike @ = a(s) egrisi (3.0.1) parametrik denklemi ile verilen W(s,x) yiizeyinin 77 (s,xo)
normal vektorii, o¢(s) egrisinin Frenet vektorleri cinsinden (3.2.2) ile verilmis olsun. ¥(s,x)
ylizeyi iizerinde bir parametre egri a(s) ise, keyfi x = x( parametresi i¢in ¥(s,xp) = a(s) dir.

Boylece

u(s,xp) = v(s,xp) = w(s,xo) =0,

dxp € [P1,P], C1<s<(,

20



esitligi ifade edilir. Ayrica, a(s) egrisinin ¥(s,x) ylizeyi tizerinde asimptotik olmas i¢in (3.3.1)
kullanilirsa

Ba(s,x0) =0,  B3(s,x0) #0, (3.3.3)

Ci<s<C, P<xp<h,

olur. W(s,x) yiizey ailesinin (3.2.2) ile verilen 77 (s, xo) normal vektoriiniin S (s,x0), B2 (s,X0) ve

B3 (s,x0) bilesenleri yiizey iizerindeki izoasimptotik & egrisinin a(s) noktasindaki null olmayan
Frenet vektorlerinin spacelike ve timelike durumlarina gore (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) gibi
bulunur. Bu durumda (3.3.3) esitligi géz Oniine alinirsa (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) den (3.3.2)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sapma Fonksiyonu

Bu alt kisimda, islemlerde kolaylik saglamasi ve dizayn problemlerinin iyi analiz
edilebilmesi i¢in ylizey denkleminde verilen u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonlari
ozel secilerek yiizey iizerindeki egrinin izoasimptotik olabilmesi icin gerekli ve yeterli sart

incelenecektir.

Farz edelim ki u(s,x), v(s,x) ve w(s,x) sapma fonksiyonlari, A(s), k(s), r(s), U(x), V(x),
W (x) € Cy ve h(s) # k(s) # r(s) # 0 olmak iizere

Ci<s<Q, P<x< P,

olsun. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.3.1. E]3 Lorentz-Minkowski uzayinda o = o/(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (3.3.2) den a(s) egrisinin ¥(s,x) yiizeyi
iizerinde izoasimptotik olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul
U(X()) = V(X()) = W(X()) = 0,
AW (s,x0)
IWASX0) _
() o o,
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IV (s,x
k<s>—V§b; ) o0,

X0 € [P, P], C1 <5<y,

olmalidir.

Simdi de elde edilen teorik sonuglar1 destekleyen null olmayan Frenet vektorlerine sahip
timelike izoasimptotik egrili ylizey aileleri i¢in Ornek verilecektir. Ayrica bu Ornekte verilen

izoasimptotik egrili yiizeyin grafigi ¢izilecektir.

Ornek 3.3.1. E ]3 Lorentz-Minkowski uzayinda o(s) = <\/§s, sins, cos s) egrisi verilsin. Q. egrisi

birim hizli timelike bir egridir. Boylece o egrisinin Frenet vektorleri (2.1.4) esitliginden
7(s) = (\/5, coss, —sins) ,
ﬁ(s) = (0, —sins, —coss),
E(s) = (1,\/§coss,—\/§sins> ,

olarak hesaplanir. Sapma fonksiyonlar: olarak

u(s,x) = sx+ s*x,

v(s,x) = x* +sx,

fonksiyonlart alimirsa; xg = 0 ve s # 0 noktalart icin (3.3.2) sartlart saglanir. Boylece (3.0.1)

den yiizey ailesi

\/E(sx—i—szx—f—s) +x2s,
P(s,x)= | coss <sx+s2x-|- \/§x2s> —sins (x> +sx—1), (3.3.4)
—sins <sx+s2x+ \/§x25> —COSS (x2 + sx — 1) ,

ailesinin bir elemani olur.

Bu ornek ile verilen ortak izoasimptotikli yiizeyin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 3.2 : Ortak izoasimptotikli (3.3.4) yiizey ailesinin bir elemani
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4. E{ LORENTZ-MINKOWSKI UZAYINDA NULL OLMAYAN ORTAK
IZOGEODEZIK VE IZOASIMPTOTIK EGRILERE SAHIP HIPERYUZEY AILELERI

Ef Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da
timelike bir egrinin Frenet vektorleriyle hiperyiizey aileleri olusturulacaktir. Ayrica sapma
fonksiyonlar1 yardimiyla hiperyiizey yeniden insa edilecektir. Hiperyiizey iizerindeki bu egrinin
parametre, geodezik ve asimptotik egri olma durumlarina gore hiperyiizey aileleri 3 alt baglikta
incelenecektir.

E} de ¥ = W(s,x,y), parametrik bir hiperyiizey olsun. E{ de «a(s) egrisinden gegen

parametrik hiperyiizey

W(s,x,y) : [C1,Co] X [Py, Py] x [My,Mp] — E}

Y(s,x,y) = a(s)+ u(s,x,y)?(s) + v(s,x,y)ﬁ(s) (4.0.1)
+W<S7xay)?1 (S) +Q<S>x7y)?2(s)7

seklinde verilmis olsun. Burada u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) € C' sapma

fonksiyonlar1 ve [? (s), ﬁ(s), ?1 (s), ﬁz(s)] ise a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catisidir.

41 E i‘ de Parametre Egrilere Sahip Hiperyiizey Ailelerinin Normal Vektorleri

Bu boliimde, (4.0.1) hiperyiizey ailelerini olusturan o(s) egrisinin parametre egrisi
olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul ifade edilecektir. Ayrica (4.0.1) hiperyiizeyinin parametre
egrisinin spacelike egri olmasi durumunda ii¢ ve timelike egri olmasi durumunda bir olmak {izere
hiperyiizeyin normal vektorii toplam dort durumda hesaplanacaktir.

E f de (4.0.1) hiperyiizeyini olusturan ¢ (s) egrisinin parametre egrisi olmasi igin

Y(s,x0,y0) = &(s), olacak sekilde 3 xo € [Py, P>], 3 yo € [M1,M,]| bulunabilmesi, yani

u(s,x0,y0) = v(s,x0,¥0) = w(s,x0,y0) = q(s,%0,y0) =0, (4.1.1)

C<s<Q

olmasi gerekli ve yeterlidir. Buradan

8”(57960,)’0) _ 8"(5,360,)’0) _ &W(S,X(),yo) _ aq(S,X(),y()) -0 (412)
ds ds ds ds
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oldugu goriiliir.

W(s,x,y) hiperyiizeyinin normal vektorii 7 (s, x, y)

I¥(s,x,y) A I¥(s,x,y) A I¥(s,x,y)

T (s,x,y) = = P 5 (4.1.3)

dir. Buna gore W(s,x,y) hiperyiizeyinin 7 (s,x,y) normal vektorii, ct(s) egrisinin Frenet

vektorleri cinsinden

7(S=x7y) = Bl (s,x,y)?(s) +ﬁ2(s7x7y)ﬁ(s) (414)
+ B3 (5,%,3) B 1(s) + Ba(s,%,5) Ba(s)

seklinde ifade edilir.

Simdi de E f de hiperyiizeyin o(s) parametre egrisinin, null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike veya timelike egrili olma durumlarina gére hiperyiizey ailelerinin normal vektorii elde

edilecektir.

Ik olarak Ef de (4.0.1) hiperyiizeyini olusturan ¢ (s) parametre egrisi bir spacelike egri
olsun. Bu egrinin asli normal, binormal ve trinormal vektorlerinin spacelike ve timelike

olmalarina gore hiperyiizey ailelerinin normal vektorii hesaplanacaktir.

Durum 4.1.1. Bu durumda Ef de (4.0.1) hiperyiizey ailesinin a.(s) parametre egrisi asli normal
vektorii timelike (yani, g(ﬁ,ﬁ) = —1) olan bir spacelike egri olsun. Bu hiperyiizey ailesinin
7(s,x, y) normalini bulmak icin ilk olarak (4.0.1) ile verilen ¥(s,x,y) hiperyiizeyinin kismi
tiirevleri alinacaktir. Bunun icin (2.1.6) esitligi yardimiyla hiperyiizey ailesinin (4.0.1) kismi

tiirevleri

W +k1v(s,x,y)) 7(S)

klu(s7x7y) + w +k2w(s,x,y)) ﬁ(s)

0
+ <k2v (s,x,y) + w —k3q(s,x,y)

kaw(s,x,y) + w> ?2(5),

Bi(s)

8‘P(as;x,y) 8u(;,;c,y) ?(s) N av(s,x,y) ﬁ(s) N aw(s,x,y) ﬁl(s) n dq(s,x,y) §2<S)

ve

d¥(s,x,y) du(s,x,y) ?(s) N av(s,x,y) ﬁ(s) N dw(s,x,y) ?l(s) n dq(s,x,y) §2<S)

dy dy




olarak elde edilir. Elde edilen bu kismi tiirevler, (2.1.5) ve (4.1.3) formiillerinde yerine yazilirsa
hiperyiizey ailesinin normal vektériiniin (4.1.4) deki By (s,x,y), B2(s,x,y), B3(s,x,y) ve Ba(s,x,y)

bilesenleri

_ Ov(s,x,y) dw(s,x,y) dq(s,x,y)
Bl(saxay) - ay ox k3w(s,x,y)+ Js

N dq(s,x,y) Iw(s,x,y)
ox dy

QV(Syx»)’) )
i aV(S,X,y) QQ(S;XJ’) (kZV (S,)C,y) + W —k3q<S7X,)’))

(klu(s,x,y) + oy +kow(s,x,y)

ox dy

B aw(s,x,y) dq(s,x,y) Iv(s,x,y)
- R kiu(s,x,y) + ————=

av(S,X,)’) 8w(s,x,y)

— 9y (k3w(s,x,y) e

dq(s,x,y) Iv(s,x,y)
_ " ay kZV(S,x,y)+T _k3Q(S7x7y) ’

h au(S,xa)’) aw(s,x,y)
BZ(eray) - ay ox
dq(s,x,y) dw(s,x,y) du(s,x,y)
v dx dy 1+ ds
N du(s,x,y) dq(s,x,y)
ox dy

 Iw(s,x,y) dq(s,x,y) (1 I Ju(s,x,y) —|—k1v(s,x,y))
(

dx dy ds
du(s,x,y) dw(s,x,y) 9Q(S,x,y))
ds

ox dy
du(s,x,y) dq(s,x,y)
dy dx

kaw(s,x,y) + 35

—|—k1v(s,x,y))

9
kav (s,x,y) + % - ksq(s,x,y))

kaw(s,x,y) +

d
kov (S,)C,y) + W —k3q(s,x,y)> ’

_ du(s,x,y) dv(s,x,y) dq(s,x,y)
B3(s,x,y) = 2 P kaw(s,x,y) + -
du(s,x,y)

N dq(s,x,y) dv(s,x,y)
ds

ox dy

du(s,x,y) dq(s,x,y) Iv(s,x,y)
+ ox Iy k1u(s,x,y)—|—T—i—k2w(s,x,y)

(
dq(s,x,y) 9v(s,x,y) (1 du(s,x,y)
(

—|—k1v(s,x,y))

_|_

+k1V(s,x,y)>

ay ax 85
du(s,x,y) dv(s,x,y)
ox dy

ds

dq(s,x,y) du(s,x, (s, x,
— q(g;c y) u(g;c y) (klu(s,x,y)%-%+k2W(S7X7)’)>




ve

av(s,

x,y) dw(s,x,y) du(s,x,y)

[34(s,x,y) =

dx
du(s,
_|_

o)

ow(s,x,y)

(1+

dy ds

x,y) ov(s,x,y)

dx
du(s,
+

(T

Iv(s,x,y)

dy
x,y) dw(s,x,y)

dy
du(s,

ds
Iw(s,x,y)

dx
x,y) v(s,x,y)

(klu(saxay) +

dy
_ dw(s,x,y) dv(s,x,y)

ds

) (s

du(s,x,y)

ox
dw(s,x,y) du(s,x,y)

+k1v(s,x,y)>

Iv(s,x,y)

dy ds

(1+

dy
olarak bulunur. Bu ifadelerde (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerini saglayan xy ve yo degerleri goz

oniine alimirsa

Bi(s,x0,y0) =

B2 (s,x0,y0) =

+ aQ(S,)CO,y()) 8W(S’X07y0)

ox

aV(SaXO;yO) aW(S,XO,}’O) aQ(eranO)
dy dox ds

4+ aQ(va()vyO) aw(sax()ay()) av(sax()?y())
ox dy ds

+ av(sax()ayO) aq(sax()ay()) aW(S=x07YO)
dx dy ds

aw(s7-x07y0) ac](sax()ayO) aV(Saxo,)’O)
ox dy ds

av(sax()ayO) aW(S,XOJO) aCI(Saxo,)’O)
dx dy ds

aQ(S7xO7yO) av(s7-x07y0) aw(sax()ay())
ox dy ds

0,

au(saany()) aW(S,Xoy)’O) aQ(serayO)
dy dx ds

(1 + au(‘gaanyO)
ds

)

dx dy

+ 3u(s,x0,yo) aQ(S,)CO,yO) aW(S,X(),y())

_ aCI(SaXO;yO) aW(erO?yO) _ 3w(s,x0,y0) 8q(s,x0,y0)

dx dy ds

aW(SaXO;)’O) aQ(S,X(),y()) 1+ 8u(svx0ay0)

dx dy ds
au(sv)COvyO) aW(S,X(),y()) aQ(S;XOJO)

dx dy ds
au(sv)COvyO) aQ(Sv)CanO) &W(S,Xo,y())

dy dx ds

)

—ksq(syx,y))
+ kZW(S»XaY)

_k3Q(S7x7y)

—|—k2w(s,x,y)>

ox dy ox
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au(sax()ay()) aV(Saxo,)’O) aQ(57x0>YO)

[33(&950,)’0) = ay Ox Js
aCI(Sax()ayO) av(sax():y()) au(s7x07y0)
* dx dy b ds
+ au(sax()ayO) aq(s7-x07y0) aV(SaXOJO)
dx dy ds
_ 94(5,%0,50) Iv(s,%0,%0) (| . ufs;X0,30)
dy ox ds
dx dy ds
~ 9q(s,x0,y0) du(s, xo,y0) v(s,x0,Y0)
dx dy ds
_ 9q(s,x0,Y0) dv(s,x0,0)  dq(s,%0,y0) IV(s,X0,y0)
N dx dy dy dx
ve
. av(sax()ay()) aW(S»x07YO) a”(SaXO»yO)
B4(S7-x07y0) - ax ay 1+ as
L du(s,xo,y0) Av(s,X0,Y0) Iw(s,X0,Y0)
ox dy ds
+ du(s, x0,Y0) Iw(s,Xo,Y0) IV(s,X0,Y0)
dy ox ds
. du(s,x0,y0) Iv(s,X0,Y0) Iw(s,x0,Y0)
dy dx ds
~ dw(s,x0,y0) dv(s,x0,Y0) 14 du(s,xo,Y0)
ox dy ds
_ dw(s,x0,y0) du(s,xo,y0) Iv(s,x0,0)
dy dx ds
_ 8V(S,)C0,y()) aw(s7x07y0) . aW(S,X(),yO) av(s7x07y0)
dx dy dx dy

oldugu goriiliir. Boylece ¥(s,x,y) hiperyiizeyinin normal vektérii

_ a‘](57x07)’0) aW(SaXO;yO) aW(S;XO;)’O) aq(sax()?y())
7(5,)((),}70) - |: ox ay - Ox 8)} ﬁ(s)
aCI(S,XOJO) av(s>x07)’0) BQ(s7x0,y0) av<s7x07y0)
+ [ ox dy B dy dx El(s)
aV(S,XOa)’O) aW(SaXO;)’O) aW(S:XOJO) av(sax()?y())
+ [ dx dy B dx dy ?z(s)

olarak bulunur.

Durum 4.1.2. Bu durumda E} de binormali timelike (yani, g(?l,ﬁl) = —1) olan (4.0.1)
hiperyiizey ailesinin o(s) parametre egrisi bir spacelike egri olsun. Bu hiperyiizey ailesinin
7 (s,x,y) normalini bulmak icin (4.0.1) ile verilen ¥ (s, x,y) hiperyiizeyinin kismi tiirevleri alinip
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(2.1.7) Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

D) (HM k1v<sxy>)?<s>

+ <k1u $,x,y) + <9’s %)) +k2W(S,xa)’)) ﬁ(s)
+ <k2v 5,x,¥) + (;Sx Y) +kaq(s,x )’)) ﬁ (s)
+ <k3w $,X,¥) + (3;’)))) ?Z(S),
PRON) QS XN) () 4 PASED () POXN () 4 HOED G

ve

d¥(s,x,y) du(s,x,y) av(s,x,y) aw(s,x,y) dq(s,x,y)
F R ?(s)+—ay ﬁ(sH——ay ?1(5)4——8}) EZ(S)

olarak hesaplamir. Ayrica (2.1.5) ve (4.1.3) formiillerinden yararlanirlirsa, (4.1.4) ile verilen

W(s,x,y) hiperyiizeyinin normal vektoriiniin By(s,x,y), Ba(s,x,y), Bs3(s,x,y) ve PBa(s,x,y)
bilesenleri sirasiyla,

v (s,x,y) dw(s,x,
Bi(s,x,y) = v(g; ) W(;xx ) <k3W(S,X,)’)+T

+kaw(s,x,y)

dq(s,x,y) ow(s,x,y) Iv(s,x,y)
+ P 2 kiu(s,x,y) + 35

Iw(s,x,y)

)
N dv(s,x,y) dq(s,x,y) (kzv(s,x,y) + 5" +k3q(s,x,y))
)

ox dy
Iw(s,x,y) 9q(s,x,y) ov(s,xy)
—_ o ay klu(s,x,y)—i— ds +k2w(s,x,y)
av(S,x,y) aw(s,x,y)

dq(s,x,y)
- ax ay (kgw(s,x,y)—l— as

_94q(s,x,y) Iv(s,x,y) (kzv(s,x,y) +M +k3Q(S’x’y)) ’

ox dy ds

ow(s,x,y) dq(s,x du(s,x,
Balsony) = UIN I (1 TOLD) 1)
QQ(S,XJ)>

du(s,x,y) ow(s,x,y)
+—= 3 kaw(s,x,y) + 9

du(s,x,y) dq(s,x,y) Iw(s,x,y)
+ Iy e kzv(s,x,y)+T+k3q(s,x,y)

du(s,x,y) dw(s,x,y) 9q(s,x,y)>

dy ox ( ds

dq(s,x,y) dw(s,x,y)
ox dy

)

du(s,x,y) dq(s,x,y) Iw(s,x,y)
- ox ay k2v(s,x,y)—|— Js —{—k3q(s,x,y) )




8 y Xy a g Ay a sy
Bulsony) = PLGEIDOID) (1 JOED) 5.1
n 3%(;,;&) aV(g,yx,y) (k3w(s,x,y) N 961(3;@)7))
dq(s,x,y) du(s,x,y) Iv(s,x,y)
+ ox dy kuu(s,x,y) + ds
du(s,x,y) dv(s,x,y) dq(s,x,y)
B dy ox kaw(s,x,y) +  9s
dq(s,x,y) dv(s,x,y) ( du(s,x,y) )
- 1+ —=——kiv(s,x,y)
ox dy ds
_ du(s,x,y) dg(s,x,y) dv(s,x,y)
o % kiu(s,x,y) + 3
ve
8 s Xy a g Ay a 9Ny
By = Dm0 (| S5 )
du(s,x,y) dv(s,x,y) Iw(s,x,y)
+ 3y 2 bv@xgﬁ+——7g——
du(s,x,y) Iw(s,x,y) Iv(s,x,y)
+ 2 I kyu(s,x,y) + 3,
du(s,x,y) dv(s,x,y) ow(s,x,y)
 dy ox kv (s,%,7) + ds
ow(s,x,y) dv(s,x,y) ( du(s,x,y) )
— 1+ —="—kyv(s,x,y)
ox dy ds
ow(s,x,y) du(s,x,y) Iv(s,x,y)
Ty o\

olarak bulunur. Bu ifadelerde (4.1.

oniine alindiginda

Bi(s,x0,¥0) =

1) ve (4.1.2) esitliklerini saglayan xy ve yo degerleri goz

aV(SrXO;yO) aW(S,XOJO) aq(srx()ay())
dy dx ds

+ aq(srx()ay()) aw(svx()ay()) av(sa-x()?y())

ox dy ds

+ av(sax()?y()) aQ(va()ayO) aw(‘ga-xO?yO)

dx dy ds
aW(SaXO;YO) aCI(&XO;J’O) av(sax()?y())

dx dy ds
dv(s,x0,y0) Iw(s,x0,Y0) g(s,%0,0)
dx dy ds
dq(s,x0,Y0) v(s,X0,y0) Iw(s,x0,0)
ox dy ds

0,
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e

+k3Q(S7x7y))
+kow(s,x,y)

+k3g(s,x,y)

i)



BQ(S,X(),y()) = Ox ay Js

4 au(srx()ayO) &W(Saxod’o) aq(sax()?y())
dx dy ds

+ au(sax()ayO) aq(s7-x07y0) aw(sax()?y())

dy dx ds
au(sax()ayO) aw(sax()?y()) aCI(SJCO,)’O)

dy dx ds
dq(s,x0,Y0) Iw(s,X0,0) - du(s,xo,Y0)

dx dy ds

dx dy ds
_ 9w(s,x0,0) 9g(s,x0,0)  dq(s,X0,y0) Iw(s,X0,y0)
- ox dy ox dy ’

B (5.%0,70) = 361(S;9Xy0,y0) 3"(57892),)’0) <1+ 3”(&5;0&0))
4 du(s,xo,Y0) v(s,xo,y0) dq(s,xo,Y0)
dx dy ds
N dq(s,x0,Y0) du(s,xo,y0) Av(s,xo,Y0)
dx dy ds
du(s,xo,y0) v(s,xo,y0) dq(s,%0,Y0)
dy ox ds
dq(s,X0,Y0) IVv(s,X0,0) (1+ 9M(S,x0,yo)>
dx dy ds
du(s,xo,Y0) q(s,x0,Y0) Av(s,x0,Y0)
dx dy ds
_ 94(s,X0,y0) 9V(s,%0,y0) _ 94(s,X0,Y0) Iv(s,%0,y0)
dy dx dx dy

aW(S>xoa)’O) aQ(sax()vyO) (1 + au(sax()?y()))

ve

Bals.x0,30) = 9V(Sg;>,yo) 9W(S;;0,YO) (1 N 9u(sgio,yo))
n du(s,x0,y0) Iv(s,X0,y0) Iw(s,%0,0)
ox dy ds
n du(s,x0,y0) dw(s,xo,y0) Iv(s,%0,0)
dy ox ds
du(s,x0,y0) Iv(s,X0,Y0) Iw(s,%0,0)
dy dx ds
~ 9w(s,x0,Y0) dv(s,X0,y0) (1 n 8u(s,x0,yo))
ox dy ds
dw(s,xo,Y0) du(s,xo,y0) Iv(s, %o, o)
dy dx ds
_ 9v(s,x0,y0) Iw(s, X0,y0) — Iw(s,X0,y0) Iv(s,X0,y0)
dx dy dx dy
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olarak elde edilir. Bu durumda ¥ (s, x,y) hiperyiizeyinin normal vektorii

dw(s,x0,Y0) 9g(s,X0,y0)  Iq(s,X0,Y0) Iw(s,x0,Y0)
74 — —
n (S,Xo,y()) - |: ox ay ox ay ﬁ(s)
aCI(S»xO,)’O) 8v(s,x0,y0) . 8Q(S,X(),y0) 8V(S,xoa)’0)
* [ dy dx dx dy ?1(s)
9v(s,x0,y0) aw(svx();y()) i aW(vaoa)’O) 8v(s,x0,y0)
* [ dx dy dx dy ?2@)

olarak bulunur.

Durum 4.1.3. Bu durumda E} de trinormal vektorii timelike (yani, g(?z,ﬁz) = —1) olan
(4.0.1) ile verilen hiperyiizey ailesinin o(s) parametre egrisi bir spacelike egri olsun. Bu
hiperyiizey ailesinin 7(s,x,y) normalini bulmak igin (4.0.1) ile verilen ¥ (s, x,y) hiperyiizeyinin

kismi tiirevleri alimip (2.1.8) deki Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

Do) _ (HM favts.)) T)

<k1u (s,x,9) + (‘;: 2) sz(s,x,y)) N(s)
# (kv + 2520 ) ) B
( wis,xy) + 2185 ”) Bas),
oW xy) _ dulsxy) g o VX WX T (o dExNF

ox N ox ox ox ox

ve

d¥(s,x,y) du(s,x,y) av(s,x,y) aw(s,x,y) dq(s,x,y)
oo = TSR () + SO EEN () + TSR E ) + TS B o)

olarak hesaplanmir. Ayrica (2.1.5) ve (4.1.3) formiillerinden yararlanmilirsa, Y hiperyiizeyinin
(4.1.4) ile verilen normal vektériiniin By (s,x,y), Ba(s,x,y), B3(s,x,y) ve Ba(s,x,y) bilesenleri

_9v(s,x,y) dw(s,x,y) dq(s,x,y)
ﬁl(sv)C?y) - ay ox k3W(S,X,y)+ Js

N dq(s,x,y) ow(s,x,y) (klu(s,x,y) + W — kzw(s,x,y)>

ox dy
" 8v(s,x,y) aQ(S>x7y) (sz (s,x,y) + W —|—k3q(S7X,)’))

dx dy
ds

ox dy

—kaw(s,x,y)

 v(s.ry) Inls.ny) da(s,17)
3 9 ksw(s,x,y) + 3

dq(s,x,y) dv(s,x,y)
ox dy

Iw(s,x,y)
o5 +k3¢](SaX,)’)) )




du(s,x,y)

aw(s,x,y) dq(s,x,y) (1 4 25 —klv(s,x,y)>
ﬁ2(57x7y) = ax ay 8s a (s . y)
du(s,x,y) dw(s,x,y) ksw(s,x,y) + %)
T ox dy 3 S )
n au(S,X,y) aQ(S,xay) (kzv (S,x,y) + % +k3q(sax7y))
ay 8x
dq(s,x,y)
du(s,x,y) ow(s,x,y) (kgw(s,X,y) + q(g—s>
o ay ox
dq(s,x,y) dw(s,x,y) (1 + M _klv(s,x,y))
N ox dy Js (s xy)
8u(s,x7y) 8q(S,X,y) (kzv (s’x7y) + Wa% +k3CI(sax7y)> )
B ox dy
dq(s,x,y
u(s,%,y) Iv(s,x,) (kw(&x,y) N %)
ﬁ3(S,X,y) = ay dx

aCI(Saxvy) av(s7x7y) 1+8u(s,x,y) —le(S,X,y))
+ dx dy ds )
8M(S=x7)’) aCI(Sax’y) (klu(s,x,y) + aV(gj,y —kZW(S,x,y))
+ dx dy
alsi) D) (1 By )
- ay ox ds )
dq(s,x,y
Iuls,%,y) Ov(s,%,5) (k3W(S,x,)’) + Q(gs )
_ ay
ox P ) QV(S,X,)’) —k W(S X y)
dq(s,x,y) du(s,x,y (klu(S,X,)’) +— 2W(S, X,
T dy
ve a )
X,
au(S,X,y) aV(S,X,y) (sz (S,.X',y) + % +k3q(S7Xa)’))
B4(S7x7y> - ay ax
aW(S,X,y) 8v(S,X,y) 1+M_klv(s,x,y))
+ dx dy ds
8w(s,x,y) au(sax7y) klM(S,xyy)—i_M_kzw(s’x’y))
+ ay ax s
aV(S,x,y) aW(S,X,)’) (1_*_@—]{1\}(5‘,)(,)7))
_ ay s
ox p) ) 8W(S,x7y) k (S X y)
du(s,x,y) dv(s,x,y (kzv(s,x,Y) + T Tk3q(s,x,
_ ay
ox o) ) aV(S=x7Y) —k W(S X y)
au(s,xa)’) W(S7x7y <k1u(S,X;)’)+T 2 3Ny
- ay ax
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olarak bulunur. Burada (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerini saglayan xo ve yo degerleri goz oniine
alindiginda

. av(sax():y()) aW(57x07YO) aQ(eranO)
ﬁl(sv)CanO) - ay Ox Js

4+ aQ(va()vyO) aw(sax()ayO) av(sax()?y())
ox dy ds

+ aV(vaoaYO) aq(s7x07y0) aW(S=x07YO)
dx dy ds

aw(s7-x07y0) aq(sax()ayO) av(sax()?y())
ox dy ds

av(sax()ayO) aw(sax()?y()) aCI(Saxo,)’O)
dx dy ds

aQ(S7xO7yO) av(s7-x07y0) aw(sax()ay())
ox dy ds

=0,

,BZ(S;XO»yO) — aw(sé);()ay()) aQ(S,a);),y()) <1 + au(s;;o,y()))
4 du(s,xo,y0) Iw(s,x0,y0) 9q(s,X0,y0)
dx dy ds
4 du(s,xo,Y0) 9q(s,x0,Y0) Iw(s,x0,y0)
dy dx ds
du(s,xo,y0) Iw(s,x0,y0) dq(s,X0,y0)
dy dx ds
dq(s,x0,Y0) IW(s,X0,Y0) (1+ 3M(S,x0,yo))
dx dy ds
du(s,xo,y0) q(s,x0,y0) Iw(s,xo0,y0)
dx dy ds
_ dw(s,x0,y0) 94(s,x0,y0) _ dq(s,x0,y0) dw(s,x0,y0)
dx dy dx dy

?
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au(sax()ay()) aV(Saxo,)’O) aQ(57x0>YO)

[53(&950,)’0): ay Ox Js
aCI(Sax()ayO) av(sax():y()) au(s7x07y0)
* dx dy b ds
+ au(sax()ayO) aq(s7-x07y0) aV(SaXOJO)
dx dy ds
_ 94(5,%0,50) Iv(s,%0,%0) (| . ufs;X0,30)
dy ox ds
dx dy ds
_9q(s,%0,Y0) du(s,xo,y0) Iv(s,x0,0)
dx dy ds
_ 9q(s,x0,Y0) dv(s,x0,0)  dq(s,%0,y0) IV(s,X0,y0)
N dx dy dy dx
ve
- 8M(S,)C0,y0) 8V(S,)C(),y0) aW(S7x07)’O)
[34(S,x0,yo) - ay 0 x Js
8W(S7x07y0) av(s’x();y()) a”(sax07YO)
+ ox dy 4 ds
+ aW(Sax07YO) au(svxmy()) av(s’x()?y())
dy dx ds
_ av(s7x07)’0) aw(sax();y()) 14+ au<svx07y0)
dx dy ds
. a”(S,XOJO) av(s7x07y0) aw(sax()?yO)
ox dy ds
. a”(S,XOJO) aw(svx()ay()) 8"(5;?507)’0)
dy dx ds
— aw(sax();y()) aV(S»XOJO) _ av(sax()?y()) aw(s7x07y0)
dx dy ox dy
elde edilir. Boylece Y (s,x,y) hiperyiizeyinin normal vektorii
_ aW(SaXO;)’O) aQ(sax():yO) aQ(va()ayO) aw(sax()?y())
7(S,xO?y()) - |: Ox ay - Ox ay ﬁ(s)
aQ(SMCOaW) aV(SaXOaYO) aQ(Saxo,)’O) aV(SaXOJO)
+ [ ox dy B dy dx ?1(s)
Iw(s, X0,y0) IV(s:X0,¥0)  Iv(s,x0.y0) Iw(s; x0,y0) | 7 (s)
ox dy dx dy 2

olarak bulunur.

Ikinci olarak Ef de (4.0.1) hiperyiizeyini olusturan o(s) parametre egrisi bir timelike egri
olsun. Bu egrinin asli normal, binormal ve trinormal vektorlerinin spacelike olmalarina gore
hiperyiizey ailelerinin normal vektorii hesaplanacaktir.
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Durum 4.1.4. Bu durumda Ef de (4.0.1) hiperyiizey ailesinin o.(s) parametre egrisi bir timelike
egri (yani, g(?,?) = —1) olsun. Bu hiperyiizey ailesinin 7 (s,x,y) normalini hesaplamak
icin (4.0.1) ile verilen W(s,x,y) hiperyiizeyinin kismi tiirevieri alimp (2.1.9) deki Frenet tiirev

Sformiilleri kullanilirsa

9¥(s,x,y) _ (1 L duls,xy) +k1v(s,x,y)) 7 (s)

ds ds
+ <k1u(s,x,y) + w - kzw(SMC,)’)) ﬁ(s)
+ <k2V (S,X,y) + w _k3q(s,x>y)> ?1 (S)
+ <k3w(s,x,y) + W) ?Z(S),

d¥(s,x,y) du(s,x,y) ?(s) n av(s,x,y) ﬁ(s) 4 aw(s,x,y) ?l(s) N dq(s,x,y) ﬁz(s)

ox ox

ve

B‘P(;;x,y) 8u(;,;c,y) ?(s) N av(s,x,y) ﬁ(s) N aw(s,x,y) ?1 (s) + dq(s,x,y) ﬁz(s)

dy dy dy

olarak hesaplanir. Ayrica (2.1.5) ve (4.1.3) formiillerinden yararlanilirsa, ¥ hiperyiizeyinin
(4.1.4) ile verilen normal vektoriiniin Bi(s,x,y), B2(s,x,y), B3(s,x,y) ve Ba(s,x,y) bilesenleri
asagidaki gibi elde edilir:

_ 9dw(s,x,y) dq(s,x,y) dv(s,x,y)
ﬁl(sax7y) - ox 8)7 klu(s7xay)+T_k2W(S7xvy)

Iv(s,x,y) dw(s,x,y) dq(s,x,y)
+ ax 8)7 k3w(s,x,y)+ as

dq(s,x,y) dv(s,x,y) Iw(s,x,y)

+ ox ay kzv(s,x,y)—{— Js _k3Q<S7x7y)
Iv(s,x,y) dw(s,x,y) dq(s,x,y)

“ g o kaw(s,x,y) + —

dq(s,x,y) dw(s,x,y) Iv(s,x,y)
- ax ay k]M(S,X,y)+ aS _kZW(S7x7y)

B dv(s,x,y) dq(s,x,y) (kzv (s,,) + M —k3q(S,xa)’)> )

dx dy ds
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du(s,x,y)

t ds

J ) J sy

Balsony) = PEEN A () ()
d

<k3W(S,X,Y) + w>

N du(s,x,y) ow(s,x,y)

dx dy
du(s,x,y) dq(s,x,y) ow(s,x,y)
+ Iy 3 kzv(&XJ)‘f‘T—kﬂI(Saxa)’)
du(s,x,y) dw(s,x,y) dq(s,x,y)
B dy ox ksw(s,x,y)+ 95
_9q(s,x,y) Iw(s,x,y) du(s,x,y)
5 3 I+ — +kiv(s,x,y)
du(s,x,y) dq(s,x,y) Iw(s,x,y)
- ax ay sz(s,X,y)+T—k3Q(s,x,y) 9
_ du(s,x,y) dv(s,x,y) dq(s,x,y)
ﬁg(s,x,y) — ay ax k3w(s,x,y)+ as
b, 3q(g,;c,y) 9V(g,yx,y) (1 N au(g,sx,y) +k1v(s’x7y))
du(s,x,y) dq(s,x,y) Iv(s,x,y)
2l ax ay klu(sa)C)y) + aS —sz(S,X,y)
y 361(3;&) 3V(3;c,y) (1 n 3u(3:,y) —|—k1v(s,x,y))
du(s,x,y) dv(s,x,y) ( a61(s,x,y))
— kaw(s,x,y) +
ox dy ds
dq(s,x,y) du(s,x,y) Iv(s,x,y)
i N kiu(s,x,y)+ 5 kow(s,x,y)

ve

av(s,x,y) aW(S,X,y) (1 +M+kl\)(s X y))

ow(s,x,y)
k2V (s,x,y) + — Js _k3Q(Sa~x7y)

n 8u(S,X7)’) 8v(s,x,y)
ox dy

N 8u(2,yx,y) 3W(;,xxa)’) (klu(s,x,y) n w - kzw(S,x,y))
- au(g,yx,y) 3V(3;c,y) (,Qv (5,%,y) + W —k3q(S,X>y))
R x) (1 M) )

. 3W<;;X=y> ) (k1u<s,x,y> T A T >) |
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Burada (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerini saglayan xq ve yo degerleri kullanilirsa

_ 8w(s,x0,y0) 8q(s,x0,y0) av(s7x07y0)
Bl(sa-XanO) - dx &y Js

+ av(&%d’o) aW(SaX07YO) aq(S,X(),y())
ox dy ds

+ 8q(s,x0,y0) av(s7x07y0) &W(Sﬂx()?y())
ox dy ds

av(s7x07y0) aw(sax()?y()) a‘](S;XO,YO)
dy ox ds

8q(s,x0,y0) aW(vaoa)’O) av(sﬂx()?y())
ox dy ds

av(sax()vy()) a‘](SaXO;YO) aw(sﬂx()?y())
dx dy ds

=0,

dw(s,x0,0) 9g(s,X0,Y0) du(s,xo,Y0)
BZ(Sax();yO) . Ox ay <1+T>
N du(s,x0,y0) dw(s,xo,Y0) 9q(s,X0,Y0)
dx dy ds
y du(s,xo,Y0) q(s,x0,Y0) Iw(s,Xo,y0)
dy dx ds
du(s,x0,y0) Ow(s,X0,Y0) 9q(s,X0,Y0)
dy dx ds
_ dq(s,x0,y0) Iw(s,xo,0) (1 4 3M(S,xo,yo))
dx dy ds
du(s,xo,y0) q(s,x0,Y0) Iw(s,xo0,y0)
dx dy ds
_ dw(s,x0,¥0) 94(s,%0,0) _ dq(s,x0,y0) Iw(s,xo,0)
dx dy dx dy ’

_ au(sax()ay()) aV(S»x07YO) aQ(S,XOJ’O)
B3(S,X(),y()) - ay Ox Js
+ 8q(s,x0,y0) 8V(S,X(),y0) 1+ au(svx07y0)
dx dy ds
+ 8u(s,x0,y0) 8q(S,x0,y0) aV(SaXO»yO)
dx dy ds
aQ(Sv)COvyO) av(s’x();y()) 1+ au(sv)CanO)
dy ox ds
a”(sax07YO) aV(S,X(),y()) aCI(SaXOJ’O)
dx dy ds
aQ(Sv)COvyO) au(sv)CanO) 8"(5;3507)’0)
dx dy ds
_ aCI(SaXO;yO) 8v(s,x0,y0) o aq(svx()ay()) 8v(s,x0,y0)
ox dy dy dx
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ve

Bals.x0,30) = 3V(s,a);>,yo) 9W(Sé);o,yo) (1 N 9u(sg;o,yo))

. 9uls,X0,y0) Iv(s, X0, ¥0) IW(s:X0,30)
ox dy ds

. 9uls:%0,y0) Iw(s,X0,Y0) Iv(s,X0,Y0)
dy dx ds

_ du(s,xo,y0) Iv(s,X0,Y0) Iw(s,x0,Y0)
dy ox ds

~ 9w(s,x0,Y0) 9v(s,X0,y0) (1 N 9M(S,x0,yo)>
ox dy ds

_ dw(s,x0,Y0) du(s,xo,y0) Iv(s,x0,Y0)
dy dx ds

_ Iv(s,%0,0) IW(s,X0,0) _ IW(s,X0,¥0) Iv(s,X0,Y0)
dx dy dx dy

olarak elde edilir. Boylece Y(s,x,y) hiperyiizeyinin normal vektorii

2 (5,30,50) = {9W(S7X0,yo) dq(s,x0,y0) _ 9q(s,x0,y0) 3W(S,X0,yo)} N(s)

dx dy dx dy
aC](S,X(),y()) av(s>x07)’0) aCI(Syxo,)’O) av(srx()vy())
pr [ dx dy B dy dx El(s)
aV(S,XOa)’O) aW(SaXO;)’O) aw(svx()ay()) av(sax()?y())
+ [ dx dy B dx dy ?z(s)

olarak bulunur.

4.2 Ef Lorentz-Minkowski Uzaymnda Null olmayan Ortak izogeodezik Egrilere Sahip
Hiperyiizey Aileleri

Bu boliimde, Ef Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike veya timelike ortak izogeodezik egrili hiperyiizey aileleri olusturulacaktir. Ef de
hiperyiizey ailelerinin ortak izogeodezik egrilere sahip olmasi i¢in gerekli teorem ifade edilip
ispat1 yapilacaktir. Teoremde verilen kosullar, sapma fonksiyonlar1 kullanilarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrica bu calismay1 destekleyecek orneklere yer verilecektir.

EiL de parametrik bir hiperyiizey (4.0.1) ile verilmis olsun. Ef de herhangi bir hiperyiizey
tizerinde verilen bir egrinin izogeodezik olmasi i¢in hiperyiizey iizerinde bulunduran a(s)

egrisinin hem parametre hem de geodezik egri olmasi gerekir.

Ik olarak Ei‘ de (4.0.1) hiperyiizeyini olusturan «(s) egrisinin parametre egrisi olmasi igin
W(s,x0,y0) = a(s), olacak sekilde 3xo € [Py, P2], 3 yo € [M;,M;] bulunabilmesi, yani dnceki
boliimde (4.1.1) ve (4.1.2) kosullar1 saglanmalidir.

39



Ikinci olarak o(s) egrisinin (s, x,y) hiperyiizeyi iizerinde bir geodezik olmasi igin gerek ve
yeter kosul V' s € I igin a(s) egrisinin ﬁ(s) normali ile ¥ hiperyiizeyinin 7 (s, xo, yo) normalinin
paralel yani 77 (s,x0,y0)// ﬁ(s) olmasidir [29].

E i‘ de null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike veya timelike bir egri a(s) olmak iizere

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1. Ef' de o(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da timelike bir
egri olsun. Bu durumda, o = o/(s) egrisinin (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen P(s,x,y)

hiperyiizeyi iizerinde bir izogeodezik olmast icin gerek ve yeter sart

( M(S,X(),y()) = V<S7x07y0) = W(Sax()?y()) = Q(S,X(),y()) = 07

(9W(s,x0,y0) aq(S7X()7y0) _ aq(s7x0,y()) aW(S7XO7y()) # 0
ox dy ox dy ’
(4.2.1)
aq(s7x07y0) 8V(S,}C()7y0) _ aq(sv-x()?yo) 8V(S,)C()7y0) — 0
ox dy dy ox e

L dx dy ox dy

Iv(sxo.y0) Iw(sXo.y0) _ Iw(sxovo) Ivisovo) _
olmasidir.

Ispat: Ef de (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen ¥ (s, x,y) hiperyiizeyi iizerinde null olmayan
Frenet vektorlere sahip spacelike veya timelike bir egri o« = a/(s) olsun. Bu durumda P (s, x,y)

hiperyiizeyinin W(S,xo, yo) normal vektorii, a(s) egrisinin Frenet vektorleri cinsinden

7 (5.30.50) = 1 (5,x0.30) T () + Ba(5.30.50) N (5) + Ba(s.%0.50) B 1(5) + Ba(s.x0.0) B ().
4.2.2)
olarak yazilabilir. Eger a = a(s), W(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde bir parametre egri ise, keyfi

x = xq ve y = yo parametreleri icin ¥(s,x0,y0) = a&(s) dir. Boylece

M(S,)Co,y()) = V(S,X(),y()) = W(S7x07y0) = q(‘gax()ay()) = 07

E|X()€ [P17P2]7 E|yO6 [Ml,MZ]; C] SSSCL

esitligi ifade edilir. Ayrica, oo = a(s) egrisinin ¥(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde geodezik olmast
icin hiperyiizeyin T (s,x0,y0) normal vektérii ile ot(s) egrisinin N}(s) asli normali birbirine

paralel olmalidir. Bu durumda

Ba(s,x0,y0) #0, Bs(s,x0,¥0) = Ba(s,x0,y0) =0, (4.2.3)

x0 € [P, P, yo € M1, M), Ci <s5<C,.
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olur.

Eger (4.0.1) denklemi ile verilen ¥ (s,x,y) hiperyiizey ailesinin a(s) parametre egrisinin
asli normali timelike (yani, g(ﬁ,ﬁ) = —1) olan bir spacelike egri ise bu durumda P(s,x,y)
hiperyiizeyinin 7(S,X0,y()) normal vektoriiniin (4.2.2) egitligindeki Bi(s,x0,y0), B2(s,%0,Y0),

B3(s,x0,¥0) ve Ba(s,Xo,y0) bilesenleri

.
ﬁl(sax()ay()) = 07
J— aq S7x 7y aw S’x 7y aw S’x ?y aq S7‘x ’y
Bo (5,0, y0) = (axo 0) (8y0 0) _ (axo 0) (ayo 0),
< 9q(sx0.y0) Av(s.x0.50) _ g(s.x0.30) Iv(s,%0.0) (24
—_ q S7x 7y v S’x 7y q s7x 7y v S"x ?y
Bs(s,x0,y0) = 9)? : 9; 0 — ()yo : a)? “,

— aV(W%)’O) aW(&XOv)’O) aw(sax07y0) aV(S:x07YO)
\ B4(S,X(),y()) - dx dy o dx dy

dir.

Eger (4.0.1) denklemi ile verilen P (s,x,y) hiperyiizey ailesinin o.(s) parametre egrisinin
binormali timelike (yani, g(?l,ﬁl) = —1) olan bir spacelike egri ise bu durumda P(s,x,y)
hiperyiizeyinin 1 (s,Xo,yo) normal vektériiniin (4.2.2) esitligindeki By (s,x0,0), B2(s,X0,Y0),

B3 (SJCO,)’O) ve ﬁ4(57x0,y0) bilegenleri

(
B1(s,x0,¥0) =0,
. aW(S,XoQ’O) aq(seruy()) aq(s7x07y0) aW(S,)C()7y0)
BZ(va()?yO) - ox dy - ox dy ?
24(5,30,30) I(s,30:30) _ Ia(s%0.30) v(sx0.v0) (422
__ 949(5,%0,)0 v{s$,X0,Y0 q\8,X0,Y0 v{$,X0,Y0
ﬁfﬁ (S7x07y0) - dy ox - ox dy )
— 9v(s,x07yo) aW(S7x07y0) 3w(s,x0,yo) av(sv-x())yo)
L ﬁ4(sax07y0) - ox dy o ox dy

dir.

Eger (4.0.1) denklemi ile verilen ¥(s,x,y) hiperyiizey ailesinin a(s) parametre egrisinin
trinormali timelike (yani, g(?z,?z) = —1) olan bir spacelike egri ise bu durumda P(s,x,y)
hiperyiizeyinin 7(S,X0,y()) normal vektoriiniin (4.2.2) egitligindeki Bi(s,x0,y0), B2(s,%0,Y0),

Bs (S,xoayo) ve ﬁ4(S,xO,yo) bilesenleri

.
ﬁl(sax()ay()) = 0,
8w $,X05 a 5,X0, a S5,X0, a 8,X0,
B2(s,x0,y0) = (axo Yo) 9a( ayo Yo) _ 94( X0 Yo) W(aJ;o Yo
$,X0, v(s,X0, $,X0, v(5,X0,
B3(s,x0,y0) = 4l afy‘)) (ayoyo) _ 94( ayoyo) (3)?))0)’

— aW(&XOJO) av(svx()vy()) av(erOLYO) aW(S:x07YO)
. B4(S,X(),y()) - dx dy o dx dy
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dir.

Eger (4.0.1) denklemi ile verilen W(s,x,y) hiperyiizey ailesinin o(s) parametre egrisi bir
timelike egri ise bu durumda W (s,x,y) hiperyiizeyinin 1 (s,xo,y0) normal vektoriiniin (4.2.2)

6§ltllglnd€kl ﬁl (57x07YO)> ﬁ2(57x07YO)7 /33(579607)’0) ve [34(S,X(),y()) bilegenleri

4
Bi(s,x0,y0) =0,
__ 9w(sx0,0) 99(s:X0,50)  9q(s,%0,¥0) IW(s,X0,Y0)
ﬁZ(Sax()?yO) - ox ay dx ay )
9q(s.%0.50) V(s x0.0) _ dq(s.x0.y0) Iv(s.x0.30) 27
__9q(s,x0,y0) 9v(s,x0,0)  9q(s,x0,50) 9v(s,x0,)0
ﬁ3(s7-x07y0) - ox ay ay dx 9
— aV(MOQ’O) aW(MOJ’O) _ aW(SaXOQ’O) aV(vaov)’O)
B4(Sax0,)’0) - ox ay ox ay

dir. (4.2.3) esitligi goz oniine alimirsa (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve (4.2.7) den (4.2.1) elde edilir.

Boylece teorem ispatlanmus olur.
Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kisimda, islemlerde kolaylik saglamasi ve dizayn problemlerinin iyi analiz
edilebilmesi i¢in hiperyiizey denkleminde verilen u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma
fonksiyonlar1 6zel olarak secilip hiperyiizeyi tizerindeki egrinin izogeodezik olmasi i¢in sonuglar

verilecektir.
I. Cesit Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kisimda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma fonksiyonlar1, A(s), k(s),
r(s), b(s), U(x,y), V(x,y), W(x,y), O(x,y) € Cy ve h(s) # k(s) # r(s) # b(s) # 0 olmak lizere

u(s,x,y) = h(s)U(x,y),
v(s,x,y) = k(s)V(x,y),
w(s,x,y) =r(s)W(x,y),
q(s,x,y) = b(s)Q(x,y),

C1<s<(C, PLA<x<P, M <y<M,

olarak secilirse su sonug verilebilir.

Sonug 4.2.1. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda oo = o/(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip

spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan o = o/(s) egrisinin ¥(s,x,y)
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hiperyiizeyi iizerinde izogeodezik olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

U (x0,y0) = V(x0,¥0) = W (x0,¥0) = Q(x0,¥0) = 0,

r(s)aw(x,yo)b(s)9Q(;;,yo) —b(s)aQ(;i’yO)r(s) 3W(g;>,yo) 20,
b(S) aQ(;?C7yO)k(S> av(;;);y()) N b(S) aQ(;(;’yO)k(s) av(;iayO) _ O,
k(s)aV(;iJO)r(s) 8W(;c;),y0) _r(s)aw(g)(z,yo)k(s)9V(X0,)’0) _o,

dy
X0 € [P1,P2], yo € [M,Mp], C; <s <G

olmalidir.
I1. Cesit Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kistmda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma fonksiyonlari & (s, x), k(s,x),
r(s,x), b(s,x), U(y), V(y), W(y), Q(y) € C; olmak iizere

u(s,x,y) = h(s,x)U(y),
v(s,x,y) = k(s,x)V (y),
w(s,x,y) =r(s,)W(y),
q(s,x,y) = b(s,x)Q(y),

CiI<s<C, A<x<P, M <y<M
olarak secilirse asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 4.2.2. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = o(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan o = o/(s) egrisinin ¥(s,x,y)

hiperyiizeyi iizerinde izogeodezik olmast icin gerek ve yeter sart

h(s,x0)U (o) = k(s,x0)V (o) = r(s,x0)W (y0) = b(s,x0)Q(y0) =0,

200Dy (s, i0) 2520 — ZE) 355,500 ) 10,
ab(;»;c(% ) Q(yo)k(s,xo) ava(;)O) . b(sva) &qa(;()) ak(as;x())v(yo) _ 0’
PRy (ohr(s,a0) 52— 2y s, a0) 2 o,

X0 € [P1,P2],y0 € [M1,M>], C; <5 <G
olmalidwr.

43



III. Cesit Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kisimda; u(s, x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma fonksiyonlari k(s,y), k(s,y),
r(s,y), b(s,y), U(x), V(x), W(x), Q(x) € C; olmak iizere

u(s,x,y) = h(s,y)U(x),
v(s,x,y) = k(s,y)V (x),
w(s,x,y) =r(s,y)W(x),
q(s,x,y) = b(s,y)Q(x),

Ci<s<C, A<x<P, M <y<M
olarak secilirse asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2.3. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = o(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip

spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.2.1) dan o = o(s) egrisinin P(s,x,y)

hiperyiizeyi iizerinde izogeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

h(s,y0)U (x0) = k(s,y0)V (x0) = r(s,y0)W (x0) = b(s,y0)Q(x0) = 0,

aW(XO) ab(suy()) B aCI(Sax()ay()) aW(S7x07yO)

"(57)’0) Ox ay Q(.X()) Ox ay 7£ 07
aq(s,xo,yo) av(*gvxo’y()) N 8q(s,x0,y0) av<s7x07y0) -0
ox dy dy ox ’
Iv(s,x0,y0) Iw(s.X0,y0) _ Iw(s,X0,y0) IV(s,X0,y0) _
ox dy ox dy -

x0 € [P1,P2],y0 € [M1,M>], C; <5 <G

olmalidr.

Ornekler

Bu alt kisimda, elde edilen teorik sonuglar1 destekleyen null olmayan Frenet vektorlerine
sahip spacelike ya da timelike izogeodezik egrili hiperyiizey aileleri i¢in 6rnekler verilecektir.
Ayrica bu orneklerde elde edilen hiperyiizey ve lizerindeki izogeodezik egriler 3-boyutlu uzaya

iz dusiirtilerek grafikleri ¢izilecektir.
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Ornek 4.2.1. E} Lorentz-Minkowski uzayinda o(s) =

(sinhs,coshs, 3, \fs) egrisi verilsin. o

egrisi birim hizli spacelike bir egridir. o egrisinin binormal vektorii timelike olup, o egrisinin

Frenet vektorleri (2.1.7) esitliginden

1 V7
?(s) = (COShS sinhs, = 1375 )

ﬁ(s) = (sinhs,coshs,0,0),
Fl(s) = (\/icoshs,\/zsinhs, V2 m) ,

40 4
Vid V3
Ba(s) = (oo - 4)

olarak hesaplanmir. Sapma fonksiyonlari olarak

u(s,x,y) = sy +xs,
v(s,x,y) = Y2+,
w(s,x,y) =xs+y,
q(s,x,y) =x+ys

fonksiyonlart alimirsa; xo = yg = 0, s # F1 noktalart icin (4.2.1) sartlart saglamr. Boylece

(4.0.1) den hiperyiizey ailesi

\P(s7x7y) =

(1+y%+x%s)sinhs + (s%y +xs + v2(xs +y)) coshs,

(s2y 4+ xs ++/2(xs +y)) sinhs + (1 4+ y> + x%s) coshs,

S+ 3(s2 y+xs)+§(xs—l—y) —%Tﬁ(x+ys),

Vs 4 VT (52 4 xs) + Y4 (xs + y) + L2 (x + ys),

(4.2.8)

olarak elde edilir. Dolayisiyla bu hiperyiizey o(s) egrisini izogeodezik olarak kabul eden

hiperyiizey ailesinin bir tiyesi olur.

Elde edilen bu hiperyiizeyin 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilmesiyle olusan hiperyiizeylerin

grafikleri asagidaki gibidir.
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(a) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyiizeyinin (b) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyiizeyinin
x-eksenine gore iz diislimii y-eksenine gore iz diistimii

] 4

(c) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyiizeyinin (d) Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyiizeyinin
z-eksenine gore iz diigiimii t-eksenine gore iz diisiimii

Sekil 4.1 : Ortak izogeodezikli (4.2.8) hiperyiizey ailesinin x, y, z ve ¢t eksenlerine iz
diistimleri
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Ornek 4.2.2. E{ Lorentz-Minkowski uzayinda &(s) = (v/3sinhs,v/3coshs,s,s) egrisi verilsin.

o egrisi birim hizli timelike bir egridir. Boylece o egrisinin Frenet vektorleri (2.1.9) esitliginden

?(s) = (\/gcoshs,\/gsinhs, 1, 1> ,
ﬁ(s) = (sinhs,coshs,0,0),

?1(s) = (—\/Ecoshs,—\/zsinhs,ig,_—\/g> ,

2 2
V2 V2
?Z(S) = (Ov()aTa_T)

olarak hesaplanir. Sapma fonksiyonlart olarak

u(s,x,y) = sy +xs,

v(s,x,y) = y* +x%s,

w(s,x,y) =xs+y,
(s,x,y)

fonksiyonlart alimirsa; xo = yo = 0, s # F1 noktalart icin (4.2.1) sartlart saglamir. Boylece

(4.0.1) den hiperyiizey ailesi

(s, x,y) =

(V34 (y* +x%s)) sinhs + (v/3(s%y + x5) — v/2(xs +y)) coshs,
(V/3(s?y +xs5) —v2(xs +y)) sinhs + (v/3 + (y* +x2s)) coshs,
s+ (7 xs) =P (s 4 y) 4 E (b,

s+ (s7y +x5) — Y (x5 +) + L2 (x+ys,

(4.2.9)

olarak elde edilir. Dolayisiyla bu hiperyiizey o.(s) egrisini izogeodezik olarak kabul eden

hiperyiizey ailesinin bir iiyesi olur.

Elde edilen bu hiperyiizeyin 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilmesiyle olusan hiperyiizeylerin

grafikleri asagidaki gibidir.
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-5

(a) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyiizeyinin (b) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyiizeyinin
x-eksenine gore iz diislimii y-eksenine gore iz diislimii

(¢) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyiizeyinin (d) Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyiizeyinin
z-eksenine gore iz diiglimii t-eksenine gore iz diigtimil

Sekil 4.2 : Ortak izogeodezikli (4.2.9) hiperyiizey ailesinin x, y, z ve ¢ eksenlerine iz
diisiimleri
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4.3 Ef Lorentz-Minkowski Uzaymda Null olmayan Ortak Izoasimptotik Egrilere Sahip

Hiperyiizey Aileleri

Bu bdéliimde, Ef Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike veya timelike ortak izoasimptotik egrili hiperylizey aileleri olusturulacaktir. Ef de
hiperyiizey ailelerinin ortak izoasimptotik egrilere sahip olmasi i¢in gerekli teorem ifade edilip
ispat1 yapilacaktir. Teoremde verilen kosullar, sapma fonksiyonlar1 kullanilarak yeniden ifade

edilecektir. Ayrica bu calismay1 destekleyecek orneklere yer verilecektir.

EiL de parametrik bir hiperyiizey (4.0.1) seklinde verilmis olsun. Ei‘ de herhangi bir
hiperyiizey iizerinde verilen bir egrinin izoasimptotik olmasi i¢in bu egrinin hiperyiizey iizerinde

hem parametre hem de asimptotik egri olmasi gerekir.

Ik olarak Eit de (4.0.1) hiperyiizeyini olusturan a(s) egrisinin bir parametre egrisi olmasi
icin W(s,x0,y0) = o (s) olacak sekilde Ixg € [Py, P»|, 3 yo € [M},M>] bulunabilmesi, yani 6nceki
boliimde (4.1.1) ve (4.1.2) kosullar1 saglanmalidir.

Ikinci olarak a(s) egrisinin (s, x,y) hiperyiizeyi lizerinde bir asimptotik egri olmas1 igin

<W,?@> 0 43.1)

olmalidir.

Eit de null olmayan Frenet vektorlere sahip bir egri o(s) olmak iizere asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.3.1. Eit Lorentz-Minkowski uzaymmda o(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda, a = o(s) egrisinin (4.0.1) parametrik
denklemi ile verilen ¥(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde bir izoasimptotik olmast icin gerek ve yeter
sart

( u(s,x0,y0) = v(s,x0,¥0) = w(s,x0,¥0) = q(s,x0,¥0) =0,

0 — aw(s7x07y0) aq(s7x0>y0) _ 84(57)507)’0) aW(SJOJO)
- ox dy dx dy ’

(4.3.2)

0 (22ls3030) dvisom0) _ dgls0) Mlszon) )
ox dy dy dx

ox dy dx dy

+ <3V(S7xo7y0) Iw(sxo.y0)  Iw(s,x0,0) 3V(va07y0)>2
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olmasidir.

Ispat: Ef Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike ya da
timelike o = o(s) egrisi (4.0.1) parametrik denklemi ile verilen W(s,x,y) hiperyiizeyinin
7(s7x0, yo) normal vektorii, a(s) egrisinin Frenet vektorleri cinsinden (4.2.2) ile verilmis olsun.
W(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde bir parametre egri ise, keyfi x = xo ve y = yo parametreleri igin

W (s,x0,y0) = a(s) dir. Boylece

M<S>x07)’0) = V(Sax()?y()) = W(S>x07)’0) = Q(&XO;J’O) = 07

E|X()€ [P17P2]7 E|y()6 [Ml,MZ]a C] §S§C2-

esitligi ifade edilir. Ayrica, a(s) egrisinin (s, x,y) hiperyiizeyi iizerinde asimptotik olmasi i¢in

(4.3.1) kullanilirsa

Bl(sv)CanO) Zﬁz(S,X(),yo) :O7 ﬂ;(S,XO,yO)‘i‘ﬁg%(S,XO,yO) #05 (433)

Ci<s<C, PA<xo<P, Mi<yo<M;

olur. W(s,x,y) hiperyiizey ailesinin 7 (s,xo,yo) normal vektoriiniin (4.2.2) esitligindeki
Bi(s,x0,y0), Ba(s,x0,y0), B3(s,x0,v0) ve Pa(s,xo,yo) bilesenleri (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve
(4.2.7) gibi bulunur. Bu durumda o(s) egrisinin W(s,x,y) hiperyiizeyi iizerinde izoasimptotik
olmasi i¢in hiperyiizeyin 7(s,x0, yo) normal vektoriindeki (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) ve (4.2.7)
bilesenlerinden (4.3.3) esitligi gbz Oniine alinarak (4.3.2) elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis

olur.

Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kisimda, islemlerde kolaylik saglamasi ve dizayn problemlerinin iyi analiz
edilebilmesi i¢in hiperyiizey denkleminde verilen u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma
fonksiyonlar ii¢ farkli durumda tanimlanarak her bir durum icin hiperyiizey iizerindeki egrinin

izoasimptotik olmasi i¢in sonuglar verilecektir.
I. Cesit Sapma Fonksiyonlari

Bu alt kisimda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve ¢(s,x,y) sapma fonksiyonlar1, A(s), k(s),
r(s), b(s), U(x,y), V(x,y), W(x,y), O(x,y) € Cy ve h(s) # k(s) # r(s) # b(s) # 0 olmak tizere

50



u(s,x,y) = h(s)U(x,y),
v(s,x,y) = k(s)V(x,y),
w(s,x,y) =r(s)W(x,y),
q(s,x,y) = b(s)Q(x,y),

olarak secilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.3.1. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda o = o(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan o = o/(s) egrisinin ¥(s,x,y)

hiperyiizeyi iizerinde izoasimptotik olmasi icin gerek ve yeter sart

U (x0,y0) = V(x0,y0) = W (x0,¥0) = Q(x0,y0) =0,
IW (x0,y0) 9Q(x0,y0) _ 9Q(x0,y0) IW (x0,y0)

dx dy dx dy
dV (x0,y0) , \ IW (x0,Y0) IW (x0,30) , IV (x0,30) )
07 () P 520L ) P20 P 0] ) V00

x0 € [P1, P, yo € [M1,M>] Ci <s<C

olmalidur.

I1. Cesit Sapma Fonksiyonlar:

Bu alt kisitmda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve g(s,x,y) sapma fonksiyonlar1 A(s,x), k(s,x),

r(s,x), b(s,x), U(y), V(y), W(y), Q(y) € C; olmak iizere

u(s,x,y) = h(s,x)U(y),
v(s,x,y) = k(s,x)V (y),
w(s,x,y) =r(s,x)W(y),
q(s,x,y) = b(s,x)Q(y),

C1<s<C, PA<x<P, M <y<M,

olarak secilirse asagidaki sonug elde edilir.
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Sonuc 4.3.2. Ei‘ Lorentz-Minkowski uzayinda o = o(s) null olmayan Frenet vektorlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan o = o/(s) egrisinin ¥(s,x,y)

hiperyiizeyi iizerinde izoasimptotik olmasi icin gerek ve yeter sart

h(s,x0)U (yo) = k(s,x0)V (o) = r(s,%0)W (y0) = b(s,x0)Q(y0) = 0,

—ar(g’jo’)w(yo)b(s,xo)aQa(yyO) = ab(g’;co’)Q(yo)r(s,xo)avg(yyo),

2

0 (Z520) 030 20 ) P HEE Dy
2
(25 Gy 520 - 2y a0 200 )

X0 € [P1,P2],y0 € [M1,M>] C1 <5 <G,
olmalidir.
II1. Cesit Sapma Fonksiyonlar:

Bu alt kistmda; u(s,x,y), v(s,x,y), w(s,x,y) ve q(s,x,y) sapma fonksiyonlari &(s,y), k(s,y),
r(s,y), b(s,y), U(x), V(x), W(x), O(x) € C; olmak iizere

u(s,x,y) = h(s,y)U(x),
v(s,x,y) = k(s,y)V (x),
w(s,x,y) =r(s,y)W(x),
q(s,x,y) = b(s,y)Q(x),

CiI<s<C, A<x<P,M <y<M
olarak secilirse asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.3.3. Ef Lorentz-Minkowski uzayinda oo = o/(s) null olmayan Frenet vektirlere sahip
spacelike ya da timelike bir egri olsun. Bu durumda (4.3.2) dan o = o/(s) egrisinin ¥(s,x,y)
hiperyiizeyi iizerinde izoasimptotik olmast icin gerek ve yeter sart
h(s,y0)U (xo) = k(s,y0)V (x0) = r(s,y0)W (x0) = b(s,y0)Q(x0) =0,

r(s,yo)aw;(;()) 8bg;y0) Q(xo) = b(s,yo) 8%()):0) arg;yO)W(m%
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2
0+ (b(s,yo) aQ&(;CO) 8k(as;y0) V(x0) — —8b(5),]y0) O(x0)k(s,y0) ava(;co))

2
" <k(s, o) 22 20y ) (s, 30) ak({;;)y())V(xo)) ,

x0 € [P1,P3], yo € [M1,Mp] C1 <s<Cy

olmalidr.

Ornekler

Bu alt boliimde, elde edilen teorik sonuglar1 destekleyen null olmayan Frenet vektorlerine
sahip spacelike ya da timelike izoasimptotik egrili hiperyiizey aileleri i¢in 6rnekler verilecektir.

Ayrica ornekleri verilen hiperyiizeyler 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilerek grafikleri ¢izilecektir.

Ornek 4.3.1. E} Lorentz-Minkowski uzayinda o (s) = (@, @, V2coss,\/2sins), 0 < s <2m
egrisi verilsin. o egrisi birim hizli spacelike bir egridir. Boylece o egrisinin Frenet vektorleri

(2.1.7) esitliginden

2 3’
ﬁ(s) = (0,0, —coss, —sins),
22 2
ﬁl(s) = (%,—,—sins,coss) ,

?(s) = (ﬂ Q —ﬁsins,x@coss),

3
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fonksiyonlart alimirsa; xg = 2, yo = 0, s # 0, noktalart icin (4.3.2) sartlar saglamr. Boylece

(4.0.1) den hiperyiizey ailesi

L4 (2 (x=2)+3%) G+ (2 = 4) (07 +5) 2 — LPamy?,

=k

V2 4 (2(x—2) +)2) R+ (2 —4) (0P +5)F — Yilsxy?,

lP(s7'x7y) =

coss<\/§ (s* +x?) >—sm )% +5) + V2 (52 (x— 2)+y2)>,

(-
sins <\/§—(s2+x )+coss( )(y +s)+\/§(s2(x—2)+y2)>,

4.3.4)

olarak elde edilir. Dolayisiyla bu hiperyiizey o(s) egrisini izoasimptotik olarak kabul eden

hiperyiizey ailesinin bir elemani olur.

Parametrik denklemler ile verilen bu hiperyiizeyin 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilmesiyle olusan

hiperyiizeylerin grafikleri asagidaki gibidir.
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(a) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyiizeyinin (b) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyiizeyinin
x-eksenine gore iz diigiimii y-eksenine gore iz diigiimii

(¢) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyiizeyinin (d) Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyiizeyinin
z-eksenine gore iz diiglimil t-eksenine gore iz diisiimii

Sekil 4.3 : Ortak izoasimptotikli (4.3.4) hiperyiizey ailesinin x, y, z ve ¢ eksenlerine iz
diistimleri

Ornek 4.3.2. E} Lorentz-Minkowski uzayinda o(s) = (v/2sinhs, v/2coshs,sins,coss), 0 < s <
21 egrisi verilsin. Bu egri bir timelike egridir. Boylece o egrisinin Frenet vektorleri (2.1.9)
esitliginden

(\/Ecoshs, \/Esinhs,coss, —sins) ,
V6 . 6 —V3 . -3
——sinhs, — coshss, sins, coss |,
3 3 3 3
(—coshs, —sinhs, —ﬁcoss,x/ﬁsins) ,

T SRV Y.
3 sinhs, —— coshs, —— sins, —— cos s

7 (s)
N(s)
B (s)
Ba(s) 3 3 3
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olarak hesaplanir. Sapma fonksiyonlari olarak

fonksiyonlart alimirsa; xg = 2, yo = 0, s # 0, noktalart icin (4.3.2) sartlar saglanmir. Boylece

(4.0.1) den hiperyiizey ailesi

W(s,x,y) =

sinhs <ﬁ+ VO (52 4 x2)y — %g(sxyz)>
+eoshs (VZ(2(x-2) +3%) — (2 =407 +)).
coshs (V2-+58(s2 +2)y — Y (sy?)
fsinhs (V2 (52(x—2) +2) — (2~ 4) (7 ).
sins (1 — (2 2y — @(sxyz))
teoss (($(r—2)+1%) = V2(2 —4)(P +3))
coss (1= (2 +2)y — ¥(s?))

+sins (\/E(xz —4)(y* +5) — (Sz(x— 2) +y2)> ;

hiperyiizey ailesinin bir elemani olur.

(4.3.5)

Parametrik denklemleri ile ifade edilen bu hiperyiizeyin 3-boyutlu uzaya iz diisiiriilmesiyle

olusan hiperyiizeylerin grafikleri asagidaki gibidir
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(a) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyiizeyinin (b) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyiizeyinin
x-eksenine gore iz diislimii y-eksenine gore iz diistimii

(c) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyiizeyinin (d) Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyiizeyinin
z-eksenine gore iz diisiimii t-eksenine gore iz diisiimil

Sekil 4.4 : Ortak izoasimptotikli (4.3.5) hiperyiizey ailesinin x, y, z ve t eksenlerine iz
diistimleri
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5. SONUC

Bu calismada, E f Lorentz-Minkowski uzayinda null olmayan Frenet vektorlere sahip spacelike
ve timelike egrilerden gecen hiperyiizeylerin parametrik denklemi, bu egrilerinin Frenet catilari
yardimiyla ifade edilerek spacelike ve timelike egrilerin hiperyiizey iizerinde ortak izogeodezik
ve ortak izoasimptotik olmasi i¢cin gerekli ve yeterli kosullar verilerek hiperyiizey aileleri
olusturulmugtur. Sapma fonksiyonlar1 yardimiyla da elde edilen bu kosullar sadelestirilmistir. Bu
caligsma ve kaynaklarda verdigimiz bu konu ile ilgili pseudo null egrilerden gecen hiperyiizeyler
elde edilerek uygulamada kullanilacak bazi sonuglar verilebilir. Ayrica bu metodlar diger bazi
farkli uzaylara da genellestirilebilir. Bu nedenle, iimit ederiz ki ¢alismamiz bu konu iizerine

aragtirma yapanlara referans olacaktir.
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