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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

X uzaymin kapali birim yuvari,

Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzayi,

Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzayz,

Sonlu sayida terimi haric geriye kalan biitiin terimleri sifir olan dizilerin uzayi,
Kompleks sayilar kiimesi,

X uzayinin boyutu

T operatoriiniin tanim kiimesi,

T' operatOriiniin grafigi,

J kiimesinin kardinalitesi

p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi,
Kompleks terimli sinirh dizilerin uzayi,

M ve N kiimelerinin toplamu,

M ve N kiimelerinin direkt toplami,

M kiimesinin kapanis,

T operatoriiniin cekirdegi,

Dogal sayilar kiimesi,

T’ operatoriiniin deger kiimesi,

Reel sayilar kiimesi,

Pozitif reel sayilar kiimesi,

X uzayinin birim kiiresi,

X tizerinde tanimli olan bir 7" operatoriiniin goriintiisii,
T operatoriiniin £ kiimesine kisitlanigi,

T operatoriiniin adjoint operatorii,

T operatoriiniin tersi,

(x,,) dizisinin gerdigi kapali lineer uzay,

X ile Y kiimelerinin kartezyen carpimu,

X uzaymnin siirekli duali,

X uzayimnin 2-inci duali,

Kompleks terimli biitiin dizilerin uzayi,
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1. GIRIS

Banach uzay teorisinde izomorfik uzaylar, baz, temel diziler ve tamamlayici altuzay
konular1 bir ¢ok problemin ¢oziimiinde yer alir. Ozellikle sonsuz boyutlu uzaylarda baz ve
temel diziler kavrami, izomorfik uzaylar i¢in kullanilan 6nemli ara¢lardandir. Vektor uzay-
lar1 icin Hamel baz kavramu, reel sayilar {izerinde bir siireksiz lineer fonksiyon tanimlamak
icin Hamel [1] tarafindan verilmigstir. Her uzay bir Hamel bazina sahiptir. Sonlu boyutlu
vektor uzaylarda Hamel baz kavrami oldukga kullanigh olmasina kargin topolojik yapiya
sahip sonsuz boyutlu uzaylarda pek kullaniglt degildir. Topolojik vektor uzaylarinda her x
elemani igin x = 2, f;(x)x; olacak sekilde bir tek (f;(x)) skaler dizisi var ise (x;) dizi-
sine uzay i¢in bir baz kiimesidir denir. Sonsuz boyutlu topolojik vektor uzaylarinda, baza ait
(fi(x)) koordinat fonksiyonellerinin siirekli olma sartin1 ekleyerek Schauder [2], Schauder
baz tanimini vermistir. Bir Banach uzayin Schauder bazi varsa uzay ayrilabilirdir (sayila-
bilir yogun altkiimeye sahip) ve yaklasim 6zelligine (her kompakt kiimesinin elemanlarina
sonlu-rankl1 doniisiimle yaklagilabilir) sahiptir.

Banach [3] tarafindan ifade edilen "Her ayrilabilir Banach uzay1 bir Schauder bazina
sahip midir?" problemi, 1973 yilinda, "her ayrilabilir uzay yaklagim 6zelligine sahip midir"
problemine ¢6ziim arayan Enflo [4] tarafindan insa edilen yaklasim 6zelligine sahip olmayan
ayrilabilir yansimali Banach uzay1 ornegi ile olumsuz olarak ¢oziildii.

Sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda ve uzaylarin izomorfikligi ile ilgili bir 6nemli
kavram da temel dizilerdir. Baz problemine benzer olan "Her sonsuz boyutlu Banach uzay1
bir temel dizi icerir mi?" problemi Petczynski [5] tarafindan olumlu olarak cevaplandirildi.
Yine "Her ayrilabilir Banach uzay, bir baza sahip uzaya izometrik olarak gomiilebilir mi?"
problemi, Banach ve Mazur [6] tarafindan, her ayrilabilir Banach uzayi, bir Schauder baza
sahip olan C|0, 1] uzayina izometrik olarak gomiilebilir oldugu gosterilerek, olumlu olarak
yanitlanmustir.

Metriklenebilir topolojik uzaylarda ¢akisan fakat genel topolojik uzaylarda farkli kom-
paktlik tanimlari(dizisel kompaktlik, sayilabilir kompaktlik ...) mevcuttur. Banach uzay-
larda, kompakt kiime iizerinde zayif topolojinin metriklenebilir gibi davrandigir Eberlein-
Smulian [7, 8] tarafindan yapilan ispati, temel diziler kavrami kullanilarak Petczyniski [9]
tarafindan daha basit bir sekilde verilmistir.

Banach uzaylarinda serilerin farkli yakinsakligi s6z konusu oldugundan, baz kavraminda
yer alan serinin yakinsamasina bagli olarak farkli bazlar tanimlanmisti. Norm, zayif ve
zayif* topolojilerine gore baz, zayif baz ve zayif* baz, serinin sartsiz, diizgiin ve mutlak
yakinsakligina gore sartsiz baz, diizgiin baz ve mutlak baz gibi kavramlar tanimlanmistir.
Zayif, mutlak ve sartsiz baz kavramlar1 Karlin [10] caligmasinda ele alinmigtir.

Herhangi bir Banach uzay1 i¢in bir Schauder bazi verildiginde, uzay i¢in bir koordi-



nat sistemi belirlendiginden, uzay bu koordinat sistemiyle bir dizi uzay: ile temsil edilmis
olur. Verilen iki Banach uzayinin belirlenmis bazlarina gore izomorf olup olmadiklari prob-
lemi fonksiyonel analizin énemli problemlerinden biridir. Banach uzaylari i¢in Schroeder-
Bernstein problemi olarak bilinen, X uzayi, Y uzayinin bir tamamlayici alt uzayina izomorf
ve Y, X uzaymin bir tamamlayici alt uzayina izomorf ise X ve Y Banach uzaylari izomorfik
midir? sorusu, Gowers [11] tarafindan olumsuz cevaplandi. Tamamlayici altuzay problemi
olarak adlandirilan "Her kapal1 altuzay1 tamamlayici olan Banach uzay1 bir Hilbert uzayina
izomorf mudur?" problemi Lindenstrauss ve Tzafriri [12] tarafindan olumlu olarak cevap-
landirilmistir. Her sonsuz boyutlu Banach uzayinin, bir baza sahip olan sonsuz boyutlu bir
kapal1 altuzayinin mevcut oldugu [13, 14, 15] tarafindan ispatlanmisgtir.

Sartsiz bazlar i¢in "Her sonsuz boyutlu Banach uzay sartsiz bir temel diziye sahip
midir?" problemi ve bu problem ile ilgili " Her sonsuz boyutlu Banach uzayi, ya yansimali
yada /; veya ¢ uzayina izomorf olan bir sonsuz boyutlu altuzaya sahiptir" beklentisi, Gower
ve Maurey [16] tarafindan verilen sartsiz temel diziye sahip olmayan sonsuz boyutlu uzay
ornegi ve Gower [17] tarafindan ne yansimali ne de /; veya ¢, uzaylarina gémiilebilen sonsuz
boyutlu altuzaya sahip Banach uzay1 6rnegi verilerek olumsuz olarak yamitlandi. Karlin,
[10] calisgmasinda C'[0, 1] uzaynin bir sartsiz baza sahip olmadigin1 gostererek, ayrilabilir
bir sonsuz boyutlu Banach uzayinin sartsiz baza sahip olmayabilecegini ispatlamistir. Sinirli-
tam bazlarin dual uzayini gerdigini ilk Alaoglu [18] ifade etmistir. Biiziilen baz ve sinirli-tam
bazlar ile ilgili 6nemli sonuclar [19, 20, 21, 22] numarali kaynaklarda yer almaktadir.

Bu tezde, [23, 24, 25, 26] kaynaklarindan faydalanarak, Banach uzaylarda baz ve temel
dizi kavramlari, denk baz ve temel diziler ile ilgili sonuglar, Eberlein-Smulian Teoreminin
temel dizilerle yapilan ispati verildi. 1 < p < oo olmak iizere ¢, ve ¢, uzaylarinin kanonik
bazlarina denk temel diziler, uzaylarin karsilikli alt uzaylarinin izomorfikligi, tamamlayici
alt uzaylar1 incelendi. Banach uzaylarin sartsiz, biiziilen ve sinirli-tam olarak isimlendirilen

baz c¢esitleri ve bazi sonuglar verildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢calismamiz i¢in gerekli temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Temel Tanimlar

Bu kisimda, [24, 25, 27, 28, 29, 30] numarali kaynaklardan, fonksiyonel analizin temel

kavramlar1 ve bu kavramlarla ilgili baz1 sonuglar ifade edilecektir.

Tanmm 2.1.1. X bir kiime, 7 C P(X) olmak iizere,

(THD, X e

(M)A, BeTtT=ANBeT

(T3) A, € 7(a € I index kiimesi) = U, Ay € T
sartlar1 saglaniyorsa, 7 siifina X kiimesi igin bir fopoloji, (X, ) ikilisine topolojik uzay, 7
kiimesinin her bir elemanina acik kiime, tiimleyeni acik olan kiimeye kapali kiime, z € X
noktasini iceren her agik kiimeye, = noktasinin bir (a¢ik) komsulugu, X C X kiimesini
kapsayan kapal1 kiimelerin kesisimine K kiimesinin kapanig1 denir. Kapanisi uzaya esit olan
kiimeye yogundur denir.

K C U,A, olacak sekilde {A, : € I} C 7 smifina K i¢in bir agik ortii, her agik
ortiisiiniin sonlu ortiisii varsa K kiimesine kompakttir denir. Kapanis1 kompakt olan kiimeye

on(veya rolatif) kompakt kiime denir.

Tamim 2.1.2. X bostan farkli bir kiime olmak iizere
d: X x X - Rtu{0}

fonksiyonu her x,y, z € X i¢in

M) d(z,y) > 0,d(z,y) =0 <= =y

(M2) d(z,y) = d(y, v)

M3) d(z,y) < d(z, 2) +d(y, 2)
sartlarini tagiyorsa, d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay
denir.

xg € X ver € R, r > 0 olmak iizere
B(zg,r) ={z € X : d(z,x0) <1}

kiimesine x merkezli r yaricaph agik yuvar denir. Bir metrik uzayda, her noktasinin bir agik
yuvarini kapsayan kiimeye acik kiime denir. Metrik uzayin her acik kiimesini eleman kabul
eden 7, siifina X iizerindeki d metriginin dogurdugu (metrik) topoloji denir. X {izerindeki

bir 7 topolojisi bir metrik tarafindan elde edilebilirse, 7 topolojisine metriklenebilirdir denir.



Tanmm 2.1.3. (x,), (X, d) bir metrik uzayinda bir dizi, + € X olmak lizere, her ¢ > 0 ve
n > ng olan biitin n € N sayilari i¢in d(x,,, x) < ¢ olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayist
varsa, (z,) dizisine yakinsak dizi, her ¢ > 0 ve m, n > ng olan biitiin n, m € N sayilar1 i¢in
d(x,, ) < € olacak sekilde bir ng = no(c) € N sayis1 varsa, (z,,) dizisine Cauchy dizisi

denir.

Tanmm 2.1.4. Bir (X, d) metrik uzaymm M altkiimesinden alan her dizinin limiti M
kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir altdizisi varsa M altkiimesine dizisel kompakttir

denir.

Tamm 2.1.5. X, [ cismi iizerinde bir vektor uzay olmak iizere
Il X = RTu {0}

fonksiyonu her z,y € X ve a € F i¢in
(ND) [jz|]| > 0ve ||z|| =0 < =0
(N2) [Jez|| =[] |||
(N3) [lz +yl| < llz]l + [yl
sartlar1 saglamyorsa, (X ||.||) ikilisine IF cismi iizerinde normlu uzay denir.
Bir (X, ||.]|) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X uzayimn bir elemanina yakinsi-

yorsa, bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir. X bir normlu uzay olmak iizere
Bx ={zx e X :|z|| < 1}
kiimesine X uzayinin kapali birim yuvari denir. Her z,y € X i¢in

d(z,y) = |z =y

seklinde tanimli d metrigine ||-|| normundan elde edilen metrik ad1 verilir.

Sayilabilir yogun bir altkiimeye sahip normlu uzaya ayrilabilir uzay denir.

Tanim 2.1.6. X ve Y , I cismi iizerinde vektor uzaylar olsun. Bu durumda 7' : X — Y

fonksiyonu, her 21, x5 € Xve her a, u € F i¢in

T(owy + pxe) = T (x1) + pT'(22)

kosulunu sagliyorsa, bir lineer doniisiim ya da bir lineer operator adini alir. X uzayindan Y
uzayina olan biitiin lineer operatérlerin kiimesi L( X, Y') ile gosterilir. Y = F ise T operatorii
lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. X uzayinda tanimli biitiin lineer fonksiyonellerden
olusan L(X,TF) uzayina X uzaymin cebirsel duali denir ve X' ile gosterilir.

X ve Y normlu uzaylar ve 7' : X — Y lineer doniisiim olmak iizere, her x € X i¢in
[T]ly < M [|2[

4



esitsizligini saglayan bir M pozitif reel sayis1t mevcut ise 7' lineer doniisiimiine sinirli lineer
doniigiim denir. X uzayindan Y uzayina biitiin sinirli lineer doniisiimlerin kiimesini B(X,Y')
(X =Y ise B(X)) ile gosterecegiz. T € B(X,Y) igin

|T|| =inf{M : M >0, ||Tz|ly <M |z|y,Vr e X}

sayisina 7' doniisiimiiniin normu denir. X {izerindeki sinirli fonksiyonellerin kiimesine X
uzaymnin siirekli duali(kisaca duali) denir ve X * ile gosterilir.

dimT(X) < oo olan lineer doniigiime sonlu rankli (sonlu boyutlu) doniisiim denir.

X uzayinin her sinirl kiimesini Y uzayinin bir 6n kompakt kiimesine doniistiiren lineer
doniisiime kompakt (veya tamamen siirekli) lineer doniisiim denir. X uzaymdan Y uzayina
olan biitiin kompakt lineer doniigiimlerin kiimesi K (X, Y) ile gosterilir.

X uzayimnin her sinirh kiimesini Y uzayinin bir zayif 6n kompakt kiimesine tasiyan

lineer doniisiime zayif kompakttir denir.

Teorem 2.1.7. Bir normlu uzaywn kapali birim yuvarimin kompakt olmasi icin gerek ve yeter

sart uzayin sonlu boyutlu olmasidur.

Teorem 2.1.8. X normlu uzayindanY Banach uzayina tamumli (T,,) kompakt lineer doniisiim-

lerin dizisi bir T doniigiimiine diizgiin yakinsak ise 'I' operatorii kompakttir.

Tanmm 2.1.9. X, Y normlu uzaylar ve 7" : X — Y lineer doniisiimii bire bir, siirekli ve
tamm kiimesi 7'(X) olan 7! doniisiimii siirekli ise 7' : X — Y bir izomorfizm (izomor-
fizma) olarak adlandirilir. 7" izomorfizmi uzaklig1 koruyorsa, izometrik izomorfizm olarak

adlandiriir.

Tamm 2.1.10. X, Y sonsuz boyutlu iki Banach uzaylarinin ortak (izomorfik) sonsuz boyutlu

alt uzaylar1 yok ise bu uzaylara tamamen uyumsuz (totally incomparable) olarak adlandirilir.

Tanm 2.1.11. 7', X Banach uzayindan Y Banach uzayina sinirh bir doniisiimii i¢in 7" | g nin
kendi goriintii uzayina izomorfik olacak sekilde hicbir sonsuz boyutlu £/ C X uzay1 yoksa,
T' ye kesin singiilerdir denir.
Tanim 2.1.12. (z,,), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her z* € X* i¢in

lim @ (xn) = x™(x0)

olacak sekilde bir o € X varsa, (z,,) dizisi xo noktasina zayif yakinsar denir.
Her z* € X* fonksiyoneli i¢in (z*(x,)) bir Cauchy dizisi ise (x,,) dizisine zayif

Cauchy denir.

Tanim 2.1.13. X normlu bir uzay ve M C X olsun. Her * € X™ fonksiyoneli i¢in
{z*(z) 1z € M}
kiimesi sinirli ise M kiimesine zayif sinirli kiime denir.

5



Teorem 2.1.14. X bir normlu uzayinda M C X kiimesinin sinirlt olmasi icin gerek ve yeter

sart zayif sinirlt olmasidir.

Tanim 2.1.15. Normlu bir X uzayindaki her zayif Cauchy dizisi, X uzayinda zayif yakinsak

ise X uzayina zayif tamdir denir.

Tanmm 2.1.16. (z), X* normlu uzayindaki sinirli-lineer fonksiyonellerin bir dizisi olsun.
Her z € X i¢in

lim 2(2) = 2* ()

olacak sekilde bir * € X* fonksiyoneli varsa, (x}) dizisi * fonksiyoneline zayif* yakinsar

denir.
Tanim 2.1.17. X bir normlu uzay ve M C X* olsun. Her x € X i¢in
{z*(z) : 2" € M}
kiimesi K iizerinde siurli ise M ye zayif* sinirh kiime denir.
Tanim 2.1.18. X bir normlu uzay, M C X olmak tizere
M+ = {z*:2" € X*herbirz € M igin 2*(2) = 0}

seklinde tanimlanan A+ kiimesine X* uzayinda M’nin sifirlayicisi (annihilator) denir.
Tanim 2.1.19. X normlu uzay olmak iizere, her x € X ve z* € X* i¢in

(Q(x))(«") = 2" ()

seklinde tanimli () doniisiimiine X uzaymndan X** uzayina dogal (veya kanonik gémme)
doniislimii denir.

Dogal doniigiimii orten olan normlu uzaya yansimalidir denir.

Teorem 2.1.20. Bir Banach uzaywun birim yuvarummn zayif kompakt olmasi icin gerek ve

yeter sart uzayin yansimali bulunmasidur.
Tamm 2.1.21. X bir vektor uzay1 olmak iizere,

"Her0 <t <lvez,y € Cicintz+ (1 —-t)yeC"
onermesini saglayan C' C X kiimesine konvekstir denir.

Teorem 2.1.22. X Banach uzayi, T € B(X) olmak iizere, | T|| < 1ise (I —T)~! mevcut ve

. 1 - I
I -7 < ve |1 —(I=T)7| <
L= |7 17|

esitsizlikleri saglanir.



Tanmm 2.1.23. X bir Banach uzay1, 7' € B(X) olmak iizere her f € X* ve z € X igin
T X" = X5 (T ) (x) = f(Tx)
bi¢ciminde tanimli 7* doniigiimiine 7" doniisiimiiniin adjointi denir ve 7" € B(X™).
Teorem 2.1.24. X, Y Banach uzaylarive T € L(X,Y") olmak iizere:
i) T kompakttir.

ii) T(Bx), on kompakttir.

iv) X uzaywmdaki sinirly dizilerin 'T' altinda goriintiilerinin yakinsak alt dizileri vardir.
onermeleri denktir.

Teorem 2.1.25 (Hahn-Banach Teoremi). Reel X vektor uzayindan R ye p fonksiyonu, her
xr,y € Xvea € R" icin

(i) p(z +y) < p(x) +py),
(ii) p(azx) = ap(z)

sartlarina sahip, M < X (M, X uzaywun altuzayi) ve her m € M igin f(m) < p(m)
esitsizligini saglayan f : M — R bir lineer fonksiyonel olsun. f fonksiyonelinin X uzayina,
her x € X icin F(x) < p(z) esitsizligi ve her m € M icin F(m) = f(m) egitligini

gercekleyen, bir I lineer genislemesi vardir.

Teorem 2.1.26 (Diizgiin Sinirhilik Prensibi). X bir Banach, Y bir normlu uzay ve T, €
B(X,Y) ve her x € X igin, ¢, bir reel sayt olmak iizere,

| Thz|| < e n=12...
esitsizligi saglantyorsa, (||T,||) normlar dizisi sinirlidur.

Tamim 2.1.27. X, Y topoljik uzaylar ve 7" : X — Y bir doniisiim olsun. X {izerindeki acik

kiimelerin 7" altindaki goriintiileri Y uzayinda acik ise 7" doniisiimiine agik doniisiim denir.

Teorem 2.1.28 (Ac¢ik Doniisiim Teoremi, Ters Sinirlilik Teoremi). X ve Y Banach uzay-
lar, T € B(X,Y) doniigiimii érten ise T bir acik doniisiimdiir. Ustelik T bire-bir ise T "

doniistimii de stireklidir.

Tanim 2.1.29. X ve Y normlu uzaylar olmak iizere X x YV = {(x,y) : = € X,y €
Y’} kartezyen carpimi koordinatsal toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir vektor uzay
yapisina sahip ve

Gz, )y = llzllx + lylly

7



normuyla bir normlu uzaydir. X x Y normlu uzayinda (z,,¥,) dizisinin (x,y) noktasina
yakinsamast i¢in gerek ve yeter sart X uzayinda (x,,) dizisinin x noktasina ve Y uzayinda
(y,) dizisinin y noktasina yakinsamasidir. X ve Y Banach uzaylar ise X x Y uzayi da
Banach uzay olur.

X ve Y normlu uzaylar ve ' € L(X,Y) olmak iizere,
G(T)={(z,Tx): z € X}

kiimesine 7" nin grafigi denir. Bir lineer doniisiimiin grafigi X x Y uzayinin bir altuzayidir.
T € L(X,Y) dontisimiiniin grafigi X x Y carpim uzayinda kapali ise 7" ye kapali

lineer doniisiim denir.

Teorem 2.1.30. X, Y normlu uzaylar olmak iizere, T : D(T) — Y lineer bir doniisiimiiniin
kapali olmasu igin gerek ve yeter sart (z,,) C D(T) olmak iizere, x,, — x ve Tx,, — vy iken,
x € D(T) ve Tx = y olmasidr.

Teorem 2.1.31 (Kapali Grafik Teoremi). X, Y Banach uzaylar ve T € L(X,Y') olmak
iizere, T' € B(X,Y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart G(T') kiimesinin kapali bulunmasidur.

Teorem 2.1.32. [31, Mazur Teoremi] Normlu uzaylarda bir konveks kiimenin norm kapanisi

ile zayif kapanisi aymdir.

Teorem 2.1.33. [26, Banach- Alaoglu Teoremi] Normlu bir uzayin zayif birim yuvart zayif*
kompakttir.

2.2 Dizi Uzaylan

Tanmim 2.2.1. K reel veya kompleks sayilarin cismini gostermek iizere, terimleri K cisminda
olan dizilerin kiimesi
w={xr = (vg):Vk € N, 2, € K}

seklinde ifade edilir. w kiimesinde tanimlanan,

4+ wXxw — w o Kxw — w

((zx), (k) = (zn + yr) (A, () = (M)

islemleriyle, w, K cismi iizerinde bir vektor uzay teskil eder. w uzayinin her bir alt vektor
uzayina bir dizi uzay1 denir.
A bir dizi uzay1 olmak iizere, her i € N igin \ iizerinde p;(x) = z; seklinde tanimlanan

p; : A — C koordinat doniistimii siirekli ise A dizi uzayina bir K -uzay1 denir.

m=ls = {x = (x) € w: ||7]|o = sup |xg| < oo}
keN
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c= {x = (x) € w: liin x), meveut }

co = {x:(mk) Ew:lillgnxk:()}

kiimelerine sirastyla sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylar1 denir.

1 < p < oo olmak iizere;
> awlP < oo
k

olan diziye p mutlak yakinsak seri olusturan dizi denir. p mutlak yakinsak seri olusturan

dizilerin ctimlesi /, ile gosterilir ve

Ep:{:v:(xk)ew:2|xk|p<oo}

k
seklindedir.

Sonlu adette terimi disindaki terimleri sifir olan dizilerin uzay1
Cop = {ZE = (z1) € w: In, € N,Vk > n, igin x;, = O}

ile gosterilir. ey, k. terimi 1 ve diger terimleri sifir olan dizileri gostersin. ¢y uzayi, {ey :

k € N} kiimesinin gerdigi uzaydir, yani
coo = ({ex | k € N}).
Yukarida tanimlanan dizi uzaylari arasinda, 1 < p < ¢ < 00
co0 Sl Tl Cco el Cw

kapsamalar1 gecerlidir.
U, c Ve cyuzaylari,

[2[|oo = sup |z
k
ve £,(1 < p < 00) uzayi,
0 1/p
lzlle, = (3 lanl?)
k=0

normu ile birer Banach K-uzaylaridir(BK uzay1).

2.3 Tamamlayici1 Altuzaylar

Bu kisimda, [24, 25, 30, 32] kaynaklarindan normlu uzaylarda tamamlayici altuzaylar

ve izdiisiim doniisiimler arasindaki iligki verilecektir.

Tanmim 2.3.1. X bir lineer uzay, M < X ve N < X olmak iizere, X uzayindaki her bir x
elemani i¢in x = y + z tek tiirlii yazilacak sekilde y € M ve z € N elemanlar varsa X

uzayma M ve N uzaylarinin direkt toplami denir ve X = M @ N ile gosterilir.
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Tanmim 2.3.2. X bir vektor uzay, P : X — X lineer doniisiimii
PoP=pP*=P
esitligini sagliyorsa P ye izdiistim(projeksiyon) doniisiimii denir.

Teorem 2.3.3. X lineer uzayinda P : X — X bir izdiisiim doniigiim ise X = R(P)® N(P)

esitligi saglanir.
Bir X vektor uzaymnda P : X — X izdiisiim doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglar:
(i) I — P: X — X doniistimii de bir izdiisiim doniisiimiidiir.
(i) M ={x € X : Pz = z} altuzayim tanimlayalim. Bu durumda M = R(P) olur.
(iii) R(P) = N(I — P) bagmtis1 gegerlidir.

Teorem 2.3.4. Bir X vektor uzayt M ve N altuzaylarinin direkt toplami olarak yazilabili-
yorsa M = R(P) ve N = N(P) = R(I — P) olacak sekilde bir tek P : X — X izdiigiimii

vardir.

Teorem 2.3.5. X bir normlu uzay ve P : X — X izdiigiim doniigii olsun.
(i) P kapali doniisiim ise R(P) deger bélgesi kapalidur.
(ii) P siirekli ise R(P) deger bolgesi ve N (P) sifir uzayr kapalidur.
(iii) R(P) ve N(P) kapali ise P siirekli bir doniigiimdiir.

Tanim 2.3.6. X normlu uzayinin kapali olan bir M altuzay: verildiginde,
X=M&NveMnN ={0}

olacak sekilde diger bir kapali /V altuzay1 bulunabilirse M’ye X uzayinda tamamlayic alt-
uzay denir. Bu tanima denk olarak, M, X uzayindaki siirekli ve lineer olan bir P izdiisiim

doniigiimiiniin goriintii kiimesi ise M altuzay1 X uzayinda tamamlayicidir.

Teorem 2.3.7. X Banach uzayinin bir altuzayinin tamamlayict olmasi icin gerek ve yeter
sart bu altuzayin X ’de sinirli lineer bir izdiigiim doniisiimiiniin goriintii kiimesi olmasidur.
2.4 Serilerin Yakinsakhig:

Bu kisimda, niimerik ve vektor degerli serilerin yakinsakligr hakkinda genel bilgiler
[23, 26, 30, 33, 34, 35] numarali kaynaklardan faydalanarak verilecektir.

Tammm 2.4.1. X bir normlu uzay olmak {izere, x; genel terimli } ;”, x) serisinin sonlu
toplamlariyla elde edilen S,, = >_;'_; x) elemanina, } 7~ ; x) serisinin n-inci kismi toplami

denir.
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Kismi toplamlar dizisi yakinsak olan seriye yakinsak seri denir. Kismi toplamlar
dizisinin limiti lim,, S,, = S sayisina serinin toplami olarak adlandirilir. Ayrica (S,,) dizisi
X uzayinda zayif yakinsak ise bu seriye zayif yakinsak seri denir.

> ioq T serisinin R, ile gosterilen kalan kismi, x,, 11 + Tpq2 + Tp43 + - - - ile verilir.
Yakinsak bir seride n biiyiidiik¢e kalan kisim sifira yaklagir.

Bir serinin parcasi (segmenti) ardisik terimlerinin sonlu sayidaki bir toplamidir; yani

Y ket Tk = Sp — Sm (n. > m).

Reel terimli serilere niimerik seriler denir. > °°, |z,| < oo olan Y °°, x, niimerik
seriye mutlak yakinsaktir denir. Mutlak yakinsak olmayan yakinsak serilere sartli yakinsak
seri denir.

Bos olmayan bir X kiimesinden kendi iizerine 1-1 ve Orten doniisiimlere X in bir

permiitasyonu denir.

Teorem 2.4.2. Pozitifterimli ) ;. | xy, serisi bir o sayisina yakinsak ise, dogal sayilar kiimesinin

her m permiitasyonu icin Y2 | T Serisi yakinsaktir ve toplami yine o sayisidur.

Teorem 2.4.3 (Cauchy Yakinsaklik Kriteri). Bir Banach uzaywinda Y, x. serisinin yakinsak
olmasi icin gerek ve yeter sart serinin segmentleri dizisinin sifira yakinsak olmasidir, yani

n

D, T

k=m+1

lim =0
m,n—00

dir.

Tanim 2.4.4. Bir normlu uzayda, > 72, ||xx|| < oo ise Y, x) serisine mutlak yakinsak seri

denir.

Tamim 2.4.5. Bir Banach uzayinda )7 , x,, serisi icin terimlerinin herhangi dizilimi ile elde
edilen seriler yakinsak oluyorsa sartsi1z yakinsak seri olarak adlandirilir. Yani, dogal sayilarin
her 7 permiitasyonu igin 3 ~7° | 7, serisi yakinsak ise 37 ;| x,, serisine sartsiz yakinsak seri

denir.

Niimerik serilerde sartsiz yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik birbirine denktir. Bir Ba-
nach uzayindaki bir seri mutlak yakinsak ise sartsiz yakinsaktir, fakat tersi dogru olmayabilir.
Ornegin;

{5 uzayinda k-inc1 koordinati % olan dizi

z, = (0,0,...,0,k71,0,...)
1
k
olup, >y |lzklle, = X 1 serisi wraksaktr. Fakat Y°2°; x), serisi, terimlerinin herhangi bir

11 1
s=(1hlo 1)
23 n

11

elemanlarinin olusturdugu > 7°, x; serisini gozoniine alam. Her £ € N i¢in ||z, =

dizilimi icin



elemanina yakinsar.

Sonsuz boyutlu normlu uzaylarda mutlak ve sartsiz yakinsaklik kavramlar1 denk ol-
madigindan, sartl yakinsak seri tanimi sonlu boyutlu uzaylardaki tanimindan farklidir.

> 1 o) serisi yakinsak fakat sartsiz yakinsak degilse sartli yakinsak seri olarak ad-
landirilir. Yani >°, x;, serisi sarth yakinsak ise, en az bir 7y permiitasyonu i¢in >y T, k)

serisi raksaktir.

Teorem 2.4.6. X Banach uzayindaki )", xy, serisi sartsiz yakinsak ise bu serinin farkl dizi-

limlerinin hepsi ayni toplama sahiptir.

Teorem 2.4.7. Bir Banach uzaywndaki Y, xy, serisi icin asagidakiler denktir:

(i) >y Serisi sartsiz yakinsaktir,

>k T, Serisi yakinsaktir,
(iii) oy € {—1,1} (k € N) olmak iizere her o = (ay,) icin Y, g serisi yakinsaktr,

(iv) F,{n+1,n+2,...} kiimesinin herhangi bir sonlu alt kiimesi olsun. Her ¢ > 0 icin

>

JEF

<e€

olacak sekilde bir n € N vardir.

Teorem 2.4.8. Bir Banach uzaywnda ", v, serisinin sartsiz yakinsak olmasi icin gerek ve

yeter sart her t = (t) € Uy icin >, tr.xy serisinin yakinsak olmasidir.

Tanim 2.4.9. X bir Banach uzay1 ve }_; z;, X uzayinda bir seri olsun. Her z* € X* i¢in

o
k=1

ise Y zj serisine zayif sartsiz Cauchy seri denir. Bu tanima denk olarak, her 7 permiitasy-

onu igin Y, Tk serisi zayif Cauchy ise 3, x;, serisine zayif sartsiz Cauchy seri denir.
Lemma 2.4.10. Asagidaki onermeler denktir:
(i) > xy serisi zayif sartsiz Cauchy seridir,

(ii) Hert = (t) € l dizisi igin

sup
n

n
Z tkl’k
k=1

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardr,

< C.sup [t,]
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(iii) Hert = (t) € co dizisi i¢in Y32, txxy, serisi yakinsaktir,

(iv) Dogal sayilarin her sonlu F' alt kiimesi ve terimleri £1 olan her t = (ty) dizisi igin

<C

>ty

kel

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardur.
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3. BAZ VE TEMEL DIiZILER

Bu bolimde, [24, 25, 26] kaynaklarindan faydalanarak, bir Banach uzay i¢in baz,

Schauder baz ve temel dizi kavramlarini tanitacagiz.

3.1 Baz ve Schauder Baz

Tanim 3.1.1. (e,,)2 ,, sonsuz boyutlu X Banach uzayinda bir dizi olsun. Her = € X i¢in

00
Tr = Z An€n
n=1

olacak gekilde F cisminde bir tek a = (a,,) dizisi bulunuyorsa, (¢,,) dizisine X uzayinin bir
bazi denir.
Buradax = )7, a,e, olmasi (Z,’Ll anen) jvozl dizisinin x elemanina yakinsamasidir.
e’ : X — F, e () = a, almirsa, ¢/ fonksiyonlari (e, ) bazina karsilik gelen koordi-

nat fonksiyonelleri olur.

Tanmm 3.1.2. (e,)S%,, X Banach uzayinda bir dizi, n # k igin d,,, = 0, her n € N i¢in

n=1°
0nn = 1 olmak tizere ,
(i) e}, (€;) = G,

(i) Herz € X icinx = > 02 e’ (z) e,

olacak sekilde X* da (e}),~ | dizisi varsa, (e,,) -, dizisi, X uzaymin bir Schauder bazi denir

ve (e}) 2, fonksiyonellerine (e, )~ , dizisinin biortogonal fonksiyonelleri denir.

Baz ve Schauder baz tanimlarinin Banach uzaylar i¢in denk oldugunu gésteren teoremi

verelim.

Teorem 3.1.3. X bir Banach uzay olsun. X de (ey,). -, dizisinin Schauder bazi olmasi igin

gerek ve yeter sart (e,,),_ | nin X de baz olmasidur.

Ispat. (e,) dizisi X uzayinin bazi olsun. (e, ) dizisine iligkin So(z) = 0 ve n > 1 i¢in

seklinde tanimlanan kismi toplam doniisiimlerini (projeksiyonlarini) gézoniine alalim.

X uzay iizerinde

][] = sup || ()]
n>1
seklinde yeni bir norm tanimlayalim. Her bir z € X i¢in lim,,, ||z — S, (z)|| = 0 oldugun-
dan, ||-|| < ||| - ||| esitsizligi gecerlidir. X uzayinin yeni normla tam uzay oldugunu gostere-

cegiz.
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(x,,) dizisi (X, ||| - |||) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. (x,,) dizisi X uzaymin orjinal
normuna gore bir z € X noktasina yakinsaktir.

Her k sabiti i¢in (Sgx,) ., dizisi, orjinal normda bir v, € X elemanma yakinsak
olup, (Skx,) -, dizisi sonlu boyutlu [e, es, ..., €] altuzayindadur. ef fonksiyonelleri, sonlu

boyutlu alt uzaylara tanimli oldugundan, siireklidir ve 1 < j < k icin

lim e () = ¢ ()

n—oo J
i _ - . )
olup, €] (yx) = a; olarak alalim. 221 aje; serisinin orjinal norma gore = elemanina yakin-
sadigin1 gosterelim.

e > 0 verildiginde, m > n ve k > ky oldugunda
1 1
m ~ 4n <= n - S n <z
Nzm = zalll < ge ve flzn = Seall < g
olacak sekilde n ve k( tamsayisilarini alalim. Bu durumda £ > kg i¢in;

Iy =l < Jim ISewm = Szall + 1Sez0 = 2l + Jim_ 7 = 2]

< €
olur ki bu lim,, , ||yx — || = 0 ve (ex) dizisinin uzayin bazi oldugundan, Syz = y; elde
edilir.
[lzn — 2|l = sup |Skz, — Skz||
k>1
< limsupsup |[Skzn — Skml|

m—oo  k>1

esitsizliginden

i [ ol = 0
oldugu goriiliir. Su halde (X, |||.]||) tamdr.
Kapali Grafik teoreminden ¢ : (X, ||| - |||) — (X, ||-||) birim doniisiimii sinirli olup, her
x € X ven € Nicin
Sl < K[|

esitsizligini saglayan K > 0 sayist mevcuttur. Buradan
e (@)] lleall = 1Sn = Snoaz]] < 2K |||
oldugu anlagilir. Su halde e# € X* ve Hef” < 2K ||en|| " elde edilir. O

{e, } bazina sahip X Banach uzayinda, e; doniisiimleri siirekli oldugundan, Sp(z) = 0
ven > licin S, : X — X, S, (X2 en(@)er) = Yop_; er(x)ey ile tanimh kismi toplam

doniisiimleri(izdiisiimleri) stireklidir ve diizgiin sinirhidir. Diizgiin Stnirlilik Prensibi’nden
sup ||S,]| < oo

olur.
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Tanim 3.1.4. (e,) " ,, X Banach uzayinda bir baz olmak iizere,

Ky = sup [|Sy |

sayisina (e, ), bazinin baz sabiti denir. K, = 1 olmasi durumunda (e,,) -, bazi monoton

baz olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.5. X Banach uzayi, her birn € Nicin S,, : X — X lineer doniisiimleri

(i) Her n igin dim S,, (z) = n,

(ii) Her m,n igin S, Sy, = SpmSn = Sminfm,n}»

(iii) Her x € X i¢in S, () — x
sartlarim saglasin. Bu durumda, sifir vektorii olmayan e; € S1(X) ve k > 2 icin e}, €
Sk(X) N S 1, (0) vektorlerinden olusturulan her (ey,) dizisi, X uzayt igin, kismi toplam pro-

Jeksiyonlari(izdiisiimleri) { S, } olan, bazdr.

Ispat. 0 # e; € S1(X) alalm ve
e;: X =R

fonksiyonelini
ej(z)e; = Si(z)

olacak sekilde tamimlayalim. Yine, 0 # ey € Sy(X) N S;'(0) alalim ve
e5: X =R

fonksiyonelini,
es(x)ey = Sa(x) — S1(z)

esitligini saylayacak sekilde tamimlayalim. Bu sekilde devanm edilerek, her bir n € N i¢in
0+#e, € S,(X) NS, (0) alinarak,

fonksiyonelleri
er(x)e, = Sp(x) — Sp-1(2)

esitligini saglayacak sekilde secilerek, (e,,) dizisini ve biortogonal fonksiyonelleri olan (e)

dizisine ulagilir. Bu durumda

en@| = [ISu(@) = Su-a (@) fleall ™
< 2sup [ Sl el Il

olup, e} € X*, her k, j sayi ¢ifti icin
ex(e;) = Ok
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ve her x € X i¢in Sy(z) = 0 alinirsa,

Sulx) = §<sk<x>—sk_1<x>>

Il
NE

er(x)eg

i
I

bulunur. (iii) den dolay1 (e,,) dizisi baz ve bu baza iliskin kismi toplam dontisiimleri (.S,,)
olur.
0

Tamim 3.1.6. X Banach uzayi, (e;),-, uzaydan secilen bir dizi ve bu dizinin kapali lineer

geren uzay1 [e;] olsun. (ey) dizisi, [e;] uzay1 i¢in bir baz ise (e, ) dizisine bir temel dizi denir.
Temel diziyi karakterize eden Grunblum kriteri’ni [36] verelim.

Teorem 3.1.7 (Grunblum Kriteri). X Banach uzayinin, terimleri sifir olmayan, (ey,) dizisinin

temel dizi olmasu icin gerek ve yeter sart her (ay) skaler dizisi ve m < n olan m,n € N i¢in
m n

D aer D axe
k=1 k=1

esitsizligini saglayan bir K pozitif sabiti bulunmasidir.

<K 3.1)

Ispat. (e;,) temel dizi ve her m € Nigin S,, : [ex] — [ex] kism toplam projeksiyonlari

olsun. m < n ise her (a;) skaler dizisi i¢in
m

Sl -
k=1

< SngHSmH

(o)
k=1

n

Z Ap€y
k=1

esitsizligi gegerli olup, K = sup,, ||.S,,|| alinirsa, (3.1) esitsizligini saglayan pozitif K sayisi
bulunmus olur.

Her (ay) skaler dizisi ve m < n olan m,n € N igin (3.1) esitsizligini saglayan pozitif
K sayist mevcut ve (e ) dizisinin lineer gereni F uzayi olsun. (3.1) sart1 (e;) vektorlerinin

lineer bagimsizligin1 gerektirir. Bu ise her m i¢in

n min{m,n}
Sm (Z akek> = Z ager, m,n € N
k=1 k=1

seklinde, sonlu rankli, s, : E — [eg]f, operatorlerini tanimlamamiza izin verir. E
kiimesinin [e;]?°; uzaymda yogun olmasindan dolayi, s,, operatorlerinin ||.S,,|| = ||| <

K olacak sekilde S,,, : [ex] — [ex]i, genislemeleri vardir. Her z € F igin

SpSm(z) = SpSn(z)

(3.2)
- Smin{m,n}(x)a m,n € N
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oldugundan, yogunluktan dolay1 her x € [e;] igin de (3.2) saglanir.

Her bir x € [e;] i¢in (S, (z)) dizisi x noktasina yakinsar. {x € [e;] : Sp(x) — x}
kiimesi kapali ve F kiimesini igerir. Teorem 3.1.7°den (ey), [ex] uzay1 i¢in S,, kismi toplam
projeksiyonlarina sahip bazdir.

O

3.2 Baz ve Temel Dizilerin Denkligi

Sonlu boyutlu uzayda bir baz secilirse, uzay i¢in bir koordinat sistemi secilmis olur.
Benzer gekilde sonsuz boyutlu bir X Banach uzayi icin bir (e) bazi se¢ilmesi durumunda,
uzay icin bir koordinat sistemi se¢ilmis olur ve uzaym her x € X elemani (e (z)) koor-
dinatiyla belirlenir. Bu her (a,) dizisinin X uzayinin bir elemanini belirledigi anlamina
gelmemektedir. X uzayi koordinatlarla belirlendigi icin, X belirli sartlari tasiyan bir dizi
uzay1 olarak ele alinabilir. Secilen bazlara gore Banach uzaylar1 dizi uzaylarina denk ola-

cagindan, iki bazin denkliginden bahsetmek dogaldir.

Tanim 3.2.1. (z,,)7" |, (yn),—, sirastyla X ve Y Banach uzayinda iki baz (ya da temel dizi)

n=1°
[e9)

i¢in her (a,),-, skaler dizisi bakimindan ") ;2

a,x, yakinsak ancak ve ancak > 7, a,y,
yakinsaktir" onermesi dogru ise (z,) ve (y,) bazlari denktir denir ve (z,)0°; ~ (y,)>2,

seklinde yazilir.

X ve Y uzaylarinin sirasiyla (x,,) ve (y,) bazlar1 denk ise bu bazlarin belirttigi koor-
dinat sistemine gore X ve Y uzaylarina kargilik gelen dizi uzaylar1 aynm olacagindan, Kapali

Grafik Teoremi’nden bu uzaylarin izomorfik oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.2. (z,,) ve (y,) bazlarimin(temel dizilerinin) denk olmasi icin gerek ve yeter sart

T : [xn] = [Yn) Txp = yy ile tamimli doniisiimiin izomorfizma olmasidur.

Ispat. X = [z,], Y = [y.] ve Tz, = v, ile tammh 6rten 7' : X — Y doniisiimii bir
izomorfizm ise (x,) ve (y,) bazlart denk oldugu goriiliir.

() ve (y,) bazlart denk olsun. Tz = T'(>, axzrr) = > ary ile tanmht 7' 0 X —
Y doniisimiinii tanimlayalim. 7" birebir ve ortendir. X uzaymda (u;) dizisi v elemanina

yakinsak ve Y uzayinda T'u; dizisi v elemanina yakinsak olsun.
u; = zk: xy(uj)re ve u= zk: xy (u)zy
olup, biortogonal fonksiyonellerin siirekliliginden her n i¢in
n(ug) = @, (u)

olmasi

Yn(Tuz) = a7, (us) =y, (v)
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olmasini gerektirir. Limitin tekliginden her n i¢in

(1) =y (v)

ve buradan 7T'u = v elde edilir. Kapali Grafik Teoremi’nden 7" doniisiimiiniin siirekli oldugu

gorilir. 0

Sonug 3.2.3. X ve Y Banach uzaylarinn sirastyla (x,,) ve (y,) bazlarimin denk olmasi igin

gerek ve yeter sart her (a;) € cog dizisi i¢in

Z ALYk Z AT Z ALYk
k k k

esitsizliklerini saglayan pozitif bir C sayisinin bulunmasidur.

c! < <C (3.3)

(3.3) esitsizliginde C' = 1 olmas1 durumunda (z,,) ve (y,,) temel dizilerine izometrik

denktir denir.

Tamim 3.2.4. (e,,), X Banach uzaymin bir bazi, py = 0, (p,,);52; tamsayilarin artan bir dizisi

ve (a,) bir skaler dizi olsun.
Pn

Un = Z a;e;

j:pnfl"rl

ile taniml1 (u,,) dizisine (e,,) dizisinin bir blok temel dizisi denir.

Teorem 3.2.5. X Banach uzayinda K, baz sabitine sahip (e,,) bazimin bir (uy,) blok temel

dizisi, baz sabiti K, den kiiciik esit olan bir temel dizidir.

Ispat. Herhangi bir skaler (by) dizisi igin

= Zbk Z a;€;

k=1 j=pr_1+1

m Pk
= > > bage,

k=1j=pr-1+1

Pm
= Z Cjcj
Jj=1

m
Z bkuk
k=1

Pk ‘

;¢ = by, pr_1+1 <7 < py

< K

Pn
> cie
j=1

m

Z brug

k=1

- K,

esitsizligi gegerli olacagindan, Theorem 3.1.7°den (u,,) dizisinin K, baz sabitine sahip bir

temel dizi oldugu anlagilir. [

Tamm 3.2.6. Bir X Banach uzayinda, kapali lineer geren uzay1 tamamlayici alt uzay olan

temel diziye tamamlayici temel dizi denir.
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(z,), X Banach uzayinda tamamlayici temel dizi ¥ = [z,] ve P : X — Y bir
projeksiyon olsun. (z,,) dizisine karsilik gelen biortogonal fonksiyoneller dizisi () olmak
tizere, (z}) C Y™ ise Hahn-Banach genisleme teoreminden, her bir z}, fonksiyonelinin X
uzayina geniglemesi olan z fonksiyonelleriyle () C X* biortogonal diziyi elde edelim. P
projeksiyonu yardimiyla her bir 2, fonksiyonellerini X uzayinin tamaminda tanimli olacak

uy = z* o P fonksiyonellerine genisletelim. Bu durumda, her z € X i¢in
> up(z)z, = P(z)
esitligini elde ederiz. Tersine, u* (x,,) = 0., ve her bz € X i¢gin
> k),

serisini yakinsak yapan (u)) C X* dizi elde edilirse, [z, uzayi,

projeksiyonu ile tamamlayici alt uzay olur.

Tanmm 3.2.7. X ve Y Banach uzaylarinda sirasiyla (x,,) ve (y,) dizileri i¢in T'x,, = y, ile
tanimli tersi mevcut (invertible) bir 7' : X — Y doniigiimii varsa, bu dizilere (X, Y) ye gore

esdegerdir denir. X =Y ise, dizilere kisaca esdegerdir denir.

() ve (y,) sirastyla X ve Y Banach uzaylarindaki esdeger diziler, esdeger diziler
tanimindaki doniisiim dikkate alinirsa, "(x,,) baz ise (y,) bazdir", "(z,,) dizisinin baz sabiti
K ise (y,) dizisinin baz sabiti en ¢ok K ||T|| |77*|| olur" gibi izomorfik dzelliklerin ko-

runmasini beklemek dogaldir.

Teorem 3.2.8. X Banach uzaywnda, (x,,), K, baz sabitine sahip bir temel dizi ve (y,)

2K, Z M —a<1
j=1 ;]
sartint saylayan bir dizi ise (x,,) ve (y,) dizileri esdegerdir. Ayrica,
(i) (yn), Kp(1 4+ a)(1 — ) ™! baz sabitine sahip temel dizidir.
(ii) (x,,) baz ise (y,) bazdwr.

(iii) [x,,] tamamlayict alt uzay ise |y,] uzayt da tamamlayicidir.

*

*) C [z,)* dizisi (z,) dizisine karsilik gelen biortogonal fonksiyoneller olmak

Ispat. (x

tizere, x € [x,| ve n > 2 i¢in

n n—1
k=1 k=1



esitligi gecerlidir. Bu esitlikten
[l (@)n | < 2Ky [|]
ve dolayisiyla
2y za ]l < 2K,

esitsizligi elde edilir. n = 1 igin ||z7}]| [|z1] < K} oldugu agiktir. Bu esitsizlikler x; fonksiy-
onellerin X uzayma Hahn-Banach genislemeleri olan % fonksiyonelleri i¢in de gecerlidir.

Her x € X i¢in
Alw) =z + Y #,(7) (yo — a)
n=1

alalm. A: X — X, A(x,) = y, doniisiimii seklinde olup,

1A < 14+ 3 112850 lyn — 2all

n=1

< 142K,)

n=1

[y = ]l
|
= 1+«

normu ile sinirhdir. Ayrica

|
NE

A= Lxll < D I1250 Iyn — znll

1

I
ol

oldugundan A operatériiniin tersi mevcut ve || A7 || < (1 — a)~! oldugunu gosterir. O

Teorem 3.2.9 (Bessaga-Petczyriski se¢me ilkesi). X Banach uzayinda, (e,,), K, baz sabitine
ve (e) biortogonal fonksiyonellerine sahip bir baz ve (x.,)

(i) inf,, ||z, > 0

(ii) lim,,_, €x(z,) =0, (Vk € N)
sartlarin saglayan bir dizi ise (x,,) dizisinin (e,,) bazimn bir (y,,) blok temel dizisine esdeger
(2, ) alt dizisi vardir. Ayrica, verilen her € > 0 sayist igin baz sabiti en ¢ok K, + ¢ olacak

sekilde (x,,) alt dizisi mevcuttur.

Ispat. inf, ||z, =a>0ved <v < i olsun. n; = 1 ve ry = 0 secelim. Bu durumda, S,,,

(e,) bazinin kismi toplam projeksiyonlari olmak iizere,

ro
me - STlmn1|| < 27[(1)

olacak sekilde r; € N sayist vardir. lim,,_, ||S, 2| = 0 oldugundan,

Vo
||S7“1xn2 ” < Tf(b

21



olacak sekilde no > n, sayist vardir.

VCY

1 Tny = Sro@n, || < 57 2K,

esitsizligini saglayacak sekilde o > 7 segelim. Yine, lim,, ., ||S,,z,| = 0 oldugundan,

VgOé

Sy Tnal| < ——
ISrsnal < 57

olacak sekilde ng > no sayisi vardir. Bu sekilde devam edilerek

vEa vEa

< — ve ||l’nk — S’I‘kl‘nkH < Tffb

esitsizliklerini saglayan (z,, ) C X ve tamsayilarin 7o = 0, () dizilerini elde ederiz. Her
bir k£ € Nigin
yk - Srkxnk - S

T‘k71x

ng
olarak alirsak, (yy) dizisi (ej) bazinin bir blok temel dizisi olur. Teorem 3.2.5 *den () blok
temel dizinin baz sabiti K sayisindan kiigiik veya esittir. Her bir £ i¢in,

k

| |<Z2
Tn

Yo Enell S T
Ve

lyel > -

a _—

Yk K,

> (1—-v)a

olur. Buradan,

2K Z ||yk‘ x”k” < 2(1_V)—lzyk
= Nl

<

elde edilir. Teorem 3.2.8’den (z,, ) temel dizisi (yx) dizisine esdegerdir. v istenildigi kadar
kiiciik secilirse, (x,, ) dizisinin baz sabiti K, sayisina yakinlastirilabilir. Ayrica, (yi), X

uzayimnda tamamlayici ise (z,, ) dizisi de tamamlayicidir. O

3.3 Temel Dizilerin Olusturulmasi

weak™

Teorem 3.3.1. S, X* uzaymin 0 € S \?H'” ozelligine sahip bir altkiimesi, E, X*

uzayinin sonlu boyutlu bir altuzay: olsun. € > 0 verildiginde, her e* € E ve A\ € R icin
le” + Az*|[ = (1 —¢) [le”]|
esitsizligini saglayan x* € S elemani mevcuttur.
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Ispat. Sonsuz boyutlu Banach uzaylari icin zayif ve norm topolojiler farkli oldugundan, X*

—weak™

uzaymm 0 € S fakat 0 ¢ gl ozelligine sahip bir S altkiimesi mevcuttur. 0 ¢ gl

olmast her z* € S i¢in ||z*|| > a > 0 (@ < oo ) olmasin gerektirir.
ag

e > 0 verilsin ve & = 5355 ve Up = {e* € E : |le*|]| = 1} olsun. E sonlu boyutlu

oldugu i¢in Ug, norm-kompakt olur. e* € Ug i¢in
le” —will <2

olacak sekilde bir y; € {y}, v, ..., yv} C Ug eleman vardir.

Her bir j € {1,2,3,..., N} igin y}(z;) > 1 — € olacak sekilde z; € Bx elemanlarini
secelim. 0 € Geer oldugundan, X* uzaymin weak* topolojisinde 0’1n her komgulugunda S
kiimesinin 0 dan farkli bir eleman1 vardir. Ayrica, her bir j € {1,2,3,..., N} i¢in 2*(z;) <&
olacak sekilde z* € S elemani vardir.

e* € Ugve|A| > 2ise

le* + Az*|| > [Ala—1>1
esitsizligi gecerlidir.

Al < 2ise

le” —yill <€

olacak sekilde y; secelim. Bu durumda,

lyi + Az*| = y* (@) + Ax™ (a)
> (1 —28) 4+ Ax™(ay)
> (1—-8)—|AfE
2
-1 (14 2):
o
ve buradan
e+ 22l > | lle” = yill = i+ Aa”l |
2\_ _
> 1-— (1 + ) E—¢
a
= 1-¢
elde edilir. 0
Teorem 3.3.2. S, X* uzaymin 0 € et \FH'H ozelligine sahip bir altkiimesi ise S kiimesi

her ¢ > 0 sayist icin baz sabiti 1 + ¢ sayisindan biiyiik olmayan bir temel dizi icerir.

Ispat. 3, e, < 0o ve [[,(1 —¢,) > (1 + &)~ sartlarim saglayan pozitif sayilarin azalan
bir (¢,,) dizisini alalim. 23 € S elemanini 1-boyutlu £ = [27] uzayindan segelim. Teorem
3.3.1'denhere* € ) ve A € Rigin

le” + Azl = (1 = &) [le”]
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esitsizligini saglayan bir x5 € S eleman1 vardir.

Teorem 3.3.1°den her e* € Fy = [z7]2_, ve A € Rigin
le” + Az = (1 — &) [le7]]
esitsizligini saglayan bir 25 € S eleman1 vardur.

Bu iglemi tekrarlayarak, her n € N ve (ay) skaler dizisi i¢in

n+1

Z axxy
k=1

> (1—¢,)

esitsizligini saglayan (z) C S dizisini elde edelim. Bu durumda, her m < n olan m,n € N

ve (ay) skaler dizisi i¢in

m
D> akri| =
k=1

Z akxk

I, 1(1 —¢j)
esitsizligi elde edilir. Teorem 3.1.7°dan (z}) dizisinin baz sabiti en ¢ok 1 + ¢ olan bir temel
dizi oldugu goriiliir.

O

Teorem 3.3.3. Her sonsuz boyutlu Banach uzayi, € > 0 icin temel sabiti 1 + € den biiyiik

olmayan bir temel dizi igerir.

Ispat. X sonsuz boyutlu Banach uzay, S = dBx = {x € X : ||z|| = 1} olsun. Bire > 0
icin V' NS = () olacak sekilde 0’1n bir

V={reX:|zi(x)| <e, k=1,2,...,nicin}

komsulugunu veren X* uzayinda z7, ..., z) fonksiyonellerinin var oldugunu kabul edelim.
x;, fonksiyonellerinin sifir uzaylarinin kesisimi {0} uzayindan farkli ve V' nin bir alt kiimesi
olup S ile ortak noktalara sahip olacagindan bu durum imkansizdir. Su halde 0, S kiimesinin
zayif* kapanisindadir. Teorem 3.3.2°den baz sabiti istenildigi kadar 1 ’e yakin olacak sekilde

S kiimesinde bir temel dizinin var oldugu goriiliir. [

Teorem 3.3.4. (z,,),~ , sonsuz boyutlu X Banach uzayinda inf,, ||z,| > 0 sartint saglayan
zayif sifir dizi ise (x,,) dizisi, her € > 0 i¢in baz sabiti 1 + € sayisindan biiyiik olmayan bir

temel altdiziyi igerir.

Ispat. (x,) dizisi zayif yakinsak oldugundan, S = {, : n € N} kiimesi norm sinirhdir,

0e 5" olup, Teorem 3.3.2 den baz sabiti en ¢ok 1 + € olan bir temel dizi igerir. [

Teorem 3.3.5. (x,,), X uzayinda bir temel dizi, her n € Nigin x*(x,) = 1 olacak sekilde bir

lineer fonksiyonel x* € X* olsun. Bu durumda, u ¢ [x,] ise (x, + u)>2, bir temel dizidir.
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Ispat. u ¢ [z, oldugundan z*(u) = 0 oldugunu kabul edelim.

T7:X — X

r — Tzr=zx"(z)u

alalim. Bu durumda Iy + 7' doniisiimiiniin tersi mevcut ve tersi [x — 7' doniisiimiidiir.
(Ix + Tz, = z, + u oldugundan, (z,) ile (x,, + u) dizileri esdegerdir. (z,) temel dizi

oldugundan (x,, + u) dizisi de temel dizidir. O

Teorem 3.3.6. S, X Banach uzayinin 0 ¢ SV otan suurly bir altkiimesi olsun. Bu durumda
asagidaki onermeler denktir.
(i) S bir temel dizi icermez.

(ii) g ek zayif kompakttir ve 0 noktasini icermez.

Ispat. (i)= (ii)(x,) C S bir temel dizi olsun. ek zayif kompakt oldugundan (z,,)
dizisinin bir z € " zayif yigilma noktast vardir. Mazur Teoremi’'nden x € [z,] ve
r = Y, x*n(zr)x, olarak yazabiliriz. (z) fonksiyonellerin siirekliliginden, her bir n € N
icin 2 () noktast sifira yakinsayan (), (x,,) )2, skaler dizisinin bir y1gilma noktasidir. Her
nicin x (z) = 0 oldugundan x = 0 bulunur. Bu hipotezle celisir dolayisiyla S bir temel dizi
icermez.

(i) = (i) S kiimesi temel dizi igermesin. S kiimesini zayif* topolojisine gore X **
uzayinin bir alt kiimesi olarak gozoniine alarak, Teorem 3.3.2’den, 0 elemanin S zayif ka-
panisinin bir eleman1 olamayacagini gosterelim. .S nin rolatif zayif kompakt oldugunu gostere-
lim. Bunun i¢in .S kiimesinin X** daki her zayif* yigilma noktasinin X uzayinda oldugunu
gosterelim. z** € X \ X noktast S kiimesinin bir zayif* yigilma noktasi olsun. S — z** =
{z —a* :s€ S} C X*™, Teorem 3.3.2’den S kiimesinin (x,, — x**) dizisi temel olacak
sekilde bir (z,,) dizisi vardir. Segilen bir N sayisi1 i¢in 2** ¢ [z, — 2**],>y oldugundan
z** ¢ [z, — 2**],>; alahm. Hahn-Banach Teoremi’inden, z***(z**) = —1, ** € X+t
olacak sekilde z*** € X*** eleman vardir. Her bir n i¢in ***(x,, — 2**) = 1 olup, Teo-
rem 3.3.5°den (z,,) dizisinin bir temel dizi olacagi anlagilir ki bu S kiimesinin temel dizi

icermesin kabuliiyle celisir.
O

3.4 Eberlein-Smulian Teoremi

Metriklenebilir topolojik uzaylarda kompaktlik, dizisel kompaktlik ve sayilabilir kom-
paktlik kavramlar cakistigi halde genel topolojik uzaylarda ¢akisma olmayabilmektedir.
Eberlein-Smulian teoremi, Banach uzaylarda, kompakt kiime tizerinde metriklenebilir ol-

mak zorunda olmayan zay1f topolojinin bu kiimeler i¢in metriklenebilir sekilde davrandigini
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ifade eder. Zayif kompakthgm zayif dizisel kompaktligin1 gerektirdigi Smulian [7], ve za-
yif dizisel kompaktligin zayif kompakthig1 geretirdigi Eberlein [8] tarafindan verilmistir. Bu
gerektirmelerin ispatlarinda kullanilmayan temel diziler kavrami Petczynski [9] tarafindan

daha basit bir sekilde verilmistir.

Teorem 3.4.1. Bir Banach uzayuun bir x noktast bir (x,,) temel dizinin zayif yigilma noktast

ise v = 0’dwr.

Ispat. x, (x, : n € N) konveks kiimenin zayif kapanisinda bulunacagindan, Mazur Teore-
minden, z € [z,] olur. Bu durumda = = Y, x}(z)x, olacagindan, her bir n i¢in x}(z),
(@} (xm))50_, dizisinin bir yigilma noktasidir. Her bir n i¢in (2} (x,,))5c_; dizisinin bir

yigilma noktasi 0 oldugundan, x = 0 bulunur. [

Teorem 3.4.2. A, X Banach uzayimn rolatif zayif sayiabilir kompakt bir alt kiimesi ve
(xn) C A dizisinin zayif yigilma noktasi yalmzca x € X ise (x,,) dizisi x noktasina zayif

yakinsaktir.

Ispat. (x,) dizisi z noktasina zayif yakinsak olmasin. Bu durumda bir z* € X* i¢in (z*(z,,))

dizisi z* () noktasina yakinsamaz. Buradan,
i%f z*(z) — x*(zp,)| >0

olan (x,,) dizisinin bir (z,, ) alt dizisi se¢ilebilir. Bu ise « noktasinin, (x,,, ) dizisinin bir zay1f

y1g1lma noktasi olamayacagini gosterir. U

Teorem 3.4.3 (Eberlein-Smulian Teoremi). A, X Banach uzaymn bir altkiimesi olsun. Bu
durumda,

(i) A (rolatif) zayif kompakttr.

(ii) A (rolatif) zayif dizisel kompakttir.

(iii) A (rolatif) zayif sayilabilir kompakttr.

onermeleri denktir.

Ispat. (i) ve (ii) 6nermelerinin (iii) 6nermesini gerektirdigi aciktir. (iii) = (i) A rolatif zayif
kompakt kiime olmasin. Banach-Alaoglu teoreminden, A kiimesinin X** uzayindaki zayif*
kapanig1 olan W kiimesi zay1f* kompakt oldugundan, W, X uzayinin bir altkiimesi degildir.
Buradan en az bir z** € W \ X eleman: vardir. 2**(2*) > 1 olacak sekilde z* € X*
elemani segelim. x** elemani, Ay = {x € A : z*(x) > 1} kiimesinin zayif* kapiniginda
bulundugundan A, kiimesi rolatif zayif kompakt degildir. Teorem 3.3.6’dan, Ay kiimesinde
bir (z,,) temel dizisi mevcuttur. Sayilabilir kompaktlik tanimindan, (z,,) dizisinin bir x zayif
y1gilma noktasinin mevcut oldugu ve Teorem 3.4.1°den de bu x noktasinin 0 olmas1 gerektigi

sonucu elde edilir. Bu z*(z) > 1 ile ¢elisir. O
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Teorem 3.4.2 ve Teorem 2.1.20’den asagidaki sonucu vereilim.

Sonuc 3.4.4. X Banach uzaymin yansimali olmast icin gerek ve yeter sart X de her sinirli

dizinin zayif yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir.
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4. ¢, Ve cy Uzaylar

Bu boliimde, klasik dizi uzaylarindan ¢, (1 < p < 00) ve ¢y dizi uzaylarinin izomorfik
yapilari, tamamlayici alt uzaylart gibi bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. Her bir n € N sayisi

icin e, = (0,0,0,...,0, \1/ ,0,...)) olmak iizere (e,)2, dizisi £, (1 < p < 00) ve ¢qy

n.koordinat

uzaylarin kanonik bazi olarak alinacaktir.

4.1 7, (1 < p < 00) ve ¢y uzaylarmin izomorfik Yapilari

Bu kisimda, ¢, ve ¢y uzaylarinin farkli Banach uzay olduklarimi gosterilecektir.

Teorem 4.1.1. (y)>,, co veya £, (1 < p < o0) uzayinda normallestirilmis blok temel
dizi ise (yx), dizisi kanonik baza izometrik denktir ve [yy| uzayr bir daralma projeksiyonun

goriintiistidiir.

Ispat. {, uzay igin ispatin1 yapalim.
k€N, (rg),0 =1y <r <ry < ..olan pozitif tamsayilarin bir dizisi ve (ay)
skalerlerin bir dizisi olmak iizere,

Tk

lyell” = > lail" =1

J=rk-—1+1

olacak sekilde

Tk

Ye = Z a;e;

J=re—1+1

olarak alalim. Herhangi bir m € N ve skalerlerin (by) dizisi i¢in

m Tk
Yo D bragey

k:1 j:T'k,1+1

m - 1/p
= (Z okP Y |@j|p>
k=1

> by
k=1

J=rg—1+1
m 1/p
- (Em)
k=1

esitligi gecerli oldugundan, izometrik denklik saglanmis olur.

1 < p < oo olsun. Her bir k£ € N igin

Tk

. Iylf=1

Jj=rg—1+1

veE
Tk

Z bjaj =1

J=rp—1+1
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olacak sekilde skalerlerin (b;)7%, ., dizisini secelim.
Tk
ve= 2. b€
rr—1+1

alahm. Agikga (y7)°° | dizisi (y,)>°, dizisi ile biortogonal olup ||y%|| = |jy.| = 1 dir.t,

uzayindan [y uzayma
P(x) =) yi(@)yr, v € 6,
k=1

operatdriinii tanimlayalim. Her bir x = () € ¢y i¢in

yi(2)| =

A\
~
1

u
Nt
+

[

S
T2
~
- Q=
=~

1

i
NS
Jr
=

8

<
RS
~
T

esitsizliginden
[Pz < [l
oldugu goriiliir. (y,,)., ile (e,) -, dizilerinin izometrik denkliginden,

1P @) = (i i)’

hSA

o0 Tk
= Z Z ;1"
k=1 =rr_1+1

= [zl

elde edilir. Bu ise, P doniisiimiiniin birim normlu bir daralma projeksiyonu ve goriintii

uzayinin [yx| oldugunu gosterir. O

Not 4.1.2. (y,) normalize edilmemis fakat
0<a<|yn| <b<oo,neN

esitsizligi saglayacak sekilde a, b sabitleri varsa ( ki bu durumda (y,,) dizisine yar1 nor-

mallestirilmis denir ) Teorem 4.1.1 de (y,,/ ||yn||)2, dizisi alinarak ispat yapilir.

Teorem 4.1.3. Her j € N i¢in lim,,_,o x,,; = 0 olacak sekilde (x,, = (x;));~ . €, (1 < p <
o0) (veya c¢q ) uzaymda normallestirilmis bir dizi ise (x,) dizisinin kanonik baza denk bir

temel dizi olan [z, ], | alt dizisi vardir ve [x,,, ] |, {, (veya cy) uzayinda tamamlayicidir.
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Ispat. Gliding hump teknigi kullanilarak (€,,)7, bazinin bir blok temel dizisine denk olan

(), altdizisi belirlenir ve Teorem 4.1.1°den istenilen elde edilir. N

Teorem 4.1.4 (Pitt Teoremi). X, /. (1 < p < r < 00) uzaymun kapali bir altuzay: ve
T : X — {, doniisiimii suurly ise T kompakttur.

Ispat. ¢, uzay1 yansimali oldugundan X altuzayi uzay1 yansimali ve By kiimesi zay1if kom-
paktir.

T doniigiimiiniin kompakthig1 icin 7' |, doniisiimiiniin norm-zayif siirekli oldugunu
gostermek yeterlidir. X uzayimnin zayif topolojisinin B, kiimesine kisitlanigi(indirgenmis)
topolojisi metriklenebilir oldugundan, By kiimesinde x noktasina zayif yakinsak olan her
(z,,),~, C Bx dizileriigin (T (z,,)),, dizisinin norm topolojisine gore 7'z noktasina yakin-

sadigin1 gormek yeterlidir.

(z,,),",, X uzayimnda zayif sifir dizi ise lim,,_, || Tz, || = 0 oldugunu gosterelim. Bu
onerme dogru degilse, her n € N igin ||z,|| = 1 ve || Tx,|| > 0 > 0 olacak sekilde sifira

zay1f yakinsak bir (x,,) dizisi vardir. Altdizi olarak ele alindiginda, Theorem 4.1.3’den (x,,)
dizisini ¢, nin kanonik bazina denk olan temel dizi alabiliriz. (7T'x,) dizisi de zayif sifir
dizisi oldugundan, altdizi olarak (7'z,,/ | T'z,||) ve boylece (1'z,,) dizisi ¢, uzaymin kanonik
bazina denk temel dizidir. 7" sinirli oldugundan, ¢ : ¢, — ¢, birim doniisiimiiniin sinirh
oldugunu gostermis oluruz ki bu bir ¢eligkidir.

O]

Not 4.1.5. a) ¢, yerine ¢y uzay1 i¢in Teorem 4.1.4’in ispati tamamen benzerdir. ¢, yansimali
olmadig1 halde, Bx kiimesinin en azindan zayif metriklenebilir olmasi ve T'| 5, doniigiimiiniin
zayif-norm siirekliligi, goriintiisiiniin 6n kompakt oldugunu gosterir.

b) Teorem 4.1.4’den, 1 < p < r < oo ve T : {, — {, smrl operatdr olmak iizere,
(zn) £, uzayinda zayif sifir dizi ise || T, ||, — O olur. || Te, |, — 0 ve bu durum 7" : ¢y — £,

doniisiimii icin de gegerlidir.

Sonuc 4.1.6. {co}U{l, : 1 < p < oo} kiimesinin uzaylart arasinda karsilikli olarak izomor-
fiklik yoktur. {co} U{l, : 1 < p < oo} uzaylarindan birinin sonsuz boyutlu X altuzayi, diger

uzaylarin hi¢chbir altuzayina izomorfik degildir.
Bu sonugtan, {co}U{¢, : 1 < p < oo} uzaylarmin tamemen uyumsuz oldugu anlagilir.

Teorem 4.1.7. p # r ise her T : {,, — {,, doniistimii kesin singiilerdir.

4.2 ¢, ve c; uzaylarinda Tamamlayic Altuzaylar

Teorem 4.2.1. ¢, (1 < p < 00) (¢o) uzaywmin sonsuz boyutlu kapalr her Y altuzay, ), (co)

uzaywnda tamamlayici ve U, (cy) uzayina izomorfik kapali bir Z altuzaywni ihtiva eder.
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Ispat. Y sonsuz boyutlu oldugundan, her n igin 1 < k < n olmak iizere e} (z,) = 0 olacak

sekilde ||z, || = 1 olan x,, € Y dizisi vardir. Eger yoksa, bazi N € N i¢in

[e's) N
SN(Z a'nen) == Z An€n
n=1 n=1

izdiigtimiin Y uzayma Sy |y kisitlanigi birebir olacagindan, goriintiisii izerine 6rten bir izomor-
fizm olacaktir ki bu Y nin sonsuz boyutlu olmastyla celisir. Teorem 4.1.3’den (z,,) dizisi ¢,
uzayimin kanonik bazina denk olan bir (x,,, alt dizisine sahiptir ve altuzay olarak Z = [z, |

alinirsa, Z uzay £, uzayinda tamamlayicidir. 0

co ve {1 yansimali olmadigindan ve yansimali uzayin her kapali altuzayi yansimali

oldugundan, Teorem 4.2.1°den asagidaki sonuca ulagilir.
Sonucg 4.2.2. /y veya cy uzayimin sonsuz boyutlu kapali her altuzayt yansimali degildir.
X bir Banach uzay olmak iizere, X uzaymin ¢, anlaminda sonsuz direkt toplami1

LX) = XeXaXa..),

= {z=(Ta)nls I EN,z, € X, ([0l x)7ls € £y}
ve ¢p anlaminda sonsuz direkt toplami1

X)) = (XeXDXD..)
= {1: = (xn);ozl :Vn € Nuxn € X? (”‘TTLHX)ZO:l S CO}

uzaylarini tanimlayalim.
0,(¢,) uzay1 £,(N x N) ile tanimlananbilir ve ¢, uzayia izometriktir. Benzer sekilde,

co(co) uzayi cg uzayi ile izometriktir.

Teorem 4.2.3 (Petczyniski ayristirma teknigi). X ve Y Banach uzay, X, Y uzayinin tamam-
layict bir altuzayina izomorfik ve Y, X uzaymin tamamlayici bir altuzayina izomorfik olsun.
(a) X ~X?=XDXveY =Y? veya
(b) X = co(X) veya bazi (1 < p < 00) igcin X ~ {,(X)

sartlarindan biri saglanirsa, X uzayt Y uzaymna izomorfiktir.
Ispat. X =Y ® EveY ~ X @ F alalim. Eger (a) saglanirsa
XYY ErY DX,

elde ederiz ve benzer sekilde Y ~ X & Y olur. Dolayisiyla Y ~ X.
Eger X (b) yi saghyorsa, X ~ X2 ve (a) oldugu gibi, Y ~ X @ Y elde ederiz.
Buradan,
(X)L, (YBE)=,(Y)a !, (F)
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elde edilir. X ~ ¢, (X) ise
XraYal,Y)ol,(E)~xYal,(X)~rY®X

olur.

X & ¢y (X) oldugu benzer sekilde gosterilir. O

Teorem 4.2.4. (,(1 < p < 00) (veya ¢y ) uzaymin tamamlayict sonsuz boyutlu her altuzay:

¢, (veya cy) uzayina izomorfiktir.

Ispat. Y, (,(1 < p < o0) (veya ¢ ) uzayinin tamamlayici sonsuz boyutlu bir altuzayi ise
Teorem 4.2.1°den Y uzaymnn ¢, (veya cy) uzaymda tamamlayic1 ve £, (veya cp) uzayina
izomorfik olan sonsuz boyutlu bir Z altuzay1 mevcuttur. Z Y uzayinda tamamlayici oldugu
agiktir ve bu nedenle /,, (veya cy) uzay1 Y uzayinda tamamlayict altuzaydir. £,(¢,,) = ¢, (veya
co(cg) = ¢p) oldugundan Teorem 4.2.3 (b)’den Y uzayinin ¢, (veya cy) uzayima izomorfik

oldugu anlagilir. [

Tamim 4.2.5. Her tamamlayici sonsuz boyutlu alt uzay1 kendisine izomorfik olan Banach

uzaylarina asaldir(prime) denir.

¢, ve cy uzaylari asaldir.

4.3 (1 Uzayl

{1 uzay1 Banach uzaylar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu kisimda, ¢; uzayinin

bazi 6zelliklerini verecegiz.

Teorem 4.3.1. Eger X ayrilabilir Banach uzayt ise siirekli orten bir QQ : {1 — X doniisiimii

vardir.

Ispat.
Qe eti: il <1}) ={ze X |z <1}
esitligini saglayan bir () : ¢; — X siirekli doniistimiin varligin1 gosterelim.
(z,,)7",, Bx de yogun bir dizi ve Q : {; — X, Q (§) = >2°°, &, 2, ile tanimlayalim.
Her £ = (&,) € ¢ i¢in Y00, &, 2, serisi X de mutlak yakinsak oldugundan, () iyi tanimhidur.

Q lineerdir ve

QI =

00
> &ntn
n=1

< Z:l [€nl = lI&nll;

den [|Q]| = 1 oldugu goriiliir.
Q (B, ), Bx in yogun bir altkiimesidir dolayisiyla x € Bx ve 0 < € < 1 verildiginde,
|z — Q&1|| < € olacak sekilde &; € By, vardir.

<€

12 - e - 08
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olacak sekilde &, € By, bulalm. &, = €&, olarak alirsak

|l = Q& + &)l < €
elde ederiz. Benzer sekilde devam ederek, By, de
@) [l&nl, < et
(i) lz - Q&+ .. + &) <€

sartlarini saglayan bir (&) dizisi bulunur. £ = >°7° | £, alinirsa,

el <@ =o7
ve
Q==
olur. € keyfi oldugundan,
Q{€ebi:|lélly <et ={reX:|af <1}
sonucunu elde ederiz. 0

Sonug 4.3.2. Ayrilabilir her Banach uzayt, (1 uzayinin bir boliim uzayina izometrik olarak

izomorftur.

Ispat. X aynlabilir Banach uzayi ise Teorem 4.3.1°den Q : ¢; — X doniisiimiinii gozoniine

alalim. Bu durumda ¢, / ker () boliim uzay1 X uzayia izometrik olarak izomorftur. ]
Sonug 4.3.3. /| uzayi, tamamlayict olmayan bir kapalt alt uzaya sahiptir.

Ispat. X, {1 uzayina izomorf olmayan ayrilabilir bir Banach uzay1 olsun. Teorem 4.3.1°den,
cekirdegi /1 in kapali bir altuzayr olan ) : /; — X oOrten doniisiimii mevcuttur. ker @), ¢,
uzayinda tamamlayici ise ¢; = ker () & M olacak sekilde ¢; uzayin kapali bir M altuzay1
vardir, dolayisiyla

X=0/kerQ~M

olur. Bu ise, Teorem 4.2.4’den, X uzayinin ¢; uzayina izomorfik olmasiyla miimkiindiir. [

Tanim 4.3.4. Dizilerin zayif ve norm yakinsaklig1 cakisan(denk olan) Banach uzaylarina

Schur 6zelligine sahiptir (Schur uzayidir) denir.

l,(1 < p < o0) ve ¢y uzaylarl, (e,) kanonik bazlar1 norm yakinsak olmayip zayif

olarak sifira yakinsak oldugundan, Schur 6zelligine sahip degillerdir.

Teorem 4.3.5. (1 uzay: Schur ozelligine sahiptir.
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Ispat. (x,), {; uzayinda sifira zayif yakinsak fakat sifira norm yakinsak olmasin. Theorem
4.3.1den, (z,) dizisi, kanonik baza esdeger olan bir alt dizi icerecektir. /; uzaymin kanonik

bazi sifira zayif yakinsak olmadigindan, celigki elde edilir. [

Teorem 4.3.6. Schur uzayinda bir kiimenin zayif kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart

kiimenin norm kompakt olmasidir.

Ispat. W, X Schur uzaymin zayif kompakt alt kiimesi ve (z,,) C W olsun. Eberlein-
Smulian teoremine gére, W zayif dizisel kompakt oldugundan, (x,) -, dizisinin bir x €
W elemanma zayif yakinsayan bir (z,, ), altdizisi mevcuttur. X Schur 6zelligine sahip
oldugundan, (z,,),- , norma gore x noktasina yakinsar. Bu ise W kiimesinin norm kompakt

oldugunu gosterir. [
Sonuc 4.3.7. Schur ozelligine sahip yansimali bir Banach uzay: sonlu boyutludur.

Ispat. X yansimali bir Banach uzay1 Schur 6zelligine sahip ise birim yuvari Teorem 4.3.6’de

norm-kompakt olur ki bu X uzayinin sonlu boyutlu oldugunu gosterir. [

Tanim 4.3.8. X Banach uzayinda her z* i¢in lim z* (z,,) mevcut olan (z,,) -, dizisine zay1if

Cauchy dizisi denir.

X Banach uzayinda herhangi (z,,) -, zayif Cauchy dizisi diizgiin simrlilik ilkesinden

norm smirhidir. "Bir Banach uzayin yansimali olmas: icin gerek ve yeter sart her sinirl

[e%e)
n=1

dizinin zayif yakinsak bir altdiziye sahip olmasi" 6nermesinden, X yansimali ise (x,,)
dizisi zayif yigilma = noktasina sahip olacagindan, (z,,) -, zayif olarak x e yakinsar. X

yansimal1 degilse zayif Cauchy olan ancak zayif yakinsak olmayan diziler olabilir.

Tanim 4.3.9. Her zayif Cauchy dizisi zayif yakinsak olan Banach uzayima zayif dizisel
tamdir (WSC) denir.

co uzaymda x,, = ey +es+... + e, dizisi, (xn);’ozl zayif Cauchydir fakat zayif yakinsak

olmadigindan, ¢y zayif dizisel tam (WSC) degildir.
Onerme 4.3.10. Schur ézelligine sahip Banach uzayi zayif dizisel tamdir.

Ispat. (x,)77, zayif Cauchy olsun. Bu durumda, (ny),—,, (mg),, tamsayilarin herhangi

iki kesin artan dizisi igin (z,,, — xn, )., zayif sifir dizisidir ve limy_,oo || 2, — Zp, || = 0
olur. Schur 6zelliginden, (z,,) norm-Cauchy olup (z,,),~ ,, norm yakinsaktir. Norm yakinsak
olan her dizi zayif yakinsak olacagindan (z,,) dizisi zayif yakinsaktir. [
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5. BAZ CESITLERI

Bu bdliimde, [26, 23, 25, 24] kaynaklarindan, sonsuz boyutlu uzaylarda tanimlanan

sartsiz, biiziilen ve tamamen sinirh baz tiirleri ve 6zellikleri incelenecektir.

5.1 Sartsiz Bazlar

Banach uzaylarinda sartsiz baz kavrami ilk olarak Karlin [10] caligmasinda tanim-
lanmigtir. Karlin [10], sartsiz baza sahip olan uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemis ve bir

Schauder bazina sahip C'[0, 1] uzayinin bir sartsiz baza sahip olmadig1 ispatlamigtir.

Tanim 5.1.1. Bir X banach uzayinda her x € X i¢in }°,, u*(x)u,, serisi sartsiz yakinsak olan

(u,) bazina sartsiz baz denir.

(un)o—;, X uzayinda sartsiz baz olmast igin her 7 : N — N permiitasyonu i¢in
(uﬂ(n)>zo: dizisinin X i¢in baz olmasi gerek ve yeterdir.
¢, (1 < p < 00) Ve ¢g uzaymin kanonik (e,,) bazi sartsiz bazdur.

Sartli(sartsiz olmayan) baza 6rnek olarak, ¢y uzayinda
Jn= Z €k
k=1

baz1 verilebilir. Her £ = (&,) € ¢ i¢in f;; = e}, — e}, olmak iizere,

N N
71f*<€)fn = 2(62(5) — €n1(&)fn
n= n;[
= Z(ﬁn - fn—i—l)fn
n=1
N N+1
= Zénfn - Z gnfn—l
n=1 n=2
N
= Z én(fn - fnfl) - £N+1fN
n=1
N
= (Z §nen) — EnsifN
n=1
ve
N o0
‘g_Zf;(g)fn = Zgnen+§N+1fN
n=1 0o N+1 00
< Z Enén + ‘§N+1| ||fN||oo — 0, (N — OO)
N+1 o

oldugundan f,, bir bazdir.
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>, Qi fr serisinin yakinsak oldugu («v, ) katsayilarin olusturdugu kiime S olsun. "(«,) €
S olmast igin gerek ve yeter sart o, = §,, — &, 11 olacak sekilde £ = (&,) € ¢y bulunmasidir"
onermesi gecerlidir. >, «,, serileri mutlak yakinsak olmadik¢a Y, cv, f,, serisinin ¢y uza-
yinda yakinsakligi, (e,) isaret dizisinin her secilisine >, €, f,, serisinin yakinsakligina

denk olmaycagindan, (f,,) sartsiz baz olamaz.

Teorem 5.1.2. (u,,) -, dizisinin X Banach uzayinda sartsiz baz olmast igin gerek ve yeter
sart her N € N, |a,,| < |b,| (n = 1,2, ..., N) skaler dizileri icin,

N N
Z Ap Uy, Z bounl -
n=1 n=1

esitsizligini saglayan bir K > 1 sabitinin mevcut olmasidir.

<K (5.1)

Ispat. (u,);", sartsiz baz olsun. Y0°, a,u, yakinsak ise Teorem 2.4.8 ’dan her (,) €

(s igin 3°0° | t,a,u, yakinsakur. Banach-Steinhaus teoreminden Tf,) : X — X, x =

[e9)
n=1

lilik Prensibinden, (5.1 esitsizligini saglayan K saysi1 vardir.

apty, — Tx = 3, tya,u, ile tamml doniigiim lineer ve siireklidir. Diizgiin Sinir-

Tersine Y | a,u, serisi X uzaymda yakinsak olsun. Teorem 2.4.7°den _° , a,u,
serisinin sartsiz yakinsak oldugunu gostermek igin artan her (ny),- , tamsay1 dizisi bakimin-
dan >°>7, a,, u,, altserisinin yakinsak oldugunu gostermemiz yeterlidir. Verilen € > 0 i¢in

me > my > N oldugunda

< £
K

ma
S anun

n=mi+1

esitsizligini saglayacak sekilde N = N (€) € N sayisi vardir. N < ny, < ... < ngyy ise

k+l1 N1
D anytn | S K| D ajuy) <e
Jj=k+1 Jj=ng+1
bulunur ki bu > a,, u,, serisinin Cauchy dolayistyla yakinsak oldugunu gosterir. [

Tanmm 5.1.3. (u, ), X Banach uzayinin bir sartsiz bazi olsun. (5.1) esitsizligini saglayan en
kiigiik K sayisina (u,,) bazinin K, sartsiz baz sabiti denir. KX > K, oldugunda (u,,) bazina

K -sarts1z denir.

(u,)22;, X Banach uzaymin bir gartsiz bazi olsun. |«,| = 1 olan («,) skaler dizisi
icin, T(q,) : X — X, T{a,) (32001 antiy) = D00 | (any, ile tamml izomorfizm doniisiimiinii

alalim. Bu durumda
K, = ?u[; {HT(%)H :Vn €N, |a,| = 1}

olur.
Her A C Nkiimesiicin Py : X — [ug], x = D02 uj(x)ur, — Pa(x) = > pea ujpi(@)uy
ile tamiml bir projeksiyon vardir. { P4 : A C N} kiimesinin her bir elemanu, (u,,) sartsiz baza

kargilik gelen dogal projeksiyonlardir.
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Teorem 5.1.4. (u,,)>° |, X Banach uzaymn bir bazi olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) (uy,) sartsiz bazdur.
(ii) Her A C N icin P4 doniisiimii iyi tanimlidur.
(iii) Her A C N i¢cin P4 doniisiimii iyi tanumli ve sup 4 || P4|| < oo.
(iv) sup{|| Pr| : F C N, F sonlu } < oc.

(v)Her tiimleyeni sonlu B C N icin Pp doniisiimii iyi tanimli ve
sup{||Pg|| : B C N, B nin tiimleyeni sonlu } < cc.

Yukaridaki ifadelerden bir gecerli ise (iii), (iv) ve (v) deki supremumlar ¢akigstr.

Ispat. Teorem 3.1.3’den (i), (ii) ifadesini gerektirir. Diizgiin stnirlilik prensibinden (i), (iii)
onermesini gerektirir. (iii) nin (iv) 6nermesini ve (iv) nin (v) onermesini gerektirmesi agiktir.
(iv) nin (iii) 6nermesini gerektirdigini gosterelim. A C Nve S = supp(z) = {n :

u)(z) # 0} sonlu olan € X elemani i¢in Py(z) = Png(z) olacagindan,
[Pa(x)ll = [|Pans(@)]

< |[[Pansll |||
< sup{||Pr|| : F C N, F sonlu } ||z||

N

olur. Yogunlukdan dolay1 P, doniisiimiiniin X uzayina genislemesi sinirlidir.
(v) nin (iii) onermesini gerektirdigini gosterelim. A C N ve S = supp(z) sonlu olan

x € X elemani i¢in P4(z) = Pyngc(x) olacagindan,

[Pa(z)]| = [[Pansell 2]
sup{||Pg|| : B C N, B¢ sonlu Hz|]

N

olur. Yogunluktan dolay1 P4 doniisiimiiniin X uzayina genislemesi sinirlidir. [

5.2 Biiziilen ve Smmirh-Tam Bazlar

Bir X Banach uzaynin (e,) bazina karsisik gelen (e) biortogonal fonksiyoneller

dizisi X ™ uzay1 i¢in temel dizi olup, baz olmayabilir.

Tanmm 5.2.1. X Banach uzayinin bir bazt (u,), baza karsilik gelen biortogonal fonksiy-
oneller dizisi (u) ve her bir pozitif m tamsayisi i¢in z* elemaninin [u,,]7° = uzayna kisit-
laniginin normu |z*|[ .,y olsun. Her z* € X* i¢in lim,, [|2*(|,,) = 0 oluyorsa, (u,) bazina

biiziilen(shrinking) baz denir.

Teorem 5.2.2. (u,), X Banach uzaywun bir bazi ve baza karsilik gelen biortogonal fonksiy-
oneller dizisi (u}) olsun. (u}) dizisi X* uzaymin bazi olmast igin gerek ve yeter sart (uy,)

bazimin biiziilen olmasidrr.
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Ispat. (u}) dizisi X* uzayinin bazi olsun. z* = ¥, a;uj € X* ise her m pozitif tamsayisi

icin

7

(m)

oo
= | Y

o0
Z a;u;

1=m+1

IN

esitsizligi gecerli olup,
lim || .,y = 0
bulunur. Buna gore (u,) bazi biiziilendir.

(u,) bazi buiziilen, (u,) dizisinin baz sabiti K ve z* € X* olsun. Her m pozitif

tamsayisi ve x = ), a,u, € X i¢in

Z QnUn < Z ApUn || + Z ApUp
n=m+1 n=1 n=1
< 1+ K)|D anun,
n=1
ve buradan
| ( - Z<x*<un>>uz) (z ) = | (z ) |
n=1 n=1 n=1

oo
D anitn

n=1

IN

17|y (1 + K)

esitsizligi elde edilir. Buna gore her m € N i¢in

< e |y (T + K)

2~ i(x*(un»u;

olacagindan

- i(m*(un))uz =0

n=1

lim
m

bulunur.Bu ise X* = [u;]7° dolayistyla (u; ) dizisinin X* uzay1 i¢in bir baz oldugunu gos-
terir.
]

Teorem 5.2.3. (u,,), X Banach uzaywn bir bazi olsun.
(i) (uy,) biiziilen bazdir.
(ii) Her z* € X* i¢cin lim,, ||z* — Plz*|| = 0.
(iii) X uzaywmn her sinirli blok dizisi zayif sifir dizisidir.

onermeleri denktir.
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Ispat. (i) = (ii): Z = [u}] olmak iizere, P} : Z — Z baz projeksiyonlari olmak iizere, (u,,)

biiziilen baz ise (u)), X* i¢in baz olacagindan, her z* € X* i¢in
lim |z — Prx*|| =0

bulunur.
(i) = (iii): (x,), X uzayinda siirh blok dizi ve C' = sup,, ||z, || olsun. Bir z* € X*
ve ¢ > 0 alalim. n > ny i¢in ||z* — Pfz*|| < ¢ olacak sekilde ng sayisini secelim. Bu

durumda, n > ng i¢in min supp(x,) > ng ve (I — P,,)x, = x, olup,

2% (zn)| = |2 (L = B )n)]
= (" = P ")z,

< Ce

bulunur. ¢ keyfi oldugundan, z*(x,) — 0 elde edilir. Her * € X igin bu tartisma gegerli
olacagindan, (z,,) dizisi zayif sifir dizisidir.

(i) = (@) [|[2"|| x+/pz) > € > 0 olacak sekilde bir 2* € X* elemant mevcut olsun.
x*(x1) > € olacak sekilde sonlu destege sahip (supp(z) kiimesi sonlu) olan bir z; € By
eleman1 secelim. n; = max supp(z;) olsun. (z* — Py x*)(x;) > e veherbir1 <i < k
icin supp(x;) C [1, n;] sartlarint saglayan 1, o, ..., xx_1 C Bx ve ny,na, ..., ng_; sayilarin

* * *
5 Pnk_lx

secelim. ‘

> ¢ oldugundan (z* — P _ x*)(x) > € ve sonlu destege sahip
x), € Bx eleman vardir. n;, = max supp(zy) olsun. Bu sekilde tekrarlamali yapiy1 tamam-
layalim.

Her bir i € Niciny; = (I — P,,_,)z; aliursa, supp(y;) C (ni—1,n] ve ||lyi|| <

1+ |

*

< 1+ K olur. Buise (y;) dizisinin smirl blok dizi ve her ¢ i¢in 2*(y;) =
(x* — Py, _,x*)(x;) > ¢ oldugunu gosterir. Su halde, (y;) dizisi zayif sifira yakinsak olmayan

bir sinirli blok dizidir. L]

(7 uzayinda z* eleman1 (1,1,1,...) € £ almirsa, her n € Nigin ||z* — Piz*|| =1
olup,
lim |z* — Pra|| = liml=1#0

oldugundan, ¢; uzaymnin kanonik bazi biiziilen bir baz degildir. ¢y ve £, (1 < p < 00)
uzaylarinin kanonik bazi, her simirli blok dizi, zayif sifir dizi olmak zorunda oldugundan,

biiziilen bazdir.

Teorem 5.2.4. (u,,), X Banach uzayimn sartsiz bazi olsun. Bu durumda,
(i) {1 uzayr X icine gomiiliir.
(ii) (u,) baz biiziilendir.

onermelerinden sadece biri dogrudur.
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Ispat. (u,) bazmn biiziilen baz olmast X* uzaymin ayrilabilir olmasim ve ¢; uzayinimn X
icine gdmiilmesi X* uzayinin ayrilabilir olmamasini gerektiginden, her iki 6nermenin ayni
anda dogru olmasinin miimkiin olmadigini1 gosterir.

(u,) biiziilen baz olmasin. Bu durumda zayif sifir olamayan bir (z,,) sinirli blok dizisi
mevcuttur. Her ¢ > 0 ve n € Ni¢in x*(x,) > ¢ olacak sekilde * € By- elemani vardir.Bu

ise, terimleri negatif olmayan (a;) skaler dizisi i¢in

n
Z a;x;
=1

n
> () a;)
i=1
n
> SZCM
i=1

oldugunu gosterir. (u,) dizisi K-sartsiz ise (x;) dizisi de K-sartsiz olup, herhangi bir (a;)
skaler dizisi i¢in

n

> (e/K))_lail

=1

n
> aiT
=1

olacagindan, (z;), ¢, uzayinin bazina denktir. O

Tanmim 5.2.5. X Banach uzaynin bir bazi (u,,) olsun.

sup < 00

n

n
D axuy
k=1

olan her (a,) skaler dizisi igin >_j_; apuy serisi yakinsak oluyorsa, (u,,) bazina sinirli-tam

baz denir.

(er), £, (1 < p < o0) uzaymn kanonik bazi olmak iizere, (ax) skaler dizisi i¢in

sup,, [|272; aieql], sonlu ise
o0 n
Z|az‘| = SUPZ|az‘|
i=1 "=l
n
Zaiei
i=1

= sup
n

P
p
< o

oldugundan }; a;e; serisi (a,) € ¢, elemanina yakinsar. Bu nedenle ¢, uzayinin kanonik
bazi sinirli-tam bazdir.

¢ uzaymin (e, ) kanonik bazi,

n

D ek

k=1

sup
n

= sup
n

(1,1,1,..., 1,0,0,..)

[e's] n.terim

o0
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oldugu halde
e
k
serisi ¢y uzayinda yakinsak olmadigindan, sinirli-tam baz degildir.

Yine, ¢y uzaymin f, = >°}'_, e bazi,

n

Y (=D fi

k=1

sup =1

n

(e 9]

oldugu halde
> e
k

serisi ¢y uzayinda yakinsak olmadigindan, sinirli-tam baz degildir.

¢, X Banach uzayindan [u}|* uzaymna ¢(x)(>; a;ul) = 3; a;ul(z) ile tamml dontigiim
olsun. [u}] C X* oldugundan ||¢(z)| < ||z| esitsizligi gecerlidir. Her x € X ve sabit bir
n € Nigin ||P,z| = *(P,x) olacak sekilde bir z* elemanini bulabilirz. (u,) bazinin baz
sabiti K olmak iizere, y* = Pyz} /K olarak alalim. Bu durumda (y}) dizisi [u}]| uzaymm
birim yuvarinda olup y*(xz) = z!(P,x)/K = ||P.x| /K — |z||/K elde edilir.Bu ise,

|o(x)|| > [|z]] /K ve ¢ doniisiimiiniin izomorfik bir ggmme oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.6. (u,,), X Banach uzayimin bir bazi ve Z = [u}] olsun. Bu durumda,
(i) (uy,,) sturli-tam bazdur.
(ii) (x,,), stfir dizisi olmayan smurlt blok dizi ise sup y HZ,]:/:l an =00
(iii) p - X — 7%, (¢(x)(X; aul) = X, aul(x)) drten dir.

onermeleri denktir.

Ispat. (i) = (ii): (z;) bir blok dizi ise k > i i¢in uj(X}_, z;) = uj(Xi_, z;) olur. a; =

uy (35—, v;) alalim. SN asu; = Py SN, x; olacagindan, (u;) bazimin baz sabiti K olmak
uzere,

<K

N N
Z a;U; Z ZT;
i=1 =1

< 00 ise supy HZiJL a;u;

esitsizligi saglanir. supy HZZ-]L T < 00 Ve Y72, a;u; serisi

yakinsak olur. Her n € N i¢in mg = 0 ve m,, = max supp(x,,) alinirsa,
Mn—1

mn
S a3
=1 =1

lxnl = — 0, (n — o0)

bulunur.

(i) = (iii) f € Z* ve y, = > f(uf)u,; alinirsa, her Y222, a;uf € Z igin
(X aid) ()l = 1D aif (u])]
1=1 =1

= £y ) au)|
i=1
K1l

IA
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bulunur. Bu ise (y,,) dizisinin norma gore yakinsak oldugunu gosterir. Bu durumda, ¢(y,,)
dizisi de norm yakinsaktir. ¢(y,,) siurly, n > ¢ icin ¢(y,)(u}) = f((u*) ve yogunluktan
dolay1 her z* i¢in ¢(y,)(z*) — f((z*) oldugundan, ¢(y,) Y f oldugu goriliir.

(iii) = (i): sup,, ||> 0, aiu;|| = C < oo olacak sekilde (ay) skaleri igin ¢(u;) = u}*
oldugundan sup,, ||>% ; a;uf*|| < oo olur. > buf — > a;b; doniisimii [e*]* uzayinin bir
eleman: olacagindan, ¢(z) = f olacak sekilde © € X elemani mevcuttur. Her bir ; € N
icin a; = f(u}) = ¢(x)(u}) = uf(x) olup, z = Y a;u; olduundan, Y, a;u; serisi norm

yakinsaktir. 0

Teorem 5.2.7. (u,), X Banach uzayimin sartsiz bazt olsun. Bu durumda,
(i) co uzayr X icine gomiiliir.
(ii) (uy,) bazi sirli-tamdur.

onermelerinden sadece biri dogrudur.

Ispat. (u,), X uzayinda simirli-tam baz olsun. Bu durumda sup HZnN:1 an =(C <
olacak sekilde (z,,) yarmormallestirilmis blok dizisi vardir. Herhangi bir N € N ve |¢] = 1
¥V anan < OK esitsizligi

gegerlidir. Her N € N ve (a;) skaler dizisi i¢in @ = max;<;<y |a;| olmak tizere,

olan (g,,) dizisi i¢in, (u,) bazinin baz sabiti K olmak iizere,

N N
> aix; € co{ad et |ei| =1} C aCKBx

i=1 =1

oldugundan HZf\Ll a;x;|| < aCK olur. (z;) yarinormallestirilmis blok dizi oldugundan, ¢,

bazini igereceginden, ¢y uzayinin bazina denktir.
[

Teorem 5.2.8. X Banach uzaywun (u,) bazimn biiziilen (sutnrli-tam) bazi olmast icin gerek

ve yeter sart (u) dizisinin sinirli-tam (biiziilen) baz olmasidur.

Ispat. Heri € Nigin ¢(u;) = ui*, X* uzayi, Y32, a;u} serisinin sinirl kismi toplamlaryla,
[wl]* uzay1, 22, a;ul* serisinin siirlt kismi toplamlariyla tanimlanabilir. (u;) bir biiziilen
baz1 olmasi igin gerek ve yeter sart >, a;e} serisinin kismi toplamlartyla olusturulan [u}]
uzayinin norm yakinsak °; a;u; serilerinden olugsmasidir. Bu ise sinirl kismi toplamlarin
norm yakinsaklifa denk oldugunu gosterir. Su halde (u, ) bazinin biiziilen olmast i¢in grek

ve yeter sart (u;) bazinin sinirli-tam olmasi gerektigini anlariz. [l
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