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asamasinda yardim, Oneri, tecriibe ve desteklerini esirgemeden beni her konuda yonlendiren
danigman hocam Sayin Do¢. Dr.Murat CANDAN’a, tez yazimi konusunda her tiirlii destegini
eksik etmeyen hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa Kemal OZDEMIR’e ¢alismalarimda ayrica
hayatimin tiimiinde oldugu gibi bu calismalarim siirecinde de bana her tiirlii destekte bulunan
aileme tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Bazi Dizi Uzaylarinda Dizisel Cift Band Matrisinin
Etki Alam ” baslikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima
basvurmaksizin tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin iginde
hem de kaynakcada yoOntemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu
onurumla dogrularim.
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Tez konusu olarak hazirlanan bu ¢aligmanin ana amaci ),B(, 5) dizi uzayin tammlamak ve
bu uzayin - ve y- duallerini belirtmektir. Burada A dizi uzay1 /., ¢, ¢y veya ¢, uzaylarmdan
herhangi birisidir. Ayrica bu calismada ¢, ¢y ve E uzaylari i¢in Schauder bazi verlhp 0y ve
€ uzaylarinin bazi topolojik 6zellikleri 1ncelend1 Son olarak QLB(~ §) uzay1 iizerindeki matris
donu§umler1n1n baz1 siniflar1 karekterize edildi.

Bu calisma asagidaki gibi diizenlenmistir.

Birinci boliimde, matris etki alan1 araciligiyla yeni bir dizi uzayi insa etme yonteminden
ve halihazirda literatiirde bulunan bu yontem icin kullanilan farkli sonsuz band matrislerinden
sOz ettikten sonra tezin boliimlerinin kisa bir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciincii boliimde, fark dizi uzaylari iizerindeki calismalar 6zetlendi.

Dérdiincii bolimde, A € {{w, ¢, co,€,} olmak lizere A dizi uzayinda B(7, §) dizisel gift
band matrisinin 7LB( 5) etki alanini tammlanarak ve lB(; 5 hin B- ve y- duallerini belirlenmistir.
Hangi sartlar altinda A C /IB(r 5) oldugu ve A= 7LB(~ 5 esitliginin saglandigim ispatladiktan
sonra (co)p(rs5), (€1)B(r5) Ve (Ip)p(rs) uzaylarmin Schauder bazi verildi. Son olarak ¢o, 7y ve
p>1iken? p uzaylarinin bazi topolojik ozellikleri incelendi.

Besinci boliimde, bir iicgensel matrisin etki alanindan herhangi bir dizi uzayia matris
doniigtimlerini karakterize eden genel bir teorem ifade ve ispat edildi. Bu basit teoremin
uygulamasi olarak A € {{w, ¢, co, £y} ve p € {lw, ¢, co, {1} olmak iizere Ap(r5 dan p ye
matris doniistimlerinin gerekli ve yeterli sartlarin1 veren bir tablo sunuldu.

Altinc1 boliimde, tezde elde edilen sonuglara deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Beta ve gamma dualleri, dizi uzaylarinda matris etki alani, Schauder
bazi ve matris doniigiimleri.
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The main purpose of this study, which is prepared as a thesis topic, is to define the sequence
space AB(;S) and to specify the f— and y— duals of this space. Here, the sequence space A is
any of the 4, ¢, co or £, spaces. In addition, in our study, Schauder basis for ¢, ¢y and v » spaces
is given and some topological properties of ¢, #; and 571, spaces are examined. Finally, some
classes of matrix transformations on the space ?LB(ﬁ §) are characterised.

This study is organized as follows.

In the first chapter, after mentioning the method of constructing a new sequence space via
matrix domain and the different infinite band matrices used for this technique available in the
literature, a brief summary of the chapters of the thesis is presented.

In the second chapter; basic definitions and theorems are given.

In the third chapter; The studies on difference sequence spaces are summarized.

In the fourth chapter; We have defined the domain of ?LB(ﬁ 5 of the sequential double band
matrix B (F,§) in A sequence space, A € {lu,c,co,¢,} and Ag; ;) We have determined the f—
and y— duals of . After proving under which conditions it is A C ?LB(N) and the equality of
A = Ap(y5) 1s satisfied, we have given the Schauder basis of (co)ps ;) ~(€1)B(;L§) and (£P>B(F,s~)
spaces. Finally, we examined some topological properties of spaces ¢y, ¢1 and £, when p > 1.

In the fifth chapter; A general theorem characterizing matrix transformations from the
domain of a triangular matrix to any sequence space is stated and proved. As an application
of this simple theorem, A € {/w,c,co,¢p} and pt € {lu,c,co,?1} .We have made a table giving
necessary and sufficient conditions for matrix transformations from QLB(;’ 5 o U

In the sixth chapter, the results we have obtained in the thesis are mentioned.

Keywords: Beta and gamma duals, matrix domain of a sequence space, Schauder basis and
matrix transformations.



1. GIRIS

Insanlarin genellikle 6grenimleri sirasinda ilk karsilastiklari sayilar, bir seyleri saymak icin
kullanilan 1, 2, 3,... sayilaridir. Bu sayilar O sayisinin katilimi ile olusturulan ciimleye dogal

sayilar climlesi denilmekte ve N sembolii ile gosterilmektedir.

X bos ciimleden farkli herhangi bir ciimle olmak iizere N den X e tanimlanan herbir
fonksiyona bir dizi denir ve diziler X e gore adlandirilir. X = R ise bu diziye bir reel terimli
dizi denir. Bu tezde kullanilan tiim diziler birer reel terimli dizidir. Diziler ile yakindan iligkili
olan bir diger kavram ise seri kavramidir. Verilen bir (x,) reel terimli dizisinin tiim terimlerinin
toplanmasi veya carpilmasi ile birer seri elde edilir. Detaylari lisans derslerinden iyi bilinen bu

serilerden bu tezde sadece sonsuz toplam seklinde olan seriler kullanilmistir.

Bilindigi gibi dizi uzayi insa etmenin bir ¢ok farkli teknigi bulunmaktadir. Bu tekniklerden
biri sonsuz bir matrisin etki alanim1 kullanmaktir. Bu fikir son zamanlarda bir¢cok matemetik¢i
tarafindan kullanilmistir. Detaylar1 tezin ilerleyen kisimlarinda verilmis olan matrislerden
bazilari; fark matrisleri, genellestirilmis fark matrisi veya bagka bir ifade ile terimleri sifirda
farkli iki sabit dizi ile teskil edilmis matris, yine terimleri sifirdan farkli {i¢ sabit dizi ile
teskil edilmisg ti¢clii band matrisi, terimleri sifirdan farkli ve yakinsak iki farkli dizi kullanilarak
olusturulmus ikili dizisel band matrisi, Fibonacci dizileri ile olusturulmus band matrisleri ve
burada sayamayacagimiz farkli matrisler bunlardan bir kismidir. Bir¢ok arastirmaci bu ve
benzeri matrislerin farkli dizi uzaylarindaki etki alanini kullanarak insa ettikleri yeni dizi
uzaylarinin cesitli 6zelliklerini incelemislerdir. Son zamanlarda matris etki alanim1 kullanilarak
inga edilmis mutlak olmayan tipten yeni dizi uzaylarmin cebirsel, topolojik ve geometrik
ozelliklerinin agiga cikarilmasi incelemeye deger goriilmiistiir. Bu arastirma calismalarinin

bazilar1 [1-14] nolu referanslarda verilmistir.

Bu tezin temel kaynagi Candan’in [1] nolu referansindaki makalesi olup toplamda alti
boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci boliim cebir, fonksiyonel analiz
ve cesitli toplanabilme derslerinden iyi bilinen ve tezin ilerleyen kisimlarda kullanilacak olan
temel tanim, teorem ve sonu¢ gibi kavramlar sunulmustur. Uciincii boliimde fark dizi uzaylari
lizerindeki ¢aligmalar 6zetlenmigtir. 4. boliimde (., ¢, co,{, dizi uzaylarinda dizisel ¢ift band
matrisinin etki alanin1 tanimlanarak ve - ve y- duallerini belirlenmistir. Schauder bazina

deginilmistir. 5. boliimde bir {icgensel matrisin etki alanindan herhangi bir dizi uzayina matris



doniistimlerini karekterize eden bir teorem ifade ve ispat edilmis ve bu teoremin bir uygulamasi

yapilmustir. 6. ve son boliimde tez ¢calismasinda elde edilen sonuglara deginilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde tezin ilerleyen boliimlerinde ihtiya¢ duyulan fonksiyonel analiz, cebir branglarinin
temel tanim, teorem ve sonuclarina yer verilmistir. Matris etki alan1 tanimini kullanarak yeni bir

dizi uzay1 insa etme yonteminde kullanilacak bazi sonsuz matrislerin tanimina yer verilmistir.

Calisma boyunca aksi soylenmedik¢e p,qg > 1; % + % =1 ve dizilerin negatif terimlerini sifira
esit olarak kabul edilecektir. Gosterimde basitlik olmasi i¢in toplam sembollerindeki 0 dan o a

ifadesi yazilmayacaktir.

Tamm 2.0.1. X, bostan farkli bir ciimle ve F kompleks ya da reel sayilarin bir cismi olmak
lizere

+:XxX =+ X
S FxX =X
islemleri her x,y,z€ X ve a,B € F igin
) x+y=y+x,
i) (x+y)+z=x+(+2),
iii) x+ 0 = x olacak sekilde bir 6 € X mevcut,
iv) x+ (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € X mevcut,
v) lx =x,
vi) A(x+y) = Ax+ Ay,
vii) (A 4+ t)x = Ax+ ux,
viii) A(ux) = (Au)x
sartlarimi saglarsa, X e F skaler cismi iizerinde bir vektor (lineer) uzay denir [15].

Tanim 2.0.2. X bostan farkli bir ciimle ve d : X x X — R bir fonksiyon olmak iizere her x,y,z € X
icin,

)d(x,y)=0&x=y,

i) d(x, y) = d(y,x),

iii) d(x,y) < d(x, z) +d(z,y)



kosullarint saglayan d fonkiyonuna X de bir metrik ve (X, d) ifadesine de bir metrik uzay
denir [15].

Tamim 2.0.3. X bir uzay (lineer) ve ||.

, X den R ye tamimli olmak iizere eger her o skaleri ve

x,y € X vektorii igin;
i) ||of] =0,
i) |Jox]|| = [or[[x]],
iii) [+ | < [lxl [+ Iy

kosullarint saglaniyorsa,

.|| fonksiyonuna X de bir yari-norm ve (X,||.||) ifadesine de bir

yari-normlu uzay denir. Eger X, (ii) ve (iii) kosullariyla birlikte

|x]| =0 ise x=0
kosulunu da saglarsa ||.|| fonksiyonuna bir norm ve (X,||.||) ifadesine de normlu uzay denir
[15].

Tamm 2.0.4. Lineer uzaylari lineer uzaylara doniistiiren doniisiime operator denir. Ayni K cismi
iizerinde tamumli olan X ve Y iki lineer uzay olmak iizere ve her x,y c X ve ¢ € K icin, T : X —Y
operatorii;

T(x+y)=T(x)+T(y) ve T(ox)=aT(x)
kosullarint sagliyorsa T ye lineer operator denir [15].

Tanim 2.0.5. A bir uzay (lineer) ve Ty ise A uzayinda adi toplam ve skalerla carpum islemlerini
siirekli yapan topoloji olsun. O halde (A, 7)) ifadesi, topolojik vektor uzayt (TVU) veya lineer

topolojik uzay, T, topolojisi de A iizerindeki lineer topoloji olarak ifade edilir [16].

Tamm 2.0.6. X ve Y iki vektor uzay olsun. Eger birebir orten bir T : X — Y doniisiimii lineer
ise T doniisiimii X vektor uzaymndan Y vektor uzayina bir lineer izomorfizm adini alir. Buradan

X ve Y uzaylari (lineer) izomorfik uzaylar olarak adlandirilir [15].

Teorem 2.0.1. (X, d) bir metrik uzay N C X ve N, N nin kapamsim gostermek iizere,
X € N <= x, — x olacak sekilde (x,) € N

olmasidir [15].

Tanmm 2.0.7. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere eger X de tamumli olan skalerle ¢carpma ve

toplama islemleri d nin iirettigi topolojiye gore siirekli ise X e lineer metrik uzay denir [17].

4



Tanim 2.0.8. @ tiim kompleks dizilerin uzayi ve A C ® icin A, ® uzayt iizerinde tamumli vektor

uzay islemleriyle bir vektor uzayi ise A uzayt bir dizi uzayi olarak ifade edilir.

Tamm 2.0.9. ¢ yakinsak, (.. simrli, g sifira yakinsayan dizilerin uzayi ve £, de p-inci dereceden
mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzaylarini ifade etmek iizere;

m="/lew={x=(x;) € ®: suplxg| < oo},
keN

c={x=M)€ew: HeC > limx, =1},
k—yoo

co={x=(x) € @: limx; =0},
k—voo

ly={x=@)em: ) |x|P<e}, (1<p<eo)
k

olarak tamimlanir [16]. Diger taraftan sumirl seri teskil eden dizi uzay bs ile, yakinsak seri tegkil

eden dizi uzayi cs ile gosterilir. Yani

bs:{xz(xk)ew:sup|2xk| <°°},
k

keN

cs={x=(xk)€w:5|€€((39khm (;xk> =E<00}

—yo0

olarak tamimlamir. Ayrica (xx — xpvq) in {1 de oldugu tiim (xi) dizilerinden olusan simirl

salimmli dizilerin uzayt bv de

bv:{x:(xk)ea): Z|xk—xk+1| <<>0}

k

seklinde ifade edilir. bvo uzayi ise bv ve co uzaylarinin ara kesitidir. Yani bvo = bv(Ncq dir.

Her n,k € N i¢in a,; € C olmak iizere bir A = (a,,;) sonsuz matris igin;
(Ax)n =Y @mx, (n€N, x € Doo(A)) 2.1)
k

olarak yazilir. Burada Dgo(A), bir sonlu toplam olarak toplami mevcut olan x = (x;) € o lardan
ibaret olan @ nin alt uzayim gostermektedir. Daha genel olarak eger u normlu uzay ise (2.1)
esitliginin sag tarafindaki seriler 4 normuna gore yakinsak olacak sekildeki x = (x;) € @
dizilerinin ciimlesi i¢in Dy (A) yazilir. A dizi uzaymi, u dizi uzayina tagryan biitiin matrislerin

sinifin1 (A : p) ile gosterilir. Yani
(A1) ={A: 1 C Du(A)}

olarak ifade edilir.



Tanim 2.0.10. A ve u iki dizi uzay olmak iizere;

SA,u):={z=(z) € 0:xz= (xzx) €U, her x=(x) € A}
olarak verilen S(A, ) ciimlesine A ve W uzaylarimn ¢arpim uzayi denir.
Tamim 2.0.11. A bir dizi uzay: olmak iizere;

A*={a=(ax) E®:Vx € Aiginax € l,}

={a=(aq) ew:VxeA iginz | &,y | <eo},
3

AP ={a=(a;) € w:Vxe A icinax € cs}

={a=(q) ew:Vxel iginZa,xk yakinsak},
k

A"={a=(a;) € ®:Vx € A igin ax € bs}

n
={a=(ax) € ®:Vx € Aigin sup| Y ogxy| < oo},
nog=l

ciimlelerine sirastyla A uzaywun -, B-, y- duali denir [18].

Burada carpim uzayinin tanimi kullanilirsa a-, -, - dualleri su sekilde gosterilebilir.
A% =8 (A, 0), AP:=S(A, cs) ve AY:=S(A, bs).
Burada u C v C A olan bir v dizi uzay1 i¢in
S(A,u) CS(v,u) ve S(A, u) CS(A,v)
kapsama iligkilerinin saglandigini1 gérmek kolaydir.
Tamm 2.0.12. A bir dizi uzayt olsun. A uzayt icin,
A={(u) € w:Ix=(x) €A, Vk € Nicin |u |< x|} € A
kapsama islemi gecerli ise A uzayina solid uzay denir [16] .
Teorem 2.0.2. A bir dizi uzayi olmak iizere

A uzayr solid uzaydir <=l A C A

dir [16].



Teorem 2.0.3. A, ® uzaywun bir altuzayt olmak iizere A solid uzay ise A% = AP =AY dir [16].

Ornek 2.0.1. )¢, o, lp (1 < p <o), covels dizi uzaylar solid dir.

b) bv ve c uzaylari solid degillerdir.

Tanim 2.0.13. k > n olmak iizere a, = 0 ve her n € N icin ay, sifirdan farkli ise A = (a)

matrisine iicgen matris denir.

Lemma 2.0.1. Bir x dizisi ve A, B iicgen matrisleri icin;
A(Bx) = (AB)x

oldugu aciktir. Buna ilave olarak U iicgensel matris ise U™' =V terside iicgen matris olup
tektir. Buradan her x € ® igin

x=U(Vx)=V(Ux)
saglanir [16].

Tanim 2.0.14. Swurl diziler arasindaki lineer doniisiime limitleme metodu denir [19].

Simdi ileride ihtiya¢c duyulacak bazi iiggensel limitleme matrislerinin tanimin1 verelim.

Pozitif reel sayilarinin bir dizisi t = (#) i¢in

n
T,:=) t (neN)
k=0

olsun. Bu taktirde birinci siradan Cesaro ortalamasi, Riesz ortalamasi ve r-inci siradan Euler
ortalamasi sirasiyla C = (c,x), R' = (r},) ve E" = (e}, ) matrisleri ile agagidaki gibi tamimlanur.

Burada her k,n € R icin;

0 , (k>n)
o[ 4 (0<k<n)
L0, (k>n)
ve
¢ (Z)(l—r)”_krk , (0<k<n)
Cnke += 0 . (k>n)
dir.

Her k € N igin u; sifirdan farkli olan tim u = (uy) dizilerinin ctimlesi U ile gosterilir. u € U

igin 1 = (uik) olarak yazilir.



u,v,z € U ve S = (s,;) toplam matrisi, A = (5, ) fark matrisi, G(u,v) = (gux) genellestirilmig
agirlikli ortalama veya faktoriyellenebilir matrisi, A" = (Af;?) , AL ={an(r)} ve A= (d’))

her k,m,n € N icin;

Snk +—
(=n"* (0<k<n)

0 , (0<k<n—1veyak>n)
v , (0<k<n)

{
{
g“k::{u% . (k>n)
{ +
{

Cpk +—

rkuk 5 (nggl’l)

= n+1
ank(r) 0 : (k N n)
& = (=1)"*z ,  (maks {0,n—m} <k <n)
& 0 . (0<k<n—1veyak>n)
Am . D) (maks {0,n—m} <k <n)
nk 0 , (0<k<n—1veyak>n)

olarak tanimlanir. Burada u,, sadece n ye ve vk sadece k ya baghdir.
Tamm 2.0.15. A bir sonsuz matris ve bir A dizi uzay: icin,
M i={x=() Ew:Axc A} (2.2)

olarak ifade edilen ciimleye A matrisinin A—etki alani denir. Bu durumda A4 ifadesi de bir dizi

uzayi olarak adlandirilir [16].
Tamim 2.0.16. Bir A dizi uzayt igcin As uzayin siirekli duali
AM={f:f=goA, ger"}
olarak tanimlanir.
Bir A dizi uzayindan bir A limitleme matrisi ile iiretilen A4 yeni dizi uzay1 ¢ogu durumda
orijinal A uzayinin genislemesi ya da biiziilmesi olmasina ragmen bazi1 durumlarda bu uzaylarin
cakistif1 gozlemlenebilir. Gergekten A € {{w,c, ¢ } igin Ay C A kesin kapsamasinin saglandigi

kolaylikla goriilebilir. Bunun gibi A € {/.., ¢, co, £p} i¢in A C A5 kesin kapsamasi var oldugu

sonucuna da ulagilabilir. Buna ragmen eger
A=co®span{z} z=((—1b),
olmak iizere x € A i¢in gerek ve yeter sart bazi s € ¢ ve baz1 a € C i¢in

X =s5+0z2

8



olmasidir ve her n € N igin A matrisi de satirlarinin herbiri A, := (—1)"e(") olarak tanimlanirsa

Ae =z € A fakat Az=e ¢ A olur bu da
ZEA\M ve e€M\A

sonucunu verir. Buradae = (1,1,1,....) ve e deherbirn e N i¢in n-inci terimi 1 diger terimleri

sifir olan dizidir.
Yani A4 ve A dizi uzaylar1 daima birbirlerini kapsamak zorunda degildirler [20].

Matris etki alani aracilifiyla bir 6zel limitleme metodunun yeni bir dizi uzayr kurma
yaklastmi son zamanlarda Wang [21] , Ng ve Lee [22], Malkowsky [23], Altay ve Basar
[24,25], Malkowsky ve Savas [26], Basarir [27], Aydin ve Basar [28], Sengoniil ve Basar [29],
Malkowsky ve digerleri [30] tarafindan kullanildi.

Tablo 1 de A, A> ve A" sirasiyla A1), A?) ve A matrislerinin transpozudur ve co(u, p)
ve c(u,p) swrastyla u € U igin cp(p) ve ¢(p) uzaylarinda olan x = (x;) dizilerinden ibaret
olan uzaylardir ki bu uzaylar Basarir [27] tarafindan incelendi. Son zamanlarda belirli topolojik
ozellikleri iireten yeni teknikler, 6rne§in AK—, KB—, AD— ozellikleri, solidlik ve monotonluk
ve bir dizi uzayinda bir iiggensel matrisin § — ve y- duallerini belirleme de Altay ve Basar [25]

tarafindan verildi.

Tamm 2.0.17. r,s € R\{0} ve her n,k € N i¢in

, (k=n)
by =< s , (k=n—1)
0, (0<k<n—1veyak>n)

olarak ifade edilen B(r,s) = {bu(r, s)} matrisine genellestirilimig fark matrisi denir.

Burada su da kaydedilmelidir ki B(r,s) matrisinde r = 1 ve s = —1 ahmrsa A fark
matrisi elde edilir. Bu nedenle B(r, s) matrisinin matris etki alani ile ilgili elde edilen sonuglar
AW in matris etki alani ile ilgili elde edilen sonuclardan daha kapsamli ve daha geneldir ve de

bu sonuglart igerir.

Tanmm 2.0.18. 7= (r,),_, ve § = (sn),_ pozitif reel sayilarin yakinsak dizileri ve her k,n € N

icin
m , k=n
byy: =< s, , k=n-—1
0 , (0<k<n—1veyak>n)

olarak tanmimlanan B(F,5) = {bu(F, §)} matrisine ¢ift dizisel genellestirilmis fark matrisi denir

[31].



Sonsuz A matrisinin A dizi uzayinda A4 etki alani ile iligkili olan bir kismu1 yukarida verilmis
olmasi ile birlikte Feyzi Basar 1n [20] "Summability theory and its applications" adli kitabinin
50-inci sayfasindaki tablo ve referanslar esas alinarak olusturulan asagidaki tabloyu incelemek
son derece faydali olacaktir. Tezde aktif olarak kullanilmayan matrisler ve etki alanlariyla ilgili

caligsmalara [20] nolu kitaptan ve i¢indeki kaynaklardan ulagilabilir.

Tablo — 1 Baz1 liggen matrislerin belirli dizi uzaylar lizerindeki etki alanlari

A A A
c Ny CN,
l,(1<p<e) X, X.n
X,(1<p<e) A" Cp(A™), CuA)
€0, ¢, oo R1 (N,q)o, (N,q), (N,q)w
€0,Cyloo A co(A), ¢(A), le (A22
€0,Cy oo A? co(A?), c(A?), Lo(A?)
€0,Cy oo UA? co(u;A%), c(u;A?), Loo(u;A?)
€0, ¢, oo A? co(A?), c(A?), Le(A?)
co,¢, 4 G(u, v) Z(u,v,co), Z(u,vic), Z(u,v;£p)
cp,C C 50,C~,
o, C E" e, e.
€o, ¢ G (u,v) (CO)G(u,v) 1 CG(u,v)
co,C Al ag,d,.
£y, (1 < p<oo) Al ay,, ag,
£y, (1 < p<oo) E" e, e
o A a5 (4), ai(a)
(1< p<eo) G(u,v) 0
ly,(1<p<o) AW bv,
0, (0<p<1) Al bv,

10



Tablo—1 devanu
A A
£y, (1< p<oo) Am) 0,(A™)
co, ¢, Lo Ao (A er (A g (A(’”)>
e, 0 Ao (A e (A g, <A<m>)
o, 0P, ok A of (A), of (A), ok(A)
of, o, of T of (T), o (T), ol(T)
les (p) S bs(p)
t(p) Ay, a" (u,p)
£(p) B(rs) £(p)
£(p) S £(p)
co(p), c(p), l=(p) A Aco(p), Ac(p), Mo (p)
co(p), c(p), lw(p) uA co(u,A, p), c(u,A,p), Lo (u, A, p)
co(p), c(p), lw(p) uA? o (u,Az,p) , C (u,Az,p) v (u,Az,p)
C()(p), C(p), Ew(p) G(u7v) CO(u7V7p)7 c(u,v,p), Zw(”?‘},p)
£(p) G(u,v) L(u,v,p)
£(p),ls(p) A? bv(z,p), bve(z,p)
co (u,p), c(u,p) A{ a6 (uvp)7 aZ (uv )
¢(p) R " (p)
co(p), c(p), lw(p) R ro(p), (p), ()
co(p), c(p), l=(p) A" A"cy(p), A"c(p), A"l (p)
co(p). c(p), lu(p) uh™ APy (p), A e(p), Al (p)

11



3. FARK DiZi UZAYLARI

Bu boliimde fark dizi uzaylan ile ilgili litaretiirde yapilmis olan bazi ¢alismalara yer

verilmigtir.

A; le,c veya cq Klasik dizi uzaylarindan herhangi birini gostersin. Kizmaz [32] tarafindan
tanimlanan fark dizi uzayi olarak adlandirilan A(A) dizi uzay1 Ax = (xx —xx1) € A olan

x = (xx) dizilerinden ibarettir.

Kizmaz [32], A(A) dizi uzayinin
[xlla = P+ [[Ax]eo; x = () € A(A)

normu ile bir Banach uzay1 oldugunu ve A C A(A) kapsamasinin kesin oldugunu ispatladi.
O aym zamanda fark uzaylarinin o-, B- ve 7y- duallerini belirledi ve A,u € {{w.,c} olmak
tizere sonsuz matrislerin (A(A) : u) ve (U : A(A)) smflarim karakterize etti. Daha sonra

Kizmaz [32], Sarigiil [33] A(A) fark uzaylarini asagidaki gibi A (A,) uzaylarina genellestirdi.
AA) ={x=(xx) €@ :Ax={k" (xx —x;11)} €A, r< 1igin}

ve A € {lw,c,co} olmak iizere A(A,) uzaylariin oo—,3— ve y— duallerini hesapladi. Eger

0<r<1 ise A(Ar) CA(A) ver<O0 ise A(A) C A(A,) oldugunu gormek kolaydir.

Ayni yil Ahmed ve Mursaleen [34] bu uzaylart A (p,A) uzaylarina genisletti ve ilgili
problemleri inceledi. Malkowsky [35] /w(p,A) ve co(p,A) uzaylarimin Kothe-Toeplitz
duallerini belirledi ve matris doniisiimlerinin karekterizasyonunun yeni ispatlarimi verdi. 1993 de
Chodhary ve Mishra [36] r > 1 igin co(A,) dizi uzaymin bazi 6zelliklerini inceledi. Ayni yil
Mishra [37] sfw(A) dan bir BK-uzayma kompakt operator olacak sekilde bir matris doniigiimii
icin yeterli sartlar1 ve matris doniisiimleri acisindan sc, (A) ya alt uzay izomorfisi igeren
BK— uzaylarinin bir karekterizasyonunu verdi. O, sfw (A) dan, bir BK- uzayina (ki bu uzay
sl(A) a herhangi bir alt uzay izomorfisi icermez) herhangi bir matris dontigiimiiniin kompakt

oldugunu gosterdi. Burada x; = 0 i¢in
sA(A) ={x=() co:(Ax) €A, A =L veyacy }

dir.

1996 da Mursaleen [38]

lo(p, Ar) ={x=(xx) € ®: (Axy) € lu(p)}, (r>0)
12



dizi uzayini tanimladi ve inceledi.

Granaseelan ve Srivastava [39], kompleks olmayan sayilarin bir dizisi u = (i) i¢in A (u, A)

uzaylarin1 tanimladi ve inceledi. Oyle ki;

i) Her bir k € Ny igin %L —1+0(1,/k)
if) k= ug| £ uy ' = O(1)

iii) (klu, ) pozitif sayilarin sonsuza monoton artan bir dizisi.
Aym y1l Malkowsky [40], u iizerinde herhangi bir sinirlama olmaksizin keyfi sabit u = (uy)
dizisi i¢in A (u,A) uzaylarini tanimladi ve A (u,A) dizi uzaylarinin

||x|| = sup |ug_1 (xk—1 —xx)|, up =x0 =1
keN

ile tanimlanan norm ile BK-uzaylar1 oldugunu ispatladi.

Daha sonra Gaur ve Mursaleen [41]; S,(A) uzaymi S,(p,A) uzayma genisletti. Burada
Sr(py A) ={x=(u) € @: (KAx|) € co(p)}, r=1

olup, onlar (S, (p, A) : lw) ve (S,(p,A) :¢;) matris siniflarim karakterize ettiler.

Malkowsky [42] ve bagimsiz olarak Asma ve Colak [43] A(u,A) uzayim A(p,u,A) uzayina
genigletti ve A = lw, ¢ veya cq i¢in bu Kothe-Toeplitz duallerini verdiler. Sonra Malkowsky
ve Mursaleen [44], A = lo(p), c( p), co(p) ve 4 = Llx(q) , c(q) , co(q) icin (AL : u) ve

(AA : Ap) matris siiflarini karakterize ettiler.

Son zamanlarda (x; —xx_) € £, olan x = (x) dizilerini igeren bv, fark uzaylar 0 < p < 1
durumunda Altay ve Basar [45], 1 < p < oo durumunda Basar ve Altay [46] ve Colak ve

digerleri [47] tarafindan incelendi.

13



4. B(7, §) MATRISININ ETKi ALANI iLE TURETILEN YENI DIZi UZAYLARI

Bu boliimde; A € {le, ¢, co,¢,} ve B(F, §) dizisel ¢ift band matrisi olmak tizere Candan
n [1] nolu makalesinde tanimladigt A dizi uzayinda B(7, §) matrisinin etki alaninda olan
Ag(r.5) uzaylart verildikten sonra 6ncelikle A ile Ap g uzaylarimn lineer olarak izomorfik
olduklar ifade ve ispat edildi. Sonrasinda A = Ag;. 5) esitliginin ve AC ?LB(”) kapsamasinin
hangi sartlar altinda saglandiginin sunulmasina ilaveten yeni uzaylarin y— ve B— dualleri ifade
edildi. Literatiirde dogrulugu ispatlanmis mevcut teoremler yardimi ile (co)p(r5), (¢1)p(5) Ve
(Ip)B(r5) uzaylarmin Schauder bazlari verilip son olarakta Co, 7y ve p > 1 iken £, uzaylarmm

bazi topolojik 6zelliklerini incelenmistir.

I., & & ve l »; B(7, §) doniistimleri sirastyla /e, ¢, ¢ ve £, uzaylarinda olan biitiin dizilerin

climlesini gostersin. Yani;

lo = {x = (xt s sup [sg—1x¢—1 +rexg| < oo},

keN

) €
c= { (xk)ea) FeC > 11m|sk 1Xk— 1—|—rkxk—l]—0}
Co = { (xk) o : lim |sk,1xk,1 —I—rkxk| = },
k—yoo
)

ly={x=() €@ : Y |sk—1xx—1, +rexl? <o},
k

dir. Bu ciimlelerin birer vektor uzayr oldugunu gostermek son derece kolaydir. Burada matris

etki alaninin tanimi kullanilirsa
Apir 5 ={x=(0) E®:Bx€ A}
yazilabilecegi son derece agiktir. Ayni zamanda / psC,Co VE 1 p uzaylari
b ={l}prs, T ={clprs, G :={co}prs, == {l=}prs

olarak tekrardan ifade edilebilir.

Bir x = (x;) dizisinin B(7,§) doniisiimii y = (y) ise

(70 0 0 0 -] [ x|
so 1 0 O --- X1
BF§x=1]0 s1 n 0 - | | x
0 O s2 rz .- X3

= (rox0,S0x0 + r1X1,81X1 +712X2 ,....)
= (Sk—1X%k—1 + "Xk ) peo)

14



olup (yx) dizisinin genel terimi
Vi = Sk—1Xk—1 T "Xk (k S N) 4.1)

olarak tanimlanir.
Simdi Candan 1n [4] nolu makalesindeki Teorem 3.1 e benzer olarak agagidaki lemmayi ifade

ve ispat edelim.

Lemma 4.0.1. A € {{w, ¢, co,{p} olmak iizere A ve Ap ;) uzaylar lineer olarak izomorfiktir.
Dolayisiyla x = (x;) € Ap(r.5) <=y = (&) € A olmasidir. Burada x = (x;) ve y = (y) dizileri

(4.1) iliskisi ile iligkilendirilmigtir.

Ispat: é=c oldugunu gosterelim. Digerleri benzer olarak gosterilebilir. Bunun icin & ve ¢ uzaylari

arasinda bir lineer bijeksiyon oldugunu gostermeliyiz. ¢ dan ¢ ye
x—y=T(x)=B(7F,3)x

olarak tanimlanan 7" doniisiimiinii goz oniine alindiginda 7" nin lineer oldugu aciktir. Gercekten

her x,y € ¢ ve her o € R i¢in,

T (ax+y) = B(F,5) (ax+y)
= B(7,5) (ox) + B(7,5)y
— Sk_1 00X + roxg + B(F,8)y
= Q(Sg—1%—1 +1xx) + B (7,8)y
= aB(7,5)x+B(F,5)y

— aT (x)+7 ()

dir. Dahasi T (x) = B(7,§)x = 0 ise x = 0 oldugu da aciktir. Gergekten

= Sk—1Xk—1 + Tk Xk

=0

ise; her k € N igin s # 0 ve ry # 0 oldugundan x = O bulunur. Yani 7 : 1 — 1 dir.
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Herhangi bir y = (y;) € ¢ alindiginda ve B~! (7,5) invers matrisi kullanildiginda her k € N

icin B(7,5)x = y ise x = B~ ! (,§) y olacagindan x; = {B~' (7,§)y}« dan
) G G Gt (G) (0
xk:— e y0+_ ....._yl
Tk Tk—1 ) 8 ro Tk Tk—1 r
1 [ —sk —82
() (2
Tk Tk—1 r

1
Yk
Tk
k 1 k=1
1 —S;
=Y 11 < .l)-)’kj 4.2)
j=0Tkizp—j \ Ti
bu takdirde
kZl = F U (=
Sk—1Xk—1 T TIieXg =Sk—1 ), —— (—) Vek—1—j+ Tk ) — ( )yk—j
j= ork lici—1—j \ Ti j=0Tki=k—j \ Ti
—1 k-2 L k=1 /g
< >)’k Y ( '>yk—1+ I (_>yh—k
rk 1, Oi=k—1—j j=0i=k—j \ Ti i=h—k \ Ti
el k2 koklog o S
(f)yk—1—j+z H ( .)}’k—j‘i‘H( _)yo
—1 j=0i=k—1-j \ i j=0i=k=j \ T =0 \ 11
— k—2 k—1 k—1
Sk 1 N —S —S;
Z ( l))’k—l—j+ ( l))’k—] + ( 'l))’O
= —lizk—1—j \ Ti i=k—j \ Ti i=0 \ 7i

e i=k—1 i i—k
Sk—1 k= Ay ] —38i
— Vk—2+ Vi—1
Te=1;Zk 2o \ T i=k—1 \ Ti
Sk—1 A2 — S e —Si
+— Yk-3+ Vi—2
Tk—1iZk=3 \ Ti i=k—2 \ Ti
se_q k22 /s 1o
+— Vk—4+ Vi3
Tk=1iZk=a \ Ti i=k—3 \ Ti
k—2 k—1 k—1
Sk—1 i S Si
+— <—>y0+H( )y1+H( )yo
Te—1i=0 \ Ti i=1 \ Ti i=0 \ Ti

16



k
= — V-1 TV
Vi —
Sk—1 [ —Sk—2 —Sk—1
+—( )yk—2+< )yk—l
Te—1 \ Tk—2 Te—1
Sk—1 ( —Sk—3 —Sk—2 —Sk—2 —Sk—1
e () (G e (5) (S5 e
Te—1 \ Tk—3 ) ) Fe—1
Sk—1 ( —Sk—4 —Sk—3 —Sk—2 —Sk—3 —Sk—2 —Sk—1
e () G (55 ) (52 (52) (551 e
Te—1 \ Tk—4 re—3 ) Fe—3 ) Fe—1
Sk—1 ( —S0 | —Sk—2 —80 | —Sk—1
e G (e () () (G5
Te—1 \ 10 ry Te—2 ro r Te—1

k
r
Sk—1 [ —50 —S1 —Sk—2 —50 —S1 —Sk—1
= ()G G GG - (G5
Tg—1 ro r Fk—2 ro r Tg—1

ifadesine ulasilir. Buradan
lim (sp_1Xp—1 + X)) = limyg
k—yo0 k—yo0
elde edilir ki bu da x = (x;) € ¢ demektir. Buradan 7' orten bir doniisiimdiir. Bu adimda ispati

tamamlanmustir.

Lemma 4.0.2.

) A= (ank) € (oo, loo) = (€, 4o0) = (€0, le) & sugz | apg | < o0
nelN

ii) A= (ank) S (£p,€°o) = supZ | ank |q< o0
neN

iii) A = (an) € (l1,4) & ksupN | g [< oo
,ne

lima,; = a, (k € N)
n—soo

v) A= (an) € (loo,C) &
imY [ a |= % [ ax |
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lima,;, = ay, (k S N)
n—oo

V)A:(ank)E(C,C)<=> ::§%|ank|<‘x’

limYa, =«o
n—roo k

lim Aui = Ay,
n—oo

vi) A = (an) € (co,¢) &

sup ¥ | ap [< o0
neN k

lim a,;, = ay, (k S N)
n—oo

vii) A = (ank) € (Up,c) &

sup Y. | ap |1< o0
L neN k

( lima,; = a, (k S N)
n—yoo
viii) A = (an) € (41,¢) &

sup Y | ap [<oo
kneN k

[48]

Teorem 4.0.1. |a,| — 0 < a, — 0 dir.

Simdi kapsama teoremini ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.0.2. A € {{,,lw,c,c0} ve B = B(F,5) olmak iizere;

i)Eger % <lise A = Ap,
ii)Eger j;ll[f?’f: > 1ise A C Ag kapsamast kesindir [1].

Ispat: A € {{., ¢, ¢y, /1} ve B = B(F,5) olsun. Bu takdirde (r,),(s,) € ¢ oldugundan aym

zamanda (r,), (s,) € le dur. Bununla birlikte

o, 0 0 0 0 O
so 1 0 0 O O
0 N ) 0O 0 O
B(F,5) = 0 0 s 3 0 O
0O 0 O §3 Ig 0
0 0 0 0 s4 15
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oldugundan

sup Y [buic| = sup (|bpo| + bt |+ [Ba2] +---)
n k n

:Slrllp(’b00!+|b01\+"'a\blo!+|b11|+"'7\bzo\+!b21|+--~ o)
= sup (ro, S0+ 11,81+ 72, ySp—1+Fny )

n
=Slip{(ro,r1,r2,--- s ) (0,051, Sty Sy ++) )
Ssgp(royrl,rz,--- ,rn’...)_|_51]11p(07S07sl’... Sty
< oo

olur.

Her bir k£ € N i¢in lim,,—, b,x = 0 son derece agiktir.

&grolo;b”k = nlgg (bnO +by1+bp+ - )

IY}i_I&(booerer'“ ybro+bir+-r by +bap 4o )
:’}1_r>n (10,80 + 71,81 +72,* ;Sp—1Tn,Sp + Tng1,° )
= lim{(ro,r1, " ,Fn, =)+ (0,850,817, ,8u_1,-"")}

n—oo

=limr, + lims,
n n
elde edilir.
lim ank = lim (I"(),rl,"' 7rn7"')+ lim (07S07S17"' 7sn717"')
n—yeo &= n—soo n—soo
oldugundan mevcuttur ve

sup Y [buk| = sup (|box| 4 1| + b2k +--+)
keN

keN pn

=sup (|boo| + |b1o| + -+, |bot| + |b11| + -+, |boa| + |b12| +-++,-+)
keN

=sup (ro+50,71 + 81,72+ 82, T+ Sk, )
keN

:Sup((r07r17'” ,I’k,"')+(S(),S1,"' ,Sk,"'))
keN

< o

sartlar1 saglandigindan B = B(7,5) olmak iizere B € (A : A) dir. Burada A € {{w,c,cp, ¢, } dir.

Herhangi bir x € A i¢in Bx € A oldugundan x € Ag dir. Bu da A C Ag oldugunu gosterir.

Simdi de B~! = B~ (#,§) invers matrisi icin asagidaki incelemeleri yapalim.
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(

1
0,

S0
0

I

ro
—5

al

(

—s]
r

(
)

—s5)
rn

-
1
r

i

supZ‘b

= sup (|boo| + |bor | + -

>_

—s0
o

1
rn

1
r3

H<”>

sup ‘b |+|b1‘+‘b ‘-I— )

Dol + b1 | +- -

0
0
0
0
n—1
1 =Sk
T (5)
k=n—1
,’b20‘+‘1921|_|_...,...)

simdi parantez icindeki ifadelere bastan baslayarak teker teker sinir bulmaya caligalim.

¥ 1)
sup s,

(¢

)+

sup s,

1
infr, - )
sup s,

sup sy

infr,
1
<
} ~infr,

(

sup sy

infr, infr,

)+

sup sy

1
<: .
~infr, ((

infr,

infr,

)+

1 — ( supsn n+l
1 infr,
~infr, 1—32%

1 1
— <
ro — infry,
1 /s 1 sups
— (241 < &
rr \ ro infr, \ infr,
1 [sg s1 s 1
— 122+ <
rnlrorn n infr,
1 S0 S182 S1 $2 52
— ==+ = —=4+=41
rs|rorin ry rn r

1 n—1n—1 s

— —|+1

n [kZOHk ri

=0 1=
sSups, | __ supsy

olur ve infr, | = infr,

< 1 oldugundan hem <

oldugundan asagida kullanilirsa

supZ‘b } < 1nfrnz (

infr,

sups,
infr,

)+

sup sy, k
infr, )
1 1
= infr, 1 e
1 infr,
~ infr, infr, —sups,
B 1
infr, —sups,
< oo

20

0-1nc1 satir

1-inci satir

2-inci satir

sup sy

- + 1) 3-ilincii satir
infr,

)

sup sy

infr,

n+1
) — 0 (n — o) hem de infr, —sups, >0



elde edilir. Yani
sup sy k

infr,

SUPZ’b mfr zk:

(7,5) matrisinin her bir siitununun O a yakinsak oldugunu gosterelim. B! (7,5)

olur. B~!
matrisinin her bir siitununu bir dizi olarak diisiiniirsek bu dizilerin genel terimleri sirasiyla

1 =] —S; 17=] —S; 1= —S; 1=l —Sj
"ni=o Ti Fnj=1 Ti "nij=y Ti TniZy Ti
—— ——— ——— ———

0 —wnct siitun, 1 —inci siitun, 2 — iincii siitun , k — winct siitun

olarak ifade edilebilir. Daha agik bir ifade ile

lnl lnl 1n—l_si
—

-1
’ nl —

n—1 __
_ 1 b—l
’ Y nk

rni:k ri

rnl I’nl }"nl

olarak yazilabilir. Simdi her £ € N i¢in lim,,_,o b;kl =0 oldugunu gosterelim.

1= I—S'
lim b, k = lim —[[—
n—oo n—oo I"nl i ri
‘ 1 ) n—1 —s
= <hm — ] lim [
n—e0 fp ) N—0 i—k ri
n—1 n—1
. A
dir. a = H . olup
i=k i=k
Sk Skt1  Sa—1 _ SUPS, SUPS,  Sups,
rk reer rpe1 infr, infr,  infry,
n—k
n—k
sup sy,
infr,
elde edilir. Yine T < 1 iken fig — 0 (1 — c0) oldugu burada kullanilirsa
n
n—k SUP S
. sup sy . infr,
lim (| —— = lim ——
n—eo \ infr, n—e (sups,
infr,

0

~1
oldugu goriiliir. Teorem 4.1.1 geregince lim;_c %H_r—f’ = 0 olur. (r,) dizisi sifirdan farkli bir
i=k
say1lya yakinsak oldugundan hmn_m L mevcut oldugundan (4.5) den lim,, e b_kl = 0 oldugu

sonucuna ulagilir.
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lim;; o0 Zb;kl in mevcudiyetini arastiralim.
k

n—soo

. 1 —S()l 1 —81 —50 1 —81 1 1

= lim | —, ——+—, — =)=+ )=+
n—eo | 10 o rn n r ro ) r r2 n
N—_——\- - _

~ -

0 —nct satirdaki 1 — inci satirdaki 2 —inci satir

: 1 1, =1, -1 1
,}I_I};lo;bnk = lim [bnO +bn1 +bn2 +- 4 by, +}

elemanlarin toplam  elemanlarin toplami elemanlarin toplami

—s -5 — 1 — — 1 — 1 1
)G G () G ()55
rn ri ro r3 1) ri r3 r r3 r3

3 — iincii satirdaki

elemanlarin toplami

+

() () () ()
rn—1 rn—2 'n—3 ry n
— Sy — 85— —S,_ —S 1
) (G (G (B2) e
r'n—1 rn—2 'n—3 r n
(32) ()
rn—1 rn—2 In
NESE
rn—1 In
1
+—+-- }
I'n
1 —sol 1 [—s —s0\ 1 —s1\ 1 1 1 (rninl g
Dt ()G Gt A (8 )
ro ro ri ri o\ rn ro ) r re ) r nrn In \ /=0 = Ti
1l 1l 1l Gt S I el T |
= — — —H —H—-l- +— — + — —+—,
Tnizo Ti Tni=1 Ti Tni=p Ti nizp—2 Ti "ni=p=1 Ti "n
1 n—ln—1_
— Y [1-"+1
Tn | =0 i=r i

Simdi de O-mnci1 satirdaki elemanlarin toplamindan baglayarak en son n-inci satirdaki

elemanlarin toplami i¢in bir sinir bulmaya calisalim.
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1 _ _

GG ()=

y) r 1o

1 — — — 1

HE)E) - (2))=

r3 ) r 10 infr,
1 —Sn—1 —s 1 infs, \" inf's;,
— — ) =) < - —- 4o [ —- +
'n Fn—1 o infr, infr, infr,

1 infr,

infr, infr,, +infs,
1
infr,, 4+ inf's,

bulunur.
Lz I B 1 TN Ly Y B i B [
L By B v R T ) I U B g
[2ny o byt bkl |Paaa
v R e vl TR I St B U B U
L B e 1w T T iy S) BN 1y B I iﬂ
b;—l—l 0‘ b;+1 1) br7+1 2‘ ’ ‘bn—i-l k— 1’ ’bn—l-l k’ ‘bn—i-l k+1‘

ters matrisin herbir elemaninin mutlak degerini alip kolon toplamin1 alirsak,
(E - Ll E el E st | £t b
n=0 n=0 n=0
(E sl Ll Bl £ b [ Ell]- £ b )
n=k—1 n=k n=k+1
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olur. Buradan da

bk | Ko

supy Y., buk = supy (ZZO:O }b;01| ) D |b;11’ ) I ’b;21 S Yk 1

1 sol1 sisol sosysgl  s3808180 1

ro rori rirory rarirory  r3nrirors
M~ S —— ~~ d
boo  bio by b3 b4
Sk—18k—2  S25180 1
k=1 Tk=2 I rirg Ik
bro
Sn—18n-2  $25150 1
\ 'n—1"n-2 mnrirrm
bnO

-1
bn,k

)

1 —inci siitunun mutlak degerlerinin toplami

1 s1 1 sos1 1 s3s08 1 Sk—1 Sk—2 s2 81 1
— P | TS aF - SR, | et i
r ry r rpryra r3rpryr4 Tk—1Tk—2 rrrg
M~ S Y—— N ~~
b1y by D3 by by
fn—l rn—2 nryr
bnl

v~

2 — inci siitunun mutlak degerlerinin toplami

1 52 1 53 82 1 54 83 52 1 Sk—1 Sk—2 §3 82 1
_ T R A
r nr3 r31ryr4 rar3rrg Tk—1Tk—2 r3rri
M~ S —— ~ ~- <
by  bxn  ba bsy bia
fitfnz 521
Jn—17Tn-2 2 Tn
bn2

3 —iincii siitunun mutlak degerlerinin toplami

Loose 1 sgase 1 Sepo Sk s 1
o =
Tk TkTkel  Thd Tk Tht2 Tkt Tl Th That 3
N 7 NS 7 NS >

~~ ~~

e bryi1k Dryok bry3k
Sn—1Sn—-2 Sk+1 Sk 1
+ L L
l’nfl 'n—2 Vk+1 rkrn/

~~

bnk
_|_]

[
-~

k —nci siitunun mutlak degerlerinin toplami
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acik olarak yazdigimiz bu ifadeleri simdi indise baglayarak yazalim.

s ilﬁs_ iirll Y Zl’ﬁ_. L
kp n=0Tni=o"i =1 Tni=1"i y=2Tni=37i k=i r”7

1% s;
i ni=k Ti
2
1 supsi 1 sups 1
= P (R
infr, / infry

Si
R
r

—_

= sup
k\n

/
N agk

infrk infrk infrk

1 y supsi \"
~infr, & \ infry

< oo

bulunur.

Teorem 4.0.3. Ispat: i) T < 1 olsun. B matrisinin tersi olan B! = = (b)) =

{ 0 , n<k s
| (—s\n—F matrisi;
() nzk

r

supz | bnk |<

k
)3 (Si“ps"> <o (43)
mfrn

3 infr,

1= I—Sl'
lim b k = hm—H— =0,
n—yoo n—>oorn —k ri

. k
—infs
lim Zb ! < lim Z 1 mevcut,
n—eo 1nf Fph—oof supry

1 supsi )
b, 00
supZ| nk 1nfrk ; ( infrk) =

sartlarin1 sagladigindan B~! € (A : 1) dir. Yani x € Ag ise y=Bx € A ve buradanx =B 'y € A

veE

olur. O halde A C Ap kapsamasi ispatlanmig olur. Bu da (i) nin ispatin1 tamamlar.

i) u! := {VL"HI%}, = {(=1)"(n+1)} ve u®:={[1+(—1)"]/2} dizileri goz 6niine
v iy T

alinirsa

Eger >0 > 1 ise

infr,
_ 1 .
B ] T

rn 0 0 0 e

S0 I o 0 -- E(W)

1 _ 1 (s 51

Bu = 0 S1 I 0 P <r0'r1>
0 0 S ryz - 1 _so 51 s
: . : .. r3 ro'ry '

1 s 1 S 1 /—s 1 (5o s
(nhmn (o) (2l () )
ro ro ri rg ri ro 1) ro n



=(1,0,0,0,...,0,..) = 9 € Adur.

Bu' = (1,0,0,0,...,0,...) = ¢ € A dirFakat u' ¢ (., dur. Gergektende her n € N icin

infr, <r, <supr, olup

1 1 1
< =<

supr, ~ r, _ infry,

yazilabilir ve her n € N i¢in s, < sups, oldugundan

S S sup s
Sn o Sn PSn

rp, — infr, = infr,
olur. Boylece
sup sy

— >
Tn infr,

elde edilir. Simdi bu esitsizlikten faydalanilarak u! dizisinin simrli olmayan bir dizi oldugu

asagidaki gibi ispatlanabilir.
1 ”I:[l S; S 1 sup s, sup sy, sup sy,
Tnio \ i) — sups, infr, infr, )~ infr,
1 sups, \"
N sup sy infr,

sup sy
infr,

sup s,
infr,

gore u' ¢ A dir. Bu nedenle u!' € A\ dir.

__ supsy,
~ infr,

n
olup |— > 1 oldugundan (— ) dizisi rraksaktir dolayistyla u' ¢ /., dur. Buna

Simdi Ff:" = 1 oldugunu kabul edelim.

a) A = ¢y, ¢, olsun. Eger (s,) = (r,) ise her n € N i¢in s, = r,, dir. Buradan

= ——{(=1)"} ¢ o

infr,

dir. Burada 3" =1 ve ayni zamanda her n € N igin s, = r,, olarak alindigindan 3 = 1 den

supr, = infr, olur her n € N i¢in
infr, <r, <supr, =infr,

den r, = infr, (veya supr,) bulunur.

—1)"P 1
LS5 -Lom-L

n n

(infry,)?
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ve lim, e ~——7 # 0 oldugundan u' ¢ ¢, dir. Dolayisiyla u' € A5\A dur.

(infry)?

b) A = lw, c olsun. Eger (s,) =

Bu® =

= (
= (ro, —r1, 12,
={

(=1)"ra}

ro

50
0

0
8|
S1

(rps1) ise

0
0

)

00S2

0
0
0

r3

—r3,...

ro, So — 2r1, —281 + 31y, 3S2—4I’37...)

olup sup, |(—=1)" (r,)| = sup, |rx| = sup, r, < e oldugundan Bu® € /., dur ancak u® ¢ /.. dur.

Yani u? € {fe} 5 \leo dur.

Simdi de Bu® = (r,) € ¢ oldugunu gosterelim. Gercekten

Bu® =

- (l"(), S0, 2, S27"')

= (ro, 11, 12,73, ...)

ro

50
0
0

0
r
51
0

0
0
)
52

={ru}nen €c

olur. Ayn1 zamanda 1> ¢ ¢ oldugundan u> € cp\c dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 4.0.3. A ve 1 iki uzay ve & € {a, B, 7} olsun. Eger A C 1 ise u° C ASdir [48].

o O O

r3

S = O =

Simdi Stieglitz ve Tietz [48] in elde ettigi su sonuglart verelim.

oldugu bilinmektedir.

supZ | @y |9< o0
neN

sup 3 lan| <o

k.neN

lim a,;, = o (k S N)
n—soo

Aim 2] =

lim Zank =0
n—oo %
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A€ {lo, c, co, Uy, U1} ve U € {les, c} olmak iizere (A; 1) sinifimin karakterizasyonu Tablo-2

de verilmigtir.

Tablo—?2

Uzayindan fes ¢ co £, £

Uzayina
les 1 1 1 2 3
c 4 5 6 7 8

Lemma 4.04. 1 € {{., c, co, {1, {p} ve 1 € {lw,c} olmak iizere A € (A : u) igin gerekli ve
veterli sartlar Tablo-2 kullanilarak su sekilde verilebilir:
1.g=1 icin (4.4) 2.(4.4)

3. (4.5) 4. (4.6) ve (4.7)
5.q=1ligin (44) ,(4.6), (48) 6.q=1icin (4.4) ve (4.6)

7.(4.4) ve (4.6) 8. (4.5) ve (4.6)

Lemma 4.0.5. Her k,n € N icin C = (cu) matrisi; bir U = (uy) iicgen matrisinin tersi

V = (vuk) olmak iizere bir a = (ay) € o dizisi aracaligy ile C = (c,y) matrisi
n
Zajvjkv (kgn);

Cnk ‘= Jj=k
0 , k>n

olarak tamimlanmirsa asagidaki ifadeler saglanir.
i ={a=(@)ew:Ce(A:ls)},
(AP ={a=(@)ew: Ce(A:c)}
[25].00
Lemma 4.0.4 ile Lemma 4.0.5 birlestirilirse Sonug 4.0.1 elde edilir.

Sonuc 4.0.1. d;

(
i q
dy(F,5):=qa=(ar) € @: sup Y LTI “¥aj| <o »,
neN j—o |j=k"’i=k '
n 1 j_l_sl.

dr)(F,§):=<a=(ar) €® : lim ) — a; mevcut

(7. 5) @co: lin Yo TSt ,

(7.9)={a=(a) 3 M| = ¥ im 3T
dy (7, §):=<a=(ay) € ® : lim —||—aqj| = im — aj

, =0 | j=k Vii=k Ti =0 |7 =k Vii=k T 7




n n j—1
dy (F, §) = {a:(ak) €w : lim Y} ):rlj H_r—fiaj mevcut},

i=k
<w}.

)l = {Y = {0} =i (7,5)  (q=1 igin) ,

n | j—1 s
Y H}(Tj%‘

ds (F, §) := {a = (ay) € 0: sup
j=k’ i=

k.neN

Bu takdirde

i) {{p} =i (7.3) .
iii) {01} :=ds (7,5),
iv) {0V = dy (7,5) 1 da (7,5),
W{EW¥ =d\(75) N da (75N ds(F,5)  (q=1igin),
viY{eP i=dy (7.5) Ndo(75) (qg=1 icin),
vit) {0, == dy (7,5) 0 dy(7,9),
viit) {0V o= dy (7,5) 0 ds (7,5).

Ispat: Lemma 4.0.5 kullamlarak sonug¢ asagidaki gibi ispatlanabilir. Lemma 4.0.5 de U =

(tyr) = B(F,§) tiggen matrisi olarak alinirsa bu matrsin tersinin

HI(5). k<n
n ri ) -
Vnk = i=k

0 ) k>n

oldugu biliniyor. Bunlarin 1s1¢inda C = (¢, ) matrisi

n lj_l

s =Si
Za]er< ri > , k<n
=% i=k

0 , k>n

Cnk =

olmak tizere
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i) CE€(loilo), CE(c:le) ve CE(cq:le) <= sup,Y|cur| < oo

Burada /.. min 7y duali hesaplanirken ayn1 zamanda ¢ ve &y nin da 7y dualleri elde edilmis olur.

Bu dogrular bir arada gz oniine alindiginda,

{2} = {{td o}

={a=(ar) €0 : CE (Lo, l) }

— {a: (ax) E® : supz |Ck] <<>o}

n k=0

a=(ar) € o : supz |Cak| <<>o}

n k=0

I
—N —
S

a=(ar) € o : supz Zajvjk

;
a=(@)eo: supy Za,lﬁ(;s>|<w}
oo B2

elde edilir ki d; (7,§) min tanimlanigina bakilacak olursa ¢ = 1 olmak iizere

[} = {e} = (G0} == di (1s)
oldugu goriiliir.
ii) C € ({p:le) <= sup,Yylamn|? < oo olmasi gerceginin 1s1¢inda (i) sikki da

diistintildiigtinde

() = {t}aes )

ak G(J):CE(EP,E )}

{
{a=
{ JE® : sup Y |c,,k|q<oo}
{
r,s)

—_

(ax) E® : supZ
n k=0

q
<oo}

n k=0
— a;
J
]:k r] i=k ri

olur yani {Z » } 7= dir.

iii) C € ({1 : le) <= SUP,, yen || < oo olmasidir. Buna gore,
=\ Y
{él} = {{gl}B(f,f)}
={a=(g)ew : Ce ({1,l0)}
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a=(ax) €E® : sup |cpx| < oo
nkeN

a=(ay) € ® : sup Zajvjk
nkeN | j=g

{

{ .
:{a:mk)ew : sup f“fl-ﬁ(ﬂ

{

nkeN |k Tii=k

1
n ljfl s
a=(ax) €® : sup Zr_ ( .)a_,-

nkeN | =k 'J i=k

olur yani {7, }y :=ds (F,§) dir.

limy, 00 Cup = 0O

) olmasidir. Buna gore,
limy, oo Y [Cnk| = X [0k 8

iv)CG(Em:c)b){
fime = Jim $ i

" LA (it Yyguip

_nggogajrjg(n)
n 111

_,}I_I&ZFH(

j=k"'Ji=k ’>

mevcut ve

n
Jim Yl = Jim 32| Y3 0
k k=0 | j=

oldugundan {7..}* = 4, (7,5)Nd, (7.5) dur.

v) C € (c:c) <= sup,en Lk Cnk| < o0, limMy oo Cpp = O Ve 1imy_y00 Y 4 o = O Olmasidir.
Ik iki sarta bakildig1 zaman ¢ = 1 olmak iizere d| = (7,5) ve dp = (,§) min arakesiti oldugu

kolaylikla goriiliiyor. Son sart i¢in
non
fim Yew = fim 3, 3 o
n 141 .
= jim 3 Y 1T ()

= Tji=k
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yazilabilir. Bunlarin dogrultusunda g = 1 olmak iizere {E}ﬁ :=d (F,8) Ndy (F,§) Ndy (F,5) dir.
vi) C € (co: ¢) <= SUP,en Lk [ank| < oo ve limy_ye apr = 04 oldugundan

{co}f = {{00}3(7,5)}B

={a=(g)€ew : Ce(co:c)}
oldugundan (i) ve (ii) nin ispatina benzer olarak ¢ = 1 olmak iizere
{a0}f =di (7.5) N (7.9)
olur.
vii) C € (y: ¢) <= sup,cn Li lcnk|? < oo ve limy, ey = 0 olmasidir.
Bu sartlarla birlikte tanimdan

{Zp}ﬁ r {{EP}B(F,S”) }B

={a=(m)ew:Ce(ly:0)}
oldugundan dolay1
[0V = a, (7,5)Ndy (7,5)
dir.
viii) C € ({1 : ¢) < Sup,, ey [Cnk| < o0 ve limy e cpp = 0 oldugundan ve

{(0)F = {{51}30,5)}[3
={a=(@)cw:Ce(f:c)}

olmasindan dolay1
(1) = ay (7,5) Nds (7 5)
bulunur.

Tanim 4.0.1. A lineer topolojiye sahip bir dizi uzayr olmak iizere her i € N icin A dan C ye

pi (x) = x; olarak tamumlanan p; déniisiimleri siirekli ise A dizi uzayma bir K-uzayt denir [20].

Tamim 4.0.2. Bir K— uzayi olan A ya; tam lineer metrik uzay olmast durumunda bir F K —uzay:
denir [20].
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Tamim 4.0.3. Bir F K — uzayinn topolojisi normlanabilir ise A ya bir BK — uzayt denir [20].
Tanim 4.0.4. Eger bir (b,) dizisini iceren A normlu dizi uzay: her x € A igin
r}gl;lo |x — (cobo + 01by + ... + apby) || =0

olacak sekilde bir (o) skalerlerin dizisi mevcut ise (by) dizisine A igin bir Schauder bazi
veya kisaca bazi denir. Toplami x olan Zbk serisine (b,) e gore x in acilimi denir ve x =

k
Y owby olarak yazilir [20].

Lemma 4.0.6. A = (a,;) bir iicgen matris olmak iizere bir normlu dizi uzayt A min A4 matis etki

alamimin bir baza sahip olmast igin gerek ve yeter sart A min bir baza sahip olmasidir [49].

Sonuc 4.0.2. 7 = (z,,) ve her sabit k € N icin b* (7,5) : {b,(ik) (7, 5)} N dizileri;
ne

Zn = y l’i-ll—_s, ve b(k)(F §) = 0"—1 y 4
Ay T i r_lnll:_lk_r_lsl , n>k
ise
a) ¢y ve Zp uzaylar i¢in {b;gk) (7, 5)}n€N dizisi bir bazdir ve ¢gve Zp daki herhangi bir x
icin

x=Y o (r)b™ (7,9),

tek olarak belirlenir. Burada her k € N i:i_noock (r) :=={B(7,8)x}, dur

b) ¢ uzayt igin {z,bk (7, 5)} ciimlesi bir bazdir, ¢ daki herhangi bir x icin

x:=L+Y [0y (r)—1] bk (7,5),
k

dir. Burada { = kh_r}g {B(F,5)x}; dir [1].

W ve A dizi uzaylar icin AU ile

A={z=(m)€0: z=xyk VkeN, x=(x;) €A, y= () € u}

iimlesi kastedilmektedir.

Sonu¢ 4.0.3. L D ¢ bir BK uzayt verildiginde bir x = (x;) € A dizisinin n.kismi

xll = ):Z’:Oxke(k) olmak iizere x igin

lim Hx—x["}

= 0 oluyorsa AK (abschnittskonvergenz)
n—soo

sup Hx[”] H)L < oo oluyorsa AB (abschnittsbeschriinktheit )
neN
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x € ¢ (¢ nin kapamist C 1) oluyorsa AD (abschnittsdichte)

{xke(k)} ;A da surly ise KB (koordinatenweise beschrdnkt )

ozelligine sahiptir denir. Bu ézelliklerden her biri her x € A icin saglaniyorsa bu takdirde
A uzaymin o ézellige sahip oldugu soylenir [50]. AK ozelliginin saglamast durumunda AD
ozelligi saglanir ve AK ozelliginin saglanmas icin gerek ve yeter sart AB ve AD ozelliklerinin

saglanmasidir. Ornegin co ve £, uzaylart AK uzaylaridir ve ¢ ve b AD uzayt degildir [20].
Tanmmm 4.0.5. N (dogal sayilar) nin bir J dizisi ve bir A dizi uzayt igin A; yi

Aj={x=(xx): YV €J igin xi=y, 3 y=(yi) €A}
olarak tammlarsak A; ye J — inci basamak uzayi ve A min J kesit alt uzay: denir [20].

Tammm 4.0.6. x; € A; ise X; dizisi x; dizisinin kanonik resmi olsun. Burada X; dizisi J deki
indisleri iizerinde xj dizisiyle ayni ve diger yerlerde sifir olan dizidir. A uzay: biitiin basamak alt

uzaylarin kanonik gériintiilerini ihtiva ediyorsa bu durumda A uzayt monotondur denir [20].
Lemma 4.0.7. A ve u; BK— uzaylart U = (uyy) bir ii¢cgen matris ve o0 = (o) € U dizisi

vasitastyla her k,n € N icin Cg = (cpk) matrisi

n
Cnk = Z Ocjunjvjk
j=k

olarak tamimlamirsa; A dizi uzayinda U matrisinin etki alami asagidaki ézelliklere sahiptir

i) KB < Cj €(A:1)
ii) AB <= CJ € (L:1)
i) Monoton <= Cl, € (A : 1)
iv) Solid <= Cj/ € (A: 1)
[25].
Lemma 4.0.7 den su sonug yazilabilir.

Sonuc¢ 4.0.4. Eger her n € Nicin s,, = ry, ise 7, dizi uzayt KB— ve AB— ozelliklerine sahiptir [1].

Lemma 4.0.8. A, AK— ozelligine sahip bir BK— uzayi, U bir iicgen matris ve Ay O @ olsun.
Burada Ay dizi uzayt AD ozelligine sahiptir ancak ve ancak "t € AB icintU =0 iset = 0"
dir [25].
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co ve £, AK 6zelligine sahip oldugundan U = B(F, §) matrisi i¢in Lemma 4.0.8 kullanilabilir.

O halde;

Sonug 4.0.5. &, ve Zp (p> 1) nin AD— ozelligine sahiptir ancak ve ancak her n € N igin
Sp <1, dir [1].

35



5. l.., ¢, & ve /, DIZI UZAYLARI ILE ILISKILI BAZI MATRiS DONUSUMLERI

Bu béliimde bir iicgensel matrisin etki alanindan herhangi bir dizi uzayma matris
doniisiimlerini karekterize eden bir teorem ifade ve ispat edilmistir. Yeni dizi uzaylar ile ilgili

sonsuz matrislerin bazi siniflar1 karakterize edilmistir.

Teorem 5.0.1. A bir FK— uzay, U iicgensel bir matris, V matrisi de U matrisinin tersi ve [L, ®
dizi uzayimin herhangi bir alt uzayr olmak iizere A = (ay) € (Ay : L) olmast icin gerek ve yeter
sart;
c = (c(nk)> €(A:c)  (herbirn € N igin) (5.1)
ve
C=(cmk) € (A1) (5.2)
olmasidir. Burada k,m,n € N icin;

(n) ::{ Yiianjvik (0<k<m) o0

mk 0 , (k s m) ve Cnk = “

C anjvjk

esitlikleriyle tamimlanmaktadir [1].

Ispat: A = (a,x) € (Ay : ) ve x € Ay olsun. Bu durumda, biitiin 2,7 € N ler igin;

m

m m k m m (n)
Y anxi =Y an (kaj)’j) =) (Z%j‘ﬁk) Y=Y C Vi (5.3)
k=0 k=0 j=0 =k k=0

k=0

esitligi gegerlidir. Gergekten de,

m m k
Zankxk = Zank (Z ij)’j)
k=0 k=0 j=0

0 1 2
=an ZVOj)’j +ani Z"l i | Tan2 ZV2 J
Jj=0 j=0 j=0
m—1 m
+ -+ apm—1 va—l,ij + anm Vimjyj
J=0 Jj=0

au1vV10Y0 +an1vi1y1

= anovVooyo

an2V20Y0 + An2V21Y1 + An2V22Y2

Anm—1Vm—1,0Y0 + Gnm—1Vm—1,1Y1 t QGnm—1Vm—12Y2 + - + Gnm—1Vm—1,m—1Ym—1

AnmVm,0Y0 + An.mVm,1Y1 + GnmVm2Y2 + -+ @GnmVimm—1Ym—1 + GnmVm,mYm
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olur ki burada sirasi ile yg,y1,¥2, ..., Vm—1,YVm parantezlerine alinirsa

m
Zankxk: Zan]vjo>yo+...+< Z QnjVjm— 1)ym 1+<Zan]v]m>ym
k=0 j=0 Jj=m—1 J=m
m
:Z (Zanjvjk) Yk

m
=Y i
k=0
olur. A € (Ay : u) ise her x € Ay i¢in Ax mevcut ve Ax € u diir.
m m (n)
Z Ani Xk = Z Conk Yk
k=0 k=0

olup
Ax=C"yec

ise C" € (A : ¢) dir. (5.3) esitliginde m — oo icin limit alindiginda Ax = Cy elde edilir. Ax € u

oldugunda Cy € p olur. Yani C € (A4 : u) diir.

Tersine onceki iki sartlar1 (5.1) ve (5.2) saglansin ve x € Ay olsun. Bu takdirde (c,;) € AP

olur. Ciinkii C € (A : u) ise her y € A i¢in Cy mevcut ve Cy € u diir.

AP = {(an) : chkyk yaklnsak}
k

dir.

Z AnicX = Z ka Yk

oldugundan ve (5.1) esitliginde (auk)iey € AU olur. O halde Ax mevcuttur. (5.3) esitliginde

m — oo giderken Ax = Cy (x € Ay ve Ax € u) olur ki bu da bize A € (Ay : 1) oldugunu gosterir.

Bu da ispati tamamlar.

Simdi asagidaki listeyi verelim.

j— q
Sup - . Anj < oo,
meNg=0 | j=k " i=k Ti
m ljil—S'
im 3 LTT =
. ] J nk
n—»o0 er =k rl
m 1] 1
lim Z Z = Z|an| , her bir n € N igin,
m~>oo i
=0 |j=k"J i=k k
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(5.4)

(5.5)

(5.6)



1/=1

Jim Z Yo [T, s =

k=0j= krfl k
- H_aw
j=k"Ji= Ti

sup) _ [cppl? < oo,
neN

limc,; =
Pl nk ﬁk,

,}g{}og,fcnkl = ;|ﬁk|,
,}I_ISO;C”I‘ = ﬁ

sup |euk] < oo,
k,neN

sup)  [enk| < oo

lim ) "¢ =0,
n—oo T

) ) cu

neNkekK

q
Z Cnk

neN

sup < oo,

k,meN

sup
N.KEF

sup Z

NeF |

< oo,

< oo,

burada F, N nin tiim sonlu alt ciimlelerinin koleksiyonunu gostermektedir.

A€ {Zw, ¢, o, Lp, 61} ve U € {lw, c,co, l1}

karekterizasyonu Tablo-3’de verilmistir.

Tablo —3

her birn € N i¢in,

Uzayindan /7., ¢

Uzaymna

loo 1 2
c 6 7
Co 11 12
14 16 17

Teorem 5.0.1 den Sonug 5.0.1 verebiliriz.

5.7

(5.8)

5.9

(5.10)
(5.11)

(5.12)
(5.13)
(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

olmak tizere </~l: [.L) stnifinin

Sonug 5.0.1. 4 € {tlo, ¢, ¢o, Zp, Zl} ve U € {lw, ¢, co, {1} olmak iizere A € (A : L) olmast

icin gerek ve yeter sart Tablo-3 okunarak elde edilebilir. Burada;

1. (5.5),(5.6) veg=1ile (54).
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Ispat: A € ({&o} B(73) * &o) olmas1 i¢in gerek ve yeter sartlart bulmaya ¢alisalim. Yukaridaki

teorem geregince
e = (M) ¢ lo i C
€ ({EW}B(f,f) :&,) = { c( nk (. )

olmalidir. Buradan da

(n) _ () . limy, o0 Ck = 04 (k € N) (5.5)
¢ (ka> € (lm: ) = { 1My o0 X [k = X 0 (5.6)
olmasidir.
1
hm 1 Ck = hm Z apjvjr = lim Z H ( ) Anj = Cnk (5.5)
meree j=k Tji=k Fi
m m 1
m—soo m—reo £ :rrlzlgzol; g’ r_Hk( r; >a”j :Zk:lcnk| (5~6)

¢ = (cuk) € (fes : L) olmasindan da sup, Yy |[cux| < oo (5.9) olur.

2. (5.5),(5.7) veg=11ile (54),(5.9).

Ispat: A € ({&o} B(F$) - c) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 bulalim.

A€ <{€w}3(7,s‘) :c> — { - <c’(’:l’<)) € (bwic)

c=(cn) € (U i C)
(n)

olmasidir. ¢, € (fo : c) olmast durumu 1. maddedeki ile ayni oldugundan (5.5) ve (5.6)

saglanir.

limy, o0 Cppppe = ﬁk (k S N) (510)
limy, oo Y lCnk| = X Br | (5.11)

3. (55),(54) veg=1ile (5.9).

C:(cnk)e(ﬁx,:c)<:>{

. M e (lw: C) .
Ispat: A € ({&O} B - co) = mk o olmasidir. 1. maddenin ispatindan
) C .

(5.5) ve (5.6) saglanr.

4. (5.4),(5.5) ve (5.9).

(n) :
€ (‘{C}B(f,g) iﬁoo) — { - i € (€ C')

., Syt K e < o
€(c:ic) <= limy_yeCpi

limy; e Zk Cmk
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ve ¢ = (cpi) € (€2 loo) <= SUP, ey L [Cnk| < oo olmasidir.
SUp,eny Lk lenk| < oo sart1 (5.9)'un ¢ = 1 olmast halidir.
lim,—ye0 i 1s€ 1. madde de hesaplanmigtir. Simdi
. . - v k1 =7
Jim Yews = Jim & Y= Jim ¥ 3. (-0 CTT (2 )ans (59

Buna gore A € ({C}B(;’g) :ﬁx,) <= sup,,cy Lk [Cmk| oldugundan, sup,,cn Y |cmi| ifadesini
hesaplayalim.

m

:supz

meN =0

oo o ) j—1 s;
Zanjvjk Z (—1)]+le (—) anj (54)
Jj=k j=k

sup ) _[cmk| = sup
mEN; " mENZk: Fji—g \Ti

O halde saglanmasi gerekli sartlar (5.5),(5.7) ve g = 1 ile (5.4) ve (5.9) saglanmustir.

5. (5.5),(5.8) ve (5.13).

. (n) _ .(n) )
ispat: A Yy c —cmkE(c.c)
spat: A € ({ehyrg ) <= { ¢ = () € (c: 4)

o Sup,,, Lok [mi| < o0
¢, €(cic) =< limpy e O olmali

lil'nm Zk Cimk

Bir onceki ispattan dolay1 (5.4),(5.5) ve (5.7) saglanmal

sup,, X k| < oo
c=(cn) €(c:c) = lim,ecpp = Pr
limy, o0 Y Cpi = ﬁ

ilk sart 4. maddenin ispatindan (5.9) u ikinci ve iigiincii sartlar ise (5.10) ve (5.12) de zaten
var. Buradan A € <{C}B(’~,,s~) ; c) olmast i¢in gerek ve yeter sartlar (5.5),(5.7),(5.10),(5.12) ve
qg=1ile (5.4),(5.9) un saglanmasidir.

6. (5.5),(5.6),(5.10) ve (5.11).

o . c®=c"e(t,:c)
Ispat: A € ({EP}B(F,E) '£°°> — { c= (cnk)ke (Epl? le)

™ (g . SUPery L |Cmk|? < o0
i € Upic) = { lim, oo o
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C=(cu) € (lp:le) = {supZ\cnkW < oo olmali
nok

SUp,en Yom lcmk|? 4. maddenin ispatindan (5.4) olacak 1. maddenin ispatindan (5.5) olacak,

sup, Y |cnk|? < oo ise (5.9) sartinin ta kendisidir.

7.(5.5),(5.7),(5.10),(5.12) ve g=1ile (5.4),(5.9).

. (n) — (n) .
Ispat: A € <{€p}B(F,§) :c) e ) € B <ka> = .(EP pc) (5.4),(5.5)
c=(cu) € (lp:c)
n n sup,, Cm 4q < o
c()zcl(nlzé(ép:c)(:){ hmljnjol\olczni\ il

_ o { il <
C= (an) € (EP : C) { l1mn_>oo Cnk = ﬁk

onceki sartlara bakarsak (5.4),(5.5),(5.9) ve (5.10) saglanmalidur.

8. (5.5),(5.10) ve g=1ile (5.4),(5.9).

Ispat: A € ({ZP}B” . > <:>{ e (: (;;;;2) €(f:c)

€ (€1 : Leo)
(n) . SUPy, keN |Cmk| < oo (5.8)
(ka> €li:c) = { Ty Conk (5.5)

C=(cn) € (4 : le) <~ { sup |cu| <o (5.13)
n,keN

Zanjvjk

j=k
yani (5.5),(5,8) ve (5.13) saglanmalidir.

Sup k| = sup <o (5.8)

m,k m,k

= sup
m,k

i(_l)m 1fﬁ (j’)an,

=k Tji=k

9. (5.4),(5.5),(5.9) ve (5.10).

fspat: 4 € ({£1}r ) = { = () etz (55),(58)
k

—~
D
—_
98]

~—

) SUP,, ken | Cnk| < o0
C=(cq) €(l:c) = b
(cne) € (612 ¢) { limy, 0 ke = Pr

—~
W
—_—
=)

~—

yani (5.5),(5.8),(5.10) ve (5.13) saglanmalidir.
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10. (5.5),(5.8),(5.10) ve (5.13).

— , c® = (") € (ba:c) (5.5),(5.6)
Ispat: 4 € ({6”}3(775) 'CO) = { c= (cnk() Ek(>foo ) (5.15)

C = (cnk) € (oo : c0) <= 1im ) || =0
"%

11. (5.5),(5.6) ve (5.15).

—

e = (ka

c= (an) c (61 :61)

Ispat: A € <{€1}B(F,s“) 151) — { > € :c) (5.5),(5.8)

C= (an> S (gl :gl) — Sl;lean| e (5'14)

12. (5.5),(5.7), Bi=0 ile (5.10) ve B =0ile (5.12) ve (5.4), ¢=11icin (5.9).

cn) = (c,,’j)) € (b €) (5.5),(5.6)

Ispat: A € ({la}pis : 01) <=
p <{ }B( y ) 1> { Cc = (an) - (goo . gl)

C = (cuk) € (leo: £1) <= sup
N.K

Y ) cn

neN kekK

<o (5.16)

13. (5.5), B =0ile (5.10) ve (5.4), ¢ =1 icin (5.9).

n) _ (n) .
Ispat: A € <{€P}B(f,5) :g1> — { z(_) (_C Smekgge (Zy) c) (5.5),(5.6)
— \(tn p-
q
C=(en) € (lp: £r) <= supd | ) e <o (5.17)
k |neN

14. (5.4),(5.5),(5.9) ve By =0ile (5.10).

15. (5.5),(5.8), B =0ile (5.10) ve (5.13).

16. (5.5),(5.6) ve (5.16).
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17. g = ligin (5.4),(5.5),(5.7) ve (5.16).
18. g = Ligin (5.4),(5.5) ve (5.16).
19. (5.4),(5.5) ve (5.17).

20. (5.5),(5.8) ve (5.14).

[1]
Simdi Sonug 5.1.1 den bazi yeni matris siniflarinin karekterizasyonunu elde etmede faydal
olan Bagar ve Altay [46] tarafindan verilen lemmay1 verebiliriz.
Lemma 5.0.1. u ve A iki dizi uzayi, A bir sonsuz matris ve U bir iicgen matris olmak iizere;
A€ (A:uy) <= UA€ (A:pu) dir

Son olarak belirtilmelidir ki; Sonug 5.1.1 de her k,n € N icin a, yerine rpaui + sp—10n,—1 k
yazilirsa U = B(F,5) ile birlikte Lemma 5.1.1 den (1 ’ ,ﬂ) sinifimin karekterizasyonu elde
edilebilir.
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6. SONUC

Yakin zamanda Kirigci ve Bagar [31] /1, ¢, co ve [, klasik dizi uzaylarinda genellestirilmis
fark matrisi B (r,s) nin etki alani iizerine ¢calismalarda bulundular. Daha sonra Sonmez [51] bu
sonuglari ticlii band matrisi B(r,s,¢) yi kullanarak genellestirmistir. Genellestirilmis fark matrisi
B(r,s), her n € Ni¢in r, = r ve s, = s alindiginda B (7, ) dizisel ¢ift band matrisinin 6zel bir
durumu oldugu icin Kiris¢i ve Bagar [31] tarafindan elde edilen sonuglardan daha genel sonuglari

Candan [1] nolu ¢alismasinda elde etmistir.
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