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Dort boliimden olusan bu yiiksek lisans tezinin birinci boliimii literatiir taramasi i¢in girige
ayrilmstir.

Ikinci boliim diger boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi igin bazi temel kavramlardan
olugsmaktadir ki bu boliim Riemann manifoldlar1 ve Riemann submersiyonlar1 adi altinda iki
alt bagliktan ibarettir. Riemann submersiyonlarinda O’Neill tarafindan tanimlanan tensorler
tanitilmig, bu tensorlerin 6zellikleri, geometrik anlamlar1 ve kovaryant tiirevleri incelenmistir.

Uciincii ve dordiincii boliim tezin ana kismini olusturmaktadir:

Uciincii boliimde istatistiksel manifoldlar tanitilmis, egrilikleri ve dzelliklerinden bahsedil-
mistir.

Dordiincii bolimde ise istatistiksel submersiyonlar ve kosimplektik-benzeri istatistik-
sel submersiyonlar verildikten sonra kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlarin
anti-invaryantlig1 incelenmis, ornekle desteklenmis ve temel manifold tizerindeki distribiisyon-
larin integrallenebilirlik ve tamamen geodeziklik durumlari arastirilmistir.
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The first chapter of this master’s thesis, which consists of four chapters, has reserved for an
introduction to literature review. The second chapter has some basic definitions and theorems for
a better understanding of the other chapter, which consists of two subsections called Riemann
manifolds and Riemann submersions.Tensors defined by O’Neill in Riemann submersions has
been introduced. The properties, geometric meanings and covariant derivatives of these tensors
have been studied.

The third and fourth chapters have constituted the main part of the thesis:

In the third chapter, statistical manifolds have introduced, their curvatures and properties
have mentioned.

In the fourth chapter, after statistical submersions and cosimplectic-like statistical
submersions have given, the anti-invariance of cosymplectic-like statistical submersions
has examined, supported by an example, and integrability and totally geodesicness of the
distributions on the total space have obtained.
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1. GIRIS

Istatistiksel manifoldlar teorisi bilgi (enformasyon) geometri olarak isimlendirilir. Genellikle
bir istatistiksel manifold iizerinde cesitli geometrik yapilarin calismasina bagli bilgi geometrisi,
olasilik distribiisyonlarinin bir istatistiksel modelini barindiran geometrik yapilarin bir ¢alismasi

olarak baglamistir.

Son zamanlarda bilgi geometrisi, stokastik siiregler, kuantum sistemleri, sinir aglarinin
matematiksel teorisi, dinamik sistemler ve zaman serileri gibi 6nemli uygulama alanlarina sahip
olan istatistiksel manifoldlar teorisi (veya enformasyon geometrisi) fikri ilk olarak 1945 yilinda
C.R. Rao isimli bir bilim adaminin yazmis oldugu bir makale ile ortaya atilmistir [1]. Ardindan
bilgi geometrisinde istatistiksel manifoldlarin bazi1 uygulamalar1 pek ¢ok calismada ele alindi.
Ornegin, [2] de yazarlar, sonlu boyutlu Gauss istatistiksel manifoldlarin bilgi geometrisinin
gecici asimptotik hareketlerinin bir analitik hesaplamasini verdiler. Yine [3] de yazar, bilgi

geometrisinin elemanlarini kullanarak ¢alismalarini sundular.

1985 yilinda afin geometride dual (veya konjuge) konneksiyon kavrami tanimlanarak [4],
bir Riemannian metrik ve dual afin konneksiyon yardimiyla istatistiksel manifold kavrami
tanimlanmistir. Buna gore .4, (2n + 1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, g bir
Riemannian metrik ve V da g metrigi ile uyumlu Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda,

eger V torsiyonsuz ve VX,Y,Z € I'(T /") i¢in Codazzi denklemi denilen

(Vxg)(¥,Z) = (Vrg)(X,Z)

esitligi saglaniyorsa, (V,g) ciftine .4 tizerinde bir istatistiksel yap1 ve (.4,V,g) ye de bir
istatistiksel manifold denir. .4 iizerinde bir istatistiksel yap1 (V,g) olmak iizere, V nin g ye

gore konjuge (eslenik) veya dual konneksiyonu V*
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +5(Y,VxZ)

esitligi yardimiyla tanimlanir. Bir (V,g) istatistiksel yapisi i¢in, (1,2)-tipindeki K fark tensor
alam VX,Y € I'(T.4") icin
K(X,Y)=VxY —-VXY

seklinde tanimlanir ve fark tensor alani icin K(X,Y) = K(Y,X)ile g(K(X,Y),Z) =g(Y,K(X,Z))

esitlikleri saglanir. Ayrica fark tensor alani igin

K=V-V'=_(V-V"



dir. Son yillarda, pek ¢ok manifold tiirleri iizerinde istatistiksel yapilar diisiiniilerek farkli
calismalar yapilmaktadir. Ornegin, 2017 yilinda Furuhata ve arkadaglar1 Sasakiyan istatistiksel

manifold kavramini tanimlayarak bu manifold ile ilgili 6Gnemli sonuclar elde etmislerdir [5].

Ayrica, istatistiksel manifoldlar dokularin renk ve parlaklifiyla ilgili olarak goriintii
analizinde kullanilir. Dokularin goriintiileri ¢ok terimli dagilimlar olarak kabul edilir ve
aralarindaki uzaklik Riemann geometrisinde jeodezik uzaklifiyla hesaplanir. Istatistiksel
manifold kavrami afin diferensiyel geometride es afin immersiyon kavramiyla ortiismektedir.
Bu immersiyon tarafindan tanimlanan eslenik konneksiyon ve afin konneksiyon yardimiyla

istatistiksel yap1 kurulur. Bu yapinin kurulmasiyla amag gerceklesmis olur.

Istatistiksel manifoldlar ve bilgi geometrisi hakkinda daha fazla bilgi almak icin ilgili
kaynaklara bakilabilir; [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19],
[20], [21].

Son zamanlarda pek cok yazar istatistiksel submersiyonlar1 calismaya basladi. Istatistiksel
manifoldlar arasinda istatistiksel submaersiyon kavrami, 2001 de N. Abe ve K. Hasegawa
tarafindan sunuldu [22]. Burada yazarlar B. O’Neill tarafindan verilen Riemann submersiyonlari
ve geodeziklerle ilgili baz1 sonuglarin genellemesini verdiler. Daha sonra, K. Takano 2004 te
hemen hemen kompleks yapili istatistiksel manifoldlar1 ve onlarin submersiyonlarinm ¢alisti [23].
Ayrica Takano, istatistiksel submersiyonlarin orneklerini [24] de verdi ve [25] de hemen hemen
kontakt yapil1 istatistiksel manifoldlarin istatistiksel submersiyonlarim takdim etti. Istatistiksel

submersiyonlarla ilgili ¢calismalarla ilgili kaynaklara bakilabilir; [26], [27], [28], [29].

Bu tezdeki amacimiz, istatistiksel yap1 kavramini goz Oniine alarak istatistiksel manifoldlar1

incelemek ve bu manifoldlar yardimiyla istatistiksel submersiyonlar1 ¢calismaktir.
Birinci boliimde, literatiir taramasi sonucu ¢alismanin tarihsel gegmisinden bahsedilmekte-
dir.

Ikinci boliimde, tezin iigiincii ve dordiincii boliimlerinin anlasilmast icin gerekli olan temel
kavramlar verilmektedir. Bu kavramlardan ¢ogu ispatsiz bir sekilde verilmekte fakat gerekli

goriilenler ispatiyla sunulmaktadir.

Uciincii boliimde, istatistiksel submersiyonlarda kullanacagimiz istatistiksel manifoldlar

incelenmekte ve bazi 6zellikler verilmektedir.



Dordiincii boliimde, istatistiksel submersiyonlar tanitilmaktadir. Bu boliim ii¢ alt béliimden
olugmaktadir. Birinci alt boliimde, istatistiksel manifoldlardan yine istatistiksel manifoldlara
giden istatistiksel submersiyon kavrami ayrintili olarak incelenmekte, O’Neill tensorleri dual
konneksiyonlarla birlikte verilmektedir. Ikinci alt boliimde, kosimplektik-benzeri istatistiksel
submersiyon kavrami tanitilmakta ve belirli sartlar altinda bazi 6zellikleri verilmektedir. Ugiincii

alt boliimde, kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlarin anti-invaryantlig1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tezin ana kisminda gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlarive Metrik Konneksiyonlar

Tamm 2.1.1. E" de bir f : E" — R fonksiyonunu alalim. Bu durumda

fim flp+1V)—£f(p)

t—0 t

, VEE"

limiti varsa bu limit degerine f fonksiyonunun s € E" noktasinda ve V yoniindeki tiirevi denir.

Bu tiirev

d
Vilf] = df(ve) = S (Fs+1V))lzo
seklinde gosterilir [30].

Tamm 2.1.2. A4 bir manifold ve C*(N R) ={f|f:U =R, f € C*(U)} olsun. s € N olmak

iizere bir
Vi : C*(A,R) =R
! d
oWl =Y ul L,
i=1 Si

doniigiimii icin A, 0 € R,Vf,h € C* (AN ,R) olmak iizere

1 Vy(Af + pth) = AV [f] + uvi[h]

2. Vs(fh) = Vs[f1h(s) + £ (s)Vs[A]

sartlarim saglayan Vs fonksiyonuna N nin s € N deki tanjant vektorii denir [31].

-/ manifoldunun bir s € .4 noktasindaki Ty.# = {V,|Vs : C*(A4,R) — R} tanjant

vektorlerinin kiimesine,
(+): TN X TN — TN
(Vg, W) = Vi +Ws: C*(A,R) > R
(Vs + Wo)lf] = Vil S+ Wslf]

ve
() RX TN — TN
(A,Vs) = AV, : C°(N,R) - R
(AVOlf1=AVslf],  VfeC?(A,R)

4



islemleri dikkate alindiinda reel sayilarkiimesi tizerinde bir tanjant uzay1 denir [31].
Vi = (v1,...vn)|q € T,(E™) verilsin. Bu durumda
n af
Volf] = ZVix‘q =< Vg, Vg >
i=1 i
dir, burada s; : E" — R koordinat fonksiyonudur.

Tamm 2.1.3. V" bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Vq € A" noktasina X, € T,V tanjant

vektoriinii karsilik getiren doniisiime vektor alani denir. Tanjant demeti

TN = T,V
qgeN
seklinde verilsin. Bu durumda
X: N =>THN
qg— Xy

doniisiimiine vektor alani adi verilir. Buna gore bir q noktasindaki tanjant vektor

0
ai(‘])gh

2
|
)—‘M=

dir. Bu durumda X : x(N") — x(A") bir doniigiimdiir. X (f) diferansiyellenebilir ise X vektor

alamina da diferansiyellenebilirdir denir [31].

Tamm 2.1.4. .+ bir Hausdorff uzay olsun. ¥q € A icin A de E"(n > 0) ye homeomorf olan

bir V acik komsulugu bulunabilirse V" ye topolojik manifold denir [32].

Tamm 2.1.5. A" topolojik manifold ve V, A" nin bir acik alt kiimesi olsun. Eger V bir Q
homeomorfizmi ile E" nin bir W alt kiimesine eslenebiliyorsa (V,Q) ikilisine ./ de bir koordinat

komsulugu denir [32].

g €V igin Q(q) = (51(q),---,50(q)) si(q) € R, 1 <i<n dir. Buna gore 5;: V C A — R

i.koordinat fonksiyonu olmak iizere s;(qg) reel sayisina (g) noktasinin i.koordinat1 denir.

Koordinat fonksiyonlar1 siireklidir, ¢iinkii € fonksiyonu bir homeomorfizmdir. Ayrica
g,r € V noktalan i¢in s;(q) = si(r) = g = r durumu Q(g) nin birebirliginden soylenebilir.
Bu demektir ki ¢ € V noktasinda (s1(g),...,s,(q)) reel sayilarina ¢ € V noktasinin (V,Q)
koordinat komsuluguna goére lokal koordinatlart ve V iizerinde tanimh olan (sy,...,s,) reel

degerli fonksiyon n-lisine de (V, Q) iizerindeki lokal koordinat sistemi denir [32].

5



Tanmm 2.1.6. A" bir topolojik manifold ve A nin bir acik ortiisii {Vy} olsun. Vo agik
kiimelerinin o indislerinin kiimesi % olmak iizere {Vy } ortiisii icin {Vq}qes yazalim. E" de
Vo ya homeomorf olan bir agik kiime Eq ve Qg : Vo — Eq olsun. Koordinat komsuluklarinin

{(Va, Qo) Yaews koleksiyonuna bir atlas (veya koordinat komsulugu sistemi) denir [32].

Tamm 2.1.7. A" bir manifold ve S = {(Vq,Qq) }acw, A nin bir atlast olsun. Eger S atlast
asagidaki ozellige sahip ise S ye C',r > 1 sinifindandir denir. Vo (\Vg # 0 olmak iizere Vo, B e
U igin

Pyp = QaoQp" 1 Qp(Va[ V) = Qa(Va[Vp)

gy = Q500" 1 Qu(Va[|Vp) = Q5 (Ve[ \Vp)

fonksiyonlari C" smifindandir. Eger S atlasi N iizerinde C” sinifindan ise S ye C" sinifindan bir
diferansiyel yapt denir [32].

Tammm 2.1.8. A" bir topolojik manifold olsun. ./ nin C" siifindan atlast S ise N ye
diferansiyellenebilir manifold denir [32].

Tamm 2.1.9. A" bir manifold olsun. Ts.V tanjant uzaymn bir bazina s € N noktasinda bir
catt denir. Bir (lokal hareketli) can {X;} (i=1,...,n), Vs € A icin Ty nin bir bazini veren

C* vektor alanlarindan olugan bir sistemdir [31].

Tamm 2.1.10. A4 ve & manifoldlart arasinda bir
o: N — A
C* doniisiimiiniin tiirev doniisiimii
do: x(N)— x(A)
biciminde gosterilir. Bu doniigiim Vs € A noktasinda
dos: T,V — Ts(5) %
lineer doniisiimiinii verir ve buna da o nin s noktasindaki tiirev doniigiimii denir [31].

Tamm 2.1.11. ¥ bir diferansiyellenebilir manifold ve .V iizerinde diferansiyellenebilir vektor
alanlart X ve Y olsun. Bir f € C*(A") i¢in

L1 (A7) xx(A) — x(A)



(X, Y]f =X(Yf)=Y(X[)

seklinde tamimlanan |,| fonksiyonuna X ve Y nin Lie (parantez) operatirii denir. Bu operator

asagidaki ozellikleri saglar [33]:
X.Y.Z € x(N) ve f,h € C*(N) olmak iizere
LIX,Y] = —[v,X]
2.[aX +bY,Z] = alX,Z] + blY,Z]
3.[X,Y],2) + ([, 2],X] + [[Z,X],Y] =0
4.[fX,hY] = fh[X,Y]+ fX(h)Y —hY (f)X dir.

Tamim 2.1.12. A bir diferansiyellenebilir manifold olsun. A iizerinde diferansiyellenebilir
vektor alanlarimin kiimesi y(.A") olmak iizere X,Y,Z € x(A), A,u € R ve g: x(N) X
xX(AN) — C=(N) igin,

1. g(X,Y) = g(¥,X)

2.8(X,X)>0,VX icin g(X,X)=0<=X=0

3. Bilineer;
§AX+nY,Z) = Ag(X,Y)+ug(¥,z)
g(X,AY +uzZ) =2Ag(X,Y)+ug(X,z)

sartlart saglaniyorsa, g doniisiimiine Riemann metrigi( veya metrik tensir) ve (N, g) ikilisine

de Riemann manifoldu adi verilir [30)].

Teorem 2.1.1. A" bir Riemann manifoldu olsun. Buna gore AN iizerindeki metrik tensorii

n
<,>= Z gijdxi®dxj
i=1

veya

(%)2 _ i gijd(x,-ooc) d(xjoo)

i dt dt

dir [31].

Burada xy,xy,....x, ile A nin bir koordinat komsulugundaki koordinat fonksiyonlari

gosterilmektedir.

Tamm 2.1.13. A" bir Riemann manifoldu ve XY € y(.A") olsun. Her g € A igin

Xq — (X],...,Xn>’q € qu/V

7



dir. y; € C* (N, R) olmak iizere
vi: AN =R 1<i<n

koordinat fonksiyonlart C* sinifindan ise Y = (yi,...,yn)|q vektor alam C* simifindandir denir.

Boylece, Y nin X e gore kovaryant tiirevi

VxY = (XCI[yl]7'-'7Xq[ n])
ile verilir [30].

Tanim 2.1.14. .4 bir manifold ve y(N"), N iizerinde tamimli vektor alanlarimin uzayt olsun.
Buna gore,
Vix(AN)xx(AN) — x(A)
(X,Y) — V(X,Y) = VxY

doniisiimii

1.VxiyZ=VxZ+VyZ, VX,Y,Z€ x(AN)

Z.Vx(Y —I—Z) =VxY+VxZ

3.VixY = fVxY

4Vx(fY)=X[fIY +fVxY, VfeC=(N)

ozeliklerini sagliyorsa V ya N iizerinde bir afin konneksiyonu denir [33].

Teorem 2.1.2. .4 Riemann manifoldu olsun. Bu durumda X ,Y,Z € x(.A) icin

1. [X,Y] =VxY —VyX

sartlarin1 saglayan V konneksiyonuna metrik konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu
denir [34].

Tanim 2.1.14 ve Teorem 2.1.2 géz 6niine alinirsa VX, Y, Z € x(A) ve Vf € C*(A,R) igin

1. Vx(Y—l—Z) =VxY+VxZ

2. Vx4vZ=VxZ+VyZ



3. VixY = fVxY
4. Vy(fY) =X[f]Y + fVxY
5. Vx¥ —VyX = [X,Y]

6. Z(<X,Y >)=<VzX,Y >+ <X,Vz¥ >

dir [30].

A bir Riemann manifoldu ve V metrik konneksiyonu olsun. Bu durumda X,Y,Z € y(.4")
i¢cin
denklemine Koszul Ozdesligi ad1 verilir [35].

Tamm 2.1.15. A" bir Riemann manifoldu ve g ,,, A" nin Riemann metrigi olsun. A iizerinde

R (N)Xx(AN) x 2(AN) = 2(AN)
(X,Y,Z) = R(X,Y,Z) =R(X,Y)Z

RxyZ = R(X, Y)Z = V[X,Y]Z —VxVyZ+VyVyxY
olarak tamimlanan tensore V konneksiyonunun egrilik tensorii denir [35].

Tamm 2.1.16. 4" bir Riemann manifoldu ve g ., A nin metrigi olsun. Buna gore VX,Y,Z,W €
X (AN) igin

K (AN) X2 (AN) X (A) X g (A) = C7(A,R)
(X,Y,Z,W) —)K(X,Y,Z,W) =< R(X,Y)Z,W >
:gt,A/(R(va)Z?W)

seklinde ifade edilen 4. mertebeden kovaryant tensore N iizerinde Riemann Christoffel egrilik

tensorii denir [30].

Teorem 2.1.3. . bir Riemann manifoldu ve N iizerindeki metrik konneksiyon V olsun. Bu

durumda,

L.R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0



2.K(X,Y,Z,W)=—K(Y,X,Z,W)
3K(X,Y,Z,W)=—K(X,Y,W,Z)
4K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y)

dir [30].

Tanim 2.1.17. (A, g ) ve (A, g , ) Riemann manifoldlari olsun. Buna gore Vp € N igin ¥y
birebir ise

YN =N
diferansiyellenebilir doniigiimiine immersiyon denir.

Y (& ,) =&, sartiu saglayan bir diferansiyellenebilir immersiyonuna da /A nin N icine

izometrik immersiyonu denir [34].

Tanim 2.1.18. (4", g ) ve (A ,g , ) Riemann manifoldlar: olsun. Buna gore Vq € N igin Yiq
iizerine ise

YN =N
diferansiyellenebilir doniigiimiine submersiyon denir [34].

Tanim 2.1.19. (4™, ) bir Riemann manifoldu ve (AN",g ), A ye immersed baska bir
Riemann manifoldu olsun. Buna gore N ye N nin Riemann altmanifoldu denir. VX, €T y(p)
icin
8yl r(p)(fXp,8) =0

ise C vektorii f(p) noktasinda normaldir denir. Her bir f(p) noktasinda A ye normal olan
bu cins Cf(p) vektorlerinin kiimesine N iizerindeki normal vektor alant denir. N de N nin
birim normal vektoriine normal kesit denir. N iizerindeki biitiin normal vektorlerin vektor
demetini T+ N ile gosterecegiz. Buna gore N nin f(N) ye kisitlanmus olan T N tanjant
demeti; T N tanjant demeti ile TN normal demetin direkt toplamina izomorfiktir. Béylece

N ve N iizerindeki konneksiyonlar sirastyla V,V olmak iizere VX ,Y € y(N) icin
VxY = VxY +h(X,Y) (2.1.2)
dir, burada V bir metrik konneksiyonudur ve h,

he (N3 2 () = g (A)

10



ile tamimli normal demet degerli simetrik bilineer formdur. (2.1.2) denklemine Gauss formiilii ve
hya N nin ikinci temel formu denir. Simdi X € x(A),V € x (N icin —AyX, V5V ile VxV

nin sirastyla teget ve normal kisimlarini gosterirsek
VxV = —AyX + VyV (2.1.3)

yazabiliriz. Burada Ay lineer operatoriine normal kesite gore Weingarten temel tensorii ve

(2.1.3) denklemine de Weingarten formiilii denir [32].

Teorem 2.1.4. (/" ,g ,) bir Riemann manifoldu ve (A',g ,) de onun bir altmanifoldu olsun.
N ve N nin egrilik tensorleri sirasiyla R, R ve A nin ikinci temel formu h olsun. Buna gore

V,W.X.,Y € x(N) olmak iizere Gauss denklemi

< RywX,Y > =< vaX,Y >+ < I’l(V,X),/’l(W,Y) >

— < h(V,Y),h(W,X) >

dir [34].

Gauss denkleminin teget ve normal bilesenleri sirasiyla

(RX,Y)Z) =R(X,Y)Z+Anx )Y — Any.X (2.1.4)

(R(X,Y)Z)" = (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X,Z) (2.1.5)

dir. Burada (2.1.5) denklemine Codazzi denklemi denir. VA, .4 altmanifoldunun ikinci temel

formu 4 nin kovaryant tiirevidir ve
(Vxh) (Y,Z) =Vxh(Y,Z)—h(Y,VxZ)

biciminde tanimlanir.

Ayrican,§ € x* () igin

R(X,Y,{,n)=R"(X,Y,{,n)—g([A¢.Aq] X,Y)

seklinde tanimlanan esitlige Ricci denklemi adi verilir, burada [AC ,An} =A¢,Anp —AnAg ve R+

ise V- normal konneksiyonuna gére Riemann egrilik tensoriidir.
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2.2 Riemann Submersiyonlar

Riemann submersiyonlarin geometrisini ¢alistigimiz bu boliim iki kisimdan olusmak-
tadir. Birinci kisim, Riemann altmanifoldlarin submersiyonlardaki karsiligi olan Riemann
submersiyonu tanimlanmakta, 6rnek verilmekte ve O’Neill tensorii tamimlanarak ozellikleri

incelenmektedir. Tkinci kisim, O’Neill tensorlerinin kovaryant tiirevleri hesaplanmaktadir.

2.2.1 Distribiisyonlar ve O’Neill Tensorleri

(A™ g ,)ve (#" g,) Riemann manifoldlar1 ve o : .4 — 2 bir submersiyon olsun. Bu
durumda, rankc = boy% < boy.# olur. Herhangi bir x € & igin Fx = o ! (x) lizerindeki
lif, (.#",g , ) manifoldunun r = (m — n)-boyutlu bir altmanifoldudur. ¢! (x) altmanifoldlarina,

submersiyonun lifleri denir [36].

0 : N — % submersiyonunun p € 4 i¢in (4, g ) deki ¥ integrallenebilir distribiisyonu
V) = cekoy,

ile tanimlanir ve ¥}, ye submersiyonunun dikey distribiisyonu denir. Dikey distribiisyona dik ve
tamamlayan olan

1
Hp = (")
distriblisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir [36].

Teorem 2.2.1. ¢ : AN — A bir submersiyon ve A manifoldunun dikey distribiisyonu V" olsun.
Bu durumda, o (p) = x ve p € N icin her ¥}, dikey distribiisyonu o~ ! (x) altmanifoldunun
tanjant uzayi ile ¢akisir [36].

Ispat: 7,6~ (x) de bir v vektorii ve

!

7(0)=p,7 (0)=v
olacak sekilde
7:00,1] = o (x)

egrisi secilebilir, bu durumda (6o 7T)(t) =x, t € [0, 1] igin

c. (T/ (0)) :(Gof)x%:()
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elde ederiz. Buradan

v=1(0)€ ¥,

dir. O halde 7,6~ ! (x), ¥}, nin r = (m — n)-boyutlu altuzayina doniisiir. Boyutlarin esitliginden

olur.

Boylece, x € .4 noktasinda .4/~ Riemann manifoldu
TN =@ M=V, 0V
ortogonal ayrigimina sahiptir.

Tanmm 2.2.1. (4,g ) ve (%,8,,) Riemann manifoldlar: olsun. Eger
o:(N8,) = (H8,)

diferansiyellenebilir doniigiimii asagidaki sartlart sagliyorsa o© doniisiimiine Riemann
submersiyonu denir [36].

(1) o doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

(2) Her p € A noktasinda, o, doniisiimii X,, € I' (J¢,) yatay vektorlerinin uzunlugunu

korur.

Tanimdaki birinci sart, doniisiimiin bir submersiyon oldugunu garanti etmektedir. ikinci sart
ise p € /" noktasindaki oy tiirev doniigiimiiniin .77}, yatay uzayindan T(,) % lizerine bir lineer

izometri oldugunu soylemektedir. Yani,
8y Uv) =8, (Ouplt; Opv), u,v € 5, peN

dir [36].

Simdi, Riemann submersiyonlariyla ilgili basit bir 6rnek verebiliriz:

Ornek 2.2.1. a € (O, g) olmak iizere

®: R* - R?

(x1,X2,x3,x4) — (X1 COS O + X3 8in &, x7 Sin ¢ + x4 COs O
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doniisiimii verilsin. Burada, {xl’xz,x3,x4} ile R*  Oklidyen uzayin bir koordinat sistemi

gosterilmigstir. Direk islemlerle

o — cos o 0 sin & 0
T 0 sinae 0 cosa

elde edilir. Dolayisiyla, ranko, = boy (Rz) = 2 dir. Yani, ¢ bir submersiyondur. Diger taraftan,

V = ¢ceko, = Sp {X1= sinocai)q—cos (xai)%, X, = cos aQixz — sinaai)m}
ve
e :%”:Sp{X3 :cosai—ksinai, Xy :sinai—f—cosai}
dx| 9x3 dxp x4
elde edilir. Ayrica, 5
0. (X3) = e o (X4) = E

dir; burada {yy y,}, R* Oklidyen uzaywn bir koordinat sistemidir. Boylece R* ve R? iizerindeki

standart i¢ ¢arpimlar gpa ve gro ile gosterilirse

gre+ (X3,X3) = g2 (0x (X3) , 04 (X3)) = 1,

8R4 (X4>X4) = 8R2 (G* (X4) ) O (X4)) =1

olur. Bu ise ¢ doniisiimiiniin, bir Riemann submersiyon oldugunu gosterir [36].

o:(AN,8,)— (%,g,) bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda .4" iizerindeki bir
X vektor alan1 yatay distibiisyona ait ise yatay vektor alami olarak adlandirilir ve yatay vektor
alanlarimin kiimesi y”* () ile gosterilir. .4 iizerindeki bir X vektor alani dikey distribiisyona
ait ise dikey vektor alam olarak adlandirilir ve dikey vektor alanlarmin kiimesi y” (.4) ile
gosterilir. Herhangi bir A; € x (.#) vektor alaninin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla #'A
ve SN\ gosterilir. Eger X yatay vektor alani, & tizerindeki X, vektor alanina o-bagl ise M

tizerindeki X vektor alanina temel vektor alani denir. Temel vektor alanlarinin uzay1
20 (M) =2 ()" ()

ile gosterilir. Temel vektor alanlarinin uzay: ile x (%), o altunda birbirine izomorfiktir. X, €
x (#) olmak iizere X, vektor alanina o bagli olan temel vektor alanina X, vektor alaninin yatay
gonderileni (lift) denir. Temel vektor alanlart yatay distribiisyonu yerel olarak geren vektor

alanlandir [36].

Bir Riemann submersiyonunun temel ozelliklerini veren lemmay1 asagidaki gibi ifade
edebiliriz:
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Lemma 2.2.1. (A4,g ) ve (#,8,). V ve V' Levi-Civita konneksiyonlarina sahip Riemann
manifoldlart ve

o:(N,8,)—(B.8,)

Riemann submersiyonu olsun. AN iizerindeki XY temel vektor alanlarima o-bagl vektor

alanlart X, ve Y, olmak iizere
() g, (X,Y)=g, (XYoo
(ii) A [X,Y] temel vektor alani, [X,,Y,| vektor alanina c-baghdur.
(iii) A (VxY) temel vektir alani ve V;(*Y*, o-baghdr.
(iv) Herhangi bir V € X7 (N ) i¢in, [X, V] dikey vektor alanidur
sartlart saglamr [36].

Ispat: (i)pe A, X,Y € x% (A)icin

8xp (X’Y) = 8%0(p) (G*pX> G*pY)

dir. Buradan

8 (X?Y) =84 (X*7Y>¢<) eXo)
elde edilir.

(i) X,Y € ¥ (A) igin
o, ([X,Y]) = 0.2 ([X,Y]) + 0.7 ([X,Y])

yazilabileceginden

o, ([X,Y]) = 0. ([X,Y])

elde edilir. Boylece,

0.7 ([X,Y]) = [0.X,0.Y]

veya

olur. Yani, 57 [X,Y] temel vektor alan1 6-baghdir.

(iif) o bir izometri oldugundan X (g , (Y,Z)) =X (g, (Y+,Z:)) oo ve [X,Y] ile [X,,Y.]

vektor alanlar1 ¢ bagh oldugu i¢cin Koszul 6zdegligiden X,Y,Z temel vektor alanlar X, Y., Z,
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vektor alanlarinin yatay liftleri olmak tizere

2g,/V (VXY’Z) =X (g@ (Y*7Z*)) + Y (ggz} (X*’Z*)> —Z, (g@ (X*,Y*))
+8, (XX, Z0) + 8, ([Z6X] V) — 85 (Ve Zi] , Xo)

elde edilir. Burada, sag taraf % manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu v icin Koszul

0zdesligidir. Buradan
g, (Vx¥.2) =g, (Vi Yo, Z.)
olur. Boylece (iii) i¢in ispat tamamlanir.

(iv) Herhangi bir V € x” (A#) ve X € x% (4) igin X temel vektor alani X, vektor
alanina o-bagh olsun. Bu durumda,

o.[X,V]=0
elde edilir. Bu ise, [X,V] € I'(7') demektir.

Bu kisimda, [36] den O’Neill temel tensorlerini tanimlayacak ve ozelliklerini inceleyecegiz
ki Reimann submersiyonlar: iizerinde rol oynayan bu tendrler, Riemann altmanifoldlarinda

Gauss ve Weingarten formiillerinin oynadigi rolii oynarlar.

(A8 ,) ve (#,8,) Reimann manifoldlar1 ve
c:(AN.8,) = (B8,

bir Riemann submersiyonu olsun. V, (.4, g ) manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu olmak

tizere (1,2) mertebeli T temel tensor alani
T (Al,/\z) = TA1A2 = %V’%AI,VAZ + "f/V«//AI%Az, A, Ay ey (JV)

ile tammlanir. Tanimdan asagidaki 6zellikler kolayca goriilmektedir. Aj € x (.4#") i¢in Ty, lineer
operatordiir. Ty, yatay ve dikey altuzaylarinin rolleri degisir. T dikey tensor alamdir. Yani Aj €

X (A)igin, Ty, = Ty, dir.

Diger O’Neill tensor alam asagidaki sekilde tamimlanmaktadir. (A7,g ) ve (#4,8,)
Riemann manifoldlar1 ve

o: (</Vag,4/) - (%’,g(@)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel tensor alant

A(A],Az) :AAIAZ = %V%AI%AZ‘l‘%V%AlVAZ, A, A € X(JV)
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ile tanimlanir. Tanimdan A temel tensor alanm i¢in de asagidaki 6zellikler goriilmektedir. A; €
X () igin Ay, lineer operatordiir. Aj € x (.4) igin A, yatay ve dikey altuzaylarinn rollerini

degistirir ve A yatay tensor alanidir.
Yani, Aj € x (A7) igin, Ap, = Az, dir.

Asagidaki lemmada A ve T temel tensor alanlarinin g metrigine gore anti-simetrik oldugu

gosterilmektedir.

Lemma 2.2.2. (A4, g ) ve (#,8,,) Riemann manifoldlar: ve
o:(AN.8,)—(%.8,)
bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir Aj,Ay, A3 € x (AN) igin

8 (T A2,A3) = =8, (Ta, A3, A2) (2.2.1.1)

8 (An A2, A3) = —g , (A A3, A7) (2.2.1.2)
dir, yani Ap, ve Typ,, g , metrigine gore anti-simetrik operatorlerdir [36].
Ispat: (2.2.1.1) den
8, (TaA3, M) =8, (VYA VN3, N+ 8, (VVyn TN,V Ar)
dir. Buradan
g, (TaA3,M) =8, (Vya, VA3, N) + g, (Vyn HONs3, YV A)
olur. V, Levi-Civita konneksiyonu oldugundan

g, (Ta\A3,A2) = Vg, (VA3, M) —g , (VA3,VypHN)

+V NG, (N3, VNy)— g, (AN, Vyp, VA2)
elde edilir, g , (7' Az, € Ay) = 0 oldugundan
gy (T3 A0) = =g, (VA Vyn, HN) =g, (H83,Vyn, ¥ A2)
olur. Bu ise
8, (Ta A3, A0) = — (8, (VA3, YV Vyn HN) + 8, (N3, HV ya, VA7)

demektir. Buradan,
8y (TA1A37A2) =8y (A37 TAlAZ)
elde edilir. Bu (2.2.1.1) ifadesidir. (2.2.1.2) benzer sekilde gosterilir.
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(4,8 ,) bir Riemann manifoldu ve p € .4 olsun. Kolayca goriilir ki, herhangi bir
u,w € TpN icin Ty Az (p) ve Ax, A2 (p), A tizerindeki Ay, Ay vektor alanlarmin se¢iminden

bagimsizdir. 7, A, lineer operatorleri

Lyw = (T/\1A2) (p),

Auw = (Ax,A2) (p)
ile tanimlanir. Burada A1, A € x (A7) ve Aj (p) = u, Az (p) = w dir [36].

Yukarida verilen lemma ve temel tensorlerin 6zellikleri gozoniine alinirsa asagidaki sonug

bu lineer operatorler icin tekrar ifade edilebilir.

Onerme 2.2.1. (#',g ) ve (#,g,,) Riemann manifoldlar: ve
o:(N.g,) > (#8,)

bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir p € N, u € T, N icin; T, ve A, operatorleri
(Tpﬂ/ 8 M) iizerinde anti-simetrik operatorlerdir ve p € N noktasinda yatay ve dikey alt

uzaylarumin rollerini degistirirler [36].

Onerme 2.2.2. (/' ,g ) ve (#,g,,) Riemann manifoldlar: ve
c:(AN.8,)—(%8,)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere

() U,W € x” (N) icin

TyW =1TyU, (2.2.1.3)

(i) X,Y € x7% (W) igin

AxY = —AyX, (2.2.1.4)

(iii) v yatay distribiisyon iizerine olan projeksiyon olmak iizere

1
AxY = S0[X.Y]

dir [36].
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Asagida sunulan denklemler Riemann submersiyonlarin geometrisi calisilirken sik

basvurulan denklemler toplulugudur.

Lemma 2.2.3. (/4 ,g ) ve (#,8,) Riemann manifoldlart ve ¢ : (A',g ,) — (%,8,,) bir

Riemann submersiyonu olmak iizere, X,Y € 7 (N ) ve VW € x” (N icin

VyW = TyW +VyW, (2.2.1.5)

VvX = VyX +Ty X, (2.2.1.6)

VxV =AxV +7V'VxV, (2.2.1.7)
ve

VxY = #VxY +AxY (2.2.1.8)

saglanir, burada VW = ¥VyW dir. Liflere ait diger geometrik nesneler de ~ sembolii ile

gosterilecektir. Ayrica, X temel tensor alani ise [X,V] dikey vektor alant oldugundan
HOVyX = 7VxV =AxV

dir [36].

O’Neill tensorleri altmanifoldun ikinci temel formu ve Weingarten temel tensoriine benzer

bir geometrik kargilig1 Riemann submersiyonlar: i¢cin sunmaktadir.

Teorem 2.2.2. (A',g,) ve (%,8,) Riemann manifoldlan, o : (N ,g ,) — (#,8,) bir
Riemann submersiyonu ve (N',g ) iizerindeki yatay distribiisyon  olsun. Bu durumda, 7€

yatay distribiisyonunun integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir [36].
Ispat: Herhangi bir X,Y € 7 (.4 icin
AxY = 0oVyxY

dir. Buradan

AxY —AyX =v[X,Y]

elde edilir. Burada ( 2.2.1.4) kullanilirsa

2AxY =0[X,Y]
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olur. AxY = 0 ise J¢ integrallenebilirdir. Tersine 7 integrallenebilirse AxY = 0 olur. Buradan
Uey” (N)igin
g(AxY,U) = —g(AxU,Y) =0
olur. Bu ise AxU = 0 demektir. Yani Ay, .4 iizerinde sifirdir. Diger taraftan E € x (.4) i¢in
Afp = A _yg oldugundan
Ay =0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

2.2.2 Temel tensorlerin Kovaryant Tiirevleri

Bu altboliimde T ve A tensorlerinin kovaryant tiirevleri hesaplanmakta ve bunlarin iirettigi

geometrik sonuclar sunulmaktadir.

Lemma 2.24. (/g ) ve (#,8,) Riemann manifoldlar: ve ¢ : (N',g ,) — (#,8,) bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y € x7 (N )ve V,W € x” (N) icin

(VwA)y = —Anw, (2.2.2.1)
(VxT)y = —Tayy, (2.2.2.2)
(VxA)y = —Aaew, (2.2.2.3)
(VWwT)y =—Try (2.2.2.4)

dir [36].
Ispat: ./ iizerinde E vektor alani icin
(VwA)y E =Vy (AwE) —Av,w (E) — Aw (VVE)

dir. Ax = A _yx yatay tensor alani oldugundan, W € x” (A) i¢in Ay = Ay = 0 dir. Boylece
(VvA)w E = —Av,w (E)

olur. Burada (2.2.1.5) ve Ag = A j»f tensor alaninin yatay degerli olmasi kullanilirsa,
(VwA)w E = —Arw (E)

elde edilir.
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Ayrica, E € x () ve X,Y € % () olmak iizere
(VxT)yE =Vx (TyE) — Ty,y (E) — Ty (VXE)
dir. Tyy = Tyw dikey tensor alani1 oldugundan 7y = Ty = 0 dir. Boylece yukaridaki ifade
(VxT)y E = —Tyyy (E)
olur. (2.2.1.8) kullanilir ve A tensor alaninin dikey tensor alant oldugu gozoniine alinirsa,
(VxT)y E = —Tayy (E)

dir. Bu ise (2.2.2.2) ifadesinin ispatidir. (2.2.2.3)ve (2.2.2.4) denklemleri benzer olarak

gosterilebilir.
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3. ISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR

Bu boliimde, istatistiksel manifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

A, C* smifindan (n + k)-boyutlu bir Riemann manifold ve V , ¥ iizerinde bir afin
konneksiyonu olsun. I'(E) ile E — 4" vektor demetlerinin kiimesini gosterelim. Boylece .4

iizerinde (p,q) tipindeki tiim tensor alanlarinin kiimesi I'(7{, ,)-#") olarak gosterilir [8].

P:q)

EgerV,X,Y,Z € I'(T#") i¢in % torsiyonsuz ve Codazzi denklemi gerceklenirse yani,
(Vxg,)(Y,Z) = (Vvg ,)(X,2)

sart1 saglanirsa (%, g) ikilisine istatistiksel yapi ve (N, %, g ,) ye de istatistiksel manifold denir.

Bu durumda, eger VX,Y,Z € I'(T./) igin
Xg ,(Y,Z2)=g¢ ,(VxY,Z)+g ,(¥, Vx2)

ise V*, g ye gore V nin dual konneksiyonu olarak adlandirilir [18].

(A ,g ) istatistiksel manifoldu, torsiyonsuz afin konneksiyonu v ,6* ile donatilmig (n +

k)-boyutlu bir Riemann manifolddur [8].

Buna gore asagidaki 6nermeyi verebiliriz:

Onerme 3.0.1. (AN, %, g , ) manifoldunun bir istatistiksel manifold olmasi icin gerek yeter sart

(A, %*, g , ) manifoldunun da bir istatistiksel manifold olmasidir [18].
Ispat: (1 ,%,g’ ) bir istatistiksel manifold olsun. VX,Y,Z € I'(T.#") igin
Xg, (Y.2) =g, (Vx¥.2)+g,(Y,V%Z)

dir. Buradan,

(Vxg,)(Y,2)+g, (VxV.Z)+5,(Y.VxZ) =g , (VxV.Z) +g,(Y.V¥Z)  (3.0.D)
yazilabilir. (3.0.1) de X ve Z yi degistirirsek

(Vzg )Y, X)+g ,(Y,VzX) =g , (Y,ViX) (3.0.2)

elde ederiz. (3.0.1) den (3.0.2) yi ¢ikarirsak

X,Z] =ViZ—ViX
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buluruz. Yani, V* torsiyonsuzdur. Ayrica,
Xg,(¥.2)= (Vig,)(V.2) +,(VkV.Z) +5 ,(Y.V}2)

oldugu gozoniine alinirsa,

8., (Vx¥.2)+g,(Y.V32) = (Vkg ,)(V.Z) +5, (Vi¥.2) +¢,(Y.VkZ)  (3.03)
olur. (3.0.3) denkleminde, X ve Y yi yer degistirirsek,

8., (VrX,2) = (Vig ,)(X.2) +8 , (VX,2) (3.04)
elde ederiz. (3.0.3) den (3.0.4) y1 ¢cikarirsak,
8., (X.Y).2) = (Vig (V. 2) ~ (Vyg., ) (X.Z) 8., (X.Y].2)

buluruz. Boylece,
(Vxg, )(Y,Z) = (Vyg . ) (X,2)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, (A" ,%*,g( ) bir istatistiksel manifolddur. Benzer sekilde,

diger taraf ta ispatlanabilir [18].

Onerme 3.0.2. V ve V* torsiyonsuz afin konneksiyonlar olsun. Bu durumda,

dir. Burada %O, N iizeride bir Levi-Civita konneksiyondur [8].

Ispat: ispati yaparken, Riemann konneksiyonun tekligini kullanacagiz. Bu nedenle, baska bir V
~ ~ 1 _ -~ o~
Levi-Civita konneksiyonu alalim. Kabul edelim ki (V + V*)E = V olsun. V ve V* torsiyonsuz

oldugundan V da torsiyonsuzdur. Ayrica,

_ _ 1~ 1 -,
1 ~ 1 ~
+ 58(Y7 VxZ)+ Eg(Y, VxZ)

=X3g(Y,Z)
olur ki bu V konneksiyonunun, Riemann konneksiyonu oldugunu gésterir. Boylece,
V=V’

dir.
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Tanmm 3.0.1. (JV,%,gW) istatistiksel manifoldu sabit ¢ € R egrilikli ise VX,Y,Z € I'(T.A")
icin,

RY(X.Y)Z=c{g,(V,Z)X —g ,(X,Z)Y}
olur, burada R%, V nin egrilik tensoriidiir.

Eger (%, g ) istatistiksel yapisimin sabit egriligi O ise (%, g ), Hessian yap1 olarak
adlandinilir [18].

Onerme 3.0.3. (AN ,%, g ) istatistiksel manifoldunun sabit egriliginin ¢ olmast igin gerek ve

yeter sart (N, %*,gﬂ) nin sabit egriliginin ¢ olmasidir [18].
Ispat: (L ,%,gl ) istatistiksel manifoldunun sabit egriligi ¢ olsun. Buna gore VX,Y,Z,W €
[(T./) igin
g, RV (XV)ZW) =g, (VAViZW) —g , (ViVEZW) ~g , (Viy yyZ.W)
= Xg , (ViZ,W) =g, (VyZ,VxW) —Yg , (VXZ,W)
+8, (VRZ,VyW) = [X.Y]g ,(ZW)+g , (Z,VixyW)
=X{Yg ,(Z,W)—g ,(Z.VyW)}—Yg ,(Z,VxW)
+8, (Z,VyVxW) =Y {Xg , (Z,W)~g ,(Z,VxW)}
+Xg,(Z,VyW)—g ,(Z,VxVyW) X ,Y]g (Z,W)
+g ,(Z, %[X,Y]W)
= g, (Z.RV(X,)W).
elde edilir. Buradan, (.4, %*, g ,) nin de sabit egriliginin ¢ oldugu sonucuna vartlir [?].
(N, V,g ) istatistiksel manifoldu icin RV.¢) (X, Y,Z,W) = g , (R¥ (Z,W)Y,X) dir.
Bundan sonraki kisimlarda, ﬁ(g’gﬂ ) y1 Rile ve ﬁ(%*’gw ) y1da R* ile gosterecegiz [18].

Lemma 3.0.1. (% ,%, g ) istatistiksel manifoldu i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir: [18]

R(X,Y,W,Z) = —R(X,Y,Z,W), (3.0.5)
R(X,Y,W,Z) = —R*(X,Y,Z,W), (3.0.6)
R(Y,X,W,Z) = —R*(X,Y,Z,W) (3.0.7)

ve
R(X,Y,Z,W)+R(X,Z,W,Y)+R(X,W,Y,Z) =0, (3.0.8)
R'(X,Y,Z,W)+R*(X,Z,W,Y)+R*(X,W,Y,Z) = 0. (3.0.9)
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ispat: (3.0.5) ve (3.0.6) formiilleri dogrudan egrilik tensor tanimindan gelir. (4.1.3) ye gore
(3.0.7) anlamina gelen g , (ﬁ(X,Y)Z,W) =—g, (Z,IAiﬁ* (X,Y)W) yazilabilir. Ayrica, V ve V*
torsiyonsuz olduklarindan I.Bianchi 6zdesligi geregince (3.0.8) ve (3.0.9) elde edilir [18].

Tanm 3.0.2. (A ,%, g ) bir istatistiksel manifold olsun. Bu durumda VX,Y,Z,W € T(T.¥")

icin istatistiksel egrilik tensor alant
- 1 ~ ~
O(X,V)Z = {R(X.¥)Z+ R (X.¥)2)

ile tamimlanir, burada

O(X,Y.ZW)=g ,(O(X.Y)Z,W)
dir [37].

Onerme 3.0.4. (/, v, g ) bir istatistiksel manifold olsun. 0 € (TN OY) tensér alam icin,

O(X,Y,Z,W)=—0(Y,X,Z,W)
O(X,Y,Z,W)=—0(X,Y,W,Z)
O(X,Y,Z,W)+0(Y,Z,X,W)+Q(Z,X,Y,W) =0
O(X,Y,Z,W)=Q(Z,W,X,Y)

dir [37].

Tamm 3.0.3. (/, %, g ) bir istatistiksel manifold olsun. A" nin c kesit egriliginin sabit olmast

icin gerek ve yeter sart VX, Y, Z € I'(T ") olmak iizere

oX,Y)Z=clg , (Y, 2)X —g ,(X,Z)Y},
dur.
N, N nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. Herhangi bir X,Y € T(T.A) icin Gauss
Sformiillerti,
VxY = VxY +h(X,Y) (3.0.10)

ViY = ViY +h*(X,Y) (3.0.11)

seklindedir, burada h ve h* simetrik ve bilineerdir [8].

(V,g) ve (V*,g), A iizerinde iki istatistiksel yap1 olsun, burada g, .4 iizerindeki Riemann

metrigi g , dan T'(T.#¢") iizerine indirgenen metriktir. [(7+.4") ile .4 iizerindeki normal demeti
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gosterelim. & ve i* bilineer olduklarindan, A, ve AZ lineer doniisiimleri ele alindiginda

g(AgX,Y) = g//(h(X,Y), C) (3.0.12)
§(ALX,Y) =g, ("(X.Y),0) (3.0.13)

olur, burada { € I(T+.#") ve X,Y € I'(T.#). Bu durumda, Weingarten formiilleri

Vx§ = —AfX + V5§ (3.0.14)
Vil =AX +Vi (3.0.15)

seklindedir. Bu formiillerdeki V ve V! konneksiyonlart [(T+.4) iizerine indirgenen metrige

gore Riemann dual konneksiyonlaridir [8].
Simdi Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri i¢in asagidaki 6nermeyi verebiliriz:

Onerme 3.0.5. 6, N istatistiksel manifoldu iizerinde bir dual konneksiyon ve V, A istatistiksel
manifolddan indirgenen konneksiyon olsun. R ve R strastyla V ve V min Riemann egrilik

tensorleri olsun. O halde

8, (RX,Y)ZW)=g ,(RX,Y)Z,W)+g ,(h(X,Z),h"(Y,W))
— 8, (h*(X,W),h(Y,Z)) (3.0.16)
(R(X,Y)Z): = V¥h(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)
—{Vyh(Y,Z)—h(VyX,Z) — h(X,VyZ)} (3.0.17)
g, (R*(X,Y)&,n) =g, (RX,Y)E,n) +¢ , ([AF,Ay]X,Y) (3.0.18)
bulunur, burada R+, T(T+.¥) iizerinde Riemann egrilik tensériidiir ve &, n € T(T+.A4) icin

(A}, An] = AfAy —AnA} dir [8]

Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri icin .4~ daki V*dual konneksiyonu ile ilgili olarak da
asagidaki onermeyi verebiliriz:
Onerme 3.0.6. %* N iizerinde bir dual konneksiyon ve V*, A den indirgenen bir konneksiyon
olsun. R* ve R* sirastyla V* ve V* 1n Riemann egrilik tensorleri olsun. O halde,
g, (R'(X.Y)Z,W) =g, (R"(X,Y)Z,W)+g , (h*(X,Z),h(Y,W))
g, (h(X,W),h"(Y,Z)) (3.0.19)

(R*(X,Y)Z): = Vi h* (Y, Z) — h* (VY,Z) — h* (Y, V4 Z)

—{Vith (Y, 2) —h* (V3 X, Z) — h* (X, V3 Z)} (3.0.20)
g, (RH(X,Y)E,n) =g, (R'(X,Y)E,n) +¢ , ([Az,A5]X,Y) (3.0.21)
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bulunur, burada R**-, T(T+.4) iizerinde VL in Riemann egrilik tensorii {,1 € D(TE ) ve
A3 An] = AgAy — ApA¢ dir [8].
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4. ISTATISTIKSEL MANIFOLDLARDA SUBMERSIYONLAR

4.1 Istatistiksel Submersiyonlar

Bu béliimde, submersiyon kavramu istatistiksel manifoldlar iizerinde incelenmektedir.

o : N — PB" bir semi-Riemann submersiyon olsun. Her bir x € 2 noktasi i¢in indirgenmis
g metriginden olusan 6! (x) semi-Riemann altmanifoldu, lif diye adlandirilir, 4#; veya .4 ile
gosterilir. Bu durumda, her bir lifin boyutunun daima m — n (= r) oldugunu soyleyebiliriz. .4
tizerindeki bir vektor alani, liflere teget ise daima dikeydir ve liflere dik ise daima yataydir.
Total .4” uzaymnin 7,4 tanjant uzayindaki dikey ve yatay alt uzaylarin1 Vp € 4" noktas1 igin
sirastyla, ¥, (A") ve £, (") ile gosterecegiz. .4 nin T4 tanjant demetindeki dikey ve yatay
distribiisyonlarini da sirasiyla, ¥ (A) ve € () ile gosterecegiz. Bu durumda 7.4, ¥ (A)
ve S (/") nin direk toplamidir.

Projeksiyon dontistimleri sirasiyla, ¥ : T A — ¥ (AN) ve F : TN — F(A) olarak
gosterilsin. Eger 2 tizerinde bir X, vektdr alani varsa, drnegin Vp € A4 igin 0, (X)) = X,5(,)
gibi, .4 iizerinde bir X vektor alan1 projeksiyonlanabilir diye isimlendirilir ve X ile X,,

o-baglantilidir denir [25].

Lemma 4.1.1. Eger X ve Y vektor alanlari, 28 manifoldu iizerindeki X, ve Y, vektor alanlart ile

o-baglantili baz vektor alanlart ise bu durumda [25],

(1) g, X.,Y) =g, (X« Ys) o0 dir, burada g ,, N iizerindeki metrik ve g ,, 9B iizerindeki

metriktir,

(2) S [X,Y] bazdir ve [X.,Y,] ile 6-baglantilidur.

(4, V,g ) bir istatistiksel manifold ve ¢ : 4" — 2 bir semi-Riemann submersiyonu olsun.
A nin afin konneksiyonlarini, V ve V* ile gosterecegiz. Belirtebiliriz ki .4 iizerindeki ViV ve
?(*JV vektor alanlar1 .4 iizerindeki U ve V dikey vektor alanlari icin iyi tanimli dikey vektor
alanlaridir yani, VyV = 7'V V ve V;V = ¥V V dir. Ustelik, V ve V* torsiyonsuzdur ve g ye
gore konjuge (eslenik) dir. § = V — V* alalim. Bu durumda S simetriktir, yani .4 iizerindeki E
ve F vektor alanlan i¢cin SgF = SpE dir. V, 4 tizerinde afin konneksiyon olsun. Eger X.,Y

ve p € A baz vektor alanlan i¢in ¢ : A — £ submersiyonu, o, (VxY) = (@X*Y*> )
o(p
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sartin1 sagliyorsa, o : (A4, V,g ) — <%’,@, gﬂ> submersiyonu, bir istatistiksel submersiyon

diye isimlendirilir [25].

Bundan sonra U,V,W harfleri, daima dikey vektor alanlarimi ve X,Y,Z harfleri de yatay

vektor alanlarini gosterecektir.

T ve A (1,2)-tipindeki tensor alanlari, .4” deki E ve F vektor alanlari igin

TeF =56V ygVF + V'V ypCF, (4.1.1)
ApF =50V g VFE + V'V pp JCF 4.1.2)
ile tanimlanir. Yukaridaki denklemlerde, V i¢in V* degisikligi yapilirsa sirasiyla, 7" ve A* tensor

alanlarin1 tanimlariz. Bu durumda, (7*)* = T ve (A*)* = A olur. Dikey vektor alanlari i¢in 7 ve

T* simetri 6zelligine sahiptir. X,Y € 52 () ve U,V € ¥ (A), i¢in
8, (TWV.X)=—g , (V.TjX), g, (AxY,U)= g, (V.A}D) (4.13)
elde edilir. Boylece, T (sirasiyla A) tensor alaninin 6zdes olarak sifir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul T* (sirastyla A*) tensor alaninin da 6zdes olarak sifir olmasidir.

A, () nin integrallenebilirligiyle iligkili oldugundan, A nin yatay vektorler i¢in simetrik
olmasi igin gerek ve yeter kosul 7 (.#") nin, V ya gore integrallenebilir olmasidir. Ustelik,
eger A ve T Ozdes olarak sifir ise bu durumda, total uzay, baz uzayi ve lif uzayinin bir ¢arpim

uzayidir [25].

Teorem 4.1.1. ¢ : A — % semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda, (A ,V,g )
manifoldunun bir istatistiksel manifold olmast icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin

saglanmasidir [25]:
()X e (N)veV eV (N)icin HSyX =AxV — AV, dir,
)X e (N)veV eV (N)igcinVSxV =TyX — Ty X, dir,
(3) Her x € A igin (/ﬁ,g) istatistiksel bir manifolddur,

(4) (%’,@,gﬂ) istatistiksel bir manifolddur.

Simdi, o : (4/,V,g,) — (%’7@,&%) istatistiksel submersiyon i¢in asagidaki lemmalari

verebiliriz:

Lemma 4.1.2. Eger X ve Y yatay vektor alanlart ise bu durumda AxY = —AyX dir [25].
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Lemma 4.1.3. XY € 57 (N )ve U,V € ¥ (N) igin

VoV =TyV +VyV,
VuX =VyX +TyX,
VxU =AxU + V' VxU,

VxY = #VxY +AxY,
ve

ViV =TV +V,V,
ViX = VX +T)X,
ViU =AU + 7 ViU,

VLY = VLY + AU

ifadelerine sahip oluruz. Eger X temel vektor alant ise bu durumda, 7VyX = AxU ve

VX =AU dir [25].

EFeTN, Y e H(AN)veV e ¥ (AN)igin VT ve VA kovaryant tiirevlerini

(VET)pV = Vg (TeV) — Ty, ¢V — Tr (VEV),

(VEA)pY = Vi (ApY) — Ay, pY — Ap (ViY),

sekilde tamimlayalim. V y1 V* olarak degistirirsek, benzer sekilde kovaryant tiirevleri V*T ve
V*A ile tanimlayabiliriz. Istatistiksel submersiyon iizerinde egrilik tensoriinii dikkate alalim. R
ve R*, her bir lifin sirasiyla V ve V* indirgenmis afin konneksiyonlarina gore egrilik tensorleri

olsunlar.

Ayrica, R(X,Y)Z ve (Ié* (X,Y) Z) vektor alanlari, yatay vektor alanlart olsunlar dyle ki her
p € A igin sirastyla o, (R(X,Y)Z) =R (0.X,0.Y) 0.Z ve
(o8 (ﬁ* (X,Y)Z) = R*(0,X,0.Y) 0,Z dir, burada R ve R* vektdr alanlari, sirasiyla V ve V* afin

konneksiyonlarinin B iizerindeki egrilik tensorleridirler [25].
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Teorem 4.1.2. o : (A4,V,g ) — <%,@,gﬂ> istatistiksel submersiyon olsun. Bu durumda,
VX,Y,Z,Z' € (N ) ve VUV, W,W' € ¥ (N) icin

g0 RUVIWW) =g, (RUNWW ) +g, (W W) —g, (W, W),

» RUVIW.X) =g, (VuT)y W, X) =g, (WwT)y W,X),

)
) (

g, ( UVIWW) =g, (VuT)y X,W)—g , (VvT)y, X,W),
) ((

gy RUVIWW) =g, (VuA)xV.Y)—g, (VA)xU,Y)+g , (TuX,TyY)
-8, (WX, T)Y)—g , (AxU,AyV) +g , (AxV,AyU),
g, RX.U)VW)=g , ([VVx,Vy]V,W)—¢, (Vixy)V,W) —g , (TyV,AxW)
+g, (THW,AxV),
g, RX,U)V.Y)=g,(VxT)yV.Y)—g, (VuA)xV.Y) +g , (AxU,AyV)
-8, (WX, TyY),
g, (RX,U)Y,V)=g, (VxT)yY,V) =g, (VuA)xY,V)+g, (TuX,TyY)
—g, (AxU,AyV),
g, (RX,U)Y.Z)=g ,((VxA)yU,Z)—g , (TuX,AyZ) — g , (TyY,AxZ)
8.y (AxY, TyZ),
g, RXY)UV)=g,((VxT)yY,V)—g, (WyT)yX.,V)—g, (VuQ)xY,V)
+g, (X, IvY)—g, (TvX,TyY)—g , (AxU,AyV)
+g, (AxV,AyU),
8, ((VxA)yU,Z)—g , (VYA)xU,Z) +g , (TyZ,0xY),
g, (RX.Y)ZU)=g,((VxA)yZ,U) =g, (VyA)xZ,U)—g , (TuZ,0xY),
g, (R (X,Y)Z, Z) g, ( (X,Y)Z z) —g, (AYZ,A;‘(Z’) tg, (AXZ,A;Z’>

_gﬂ/ (QXY=AZZ> )

gy (R(X,Y)U,Z) (
(

elde edilir, burada Qx = Ax + Ay dir [25].

Her bir p € A i¢in TN, 5, (A) ve ¥p(4 )nin ortonormal bazlarmi sirasiyla
{E1,Es,....;En}, {X1,X2,.... X, } ve {U1,Us, ..., Uy} gosterecegiz dyleki E;=X; (i=1,2,3,...,n)
ve Epyq =Uq (€ =1,2,...,5) dir. V afin konneksiyonu ve onun V* konjuge konneksiyonunun
{E1,...,Ey} bazina gore yerel koordinatlart gozoniine alindiginda konneksiyon formlarini

sirastyla a)é’ ve @) b ile gosterecegiz, burada a ve b, {1,2,...,m} araliginda deger alir.
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E, nin spacelike veya timelike durumuna gore g, sirasiyla €, = g(E,, E;) = +1 veya —1

olarak alinsin. (4.1.3) denklemine gore
;" = —g,e07.
ifadesine sahip oluruz. VX,Y € 5 (A") ve E € T/ i¢in

g, (TX,TY)=Y &g, (TyX,Ty,Y),

g, (TX,SE) =Y &g, (Ty,X,Su,E),
elde edilir. Boylece, V afin konneksiyonuna gore lifin ortalama egrilik vektorti,
N =Y &Ty,U,
yatay vektor alanm tarafindan verilmektedir [25].
Lemmad4.14. X € 57 (N )ve E € TV igin
Y g, (VET)y,Ua,X) =g, (VEN,X)+¢ , (T*X,SE)
dir [25].
Ispat: (4.1.4) den
Y €ag, (VeUa T, X) = Zsawg (E) g (Up:Tj,X)
=Y e (E)g, (Vo Ty, X)
= Yepg, (ViUp Ty, X)
elde edilir. Buaradan
Y eag, (VeUa T X) = =Y €ag , (ViUa, T5 X)

olur.

U,V eV (AN)igin

(VET),V =V (TyV) =Ty (¥ VEU) — Ty (Y VEV) — Ty (HVEV)
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bulunur. Bu durumda,

Y g, (VeT)y, Ua,X) =Y a8, (VE(Ty,Ua) . X) —2Y €ag , (Tu, (¥ VEUa) , X)
=g, (VeN,X)+2Y eag , (ViUq, T;,X)
=g, (VeN.X)+) eug, (VeUs, T, X)
-Y eus, (ViUa, Ty, X)
=2, (VeN.X)+Y eag , (T5,X,SEUq)

=8y (VEN7X) +8y (T*X>SE)

elde edilir.

4.2 kb-Istatistiksel Submersiyonlar

Bu bolimde kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonlari inceleyece8iz. Bunu

yaparken kosimplektik-benzeri ifadesini kisaca kb olarak kullanacagiz.

(4,8 , ) bir semi-Riemann manifoldu olsun. 1 <i<ni¢in{E;,Es,...,En}, {U1,Us,...,Uq}
ve {X1,Xz, ..., X, } bazlari sirasiyla y (), ¥ (A") ve A (.A4") in ortonormal bazlarini gostersin
oyle ki E; =X; (i =1,2,3,....,n) ve Epyq = U, (¢ = 1,2,3,...,5) dir. V afin konneksiyonu
ve onun V* konjuge konneksiyonunun {Ei,E»,...,E,} bazmna gore yerel koordinatlari
gozoniine alindiginda konneksiyon formlarimi sirasiyla coé7 ve a);b ile gosterecegiz, burada
a ve b, {1,2,...,m} araliginda deger alir. Xg ,(V,Z) = gw(%XY,Z) +g,(7, %}}Z) denklemi
kullanilarak

*b

w,” =—aw,’ 4.2.1)

elde edilir (bkz [23]). X,Y € 5 (/) igin [25] den

S
g, (TX,TY) = Z g, (Tu,X,Ty,Y)
o=1

elde edilir. V afin konneksiyonu ve V* eslenik konneksiyonuna gore lifin ortalama egrilik

vektorii sirasiyla

S
H=Y Ty,Uq
a=1
veE
R
H =) Ty,Uq
a=1



yatay vektor alanlari tarafindan verilir. (.4,g ,,J) hemen hemen kontak yapili, tek boyutlu bir
semi-Riemann manifoldu olsun. .4 iizerinde X ve Y vektor alani i¢in J hemen hemen kontakt

yapist, (1,1)-tipinde bir J* tensor alani ile
8y UX,Y)+g, (X,JY)=0 (4.2.2)

sartin1 saglasin. Bu durumda, (.4,g ,,J) manifolduna bir Hermit-benzeri manifold denir.
Kolayca goriilebilir ki (J*)* = J, (J*)* = —1 ve g, (IX,JY) =g ,(X,Y) dir. J* = —I oldugu

icin g , metrigine gore J simetrik degildir [23].

Ayrica J, V ya gore paralel ise (.4",V,g ,,J) manifolduna Kdéhler-benzeri istatistiksel
manifold denir. (4.2.2) den

8.y (VxN)Y,Z)+g , (Y, (VxJ*)Z) =0
elde edilir (bkz [23]). (4", V,g ,,J) Kihler-benzeri istatistiksel manifoldunun egrilik tensorii

R(X,Y)Z= E{ g8, V,2)X—g,(X,2)Y—¢g , (Y,JZ)IX +g , (X,JZ)]Y

4 +lg, X, JY)—g, (Y,JX)]JZ } (4.2.3)

dir.

(A,g ,) bir (®,&,n) hemen hemen kontak yapili, tek boyutlu bir semi-Riemann manifoldu
olsun. ./ iizerinde E ve F vektor alani i¢in & hemen hemen kontakt yapist (1,1)-tipinde d*
tensor alani ile

g,(®PE,F)+g ,(E,®F)=0

sartin1 saglarsa (.4',g ,,®,€,n) manifolduna, hemen hemen kontakt metrik manifoldunun

belirli bir tiirii denir [25].

Kolayca goriilebilir ki
PE=—-E+n(E)& (4.2.4)

veE

8,4/(¢E7q)*F> = g,m(E7F> —n(E)n (F) (4.2.5)

denklemleri saglanir. Dolayisiyla, ® simetrik degildir. ®§ = 0 ve 1 (PE) = 0 denklemleri
hemen hemen kontakt manifold iizerinde saglanir. Boylece hemen hemen kontakt metrik

manifoldun belirli bir tiirii iizerinde ®*& = 0 ve 1 (®*E) = 0 esitliklerini elde ederiz [25].
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Ustelik E € x(#") vektor alani igin eger,
VEE=0, Vi®=0 (4.2.6)
sartlar1 saglaniyorsa, (4", V,g ,,®,&,n) manifolduna kb-istatistiksel manifold denir [19].

Lemma 4.2.1. (A, V,g . ®,&,n) manifoldunun kb-istatistiksel manifold olmasi icin gerek
yeter sart (N ,V*,g . ®* &, n) manifoldunun da kb-istatistiksel manifold olmasidur [26].

Bir kb-istatistiksel manifold iizerinde V ya gore R egrilik tensorii

| 8 (FGE—g, (EG)F +g, (E.DG)®F —g , (F.OG)PE+
R(EF)G= 74 [8,(E,PF)~g, (PE,F)|PCG+n(E)N(G)F—n(F)n(G)E
+g:A/(E>G)n<F)§_g,/v(F7G)n(E)€ (427)

dir, burada c bir sabittir. (4.2.7) denkleminde ® yerine ®* alirsak egrilik tensorii R* olur.

Simdi asagidaki ornekleri verelim:

Ornek 4.2.1. R* Oklid uzay, {x1,x2,x3,x4} lokal koordinat sistemi ile verilsin. R* iizerinde J

kompleks yapist
0O 0 10
0 0 01
=1 1 0 00 |
0O -1 00

ve Riemann metrigi gps = 2dx% + 2dx% — dx% — dxﬁ alindiginda flat afin konneksiyonu VR ile
birlikte <R4,VR4,gR4,J> bir Kiihler-benzeri istatistiksel manifold olur (bkz [25]). (R, VE,dr?)
asikar istatistiksel manifold olmak iizere (R xRV, g =d’* + 8R4) carpum manifoldu bir
kb-istatistiksel manifold olur. (R x R4V, § =di* + gr4, D, &, N manifoldunun egrilik tensior
alani (4.2.7) esitligini ¢ = 0 icin saglar. Ciinkii R* iizerindeki afin konneksiyon flat oldugu icin
R = 0 dir. Benzer sekilde (R, VR,dtz) asikar istatistiksel manifoldu i¢in de R = 0 dir. @, & ve 1

asagidaki sekildedir:
0 0 0 0O 1
0 0 0 10 0
=10 0 0 O 1 [, E=di=]|0
0 -1 0 0O 0
0 0 -1 0O 0
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ven = ( 1,0,—x3,0, —x4 ) Bu durumda

000 0 O
000 —1 0
=000 0 -1
020 0 O
002 0 0

bulunur [26].

Ornek 4.2.2. R? Oklid uzay, {x1,x2} lokal koordinat sistemi ile verilsin., J kompleks yapist

0 1
()

. e . 2 .
ve Riemann metrigi olarak gp> = %dxz + édx% alindiginda VX afin konneksiyonu
2 2

4
Vaxl 8xl - —Vgxz 8X2 - 3—xzay,
ve
4
Vaxl aXZ = _Vavaxl = _3_)628161

seklinde tamimlanmir ise bu yapt ile birlikte (Rz, VRZ, ng,J> bir Kdhler-benzeri istatistiksel
manifold olur [25]. Onceki érnege benzer olarak (RXRZ,?, g:dt2+ng) yapist bir

kosimplektik-benzeri istatistiksel manifolddur. .

D ve & asagidaki sekildedir:

0 0 O 1
=10 0 1 |, E=dr=| 0
0 -1 0 0
Ayrica
0 0 O
=0 0 1
0 -2 0

bulunur. (R x R2, 6, g= dr* + gr2, P, &, M ) kb- istatistiksel manifoldunun egrilik tensor alant
(4.2.7) denklemini c = —g icin saglar [26].

(A8 ,,P,&,n) hemen hemen kontakt yapili metrik manifoldu ve ¢ : .4/ — 2 Riemann
submersiyonu olsun. Eger .4 nin her bir lifi ®-invaryant Riemann altmanifoldu ve & vektor
alanina teget ise, bu durumda o ye hemen hemen kontakt metrik submersiyon denir. Eger

X, A tzerinde temel vektor alani ise yani, & tizerinde X,vektor alanina o-bagintili ise bu
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durumda ®X (ve ®*X) temel vektor alamdir ve ®X, (ve PX,) vektor alanina o-baglantilidir
[23]. (A", V,g ,,®,&,n) kb-istatistiksel manifold olsun. .#” nin her bir lifi ® invariant Riemann

altmanifold ve £ ye teZet ise
oc: (AN, V,g,)— (%’ﬁ,g%)
istatistiksel submersiyonuna kb-istatistiksel submersiyonu denir [26].
Simdi asagidaki lemmalar1 verebiliriz:

Lemma4.2.2. 6: (A4, V,g ) — (%,@, g(%) kb-istatistiksel submersiyon olsun. X € 7 (N")
veU €V (N) igin

AxE =0,

Ty& =0,

VYVxE=0
ve

TuE=0
dir [26].

Ispat: Her bir lif .#” manifoldunun & invaryant Riemann altmanifoldu ve & vektor alanina teget

oldugundan bir kb- istatistiksel manifoldur. Lemma 4.1.3 nin 3. denklemden U € ¥ (/") igin
Vxé = AXig’ + /VVXg

olur. Buradan,

L% (VX§7U) =8y (AxévU) +g_/1/ (”//Vxé,U) (4.2.8)

olup kb-istatistiksel manifold tanimindan Vx& = 0 oldugu igin

8., (Vx&,U)=0

elde edilir. Diger taraftan Ax§ € 7 (A") ve U € ¥ (A") oldugundan
8.y (Ax§,U)=0

dir. (4.2.8) den

8 x (VVXé,U) =0
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olur. Boylece YU € ¥ (/) i¢in
YVxE=0

elde edilir.

Lemma 4.1.3 nin 3. denklemden Y € J# (/") igin
VxS =AxE+7'Vx&
dir. Buradan
8y (Vx&,Y) =g, (AxE.Y)+g , (V' VxE,Y)
olup kb-istatistiksel manifold tanimindan Vx& = 0 oldugu igin
8y (ng’Y) =0
elde edilir. Diger taraftan ¥ Vx& € V (A") ve Y € 5 (A") oldugundan

dir. (4.2.10) den
8 v (AX&,Y) =0

olup VY € S (/) i¢in
Ax§ =0

dir.

Lemma 4.1.3 nin 1. denklemden U € ¥ (/") igin

Vo€ =TyE+Vyé

dir. Boylece
8y (VU57U) =8 (TU‘SvU)_Fg{A/ (?Ué 7U)

olur. kb-istatistiksel manifold tanimindan V& = 0 oldugu igin

elde edilir. Diger taraftan Ty;& € 2 (A7) ve U € ¥ (.4") oldugundan
8 v (TUéav) =0
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dir. (4.2.8) den
g, (Vu&,U)=0

bulunur ki VU € ¥ (/") i¢in
Vyé =0 (4.2.13)

elde edilir.
Lemma 4.1.3 nin 1. denklemden U € ¥ (/") igin

Vo€ =TyE+Vyé

dir. Boylece
g, (VuEU)=g, (Ty&,U)+g, (Vu€ U) (4.2.14)

olup kb-istatistiksel manifold tanimindan V& = 0 oldugu i¢in
8y (VU&,U) =0

elde edilir. Diger taraftan (4.2.13) dan

8 v (6U6 aU) =0

dir. Dolayisiyla VU € ¥ (4") igin

olup
TyéE = (4.2.15)

elde edilir.

Lemma 4.2.3. o : (/,V,g ) — (%’,@,5@) kb-istatistiksel submersiyon olsun. Bu durumda
X, Y eH(N)veU,V €V (N)igin

(AVx®)Y =0,

Ax®Y = PAyY,
(Vu®)V =0,
Ty®X = PTyX,

Ax®U = AU,
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(¥ Vx®)U =0,

ve eger X temel ise,

ApxU = PAxU

dir [26].

Ispat: Yatay ve dikey distribiisyonlarda ® invaryant oldugundan ve Lemma 4.1.3 nin

4.denkleminde X,Y € 77 (/) igin Y = ®Y alalim. Bu durumda
Vx®Y = VxPY +AxPY (4.2.16)
denklemi elde edilir. Daha sonra Lemma 4.1.3 de 4. denklemin bagina ® uygulanirsa,
DVyY = P VyY + PAxY (4.2.17)
bulunur. (4.2.16) ve (4.2.17) denklemlerinden
(Vx®)Y = HVx DY + Ax DY — D#'VxY — DAY (4.2.18)
denklemi elde edilir. (4.2.6) denkleminden
(Vx®)Y =0
olur. Ayrica (4.2.18) denkleminden

AxPY —PAxY =0

ve
Vx®Y — VY =4 (VxP)Y
olup
H(Vx®P)Y =0
elde edilir.

Diger taraftan, Lemma 4.1.3 deki 3. denklemde U = ®U alalim. Buna gore,
Vx®U =AxPU + V' VxPU (4.2.19)
olur. Lemma 4.1.3 deki 3. denkleme & uygulanirsa

OVxU = PAxU + D (¥V'VxU) (4.2.20)
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olur. (4.2.19) ve (4.2.20) denklemlerinden
(Vx®)U = AxDPU — PAxU + ¥ Vx®U — D (¥ VxU) (4.2.21)
elde edilir. (4.2.6) denkleminden
(Vx®)U =0

olur. (4.2.27) den
AxPU = PAxU

veE

V(Vx®)U — (¥ VxU) =D (Vy®)U

olup
D (Vxd)U =0

bulunur. Lemma 4.1.3 deki 1. denklemde V yerine ®V yazilirsa
Vy®V = TydV + VydV (4.2.22)
olup Lemma 4.1.3 deki 1. denklemine ® uygulanirsa
dVyV = PTyV +dVyV (4.2.23)
elde edilir. (4.2.22) ve (4.2.23) denklemlerinden
(Vy®@)V = TydV + VydV — TV — dVyV (4.2.24)

olur. (4.2.6) denkleminden
(Vy®)V =0

dir. (4.2.21) den
Ty®V = dTyV

veE

D (Vyd)V = (Vy®)V
(Vu®)V =0
elde edilir.
Benzer sekilde, Lemma 4.1.3 nin 2. denkleminde X = ®X alalim. Buna gore,

Vy®X = A#VydX + TydX (4.2.25)
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dir. Daha sonra Lemma 4.1.3 de 2. denkleme ® uygulanirsa,
DPVyX = A VydX + PTydX (4.2.26)
elde edilir. (4.2.25) ve (4.2.26) denklemlerinden
(Vy®)X = #VydX + TyPX — ' VyX — PTyX (4.2.27)
bulunur. (4.2.6) denkleminden
(Vy®)X =0

dir. Ayrica (4.2.27) denkleminden
TyPX = PTyX

ve

HVyPX = o VyX (4.2.28)

olup X temel vektor alani oldugu i¢in
ApxU = PAxU

olur.

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.2.1. 6 : (#/,V,g ,) — <%,@,gg> kb-istatistiksel submersiyon olsun. Bu durumda
<,%’ ,@, g j> bir Kdhler-benzeri istatistiksel manifold ve <J17 ﬁ,g@,é,rﬂ istatistiksel
altmanifoldu bir kb-istatistiksel manifolddur [26].

Ispat: Lemma 4.2.2 ve 4.2.3 den V& = 0 ve (Vy®)V = 0 oldugundan (4.2.6) esitligi saglanmusg
olur. Bu durumda (M,V,g,a, g, n) bir kb- istatistiksel manifolddur.

Diger taraftan X,Y,Z temel vektor alanlar, X,,Y,,Z, € % vektor alanlar ile o-baglantili
olsun. Buna gore

8,((Vxd)Ye Z.) = 8, (Vx JY. = IVx Y., Z.) (4.2.29)
dir. o bir kb-istatistiksel submersiyon oldugundan,
2, (Vx IV —JIVx Y., Z.) = g, (V.x 0. (®Y) — IV 5,x0.Y, 0.2Z)
=8,(0:(Vx®Y) — 0.(PVxY),0.7))
=g ,(Vx®Y —dVyY,Z)
=8, ((Vx®)Y,2)
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dir. (4/,V,g ,) bir kb-istatistiksel manifold oldugundan (Vx®)Y = 0 olur ki (4.2.29) dan
(@X*J )Y, = 0 olur. Boylece (%’ V.g j> manifoldunun bir Kéhler-benzeri istatistiksel manifold

oldugu goriiliir.

Lemma4.24. o: (4 ,V,g) — (@,@7 g) kb-istatistiksel submersiyon olsun. Eger boy ¥V = 1
ise FC (N) yatay distribiisyonu integrallenebilir [26].

Ispat: Kabul edelim ki ¢ : (4, V, g,)— (%’,@,g %> kb-istatistiksel submersiyon olsun. Bu
durumda,

(Vx®)Y = Vx®Y —PVyxY =0
kb-istatistiksel manifold tanimindan (Vx®)Y = 0 dir. Denkleminde Y = ®Y alalim.
Vx®(PY) —PVxdPY =0

olup
Vy®?’Y — OV DY =0 (4.2.30)

elde edilir. Burada

Y = Y +7(¥) &
oldugundan (4.2.30) denklemine uygularsak,
Vi (=Y 47 (Y) &)—DVxY =0

elde edilir. Buradan

—VxY +X(n (Y)é) —PVxPY =0

olur. Boylece

—VxY +X1 (Y)E+1 (Y)VxE —DVxDY =0 (4.2.31)

denklemi elde edilir. (4.2.31) denkleminde 1 (Y) = g (Y, &) alinursa,
VY +Xg(Y,E)E +1 (Y)VyE — DYDY =0 (4.2.32)
(4.1.3) den
—VxY+g, (Vx¥,8)E+g, (Y, VxE)E+n(Y)Vx§ —dVxPY =0 (4.2.33)

bulunur. Ayrica, (4.2.6) den g , (Y,Vx§) =0 ve n(Y)Vx& = 0 oldugu biliniyor. Boylece
Lemma 4.1.3 deki 4. denklemi (4.2.33) uygulanirsa

—AXY—%VXYngW (%ny,é)g —}—ge/V(AXY,‘g')ﬁ — PAx DY — P VxPY =0
(4.2.34)
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olur. (4.2.34) de Y = ®Y alinirsa,

—AXY — VXY + g, (HVXDY,E)E + g, (AxY,E)E — PAYDY — DAV DY =0

(4.2.35)
elde edilir ve boylece
—AxY —VxY +g ,(AxY,E)E — PAx DY —PH'VxDPY =0 (4.2.36)
denklemine ulagilir. (4.2.36) denkleminin dikey kismi alinirsa,
—AxY +g ,(AxY,&)E —PAxDPY =0 (4.2.37)

olur. g , (AxY,&) = 0 oldugundan (4.2.37) dan
AxY = — DAy DY

bulunur. boy.#” = 1 oldugu igin Ay®Y = 0 bulunur. Béylece # (_#") iizerinde A = 0 olur ki bu

S (A) nin integrallenebilir oldugunu gosterir.

Eger E =F = AxY alinisa g , (PE,F)+g , (E,P*F) = 0 denkleminden
g, (®EE)+g,(E,PE)=0

olur ki buradan

g, (PE+PE,E)=0

bulunur. VE € .4 i¢in ®FE + P*E = 0 dir. Yani
(P+P)E=0
elde edilir. Dolayisiyla E = F = AxY oldugundan
(®+D*)AxY =0

dir.

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.2. ¢ : (4,V,g,) — <,%’,@, g%> kb-istatistiksel submersiyon olsun. Eger
rank <5+5*> = boy.V — 1 ise bu durumda H# (N') integrallenebilirdir [26].
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Ispat: Lemma 4.2.3 den AxY = —®Ax®Y bulunur. {U;,Us,

s—1,& } ortonormal cati alani
olsun. rank (cb +3 ) — boy ¥ — 1 oldugundan, (® + @)Uy, (® + B )Us,...,(® + &)U
vektor alanlart lineer bagimsizlardir. O halde

s—1

Ax®Y =Y ¢, (Axd)Y, @+5*)U,-) (®+D)U; + g (Ax DY, &) E
i=1
olur. Boylece

Ax®Y =g , (AxPY,G)¢
elde edilir. Her tarafa & uygulanirsa

q)AX(I)Y = g(,A/ (AXCI)Y,é)CI)g
bulunur. Buna gore (4.2.6) den

PAxPY =0
elde edilir. Dolayisiyla 57 (.4") tizerinde A = 0 olur ki bu ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2.3 ve denklem (4.2.10) dan bir sonuca sahip oluruz

Sonu¢ 4.2.1. 6 : (A, V,g ) — (%’,@,g%) bir kb-istatistiksel submersiyon olsun. Eger ® =
& ise A (N) integrallenebilirdir [26]

c: (A V,g,)

(%’ V.,g £> bir kb-istatistiksel submersiyon olsun. Boylece, asagidaki
egrilikleri hesaplayabiliriz:

(4.2.7) den, U,V,W,W' € ¥ (4 icin

L, VW)U—-g, (UW)V+g, (USW)W—g , (V,OW)DU
R(UV)W = c g, (V.ow)®U + g, (U,®V)—g , (PU,V)] PW
’ + +EW)EW)V-E(V)EW)U +g, (UW)E(V)E
—g, (V,\W)E(U)S
olur. Buna gore

8 v (Vv W) 8 (Ua

/

g, (RU,V)W,W') =

~ 0

. W)—-g,(UW)g, (V,W)+g

—g,(V,oW)g ,(®U,W')—g , V,6
g, (UBV)-g, (PU,V)]g, (PW,W')+
V)EW)g , (UW

(W)
)+8y ( & W)
¢, (VW)EU)EW)

elde edilir. (4.2.7)den U,V € ¥ (AN") ve X,Y € I (N) igin

o

g(U.V)X—g(X,V)U+g(X, q>v)$U
R(X,U)V = +§g(§g ,BV) DX + g (X,BU) —

291

¢ (@X,U)] BV
—EWU)E(V)X+g(X,V)S(U)S
—g(U,V)E(X)S
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olur. Boylece

PIA%) g/, Y_)—gW (X,V)g ,(UY)+g, (X, ®V)g  (PU,Y)
g, (R(X,U)V,Y) _g/l/ CI)V) gJV<(bX7Y)_g_,,/V (U,CI)V)gW(d)X,Y)
+ g/ X ch —g, (®X,U)] g, (®U,Y)+E(X)E(V)g ,(U,Y)
—&U X.Y)+g,X,V)E(U)S(Y)—g, (U V)EX)E(Y)
{ ( V)]g(/V(XvY)_g,A/ (U’6V) gt,A/(cI)XaY)}

(4.2.39)
olur. (4.2.7)den U,V € ¥ (N ) ve X,Y € 7 (N i¢in

)
g(U,Y)X — g([ ( )U+)g(X CI>Y)5U]
_c¢ —g(U CIDY dX + X, dU (<I)X U) dY
R&X.U)Y = {+€(X)é( Y)U é(( >5)<§(>X>gg<x Y)EW)E }
g b

dir. Buna gore

gW(U( Y)g//)(X ‘() 8 (X[Y (/V(H ‘;)""gm(x CIDY))]gA/((CDU V;
) —g,(U@Y)g, (PX,V)+[g, (X,BU) — g, (PX,U)]g , (®Y,V
gr REXUNY) =7 LEX)E(Y)g, UV) - EWU)E(Y)g, (X.V)

tg, X V)EW)EWV)—g, (UX)EX)E(V)

= {8, (XV)g, (UV)+g, (X.PF)g , (BUV) +5, (X.V)EU)EV)}

=~ {l8, UV -EW)EW)]g, (X¥)— g, (X.BY)g, (BU,V)}
(4.2.40)

dir. (4.2.7) den, X,Y,Z, 7' € 7 (N igin
g, (V. Z)X g, (X, Z)Y+gM(X,d>Z)CI>Y
(
)

C

R(X’Y)Z:Z —8, (Y, PZ)PX +[g 5()(( g, (®X,Y)|®Z

Y) -
+EX)S)Y -EM)E(ZD)X+g, (X, 2)E(Y)¢S
—¢,(V,2)§(X)¢

)

olup

g, Y. 2)g,(X,Z) g¢/(X,Z)gW(Y,Z/)+g{M(X,CI>Z)gW(CI>Y,Z/’)
g, (R(X,Y)Z,7) —8.4 ( Y(I)Z gA, (PX.Z")+[g, (X, ®Y)—g , (PX,Y)]|g ,(PZ,Z')

)E(Z)g, (V.Z)~E(V)E(2)g, (X.Z)
+gw X Z)ﬁ(Y)i(Z’)—gW (¥,2)§ (X)&(Z')

_E{ g, (V. 2)g,X,2)~g,(X.2)g,(Y.Z)+g, (X,PZ)g , (DY, Z)) }
4 YCIDZ )8, (®X,Z)[g , (X, ®Y)—g , (PX,Y)]|g , (PZ,Z')
(4.2.41)

olur.
Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.2.3. ¢ : (#,V,g ,) — (%’,@,g%> bir kb-istatistiksel submersiyon olsun. Eger
A (N), integrallenebilir ve N nin egrilik tensorii, (4.2.7) denklemindeki gibi ise bu durumda
B nin egrilik tensorii, (4.2.3) deki gibidir [26].
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Ispat: 7 (/") distribiisyonu integrallenebilir olsun. Buna gore A = 0 dir. Esas (total) uzayin
egrilik tensorii, (4.2.7) denklemini sagladigindan (4.2.41) denklemi elde edilir. Dolayisiyla, eger
X,Y,Z vektor alanlar1 temel vektor alanlari olarak alinirlarsa ve X,,Y,,Z, vektor alanlartyla

o-baglantili olurlarsa (4.2.41) denkleminden

o.(R(X,Y)Z) =R(0.X,0.Y)0.Z

elde edilir. Bu ispat1 tamamlar.
Sonu¢ 4.2.2. o : (AN, V,g,) — (%,@, g(%) bir kb-istatistiksel submersiyon olsun. Eger

boy.V =1 veya rank (5—}—5*) = boy N — 1 ve N nin egrilik tensorii (4.2.7) deki gibi ise
bu durumda A nin egrilik tensorii, (4.2.3) denlemindeki gibidir [26].

HC (A) integrallenebilir ise (4.2.39) denkleminden

* c S
8 v ((VXT)UV7Y) — 8y (TUX; TVY) = Z {[g_/ (va) _5 (U)é (V)]g_/i/ (XaY) — 8y (U,(I)V) gW(CI)X,Y)} .
buluruz. Son denklemde U ve V iizerinde bir kisitlama yapilirsa:

> . * _¢ 3 [ .ﬂ(UOC,UOC)_n<UOC)n(U05)] JV(X7Y)
az,]gw ((VxT)y, Ua’Y)_(legw (Tv, X, T7,Y) —10;1{ ’ —¢, (U, ®Us) g, (cI)X:gY) }

olup

N N

Y ¢, (VxT)y, Ua¥) = ¥ &, (Tu, X, T3, Y) = :{(s— g, (X,Y)—(iz®) g, (PX,¥)}

a=1 a=1

(4.2.42)
elde edilir. ./ iizerinde T simetrik oldugundan (4.1.3) denklemi kullanilirsa
N N
Y s, (VxT)y L UaY Z o (VxTy, Uo,Y)—g , (Tu,VxUqa,Y) —g , (Ty,VxUa,Y)}
a=1 a=1

s
=8 (VXH,Y) + Z {gw (VXUOU T*UaY) +8, (VXUOU T*UaY)}

a=1
(4.2.43)
elde edilir. (4.2.1) denklemi kullanilarak,
N N
Y. 8, (T°u,Y,ViUe) = = ¥ g, (T"u,Y, VxUa)
a=1 a=1

bulunur. Bu son denklem (4.2.43) de kullanilirsa

N

S
Z g, ((VXT)Ua Ua,Y) =g, (VxH,Y)+ Z g, (T5.Y,VxUq — VxUq)

a=1 a=1
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olup (4.1.1) den

ZS: g, ((VxT)y, Ua,Y) =g, (VxH,Y)

a=1

S
g, (15,Y Ty, X — Ty X) (4.2.44)

o=1

olur. (4.2.42) ve (4.2.44) g6zoniine alinirsa

g, (VxH,Y)—g  (T*V,T*X) = g {5—1)g, (X,¥)— (iz®)g, (PX,Y)}  (4.2.45)

elde edilir. Eger s#VyxH = 0 ise bu durumda,

* * Y .
—g , (T*Y,T*X) = 1 {(s—=1Dg, X, Y)— (izP) g, (PX.Y)} (4.2.46)
bulunur.
Boylece, (4.2.46) kullanilarak asagidaki teorem ve sonug verilebilir:

Teorem4.24. 6: (4',V,g ,) — <%’, @,gea) bir kb-istatistiksel submersiyon ve A nin egrilik
tensor alani (4.2.7) deki gibi olsun. Kabul edelim ki 7€ (") integrallenebilir ve keyfi X €
H(N) icin £V xH = 0 olmak iizere [26]

i) Eger ¢ = 0 ise bu durumda N ve A flattir ve herbir lif A nin bir tamamen geodezik

altmanifoldudur,
ii) iz® = 0 ve ¢ < 0 durumunda boy. ¥ > 1 dir.

Sonu¢ 4.2.3. 0 : (A, V,g ) — (%’,@,g%) bir kb-istatistiksel submersiyon ve N nin egrilik
tensor alani (4.2.7) deki gibi olsun. Eger 7€ () integrallenebilirse ve H bir sabit vektor alan

ise bu durumda Teorem 4.2.4 nin sonuglart elde edilir [26].

4.3 Anti-Invaryant kb-Istatistiksel Submersiyonlar

Bu alt boliimde kb-istatistiksel submersiyonlarin anti-invaryantligi incelendi ve distribiis-

yonlar icin karakterizasyonlar verildi.

Tamm 4.3.1. (A ,V,g ,  ®.E.n) bir kb-istatistiksel manifold ve (%,@,gﬁ) bir
Kdhler-benzeri istatistiksel manifold olsun. Eger ¢ : A — 9B bir istatistiksel submersiyonu
® ye gore anti-invaryant, yani ®Y(N) C H(N) ise bu durumda G ye anti-invaryant
kb-istatistiksel submersiyon denir.
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c: N — A bir (N, V,g, P& n) bir kb-istatistiksel manifolddan bir <%,@,g%) bir
Kihler-benzeri istatistiksel manifold bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon olsun. Buna
gore Tamm 4.3.1°den @7 (A )N ¥V (N) #£ {0} dir. S2(AN) de @ (¥ (A4)) distribiisyonuna

tamamlayan dik distribiisyon p ile gosterilirse
H(N)=DV (N )DUu (4.3.1)

ifadesine sahip oluruz. Kolayca goriilebilir ki pt, @ endomorfizmi altinda .77 (.4") distribiisyo-

nunun bir invaryant distribiisyondur.

Boylece, X € 57 (./") i¢in
®X = PX + FX (4.3.2)

ifadesine sahip oluruz, burada PX € I' (i) ve FX € ¥ (/) dur.

Diger taraftan, o, (7 (/")) = T% ve o, bir istatistiksel submersiyon oldugundan (4.3.2)
kullanilarak g, (0. PV, 0. FX) = 0 elde edilir, VX € 77 (/") ve V € V(4. Buise

T% = 6. (Y (N)) &0, (1)

oldugunu vurgular.

Ornek 4.3.1. Ornek 4.2.1 de verilen (I RxIR*V,g=dr*+ g1R4) kb-istatistiksel manifoldunu
alalim. Buna gore G : (IR x IR*,V, g) — (IR4,VIR4, g,R4> kb-istatistiksel submersiyonu

X1 —X2 X1+Xx4 )

o (t,x1,x2,x3,x4) = |( O, , ,
(t,x1,%2,X3,%4) < 7 7

projeksiyon doniisiimii olarak tanimlayalim. Bu durumda direk hesaplamalarla
V(M) = span{V) = dx| + dxz,Vo = dx3 — dx4,V3 = & = 9t}

ve
(M) = span{X, = dx3 + dx4,Xo = dx| — Ix2}
bulunur. Ayrica, ® (Vi) = —X| ve ® (V) = X5 olup

oY (M) C (M) dir. Diger taraftan i = 1,2,3 icin
g (xi,Xi) = gygs (Owx;, O:x;)

saglanir. O halde o, bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyondur.
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Lemma 43.1. o : (/,V,g ) = (%’,@,g_@) bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Bu durumda,

g, (PX,®U)=0

gy (VyPX,qD*U) =8, (V;PX,CI)*U) =—-g, (PX,CI)*AI*/U)
dir.
Ispat: X € 2(N)ve U € ¥ (N) icin ®X = PX + FX oldugundan

g, (PX,®U)=g , (DX — FX,d"V)

:gW(QJX,dD*U)
=g, X, U)-nX)n ()
=0

dir.

g, (PX,®*U) = 0 denkleminde Y ye gore tiirev alinirsa,
Yg, (PX,®U)=0= g, (VyPX,®'U) = —g , (PX,V;®*V)
olup kb-istatistiksel manifold tanimindan

gy (VyPX,®'U) = —g , (PX,®" (VyU))
=—g , (PX,®*A}U + @ (Y V;U))

=—g , (PX,®*AyU)

elde edilir.

(4.3.3)

4.3.4)

Diger taraftan, g , (PX,®*U) = g , (®*U,PX) oldugu gozoniine alinirsa Y ye gore tiirev

alinarak islemler yapildiginda
g, (VyPX,®U)=—g , (PX,®"AyU)

bulunur.

Teorem 4.3.1. 6 : (/',V,g ,) — (%’,@,gﬁ) bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

i) F(N ) integrallenebilirdir,
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ii)
¢, (V0.) (X,F¥) — (Vo) (V,FX), 6.8°U) = g, (PX, & A3U) —g., (PY, & AYD)
— [ (AxY) —n (AyX)|n (U),
iii)
g, (AxFY —AyFX, ®'U) = —g , (PX,®*A;U) +g , (PY,®*ALU)
+[n(AxY) —n (AyX)|n (U),
burada X,Y € (N )veU,E € V(N ) dir

Ispat: X,Y € J(AN) ve U,E € ¥ (N)igin ®U =tU, ®U =1t*U ®X e T (A (N ) D),
X el'(V(AN)Du) dir.

Buna gore,

8 v (VYX7U) =8y (CI)VyX,CI)*U) -n (VYX)T, (U)

=g, (Vy®X,®*U) —n(VyX)n (U) (4.3.5)

olur. Boylece (4.3.5) ten,

gy (X Y], U) =g, (Vo¥ =VyX,U)
=g, (Vx®Y,2U) -1 (VxY)n (U)
+8, (Vy®X,@"U)+n (VyX)n (U)
— g, (Vx (PY+FY),®U)—n (HVxY +AxY)n (U)

-8, (Vy(PX+FX),®U)+n(HVyX +AyX)n (U)

olup (4.3.4) ten,

gy (XY, U) = —g , (PY,®°AxU) +¢ , (VxFY,®"U) =1 (AxY)n (U)

+8, (PX, @*AyU) —g , (VyFX,®°U) +1 (AyX) 1 (U)
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o bir kb-istatistiksel submersiyon oldugundan

g, (X.Y],U) = g, (0.V,FY,0.9"U) — g, (PY, D" AYU) —1 (AxY) 7 (U)

¢, (0.VyFX,0.0°U) +g , (PX,B'A3U) +1 (4rX) 1 (U)

B

(
8% (_ (VG*) (X,FY) + (VG*) (Y,FX) , G*CI)*U)
— 8., (PY, ®"AyU) +¢ , (PX,®"AU)

—[n(AxY)—n(AyX)|n (U) (4.3.6)

elde edilir.
Boylece (4.3.6) dan (i) <(ii) oldugu goriiliir.
Diger taraftan,

(Vo.) (Y,FX) — (Vo) (X,FY) = —6, (VyFX — VxFY)

= —Ox (AyFX —AxFY)

oldugundan (ii) <»(iii) ispatlanmig olur.

Benzer bir sonu¢ V*i¢in de verilebilir:

Sonu¢ 43.1. 6 : (A',V,g ) — (%,@,g%> bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:
i) J(N ) integrallenebilirdir,
if)
2, (V'G.) (X,FY) ~ (V'G.) (Y,FX),0.0°U) = g, (Px, ®*A3U) — g, (PY,D*ARU)
+ M (AxY) —n (AyX)In (U),

iif)

g, (AXFY —AJFX,®U) = —g , (pX,®*AU) +g , (PY,@"ARU)

[ (AxY) +n (AyX)In (U),

burada XY € 7 (N )ve U,E € V(N )dr.

Simdi foliasyonlarin tamamen geodezikligini verebilir:
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Teorem 4.3.2. ¢ : (#,V,g ) — <%,@, gﬁ) bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

i) A (N), N iizerinde bir tamamen geodezik foliasyon tammlar,

i)
g, (AXFY,®'U) =g , (PY,®"AxU)+n (AxY)n (U),

iii)
8, (= (Vo) (X,FY),0.@°U) =g, (PY,P"AxU) +n (AxY)n (U),

burada X,Y € (N )veU € V(N ) dir.
Ispat: XY € (N ) ve U,E € ¥ (AN ) igin (4.3.5) den
g, (VxY,U)=g , (Vx®Y,®U)-n(VxY)n (U)
=8, (Vx(PY +FY),®°U)—n(VxY)n (U)
olur (4.3.4) ten,

g, (VxY,U)=—g , (PY,®*A%U) +g , (AxFY,®*U) —n (AxY)n (U) (4.3.7)

olur. (4.3.7)dan (i) <(ii) saglanir. VxU = AxU + ¥ VxU oldugundan,

g, (AxFY,®*U) =g , (VxFY — ¥ VxFY,®U)

=g, (VxFY,®'U)

8, (0. VxFY,0,.®'U)

8, (—(Vo.) (X,FY),0.9"U) (4.3.8)

bulunur ki (77) < (iii) olmasi i¢in yeterlidir.

Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.3.2. 6 : (A,V,g,) — (%’,@, g%> bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

i) (N ), N iizerinde bir tamamen geodezik foliasyon tammlar,
if)
8.y (AxFY,®'U) =g , (PY,®*AxU) + 1 (AxY)n (U),
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iii)
84 (= (V'0.) (x,FY),0.°U) =g, (PY,®"AxU) + 1 (AxY)n (U),
burada X,Y € (N e U,& € V' (N) dir.

Teorem 4.3.3. 6 : (4,V,g ,) — <%,@,gg> bir anti-invaryant kb-istatistiksel submersiyon

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:
i) V(AN), N iizerinde bir tamamen geodezik foliasyon tanimlar,
ii)
g, ((Vio,) (UPY),0.PV) =0,
iii)
TiFX +Aby U €T (1),
burada X € (N ) ve V,U,E € V(N) dur.
Ispat: X € 2 (N ) ve V,U,E € ¥ (A) olsun.
g, (VuV.X) =g, (PVyV, o*X)
=Ug , (®V,P'X) —g , (PV,V,;PX)
=—g , (PV,V,PX)
=—g,(0.PV, 0.V, P'X)

=g, (0 PV, (V'o,) (U,P'X))

olur ki bu (i) <(ii) olmasim saglar.
Ayrica
8, (0. @V, (Vio,) (U, P'X)) = —g , (PV,V,DX)
=—8, (PV,Vy (PX +FX))

= g, (DV, Vi F*X +[U,P*X]+ Vi U)

olup [U,P*X| € ¥ (4) oldugundan,
g, (0. DV, (V*0,) (U,®*X)) = —g , (BV,T;;F*X + ¥ Vi, F*X)

g, (BV,ApuyU + ¥ ViugU)

bulunur. Boylece (ii) < (iii) ispatlanmis olur.
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5. SONUC

Riemann submersiyonlarinin Klauza-Klein teorisinde ve robotik teorisinde uygulamalari
oldugunu biliyoruz. Gercekten, Klauza-Klein teorisinde yeni bir modelin genel coziimii,
Einstein denklemlerini saglayan harmonik doniisiimler cinsinden ifade edilebilir. Ustelik,
yiiksek boyutlu uzaydan skaler alanlarin deger aldig1 uzaya Riemann submersiyonlar tarafindan
cok genel bir ¢oziim smifi verilir (bkz. [38], bolim 9). Ote yandan Altafini [6], yedekli
robotlarda Riemann submersiyon yontemini kullanmistir. Ayrica robotikte ters kinematik ile
Riemann submersiyonlardaki vektor alanlarinin yatay liftleri arasinda yakin bir iligki oldugunu

gostermistir.

Riemann submersiyonlart ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [36], [39], [40], [41], [42], [43], [44]
kaynaklarina bakilabilir.

Istatistiksel geometri ve diferansiyel geometri arasinda derin bir iliski oldugu iyi
bilinmektedir. Bu baglamda ilk adim, istatistiksel ¢ikarim, bilgi kayb1 ve tahmin problemlerini
tartismak icin genel bir calisma alani saglayan ve bir Riemann metrigini olasilik dagilimlarin
uzayinda kullanan C.R. Rao [1] tarafindan atilmistir. Bu baglamdaki en dogal kavram,
istatistiksel bir manifold kavramidir. Istatistiksel manifoldlar dogal olarak bir afin-metrik
geometri ailesiyle iligkilidir ve kendine paralel egrilerle bagil entropi ile ilgili ilging 6zellikler
elde edilebilir. Son zamanlarda H.V. L& [16], herhangi bir diferansiyellenebilir istatistiksel
manifoldun, sonlu bir kiime tizerinde olasilik dl¢iileri uzayina yerlestirilebilecegini ispatladi ve

S. Amari ve S.L. Lauritzen’in agik bir problemine olumlu bir cevap verdi [4].

Bu tezde, yukaridaki bilgiler 1s18inda, istatistiksel submersiyonlarla ilgili baz1 sonuglar
verdik. Oncelikle Riemann submersiyonu ve ardindan istatistiksel submersiyonu tani-
dik. Daha sonra kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonu inceleyerek anti-invaryant
kosimplektik-benzeri istatistiksel submersiyonu elde ettik ve distribiisyanlarin (dagilimlarin)

karakterizasyonlari iizerine ¢alistik.

Bu calismalar dogrultusunda pek c¢ok calisma yapilabilir ve farkli karakterizasyonlar

verilebir.
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